ACTA UNIVERSITATIS NICOLAI COPERNICI

EKONOMIA XLII - NAUKI HUMANISTYCZNO-SPOLECZNE - ZESZYT 403 - TORUN 2011

Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu
Katedra Ekonometrii i Statystyki

Stawomir Mentzen

PROCESY DECYZYJNE MARKOWA A USTALANIE
KURSU W KANTORZE WYMIANY WALUT

Zarys tre$ci. W pracy opisano teoretyczne podstawy procesow decyzyjnych Mar-
kowa (MDP), przedstawiono rynek kantoréw znajdujacych si¢ na torunskim Starym
Miescie, ze szczegdlnym uwzglednieniem badanego kantoru, oraz opisano prosty model
kantoru, ktory zbadano przy uzyciu MDP. Znaleziono optymalne polityki ustalania kursu
dla dwoch walut — euro i dolara.

Stowa kluczowe: procesy decyzyjne Markowa, kantor, optymalne decyzje.

WSTEP

Powszechne wydaje si¢ twierdzenie, ze stosowanie zaawansowanych
narzedzi optymalizacyjnych ma sens jedynie w duzych przedsigbiorstwach, ktore
obracaja wielkimi pieniedzmi. W niniejszej pracy autor postara si¢ wykazac,
ze nawet bardzo mate przedsiebiorstwa moga wykorzysta¢ zdobycze matema-
tyki, by proces podejmowania niektorych decyzji przestat zaleze¢ od uczué
i emocji, przestal by¢ subiektywny, a stat si¢ obiektywny i pozwalat na znaczace
zwigkszenie zyskow.

W pierwszej czesSci artykulu opisano teoretyczne podstawy procesow
decyzyjnych Markowa (MDP — Markov Decision Processes), nastepnie przed-
stawiono wykorzystany algorytm oraz zaprezentowano prosty model kantoru
walutowego. Opisano tez ksztatt rynku wymiany walut na torunskim Starym
Miescie. W ostatniej czesci pracy pokazano wyniki zastosowania procesow
decyzyjnych Markowa do ustalenia kurséw kupna i sprzedazy dwoch walut
w jednym z torunskich kantorow walutowych.
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1. PODSTAWY TEORETYCZNE MODELU MDP

(X, B(X) nazywany jest przestrzenig borelowska, jesli X jest borelowskim
podzbiorem zupehej i osrodkowej przestrzeni metrycznej i (B(X) jest rodzing
zbiorow borelowskich. Dla przestrzeni borelowskich (X, B(X) i (¥, B(Y) g jest
prawdopodobienstwem warunkowym Y na X, jesli dla x € X, g(-|x) jest miarg
probabilistyczng na B(Y) idla G € B(Y), ¢(G|-) jest mierzalng funkcja borelow-
sk z X'w [0;1]. Scisla definicj¢ MDP mozna znalezé miedzy innymi u Putermana
(2005):

Definicja 1.

Na model MDP sktada sie:
1. Przestrzen borelowska (S, B(S).
2. Przestrzen borelowska (4, B(A4) i rodzina zbioréw 4, takich, ze 4, € B(A4)
dla kazdego s € S. Niech B(4,) oznacza indukowang z (4, B(4 ) rodzine¢ pod-
zbiorow borelowskich zbioru 4, s € S. Wymagamy tez istnienia mierzalnej
funkcji d odwzorowujacej S w 4 tak, ze d(s) € A,, dla kazdego s € S.
Rodzina P(4,) miar probabilistycznych na B(A4,) dla kazdego s € S.
4. Funkcje rzeczywiste nagréd r,(s, a) spetniajace dla kazdego ¢ € T nastgpuja-
ce warunki:
a) r,(,") jest mierzalna wzgledem B(S x 4,),
b) r(:,") jest catkowalna dla wszystkich ¢ € P(4,), dla kazdego s € S.
5. Warunkowe prawdopodobienstwa p,(+|s,a) spetniaja dla ¢ € 7 warunki:
a) p,(G|-,) jest mierzalna wzgledem B(Sx 4,) dla G € B(S),
b) p,(Gls,-) jest catkowalna dla kazdego ¢ € P(4,), dla kazdego s € S
1G € B(S).

W

Powyzej S jest zbiorem stanow, w ktorych moze znalez¢ si¢ proces, s ozna-
cza pojedynczy stan, 7T jest zbiorem etapéw decyzyjnych, ¢ jest etapem decy-
zyjnym, A4 jest zbiorem wszystkich mozliwych akcji (decyzji), 4, zbiorem akcji
mozliwych do podjecia w stanie s, a jest akcja (decyzja), d deterministyczng
regula decyzyjna, r,(s, @) jest nagroda przyznang, jesli na etapie ¢ w stanie s pod-
jeta zostanie akcja a, g jest funkcja podejmowanie decyzji (deterministyczng albo
losowa), p,(s, a) jest prawdopodobienstwem przejscia na etapie ¢, przy podjgciu
akcji a, ze stanu s do innego stanu.

Innymi stowy, przebieg procesu wyglada nastgpujaco. Na kazdym etapie
decyzyjnym proces znajduje si¢ w jakim$ stanie. Do kazdego stanu przypisa-
ny jest zbior mozliwych do podjecia akcji, zbior nagrod za wybranie poszcze-
gdlnych akcji i zbior prawdopodobienstw przejscia do innego stanu po podjeciu
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odpowiedniej decyzji. W momencie podjecia decyzji przyznawana jest natych-
miastowa nagroda, zalezna jedynie od stanu, w ktérym znajduje si¢ proces, etapu
decyzyjnego i podjetej decyzji, nastgpnie proces zgodnie z okreslonym prawdo-
podobienstwem przechodzi do innego stanu, gdzie na kolejnym etapie decyzyj-
nym znowu podejmowana jest akcja.

Celem rozpatrywania danego modelu MDP jest znalezienie takich regut
podejmowania decyzji, ktore beda maksymalizowaé¢ warto$¢ otrzymywanych
nagréod w czasie trwania procesu. W przypadku stosowania markowowskich
deterministycznych regut decyzyjnych, zbiorem regut podejmowania decyzji na-
zywamy zbidr

DMP = {d:S — A:djest mierzalne i d(s) € A, dla kazdego s € S}

Regute takg nazywamy markowowska, poniewaz w kazdym stanie i na kaz-
dym etapie decyzyjnym, decyzja podejmowana jest jedynie na podstawie wy-
branej akcji i stanu, w ktorym znajduje si¢ proces. Nie ma znaczenia historia
procesu, jedynie jego aktualna sytuacja (Puterman, 2005).

Definicja 2.

Polityka, planem lub strategia nazywamy zestaw regut decyzyjnych okreslaja-
cych podejmowane akcj¢ w kazdym momencie decyzyjnym. Polityke oznacza-
my w sposob nastepujacy: gdzie d,e DMP dlat=1,2, ..., N—1,N <. Polityke
nazywamy stacjonarng, jesli d, = d dla kazdego t € T, gdzie d, € DMP jest ustalo-
ng reguta (Puterman, 2005, s. 25).

Dla uproszczenia dalszego wywodu, dla potrzeb tej pracy przyjmujemy,
ze zbiory S'i1 A sg dyskretne, a horyzont czasowy jest dyskretny i nieskonczony.

Rozwazmy przestrzen Q= (Sx A)*= H:-1 (S x A4). Elementy tej prze-
strzeni skladaja si¢ z ciagu stanow i akcji: Q3 w =(sy, ay, S, @y, ...). Zdefi-
niyjmy zmienne losowe X, i Y,, przyjmujace wartosci odpowiednio z S i 4.
X(w)=s, Y(w)=a, t=1,2, ... X, oznacza stan procesu w momencie #, a Y,
podjeta wtedy akcje.

W dalszej tresci zmodyfikujemy zatozenia zawarte miedzy innymi u Puter-
mana (2005) w celu dostosowania ich do potrzeb i sytuacji rozwazanych w ni-
niejszym artykule.

Niech rozktad prawdopodobienstwa P;(-) oznacza rozktad poczatkowy sta-
nu procesu. Dla potrzeb tej pracy P;(s;) = 1 dla ktdregos s; € S.

Polityka 7 = (d,, d,, ...) wprowadza prawdopodobienstwo P* na (Q, B(QQ))
nastgpujaco (Puterman, 2005, s. 23):

P” {Xl :S} :Pl(S).
P" X =jlX,=s Y, =a} =p(jl|s,a)
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Prawdopodobienstwo pojedynczej Sciezki procesu o = (s, @, So, da, ... S),)
dla kazdego n > 1 wynosi:

P™ {s1, ay, 5y, ay, ... 5,) = Pi(s1) p1(s2 | 51, a1) pa (s3] 52, @) ...
pnfl(sn | Sn—15 anfl)~

Korzystajac z wlasno$ci Markowa, otrzymujemy:
/e — T
P, S0, ity Si425 -+ Sp|S15 A1, 82, Aoy - SY) =P {1, S111, Api1, Si25 -+ Sp| 8-

Niech W oznacza rzeczywista funkcje¢ zmiennych losowych definiowana na
(Q, B(Q), P™), zadang wzorem:

o0
W(s,a,,8,,a5,..)= er (s,,a,).

t=1
Definicja 3.

Warto$cig oczekiwang funkcji W, przy polityce =, jest:
E"W = jQ W(w)P™ {w}do.

Od tego momentu przyjmujemy nastg¢pujace zatozenia upraszczajgce model

i jego notacje:

1. Stacjonarnos¢ funkcji nagréod i prawdopodobienstw przejscia. (s, a)
ip(j|s, @) nie zmieniajg si¢ przy przechodzeniu z jednego etapu decyzyjne-
go do kolejnego.

2. Otrzymywane nagrody sg ograniczone, r(s, a) | = M < oo dla kazdego a € A,

ises.

Przestrzen stanow S jest dyskretna i przeliczalna.

4. Polityka jest stacjonarna, d, = d dla kazdego ¢ € T.

W

Niech v™(s) oznacza warto$¢ oczekiwang wszystkich nagrod procesu, przy
zatozeniu nieskonczonego horyzontu czasowego, uzycia polityki 7 oraz rozpo-
czegcia procesu od stanu s.

v”(s)zEf{Zr(X,,Y, }
i=1

Poniewaz tak zdefiniowana warto$¢ oczekiwana nie uwzglednia czynnika
czasu, na ogot prowadzi¢ bedzie do wartosci nieskonczonych. Dlatego w dalszej
czesci pracy stosowany bedzie zdyskontowany MDP. Jest on znacznie blizszy
rzeczywistosci. Odpowiada za to zaréwno inflacja, jak i preferencja czasowa
sprawiajaca, ze wyzej ceni si¢ terazniejszy zysk od tego w przysztosci.
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Definicja 4.
Wartoscig oczekiwang procesu zdyskontowanego jest (Kadota i inni, 2006):

N
vi ()= lim E7 {Z 27X, )}

t=1
da0<i<l.
Granica taka istnieje gdy sup sup | 7(s,a)|=M <oo. W takim przypadku mozna
napisac: se§ acd,

vi(s)=E7 {Z ATHX,LY, )}.

t=1

Definicja 5.
Polityka optymalna nazywamy polityke v, =supv;.

Przy dotychczasowych zatozeniach warto§¢ optymalnej polityki vz mozna wy-
znaczy¢, korzystajac z rownan Bellmana:

v, (s)= SUP{F(S, a)+ Y Ap(jls,a)v; (j)}

acd, jes

dlas € S (Puterman, 2005, s. 147).

2. ALGORYTM

Ponizej znajduje si¢ iteracyjny algorytm, stuzacy do znajdowania optymal-
nej polityki decyzyjnej (Puterman, 2005, s. 161):
1. Nalezy wybraé v%(s), ustali¢ > 01in=0.
2. Dlakazdego s € S nalezy wyliczy¢ v"*!:

vit(s)= r;gX{r(S, a)+ Y, Ap(jls,a)v; (j)}-

Jjes

1-2
3.0 Jesli| vt = v | < (-4)

, to nalezy przej$¢ do punktu 4. W przeciwnym

wypadku nalezy zwigkszy¢ n o 1 1 wroci¢ do punktu 2.

4. Dlakazdego s € S wybrac¢

d,(s)earg max{r(s, a)+ Y. Ap(jls,a)vit( j)}

aci, jes

Arg max jest funkcja zwracajaca wartosci a, dla ktorych argument funkcji
osiaga wartosci maksymalne.
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3. RYNEK KANTOROW W TORUNIU

Kantory na torunskiej Starowce zlokalizowane sg wzdtuz ulic: Chetminska,
Szeroka, Krolowej Jadwigi, stanowiacych najpopularniejszy trakt spacerowy
w miescie. Zdecydowana wigkszo$¢ osob udajacych si¢ na Stare Miasto przecho-
dzi ulica Szeroka, bedaca gtdéwnym deptakiem miasta, a dochodzi do niej ulicami
Chelminskg badz Krolowej Jadwigi. Dlatego najlepsza lokalizacje dla kantoru
stanowi Szeroka, a nastgpnie dwie pozostate ulice. Wszystkie torunskie kanto-
ry znajdujace si¢ na wymienionej trasie stosuja ten sam spread dla gtéwnych
walut (20 groszy dla euro i dolara, 30 groszy dla funta brytyjskiego), oraz maja
te same ceny kupna i sprzedazy. Kazdego dnia rano, jesli kursy walut si¢ w cig-
gu nocy zmienity, mozna zaobserwowac réznice si¢gajace nawet dwoch groszy,
jednak w ciggu godziny wszystkie kantory ustalajg ceny na jednym poziomie.
Sporadycznie zdarza si¢, ze ktory$ kantor ma inng cen¢ Jest to racjonalna taktyka,
wszystkie te kantory maja dobrg lokalizacje, dzicki czemu mogg osigga¢ wysokie
zyski bez konkurowania pomiedzy sobg za pomoca ceny.

Kantorem, ktéry musi wylamac¢ si¢ z obowigzujacej zmowy cenowej, jest
ten znajdujacy si¢ na ulicy Mostowej, okoto 50 metréow od skrzyzowania z uli-
ca Szeroka. Ma duzo gorsza lokalizacje, znajduje si¢ na rzadko uczeszczanej,
bocznej ulicy, otworzony zostat stosunkowo niedawno, dlatego jest zmuszony
konkurowa¢ cenowo. Pierwsza proba zdobycia swojego udziatu w rynku byto
zmniejszenie proponowanego spreadu ponizej 20 groszy. Oznaczato to, ze ba-
dany kantor mial najlepsze ceny zaré6wno kupna, jak i sprzedazy. Pozostate kan-
tory zareagowaly jeszcze wickszym zmniejszeniem spreadu, co zapoczatkowato
rujnujaca wojne cenowa, z ktorej zwycigsko mogly wyjs¢ jedynie dysponujace
zaroéwno lepsza lokalizacja, jak i duzo wiekszym kapitatem kantory nalezace do
konkurencji. Po paru dniach stato si¢ jasne, ze jest to zta droga i spready na lokal-
nym rynku wrocily do starego poziomu.

Druga i tym razem skuteczng proba utrzymania si¢ na rynku byto oferowa-
nie najlepszych cen skupu albo sprzedazy przy zachowaniu spreadu na poziomie
takim jak konkurencja. W praktyce oznacza to ustawienie ceny kupna waluty
o grosz wyzej niz konkurencja, gdy w kasie kantoru jest duzo ztotoéwek a mato
waluty, oraz ustawienie ceny sprzedazy o grosz nizej, gdy kantor ma duzo wa-
luty a malo ztotowek. W dalszej czesci pracy ustawienie kursu o grosz wyzej
od konkurencji nazywane bgdzie nastawieniem si¢ na kupno, a o grosz nizej,
nastawieniem si¢ na sprzedaz. Dzigki tablicy z aktualnymi kursami znajdujace;j
si¢ na skrzyzowaniu ulic Mostowej i Szerokiej klienci sa poinformowani o ce-
nach w kantorze i jezeli ich zamiar kupna Iub sprzedazy waluty jest zbiezny



Procesy decyzyjne Markowa a ustalanie kursu w kantorze wymiany walut 29

z ustawieniem si¢ kantoru na kupno lub sprzedaz, sa sktonni nadtozy¢ drogi
dla osiagnigcia korzystniejszego kursu wymiany niz w kantorach na gtdéwnych
ulicach.

Trzeba zauwazy¢, ze kursy kupna i sprzedazy w kantorach nie sg ustawione
symetrycznie wzgledem $redniej migdzybankowej. Cena kupna dla euro i dolara
jest na ogdt 4 do 6 groszy nizsza od $redniej miedzybankowej, a cena sprzedazy
14 do 16 groszy wyzsza od $rednie;j.

Przy opisanej wyzej strategii kluczowym zagadnieniem jest znalezienie ta-
kiej ilo$ci waluty, przy ktorej kantor powinien przestawic si¢ z kupna na sprze-
daz 1 odwrotnie. W przypadku gdy kantor nastawiony jest na skup waluty, traci
wszystkich klientow chcacych ja kupi¢ oraz tych klientow, ktorzy cheg sprzedac
wickszg ilo$¢ niz kantor jest w stanie kupi¢ za posiadane ztotéwki. Sytuacja jest
analogiczna w przypadku ustawienia si¢ na sprzedaz. Zbyt pézna zmiana kursu
z kupna na sprzedaz powoduje zgromadzenie zbyt duzej ilosci waluty, a co za
tym idzie, dysponowanie zbyt malg iloscig ztotowek, by mozna bylo realizowac
wicksze, bardziej zyskowne transakcje kupna, co powoduje straty w wysokosci
nawet setek zlotych dziennie.

4. MODEL MDP KANTORU WALUTOWEGO

Model zbudowany zostat na paru podstawowych zalozeniach, dostosowa-
nych do lokalnych warunkow. Pierwszym jest doskonata informacja na rynku.
Wszyscy klienci posiadaja wiedz¢ na temat cen oferowanych we wszystkich
kantorach oraz o mozliwosci negocjacji cen przy wigkszych wymienianych kwo-
tach. Kolejnym zalozeniem jest racjonalno$¢ klientow. Sprzedadza oni walute
w kantorze, ktory oferuje najwyzszy kurs, a kupig tam, gdzie na tablicy widnieje
najmniejsza liczba. Jesli kantor nie jest w stanie zrealizowa¢ w calo$ci transakcji
z powodu zbyt matej ilosci ztotowek lub waluty, nie jest ona realizowana w cze-
$ci, klient odchodzi do konkurencji. Wszystkie kantory poza badanym utrzymuja
zblizone kursy, jedynie badany kantor dla kazdej waluty ustala najnizsza lub naj-
wyzszg cene. Kantor ustala ceny kupna i sprzedazy walut na podstawie dwoch in-
formacji: ceny kupna i sprzedazy u konkurencji oraz ilosci danej waluty w kasie.

Do badania wykorzystano zbidr wszystkich transakcji kupna lub sprzedazy
z uzyciem euro i dolara, o wartosci powyzej 10€ i 103, z pierwszego kwartatu
2011 roku. Wszystkie transakcje zaokraglono w gore do najblizszej liczby po-
dzielnej przez 100, tj. 10$ do 100$, a 1108 do 2008 itd. Nastgpnie kazdej wartosci
transakcji przyporzadkowano indeks ze zbioru {1, ..., 70}, rowny warto$ci trans-
akcji podzielonej przez 100.
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Dla kazdej transakcji kupna danej waluty o indeksie i wyliczono $rednia
marze:

gdzie r; — $rednia marza transakcji o indeksie 7, n; — ilo$¢ transakcji o indeksie i,
r{ — marza j-tej transakcji o indeksie i.

Nastepnie dla kazdej wartosci transakcji wyliczono prawdopodobienstwo jej
wystgpienia:

n.

pi=—
n
gdzie n — ilo$¢ wszystkich transakcji kupna.

W wyliczeniach koniecznie trzeba uwzglednié fakt, ze kantor nie jest nasta-
wiony przez roéwny czas na kupno i na sprzedaz. Dlatego potrzebne sa dwie dane:
Lkupno — €788, przez jaki kantor nastawiony byt na kupno, ¢,,..4.: — czas, przez jaki
kantor nastawiony byt na sprzedaz. Dzigki temu mozna poréwnywac oczekiwane
zyski z transakcji kupna i sprzedazy.

Kolejnym krokiem bylo obliczenie oczekiwanego zysku z transakcji o in-
deksie i wedtug wzoru:

it

e =

i B

Lupno
gdzie e; — oczekiwany zysk z transakcji o indeksie i.
Analogiczne obliczenia przeprowadzono dla transakcji sprzedazy.

Stanem procesu s jest ilos¢ waluty w kasie kantoru podzielona przez 100,
przy czym maksymalna ilos¢ waluty wynosi 7000. System ma wigc 71 stanow,
od 0 do 70. Transakcje zawieraja si¢ pomiedzy 100 a 7000 i rowniez sa wielokrot-
nos$cig stu. W kazdym stanie nalezy podjac¢ decyzjg, czy kurs nalezy ustawi¢ na
kupno, czy na sprzedaz. Zbior dostepnych akcji jest wiec dwuelementowy i staty
dla wszystkich dostgpnych stanow: 4 = {kupno, sprzedaz}, gdzie kupno oznacza
decyzje nastawienia si¢ na kupno, a sprzedaz na sprzedaz. W wypadku podjecia
decyzji o kupnie przyznawana jest natychmiastowa nagroda, zalezna od stanu,
w ktorym system si¢ znajduje, o wartosci:

70—s

kupno __
R =2 p),
=

gdzie R“P" — nagroda w stanie s po podjeciu decyzji o nastawieniu sie na kupno
waluty. W momencie podjecia decyzji o ustawieniu kursu ma kupno wiadomo,
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ze przyjdzie klient, ktory bedzie chciat sprzeda¢ walutg. Dlatego nagrode stano-
wi suma oczekiwanych zyskow z mozliwych do zrealizowania w danym stanie
transakcji, pomnozonych przez prawdopodobienstwo przyjscia klienta z dang
iloscig waluty. Analogicznie dla podjecia decyzji o sprzedazy:

s
sprzedaz __ X
R; = Z € P
J=1

gdzie R{P'7¢%* _ nagroda w stanie s po podjeciu decyzji o nastawieniu sie¢ na
sprzedaz waluty.
Prawdopodobienstwo przejscia ze stanu i do j jest rowne:

0 dla j<i

ik _
p(Jj|i,kupno) {p” da j>i

oraz

{0 dla j>i

p(jli,sprzedaz) = L.

pi;dla i>
Podsumowujac, nieskonczony proces przebiega nastepujaco. W chwili startu
w kasie znajduje si¢ s sztuk waluty. Podejmowana jest decyzja o ustawieniu kur-
su na kupno lub sprzedaz. Po podjeciu decyzji przyznawana jest nagroda w wy-
sokosci RX“Pme lub RgP'7¢4e  zalezna jedynie od podjetej decyzji i stanu, w ktorym
znajduje si¢ proces. Nastepnie proces przechodzi do kolejnego stanu zgodnie
z prawdopodobienstwem przejscia. Celem jest maksymalizacja otrzymanych na-
grod, bedacych zyskiem kantoru. Przyszle zyski dyskontowane sa o wartos¢ A.

5. WYNIKI

Badanie przeprowadzono dla dwoch walut: euro i dolara. Dane pochodza
z pierwszego kwartatu 2011 roku. Dane potrzebne do wyliczenia #,,,, oraz
Lspreedaz POCh0dZzg tylko z marca 2011 i sg rowne ilo$ci godzin, jakie kantor nasta-
wiony byt na kupno i na sprzedaz. Brano pod uwage tylko dwie z trzech gtéwnych
walut, poniewaz w objetym badaniem okresie kantor zawart umowe na sprzedaz
duzych ilosci funtow brytyjskich, w zwiazku z czym nastawiony byt caly czas na
kupno, co uniemozliwialo wiarygodne badanie. Poniewaz petna tabela z danymi
dla jednej tylko waluty miataby ponad 70 wierszy i zajeta sporo miejsca, w arty-
kule umieszczono tylko jej 21 pierwszych wierszy.



Dla waluty euro 1, = 73,5, lyprzedaz = 147,5, 2=0,999 &= 0,001

Tabela 1. Dane kupna i sprzedazy dla euro

Kupno Sprzedaz
S r p € Rkupno S r p € Rsprzedai
0 0 0,00 0,00 5,90 0,00 0,00% 0,00 0,00 0,00

100 1,64% 0,52 1,17 5,90 100 2,70% 0,45 0,82 0,82

200 1,48% 0,17 0,68 5,90 200 2,56% 0,12 0,41 1,23

300 1,44% 0,08 0,50 5,90 300 2,17% 0,12 0,53 1,76

400 1,35% 0,04 0,26 5,90 400 2,39% 0,05 0,30 2,06

500 1,29% 0,04 0,38 5,90 500 2,33% 0,07 0,58 2,63

600 1,10% 0,01 0,11 5,90 600 1,38% 0,02 0,09 2,73

700 1,20% 0,01 0,11 5,90 700 2,04% 0,01 0,12 2,85

800 1,32% 0,01 0,12 5,90 800 1,39% 0,01 0,11 2,96

900 0,94% 0,01 0,08 5,90 900 1,31% 0,00 0,03 2,99

1000 | 1,13% 0,03 0,51 5,90 1000 | 1,11% 0,03 0,24 3,23

1100 | 0,61% 0,01 0,05 5,75 1100 | 1,60% 0,01 0,13 3,36

1200 1,20% 0,00 0,08 5,75 1200 1,41% 0,01 0,07 3,43

1300 1,37% 0,00 0,10 5,75 1300 1,18% 0,00 0,04 3,47

1400 | 0,35% 0,00 0,01 5,75 1400 | 0,00% 0,00 0,00 3,47

1500 1,02% 0,01 0,14 5,75 1500 | 0,95% 0,02 0,18 3,65

1600 1,01% 0,00 0,03 5,75 1600 | 0,71% 0,00 0,02 3,67

1700 | 0,61% 0,00 0,04 5,75 1700 | 1,57% 0,00 0,08 3,75

1800 | 0,70% 0,00 0,02 5,75 1800 | 0,03% 0,00 0,00 3,75

1900 | 0,00% 0,00 0,00 5,67 1900 | 0,98% 0,00 0,03 3,77

2000 | 0,80% 0,02 0,33 5,67 2000 1,39% 0,01 0,24 4,01

Zrodto: obliczenia wlasne.



Dla dolara t4,,0 = 127,5, fyprzeqa: = 90,5, 2 =0,999 &= 0,001

Tabela 2. Dane kupna i sprzedazy dla dolara

Kupno Sprzedaz

S r p e Riwpno S r p e Rsprzedaz

0 0,00% | 0,00 0,00 4,86 0 0,00% | 0,00 0,00 0,00
100 227% | 0,53 0,94 4,51 100 3,89% | 0,38 1,62 1,62
200 2,09% | 0,16 0,51 4,51 200 3,78% | 0,09 0,72 2,34
300 1,91% | 0,07 0,33 4,51 300 3,49% 0,11 1,24 3,58
400 2,19% | 0,03 0,23 4,51 400 2,99% 0,06 0,85 4,43
500 1,34% | 0,06 0,32 4,51 500 3,80% | 0,09 1,81 6,24
600 2,03% | 0,01 0,13 4,51 600 2,58% | 0,02 0,37 6,61
700 1,11% | 0,01 0,04 4,51 700 3,15% | 0,04 1,05 7,65
800 1,63% | 0,01 0,07 4,51 800 2,42% | 0,01 0,23 7,88
900 1,15% | 0,01 0,05 4,51 900 4,05% | 0,01 0,43 8,32
1000 | 1,90% | 0,06 0,91 4,51 1000 | 2,16% | 0,09 2,05 10,37
1100 | 0,00% | 0,00 0,00 4,51 1100 | 0,00% 0,00 0,00 10,37
1200 | 0,00% | 0,00 0,00 4,51 1200 | 0,98% 0,01 0,14 10,51
1300 | 1,58% | 0,01 0,11 4,51 1300 | 0,00% 0,00 0,00 10,51
1400 | 0,00% | 0,00 0,00 4,51 1400 | 0,00% 0,00 0,00 10,51
1500 | 0,00% | 0,00 0,00 4,51 1500 | 1,39% 0,01 0,25 10,76
1600 | 0,00% | 0,00 0,00 4,51 1600 | 0,00% 0,00 0,00 10,76
1700 | 0,59% | 0,01 0,05 4,51 1700 | 0,00% 0,00 0,00 10,76
1800 | 0,00% | 0,00 0,00 4,51 1800 | 0,77% 0,01 0,16 10,92
1900 | 0,00% | 0,00 0,00 4,51 1900 | 0,00% 0,00 0,00 10,92
2000 | 1,45% | 0,01 0,31 4,51 2000 | 2,90% 0,02 1,38 12,30

Zrodto: obliczenia wiasne.
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Po zastosowaniu opisanego w pracy algorytmu otrzymano wyniki zamieszczone
w tabeli ponizej:

Tabela 3. Wartosci v (s, a) dla euro i dolara

EURO DOLAR
s KUPNO SPRZEDAZ s KUPNO SPRZEDAZ
25 11,052 9,738 1 7,049 0,000
26 10,987 9,738 2 7,049 3,772
27 10,981 9,738 3 7,049 5,016
28 10,970 9,738 4 7,049 5,869
29 10,948 9,937 5 7,049 7,675
30 10,905 9,937 6 7,049 8,043
31 10,824 9,937 7 7,049 9,091
32 10,760 9,954 8 7,049 9,321
33 10,745 9,954 9 7,094 9,754
34 10,716 9,954 10 7,094 11,807
35 10,661 9,954 1 7,115 11,807
36 10,556 9,979 12 7,120 11,947
37 10,510 9,979 13 7,122 11,947
38 10,508 9,979 14 7,161 11,947
39 10,502 10,067 15 7,176 12,194
40 10,399 10,067 16 7,181 12,194
4 10,202 10,067 17 7,209 12,194
42 10,202 10,067 18 7,219 12,359
43 10,202 10,067 19 7,437 12,359
44 10,202 10,129 20 7,519 13,737
45 10,202 10,129 21 7,550 13,737
46 10,202 10,129 22 7,643 13,737
47 10,180 10,129 23 7,733 14,262
48 10,151 10,129 24 7,767 14,616
49 10,115 10,279 25 7,779 14,616
50 10,098 10,279 26 7,784 14,616
51 9,767 10,290 27 7,786 14,616
52 9,767 10,290 28 7,787 14,616
53 9,743 10,290 29 7,787 14,616
54 9,704 10,290 30 7,787 14,616
55 9,674 10,290 31 7,787 14,616

Pogrubiono wigksze wartosci v (s, a), wskazujace na optymalng decyzj¢ — d (s)
Zrodto: obliczenia whasne.
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W przypadku euro optymalng reguta decyzyjna jest ustawienie si¢ na kupno,
gdy w kasie jest nie wigcej niz 4800 euro, oraz ustawienie si¢ na sprzedaz po
przekroczeniu tej kwoty. Dla dolara otrzymano nastegpujaca regute decyzyjna: je-
sli tylko 1lo$¢ dolaréw w kasie przekroczy 400, nalezy przestawic si¢ na sprzedaz
dolarow. Ta zaskakujaca polityka wynika z faktu, ze wigkszos¢ klientow kupuje
mate ilosci dolardéw, na ktorych kantor osigga wysoka $rednig marzg.

PODSUMOWANIE

Przeprowadzone badanie dato bardzo ciekawe i konstruktywne wyniki. Oka-
zalo si¢, ze do wymiany euro nalezy uzywaé zupeie innej strategii niz do wy-
miany dolara. O ile w przypadku euro kantor powinien gtéwnie skupywac walute
1 p6zniej sprobowac ja sprzedaé, o tyle w przypadku dolara strategia powinna
by¢ zupelie odmienna. Realizowanie otrzymanej strategii oznaczatoby trzyma-
nie w kasie matych kwot, ktére uniemozliwiatyby wiekszos¢ transakcji. Dlatego
kantor powinien zaopatrzy¢ si¢ w banku w duzg ilo$¢ dolaréw, ponoszac maty
przy duzych kwotach koszt przewalutowania zlotowek, a nastepnie caty czas
sprzedawa¢ dolary, po czym ponownie zakupi¢ dolary w banku. W przypadku
euro nie ma koniecznos$ci korzystania z ustug banku.

Badanie pokazalo tez, ze nalezy korzysta¢ z narzedzi optymalizacyjnych
przy kazdej skali dziatalno$ci, nie tylko w przypadku obrotéw idacych w miliony
ztotych. Powinno stanowi¢ to zachete dla mniejszych przedsigbiorcoéw, by row-
niez zainteresowali si¢ matematycznym wspomaganiem procesu podejmowania
decyzji w ich przedsigbiorstwie.
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MARKOV DECISION PROCESSES
AND DETERMINING THE EXCHANGE RATE

Abstract. The paper describes the theoretical foundations of Markov decision
processes (MDP), presents the exchange market located in Torun’s Old Town, with particular
emphasis on tested exchange, and describes a simple model for an exchange, which was
examined using the MDP. As a result, found the optimal policy for determining the
exchange rate for two currencies — the euro and the dollar.

Key words: Markov decision processes, exchange, optimal decisions





