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WSTEP

Jednym z gtéwnych celéw wspotczesnej teorii reprezentacji algebr artinowskich nad prze-
miennym pierScieniem artinowskim jest opisanie struktury kategorii skonczenie generowa-
nych moduléw. Ze wszystkich algebr, szczegolng role odgrywaja algebry samoinjektywne,
ktérych prominentne klasy tworzg algebry Frobeniusa oraz algebry symetryczne. Przypo-
mnijmy, Ze algebra artinowska A jest samoinjektywna, kiedy klasa modutéw projektywnych
pokrywa sie z klasa modutéw injektywnych.

Waznym kombinatorycznym i homologicznym niezmiennikiem algebry A jest jej kotczan
Auslandera-Reiten I'y. Opisuje on strukture kategorii ilorazowej mod A/rady, gdzie mod A
jest kategorig skoniczenie generowanych modutéw nad A, a rad?}’ nieskoriczonym radykatem
Jacobsona kategorii mod A. W szczeg6lnoSci Auslander pokazat w [6], Ze algebra A jest skon-
czonego typu reprezentacyjnego wtedy i tylko wtedy, gdy rad}’ = 0. Badanie struktury i wia-
sno$ci sktadowych kolczanu Auslandera-Reiten I'4 algebry artinowskiej A odgrywa znaczaca
role we wspolczesnej teorii reprezentacji algebr. Czasami mozemy odtworzy¢ algebre A oraz
kategorie moduléw mod A znajac ksztalt oraz wtasno$ci sktadowych % kotczanul'4. W pracy
[60] Skowronski wprowadzil wazny typ sktadowych, a mianowicie uogélniong standardowa
sktadowa kotczanuT 4. Jest to sktadowa ¢ w kolczanie I, spetniajaca warunek rady’(X, Y) =0
dla dowolnych modutéw X i Y w 6. Ponadto w pracy [60] pokazane zostato, ze kazda uogél-
niona standardowa skltadowa jest prawie okresowa, czyli prawie wszystkie 7 ,-orbity w tej
sktadowej sg okresowe, a stad zawiera ona tylko skonczenie wiele modutéw nierozktadal-
nych danej dtugosci. W konsekwencji otrzymujemy, ze dla algebry samoinjektywnej A kazda
uogoblniona standardowa sktadowa jest albo quasi-rura albo sktadowa acykliczng ze skon-
czong iloScia 7 4-orbit.

Nierozkladalny A-modut M nazywamy kierujgcym jesli nie lezy na cyklu w mod A. Przypo-
mnijmy, ze cyklem w mod A nazywamy droge niezerowych nieizomorfizméw miedzy nieroz-

ktadalnymi A-modutami X, 5 X; LI L Xy, w ktérej X,, = X,. Dodatkowo cykl nazywamy
krétkim, o ile n = 2 oraz nieskoniczonym, gdy co najmniej jeden zhomomorfizméw f; nalezy
do rad}’. Moduly kierujace, najczesciej wystepujace w sktadowych taczacych algebr odwroé-
conych ([22]), odgrywaja waznga role w teorii reprezentacji algebr ([52]). Jednakze kotczan
Auslandera-Reiten zawiera jedynie skoniczenie wiele 7 4-orbit zawierajacych moduty kieru-
jace ([45], [63], [70]). Nie mniej jednak duzo wtasno$ci modutéw kierujacych maja moduty,
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ktore nie leza na krétkich cyklach w kategorii modutéw mod A ([20], [50], [49]). Przykladowo
w [52] Ringel pokazat, ze skoniczenie wymiarowa algebra nad ciatem algebraicznie domknie-
tym, ktora zawiera tylko moduly kierujgce w mod A jest skoriczonego typu reprezentacyjne-
go. Nastepnie w pracy [18] Happel i Liu pokazali, ze algebra artinowska, ktéra nie zawiera
krotkich cykli w kategorii modutéw jest skoniczonego typu reprezentacyjnego, co stanowi
istotne uogodlnienie wyniku Ringela, gdyz jak wiemy istnieja przyktady sktadowych w kot-
czanie Auslandera-Reiten, ktére nie zawieraja modutéw kierujacych, a jedynie moduty nie
lezace na krétkich cyklach w mod A ([49]).

Przez Ko(A) oznaczamy grupe Grothendiecka algebry A, a przez [X] obraz modulu X
zmodA w Ky(A). Wéwczas dla modutéw X i Y w mod A mamy [X] = [Y] wtedy i tylko wtedy,
gdy X oraz Y maja takie same sktadniki kompozycyjne. W pracy [52] zostato udowodnione,
ze moduly kierujace sg jednoznacznie wyznaczone, z doktadno$cig do izomorfizmu, przez
swdj obraz w grupie Grothendiecka Kj(A). Wobec tego interesujace stato sie poszukiwanie
kryteriow na to aby dwa moduty nierozkladalne X oraz ¥ w mod A, majgce ten sam obraz
w grupie Grothendiecka Ky(A), byly izomorficzne. W pracy [50] autorzy rozszerzyli wyniki
Rigela pokazujac, ze ma to miejsce dla nierozkladalnego modutu M, ktéry nie lezy na
krotkim cyklu w mod A.

W pracy [68] zostalo pokazane, ze kazda algebra A nad ciatem jest algebrg ilorazowg al-
gebry symetrycznej, ktorej kotczan Auslandera-Reiten kategorii moduléw ma pewng szcze-
go6lna, nieskonczong rodzine uogdlnionych standardowych stabilnych rur. Wobec tego cat-
kowicie naturalne jest badanie tych artinowskich algebr samoinjektywnych, ktérych kolczan
Auslandera-Reiten zawiera uogélnione standardowe sktadowe.

Skowroriski i Yamagata w pracach [73] i [74] podali pelng charakteryzacje algebr samoin-
jektywnych, ktore zawieraja uogolniong standardowa sktadowg acykliczng. Zatem do scha-
rakteryzowania pozostaly te algebry samoinjektywne, ktére zawieraja uogélnione standar-
dowe quasi-rury, cho¢ w Swietle przytoczonego twierdzenia Skowroniskiego, jest to zada-
nie bardzo trudne. Wobec tego wprowadzamy pewne, do$¢ naturalne, warunki na rodzine
uogllnionych standardowych quasi-rur. Mianowicie bedziemy zakladac, ze rodzina ta ma
wspdlne sktadniki kompozycyjne, jest zamknieta na sktadniki kompozycyjne oraz sktada sie
z moduléw, ktore nie lezg na krotkich nieskonczonych cyklach w kategorii modutéw.

Kolczan sktadowych >, algebry A zostal wprowadzony przez Skowronskiego w [59]. Wierz-
chotkami kotczanu >, sg sktadowe kotczanu Auslandera-Reiten algebry A, a strzatka z skia-
dowej ¢ do skladowej ¥ w ¥, istnieje doktadnie wtedy, gdy rad}'(X,Y) # 0 dla pewnych
moduléw X w 6 oraz Y w 2. W pracy [29] zostalo pokazane, Ze kotczan sktadowych algebry
samoinjektywnej nieskoniczonego typu reprezentacyjnego jest w petni cykliczny. W szcze-
gblnosci artinowska algebra samoinjektywna A jest skoniczonego typu reprezentacyjnego
wtedy i tylko wtedy, gdy kotczan sktadowych >, nie posiada strzalek. Z drugiej strony jesli
kolczan sktadowych >, algebry artinowskiej A jest acykliczny, to A jest algebra generycz-
nie wielomianowego wzrostu [67]. Przypomnijmy, ze A-modulem generycznym jest mo-
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dut M nieskonczonej dlugosci nad A, ktéry jest modultem skonczonej dlugosci nad alge-
bra End4(M). W pracy [12] Crawley-Boevey wprowadzit wazng definicje generycznej oswo-
jonoSci algebry artinowskiej. Mianowicie, powiemy, ze algebra artinowska A jest generycznie
oswojona, gdy dla dowolnego d € N moduléw generycznych M dlugosci d nad End.(M) jest
skoniczenie wiele. Rowniez z [12] wiemy, ze nad ciatem algebraicznie domknietym definicja
Crawley-Boevey’go pokrywa sie z definicjg oswojono$ci Drozda, tzn. algebra jest generycznie
oswojona wtedy i tylko wtedy, gdy jest oswojona. Ponadto A nazywamy algebra generycznie
wielomianowego wzrostu, gdy modutéw generycznych M dlugosci d nad End,(M) jest co
najwyzej d" dla pewnego ustalonego n > 1. Generycznie oswojone algebry dziedziczne ([13],
[14]), algebry odwr6cone ([31], [52]), algebry podwoéjnie odwrdcone ([47]), uogélnione alge-
bry podwéjnie odwrécone ([48]), algebry quasi-odwrécone ([39], [65]), uogblnione algebry
wielowezlowe ([43]) majg acykliczny kotczan sktadowych, a stad sg algebrami generycznie
wielomianowego wzrostu. Ponadto w pracy [58] udowodniono, Ze silnie jednosp6jna algebra
A nad cialem algebraicznie domknietym jest (generycznie) wielomianowego wzrostu wtedy
i tylko wtedy, gdy jej kotczan sktadowych >, jest acykliczny. Klasyfikacja klas Morita row-
nowaznosci skoriczenie wymiarowych algebr samoinejktywnych wielomianowego wzrostu
nad cialem algebraicznie domknietym jest znana (patrz artykut przegladowy [69]). Miano-
wicie, kazda bazowa, spdjna, skoriczenie wymiarowa algebra samoinjektywna wielomiano-
wego wzrostu nad ciatem algebraicznie domknietym jest cokotowa deformacjq algebry or-
bit postaci B/G, gdzie B jest algebra powtérzeri algebry B bedacej algebra odwrécona typu
Dynkina, algebrag odwrécong typu Euklidesa lub algebra tubularng, a G jest nieskonczong
grupa cykliczna automorfizméw algebry B. Natomiast problem opisu samoinjektywnych al-
gebr artinowskich generycznie wielomianowego wzrostu jest problemem otwartym nawet
w przypadku skoniczonego typu reprezentacyjnego (patrz [77, Section 2]).

Badanie potozenia sktadowych na cyklach w kotczanie sktadowych >, algebry A skutko-
wato odkryciem kryterium, kiedy sktadowa % jest jednoznacznie wyznaczona przez swéj ob-
raz w grupie Grothendiecka Ky(A). Mianowicie, niech ¢ i 2 beda sktadowymi kotczanu I'4.
W pracy [27] zostalo pokazane, Ze jesli 6 nie jest stabilng rura rangi 1 oraz nie lezy na krétkim
cykluw X4, to ¢ = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy [¢] = [¥], gdzie [¢] = {[X] € Ko(A) | X € 6}.

Sposrod wszystkich technik teorii reprezentacji algebr, najwigksza role w dowodach uzy-
skanych w rozprawie wynikéw pelniag nastepujace narzedzia. Teoria zajmujqca si¢ ideata-
mi deformujacymi algebr samoinjektywnych i algebrami orbit algebr powtérzen algebr qu-
asi-odwréconych przez dopuszczalna, nieskoniczona, cykliczng grupe automorfizméw ge-
nerowang przez SciSle dodatni automorfizm, ktéra zostata rozwinieta przez Skowronskiego
i Yamagate w pracach [71], [72], [73], [75], [76] i [77]. Ponadto znaczacq role odgrywac beda
krotkie cykle w kategorii modutéw wprowadzone przez Reiten, Skowroniskiego i Smale w [50]
oraz krétkie faficuchy wprowadzone przez Auslandera i Reiten w [7].

Przy badaniu wlasnosci sktadowych kolczanu Auslandera-Reiten niezwykle uzytecznym
narzedziem sg, wprowadzone przez Liu w [41], stopnie odwzorowan nieprzywiedlnych,
ktére pozwalajg badac¢ zachowanie i ksztatt sktadowych uzywajac konfiguracji odwzorowan
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nieprzywiedlnych pomiedzy modutami nierozkladalnymi w sktadowe;j.

Rozdziat I poSwiecimy wprowadzeniu niezbednych poje¢ oraz faktéw zwigzanych z teorig
reprezentacji algebr. W szczegolnoSci przyblizymy, jak i wyprowadzimy nowe wlasnosci
quasi-rur, z ktorych bedziemy korzysta¢ w rozdziale IV oraz rozdziale V.

W rozdziale II wprowadzimy pojecie algebry tubularnej oraz podamy podstawowe wia-
snosci kotczanu Auslandera-Reiten tych algebr. Nastepnie rozszerzymy nieznacznie liste
Bongartza-Happela-Vossiecka kotczan6éw Gabriela utajonych algebr typu Euklidesa o kot-
czany Gabriela algebr utajonych typu Euklidesa z nietrywialng waluacjg strzalek o rzedzie
grupy Grothendiecka nie wigkszym niz 10. Opis tych kolczanéw postuzy nam do pokazania,
ze algebry tubularne, r6zne od wyjatkowej, majg punkt staty, ze wzgledu na automorfizm,
w swoim kolczanie Gabriela, co bedzie miato kluczowe znaczenie w rozdziale V.

Celem kolejnego rozdziatu jest przyblizenie algebr samoinjektywnych oraz algebr orbit
algebr powtdrzen. Procz definicji podamy takze niezbedne do dalszych rozwazan wlasnosci
tych algebr. Na zakonczenie tego rozdziatu podamy charakteryzacje tych algebr samoinjek-
tywnych, bedacych algebrami orbit algebr powtérzen B, gdzie B jest prawie utajona algebra
kanoniczna, ktérych kolczan Auslandera-Reiten zawiera szczeg6lng rodzine uogélnionych
standardowych quasi-rur. Otrzymane wyniki wykorzystamy do udowodnienia jednej z im-
plikacji Twierdzenia IV.2.1 z rozdziatu IV.

Rozdziatl IV rozpoczniemy od zebrania podstawowych wilasnos$ci uogélnionych standar-
dowych sktadowych. Nastepnie, w zasadniczej czesci, sformutujemy i udowodnimy pierwszy
z dwdéch najwazniejszych wynikéw rozprawy ([30]). Twierdzenie IV.2.1, bo o nim mowa, cha-
rakteryzuje w terminach algebr orbit, algebry samoinjektywne z kotczanem Auslandera-Re-
iten zawierajacym rodzing quasi-rur majgca wspolne sktadniki kompozycyjne, zamknieta na
sktadniki kompozycyjne oraz sktadajacg sie z modutéw, ktore nie lezg na krétkich nieskon-
czonych cyklach w kategorii moduléw, tym samym rozszerzymy wyniki A. Skowronskiego i
K. Yamagaty z pracy [74] na kolejna klase algebr.

W ostatnim z rozdziatéw zbadamy algebry samoinjektywne, ktérych kotczan sktadowych
nie zawiera krotkich cykli. Twierdzenie V.2.1, bedace drugim z najwazniejszych wynikéw
tej rozprawy, podaje charakteryzacje tych algebr w terminach algebr orbit i w duzej mierze
opiera sie na wynikach wypracowanych w rozdziale II, rozdziale III i rozdziale IV.

W Dodatku A przedstawimy algorytm, napisany w §rodowisku Maple 15, ktéry wykorzy-
staliSmy w rozdziale II do rozszerzenia listy Bongartza-Happela-Vossiecka.

Podstawowe informacje dotyczace teorii reprezentacji algebr mozna znalez¢ w ksiazkach
(2], [8], [52], [55], [56] oraz [78].

Autor chcialby nade wszystko podziekowac Panu prof. dr hab. Andrzejowi Skowronskiemu
za liczne dyskusje i konstruktywne uwagi dotyczace omawianych w rozprawie zagadnien.
Ponadto autor pragnie podziekowac Patrycji Jeszczenko-Karpicz za cierpliwo$¢, wsparcie
i wspanialy wspélny projekt.
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Badania, ktérych wyniki zostaly przedstawione w niniejszej rozprawie, byly czesciowo
finansowane ze Zrédet zespotowego grantu badawczego MNiSW numer N N201 263 135
kierowanego przez prof. dr hab. Andrzeja Skowronskiego oraz ze Srodkéw Narodowego
Centrum Nauki przyznanych autorowi niniejszej rozprawy na podstawie decyzji numer
DEC-2011/01/N/ST1/02064.



RozDziar 1

DEFINICJE ORAZ WIADOMOSCI PODSTAWOWE

Algebry artinowskie

Niech k bedzie przemiennym pierScieniem artinowskim. Woéwczas k -algebrq A nazywa-
my pierScien A wraz z homomorfizmem pierScieni ¢: k — A, ktérego obraz zawiera si¢
w centrum pierScienia A. Przypomnijmy, ze centrum Z(A) pierScienia A, to zbi6r tych ele-
mentéw a, dla ktérych ar = ra dla kazdego r € A. Tradycyjnie, bedziemy pisali Aa w miej-
sce ¢(A)a, gdzie A € k, a € A. Powiemy, ze k-algebra A jest algebrq artinowskqnad k, o ile A
jest skonczenie generowanym k-modutem. Wéwczas Z(A) jest przemiennym pier§cieniem
artinowskim, a A jest algebra artinowska nad Z(A). Od tej pory przez k-algebre bedziemy
rozumieli algebre artinowska nad przemiennym pierScieniem artinowskim k.

Wszystkie modutly, chyba, ze bedzie to zaznaczone, beda skoniczenie generowanymi, pra-
wymi A-modutami. Symbolem mod A oznaczamy kategorie skoriczenie generowanych, pra-
wych A-moduléw, a przez ind A pelng podkategorie kategorii mod A sktadajacq sie z mo-
duléw nierozktadalnych. Dodatkowo projA oznacza¢ bedzie pelng podkategorie kategorii
mod A ztozona ze wszystkich modutéw projektywnych.

Dla k-algebry artinowskiej A mamy naturalng réwnowaznos$¢ kategorii
D :=Homy(—, E): mod — mod A°?,

gdzie E jest minimalnym injektywnym kogeneratorem w mod k. Funktor D, ktérego funktor

odwrotny réwniez oznaczamy przez D, nazywamy dualnosciq. Ponadto dowolna algebra
A ma rozklad prawego A-modutu A, na sume prostg nierozkladalnych projektywnych
A-modutéw

na ma(i)

AA:@ @ eijA,

i=1 j=1
gdzie e;;, dla i € {1,...,n4}, j € {1,...,mu(i)}, sa parami ortogonalnymi prymitywnymi
idempotentami algebry A takimi, ze

ei]-Ag e,-ij, dlaj,j’ S {1,..., mA(l)},
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oraz
eijjAZeypAdlai,i’efl,...,nabi# i, jell,...,ma(i)},j €{1,...,ma(i)}.

Powyzszy rozktad modutu A, indukuje kanoniczny rozktad jedynki 1, algebry A

na ma(i)

IA:Z Z ejj.

i=1 j=1

Uklad P, = e;1A, dlai €{]1,...,n4}, jest pelnym ukltadem parami nieizomorficznych, nieroz-
ktadalnych, projektywnych prawych A-modutéw. Natomiast I; = D(Ae;;), dlai € {1,...,n4},
jest pelnym ukladem parami nieizomorficznych nierozkladalnych, injektywnych prawych
A-modutéw. Dodatkowo S; =top P, = P;/rads P, =socl;, i €{1,...,n,}, jest pelnym uktadem
parami nieizomorficznych, prostych prawych A-modutéw. Przypomnijmy, ze k-algebra A
jest spdjna, o ile jedynymi centralnymi idempotentami algebry A sa 1,4 oraz 0, za$ A jest ba-
zowa, gdy my(i)=1,dlai=1,...,n4.

Radykatem Jacobsona rad A algebry A jest ideal bedacy przecieciem wszystkich mak-
symalnych prawych (réwnowaznie lewych) idealéw w A. Podobnie, radykatem Jacobsona
A-modutu M nazywamy podmodut rad4 M modutu M, ktéry jest przecieciem wszystkich
maksymalnych podmodutéw modutu M. Mozna pokazac, ze rads M = Mrad A. Bedziemy
pisac¢ radykat w miejsce radykatl Jacobsona. Dodatkowo cokotem soc M A-modutu M na-
zywamy sume wszystkich prostych podmodutéw modutu M. Podstawowe wtasnoSci algebr
i moduléw, z ktérych bedziemy korzysta¢, mozna znalezé w [78].

Radykatem Jacobsonarad, kategoriimod A nazywamy ideal w mod A taki, ze dla modutéw
XiYw modA mamy

rad (X, Y)= {f €Homy(X,Y) | Vgetomu(v,x) 1x — g f jest odwracalny}.

Dalej, dla m € N definiujemy m-ta potege rad)’ radykatu rad, tak, Ze dla modutéw X
i Y w modA zbiér rad™(X,Y) sktada sie ze skoniczonych sum homomorfizméw postaci
hmhp-i...hohy, gdzie h; erada(X;-1,X;) oraz Xo = X, a Y = X,,,. Ponadto

o0
00 __ m
rad} = ﬂ rad),
m=1

nazywamy nieskoriczonym radykatem kategorii mod A.

Auslander pokazat, dla algebry artinowskiej A, ze rad}’ = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A jest
skoniczonego typu reprezentacyjnego [6]. Przypomnijmy, Ze algebra A jest skoriczonego ty-
pu reprezentacyjnego, o ile istnieje skoniczenie wiele klas izomorfizméw modutéw nierozkta-
dalnych w mod A. W przeciwnym wypadku méwimy, Zze algebra A jest nieskoriczonego typu
reprezentacyjnego.
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Wartosciowany kotczan Gabriela oraz kotczan
Auslandera-Reiten

Wprowadzimy teraz, wywodzace si¢ od Gabriela, pojecie wartosSciowanego kotczanu Ga-
briela algebry (nazywanego tez zwyczajnym kotczanem algebry). Zacznijmy od pojecia grafu
warto$ciowanego. Grafem wartosciowanym nazywamy graf G = (G, G;), gdzie Gy jest zbio-
rem wierzchotkéw, a G, zbiorem krawedzi, dla ktérego miedzy dwoma wierzchotkami ist-
nieje co najwyzej jedna krawedz majaca dodatkowo przyporzadkowane wartoSciowanie, tj.

pare dodatnich liczb catkowitych (a, b). Konwencjq bedzie pisanie ® —— e w miejsce krawe-

dzi z trywialng waluacja @ - e. Kofczanem wartosciowanym nazywamy zorientowany graf

warto$ciowany I = (I'g,I'1), czyli warto$ciowany graf, dla ktérego kazda krawedz ma ustalo-

na orientacje. Stad mamy réwniez dwie funkcje s, ¢: I'; — I, takie, ze dla strzatki a: a—=">b
mamy s(a)=a oraz t(a)=Db.

Niech teraz A bedzie k-algebrg artinowska, a Sj,...,S, pelnym ukladem parami nieizo-
morficznych A-moduléw prostych. Wowczas zwyczajnym kotczanem algebry A nazywamy
kolczan wartoSciowany I' = (I'y,I'1), w ktérym jako zbiér wierzchotkéw ktadziemy zbiér
{1,..., n}, natomiast istnieje strzatka w I', z i do j wtedy i tylko wtedy, gdy Ext}(S;,S;) # 0,
a jako warto$ciowanie tej strzatki ktadziemy pare liczb

(dimEndA(sj) EXt;(Si,Sj), dimEndA(si)up EXt}L‘(Si,Sj)) .

Zauwazmy, ze z lematu Schura wynika, iz dla kazdego i € {1,...,n} algebry End(S;) sa
k-algebrami z dzieleniem.

Bardzo waznym kombinatorycznym niezmiennikiem algebry, opisujacym strukture kate-
gorii ilorazowej mod A/rady, jest jej kolczan Auslandera-Reiten, ktory teraz zdefiniujemy.
Przypomnijmy, ze homomorfizmem nieprzywiedlnym f: X — Y w mod A nazywamy homo-
morfizm, ktéry spelnia nastepujace warunki:

(i) f niejest sekcjg ani retrakcjag w mod A;

(i) jesli f = fi1f> dla pewnych homomorfizméw f,: X — Z i f;: Z — Y, to albo fj jest
retrakcja albo f; jest sekcja.

Ponadto méwimy, ze homomorfizm g: L — M w modA jest lewym minimalnym prawie
rozszczepialnym homomorfizmem, o ile:

(i) jeSli hf = f, gdzie h € End,(M), to h jest izomorfizmem (lewa minimalnos$¢);
(ii) g nie sekcja wmodA;

(iii) dlakazdego homomorfizmu u: L — U w mod A, ktdry nie jest sekcjg istnieje homomor-
fizmu’: M — U taki, zeu=u’'f.

10
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Podobnie definiujemy prawy minimalny prawie rozszczepialny homomorfizm w mod A.

Niech X oraz Y beda nierozktadalnymi A-modutami, miedzy ktérymi istnieje homomor-
fizm nieprzywiedlny, powiedzmy X — Y. Wowczas przez dxy oznaczamy krotnos¢ wyste-
powania modutu Y w kodziedzinie M lewego minimalnego prawie rozszczepialnego homo-
morfizmu X — M, czyli M = Y% & M’ oraz Y nie jest sktadnikiem prostym modutu M.
Podobnie, przez df%, oznaczamy krotno$¢ wystepowania modutu X w dziedzinie N mini-
malnego prawego prawie rozszczepialnego homomorfizmu N — Y, czyli N = X% @ N’ oraz
X nie jest sktadnikiem prostym modutu N’.

Kotczan Auslandera-Reiten I'y algebry A jest wartoSciowanym kotczanem z translacjg
zdefiniowanym w nastepujacy sposob:

(i) Wierzchotkami kotczanu I'y sa klasy izomorfizméw {X} moduléw nierozktadalnych
z ind A.

(ii) Dla dwéch wierzchotkéw {X} oraz {Y} w Iy, istnieje strzatka {X}—{Y} wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje nieprzywiedlny homomorfizm X — Y w ind A. Ponadto strzalce tej
przypisujemy warto$ciowanie (dxy, d’y).

(iii) Mamy translacje 7, = DTr, ktéra wierzchotkowi {X}, gdzie X nie jest modutem projek-
tywnym, przypisuje wierzchotek 7,{X} = {74 X}.

(iv) Mamy translacje TZI = TrD, ktéra wierzchotkowi {X}, gdzie X nie jest modutem
injektywnym, przypisuje wierzchotek 7' {X} = {7;' X}.

Wierzchotki wI'4, ktére odpowiadajg klasom izomorfizméw nierozktadalnych modutéw pro-
jektywnych, nazywamy projektywnymi, a te, ktére odpowiadajq klasom izomorfizméw mo-
dutéw injektywnych, nazywamy injektywnymi. Dodatkowo, przyjeto sie utozsamiac wierz-
chotek {X} wI', z odpowiadajacym mu modutem X, czyli bedziemy pisac

(dxr diy)

dxy, d’
X Y zamiast {X}(LXY)’{Y}.

Ponadto, podobnie jak wcze$niej, bedziemy pomija¢ trywialne warto$ciowanie.

Dla algebry artinowskiej prawdziwy jest nastepujacy lemat, ktéry opisuje wartoSciowanie
strzatek dla sasiadujacych wierzchotkéw (patrz [78]).

Stwierdzenie 2.1. Niech X i),y bedzie strzatkq wT 4. Wowczas prawdziwe sq nastepu-
jace implikacje.

(i) Jesli Y nie jest wierzchotkiem projektywnym w1l 4, to1 4 zawiera strzatke

ooy Lt

11
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’
oraz dTAYX = dXY ldTAYX = dxy.

(ii) Jesli X nie jest wierzchotkiem injektywnym w1 4, toT 4 zawiera strzatke
d o d’ 1
Y4>( it X

—_ / > J/ —
oraz dylex— dyy ldYT_1 =dxy.

2 X

Przypomnijmy, ze operator transpozycji Tr: mod A — mod A definiujemy dla modutu X

w modA nastepujaco: Tr(X) = Coker(Homy(f,A)), gdzie P, 4 Py — X jest minimalnym
nakryciem projektywnym modutu X w mod A. W ogélnosci operator transpozycji nie jest
funktorem.

W calej pracy przez sktadowag kotczanu I' , rozumiemy sktadowaq sp6jna. Ponadto 7 4-orbita
modulu X w kolczanie I'y jest stabilna, o ile nie zawiera ani modulu projektywnego ani
injektywnego. Wéwczas dla sktadowej 6 w I'y symbolem %* oznacza¢ bedziemy stabilnqg
czesS¢ sktadowej 6, tj. kolczan z translacjag powstaly poprzez usuniecie z ¢ wszystkich
T p-orbit moduléw projektywnych i 74 orbit moduléw injektywnych oraz potaczonych z nimi
strzatek.

Przyktadem sktadowych stabilnych sg stabilne rury. Przypomnijmy, Ze jesli A, jest grafem
zorientowanym

0—1—2—

to ZA jest kotczanem z translacjq postaci

(i—1,0) (i,0) (i+1,0) (i+2,0)

/\/\/\/\

(i—1,1) (i,1) (i+1,1)

SN SN SN

(i—1,2) (i,2)

N SN

gdzie 7(i,j) = (i—1,j)dlai € Z, j € N. Dla r > 1 oznaczmy przez ZA,/(7") kotczan
z translacjq otrzymany z ZA., poprzez utozsamienie kazdego wierzchotka (i, j) kolczanu
ZA z wierzchotkiem 77(i,j), za$ kazda strzatke x — y w ZA, utozsamiamy ze strzatka
17"x — 1"y. Kolczan ten nazywamy stabilng rurq rangi r. Ustami stabilnej rury I’ nazywamy
T-orbite rury I tworzong przez wszystkie wierzchotki majgce doktadnie jednego poprzedni-
ka (rbwnowaznie, nastepnika).

12
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W pracy [60] Skowronski wprowadzil wazne pojecie jakim jest uogélniona standardowa
sktadowa 6 kotczanu T'y. Przypomnijmy, ze jest to sktadowa, dla ktérej rad’’(X,Y) = 0 dla
dowolnych modutéw X i Y w 6. Ogolniej, powiemy, ze rodzina sktadowych I' w kolczanie I' 4
jest uogolnionq standardowaq rodzing sktadowych, o ile rad}’ (X, Y) = 0 dla dowolnych modu-
6w Xi Y zrodziny I'. Zauwazmy, ze wowczas dowolne sktadowe w rodzinie I" sg ortogonalne.
Jako przyktad uogé6lnionych standardowych sktadowych mozna poda¢ sktadowe postprojek-
tywne, preinjektwyne oraz sktadowe taczace algebr odwréconych. W kolejnych rozdziatach
bedziemy sukcesywnie wprowadzac interesujace wtasnosci tych sktadowych.

Sktadniki kompozycyjne modutow

Jednym z klasycznych problemoéw w teorii reprezentacji algebr jest udzielenie odpowiedzi
na pytanie, kiedy moduty w kategorii ind A algebry A sg jednoznacznie wyznaczone przez
swoje sktadniki kompozycyjne (patrz [7]). Na poczatek, przypomnijmy, ze grupq Grothen-
diecka algebry A nazywamy abelowg grupe postaci Ky(A) =% /%', gdzie 7 jest wolng grupa
abelowg o Z-bazie sktadajacej sie z klas izomorfizméw {M} modutéw w mod A, a Z’ jest
podgrupa Z generowang przez elementy {M} — {L} — {N} dla kazdego krotkiego ciggu do-
ktadnego

w modA. Przez [M] bedziemy oznacza¢ obraz klasy izomorfizméw {M} modulu M przez
kanoniczny epimorfizm grup 4 — Ky(A). Mozna pokazac, ze Z-baza grupy Grothendiecka
Ky(A) algebry A jest zbior [Si], ..., [S,], gdzie S;, ..., S, jest pelnym ukladem parami
nieizomorficznych modutéw prostych w mod A. Wéwczas, dla kazdego modutu M w mod A
mamy przedstawienie [M] = Z:’:l ci(M)[S;], gdzie c;(M) jest krotno$cig wystapienia modutu
S; jako sktadnika ciggu kompozycyjnego modutu M.

Niech A bedzie algebra, a 6 rodzing sktadowych w1 4. Wowczas méwimy, ze €6 jest wierna,
o ile dowolny prosty A-modul wystepuje jako skltadnik kompozycyjny pewnego modutu
z 6. Moéwimy, ze rodzina 6 jest doktadna, gdy jej annihilator ann,(6) = (), anna(M)
w A wynosi 0, gdzie anny(M) = {a € A | Ma = 0}. Zauwazmy, Ze jesli rodzina ¢ jest
doktadna, to jest wierna. W ogélno$ci annihilator ann, (%) jest idealem algebry A, a 6 jest
doktadng rodzing sktadowych w kolczanie Auslandera-Reiten I's/ann,(«) algebry ilorazowe;j
A/anny(6).

Za [64] powiemy, Ze rodzina ¢ = (6;);e; sktadowych w I'y ma wspdlne sktadniki kompo-
zycyjne, o ile dla kazdej pary liczb i oraz j w I istniejq takie moduly X; € 6; oraz X; € €},
ze [X;] = [X;]. Dodatkowo € jest zamknieta na sktadniki kompozycyjne, o ile dla kazdych
nierozktadalnych modutéw M i N w mod A takich, ze [M] = [N], jesli M nalezy do 6, to N
nalezy do 6.

13
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Droggw mod A nazywamy ciag

Ml fl N M2 f2 . fn—l

M,

~

homomorfizméw miedzy nierozkladalnymi A-modutami, w ktérym f; € rad,(M;, M), dla
iefl,...,n—1} Jesli M; = M, to powyzszg droge nazywamy cyklem w mod A. Cykl, w
ktérym n = 2 nazywamy krotkim. Dodatkowo powiemy, ze krotki cykl jest nieskoriczony, o
ile przynajmniej jeden z homomorfizméw f; lub f; nalezy do rad}. Ponadto przez krétki
taricuch w mod A rozumie sie (za [7]) ciag niezerowych homomorfizméw M — N — 7, M
miedzy modutami nierozkladalnymi. Wéwczas modut N nazywamy Srodkiem krotkiego
tancucha.

Przykladem moduléw, ktére sg jednoznacznie wyznaczone przez swoje sktadniki kom-
pozycyjne sg moduly kierujace [52], tzn. moduly nierozktadalne, ktére nie lezg na cyklu
w modA. Ogoélniej, w pracy [50] pokazano, ze kazdy nierozkltadalny modutu w mod A, ktéry
nie lezy na krétkim cyklu jest jednoznacznie wyznaczony (z dokltadno$cig do izomorfizmu)
przez swoje sktadniki kompozycyjne.

Dla dowolnego k-modutu V przez |V| rozumiemy dtugo$¢ nad k-modutu V. Na zakon-
czenie przytoczymy nastepujacy wynik z [62, Proposition 4.1] (patrz réwniez [7]).

Stwierdzenie 3.1. Niech M, N i X bedaq nierozktadalnymi modutami i zatézmy, ze [M] = [N].
Wowczas

(i) |Homu(X, M)|— [Homyu(M, 7, X)| = [Hom, (X, N)| — [Homu (N, T2 X)|,

(i) [Homu(M, X)| — |[Homy(7,;'X, M)| = [Homyu(N, X)| — [Homu(7,' XN, N)|.

Algebry dziedziczne i odwrécone

Moéwimy, ze k-algebra artinowska H jest algebrq dziedziczna, o ile dowolny prawy (réw-
nowaznie lewy) ideat w H jest H-modulem projektywnym. R6wnowaznie, k-algebra H jest
dziedziczna, o ile kazdy podmodut modutu projektywnego w mod H jest projektywny.

WartoSciowany kotczan Gabriela Qy algebry dziedzicznej H jest acykliczny, a jej centrum,
o ile H jest spdjna, jest ciatem. Mamy trzy typy wartoSciowanych kotczanéw Gabriela
spojnych algebr dziedzicznych

(i) Kotczany Dynkina o grafie Dynkina postaci:

A, e e (n wierzchotkéw), n>1

(1,2)

B,: e e (n wierzchotkéw), n >2

14
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21

[ ] [ ] o— -+ —0 [ ]
.\
/. o — — @ [ ]

[ ]
[ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
®

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

(1,2)
[ ] [ ] [ ] [ ]
(1,3)
[ ] [ ]

° °
@2
° °
/.\
° o— ... —e ° °
(1,2) 2,1
° o— ... —e ° °
2,1) (1,2)
° o— ... —e ° °
1,2) 1,2)
° o— ... —eo ° °
°
12 /
° o— ... —e o\
°
°
@D /
° o— ... —e o\
°
o\ /o
/ ° o— ... —eo o\
[ ] [ ]

e (n wierzchotkéw), n >2

e (n wierzchotkéw), n >4

(n + 1 wierzchotkéw), n > 2
(n+ 1 wierzchotkéw), n > 2
(n + 1 wierzchotkéw), n > 2

(n + 1 wierzchotkéw), n > 2

(n+ 1 wierzchotkéw), n >3

(n + 1 wierzchotkéw), n >3

(n + 1 wierzchotkow), n >4
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E¢: @ ° ° ° °
°
E;: @ ° ° ° ° ° °
°

Eg: e ° ° ° ° ° ° °
~ 12)

Fs: @ ° ° ° °

~ @1

Fpo: @ ° ° ° °

~ .3)
G21 . e ® [

~ 3.1
Ggg . e ° °

(iii) Kotczany dzikie o pozostatych grafach sp6jnych.

Struktura kotczanu I'y algebry dziedzicznej H jest dobrze znana (patrz np. [14], [52], [55]
i [56]). Kotczan ten ma nastepujacy rozktad I'y = 2H v 2H v 21, gdzie 21 jest sktadowa,
nazywang postprojektywnaq, zawierajacq wszystkie nierozktadalne moduty projektywne oraz
kazdy modut w 2 jest postaci 75 P dla pewnego nierozktadalnego modutu projektywnego
Poraz i > 0, 2 jest sktadowa, nazywana preinjektywnq, zawierajaca wszystkie nierozkta-
dalne moduly injektywne oraz kazdy modut w 2" jest postaci 74,1 dla pewnego nieroz-
ktadalnego modutu injektywnego I oraz i > 0, a Z* jest rodzing sktadowych regularnych.
Dokladnie;j,

e jesli H jest typu Dynkina, to Z7 jest pusta, a 2H = 2H jest sktadowa zawierajaca
skonczenie wiele modutéw.

e jesli H jest typu Euklidesa o wartosciowanym kolczanie Qy, to 27 = (-N)Qy,
21 = NQyY, a " jest nieskoniczong rodzing parami ortogonalnych, uogélnionych
standardowych dokladnych stabilnych rur.

e jesli H jest typu dzikiego o warto$ciowanym kotczanie Qp, to 21 = (—-N)Qy, 27 =
NQj}, a #" jest nieskoriczong rodzing regularnych sktadowych typu ZA...

Niech H bedzie dowolng k-algebrg artinowska. Modul T w mod H nazywamy odwracajqgcy

[22], o ile Ext},(T,T) = 0, pd,; T < 1 oraz T jest suma prosta n parami nieizomorficznych,
nierozktadalnych modutéw, gdzie n jest rangg grupy Grothendiecka algebry H. Jesli H jest
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algebra dziedziczng, to wéwczas, wykorzystujac formuly Auslandera-Reiten, pierwsze dwa
warunki mozna zastapi¢ nastepujacym: Hompy(T, 75 T)=0.

Algebre B nazywamy algebrq odwrécong, o ile B = Endy(T) dla pewnego H-modutu od-
wracajacego T nad algebrg dziedziczng H. Jesli wszystkie sktadniki proste modutu odwraca-
jacego T naleza do sktadowej postprojektywnej 2, to wéwczas algebre B nazywamy alge-
brq utajonaq. Jesli wszystkie sktadniki proste modutu odwracajacego T nalezg do 2V ZH, to
algebre B nazywamy algebrq prawie utajonq. Dodatkowo méwimy, ze B jest algebrg odwro6-
cong typu Dynkina (odpowiednio, Euklidesa, dzikiego) jesli kotczan algebry dziedzicznej H
jest typu Dynkina (odpowiednio, Euklidesa, dzikiego).

Jednopunktowe rozszerzenie i korozszerzenia algebr

W tym podrozdziale wprowadzimy pojecie quasi-rurowego rozszerzenia algebr.

Niech A bedzie k-algebra, F k-algebrg z dzieleniem, M, takim F-A-bimodutem, ze M,
jest wmodA, a k dziala centralnie na rM,. Wtedy jednopunktowym rozszerzeniem algebry
A przez modul M nazywamy algebre macierzowa postaci

A[M] = lg F]X"A] ={(£ ’ZZ) |f€F,aeA,meM}

ze zwyklym dodawaniem i mnozeniem. Podobnie jednopunktowe korozszerzenie algebry A
przez M, definiujemy jako algebre macierzowa

_|A D(rMa)
- [f 20

Opiszemy teraz kombinatoryczne narzedzie jakim sa operacje dopuszczalne na kotcza-
nach z translacja. Niech (I', 7) bedzie kolczanem z translacja (z trywialng waluacja). Dla pew-
nego wierzchotka x w I', nazywanego osiq, zdefiniujemy dwie operacje dopuszczalne ([4]),
ktére zmieniajg kotczan (I', 7) w nowy kolczan z translacja (I”, 7/), ktéry zalezy od ksztaltu
drég w kolczanie I' rozpoczynajacych sie w x. Przypominijmy najpierw, ze drogq sekcyjnq
w kotczanie I nazywamy takq droge

X1 > X2 > Xi—1 > X > Xit1 SRR

7e TX;+1 7 X;—1 dla dowolnego i > 2.

(ad 1) Przypu$¢my, ze I zawiera nieskonczong droge sekcyjng

X=X9g — X1

X2

17



I. Definicje oraz wiadomosci podstawowe

zaczynajacqg sie w x oraz zal6zmy, iz kazda droga sekcyjna w I', zaczynajaca sie w x, jest
poddroga powyzszej drogi. Dla ¢ > 1, niech I'; bedzie kotczanem z translacja, ktéry jest izo-
morficzny z kotczanem Auslandera-Reiten pelnej ¢ x ¢ gérnotrdjkatnej algebry macierzowe;j
nad ciatem

N AR A
s T e
"\ P
N

o

Wowczas, z definicji, I jest kotczanem z translacja, ktory zawiera wierzchotki kotczanow I
i I'; oraz dodatkowe wierzchotki z;; i x; (gdzie i > 0, 1 < j < ¢), a strzatki w I sg jak na
rysunku ponizej.

AN AN 40<H7j
I AN AN AN
A A NN
I RN AN
AN AN '
AN AN AN
/ofoéofl

Translacja 7’ kolczanu I” zdefiniowana jest nastgpujaco: 7'z;; = z;_1,j-1, 0 ile i > 1,
J =2, 7z = xi,0ilei > 1, 7'zgp = yj1, 0 ile j > 2, zg, jest projektywny, T'x; =
Ve, T'X; =z, oile 1 > 1, 7/(771x;) = x; pod warunkiem, Ze x; nie jest injektywny w T,
w przeciwnym przypadku x; jest injektywny w I”. Dla pozostatych wierzchotkéw w I”, 7’
pokrywa si¢ odpowiednio z translacjg kotczanu I' lub I';. Jesli ¢ = 0, to nowy kotczan
z translacjq I otrzymany jest z I poprzez wlozenie tylko jednej drogi sekcyjnej sktadajace;j

sie z wierzchotkéw x;, i > 0.
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(ad 2) Zat6zmy, ze wierzchotek x wI jest injektywny, al” zawiera takie dwie drogi sekcyjne
zaczynajace sie w x, jedng nieskonczona, a drugg skonczona z co najmniej jedng strzatka
sktadajaca sie z wierzchotkéw injektywnych,

Vi = cer = Vo < VI—X=X9g—> X1 —> Xp —» -~

ze kazda droga sekcyjna zaczynajaca sie w x jest poddrogg jednej z tych drég. Wtedy 17,
z definicji, jest kolczanem z translacjg zawierajacym wierzchotki kotczanu I" oraz dodatkowe
wierzcholki oznaczone przez xj, z; j,xg (gdziei >1,1<j <t),astrzalkiwI” sgjak narysunku

| PANPARN 4°<m1
BN I
N N AN AN
R N AN A AN
DA AN AN )
BV AN AN
AN ANG
D

Translacja 7’ kotczanu I zdefiniowana jest nastepujgco: x; jest projektywno-injektywny,
T'zij = zZiaj-n, 0ile i > 2,j =22, 7z = xiq,0ilei =21, 7zy; =y, 0ile j > 2
T'X; =211, 0ilei>2,7x; =y;, 7/(77'x;) = x; pod warunkiem, Ze x; nie jest injektywny w T,
w przeciwnym przypadku x; jest injektywny w I". Dla pozostatych strzatek w I”, 7/ pokrywa
sie z translacjg 7 kolczanu .

Przez (ad 1*) oraz (ad 2*) oznaczamy operacje dopuszczalne, ktére sg dualne do operacji
dopuszczalnych, (ad 1) oraz (ad 2) odpowiednio.

Kolczan z translacjg I' nazywamy quasi-rurg, o ile I' moze by¢ otrzymany z pewnej rury
poprzez iteracyjne zastosowanie operacji dopuszczalnych (ad 1), (ad 2), (ad 1*) lub (ad 2*).
Rura (w sensie [52]) jest quasi-rurg o wlasnosci, ze kazda operacja dopuszczalna w cig-
gu operacji dopuszczalnych, ktére ja definiuja, jest typu (ad 1) lub (ad 1*). Ponadto je-
§li zastosujemy tylko operacje dopuszczalng typu (ad 1) (odpowiednio, typu (ad 1%)), to
quasi-rural nazywana jest rurq promieniowq (odpowiednio, rurq kopromieniowq). Zauwaz-
my, ze quasi-rura bez wierzchotkéw injektywnych (odpowiednio, projektywnych) jest rurg
promieniowg (odpowiednio, rurg kopromieniowsa). Quasi-rura I', ktérej wszystkie niestabil-
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ne wierzcholki, czyli wierzchotki ktérych 7-orbity nie sg stabilne, sg projektywno-injektywne
nazywana jest gladka.

Niech A bedzie k-algebra, al uogélniong standardowa sktadowa w kotczanie I'4. Dla kaz-
dego nierozkladalnego modulu X w I', ktéry jest osig operacji dopuszczalnej typu (ad 1),
(ad2), (ad 1*) lub (ad 2*), zdefiniujemy odpowiadajaca mu operacje na A w taki sposob, ze
zmieniony kolczan z translacja [” bedzie sktadowg kotczanu Auslandera-Reiten I',» zmienio-
nej algebry A’ (patrz [4], [5]). Przypomnijmy, Ze A-modul M nazywamy cegtq, o ile algebra
endomorfizméw End,(M) jest algebra z dzieleniem. Poniewaz I jest uog6lniong standar-
dowgq sktadowa, to kazda o$ X operacji dopuszczalnej typu (ad 1), (ad 2), (ad 1*) i (ad 2*)
jest cegla (patrz [60, Corollary 5.3] i jego dowdd). Pot6zmy F = End,(X). OczywiScie X jest
F-A-bimodutem. Przypus$émy, ze X jest osig operacji dopuszczalnej typu (ad 1) oraz t > 1.
Przez D = D, oznaczmy pelng ¢ x t gérnotrojkatng algebre macierzowq nad algebrg z dzie-
leniem F, a przez Y oznaczmy jedyny nierozkladalny projektywno-injektywny D-modut,
ktéry rozwazamy jako F-D-bimodut. Wtedy A’ = (A x D)[X & Y] jest poszukiwang zmieniong
algebra. Jesli X jest osig operacji dopuszczalnej (ad 2), to zmodyfikowangq algebre A’ defi-
niujemy nastepujaco A’ = A[X]. Podobnie, wykorzystujac jedno punktowe korozszerzenia,
definiujemy algebre zmieniong A’, gdy X jest osig operacji dopuszczalnej typu (ad 1*) lub
(ad 2*). Wowczas prawdziwy jest nastepujacy lemat (patrz [4, Section 2]).

Lemat 5.1. Zmieniony kotczan z translacjql” kotczanul jest sktadowq wT 4.

Niech C bedzie algebra, 7 uogé6lniona standardowa rodzing stabilnych rur w I'¢c. Za [5]
moéwimy, ze algebra B jest quasi-rurowym rozszerzeniem algebry C uzywajacym modutéw
z rodziny 7, o ile istnieje taki skoniczony ciag algebr Ao = C, Ay, ..., A, = B, ze dla kazdego
0 < j < m algebra A;;, otrzymana jest z algebry A; poprzez ciag operacji dopuszczalnych
typu (ad 1), (ad 2), (ad 1*) lub (ad 2*), dla ktérych oS lezy albo w stabilnej rurze z rodziny
T albo w quasi-rurze kotczanu I'y, otrzymanej ze stabilnej rury z rodziny 7 poprzez
cigg operacji dopuszczalnych, typu (ad 1), (ad2), (ad1*) lub (ad 2*), juz wykonanych.
Odnotujmy, ze rozszerzenie tubularne (odpowiednio, korozszerzenie tubularne) algebry C
(w sensie ksigzki [52]), ktére uzywa modutéw z rodziny 7 jest rozszerzeniem algebry C przez
operacje dopuszczalne typu (ad 1) (odpowiednio, typu (ad 1*)).

Prawdziwe jest nastepujace stwierdzenie (patrz [4, Lemma 2.2], [4, Lemma 2.3] i [43,
Theorem CJ).

Stwierdzenie 5.2. Niech B bedzie quasi-rurowym powiekszeniem algebry C, ktore uzywa
modutow z uogdlnionej standardowej rodziny stabilnych rur 7 kotczanul ¢, a 6 niech bedzie
rodzing sktadowych w kotczanie Iy otrzymanq z rodziny 7 poprzez operacje dopuszczalne
prowadzqce od algebry C do B. Wowczas 6 jest uogélnionq standardowq rodzing quasi-rur
kotczanul p.
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Quasi-rury i ich wlasnosci

W tym podrozdziale przypomnimy niektore ze znanych wtasnosci uog6lnionych standar-
dowych quasi-rur, w szczeg6lnosci uogélnionych standardowych stabilnych rur, jak i réw-
niez wyprowadzimy kilka nowych wtasnosci, ktére wykorzystamy w dowodzie Twierdze-
nia IV.2.1.

Ponizsza charakteryzacja uogélnionych standardowych rur w kotczanie Auslandera-Re-
iten zostata otrzymana w [60, Corollary 5.3] (zobacz takze [62, Lemma 3.1]).

Stwierdzenie 6.1. Niech A bedzie algebra, a1 stabilng rurq w I 4. Nastepujace warunki sq
rownowazne.

(i) T jest uogolniona standardowa.
(ii) Moduly na ustach ruryl” sq parami ortogonalnymi cegtami.

(iii) rad} (X, X)=0 dla dowolnego modutu X wT.

Odnotujmy, ze algebry z dzieleniem wszystkich moduléw lezacych na ustach uogélnione;j
standardowej rury I' sg izomorficzne.

Wprowadzimy teraz pojecie quasi-dtugosci modutu w stabilnej rurze. Niech A bedzie
algebra, a I' stabilng rurg w I'y. Wéwczas I' ma dwa rodzaje strzalek: strzaltki zmierzajace
do nieskonczonoSci oraz strzatki zmierzajace do ust rury I'. Wobec tego, dla dowolnego
modutu Z lezacego w rurze I, istnieje jedyna droga sekcyjna (skladajaca sie ze strzatek
zmierzajacych do nieskonczonosci) X; — X, — -+ — X, = Z w I, gdzie X; lezy na ustach
rury I', oraz istnieje jedyna droga sekcyjna (sktadajaca sie ze strzatek zmierzajacych do ust)
Z=Y—-Y — - —Y,, gdzie Y, lezy na ustach rury I'. Wéwczas liczbe naturalng m
nazywamy quasi-dtugosciqg modutu Z w rurze I' i oznaczamy ql(Z). Zauwazmy, Ze jesli I jest
rurg rangi 1, a X jedynym modutem lezacym na ustach rury I’, to dla dowolnego modutu Z,
zachodzi [Z] = ql(Z)[X], a wiec I sktada sie z modutéw z parami r6znymi obrazami w grupie
Grothendiecka Ky(A).

W nawigzaniu do dyskusji toczonej w podrozdziale 3 mamy nastepujacy wynik (patrz [62,
Theorem 4.3]).

Twierdzenie 6.2. Niech A bedzie algebrq,I” uogolniona standardowaq stabilng rurq wT 4 rangi
r>1,aM iN nieizomorficznymi modutami wT'. Wowczas [M] = [N] wtedy i tylko wtedy, gdy
ql(M)=ql(N)=cr, dla pewnego c > 1.

Dodatkowo, poniewaz interesowac nas beda moduty, ktére nie leza na krétkich nieskon-
czonych cyklach w kategorii modutéw, to przypomnijmy nastepujace twierdzenia (patrz [62,
Corollary 4.4] oraz [62, Corollary 4.6]).
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Twierdzenie 6.3. Niech A bedzie algebra, I stabilng rurq rangi r > 1 w 'y sktadajacq sig
z modutéw, ktére nie lezq na nieskoriczonych krétkich cyklach wmod A, a M modutem wT.
Wtedy M jest jednoznacznie wyznaczony (z doktadnosciq do izomorfizmu) przez [M] wtedy
i tylko wtedy, gdy r nie dzieli ql(M).

Twierdzenie 6.4. Niech A bedzie algebrqg, al" oraz I dwiema réoznymi stabilnymi rurami
wl 4, ktére sktadajq sie z modutow nie lezqcych na krétkich nieskoriczonych cyklach wmod A.
Ponadlto niech r bedzie ranga 1, a r’ rangq1”’. Zatézmy, ze [M] = [N] dla pewnych modutéw
M wT',aN wl”. Wéwczas r dzieli ql(M), r’ dzieli qI(N), a ruryT i1” sq ortogonalne.

Mamy réwniez nastepujacy fakt dotyczacy homomorfizméw do i ze stabilnych rur ([62,
Lemma 3.9)).

Lemat 6.5. Niech 7 bedzie stabilng rurqrangir wI 4, a N nierozktadalnym modutem, ktéry
nie nalezy do 7 . Wowczas prawdziwe sq nastepujqce implikacje.

(1) Jesli Homy(X, N) # 0 dla pewnego modutu X w 7, to Homus(M, N) # 0 dla dowolnego
modutu M w T o wtasnosciql(M)>r.

(2) Jesli Homy(N, X) # 0 dla pewnego modutu X w 7, to Homu(N, M) # 0 dla dowolnego
modutu M w T o wtasnosciql(M)>r.

Zauwazmy, ze ze Stwierdzenia 6.1 wynika, iz kazda stabilna rura 7 w kolczanie Auslan-
dera-Reiten I', skladajaca sie z moduléw, ktére nie lezg na nieskonczonych krotkich cyklach
jest uogdlniona standardowa. Teraz naszym celem bedzie rozszerzenie tego wyniku na gtad-
kie quasi-rury. W tym celu wykorzystamy pojecie stopnia homomorfizmu nieprzywiedlnego
i niektére wyniki dotyczace tego pojecia wypracowane przez Liu w [41]. Zaczniemy od przy-
pomnienia klasycznego wyniku Igusy i Todorov z [26].

Stwierdzenie 6.6. Niech A bedzie algebra, a

Xo 4 Xy Iyl ? n—1i>Xn

drogq homomorfizmow nieprzywiedlnych pomiedzy nierozktadalnymi A modutami odpo-
wiadajqcych drodze sekcyjnej w T . Wowczas f,, ... f f1 € rad),(Xo, X,,) \ radTl(XO,Xn).

Wprowadzimy teraz pojecie stopnia homomorfizmu nieprzywiedlnego. Dla algebry A
oraz nieprzywiedlnego homomorfizmu f: X — Y w modA, pomiedzy nierozkladalnymi
modutami X i Y, za [41] méwimy, ze [ jest nieskoriczonego lewego stopnia, o ile dla
dowolnej liczby catkowitej n > 1 oraz dowolnego homomorfizmu g: M — X w rad,(M, X) \
rad}"'(M,X) mamy fg € rad}"(M,Y)\ rad}"*(M, Y). Dualnie, méwimy, ze homomorfizm
f: X — Y wmodA jest nieskoriczonego prawego stopnia, o ile dla dowolnej liczby catkowitej
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n > 1 oraz dowolnego homomorfizmu h: Y — N w rad),(Y,N)\ radZ“(Y, N) mamy hf €
rad} "' (X, N)\rad; **(X, N).

Ponizszy wynik, z ktérego bedziemy czesto korzystac, zostal udowodniony przez Liu
w [41].

Stwierdzenie 6.7. Niech A bedzie algebrq. Wowczas nastepujqce implikacje sq prawdziwe.

(1) Zatézmy, zel 4 zawiera petny podkotczan z translacjq postaci

> Xin X; X1 Xo=X
b o
— Y Y Y, Y=Y

gdzie nieskoriczone drogi, gorna i dolna, sq sekcyjne. Wowczas kazdy nieprzywiedlny
homomorfizm f: X — Y wmod A jest nieskoriczonego lewego stopnia.

(2) Zatoimy, zel y zawiera petny podkotczan z translacjq postaci

M = M, M, M; Mjy — -
N=N, N, N; Njyp —> -

gdzie nieskoriczone drogi, gorna i dolna, sq sekcyjne. Wowczas kazdy nieprzywiedlny
homomorfizm g: M — N wmod A jest nieskoriczonego prawego stopnia.

Poniewaz dla algebry A oraz gladkiej quasi-rury ¢ w4 jej stabilna cze$¢ 6° jest stabilng
rura, wiec mozemy zdefiniowa¢ stabilnqg quasi-dtugosé, oznaczang przez sql(X), modutu X
w € jako quasi-dtugos¢ ql(X) modutu X w ¢*. Dodatkowo, stabilna quasi-dtugo§¢ modutu
projektywno-injektywnego w 6 réwna jest, per definitionem, 0.

Lemat 6.8. Niech A bedzie algebrq, a 6 gtadka quasi-rurq wT 4. Dodatkowo niech r bedzie
rangaq stabilnej rury 6°, a m := max{sql(rad, P) | P € 6 NprojA}. Wowczasrad(X, Y)#0 dla
wszystkich modutow X i Y w 6 o stabilnej quasi-diugosci wiekszej od m +r.

Dowéd. Niech X oraz Y beda takimi modutami w ¢, ze sql(X) oraz sql(Y) sg wigeksze niz
m +r. Wéwczas w ¢ istniejg drogi sekcyjne

O: X=U, U, U, , — U,=2,
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ztozona ze strzalek w ¢ wskazujacych usta, oraz

Si Z=V—— o — Y — Y=Y,

ztozona ze strzalek w 6'* wskazujacych nieskoniczonos¢, gdzie sql(Z) > m. Dodatkowo w €
mamy nastepujacy peiny podkotczan z translacja

G-D (-1 (-1 G-
e W T w2y

| | | Lo

W) WY w? W =y

s+1

gdzie j € {1,...,q}, uformowany z réwnoleglych, nieskonczonych drég sekcyjnych sktadaja-
cych sie z nierozktadalnych modutéw o stabilnej quasi-dlugos$ci > m. Rozwazmy homomor-
fizmy nieprzywiedlne w mod A

@i Ui—l - Ul‘ oraz l/)ji W_l — ‘6,

gdzie i € {1,...,p} oraz j € {1,...,q}, odpowiadajace strzatkom drég sekcyjnych © oraz ¥,
odpowiednio. Wtedy, ze Stwierdzenia 6.6, ztozenie homomorfizméw ¢ = ¢, ...¢1: X — Z
nalezy do rad}(X,2)/ radf‘“(X,Z). Ponadto, ze Stwierdzenia 6.7, wynika, Ze homomorfi-
zmy nieprzywiedlne vy, ..., , sa nieskonczonego lewego stopnia. Stad oraz z definicji le-
wego nieskonczonego stopnia homomorfizmu nieprzywiedlnego otrzymujemy, ze y ¢ €
rad” (X, Y)/rad} (X, V), gdzie ) =1, ...1p; € Homu(Z, Y), a wigc rada(X, Y) #0. O

Nastepujacy lemat zostal udowodniony w [61, Lemma 2.1]

Lemat 6.9. Niech A bedzie algebra, a X i Y takimi nierozktadalnymi modutami wmodA, ze
rad}’ (X, Y) # 0. Wowczas nastepujqce zdania sq prawdziwe.

(1) Istnieje nieskoriczona droga

x=x, s x, L x, — o — X, I X,

~

homomorfizmoéw nieprzywiedlnych pomiedzy nierozktadalnymi modutami wmod A oraz
homomorfizmy g; €rad}(X;,Y), i > 1 takie, ze g; fi ... f1 # 0 dla wszystkich i > 1.

(2) Istnieje nieskoriczona droga

hj ho hy
Y, — Y N N

o
<
&
I
h<
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homomorfizmow nieprzywiedlnych pomigdzy nierozktadalnymi modutami wmod A oraz
homomorfizmy u; €rad}(X,Y}), j > 1 takie, Ze h, ... hju; # 0 dla wszystkich j > 1.

Stwierdzenie 6.10. Niech A bedzie algebrq, a 6 gtadka quasi-rurq w ', sktadajqcq sie
z modutow, ktore nie lezq na nieskoriczonych krotkich cyklach w modA. Wowczas 6 jest
uogolniong standardowq sktadowaq kotczanuT 4.

Dowdd. Poniewaz 6 jest gladka quasi-rurg kotczanu I'y, wiec stabilna cze$¢ 6° sktado-
wej 6 jest stabilng rurg rangi r. Pot6zmy m := max{sql(rad4 P) | P € 6 NprojA}. Rozwazmy
dodatnig liczbe catkowitg n = m+2r, a przezI” oznaczmy pelny podkotczan z translacjg kot-
czanu 6 ztozony ze wszystkich modutéw o stabilnej quasi-dtugosci > n. Ponadto niech M
bedzie sumg prostg wszystkich nierozkltadalnych modutéw z ¢ \ I". Wtedy M jest modutem
wmodA, a End,(M) jest algebrg artinowska nad k.

Zal6zmy, iz istnieja takie moduly X oraz Y w ¥, ze radf;’(X, Y) # 0. Wéwczas, z Lema-
tu 6.9 (i) wnosimy istnienie nieskonczonej drogi

e
I
£
~
i
~
&
~
~
23
L
~
2
~

homomorfizméw nieprzywiedlnych pomiedzy nierozktadalnymi modutami w mod A oraz
takich homomorfizméw g, € rad}(X,Y), s > 1, ze g.fs... fi # 0 dla wszystkich s > 1.
Ponadto dla kazdego s > 1 modut X; nalezy do 6. Poniewaz rad End,(M) jest nilpotentny,
a f; €rad,(X;-1, X;), dlawszystkich i > 1, to istnieje liczba catkowita s, > 1, dla ktérej moduty
X;, gdzie s > s, naleza do I'. Poniewaz rad (X, Y) # 0, wiec z Lematu 6.9 (ii) wnosimy
istnienie nieskonczonej drogi

=
T
=
~<
&
Il
~

homomorfizméw nieprzywiedlnych pomiedzy nierozktadalnymi modutami w mod A oraz
takich homomorfizméw u, € rad} (X, Y;), t > 1, ze hy...h,u, # 0 dla wszystkich ¢ >
1. Ponadto dla kazdego ¢ > 1 modut Y; nalezy do €¢. Podobnie jak wczes$niej wnosimy,
ze dla pewnej liczby catkowitej #, > 1 wszystkie moduly Y;, gdzie t > t,, nalezg do I.
Z naszego wyboru I', moduly X, i ¥;, majq stabilng quasi-dtugos¢ wigkszg niz m + r.
Woéweczas, z Lematu 6.8, istnieje niezerowy homomorfizm v € rad(Y;,, X;,). Podsumowujac,
wykazaliSmy istnienie nieskoriczonego krétkiego cyklu w mod A postaci

X,y — Y, — X,

gdzie u = u,, a X, i Y;, nalezag do ¢, sprzecznoSc. Zatem quasi-rura % jest uog6lniong
standardowaq skladowg wT,. O
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Lemat6.11. Niech A bedzie algebrqg, a 6 quasi-rurqwT 4. ZatéZimy, Ze istniejq nierozktadalne
moduly X, Y i M w modA takie, Ze rad} (X, M) # 0, rad}’(M,Y) # 0 oraz X i Y leiq w 6.
Wowczas istnieje taki nieskoriczony krétki cykl N — M — N wmod A, zZe N nalezy do 6 .

Dowé6d. Poniewaz rad:o(X ,M)# 0, wiec z Lematu 6.9 (i) wnosimy, iz istnieje nieskoriczona
droga

0: X=X, Lo x, Ly x, — oo — X L x, —

homomorfizméw nieprzywiedlnych pomiedzy nierozktadalnymi modutami w mod A oraz
takie homomorfizmy g, € rad}(X;,M), s > 1, ze gfs...f1 # 0 dla dowolnego s > 1.
Przypus$¢my, ze istnieje skoniczona rodzina {Z;};c; modutéw nierozktadalnych w %, ktére sq
izomorficzne z nieskoriczong ilo§cig modutéw z rodziny {X; }s>¢. Niech Z bedzie suma prosta
wszystkich modutéw z rodziny {Z;},c;. Wowczas Z jest modulem w mod A, a stad End(2)
jest algebrg artinowska nad k. Poniewaz dla wszystkich s > 1 mamy f; € rada(X;-1, X;),
to dostajemy dowolnie duze, niezerowe zlozenie homomorfizmoéw z rad End,(Z), a stad,
poniewaz rad End,(Z) jest nilpotentny, sprzeczno$¢. Co wiecej, poniewaz rady’ (M, Y) # 0,
to stosujac Lemat 6.9 (ii), wnosimy, Ze istnieje nieskoniczona droga

ha hy

o Y, Iy, vy, 2y My =y

~

homomorfizméw nieprzywiedlnych pomiedzy nierozktadalnymi modutami w mod A oraz
takie homomorfizmy u, € radjf(M, Y;), t>1,ze h;y...h;u, # 0 dla dowolnego ¢t > 1. Podob-
nie jak wyzej wnosimy, iz nie istnieje skoniczona rodzina {Z;};c; modutéw nierozktadalnych
Z 6, o tej wlasnosci, ze moduly Z; sg izomorficzne z nieskoniczenie wieloma modutami z ro-
dziny {V;},>0. Wobec tego droga © przecina droge X..

Niech N bedzie modutem w czesci wspdélnej drég © oraz 3. Wowczas istniejq takie s > 0
oraz t >0, ze X; = N = Y;, a wigc otrzymujemy nieskonczony kroétki cykl

N -5 MY N
O

Przypomnijmy, ze przez zewnetrznq krotkq droge w mod A, w stosunku do rodziny I" skia-
dowych kotczanu I'4, nazywamy cigg niezerowych nieizomorfizméw X — Y — Z pomiedzy
nierozktadalnymi modutami, gdzie X oraz Z nalezg do I', ale Y nie nalezy do rodziny I" [46].

Lemat 6.12. Niech A bedzie algebrq, a 6 oraz ¢’ dwiema réznymi rurami promieniowymi
w I'y majqgcymi nieskoriczenie wiele modutow z wspélnymi sktadnikami kompozycyjnymi
oraz sktadajacymi sie z modutow, ktore nie lezaq na nieskoriczonych krotkich cyklach. Wowczas
nie ma zewnetrznych krétkich drég wmod A wzgledem rodziny dwdch sktadowych 6 oraz 6’.
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Dowéd. Zal6zmy, ze istnieje zewnetrzna krétka droga M — L — M’, gdzie M nalezy do
6, M’ nalezy do %6’, a L nie nalezy ani do ¢ ani do ¢’. Najpierw pokazemy, Ze istnieje
zewnetrzna krotka droga M — L — N, gdzie N jest modutem w 6. Z Lematu 6.9 (i) wynika,
iz istnieje nieskonczona droga

hy

O: o Xy T X e —— Xy 5 Xy 5 Xy = M
homomorfizméw nieprzywiedlnych pomiedzy nierozkladalnymi modutami z 6’ oraz takie
homomorfizmy u, € rady(L,X;), s > 1, ze h;... hyu, #0, dla s > 1. Zat6zmy, Ze istnieje skon-
czona rodzina {Z;};c; modutéw nierozktadalnych w €7, ktére sg izomorficzne z nieskoncze-
nie wieloma modutami z rodziny {X;}>;. Niech Z bedzie sumg prosta wszystkich modutéw
rodziny {Z;};c;. Wowczas Z jest A-modutem, a stad End,(Z) jest algebra artinowska nad k.
Poniewaz dla s > 1 mamy h; € rad,(X;, Xs—;), wiec otrzymujemy dowolnie duze, niezerowe
ztozenie homomorfizméw z rad End4(Z), a stad sprzeczno$c¢ z nilpotentnoscia rad End4(Z2).
Wobec tego droga O przecina kazdy promien w 6’ przynajmniej raz. Co wiecej, z zatozenia
wynika, Ze istnieje w 6’ promien, ktéry zawiera nieskonczenie wiele moduléw N’ takich, ze
[N] = [N’] dla modulu N w ¢. Wykorzystujac fakt, ze homomorfizmy nieprzywiedlne le-
zace na promieniach rury promieniowej ¢’ sa monomorfizmami, stwierdzamy, ze istnieje
zewnetrzna krétka droga M — L — M’, gdzie M jestw 6, M’ jestw 6’,a Laniw 6 aniw 6’
oraz istnieje modut N w ¢ taki, ze [M’] = [N].

Poniewaz [M’] = [N], stosujac Stwierdzenie 3.1, otrzymujemy réwno$¢
|Hom (L, N)| — [Homyu(N, T4 L)| = |Hom (L, M")| — [Homs(M’, T o L)).

Jesli Homy(M’, 74 L) #0, to z [50, Theorem 1.6], otrzymujemy, ze M’ jest srodkiem krétkiego
tancucha, wiec lezy na krétkim cyklu M’ — E — M’, gdzie E jest nierozkladalnym sktadni-
kiem prostym Srodka ciggu prawie rozszczepialnego o lewym koncu L. Zatem E nie nalezy
do 6’. Wobec tego cykl jest nieskoficzony, co przeczy zalozeniu. Stad Hom,(M’,74L) = 0,
wiec Homy(L, N) # 0. Otrzymujemy zatem zewnetrzna krotkg droge M — L — N, gdzie M
i N naleza do 6. Wéwczas zaréwno rad (M, L) # 0 jak i rad}’(L, N) # 0, a stad, stosujac Le-
mat 6.11, wnosimy, ze istnieje nieskonczony krotki cykl X — L — X w mod A, gdzie X nalezy
do 6, sprzeczno$¢ z zatozeniem o sktadowej 6. O

Lemat 6.13. Niech A bedzie algebra, A = A/I algebrq ilorazowaq algebry A, a T stabilng rurq
wl'y. Zatézmy, ze moduty z rury 7 nalezq do stabilnej rury 6 kotczanul 4. Wowczas 6 = T .

Dowéd. W celu wykazania réwnosci 6 = 7 wystarczy pokazac, ze kazdy modut M naleza-
cy do 6 jest A-modutem. Poniewaz 7 C € oraz stabilna rura 7 sktada sie z nieskoniczenie
wielu A-modutéw, wéwczas dla kazdego A-modutu M w ¢ istniejg A-modulowy monomor-
fizm f: M — N, gdzie N jest modulem lezagcym na promieniu rury 6 zawierajacym M, oraz
A-modutowy epimorfizm g: Z — N, gdzie Z jest A-modulem ze stabilnej rury 7 lezacym na
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kopromieniu rury 6 zawierajacym modut N. Zatem NI = g(Z)I = g(ZI) = g(0) =0, a stad
f(MI)= f(M)I =0, wiec MI =0, poniewaz f jest monomorfizmem. W konsekwencji, M jest
A-modutem. O

Lemat 6.14. Niech A bedzie algebra, A algebrq ilorazowq algebry A, a 7 stabilng rurq
w kotczaniel \. Zatézmy, ze modudy rury 7 nalezq do rodziny 6 gladkich quasi-rur kotczanu
I'y ztoZonej z modutéw, ktére nie lezq na nieskoriczonych krotkich cyklach. Wtedy wszystkie
moduly rur 7 nalezq do jednej quasi-rury z rodziny 6 .

Dowéd. Zatézmy, ze istnieja dwie rézne quasi-rury 6, i 6, z rodziny % oraz takie moduty
M, N € 7, ze M € 6, oraz N € 6. Niech O bedzie nieskoriczona droga sekcyjng w 7
zaczynajacg sie w M i zmierzajaca do nieskonczonosci, a ¥ nieskoniczong droga sekcyjng
w 7 z nieskonczonoS$ci do N. Dodatkowo, niech Z bedzie modutem z czeSci wspdlnej
drég © i %, f: M — Z zlozeniem nieprzywiedlnych monomorfizméw odpowiadajacych
strzatkom poddrogi drogi ©® z M do Z, a g zlozeniem nieprzywiedlnych epimorfizméw
odpowiadajacych strzatkom poddrogi drogi X z Z do N. Wéwczas f € rad}(M,Z) lub g €
rad}’(Z,N), gdyz N € 6, oraz Z € 6., gdzie z # x lub z # y. Bez straty og6lnosci mozemy
zatozy¢, ze Z nie nalezy do 6., a f € rad}(M,Z). Niech L bedzie takim modulem w 7
lezacym na drodze O, ze ql(Z) < ql(L) oraz istnieje droga sekcyjna w 7 z L do M. Wtedy
ztozenie h: M — L monomorfizméw odpowiadajgcych strzatkom drogi sekcyjnej z M do L
w 7 nalezy do rad}’(M, L). Zatem otrzymujemy nieskoficzony krétki cykl

M- LY M,

gdzie v jest ztozeniem nieprzywiedlnych epimorfizméw odpowiadajacych strzatkom drogi
sekcyjnej z L do M, co przeczy zalozeniu powzietym na 6. O

Lemat 6.15. Niech A bedzie algebra, A algebrq ilorazowaq algebry A, a 7 oraz 7' dwiema
ortogonalnymi stabilnymi rurami w kolczanie T . Zatézmy, Ze istniejq gladkie quasi-rury €
oraz ¢’ wl', takie, Zze ¢ zawiera wszystkie moduty z 7, a ‘6’ zawiera wszystkie moduty z 7' .
Wowczas quasi-rury 6 oraz 6’ sq rozne.

Dowdéd. Przypusémy, ze ¢ = 6’. Niech r bedzie ranga rury 6*, a m maksymalnag stabilng
quasi-dlugoscia wszystkich radykaléw modutéw projektywno-injektywnych nalezacych do
6. Poniewaz stabilne rury 7 i J’ maja nieskonczenie wiele modutéw, to istnieja moduty
X € 7 oraz X’ € 7’ majace stabilng quasi-dlugos¢ > m + r jako moduty w 6*. Wéwczas
z Lematu 6.8 dostajemy, ze Homy(X,X’) # 0, co przeczy ortogonalnosci rur  oraz 7’
w modA. O

Lemat6.16. Niech A bedzie algebrq, A algebrq ilorazowq algebry A, a T = (T )xex uogolnionq
standardowq rodzing stabilnych rur w kotczanie ' sktadajqca sie z modutow ze wspolnymi
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sktadnikami kompozycyjnymi i nie lezqcymi na nieskoriczonych krétkich cyklach. Zatézmy,
zZe istnieje stabilna rura 7, w 7 taka, Ze jej moduty nalezq do rodziny gladkich quasi-rur 6
w kotczaniel s, ktora jest zamknieta na sktadniki kompozycyjne oraz sktada sie z modutow
nie lezqcych na krotkich nieskoriczonych cyklach. Wowczas wszystkie moduly rodziny T
nalezq do rodziny 6 .

Dowéd. Dla kazdego y € X oznaczmy przez r, range rury 7,, a przez E ;, oo Eyry moduly
lezace na ustach rury 7. Dla modutu M w stabilnej rurze I" rangi r > 1 w kofczanie I'y mamy

_ k(Z;zl[Et]), oiles=0
M= {k (X E))+3  [ta"E], oiles>1"

gdzie Ej, ..., E, samodutamilezacymi na ustach rury I', q(M) = kr+s oraz E = E; dla takiego
i €{1,...,1}, ze istnieje droga sekcyjna w I' o poczatku w E, a koncu w M. Z Lematu 6.15
wynika, ze moduly w 7, naleza do jednej quasi-rury %6, z rodziny 6. Pokazemy teraz, ze dla
kazdego y € X moduty ze stabilnej rury .7, naleza do rodziny 6. Zaczniemy od pokazania, ze
w stabilnej rurze 7, dla y €X, istnieje taka rodzina {N;}SZO moduldw, ze dla kazdego s > 0
istnieje modut M$ w 7, o wlasnosci [M:] = [N;]. Poniewaz 7 jest rodzing stabilnych rur ze
wsp6lnymi sktadnikami kompozycyjnymi, to istnieja takie moduty Mg w 7, oraz NJ‘} w7, ze
(M2 = [N7).

Zat6zmy najpierw, ze r, = 1. Wtedy [N;’] = ql(Nﬁ)[E}}]. JeSlir, =1, to [M;)] = ql(MJO/)[E;].
Wéwczas wybieramy moduty Nj w 7, dla s > 1, o wlasnosci ql(N ;) =S ql(N;)), gdyz

(N3] = s qlIN)[EY] = s[N°] = s[M°] = s qI(MO)[E]].

Jesli r > 1, to z Twierdzenia 6.3 otrzymujemy, ze ql(Mg) = CTy, dla pewnego ¢ > 1. Zatem za
moduty NJ w 7, dla s > 1, wybieramy moduty o wtasnosci ql(N. p )=s ql(NyO), gdyz wéwczas

_ N ET — [A0] — 07 — j
[N3] = s qUN)[E}] = s[N°] = s[M°] = (sC)r (Z[E;]) .

Zat6zmy teraz, ze r, > 1. Wowczas z Twierdzenia 6.3 otrzymujemy, ze ql(NJ‘,)) =cry, dla
pewnego ¢ > 1. Jeslir, =1, to [MJ‘}] = ql(Mg)[E;]. Wtedy wybieramy moduty N> w 7,, dla
s > 1, o wlasnosci gl(V. ys) =s ql(N;’) = scry, gdyz wowczas z Twierdzenia 6.3 mamy

Ty
[N;]=scr, (Z[E)’,]) = s[N;’] = s[M)‘f] =5 ql(M?)[E;].
i=1
Jesli r, > 0, to z Twierdzenia 6.3 otrzymujemy, ze ql(Mg) = c'ry, dla pewnego ¢’ > 1. Zatem
za moduty Ny w 7y, dla s > 1, wybieramy moduty o wlasnosci ql(NJf) =s ql(N;)) =scry, gdyz
woéwczas, ponownie z Twierdzenia 6.3, mamy

[V:] = scr, (Z[Eﬂ) =sIN)= M) =se'rs (Z[E; ]) |
i=1 =1
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Korzystajac z zalozenia, ze rodzina % jest zamknieta na sktadniki kompozycyjne wnosimy,
iz wszystkie modutu N3, dla s > 1, nalezace do stabilnej rury 7, naleza do rodziny €.

Niech teraz N bedzie modulem w 7}, gdzie y € X. Pokazemy, ze N nalezy do rodziny €.
Przypus¢émy, ze to nie jest prawdg. Mozemy wybra¢ taki modut Ny w 7y, dla pewnego s > 1,
ze gl(N) < n = ql(N;). Wowczas istnieja drogi sekcyjne w 7,

NJ’//:MO > M, > > My, > N
oraz
N > Ny, > oo > N )N():N)// ’

gdzie ql(N;) =n= ql(N;’). Poniewaz [N;’] = [N;] = [N;] to wnosimy, ze modut N; jakimodut
N;’ nalezg do rodziny €. Zatem otrzymujemy niezerowy homomorfizm z radio(N;’, N;), co
przeczy Stwierdzeniu 6.10.

Na zakonczenie tego paragrafu przytoczymy i udowodnimy ponizszy, dobrze znany lemat,
ktéry wykorzystamy w pdzniejszych rozwazaniach.

Lemat 6.17. Niech A bedzie algebrq, a 7 doktadnaq stabilng rurq w kotczanie I 4. Wowczas
prawie wszystkie nierozktadalne moduty w 7 sq doktadnymi A-modutami.

Dowéd. Najpierw zauwazmy, ze dla dowolnego promienia > w 7 oraz modutu M leza-
cego na X, mamy ann,y(M’) € anny(M), dla kazdego modutu M’ lezacego na ¥ i majace-
go wlasnos$¢ ql(M’) > ql(M), gdyz mamy monomorfizm M — M’ bedacy ztozeniem ho-
momorfizméw nieprzywiedlnych odpowiadajacych strzatkom poddrogi drogi sekcyjnej =
z M do M’. Poniewaz 7 jest dokladng stabilng rurg kolczanu I'y, to istniejg takie nieroz-
ktadalne moduty Mj, ..., My w 7, ze ann(®;_, M;) = 0. Istotnie, poniewaz A jest pierscie-
niem artinowskim, to mozemy wybra¢ taki A-modul M = EB?zl M; € add 7, ze annu(M)
jest najmniejszy. Wowczas anns(M @ N) = annu(M) dla dowolnego N w 7. Z drugiej stro-
ny ann(M @ N)=anny(M)Nann,(N), wiec anny(M) € anny(N). Stad ann, (M) = annu (7).

Niech n bedzie maksymalng quasi-dtugoscia modutéw M,, ..., M. Wtedy dla kazdego
modulu Z o quasi-dlugosci wigkszej niz n + r, gdzie r jest rangg rury 7, jedyna droga
sekcyjna, ztozona z epimorfizméw, w  zaczynajaca sie¢ w Z i zmierzajaca do ust przecina
kazdy promien zawierajacy co najmniej jeden modut ze zbioru {M,, ..., M }. Zauwazmy, ze
dla epimorfizmu f: X — Y mamy anny(X) € anny(Y), gdyz Yann,(X) = f(X)anny(X) =
f(Xann,(X)) = f(0) = 0. Zatem ann,(Z) < (,_, anna(M;) = anna(D;_, M;) = 0, a wiec Z
jest modutem doktadnym. O
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Algebry kanoniczne i quasi-odwrécone

W teorii reprezentacji algebr zasadnicza role odgrywaja algebry kanoniczne. W pracy [52]
Ringel wprowadzil pojecie algebry kanonicznej dla ciala algebraicznie domknietego. Defi-
nicja ta zostata nastepnie rozszerzona w innej pracy [53] Ringela do przypadku dowolnego
ciala. Przytoczymy teraz definicje algebry kanonicznej, zaproponowang przez Crawely-Bo-
evey w [53, Appendix].

Niech F i G beda algebrami z dzieleniem, a pM; F-G-bimodutem o wlasnosci
Przez y oznaczmy nastepujacag liczbe

dlmFM
dlmMG '

X:

Zatem y €{3,1,2}.

Przez M -tréjke rozumiemy taka tréjke (rN, ¢, N;), dla ktérej N jest niezerowym, skon-
czenie generowanym, lewym F-modutem, N niezerowym, skoiiczenie generowanym, pra-
wym G-modutem, ¢ jest F-G-homomorfizmem ¢: pN ®; N, — Mg, ze

1)
dlmFN _
dim N, X

(ii) jesli X i X;, sa takimi niezerowymi podmodutami modutéw, odpowiednio, N i Ng, zZe
P(X®X)=0,to
dimpX dimX(

<l1.
dimpN = dim N,

Dwie M-tréjki (Ny, o1, Ny), (N2, @2, N,) nazywamy przystajgcymi, o ile istniejg izomorfizmy
0: p(N1) = p(N2)10": (N})e — (N,)c czynigce ponizszy diagram przemiennym

N ®N]

00’ M -

N, ® N,
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Nastepnie, dla M-tréjki (N, ¢, N;;) definiujemy jej Srodek D jako zbiér par (d,d’), gdzie
d € Endg(N), d’ € Endg(IN’'), dla ktorych g o(d ® 1) = ¢ o (1 ® d’). Jest jasne, ze D jest
pierScieniem z dodawaniem i mnozeniem po wspotrzednych, N jest F-D-bimodutem, N’
jest D-G-bimodulem, a ¢ indukuje odwzorowanie N ® , N’ — M, oznaczane rOwniez przez
¢. Dodatkowo, jak pokazal Crawley-Boevey [53, Appendix, Lemma 1], D jest pier§cieniem
z dzieleniem.

Pierscieniem kanonicznym typu (ny,...,n,), przy czym r > 0i n; > 2, jest pierScien A
izomorficzny z pierScieniem macierzy gronotréjkatnych postaci:

’F Ny =+ Ny [Ny === Np |- ‘N,----Nr M

Dy - Dy N

l’ll—l O

Dy -+ Dy N

l’lg—l

Dy =+ - Dy | N,

nr—1 0

gdzie F i G sg pierScieniami z dzieleniem, M ; bimodutem o wtasnosci (dim p M)(dim M) =
4,(Ny, ¢1,N7), ..., (Ny, pr, N') wzajemnie nieprzystajacymi M-trokami o srodkach Dy, ..., D;,
a mnozenie dane jest przez dzialanie pierScienia z dzieleniem na module lub przez odpo-
wiednie homomorfizmy ¢;. Mozna pokazac [53, Appendix, Lemma 2], ze centrum Z(A) pier-
Scienia kanonicznego A jest ciatem, wiec A jest algebra nad ciatem k = Z(A). Algebrq kano-
nicznq typu (n,...,n,), n; > 2, r >0, jest pierScieni kanoniczny A typu (ny, ..., n,), ktory jest
skonczenie wymiarowy nad cialem k = Z(A) (patrz [53, Appendix, Lemma 3]).

Kotczan warto$ciowany Q, algebry kanonicznej A typu (n;,...,n,)

2,1) — (2,2) - — (2,n,—1)

gdzie a; = dimg N;, b; =dim(N;)g, ¢; =dimpg N} oraz d; =dim(N})g dlai €{1,...,r}.
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Interesujacy cecha kolczanéw Auslandera-Reiten algebr kanonicznych jest zawieranie
seprujacej rodziny sktadowych. Przypomnijmy, ze dla algebry A, rodzina 6 = (6x)rex
sktadowych w kolczanie I'y nazywana jest separujgcq w mod A, o ile moduty nierozktadalne
w mod A dzielg sie na takie trzy roztaczne klasy 24, €4 = 6 oraz 24, ze:

(S1) €64 jest wierng, uogélniona standardowa rodzing sktadowych;
(S2) Homy(24,224)=0, Homu (24, 64)=0, Homyu(€4,24)=0;

(S3) dowolny homomorfizm z 24 do £4 faktoryzuje sie przez kategorie addytywng add 64
rodziny 64.

Dodatkowo rodzina € silnie separuje 24 od 24, o ile

(S4) dowolny homomorfizm z 24 do 24 faktoryzuje sie przez kategorie addytywna add 6
dla dowolnego x € X.

Dla algebry kanonicznej A kotczan I'y ma rozktad I’y = 22 v 72 v 22 (patrz [53]), gdzie:

o P jest rodzing skltadowych zawierajacych wszystkie moduty projektywne i jedyna
sktadowgq postprojektywna;

e 2\ jest rodzing sktadowych zawierajacych wszystkie modutly injektywne i jedyna
sktadowg preinjektywna;

e 7 jest (kanonicznag) rodzing (7*)ex stabilnych rur silnie separujaca 2+ od 2.

Za [36] méwimy, Ze algebra C jest utajonq algebrq kanoniczng typu A, o ile C jest algebra
endomorfizméw End,(7) modulu odwracajacego T z kategorii add 22*. Wowczas obrazy,
poprzez funktor Homy(T,—), wszystkich modutéw z 7 tworza silnie separujaca rodzine
T ¢ stabilnych rur w I'c. W szczeg6lnosci mamy rozklad I'c = £2¢ v 7¢ v 2¢. Wiadomo,
ze 7€ jest rodzing stabilnych rur 7, x € X, gdzie zbiér indekséw X jest bijektywny ze
zbiorem stabilnych rur oswojonej dziedzicznej algebry [§ %], gdzie F i G sa skoriczonymi,
centralnymi rozszerzeniami ciala k bedacymi pierScieniami z dzieleniem, a F-G-bimodut
rMg spelnia warunek (dim pM)(dim Mg) = 4 (patrz [11], [51], [53]). Ponadto, jesli k jest
cialem algebraicznie domknietym, to X jest w bijekcji z prostg rzutowa P, (k) [52], ktéra jest
wyposazona w strukture wazonej prostej rzutowej [17]. W [36, Theorem 1.1] Lenzing i de la
Pefa pokazali nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7.1. Algebra C jest utajonq algebrq kanoniczng wtedy i tylko wtedy, gdy I'c
zawiera separujqcq rodzine stabilnych rur.
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Wiadomo, ze globalny wymiar utajonej algebry kanonicznej C jest nie wiekszy niz 2 oraz
pd. X <1lub €; X <1 dla dowolnego nierozktadalnego modutu X w mod C.

Przypomnijmy, ze formq Eulera algebry A o skoniczonym globalnym wymiarze jest catko-
witoliczbowa forma kwadratowa g, : K¢(A) — Z dana wzorem

o0

qa(IM]) = (~1)" dimy Ext;,(M, M),

r=0

gdzie [M] jest obrazem modulu M z mod A w grupie Grothendiecka Ky(A). Okazuje sie, ze
algebry kanoniczne mozemy podzieli¢ w spos6b naturalny ze wzgledu na zachowanie ich
formy Eulera, ktéra jest poprawnie okre$lona dla tych algebr, gdyz ich globalny wymiar jest
réwny co najwyzej 2. Pierwsza klase stanowig algebry kanonicze o dodatnio pétokreslonej
formie korangi 1, nazywane algebrami kanonicznymi typu Euklidesa, ktorych wartoSciowa-
ny kotczan po usunieciu jedynego Zrodta, czyli wierzchotka, z ktérego strzatki tylko wycho-
dza, jest kolczanem Dynkina. Druga klase stanowig algebry kanoniczne o dodatnio pétokre-
Slonej formie korangi 2, nazywane algebrami kanonicznymi tubularnego typu, ktérych war-
toSciowany kotczan po usunieciu jedynego Zrddta jest kotczanem Euklidesa. Ostatnig klase
stanowig algebry kanoniczne o nieokreslonej formie Eulera, ktére nazywamy algebrami ka-
nonicznymi dzikiego typu, ktérych warto§ciowany kolczan po usunieciu jedynego Zrédla jest
kolczanem dzikim (patrz np. [56, Chapter XVIII]). W rozdziale drugim wprowadzimy pojecie
algebry tubularnej, ktorej definicja opiera si¢ na algebrach kanonicznych korangi 2. Wobec
tego przypomnijmy charakteryzacje tych algebr oraz algebr kanonicznych korangi 1 (patrz
[34]1[53)]).

Twierdzenie 7.2. Niech A bedzie algebrq kanoniczng. Wtedy forma Eulera q, algebry A jest
dodatnio potokreslona korangi 1 wtedy i tylko wtedy, gdy wartosciowany kotczan Q algebry
A jest jednym z nastepujqcych:
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™~ “ ™ ~

o/.\o o/.\o

™. oy e .. T
(3,1) (1,3) (1,3) 3,1)

Twierdzenie 7.3. Niech A bedzie algebrq kanoniczng. Wtedy forma Eulera q, algebry A jest
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Moéwimy, ze algebra A jest prawie utajonq algebrq kanoniczngq, o ile A jest algebrg endo-
morfizméw End,(7T) modutu odwracajacego T z kategorii addytywnej add(2*v 1), dla ka-
nonicznego rozkladu I'y = 24 v FA v 24, gdzie T jest kanoniczng rodzing stabilnych rur
separujaca 2" od £* nad kanoniczng algebra A. Algebre A nazywamy quasi-odwréconaq al-
gebrq kanonicznego typu, o ile A = End,(T), gdzie T jest obiektem odwracajacym w abe-
lowej kategorii dziedzicznej ., ktérej kategoria pochodna D?(#) jest rownowazna (jako
kategoria trjkatna) z kategorig pochodna D?(mod A) kategorii modut6w mod A algebry ka-
nonicznej A. Lenzing i Skowroniski pokazali w [39, Theorem 3.4], Ze A jest quasi-odwrécong
algebra kanonicznego typu wtedy i tylko wtedy, gdy I'4 zawiera separujacq rodzine semiregu-
larnych (promieniowych lub kopromieniowych) rur. Ponadto klasa prawie utajonych algebr
kanonicznych pokrywa sie z klasa tubularnych roszerzen utajonych algebr kanonicznych,
ktére korzystajg z modutéw z kanonicznej rodziny stabilnych rur oraz z klasg algebr maja-
cych separujacg rodzine rur promieniowych (patrz [38, Theorem 3.1] i [39, Theorem 3.4]).

w dalszej czesSci bedziemy korzystali z nastepujacej charakteryzacji prawie utajonych
algebr kanonicznych (patrz [62, Proposition 3.5] oraz [66, Theorem 1.6]).

Twierdzenie 7.4. Algebra A jest prawie utajonq algebrq kanonicznqg wtedy i tylko wtedy, gdy
I'y zawiera wierna, uogoélnionq standardowq rodzine rur promieniowych bez zewnetrznych
krotkich drog.

Mamy takze nastepujaca charakteryzacje utajonych algebr kanonicznych (patrz [46, The-
orem 3.1], [64, Theorem C] i [66, Theorem 1.6]).

Twierdzenie 7.5. Algebra A jest utajonq algebrq kanoniczng wtedy i tylko wtedy, gdy T4
zawiera wiernq rodzine parami ortogonalnych stabilnych rur bez zewnetrznych krotkich drog.

Bedziemy wykorzystywac¢ réwniez nastepujaca konsekwencje powyzszego twierdzenia
(patrz [66, Corollary 1.7]).

Whniosek 7.6. Niech A bedzie algebra, a 7 wierng stabilng rurq w I'y bez zewnetrznych
krotkich cykli. Wowczas & jest doktadnq, uogdlnionq standardowaq stabilng rurq, a A jest
utajonq algebrq kanonicznaq,.
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Prawdziwe jest réwniez ponizsze twierdzenie (patrz [5, Theorem 3.5] oraz [43, Theorem
CD.

Twierdzenie 7.7. Niech C bedzie utajonq algebrq kanoniczna, a 7 separujacq rodzing
stabilnych rur w kotczaniel ¢. Przez B oznaczmy quasi-rurowe powigkszenie algebry C, ktore
uzywa modutow z 7, a przez 6 stowarzyszona, uogolniongq standardowaq rodzing quasi-rur
w1 g. Wtedy nastepujace zdania sq prawdziwe:

(i) Istnieje jedyne, maksymalne tubularne korozszerzenie B, algebry C wewnaqtrz B oraz
uogolniona standardowa rodzina 6' rur kopromieniowych wT p, takie, Ze B otrzymana
jest z B; (odpowiednio, 6 otrzymana jest z 6') poprzez ciqg operacji dopuszczalnych
typu(ad 1) oraz(ad 2) uzywajgcych modutéw z 6.

(ii) Istnieje jedyne, maksymale tubularne rozszerzenie B, algebry C wewnaqtrz B oraz uogél-
niona standardowa rodzina 6" rur promieniowych w I'y_ takie, Ze B otrzymana jest
z B, (odpowiednio, 6 otrzymana jest z 6" ) poprzez ciqg operacji dopuszczalnych typu
(ad 1*) i(ad 2*) uzywajqgcych modutow z 6" .

Dla quasi-rurowego rozszerzenia B utajonej algebry kanonicznej C maksymalne tubu-
larne rozszerzenie B, algebry C wewnatrz B jest prawie utajong algebrg kanoniczna, ktorg
nazywamy prawq quasi-odwrécong czesciq algebry B. Podobnie maksymalne tubularne ko-
rozszerzenie B; algebry C wewnatrz B jest przeciwng algebrg prawie utajonej algebry kano-
nicznej, ktére nazywamy lewq quasi-odwrécong czesciq algebry B.

Zauwazmy, ze quasi-rura kolczanu Auslandera-Reiten jest prawie cykliczng, koherentng
sktadowa w sensie [42]. Ponizsze twierdzenie jest specjalnym przypadkiem charakteryzacji
algebr z separujacg rodzing prawie cyklicznych koherentnych sktadowych [43, Theorem A].

Twierdzenie 7.8. Niech A bedzie bazowa, spéjnq algebrq artinowskq. Nastepujace warunki
sq rownowazne.

(i) T4 zawiera separujqcq rodzine quasi-rur.

(ii) Ty zawiera wierng, uogolnionq standardowaq rodzine quasi-rur bez zewnetrznych krot-
kich drag.

(iii) A jest quasi-rurowym powiekszeniem utajonej algebry kanonicznej C.

Wiecej wlasno$ci utajonych algebr kanonicznych mozna znalezé w [14], [32], [35], [36],
[37], [38], [53], [55] i [64].
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RozDpziar 11

ALGEBRY TUBULARNE

Podstawowe definicje

W poprzednim rozdziale wprowadziliSmy pojecie algebry kanonicznej. Przedstawimy
teraz definicje algebr tubularnych, ktére zostaty wprowadzone przez Ringela w ksiazce [52].

Algebrq tubularng nazywamy prawie utajong algebre kanoniczng typu A, gdzie A jest
kanoniczng algebrg typu tubularnego. Odnotujmy, Ze algebra tubularna ma taka samag
ilo§¢ wierzchotkéw w swoim wartoSciowanym kotczanie Gabriela co wyjSciowa algebra
kanoniczna typu tubularnego. Zatem z Twierdzenia 1.7.3 wynika, ze algebry tubularne maja
rzad grupy Grothendiecka nie wiekszy niz 10.

Algebre tubularng mozemy réwniez otrzymac jako tubularne rozszerzenie A algebry uta-
jonej Cy, dla ktérego forma Eulera g, jest dodatnio pétokreslona korangi 2, oraz jako tubular-
ne korozszerzenie A algebry utajonej Cy, dla ktérego forma Eulera g4 jest dodatnio p6tokre-
Slona korangi 2. W pracy [52] Ringel opisat strukture kolczanu Auslandera-Reiten algebry
tubularnej nad ciatem algebraicznie domknietym. Wyniki te zostaly nastepnie rozszerzone
przez Kussina na przypadek dowolnego ciala (patrz [33], [34], [36], [39] i [53]). Kotczan I'p
algebry tubularnej B ma postac:

Ty=2%vgv \ 7Pv7live?,
qeQ*

gdzie
o 2B jest sktadowg postprojektywna, a 2 8 sktadowa preinjektywna,

e B jest nieskoriczong rodzing parami ortogonalnych, uogélnionych standardowych
rur promieniowych, ktéra zawiera co najmniej jeden modut projektywny,

e 7P jest nieskoriczong rodzing parami ortogonalnych, uogélnionych standardowych
rur kopromieniowych, ktéra zawiera co najmniej jeden modut injektywny;,

. 9[] B dla kazdego g € QT, jest nieskoniczong rodzing parami ortogonalnych, doktad-
nych, uog6lnionych standardowych stabilnych rur.
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II. Algebry tubularne

Dodatkowo, jak pokazat Ringel [52], [53], algebra przeciwna algebry tubularnej jest takze
algebra tubularna.

Pokazemy teraz nastepujace twierdzenie bedace uog6lnieniem jednego z wynikéw Ringe-
laz[52, (5.2)] na dowolnag algebre tubularna.

Stwierdzenie 1.1. Niech B bedzie algebrq tubularnq z rozktadem

Ty=2%vgiv \/ 7Pv7live?
q<Q*

kotczanu Auslandera-Reiten. Wowczas %B , dla kazdego q € Q+U{0, 00}, jest rodzing quasi-rur
zamknigtq na sktadniki kompozycyjne.

Dowéd. Niech M bedzie takim B-modutem z 7, B a N takim B-modulem z qu' gdzie
p,q €QtU{0,00}, ze [M] = [N]. Przypus€my, ze p # q. Bez straty ogélnosci mozemy zatozyc,
7e p < q.Poniewaz p, g € Q* U {0, 00}, to istnieje takie s € Q*, Ze p < s < g. Woéwczas rodzina
TP = (T8 )sex, jest nieskoniczong rodzing stabilnych rur, wigc istnieje x € X;, dla ktérego
T jest stabilng rurg rangi 1. Wezmy jedyny modut X lezacy na ustach rury 7.5 Oczywiscie
X = 73X. Poniewaz B jest algebrg tubularng, to kazda rodzina 7%, gdzie k € Q* U {0, o0},
jest rodzing silnie separujaca 28 v \/,_, 7,® od \/,., 7,° v 8. Przypomnijmy, ze kazdy
nierozkladalny B-modut projektywny nalezy do & # v 7%, a kazdy nierozkladalny B-modut
injektywny nalezy do 7.8 v 28. Zatem powloka injektywna Ep(M) modulu M nalezy do
add(7.2v 28), anakrycie projektywne Pz(N) modutu N nalezy do add(% v 7). Stad (patrz
Lemat 1.6.5) dostajemy, ze Homg(M, X) # 0 oraz Homg(X, N) # 0. Nastepnie, poniewaz
[M] = [N], to ze Stwierdzenia I.3.1 mamy

[Homp(X, M)|—|Homp(M,X)| = [Hompg(X,M)|—|Homp(M,7pX)|
= |Homg(X, N)|—|Homp(N, 75X)|
= |Homg(X, N)|—[Homp(N, X)|

bo X = 75X. Stad otrzymujemy nieréwnosci
0> —|Homp(M, X)| = |Homp(X, N)| > 0,

bo Hompg(X, M) = 0 = Homg(N, X), co daje sprzeczno$c. Zatem p = ¢, wiec kazda rodzina
T4, dla g € Qt U {0, 00}, jest zamknieta na sktadniki kompozycyjne. O

W tym rozdziale przez automorfizm algebry B bedziemy rozumieli automorfizm sztywny
algebry B. Niech B bedzie algebra, a 15 = e; +---+ e, rozkladem jedynki algebry B na sume
parami ortogonalnych, prymitywnych idempotentéw algebry B. Automorfizm ¢: B — B
algebry B nazywamy sztywnym, o ile p({e,...,e,})={e1,..., e,}.

Dla ciata k charakterystyki r6znej od 2 powiemy, ze algebra tubularna B jest wyjgtkowq
algebrq tubularng, o ile kolczan Qg algebry B jest nastepujacym kotczanem
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II. Algebry tubularne

a 4
r u
24456
z relacjami {a = ny, ya = wy, {o = nP oraz yo = —wf. Zauwazmy, ze dowolny
automorfizm ¢ kotczanu Qjp algebry wyjatkowej B zadany jest nastepujaco: ¢(y) = ao,
p(a) =Dby, p(f) = ca, p(a) =df, p(u) = en, p(n) = ru, p(w) = ul oraz () = vw dla
a,b,c,d,e, r,u,vek\{0}. Méwimy, ze ¢ jest automorfizmem wyréznionym, o ile spetnia

relacje ar = —dv,de = au, bv = cr i be = —cu, czyli a = —d—r”, e = —%, c = b—r”, gdzie
b,d,r,u,vek\io}.

Punkty state algebr tubularnych

W tym podrozdziale pokazemy, ze jeSli sztywny automorfizm ¢ € Endg(B) algebry
tubularnej B nie jest wyr6znionym automorfizmem wyjatkowej algebry tubularnej, to ¢ ma
punkt staty, to znaczy, dla indukowanego przez ¢ automorfizmu kolczanu Gabriela algebry
B, oznaczanego réwniez przez ¢, istnieje wierzchotek x w Qp, dla ktérego ¢(x) = x. Wynik
ten jest konsekwencjg Lematu 2.1 oraz Stwierdzenia 2.2

Nasze rozwazania zaczniemy od ponizszego lematu, ktéry opisuje przypadek wyjatkowe;j
algebry tubularnej. Z pracy [57] wiemy réwniez, zZe jest to jedyna algebra tubularna bedaca
tubularnym rozszerzeniem algebry dziedzicznej typu Euklidesa A.,.

Lemat 2.1. Niech B bedzie algebrq tubularnqg nad ciatem k dangq przez kotczan
a <
s [
2456
ograniczony relacjamial =yn, au=yw, ol =fn orazou=xPw, gdziex € k \ {0, 1}. Niech

¢ bedzie sztywnym automorfizmem algebry B. Wtedy ¢ ma punkt staly wtedy i tylko wtedy,
gdy B jest wyjatkowa, a ¢ jest wyréznionym automorfizmem algebry B.

Dowéd. Biorac wartosci jakie przyjmuje automorfizm ¢ na powyzszych réwnosciach
otrzymujemy dvfw = aroy, defin = aucl, bvyw = cray i beyn = xcual, a stad
rownosci dv = xar, de = au, bv = cr oraz be = xcu. Wobec tego mamy xaer =
dev = auv oraz cer = bev = xcuv, co implikuje xer = uv, er = xuv, a wiec x2 = 1.
Poniewaz x # 0, 1, dostajemy sprzeczno$¢ wtedy i tylko wtedy, gdy x # —1, a k nie jest ciatem

40



II. Algebry tubularne

charakterystyki 2. Zatem ¢ nie ma punktu stalego, o ile x = —1 # 1, czyli B jest wyjatkowq
algebra tubularna. O

Przez rodzine matych grafow Euklidesa rozumiemy rodzine nastepujacych graféw Eukli-
desa:

L4 1&11, Alg, @m» @mr ]@Em, dla m =2,..,5;
e BD,,, CD,,, dla m =3, 4, 5;
° IAFF41, IAFF42, @21 oraz @22-

Niech H bedzie reprezentacyjnie nieskonczong, dziedziczng algebra typu Euklidesa, a A
jej kotczanem Gabriela. Przypomnijmy, Ze (patrz [55, Podrozdzial XIV.4]) utajonq dziedzing
92 (H) algebry H jest podkotczan sktadowej postprojektywnej 22(H) kotczanu I'y o naste-
pujacych wlasnosciach:

(d1) 22 (H)jest pelnym, skoriczonym podkotczanem z translacja kotczanu & (H), ktory jest
zamkniety na branie poprzednikéw w 2 (H),

(d2) dladowolnego H-modutu odwracajacego T=T1®---® T, w add?)’(H ), istnieje taki mo-
dut odwracajacy T'= T/®---® T, wadd 22 (H), ze H-moduty T, ..., T/ sa nierozkladalne,
parami nlelzomorﬁczne nalezq do 22 (H) oraz istnieje 1zomorﬁzm algebr

EndH( T) = El’ldH( T/)

Kladziemy 92 (H):= {7t P(a)| r=1,...,ra oraz a € A}, gdzie r jest najmniejsza dodatnia
liczbg catkowita, dla ktorej HomH(P(a) 74 P(b)) # 0 dla wszystkich r > rp oraz wszystkich
a, b € Ay. Wobec tego, aby wyliczy¢ wartoSciowane kolczany Gabriela algebr utajonych
wystarczy rozwazac jedynie algebry endomorfizméw modutéw odwracajacych T, ktérych
wszystkie nierozkladalne sktadniki proste pochodza z 222 (H).

Stwierdzenie 2.2. Niech B bedzie rozng od wyjatkowej algebra tubularng. Wowczas kazdy
automorfizm ¢ € Endg(B) ma punkt staty.

Dowdéd. Niech C bedzie taka utajong algebrg typu Euklidesa A, ze B jest gateziowym
rozszerzeniem typu tubularnego algebry C.

Oczywiscie ograniczenie dowolnego automorfizmu ¢: B — B do C jest automorfizmem
algebry C. Wobec tego, aby pokazac, ze ¢ ustala punkt w B wystarczy pokazac, ze ogranicze-
nie p|¢ automorfizmu ¢ do C ma punkt staly. W tym celu potrzebujemy ksztaltéw zwyczaj-
nych kotczanéw utajonych algebr typu Euklidesa.

Klasyﬁkaqa algebr utajonych typu Euklidesa A, gdzie A jest jednym z kolczan6éw Eukli-
desa A,, dla n >2,D,, dla n > 4, Eg, E, lub Eg w terminach kotczanu z relacjami zostata
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przedstawiona przez Bongartza [10] oraz Happela i Vossiecka [24] (patrz takze [55, Chap-
ter XIV]). Prosta analiza listy Bongartza-Happela-Vossiecka pokazuje, ze kazdy automorfizm
utajonej algebry typu Euklidesa, r6znego od A,, ma punkt staty.

Z drugiej strony, korzystajac z Twierdzenia 1.7.3 oraz definicji algebr tubularnych wiemy, iz
ranga grupy Grothendiecka algebry tubularnej jest < 10. Wobec tego przedstawimy mozliwe
ksztalty wartoSciowanych kotczanéw Gabriela algebr utajonych postaci C = Endy(T), gdzie
T jest modulem odwracajacym, ktérego wszystkie sktadniki proste nalezg do utajonej
dziedziny algebry H, gdzie H jest algebra dziedziczna, ktorej zwyczajny kotczan jest jednym
ze zorientowanych matych graféw Euklidesa (patrz [14]).

Zauwazmy, ze kategoria add 2% (H) utajonej dziedziny 2% (H), dla danej algebry dzie-
dzicznej H z kolczanem Gabriela A(G), gdzie G jest pewnym grafem acyklicznym, zawiera
modutl odwracajacy T taki, ze kolczan Gabriela algebry B = Endy(T) jest kotczanem o grafie
G z dowolnie ustalong orientacjg. Ponadto z twierdzenia o odwracaniu Brenner-Butlera wie-
my, ze mamy réwnowazno$¢ kategorii #(T) ={M | Homy(T, M) =0} w mod H, ktéra zawiera
92 (H), oraz kategorii Z'(T) = {Xp | Homp(X,D T)} w mod B (patrz [2, Chapter VI.3]).

Wobec powyzszej obserwacji wystarczy rozwazac jedynie przypadek algebr dziedzicz-
nych, ktérych wartoSciowany kolczan Gabriela, oznaczony przez A(G), gdzie G nalezy do
rodziny matych graféw Euklidesa, ma orientacje strzatek z prawa na lewo. Moduty odwraca-
jace w utajonych dziedzinach takich algebr dziedzicznych zostaly wyliczone przez algorytm
(patrz Dodatek A). Wobec tego, podamy jedynie liste mozliwych ksztattéw (ramek) warto-
Sciowanych kotczanéw Gabriela algebr utajonych. W ponizszej liScie niezorientowane kra-
wedzie mogq mie¢ dowolng orientacje.

(i) Dla algebry dziedzicznej H, ktérej kolczan wartosciowany jest postaci A(B,) (odpo-

wiednio, A(Bs), A(B,), ABC,), ABCs), ABC,), A(C,), A(Cs) i A(Cy)) otrzymujemy
ramke B, (odpowiednio, B;, B4, BC,, BCs, BCy4, C,, C5iCy).

(i) Dla algebry dziedzicznej H, kt6rej kotczan wartosciowany jest postaci A(BD;) (odpo-
wiednio, A(CDj3)) mamy nastepujace ramki:

w /SN

gdzie (a,b)=(1,2) (odpowiednio, (a,b)=(2,1)).

(iii) Dla algebry dziedzicznej H, ktorej kotczan wartosciowany jest postaci A = BD; (odpo-
wiednio, CD,) mamy nastepujace ramki:
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w S N
NN e e

gdzie (a,b)=(1,2) (odpowiednio, (a, b)=(2,1)).

(iv) Dla algebry dziedzicznej H, ktérej kotczan wartoéciowany jest postaci A(F,;) (odpo-
wiednio, A(F4,)) mamy nastepujace ramki:

(a,b) (a,b) (b,a) (a,b) (b,a)
[ ] \0\ [ ]
e v
(b,a)

)
AN A

@ [6 [ ] @ [ ]

/6 [ ] 01\ [ ]
\f / ®/’ \

gdzie (a,b)=(1,2) (odpowiednio, (a,b)=(2,1)).

(v) Dla algebry dziedzicznej H, ktérej kotczan wartosciowany jest postaci A(G»;) (odpo-
wiednio, A(G,,)) mamy nastepujace dwie ramki:

(a,b) (a,b) (b,a)

L] L] e —> 06— o

gdzie (a,b)=(1,3) (odpowiednio, (a,b)=(3,1)).

Prosta analiza ramek z powyzszej listy pokazuje, iz kazdy automorfizm utajonej algebry typu
Euklidesa A, gdzie A jest jednym z matych graféw Euklidesa, ma punkt staty. O
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Rozpziar 111

SAMOINJEKTYWNE ALGEBRY ORBIT

Algebry samoinjektywne

Powiemy, Ze algebra bazowa A jest algebrq samoinjektywna, o ile A= D(A) w mod A, czyli
A jest algebra samoinjektywng dokladnie wtedy, gdy kazdy modut projektywny w mod A jest
réwniez injektywny.

Niech A bedzie algebra samoinjektywna, a {e; | 1 < i < s} pelnym zbiorem parami orto-
gonalnych, prymitywnych idempotentéw algebry A. Oznaczmy przez v = v, automorfizm
Nakayamy algebry A indukujacy A-A-bimodutowy izomorfizm A = D(A),, gdzie D(A), ozna-
cza prawy A-modul otrzymany z D(A) poprzez nastepujacq zmiane prawego dziatania alge-
bry Ana D(A): f-a = fv(a) dlakazdych a € Ai f € D(A). Zatem soc(v(e;)A) = top(e;A) (=
e;A/rady(e;A)) jako prawe A-moduly dla kazdego i € {1,...,s}. Wowczas {v(e;)A |1 <i <s}
jest pelnym zbiorem reprezentantéw nierozktadalnych, projektywnych prawych A-modutéw
oraz istnieje permutacja (Nakayamy) zbioru {1,...,s}, oznaczana réwniez przez v, taka, ze
v(e;)A = e,nAdlawszystkich i € {1,...,s}. Wykorzystujac Twierdzenie Krulla-Schmidta, mo-
zemy zalozy¢, ze v(e;A) =v(e;)A = e,(;)A dla wszystkich i € {1, ..., s}.

Prawy cokoét algebry samoinjektywnej A pokrywa sie z lewym cokotem algebry A i ozna-
czamy go przez soc A. Powiemy, ze dwie algebry samoinjektywne A nad A sg cokotowo réwno-
wazne, o ile algebry ilorazowe A/soc A oraz A/soc A sa izomorficzne. Niech I bedzie idealem
w A, B=A/I, a e takim idempotentem w A, Ze e + I jest jedynka w B. Mozemy zaltozy¢, ze
e=e +--+e, gdzie {e; | 1 <i < n}, jest pelnym zbiorem prymitywnych, ortogonalnych
idempotentéw algebry A, ktére nie sg w I. Wéwczas taki idempotent e jest jednoznacznie
wyznaczony, z dokltadno$cia do wewnetrznego automorfizmu algebry A, przez I i nazywa-
my go ilorazowq jedynkq algebry B [71]. Zauwazmy, ze B = eAe/ele il — e € I. Oznaczmy
przez l4(I) lewy, a przez ra(I) prawy annihilator ideatu I w A. Méwimy, za [71, (2.1)], ze ideat
I jest deformujacy, o ile ele = L a.(I) = rea.(I) oraz A/I jest tréjkatna, czyli kotczan Gabrie-
la algebry A/I nie ma zorientowanych cykli. Nastepujacy Lemat zostal udowodniony w [76,
Lemma 4.1].

Lemat 1.1. Niech A bedzie algebrq samoinjektywnaq, e idempotentem A oraz zatézmy, ze
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III. Samoinjektywne algebry orbit

la(I)=1Ie lubrs(I)=el. Wtedy e jest ilorazowq jedynkaq algebry ilorazowej A/ I.

Dodatkowo, nastepujace stwierdzenie zostalo udowodnione w [71, Proposition 2.3].
Stwierdzenie 1.2. Niech A bedzie algebrq samoinjektywnaq, 1 ideatem w A, B = A/I, e

ilorazowaq jedynkq w B oraz zatéimy, ze Ie I = 0. Wtedy nastepujqce warunki sq rownowazne.

(i) Ie jest injektywnym kogeneratorem wmod B.
(ii) el jest injektywnym kogeneratorem w mod B°P.
(iii) I (I)=1Ie.
(iv) ra(I)=el.

Ponadpto, jezeli zachodzi jeden z powyzszych warunkoéw, to mamy takze ele = l,po(I) = reae(I)
orazsocACI.

Niech I bedzie idealem deformujacym algebry samoinjektywnej A, a e ilorazowa jedynka
A/I.Wtedy I mozemy rozwazac jako (eAe/ele)-bimodut. Oznaczmy przez A[I] sume prostg
k-modutéw (eAe/ele)® I z mnozeniem danym wzorem

(b,x)-(b',x")=(bb',bx"+xb’ +xx),

dla b, b’ € eAe/ele i x, x’ € I. Wtedy A[I] jest algebrg z jedynka (e,1 — e) oraz, przez
utozsamienie x € I z (0, x) € A[I], mozemy rozwazac¢ I jako ideal w A[I].

Nastepujacy wynik taczy fakty udowodnione w [71, Theorem 4.1], [72, Theorem 3] oraz [75,
Proposition 3.2] i podaje zwigzek pomiedzy A i A[I].

Twierdzenie 1.3. Niech A bedzie algebrq samoinjektywna, I ideatem deformujqcymA, a e ilo-
razowq jedynkq w A/ 1. Nastepujqce zdania sq prawdziwe.

(i) A[I] jest algebrq samoinjektywna, I jest ideatem deformujqcym A[l], a permutacje
Nakayamy algebr A i A[I] sq takie same.

(ii) Algebry A i A[I] sq cokotowo réwnowazne.

(iii) Jeslilel =0ie; # e, dla kazdego prymitywnego sktadnika e; idempotenta e, to algebry
A i Ali] sq izomorficzne.

Na zakonczenie tego podrozdziatu podamy charakteryzacje quasi-rur w kotczanach Au-
slandera-Reiten algebr samoinjektywnych ([42, Theorem A], [41] oraz [79]).

Stwierdzenie 1.4. Niech A bedzie algebrq samoinjektywna, al spojnag sktadowqT 4. Naste-
pujace warunki sq rownowazne.
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(i) T jest quasi-rurq.
(ii) Stabilna czes¢ 1 sktadowej T jest stabilng rurq.

(iii) T zawiera zorientowany cykl.

Funktory nakrycia i kategorie powtorzen

Podrozdzial ten poswiecony bedzie przedstawieniu pewnych wiadomos$ci dotyczacych
teorii nakry¢, stosowanej w teorii reprezentacji algebr, ktére bedg niezbedne w naszych
dalszych rozwazaniach. Przez k oznaczamy przemienny pierscien artinowski z jedynka.

Powiemy, ze k-kategoria R jest lokalnie ograniczona, o ile czyni zado$¢ nastepujacym
warunkom:

e r6zne obiekty w R nie sg izomorficzne;
o dla kazdego obiektu x w R algebra R(x, x) jest algebra lokalna;

e dla kazdego obiektu x w R liczby ZyeobR |R(x,y)| oraz ZyeobR |R(y, x)| sa skoriczone.

Lokalnie ograniczong k-kategorie ze skoniczong iloscig obiektow nazwiemy ograniczonaq.

Funktor F: R — A zadany pomiedzy dwiema lokalnie ograniczonymi k-kategoriami Ri A
nazwiemy funktorem nakrycia, o ile k-homomorfizmy indukowane przez F:

P Rxy)—AEFK),a) oraz P Ry,x)—AA Fx))

y€obR, F(y)=a YyE€obR, F(y)=a

sg izomorfizmami dla dowolnych obiektéw x w Ria w A.

Niech G bedzie grupa k-liniowych automorfizméw lokalnie ograniczonej k-kategorii R.
Zal6zmy, ze G jest grupq dopuszczalna, czyli G dziala wolno na obiektach R, tzn. gx # x
dla dowolnego obiektu x w R'i g # 1 w G oraz ma skorniczenie wiele orbit. Wéwczas
istnieje ograniczona k-kategoria ilorazowa R/G i stowarzyszony z nig funktor nakrycia
Galois F: R — R/G. Obiektami w R/G sg G-orbity wszystkich obiektéw w R. Morfizmem
f:a — b miedzy dwoma obiektami a i b w R/G jest rodzina f = (, f;) € l_[x)y R(x,y), gdzie
x przebiega a, natomiast y przebiega b, oraz f spetnia relacje g(, fx) = 4, f¢x dla dowolnego
g € Goraz x € a, y € b. Wowczas mamy kanoniczny funktor nakrycia F: R — R/G,
ktéry obiektowi x w R przypisuje jego G-orbite, a morfizmowi { € R(x,y) takg rodzine
F{ = (nyFlgx)gnec) 2 nyFlgx = g jesdli g = h albo ,, F{gx = 0 w przeciwnym wypadku.
Ponadto mamy takze funktor opuszczania

F,: modR —modR/G,
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III. Samoinjektywne algebry orbit

gdzie mod R oznacza kategorie skonczenie generowanych, kontrawariantnych funktoréw
z R do mod k, taki, ze (F,M)(a)=P,., M(x) dla M wmodR oraz a w ob(R/G).

Kategorie ograniczong R mozemy identyfikowac z algebra @, .,z R(a, b), gdzie kazdy
obiekt x w R utozsamiamy z prymitywnym idempotentem €,, bedgcym morfizmem iden-
tyczno$ciowym x — x, algebry O R.

xea

Niech B bedzie bazowa, artinowska k-algebra, a 13 = e; +--- + e, rozkladem jej jedynki
na sume parami ortogonalnych, prymitywnych idempotentéw. Z algebra B mozemy stowa-
rzyszy¢ samoinjektywna, lokalnie ograniczong k-kategorie B, nazywana kategoriq powto-
rzen algebry B wprowadzong w [25] (patrz takze [54]). Obiektami B sq ey, gdzie m € 7Z,
i€{l,...,n}, aprzestrzenie morfizmoéw zdefiniowane sg w nastepujacy sposob:

ejBe;, r=m
B(en,i,erj)=4 D(e;Be;), r=m+1 .
0, w pozostatych przypadkach

Moéwimy, ze automorfizm v k-kategorii B jest automorfizmem Nakayamy, o ile vz(en ;) =
em+1,; dla wszystkich m € Z, 1 < i < n. Wéwczas nieskoficzona grupa cykliczna (v3)
generowana przez vz jest dopuszczalna oraz B/ (vg) jest trywialnym rozszerzeniem B X D(B)
algebry B przez D(B). Automorfizm ¢ k-kategorii B nazywamy:

e dodatnim, o ile dla kazdej pary (m,i)€Z x {1,...,n} mamy p(e,, ;)= e, , dla pewnego
p>morazjeil,...,n};

o sztywnym, o ile dla kazdej pary (m,i) € Z x {1,...,n} istnieje j € {1,...,n} taka, ze
v(em,i)=em;;

e Scisle dodatnim, o ile ¢ jest dodatni, ale nie sztywny.

Zauwazmy, ze automorfizm Nakayamy v jest §cisle dodatnim automorfizmem algebry B.
Nastepujace kryterium jest konsekwencjq [73, Theorems 3.8 and 4.1] i Stwierdzenia 1.2.
Twierdzenie 2.1. Niech A bedzie algebrq samoinjektywnaq, I ideatem w A, B=A/I, a e ilo-

razowq jedynkaq w B. Zatézmy, zZe B jest trojkatna oraz 14(I) = Ie. Wtedy algebra A[I] jest
izomorficzna z algebrq B/(yv3), dla pewnego dodatniego automorfizmu ) algebry B.

Samoinjektywne algebry typu kanonicznego

Moéwimy, ze algebra samoinjektywna A jest samoinjektywnaq algebrq typu kanonicznego,
o ile A jest izomorficzna z algebrg orbit B/G, gdzie B jest quasi-odwrdécong algebra typu
kanonicznego, a G dopuszczalna, beztorsyjng grupa automorfizméw algebry B.

Ponizsze twierdzenie jest konsekwencja wynikéw z [1], [15], [16], [40], [44], [57].
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III. Samoinjektywne algebry orbit

Twierdzenie 3.1. Niech B bedzie quasi-odwréconq algebrq typu kanonicznego, G dopusz-
czalnaq, beztorsyjnag grupa automorfizmow algebry B, a A= B/G stowarzyszonq algebrq orbit.
Wowczas nastepujqgce zdania sq prawdziwe.

(i) G jest nieskoriczonqg grupq cyklicznqg generowanq przez Scisle dodatni automorfizm y
algebry B.

(ii) Funktor opuszczania F,: mod B — modA stowarzyszony z nakryciem Galois F: B —
B/G = A jest gesty.

(iii) Kotczan Auslandera-Reiten Ty algebry A jest izomorficzny z kotczanem orbit 1'/G
kotczanu Auslandera-Reiten I algebry B ze wzgledu na indukowane dziatanie grupy
G nals.

Ponizsze stwierdzenie (patrz [1], [40], [44], [57]) wiaZze algebry samoinjektywne typu
kanonicznego z prawie utajonymi algebrami kanonicznymi.

Stwierdzenie 3.2. Niech B bedzie quasi-odwroconq algebrq typu kanonicznego. Wowczas
istnieje taka prawie utajona algebra kanoniczna B*, Ze B = B*.

Odnotujmy, ze w og6lnosci moze istnieC kilka prawie utajonych algebr kanonicznych,
ktérych algebry powt6rzen sa izomorficzne.

Korzystajac z naturalnego podzialu prawie utajonych algebr kanonicznych, mozemy
podzieli¢ klase algebr samoinjektywnych typu kanonicznego na trzy roztaczne klasy. Niech B
bedzie prawie utajong algebrg kanoniczna, G nieskoniczona, dopuszczalng i cykliczng grupa
automorfizméw algebry B, a A= B/G. Wéwczas méwimy, ze A jest:

e algebrq samoinjektywnaq typu Euklidesa, o ile B jest algebrag odwrécong typu Euklidesa;
e algebrq samoinjektywnaq typu tubularnego, o ile B jest algebrg tubularna;

e algebrq samoinjektywnaq dzikiego kanonicznego typu, o ile B jest algebrg dzikiego
kanonicznego typu

(patrz [77, Section 7]).

Nastepne twierdzenie dostarcza bardziej szczeg6towych informacji o strukturze kotczanu
Auslandera-Reiten samoinjektywnej algebry typu kanonicznego (patrz [1], [40], [44], [57]).

Twierdzenie 3.3. Niech A bedzie algebrq samoinjektywnq typu kanonicznego. Wowczas
kotczan Auslandera-Reiten T, algebry A ma postac
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(AU

¢(r-1) PA)

dla pewnej liczby catkowitejr > 1, gdzie ¢V, dla dowolnego i € {0, ..., r—1}, jest nieskoriczonq
rodzing quasi-rur oraz

(1) jesli A jest typu Euklidesa, to 2D, dla i € {0,...,r — 1}, jest acyklicznqg sktadowaq typu
Euklidesa (stabilna czes¢ jest postaci ZA dla pewnego kotczanu Euklidesa A).

(2) jesli A jest typu tubularnego, to X', dla i €{0,...,r —1}, jest roztqczna sumq, \/qu,; : (écgi),

gdzie dla kazdej liczby q € Qi,, = QN (i,i + 1) rodzina ‘6;” jest nieskoriczonq rodzing
stabilnych rur.

(3) jesli A jest dzikiego kanonicznego typu, to X', dla i € {0,...,r — 1}, jest nieskoriczonq
rodzing sktadowych, ktorych stabilne czesci sq postaci Z.A .

Powyzszy rozktad kotczanu I'y nazywamy kanonicznym rozktadem kotczanuT 4.

Zanim przystapimy do sformutowania i udowodnienia gléwnych wynikéw w tym podroz-
dziale zbierzemy informacje o strukturze kotczanu I'; algebry B. Zat6zmy najpierw, ze B jest
algebra tubularng. Z wynikéw otrzymanych w [17], [23], [44], [57] (patrz tez [9], [33]) kolczan
Auslandera-Reiten I'; algebry B ma rozktad

Ip= \/ cgqﬁz \/ \/ (gfx’

qeqQ qeQxeXy

o nastepujacych wlasnoSciach.

(T1) Dlakazdegoq<Z, 6 f jest nieskoniczong rodzing ¢ fx, x € Xy, quasi-rur, ktéra zawiera
co najmniej jeden modut projektywny.

(T2) Dlakazdego qg€Q\Z, € f jest nieskonczong rodzing ¢ fx, x € X, stabilnych rur.

49



(T3)
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(T5)
(T6)
(T7)

(T8)

(T9)

(T10)

III. Samoinjektywne algebry orbit

Dla kazdego g € Q, ¢ f jest rodzing parami ortogonalnych, uogélnionych standardo-
wych quasi-rur ze wsp6lnymi sktadnikami kompozycyjnymi, zamknieta na sktadniki
kompozycyjne oraz sktadajaca sie z moduléw, ktore nie lezg na krotkich nieskonczo-
nych cyklach w mod B.

Istnieje taka dodatnia liczba catkowita m, ze 3 < m < rkKy(B)i v3(¢ f) =% ql?l—m dla
dowolnego g € Q).

Homg(%f, <€r§) =0 dla wszystkich g > r w Q.
Homg(%f, <€r§) =0 dlawszystkichr > g+ m wQ.
Dla g € Q mamy Homg(‘gf, ‘gqfim) # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy g € Z.

Dla wszystkich p < g w Q takich, ze Homg(%f , 6 f) # 0 zachodzi Homg(%f , ‘6?) #0
oraz Homg(%f’, Cgf) # 0 dla dowolnego r € Q o wlasnosci p <r <gq.

Dlakazdego p € Q\Z oraz takich g € Q, ze Homg(%f, ‘6{?) # 0 mamy Homg((gfx, %fy) #
0, dlawszystkichx € X, iy €X,.

Dla kazdego p € Qitakich g € Q\Z, ze Homg(%f, %f) # 0 mamy Homg(cé’fx, <€fy) #£0,
dla wszystkichx € X, i y € X,.

Zal6zmy teraz, Ze B jest algebra jednego z nastepujacych typéw: Euklidesa lub dzikiego.
Z [1], [3], [40] wynika, Ze kotczan Auslandera-Reiten I'; algebry B ma rozklad

ry=\/ (%f v%f) ,

qEZ

o nastepujacych wlasnoSciach.

(ED)

(E2)

(E3)

(E4)

Dla kazdego g € Z, 6 f jest rodzing 6 fx, x € X,;, parami ortogonalnych, uogélnionych
standardowych quasi-rur ze wspolnymi sktadnikami kompozycyjnymi, zamknieta na
sktadniki kompozycyjne oraz sktadajacq si¢ z moduléw, ktére nie lezg na nieskonczo-
nych krétkich cyklach w mod B.

Dla kazdego g € Z, ¥ f jest albo acykliczng sktadowa typu Euklidesa, o ile B jest typu
Euklidesa, albo nieskoriczong rodzing sktadowych, ktérych stabilna czes¢ jest postaci
ZA, o ile B jest dzikiego typu.

Dla kazdego g € Z mamy vg(&ff) = ‘6;12 i vE(%qﬁ) = %ﬁz-

Homg(%f,‘tffv\/
q €.

(‘(ﬁrl§ V %rg)) =0oraz Hom,;(‘gf,\/ (<€r§ v %rg)) =0 dla kazdego

r<q r<q
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(B5) Homp(ZB,\/ . ,(6F v 2 F)) = 0 oraz Homp(6F, 25, v\ . ,(€FvZEF) =0dla
kazdego g € Z.

(E6) Dlag € Z, x € X; iy € X, mamy Homg(6 fx, 6 q]§+z,y) # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

quasi-rura 6 fx nie jest stabilnaivz(6 fx) =6 qfiz' .
(E7) Dlawszystkich g € Z, x € X, oraz y € X4, zachodzi Homz(¢ fx, 3 qlAirLy) #0.

(E8) Dla wszystkich g € Z i dowolnych stabilnych rur € [fx w 6 f oraz 6 q§+3,y w 6 fH

istnieje taki nierozktadalny B-modut projektywny Pw 2 qfil, ze Homz(6 2 , P)#0 oraz

~ q'x’
Homg(P, (gqli—?),y) #0.

Stwierdzenie 3.4. Niech B bedzie algebrq tubularng, G nieskoriczonq, dopuszczalng i cy-
kliczng grupq automorfizmow algebry B, a A = B/G. Wéwczas nastepujqce zdania sq row-
nowazne:

(i) T'x ma rodzine quasi-rur ze wspolnymi sktadnikami kompozycyjnymi, zamknietq na
sktadniki kompozycyjne oraz sktadajqcq sie z modutéw nie lezacych na krétkich nie-
skoriczonych cyklach.

(ii) 'y ma rodzine stabilnych rur ze wspolnymi sktadnikami kompozycyjnymi, zamknigtq
na sktadniki kompozycyjne oraz sktadajqcq sie z modutow nie lezqcych na krétkich
nieskoriczonych cyklach.

eoe _ 2 . z 2 B
(iii) G =(pv3) dla dodatniego automorfizmu ¢ algebry powtorzeri B.

Dowdd. Z Twierdzenia 3.1(i) wiemy, Zze G jest generowana przez $ci$le dodatni automor-
fizm g algebry B. Rozwazmy kanoniczne nakrycie Galois F: B — B/G = A oraz stowarzyszo-
ny funktor opuszczania F,: mod B — modA. Poniewaz F, jest gesty, to otrzymujemy natu-
ralne izomorfizmy k-modutéw

(P Homj (X,5'Y) = Hom, (F(X), (Y)),
I€Z
P Hom; (giX, Y) — Homy(Fy(X), F(Y)),
i€Z

dla wszystkich nierozktadalnych modutéw X oraz Y w mod B.

Najpierw pokazemy, ze (iii) implikuje (i7). Zat6zmy, ze g = cpvl% dla pewnego dodatniego
automorfizmu ¢ algebry B . Wtedy z wlasnosci (T4) wynika istnienie takiej dodatniej liczby
catkowitej | > 2m, ze g(‘qu) = %qﬁl dla dowolnego g € Q. Poniewaz g = gpv% = (pve)vs
gdzie ¢ vy jest SciSle dodatnim automorfizmem B, to wykorzystujac wiedze o no$nikach nie-
rozktadalnych modutéw w mod B (patrz [44, Section 3]) stwierdzamy, Ze obrazy F;(S)i F.(T)
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nieizomorficznych, prostych B-moduléw S i T, ktére wystepuja jako sktadniki kompozycyj-
ne modutéw w ustalonej rodzinie ¢ f , 83 nieizomorficznymi prostymi A-modutami. Zatem
zTwierdzenia 3.1 oraz wlasnosci (71)-(7T4) dostajemy, ze dla kazdego g € Q, € ;‘ =F(%6 f )jest
nieskonczong rodzing Sﬁ;x =E(¢ fx), x € Xy, quasi-rur kotczanu I'y ze wsp6lnymi sktadni-
kami kompozycyjnymi i zamknietg na sktadniki kompozycyjne. WeZmy teraz p € Q \ Z. Wte-
dy z wlasnosci (T2) otrzymujemy, Ze 6 ’j‘ =(% ,f,x)xexp jestrodzing stabilnych rur w I'y. Twier-
dzimy, ze € ; sktada sie z nierozkltadalnych A-modutéw, ktére nie lezg na krétkich nieskon-
czonych cyklach w mod A. Zauwazmy najpierw, ze dla dwéch nierozkltadalnych modutéw M
iNw% ;7“ mamy M = F(X) oraz N = F,(Y) dla pewnych nierozkladalnych modutéw X i Y
w ‘gpﬁ, a F,, korzystajac z wlasnosci (75), (76) i nieréwnosci g +1 > g+2m > g+ m, induku-
je izomorfizm k-modutéw Homz(X, Y) S Homyu (M, N). W szczegoOlnosci z Twierdzenia 1.6.4
oraz wlasnosci (T3), ‘6};“ jest rodzing parami ortogonalnych, uogélnionych standardowych
stabilnych rur w kotczanie I'4. Przypus$émy;, ze istnieje nieskonczony krétki cykl M — L — M
wmodA, gdzie M jestw %;x dla pewnego x € X,,. Z faktu, ze 99”;‘ jest rodzing parami ortogo-
nalnych, uog6lnionych standardowych stabilnych rur kotczanu I'y wnosimy, iz L nie nalezy
do ‘6;)“. Wtedy M = F,(X) dla pewnego X w ‘gfx, a L = F(Z) dla pewnego Z w ‘gf, gdzie
r > p. Otrzymujemy wiec izomorfizm k-modutéw indukowany przez F;,

PHom; (X, &' 2) = Homy(M, L).

i€Z
Poniewaz Homy (M, L) # 0, wiec, korzystajac z (75), mozemy wybra¢ taka minimalng liczbe
r>pi Ze <€r§, 7ze L = F(Z) i Homg(X,Z) # 0. Z faktu, ze p € Q\ Z oraz X lezy w <€p§,
stosujac wlasnosci (76)1(77), wnosimy, iz p < r < p+m. Co wiecej, mamy takze izomorfizm
k-modutéw indukowany przez F;:

PHom; (2,5 X) = Homa(L, M).

i€Z

Zauwazmy, ze dla kazdego i € Z, 8'X jest nierozkladalnym modulem z ‘gﬁr” i oczywiScie
F,(8'X) = F,(X) = M. Dodatkowo poniewaz Hom,(L,M) #0, L= F,(Z)dla Z € <€r’§ ir>p,
aXe ‘éf, to stosujac wlasnosé (7'5) wnosimy, ze Homz(Z, 8' X) # 0, dla pewnego i > 1. Wtedy
p+lizp+1l>p+2m>r+m,bor<p+m,costanowi sprzeczno$¢ z wlasnoscia (76).

Podsumowujac pokazaliSmy, ze %’f = FA(%E) jest rodzing stabilnych rur kolczanu I'y
ze wspOlnymi skladnikami kompozycyjnymi, zamknietg na skltadniki kompozycyjne oraz
sktadajaca sie z modutéw, ktére nie lezg na nieskonczonych krotkich cyklach w modA.
Zatem (iii) implikuje (i 7).

Oczywiscie (ii) implikuje (i), wiec musimy jedynie pokaza¢, iz (i) implikuje (iii). Zal6z-
my, ze I'4 ma rodzine quasi-rur ¢ = (6x)xex ze wspélnymi sktadnikami kompozycyjnymi,
zamknietg na skltadniki kompozycyjne i sktadajaca sie¢ z modutéw, ktére nie lezg na krotkich
nieskoniczonych cyklach w modA. Z wlasnosci (73) wiemy, ze dla kazdego g € QQ rodzina
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¢, =F(¢ f ) jestrodzing 67! = F,(6, fx), x €X,, quasi-rur ze wspélnymi sktadnikami kom-
pozycyjnymi. Co wiecej, funktor opuszczania F, indukuje izomorfizm kolczanéw z translacja
I'3/G =T, (patrz Twierdzenie 3.1), a stad kazda sktadowa kolczanu I, jest quasi-rura postaci
‘gqfx =F(%€ fx) dlapewnych g € Zi x € X,. Wowczas z faktu, ze rodzina ¢ jest zamknigta na
sktadniki kompozycyjne wnosimy istnienie takiego r € Q, ze ¢ zawiera wszystkie quasi-rury
cgrAx, x € X,, rodziny 6. W szczegblnosci, wnioskujemy, Ze rodzina ¢4 = (¢ "Jxex, sklada
sie¢ z moduléw, ktére nie lezg na nieskoniczonych krétkich cyklach w modA Tvmerdz1my, ze
w konsekwencji g jest postaci g = <,0v2 dla pewnego dodatniego automorfizmu ¢ algebry
B. Zaiozmy, Ze nie jest to prawdq Poniewaz g jest $ciSle dodatnim automorfizmem algebry
powtérzen B, a wszystkie B-moduty projektywne leza w \/Ier pB to stosujac wlasnosc¢ (7T4)
wnioskujemy istnienie takiej dodatniej liczby catkowitej s < 2m, ze g(6 qB) =€ qlis dla do-
wolnego g € Q. Niech p bedzie liczbg naturalng, o wtasnosci r € [p, p +1)N Q. Mamy dwa
przypadki do rozpatrzenia.

Zal6zmy najpierw, ze s < m. Wezmy q € (Q\Z)N(p + 1,p + s). Poniewaz m > 3, to
otrzymujemy nieréwnosci

psr<p+l<qg<p+s<r+s<p+m,

ktére w potaczeniu z wilasnosciami (77) i (T8) implikuja, ze Homg(‘gf,‘é f) # 0 oraz

Homg(% B k H) # 0. Ponadto z wlasnoSci (79) i (T10) dostajemy, ze

Homjp (‘53, ‘53 ) #0dlakazego x €X, iy €X,,
Homj (‘63 ’ ‘gﬁs v ) #0 dla kazego x’' €X,;; 1y’ €X,,

gdyz g € Q\ Z. Poniewaz ‘6}_15 = g(‘éB) to istniejg x € X, i y € X; oraz moduly X € 675,
Y € %B i X e ‘gﬁsx, ze Homp(X,Y) # 0, Homp(Y,X’") # 0 oraz F(X) = F(X’). Stad
otrzymu]emy nieskonczony krétki cykl F,(X) — F(Y) — F(X') = F(X) wmod A, gdzie F,(X)
jestw 64, co przeczy zatozeniu.

Zalézmy teraz, ze m < s <2m.WeZmy q € (Q/Z)N(p+m —1,p + m). Zachodza wéwczas
nieréwnosci:

p<r<p+1<q<p+s<r+s<p+2m.

Zauwazmy najpierw, ze HomB(%B 3 B) # 0, gdyz Homp(6 7, B c, +m ) # 0 oraz mamy wla-
snos¢ (T8) i nieréwnoSci p < r < g < p+ m. Dodatkowo poniewaz p + m-—1¢€Z,to

Homg(6 p+m ¥ %}fﬂm ) # 0, azwlasnosci (T8) otrzymujemy HomB(%B p+2m ) #0, wiec
Homgj B(‘é B , 6! +S) # 0. Korzystajac z wtasnosci (79) i (T10) otrzymujemy

Homj (%B ‘63 #0dlaxeX, iyeX,,

rx’
Hom (%B L68 ) A0dlax €X,py iy €X,,

r+s,x’
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gdyz g € Q\ Z. Podobnie jak wczes$niej wnosimy istnienie nieskoniczonego krétkiego cyklu
E(X)— E(Y)— FE(X)= F(X) w modA, gdzie F,(X) jestw 6, co przeczy zaloZeniu. O

Stwierdzenie 3.5. Niech B bedzie prawie utajonq algebrq kanoniczng typu Euklidesa lub
typu dzikiego, G nieskoriczonq, dopuszczalng i cykliczng grupa automorfizmow algebry
powtdrzen B, a A= B/G. Wowczas nastepujqce warunki sq rownowazne:

(i) T'x ma rodzine quasi-rur ze wspolnymi sktadnikami kompozycyjnymi, zamknietq na
sktadniki kompozycyjne i sktadajqcq sie z modutow, ktére nie lezq na nieskoriczonych
krotkich cyklach.

(ii) G jest jednej z postaci

(@ G=(p v%), dla scisle dodatniego automorfizmu ¢ algebry B,

b) G = (gov%), dla sztywnego automorfizmu ¢ algebry B, ktérego ograniczenie do B
nie zachowuje niestabilnej rury promieniowej z jedynej rodziny 78 rur promie-
niowych w kotczanielg.

Dowdd. Z Twierdzenia 3.1 wiemy, ze G jest generowana przez Scisle dodatni automorfizm
g algebry B. Stad istnieje dodatnia liczba calkowita [ taka, ze g(6 f) = ‘@BH oraz g(% f) =
g B

g+l
funktor opuszczania F;: mod B — modA. Poniewaz F, jest gesty, to dla nierozktadalnych

modutéw X i Y wmod B otrzymujemy naturalne izomorfizmy k-modutéw:

dla dowolnego g € Z. Rozwazmy nakrycie Galois F: B — B/G = A i stowarzyszony z nim

PHom; (X,'Y) — Homy(Fy(X), B (Y),

icZ

PHom; (8'X, Y) — Homy(Fy(X), B (Y).

i€Z

Pokazemy najpierw implikacje (i) = (ii). Zat6zmy, ze I'y ma rodzine ¢ = (6 )rex quasi-rur
ze wspolnymi sktadnikami kompozycyjnymi, zamknietg na sktadniki kompozycyjne oraz
sktadajacq sie z modulow, ktore nie lezg na krotkich nieskonczonych cyklach w mod A. Ze
Stwierdzenia 1.6.10 wynika, ze quasi-rury %6y, x € X, sg uog6lnione standardowe. W istocie,
poniewaz A = B/G, gdzie B jest prawie utajong algebra kanoniczna wraz z separujaca rodzi-
ng rur promieniowych 7 = (7, ).ex, to wnioskujemy, ze quasi-rury %y, x € X, sg otrzymane
z rur promieniowych 7, x € X, poprzez zastosowanie operacji dopuszczalnych typu (ad 1*)
i (ad 2*). Wobec tego, korzystajac z Lematu 1.6.9 oraz argumentéw uzytych w dowodzie Le-
matu [.6.11 otrzymujemy, zZe quasi-rury 6y, gdzie x € X, sa parami ortogonalne, gdyz rury
promieniowe 7, x € X, sa parami ortogonalne.

54



III. Samoinjektywne algebry orbit

Z wlasno$ci (E1) wiemy, ze dla kazdego g € Z rodzina sktadowych ‘6; = E(¢ f ) jest nie-
skonczong rodzing %;x = FA(%fx), x € Xy, quasi-rur ze wspOlnymi sktadnikami kompozy-
cyjnymi. Ponadto

Ta=6tvaivervaliv..ver val,
gdzie & qA = FA(%f), dla g € {0,1,...,1 — 1}, gdyz F, indukuje izomorfizm kolczanéw

z translacja '3/G — TI'y, gdzie G = (g), a g(‘éf) = ‘éﬁrl oraz g(%f) = %ﬁl, dla g € Z.
Woéwczas z faktu, ze 6 jest rodzing quasi-rur w I'y zamknieta na sktadniki kompozycyjne
wnioskujemy istnienie takiej liczby r € {0,1,...,1 — 1}, ze ¢ zawiera wszystkie quasi-rury
¢4, gdzie x € X;, rodziny 6. W szczegdInosci otrzymujemy, iz 67 = (6 ).ex, jest rodzing
parami ortogonalnych, uogélnionych standardowych quasi-rur sktadajacych sie z modutéw,
ktére nie lezg na nieskonriczonych krétkich cyklach w mod A. Bez straty og6lnoSci mozemy
zatozy¢, ze r =0.

Twierdzimy, ze to implikuje, iz G jest jednej z postaci (a) lub (b) warunku (ii). Pokazemy
najpierw, ze g = gov% dla dodatniego automorfizmu ¢ algebry B. Zat6zmy, Ze to nie jest
prawda. Wéwczas z wlasnosci (E3) otrzymujemy, ze ! € {1,2,3}. Mamy trzy przypadki do
rozpatrzenia.

W pierwszym przypadku zat6zmy, ze [ = 1. Wéwczas mamy FA(‘@OE) =65 = F;\(‘glﬁ). Sto-
sujgc wiasnos¢ (E7) otrzymujemy, ze dla kazdego x € X, quasi-rura 6, nie jest uogélniona
standardowa, sprzeczno$c¢.

W drugim przypadku zat6zmy, ze [ = 2. Wowczas mamy F,l(cgoﬁ) =6 = FA(%ZE ). Zwlasno-
Sci (E1) wiemy, iz 6! = (‘g(fx)xexo i6/t= ((gfx)xexl sg nieskoniczonymi rodzinami quasi-rur.
Poniewaz I, zawiera tylko skonczenie wiele modutéw projektywnych, to mozemy wybrac ta-
kie xy € X, oraz x; € Xy, ze ‘60/’*)60 i ‘éﬁ‘xl sg stabilnymi rurami. Zauwazmy, ze z wtasnosci (E3)
G, = B(60 ) 61 = FE(6F )16, = E(6)), da takiego x, € Xy, ze g(6], ) = 6, .
Stosujac wlasno$¢ (E7) wnosimy, ze Homg(‘é(fm, ‘gfxl) #0i Homg(‘gfxl, ‘éfxz) # 0, a stad
HomA(‘ééi‘xO, ‘éfxl) #0 oraz HomA(‘é{?xl, ‘55‘})60) # 0. Wtedy z Lematu [.6.11 wynika, ze w mod A
istnieje nieskonczony krétki cykl M — N — M, gdzie M jest w 65 , N € 6}" , co daje
sprzeczno$¢, gdyz ‘60/}% jest quasi-rurg w rodzinie 6 = (6 )yex-

W trzecim przypadku zalézmy, ze [ = 3. Wtedy F;L(%OB) =6 = FA(%E). Poniewaz 6! =
(65} )xex, jest nieskonczong rodzing quasi-rur, a liczba projektywnych modutow w Iy jest
skoniczona, wigc mozemy wybrac takie xo € Xo, ze 6, jest stabilng rurg w I'y. Zauwazmy,
ze wowczas ‘éo/fxg = Fk((gol?xo)’ gdzie ‘60%0 jest stabilng rurg w 'z, a stad g(‘éfx()) jest stabilng
rurg ‘53113 w kotczanie I' dla pewnego x; € X3. Stosujac wlasnosc¢ (E8) dostajemy, ze istnieje
taki nierozkltadalny modut projektywny P w % IE , ze Hom B((goéxo’ P)# 0 oraz Homg(B, ‘63%3) #
0. Wtedy FA(%O%O) = ‘66‘"){0 = F;L(%fm), a E(P) jest takim nierozkladalnym A-modutem
projektywnym w Fg(%f ), ze HOIIIA((@({‘W F,(P))#0iHomy(F,(P), %0"})6()) # 0. Wtedy z Lematu
1.6.11 istnieje w mod A nieskoniczony krétki cykl M — F,(P) — M, gdzie M nalezy do 6} , co

,X0
ponownie daje sprzecznosc, gdyz ‘56“XO jest quasi-rurg z rodziny 6 = (%6x)xex-
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Podsumowujac pokazaliSmy, ze g = vag dla pewnego dodatniego automorfizmu ¢
algebry powtérzeni B.

Zal6zmy teraz, ze ¢ jest sztywnym automorfizmem B, a B jest prawie utajona algebra ka-
noniczng typu Euklidesa lub dzikiego typu, ktérej jedyna separujgca rodzina rur promienio-
wych 7 B zawiera co najmniej jeden modut projektywny lub réwnowaznie (patrz [36], [40]) B
nie jest utajong algebra kanonicznga. Wtedy rodzina %OE quasi-rur wI'z, a stad réwniez rodzi-
na 65! = Fy( ‘€0§ ) quasi-rur w I'4, zawiera co najmniej jeden mgdul projektywny. Zauwazmy
takze, Ze poniewaz ¢ jest sztywnym automorfizmem algebry B, to jego ograniczenie ¢ do
B = B, jest k-algebrowym automorfizmem i ¢ dziala na jedynej separujacej rodzinie rur
promieniowych 7 8 w kotczanie I'3. Zalézmy, ze ¢ 3 ustala niestabilng rure, tzn. rure zawie-
rajacq modul projektywny. Wtedy istnieje taki x, € X, ze ‘50130 jest quasi-rurg zawierajaca co
najmniej jeden modut projektywny taki, ze go(‘go?x() = ‘50130. Poniewaz g = cpv%, to stosujac

wtasno$¢ (E3), otrzymujemy, iz g(6, ".,- Rozwazmy nierozktadalny B-modut projek-

0 xo) -
tywny P w %oéx(). Wtedy z wlasnosci (E3) Wn031my, ze vg(P) e %fx() i v%(P) € CgfxO. OczywiScie
Homg3(P,v3(P)) # 0 i Homg(vz(P), v%(P)) # 0 bo socv3(P) = top P oraz soc v%(P) =topvz(P).
Co wigcej zaréwno g(P) jak i VZ(P) nalezg do quasi-rury ¢ B ",- Wobec tego wnioskujemy ist-
nienie nierozktadalnych A- modulow projektywnych F,(P) oraz F;L(vfg(P)) w6 ", OTaz nieroz-
ktadalnego A-modutu projektywnego F,(v3(P)) w ‘@”A takich, ze HomA(F,l(P) E(vs(P)#0
oraz Homyu(F,(vz(P)), F;\(VZ(P))) # 0. Wéwczas z Lematu 1.6.11 istnieje w mod A nieskonczo-
ny krotki cykl M — FA(VE(P)) — M, gdzie M nalezy do 6, , co prowadzi do sprzecznosci,
gdyz (g(;}xo nalezy do 6 = (6x)xex. Zatem dowdd implikacji (i) = (i) zostal zakoriczony.

Przypusémy, ze zachodzi (ii). W szczegblnoSci g = gm/z dla dodatniego automorfizmu ¢
algebry | B. Wowczas wlasnos$¢ (E3) implikuje istnienie takiej dodatniej liczby catkowitej [ > 4,
ze g(‘éB) = qH, dla kazdego q € Z. Niech 6 = (6x)xex, gdzie X =X, a 6, = 6 o = =F(%, ,x)
dla kazdego x € X. Poniewaz g = cva = (pvz)vs, gdzie pvy jest SciSle dodatnim auto-

morfizmem algebry B, to wykorzystujac wiedze o nosnikach moduléw nierozktadalnych
w mod B (patrz [1], [40]) wnioskujemy, ze obrazy F,(S) oraz F,(T) dowolnych nieizomorficz-
nych B-modutéw prostych S i T, ktére wystepuja jako sktadniki kompozycyjne w ustalo-
nej rodzinie 6 f sg nieizomorficznymi prostymi A-modutami. Wobec tego z Twierdzenia 3.1
iwlasnos$ci (E1)-(E3) wynika, ze € jest nieskoniczong rodzing quasi-rur ze wsp6lnymi sktad-
nikami kompozycyjnymi i zamknieta na sktadniki kompozycyjne. Pokazemy teraz, ze 6 skla-
da sie z nierozkladalnych A-modultéw, ktoére nie lezg na nieskonczonych krétkich cyklach
w modA. Zauwazmy, ze dla dwoch nierozkladalnych modutéw M i N w 6 mamy M = F,(X)
oraz N = F,(Y), gdzie X i Y sa pewnymi nierozkladalnym B-modutem oraz F, indukuje izo-
morfizm k-modutéw Hom,(M, N) = Homj(X, Y), co wynika z wlasnosci (E4), (E5) oraz nie-
réwnosci [ > 4 > 2. W szczego6lnosci z wlasnosci (E2) i (E1), 6 = (6x)xex jest rodzing pa-
rami ortogonalnych, uogélnionych standardowych quasi-rur w kotczanie I'4. Przypu$cmy;,
ze istnieje nieskonczony kroétki cykl M — L — M w mod A, gdzie M nalezy do quasi-rury

Cx, = 63, dla pewnego x, € X = X,. Wowczas L nie nalezy do 6y, bo 6, jest uogélniona
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standardowa. Wtedy M = F;(X) dla pewnego X w ‘6@0, a L = F,(Z) dla takiego nierozktadal-
nego modutu Z w mod B, ze Hom (X, Z) # 0. Stosujac wlasnosci (E4) oraz (E5) dostajemy,
zeZ € %OE Y ‘613 V& 1§ v ‘gf. Poniewaz Homy(L, M) # 0, to korzystajac ponownie z wlasnosci
(E4) oraz (E5) wnosimy, ze Hom(Z, 8 X) # 0. Zauwazmy, ze §X € g(<gol§) = ‘613, gdzie [ > 4.
Stad stosujac wiasnosci (E4) i (ES) otrzymujemy, iz Z nalezy do ‘gf ,al =4.Jednak wowczas
wtasno$c¢ (E6) implikuje, ze quasi-rura %O?XO nie jest stabilna, Z € VE(%OéxO), asXe v%(%oéxo .
W szczeg6lnoSci otrzymujemy, ze

(v3) ((gfxo) =(pv3) (%Oéxo) =& ((gol,?xo) =3 (cgol?xo) ’

a stad w(‘éfx()) = ‘éfx(). Wobec tego ¢ jest sztywnym automorfizmem algebry B, ktory
ustala niestabilng quasi-rure ‘6@0 kolczanu I'z. Wtedy ograniczenie ¢ g automorfizmu ¢ do
algebry B jest k-algebrowym automorfizmem, ktory ustala niestabilng rure 7. ’03 w jedynej
separujacej rodzinie rur promieniowych 7 8 kotczanu I'p, ktérej wszystkie moduty nalezg
do quasi-rury ‘60%0 w I'z. Zatem otrzymujemy sprzeczno$¢ z zatozeniem (ii). Wobec tego
rodzina quasi-rur ¢ = ‘50A = ‘ééi‘x, gdzie x € X = X,, sklada si¢ z nierozktadalnych
A-modutéw, ktére nie lezg na krétkich nieskoriczonych cyklach w mod A. To koniczy dowdéd
implikacji (ii) = (7). O
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RozbpziAr IV

ALGEBRY SAMOINJEKTYWNE Z UOGOLNIONYMI
STANDARDOWYMI SKEADOWYMI

Algebry samoinjektywne z uogélnionymi standardowymi
sktadowymi acyklicznymi

Przypomnijmy, ze badania nad uogélnionymi standardowymi sktadowymi rozpoczat Skow-
ronski w [60]. Szybko okazato sie, Ze badanie klasy algebr samoinjektywnych z uogélnionymi
standardowymi skladowymi jest waznym oraz trudnym zagadnieniem wspotczesnej teorii
reprezentacji algebr gdyz prawdziwe jest ponizsze, zaskakujgce twierdzenie udowodnione
w [68].

Twierdzenie 1.1. Niech A bedzie ustalong algebrg, a M skoriczenie wymiarowym, prawym
A-modutem. Wowczas istnieje nierozktadalna, symetryczna algebra A oraz uogélniona stan-
dardowa rodzina 7, A € P,1(k) wiernych, stabilnych rur wTy, dla ktorej prawdziwe sq naste-
pujqce zdania.

(i) A jest algebrq ilorazowaq algebry A.

(ii) Dla dowolnego m € N oraz A € Pi(k), A-modut M jest m-krotnym ilorazem prawie
wszystkich modutéw z rury 7,.

Niech A bedzie algebrg artinowska nad pierScieniem artinowskim k. Na poczatek, przy-
pomnijmy nastepujacy fakt udowodniony w [60].

Twierdzenie 1.2. Niech ¢ bedzie uogélnionqg standardowq sktadowq w T y. Wowczas 6
zawiera co najwyzej skoriczenie wiele nieokresowych 7 5 -orbit.

Happel, Preiser i Ringel udowodnili w [19] nastepujace, bardzo wazne twierdzenie.

Twierdzenie 1.3. Niech I' bedzie nieskoriczonym, petnym, spojnym i stabilnym podkotcza-
nem kotczanul 4. JesliT" zawiera modut 7 4-okresowy, to 1 jest stabilng rurq.
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Zauwazmy, ze jeSli A jest algebrg samoinjektywna, to 74-orbity modutéw projektywno-
-injektywnych sa jednoelementowe. Wobec tego dla dowolnej uogélnionej standardowe;j
sktadowej 6 w I'4 jej stabilna czeSC 6 jest albo stabilng rurg albo postaci ZA dla pewnego
acyklicznego, skoniczonego kolczanu A. Zatem, chcac badac te algebry samoinjektywne
A, ktére zawierajg uogoélnione standardowe sktadowe w kolczanie Auslandera-Reiten Iy,
mozemy rozwazy¢ dwa przypadki: I’y zawiera uogélniong standardowgq sktadowgq acyklicznag
lub I'y zawiera uog6lniong standardowa quasi-rure. W pracach [73], [74] (patrz réwniez
[77]) Skowronski i Yamagata podali kompletny opis algebr samoinjektywnych z pierwszego
przypadku, a mianowicie, mamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.4. Niech A bedzie bazowq i spojnq artinowskaq algebrq samoinjektywnaq.

Wowczas nastepujqce warunki sq rownowazne.

(i) T4 zawiera uogélnionq standardowq sktadowaq acyklicznq.
(ii) A jest cokotowo réwnowazna z algebrq orbit jednej z postaci:

(@) B/(¢v3y), gdzie B jest algebrq odwrécona, ktéra nie jest typu Dynkina, a o jest scisle
dodatnim automorfizmem B;

(b) B/(pv3), gdzie B jest algebrq odwréconq zadanag przez regularny modut odwracaja-
cy nad dzikq algebrq dziedziczng H, a  jest sztywnym automorfizmem B.

Ponizsze dwa wyniki, ktére wykorzystamy w dalszej czesSci naszych rozwazan, zostaly
udowodnione przez Skowronskiego w [60] oraz [61].

Stwierdzenie 1.5. Niech ¢ bedzie uogélnionqg standardowq sktadowaq w T 4. Wtedy dla
kazdego d €N istnieje co najwyzej skoriczenie wiele modutow w 6 o dtugosci d.

Twierdzenie 1.6. Niech A bedzie algebrq artinowska, dla ktérej kazda sktadowa w T, jest
uogolniona standardowa. Wowczas A jest reprezentacyjnie nieskoriczona wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje ideat I w A taki, ze A/I jest utajonq algebrq typu Euklidesa.

Na zakonczenie przypomnijmy, ze sktadowq cykliczng 6 nazywamy sktadowa, w ktorej
kazdy modut lezy na zorientowanym cyklu w I"4. W pracy [28] autorzy udowodnili nastepu-
jace twierdzenie.

Twierdzenie 1.7. Niech A bedzie quasi-odwréconq algebra, a 6 sktadowq wT 4. Nastepujqce
warunki sq réwnowazne.

(i) Nie ma zewnetrznej krotkiej drogi w 6 .
(i) 6 jest prawie okresowa.

(iii) 6 jest uogolniona standardowa.
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(iv) € jest albo sktadowaq postprojektywnaq albo sktadowq preinjektywnaq albo rurq promie-
niowaq albo rurq kopromieniowaq albo sktadowaq taczaca (w przypadku, gdy A jest algebrq
odwrécona).

Gléwne twierdzenie i jego konsekwencje

Twierdzenie 2.1. Niech A bedzie spojna, bazowq, artinowskq algebrq samoinjektywnq. Na-
stepujace warunki sq rownowazne.

(i) T4 zawiera niepustq rodzine quasi-rur 6 =(6;)ic; majacq wspolne sktadniki kompozy-
cyjne, zamknietq na sktadniki kompozycyjne oraz sktadajqcq sie z modutow, ktore nie le-
zq na krotkich nieskoriczonych cyklach w mod A.

(i) A jestizomorficzna z algebrq orbit B/G, gdzie B jest prawie utajonq algebra kanoniczna,
a G nieskoriczong cyklicznq grupq automorfizmow kategorii B jednej z postaci

(@ G=(p v%), dla scisle dodatniego automorfizmu ¢ algebry B,
b) G=(p v%), dla algebry tubularnej B oraz sztywnego automorfizmu ¢ algebry B,

(c G= (gav]%), dla algebry B typu Euklidesa lub dzikiego oraz sztywnego automorfizmu

¢ algebry B, ktéry dziata wolno na niestabilnych rurach jedynej separujqcej rodziny
rur promieniowych 7 8 w kotczanielg.

Ponizszy wniosek jest konsekwencjg Twierdzenia 2.1 oraz Stwierdzen I11.3.4 i 111.3.5.

Wniosek 2.2. Niech A bedzie bazowa, spojna, samoinjektywnaq algebrq artinowskq. Nastepu-
jace warunki sq rownowazne.

(i) T'x zawiera rodzing stabilnych rur 7 = (7;)ie1 ze wspolnymi sktadnikami kompozycyj-
nymi, zamknietq na sktadniki kompozycyjne i sktadajacq sie z modutow, ktore nie lezq
na nieskoriczonych krotkich cyklach w mod A.

(i) A jestizmorficzna z algebrq orbit B/G, gdzie B jest utajonq algebrq kanoniczna, a G jest
nieskoriczona grupa cykliczng automorfizmow algebry B postaci (¢ v%) dla dodatniego
automorfizmu ¢ algebry B.

Z og0lnej teorii (patrz [41], [79]) nieskonczona sktadowa % kotczanu Auslandera-Reiten
I'y algebry samoinjektywnej A jest cykliczna wtedy i tylko wtedy, gdy %6 jest quasi-rura. Po-
nadto méwimy, ze I'4 jest cykliczny, o ile kazda sktadowa w kotczanie I' 4 jest cykliczna. Otrzy-
mujemy wtedy nastepujacg konsekwencje Twierdzenia 2.1 oraz znanej struktury kotczanow
Auslandera-Reiten samoinjektywnych algebr typu kanonicznego (patrz Twierdzenie I11.3.3
i Stwierdzenie II1.3.4).
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Wniosek 2.3. Niech A bedzie bazowaq, spojna, artinowskaq algebrq samoinjektywnaq. Nastepu-
jace stwierdzenia sq rownowazne.

(i) Ts jest cykliczny i zawiera rodzine 6 = (6;)ic; quasi-rur ze wspélnymi sktadnikami
kompozycyjnymi, zamknietq na sktadniki kompozycyjne i sktadajqcq sie z modutow,
ktore nie lezq na krotkich nieskoriczonych cyklach w mod A.

(ii) T4 jest cykliczny i zawiera rodzine 7 = (7:)ie; Stabilnych rur ze wspélnymi sktadnikami
kompozycyjnymi, zamknietq na sktadniki kompozycyjne i sktadajqcq sie z modutow,
ktore nie lezq na krotkich nieskoriczonych cyklach w mod A.

(iii) A jest izomorficzna z algebrq orbit B/G, gdzie B jest algebrq tubularna, a G nieskor-
czong grupq, cykliczna algebry B postaci (cpv%) dla dodatniego automorfizmu ¢ algebry
B.

Jako konsekwencje Twierdzenia 2.1 oraz faktu, ze wartoSciowane kolczany Gabriela quasi-
-odwréconych algebr sg acykliczne [21] otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 2.4. Niech A bedzie bazowa, spéjnq artinowskq algebrq samoinjektywnaq, ktorej kot-
czan Auslandera-Reiten I'y zawiera rodzine quasi-rur 6 ze wspolnymi sktadnikami kompo-
zycyjnymi, zamknietq na sktadniki kompozycyjne oraz sktadajqca sie z modutow, ktore nie
lezq na nieskoriczonych krotkich cyklach w mod A. Wowczas centrum algebry A jest ciatem,
a wigc A jest skoriczenie wymiarowaq algebrq nad ciatem.

Dowdd twierdzenia

Zat6zmy, ze A jest bazowa, spdjna artinowskg algebra samoinjektywna. Bezposrednio ze
Stwierdzenia II1.3.4 oraz ze Stwierdzenia II1.3.5 otrzymujemy implikacje (i7) = (i) Twierdze-
nia 2.1.

Pokazemy teraz implikacje (i) = (ii) Twierdzenia 2.1, co zakonczy jego dowdd.

Zalozmy, ze 6 = (6;)ics jest rodzing quasi-rur w kolczanie I'y ze wsp6lnymi sktadnika-
mi kompozycyjnymi, zamknieta na sktadniki kompozycyjne oraz sktadajacq sie z modutéw,
ktére nie leza na krotkich nieskoficzonych cyklach w mod A. Wéwczas ze Stwierdzenia 1.6.10
wynika, ze quasi-rury %; z rodziny ¢ sg uogo6lnionymi standardowymi sktadowymi w kot-
czanie I 4.

Pokazemy najpierw, ze %6 jest rodzing quasi-rur pewnego quasi-rurowego powigkszenia A
pewnej utajonej algebry kanonicznej C.

Ustalmy i € I oraz rozwazmy algebre ilorazowg A; = A/ ann,(6;). Wéwczas ze Stwierdze-
nia 1.6.10 quasi-rura %; jest uog6lniong standardowa, doktadna, a wiec wierna, sktadowa
kofczanu I'y,. Ponadto z Lematu 1.6.12 ; jest quasi-rurq bez zewnetrznych krétkich drog.
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Stosujac Twierdzenie 1.7.8 wnosimy;, iz A; jest quasi-rurowym powiekszeniem pewnej utajo-
nej algebry kanonicznej C;, istnieje separujaca rodzina stabilnych rur 7 ¢ = (7 .¢)ex, w kot-
czanie I'c, oraz taka stabilna rura 7 ?i, dla pewnego x; € X;, ze 6; jest otrzymana z rury 7 c,
poprzez ciag operacji dopuszczczalnych typu (ad 1), (ad 2), (ad 1*) i (ad 2*) odpowiadaja-
cych operacjom dopuszczalnym prowadzacym od algebry C; do A;. Przypomnijmy, ze zbi6r
indeks6éw X; jest nieskoniczony. Stad 7 ¢ jest nieskoniczona rodzing parami ortogonalnych
stabilnych rur, sktadajacych sie z moduléw, ktére nie lezg na krétkich nieskoniczonych cy-
klach w mod C;, gdyz 7 ¢ jest separujacg rodzing stabilnych rur w kotczanie I'¢,. Poniewaz
C; jest algebra ilorazowa algebry A;, wiec takze algebra ilorazowgq algebry A. Zatem C; = A/ J;
dla pewnego ideatu J; algebry A. Odnotujmy, ze 7 ¢ = (7.%),cx, jest rodzing stabilnych rur
w ¢, ze wsp6lnymi sktadnikami kompozycyjnymi (patrz [36], [64]). Poniewaz quasi-rury 6;,
zawierajgce wszystkie moduly 7 fi, nalezg do 6, a 6 jest zamknieta na sktadniki kompo-
zycyjne wnosimy, ze wszystkie moduty w rodzinie 7 ¢ naleza do 6. Stosujac Lemat 1.6.14
wnioskujemy, ze dla kazdego x € X; istnieje quasi-rura ¢ w 6 zawierajgca wszystkie mo-
duly ze stabilnej rury 7 of I'¢,. Ponadto z Lematu 1.6.12 otrzymujemy, Ze ¢ # %ﬁ” dla
wszystkich x # y w X, gdyz rury T ﬂy(i) sg ortogonalne. Co wiecej, z Lematu 1.6.13 wy-
nika, iz 9}(‘31‘ = %;“ dla prawie wszystkich indekséw x in X;, tzn. dla tych x € X, dla kto-
rych < jest stabilng rurg. Zauwazmy réwniez, ze ¢, gdzie x € X, jest rodzing quasi-rur
ze wspélnymi sktadnikami kompozycyjnymi. Dalej, dla x € X takich, ze 7¢ = < mamy
Ji= annA((gf)) bowiem 9;‘31' jest doktadng sktadowg w kotczanie I'¢;,.

Twierdzimy, ze wszystkie utajone algebry kanoniczne C;, i € I, sg sobie rowne. WeZmy
i # j w I. Poniewaz zbiory X; oraz X sa nieskonczone, to mozemy wziaC takie x € X;
iy eX; ze 76 = 6\ oraz %Cf = 6. W szczeg6lnosci mamy J; = anny(75) i J; =
ann, (7). Fakt, ze 7& = 7,7 implikuje J; = J;, a stad C; = A/J; = A/J; = C;. Mozemy
wiec zalozy¢, ze J ¢ oraz %Cj sg rozne. Zauwazmy, ze 7C i ﬂ;cj sq stabilnymi rurami
w I'4 ze wspolnymi sktadnikami kompozycyjnymi, ktére dodatkowo sktadajg si¢ z modutow
nie lezacych na krétkich nieskonczonych cyklach w modA, bo 7% oraz ,?},Cj naleza do
6 =(6;)ic;. Twierdzenie 1.6.4 oraz Lemat 1.6.17 implikujg istnienie takich nierozktadalnych
A-moduléw M; € 7Ci oraz M; € 9ycj, ze [M;] = [M;] w Ky(A) i J; =ann,(M;), J; = anny(M;).
Poniewaz [M;] = [M;], to istnieje taka algebra ilorazowa D = A/L, dla ideatu L = AgA
algebry A zadanego przez idempotent g € A, ze M; i M; sa wiernymi, nierozkltadalnymi
D-modutami. Oczywiécie wowczas J; € Li J; C L, wiec 7 = ¢\ oraz gycj = ng(j)
sq wiernymi stabilnymi rurami w I'p skltadajacymi sie z nierozktadalnych D-moduléw,
ktére nie leza na krétkich nieskoriczonych cyklach w mod D. Ponadto annp(Z.) = L/J;
oraz annD(ﬂy(j =1/ Jj. Stosujac Wniosek 1.7.6 stwierdzamy, ze D jest utajong algebra
kanoniczna, 7.¢ oraz ﬂycj sa dokltadnymi rurami w I'p, a w konsekwencji J; = L = J;. Wobec
tego rzeczywiscie C; =A/J; =A/J; = C;, dlawszystkich i, j € I.

Podsumowujgc udowodniliSmy, ze istnieje utajona algebra kanoniczna C taka, ze C

62



IV. Algebry samoinjektywne z uogélnionymi standardowymi sktadowymi

jest algebrg ilorazowq algebry A oraz, dla dowolnego i € I, algebra A; = A/anny(%6;)
jest quasi-rurowym powiekszeniem algebry C, a 6; jest otrzymana z pewnej stabilnej
rury 7, C w I'¢, gdzie x; € X, poprzez zastosowanie ciggu operacji dopuszczalnych typu
(ad 1), (ad?2), (ad1*) i (ad 2*), gdzie X jest zbiorem indekséw separujacej rodziny ¢ =
(7.5)xex stabilnych rur w T'c. Poniewaz rodzina 6 = (6;)ic; sktada sie z quasi-rur ze
wsp6lnymi skladnikami kompozycyjnymi oraz jest zamknieta na skladniki kompozycyjne,
to stwierdzamy, iz dla kazdego i € I, 7 C jest stabilng ruraw 7 ¢. W szczegblnosci dostajemy
rownos¢ X; = X dla wszystkich i € I. Co wigcej, pokazaliSmy, ze dla ustalonego indeksu
x € X, wszystkie moduly ze stabilnej rury Z¢ naleza do quasi-rury 6 z rodziny %.
Dlatego wnioskujemy, ze A = A/annu(%) jest quasi-rurowym powiekszeniem utajonej
algebry kanonicznej C, ktére wykorzystuje moduly z separujacej rodziny 7¢ = (7.%)rex
stabilnych rur w I'¢, a ¢ jest separujacg rodzing quasi-rur w I’y otrzymana z rodziny
T ¢ poprzez iteracyjne zastosowanie ciaggu operacji dopuszczalnych typu (ad 1), (ad 2),
(ad 1*) i (ad 2*). Stosujac Twierdzenie 1.7.7 wnioskujemy, Ze istnieje jedyna prawie utajona
kanoniczna algebra ilorazowa B = A, algebry A (tak zwana prawa quasi-odwrdcona czes¢
algebry A), ktéra jest rurowym rozszerzeniem algebry C, a kolczan I'p, zawiera separujacqa
rodzing 6" = (6])xex rur promieniowych otrzymang z rodziny 7 ¢ = (7.°).ex kolczanu
I'c poprzez iteracyjne zastosowanie ciggu operacji dopuszczalnych typu (ad 1). Ponadto
rodzina ¢ = (6x)rex quasi-rur w kotczanie I'y (orazI',) otrzymana jest z rodziny 6" poprzez
ciag operacji dopuszczalnych typu (ad 1*) i (ad 2*).

Pol6zmy I = ann,(6"), tzn. I jestideatem w A bedacym annihilatorem moduléw z rodziny
6". Poniewaz 6" jest doktadng rodzing rur promieniowych w kotczanie I's, to B = A/I.
Mozemy zaltozy¢, ze istnieje taki pelny uklad parami ortogonalnych idempotentéw ey, ..., e,
algebry A, ze 1y = e; +:--+ e, oraz e = e; +---+ e, dla pewnego m < n, jest ilorazowg
jedynka algebry B = A/I. Pokazemy, ze I jest idealem deformujacym algebry A takim, ze
la(I)=1Ie oraz ro(I)=el, gdzie l4(I)={a € Alal =0}, a ry(I) = {a € A|Ia = 0}. W tym celu
potrzebujemy kilku technicznych lematéw.

Oznaczmy przez J ideat Sladu rodziny 6" w A, to jest sume obrazéw wszystkich homo-
morfizméw z modutéw w ¢ do prawego A-modutu A,. Podobnie przez /' oznaczmy Slad
rodziny D(¢") lewych A-moduléw w A.

Stwierdzenie 3.1. JUJ ' C 1.

Dowéd. Zauwazmy najpierw, ze annihilator I = ann,(6") rodziny 6" jest annihilatorem
ann,(M) pewnego modulu M w addytywnym domknieciu add(%6") rodziny 6. Rzeczywi-
Scie poniewaz A ma skoniczong dtugos¢ nad k, to

I=annu(€")= m annA(X):mannA(M,-)zannA (@Ml)

Xee6r" i=1 i=1
dla skoniczonej ilosci My, ..., M, nierozkladalnych moduléw z 67, wiec mozemy wziag¢ M =
M ®...® M,. Zauwazmy takze, ze I jest annihilatorem lewego A-modutu D(M) zaddD(%6").
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W szczeg6lnosSci otrzymujemy, ze M jest dokladnym, prawym B-modutem, a D(M) jest
doktadnym, lewym B-modutem.

Ponownie wykorzystujgc fakt, iz A4 jest skoniczonej dlugosci nad k dostajemy

J= Z Imh:ZImhi,

hGHOHlA(Y,AA), Yee”

dla pewnych homomorfizméw h; € Homy(Y;, A), gdzie Y; nalezy do 67 dla i € {1,...,s},
a stad mamy epimorfizm prawych A-modutéw

N

[hy...h): Y=EP Y- J.

i=1

Woéwczas N = M @ Y jest modutem z add 6" oraz ann,(N) = anny(M) = I, wiec N jest
doktadnym, prawym B-modutem oraz istnieje empimorfizm prawych A-modutéw g: N —
J. Wtedy J jest prawym B-modutem, gdyz JI = g(N)I = g(NI)= g(0)=0.

Pokazemy teraz inkluzje J C I. Przypusémy, ze J € I. Poniewaz I = ann,(N) jest prze-
cieciem jader wszystkich homomorfizméw z Homu(A,4, N), to istnieje taki homomorfizm
f:A— N wmodA, ze f(J)# 0. Wéwczas istnieja sktadniki proste U i V modutu N oraz P
modutu A, takie, ze f(g(U)N P)N V #0, aw konsekwencji dostajemy krétkg droge w mod A

U p-2sv,

gdzie U oraz V naleza do 6”7, P jest nierozkladalnym, projektywnym, prawym A-modulem,
a vu # 0. Ponadto Im u zawiera soc P, wiec soc P jest prostym prawym B-modulem gdyz
Imu jest prawym B-modulem. Z drugiej strony, rodzina %6 otrzymana jest z rodziny rur
promieniowych 6" poprzez ciag operacji dopuszczalnych typu (ad 1*) i (ad 2*), a zatem
P¢ 6" Stad u i v naleza do rad}, a wiec 0 # vu € rad} (U, V), co daje sprzeczno$c gdyz €
jest uogolniong standardowg rodzing moduléw w mod B, wiec takze w mod A. Wobec tego
istotnie J C I.

Nastepnie, poniewaz 4 A jest skoniczonej dtugosci nad k, to
t
J' = Z Imh’:ZImh;
h/€Hom yop (D(Y"),4A), Y'€E" j=1

dla pewnych homomorfizmoéw h; € Hom yor (D( Yj’), 1A), gdzie Yj’ e¢rdlajeil,... t}, astad
mamy epimorfizm lewych A-modutéw

[h}...1,]: D(Y)=EDD(Y)) = AA.

j=1
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Woéwczas N’ = M & Y’ jest modutem w add 67, D(N’) jest modutem w kategorii add D(6"),
a annyD(N’) = anny D(M) = I. Wtedy D(IV’) jest dokladnym, lewym B-modutem oraz
istnieje epimorfizm g’: D(N’) — J’ lewych A-modutéw. OczywiScie wéwczas J’ jest lewym
B-modutem gdyz I J'=1g'(D(N’)) = g’(ID(N’)) = g’(0)=0.

Twierdzimy teraz, ze J' C I. Przypu$émy, iz J’ € 1. Poniewaz I = ann, D(IV’) jest przecie-
ciem jader wszystkich homomorfizméw z Homor (4 A, D(IN’)), to istnieje taki homomorfizm
f’: 4A — D(IN’) lewych A-modutéw, ze f7(J’) # 0. Mamy wiec ciag homomorfizméw lewych
A-modutéw

DIN) =55 j7 2 A L Dvey,

gdzie w’ jest kanonicznym wtozeniem, a f’w’g’ # 0. Stosujac dualno$é¢ D: mod A?? — mod A
otrzymujemy homomorfizmy w mod A

N 27 e, a8
gdzie D(w’g’)(D(f)(U" )N P’ )NV’ #0, a w konsekwencji otrzymujemy krétkg droge w mod A
U p Ly,

gdzie U’ i V' nalezg do 6", P’ jest nierozkladalnym, projektywnym, prawym A-modulem,
a v'u’ # 0. Poniewaz Imu’ jest niezerowym, prawym B-modutem zawierajagcym soc P,
otrzymujemy, ze socP’ jest prostym, prawym B-modulem. Stad wnosimy jak wczeS$niej,
ze P’ ¢ 6. Zatem u’ oraz v’ naleza do rad?, a stad 0 # v'u’ € rad}’(U’, V'), co stanowi
sprzecznoSc¢, gdyz 6" jest uog6lniong standardowg rodzing modutéw w mod A. O

Lemat3.2. [4(I)=], ra(I)= ] oraz I = ra(J)=L4(J").

Dowéd. Poniewaz J jest prawym B-modutem, to I C rs(J). Niech N bedzie takim modu-
temzadd 67, ze I = r4(IN). Dodatkowo, niech p: N — A’ bedzie wlozeniem N w skoriczenie
generowanym, wolny, prawy A-modut A, ktéry jest modutem injektywnym. Oznaczmy przez
pi:N—A,dlaie{l,..., t}, ztozenie p z rzutem na i-tgq sktadowa A’. Wéwczas istnieje wilo-
zenie N w sume prostg @;1 pi(N), ktore jest zawarte w EB;ZI J. Stad mamy

I=rA(N)2ra (@pi(N)) 27 (@]) =ra(J).

i=1 i=1

Jako konsekwencje dostajemy réwnos¢ I = r,(J). Stosujac teraz twierdzenie Nakayamy [78,
Theorem IV.6.10] otrzymujemy, ze | = [or4(J) = L4(1).
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Pokazemy, iz J' = ra(I). Najpierw zauwazmy, poniewaz J’ jest lewym B-modulem, ze I C
14(J’). Niech N’ bedzie takim modutem z add 67", ze I = [4(D(/N’)). Niech p’: D(N') —
A’ bedzie wlozeniem D(N’) w skoriczenie generowany, wolny, lewy A-modut. Oznaczmy
przez p;: D(N') — A, dla i € {1,...,s}, zloZenie p’ z rzutem na i-ta skladowa A°. Wtedy
istnieje wlozenie D(N’) w sume prosta @;_, pi(D(N")), ktéra jest zawarta w ;_, J'. Stad
otrzymujemy, ze

I=1, (D)) 2Ly (@p;(D(N'))) >1, (@ ]’) = 14(J").

i=1 i=1

Zatem I = I4(J’), wiec stosujac ponownie wspomniane wyzej twierdzenie Nakayamy dosta-
jemy, iz J' =rala(J") = ra(1). O

Lemat3.3. ele=ejJe=e]e. Wszczegdlnosci(ele)* =0.

Dowéd. Poniewaz e jest ilorazowg jedynka algebry ilorazowej B = A/I, to B = eAe/ele.
Zatem 67 jest doktadna, uog6lniong standardowgq rodzing rur promieniowych w kotczanie
Ienejere- Dalej, J jest prawym B-modutem, 1—e € I, wiec J = Je+J(1—e)=Je,gdyz J(1—e) C
JI=0.Wtedy e] jestideatem w eAe takim, ze e ] C ele, co wynika ze Stwierdzenia 3.1.

Rozwazmy algebre ilorazowa B’ = eAe/e . Wtedy ¢ jest wierng, uogélniong standardo-
wg rodzing rur promieniowych w I'p.. Poniewaz rodzina 6" w I'4 sklada si¢ z B-moduléw,
ktére nie leza na nieskonczonych krétkich cyklach w mod A, to moduly z rodziny 67 w 'y
nie lezg na krotkich nieskonczonych cyklach w mod B’, gdyz B jest algebrg ilorazowgq alge-
bry B’. Dla kazdych x # y w X rury promieniowe 6] oraz G, sktadajg sie z nieskonczenie
wielu modutéw ze wspdlnymi sktadnikami kompozycyjnymi bowiem € zawiera wszystkie
moduly rury 7€, a ‘éyc zawiera wszystkie moduly rury 7, €. Wobec Lematu 1.6.12 rodzina
6" sklada sie z modultéw, ktore nie lezg na zewnetrznych krétkich drogach w mod B’. Za-
tem korzystajac z Twierdzenia 1.7.4 wnosimy, Ze B’ jest prawie utajong algebrg kanoniczna,
a 6" jest separujacg rodzing rur promieniowych w I'p. Jednak woéwczas wierna, uogoélnio-
na standardowa rodzina 6" rur promieniowych w I'p jest dokladna w mod B’. Implikuje to,
izele/e] =anng(%6") =0, a wiec ele = eJ. W podobny sposéb pokazemy, ze ele = J'e.
Stosujac Lemat 3.2 otrzymujemy réwnosci (ele)> =eJeele =eJele =(eJe)le =e]JIe =0.
O

W dalszych rozwazaniach bedziemy wykorzystywac nastepujgcy, og6lny lemat traktujacy
o ciggach prawie rozszczepialnych nad algebrami tréjkatnymi (patrz [71, Lemma 5.6]).

Lemat 3.4. Niech R oraz S bedq algebrami, a N S-R-bimodutem. Niech T = (3 %) bedzie
tréjkatnq algebrq macierzowq dang przez bimodut sNr. Wtedy ciag prawie rozszczepialny
0—-X—Y —Z—0wmodR jest ciagiem prawie rozszczepialnym w modI" wtedy i tylko
wtedy, gdy Hompg(N, X) = 0.
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Lemat 3.5. Niech f bedzie takim prymitywnym idempotentem w I, zZe f ] # fAe. Wtedy K =
fAeAf+fJ+fAeAfAe+eAf+ele jestideatem algebry F=(e+f)A(e+f),aN = fAe/fKe
jest takim prawym B-modutem, ze Homg(6", N)# 0 orazHomg(N,6")=0.

Dowéd. ZLematu 3.3 wynika, iz ele =eJe. Poniewaz e Je C J, to mamy inkluzje fAele C
flele) € f]. Zatem K jest idealem w F. Zauwazmy réwniez, iz fKe = f] + fAeAfAe,
fKf C rad(fAf), gdyz (fKf)? = (fAeAf)(fAeAf) C Ielel C Ie]JI = 0, eKe = ele
oraz eKf = eAf. Co wiecej, N # 0. Istotnie, jesli fAe = fKe, to poniewaz eAfAe C
ele C rad(eAe), wiec Lemat 3.3 implikuje fAe = f] + fAe(rad(eAe)), a stad fAe = f]
na mocy lematu Nakayamy, co daje sprzeczno$¢ z zalozeniem. Dalej, B = eAe/ele oraz
(fAe)(ele) = fAe] € f] € fKe, a stad N jest prawym B-modutem. Ostatecznie N jest
réwniez lewym modulemnad S= fAf/fK f,al = F/K jestizomorficzna z algebra tréjkatna
(5 %). Przywotujac strukture rodziny 6 = (6x)xe; quasi-rur w I’y wnioskujemy, ze rodzina
6" = (6] )xex rur promieniowych wI'p jest obrazem rodziny 6’ poprzez funktor ograniczenia
(—)e + f): modA — modF, a w konsekwencji 6" jest rodzing rur promieniowych w I'g.
Odnotujmy, ze rury promieniowe 67, dla x € I, nie zawierajg modutu injektywnego, wigc
dla dowolnego modulu X w 6" istnieje ciag prawie rozszczepialny0 - X - Y -2 — 0
w mod F sktadajacy sie w calo$ci z B-modutéw. Dlatego stosujac Lemat 3.4 otrzymujemy,
ze Homp(N, X) = 0 dla wszystkich modutéw X w 67, a wiec Homg(N, ¢") = 0. Nastepnie
6" jest separujaca rodzing rur promieniowych w I'g, co implikuje, Ze kazdy nierozktadalny
modul w mod B jest albo generowany albo kogenerowany przez 6. Stad wnosimy, ze
Hompg(6",N)#O. O

Przypomnijmy, Ze przez v oznaczamy automorfizm Nakayamy algebry A, a przez v~ jego
odwrotno$¢. Jak pamietamy, dla kazdego prymitywnego idempotenta f algebry A mamy
soc(v(f)A)=top(fA)= fA/rad(fA). Nastepujace dwa Lematy zostaly udowodnione w [71,
Lemmas 1.1 and 5.11].

Lemat 3.6. Prawy ideat v(e)ls(I) jest minimalnym injektywnym generatorem w mod B,
a lewy ideat r4(I)v~—(e) jest minimalnym injektywnym kogeneratorem wmod B°P.

Lemat 3.7. v(e)] =l cpuc(€le) oraz J'v=(e)=reav(e)(ele).

Pokazemy teraz nastepujacy Lemat.

Lemat 3.8. v(e)le=v(e)] orazelv=(e)=J'v=(e).

Dowéd. Niech e; bedzie prymitywnym skladnikiem prostym idempotenta e oraz pot6zmy
f =v(e;). Pokazemy, ze fle = f]. W tym celu wystarczy pokaza¢, ze flel = 0, gdyz wtedy
Lemat 3.7 implikuje fle C lfa.(ele)= f],a f] C fIe wynika ze Stwierdzenia 3.1. Zal6zmy,
ze flel # 0. Wtedy f € I, gdyz soc(fIel,) C top(e;A), wiec flele; # 0, ale (ele)> =0, co
wynika z Lematu 3.3. Ponadto jesli fAe = f], to(fle)]l C(fAe)I=f]I=0,gdyz f €1, co
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oznacza sprzeczno$c¢ z zalozeniem. Wobec tego otrzymujemy, ze fAe # fJ. Rozwazmy teraz
takie K i N jak w Lemacie 3.5. Wtedy Homg(%6", N) # 0 oraz Homg(N, 6¢") = 0. Wybierzmy
taki modut M z 67, ze Homg(M,N)#O0.

(1)

2)

3)

Niech L = fKe/f]. Zauwazmy, ze L jest prawym B-modulem bowiem z Lematu 3.3
B=eAe/eleiele = e]. Twierdzimy, ze Hompg(L, M) = 0. Wystarczy pokazac, ze L jest
generowany przez N, gdyz Homg(N, M) = 0. Istotnie

L=(fAeAf)fAe/(fIN fAeAfAe)

jako B-modut, a modul po prawej stronie jest generowany przez N = fAe/(f] +
fAeAfAe), gdzie

(fAeAf)fT S fIN fAeAfAe,
(fAeAf)(fAeAfAe)=(fAe)eAfAe)eAfAe)C (fAe) ele)?,

oraz (ele)> = 0, co wynika z Lematu 3.3. Poniewaz 7gM = 0 lub 73 M nalezy do 6", to
mamy takze Homg(N, 7 5 M) =0, a w konsekwencji Homp(L, T3 M)=0.

Pokazemy, ze Hom,.(f Ke, T.4. M) = 0. Stosujac funktor Hom,s.(—, Teae M): modeAe —
mod k do ciggu dokladnego 0 — fJ — fKe — L — 0, otrzymujemy ciag dokladny
k-modutéw

0 — HomeAe(Lx TeAeM) L> HomeAe(fKe: TeAeM) —

— HOIIleAe(f],TeAeM)’

gdzie Hom,4.(f ], Teae M) = Homg(f J, 75 M). Lematy 3.2 oraz 3.6 implikuja, ze f] jest
nierozkladalnym injektywnym B-modutem generowanym przez 6", ktory nie jestw 6.
Wykorzystujac fakt, ze 67 jest rodzing separujacg rur promieniowych kotczanu I'p
dostajemy, ze Home.(f ], Teae M) =0, a w konsekwencji a jest izomorfizmem. Stad z (1)
mamy Homa.(fKe, Teae M)=0.

Ostatecznie stosujac funktor Hom,..(M,—): mod eAe — mod k do kanonicznego ciagu

doktadnego 0 — fKe — fAe — N — 0, mamy ciag dokladny k-modutéw

0 — Hom,4.(M, fKe) i) Hom,4.(M, fAe) —>

—— Homgs(M,N) — Ext., (M, fKe),
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gdzie f jest izomorfizmem bowiem Mele = 0 oraz lgs.(ele) = f] € fKe, co wynika
z Lematu 3.7. Dalej, Ext!, (M, fKe) = DHom,s.(fKe,TeaeM) = 0 z (2). To implikuje,
ze Homg(M, N) = Hom,4.(M, N) = 0, przeczac tym samym wyborowi M. Wobec tego
udowodniliSmy, ze v(e)] = I, (ejac(ele).

Dowdd drugiej réwnoSci jest podobny. O

Lemat3.9. Iele=0.

Dowéd. Zatézmy, ze Iele # 0. Wtedy 0 # soc(sIele) C soc(,Ae) = top(4Av(e)). Stad
otrzymujemy, ze v(e)lele = Homuor(Av(e),Iele) # 0, gdyz Homyewr(Av(e),soc(Ae)) =
Homyo»(Av(e), top(Av(e))) # 0. Wtedy v(e)lele # 0 bo soc(4lele) = top(Av(e)). Jednak
woéwczas z Lematu 3.8 mamy v(e)lele =v(e)JIe =0, co daje sprzeczno$¢. Zatem Iele =0.
O

Lemat 3.10. Niech f bedzie prymitywnym idempotentem w I takim, Ze fAe # [ Je. Wtedy
Homp(67, fAe/fJ]e)#0 orazHomp(eAf/e]',D(6"))=0.

Dowéd. Rozwazmy K i N jak w Lemacie 3.5. Zauwazmy, ze fAeAfAe =(fAe)(eAfAe) C
Iele. Poniewaz z Lematu 3.9 Iele =0,to N = fAe/fKe = fAe/f]. Teza wynika z Lematu
3.5 oraz z dualnych argumentéw. O

Lemat 3.11. Niech f bedzie prymitywnym idempotentem w I takim, ze v=(f) € 1. Wtedy
Homp(67, fAe)=0.

Dowé6d. Zauwazmy, ze fAe jest prawym B-modutem, gdyz B= eAe/ele oraz(fAe)(ele)C
Iele i Iele = 0, co wynika z Lematu 3.9. Ograniczenie izomorfizméw A-A-bimodutéw
D(A) = A,- jest izomorfizmem D(fAe) = eAv~—(f) lewych (eAe/ele)-modutéw. Poniewaz
mamy izomorfizm top(Av~(f)) = soc(Af) lewych A-modutéwi f e, to eJ'v-(f)=0.Zatem
z Lematu 3.3 otrzymujemy izomorfizm lewych (eAe/ele)-modutéw eAv—(f)/e]'v-(f) =
eAv=(f) = D(fAe), gdzie v=(f) € [ i ele = eJe. W konsekwencji z Lematu 3.10 mamy
Hompg(D(fAe),D(6")) =0, co implikuje Hompg(67", fAe)=0. O

Lemat 3.12. Niech [ bedzie prymitywnym idempotentem w ideale I. Wtedy fAe = f Je oraz
eAf=e]'f.

Dowéd. Wystarczy pokazac pierwsza rownosc. Mozemy zalozy¢, ze fAe # 0, gdyz teza jest
oczywista w przypadku fAe =0. Zal6zmy, ze fAe # f Je. WeZmy K oraz N jak w Lemacie 3.5.
Zauwazmy, jak w dowodzie Lematu 3.10, ze N = fAe/fKe = fAe/f]. Stosujac Lemat 3.5
dostajemy, ze Homg(%6", N) # 0. Ponadto v—(f) € I. Istotnie, jeSliv—(f) ¢ I, to fle= f], co
wynika z Lematu 3.8, a wiec fJe = fAe, czyli sprzeczno$¢. Jednak wtedy v—(f) € I implikuje
fJ]=0,bo f] jest prawym ideatem w A, JI =01 soc(fJ)=top(v~(f)A), oile f] # 0. Wobec
tego N = fAe/f] = fAe i korzystajac z Lematu 3.11 dostajemy Homp(%6", fAe) = 0, co
stanowi sprzeczno$¢ z wczesniej udowodnionym faktem. O
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Udowodnimy teraz nastepujacy kluczowe Stwierdzenie.

Stwierdzenie 3.13. Ie=J,el=]' orazele=]nN]’.

Dowéd. Zauwazmy, ze Ie = ele ®(1 — e)le. Z Lematu 3.3 mamy ele = eJe = e]. Dalej,
Lemat 3.12 implikuje, ze (1 —e)le =(1—e)Ae=(1—e)Je=(1—e)J gdyz1—e € I, co wynika
z definicji e. Zatem Iel = elel ®(1 —e)JI = 0 z Lematu 3.9 oraz definicji J. Korzystajac
z Lematu 3.2 otrzymujemy, ze Ie C [4(I) = ], wiec Ie = J. R6wnos¢ el = e ]’ dowodzimy
podobnie. Ponadto zauwazmy, ze JNJ'=e(JNJ)e=eJN]J'e=ele. O

Twierdzenie 3.14. [ jest ideatem deformujqcym algebry A takim, Zel,(I)=Ie orazra(I)=el.

Dowdd. Z Lematu 3.2 oraz Stwierdzenia 3.13 wiemy, ze [4(I) =] =Ieirn(I)=] =el.
W szczeg6lnosci Iel = 0. Zatem ze Stwierdzenia I11.1.2 mamy, ze ele = l,p.(I) = Teae(I).
Ostatecznie B = A/ jest prawie utajona algebra kanoniczna, a stad algebrg quasi-odwrécona.
Wtedy kotczan Gabriela Q algebry B jest acykliczny [21, Proposition I11.1.1]. To pokazuje, ze
I jest ideatem deformujgcym algebry A. O

Dokoniczymy teraz dowdd implikacji (i) = (ii) Twierdzenia 2.1. Wiemy, ze I = anny(6")
jest ideatem deformujacym algebry A, gdzie I4(I) = Ie, a B = A/I jest prawie utajong alge-
brg kanoniczng. Wtedy z Twierdzenia III.2.1 wynika, iz zdeformowana algebra samoinjek-
tywna A[]] jest izomorficzna z algebra orbit B/(1vz), dla pewnego dodatniego automor-
fizmu ¢ algebry B. Ponadto wykorzystujac Twierdzenie II1.1.3(ii) wnioskujemy, ze alge-
bry A i A[I] sa cokotowo réwnowazne, a w konsekwencji pokrywaja sie kategorie modutéw
mod(A/socA) i mod(A[I]/socA[I]). Zauwazmy, ze kolczany Auslandera-Reiten I'y i I'4(;) sa
izomorficzne. Wtedy zatozZenie (i) na A pociaga za soba, iz I'y[;; zawiera rodzine 6’ = (6))cr
quasi-rur ze wspolnymi sktadnikami kompozycyjnymi, zamknietg na sktadniki kompozycyj-
ne i sktadajgca sie z modultéw, ktére nie leza na krétkich nieskoriczonych cyklach wmod A[I].
W istocie, dla kazdego i € I quasi-rura ¢/ otrzymana jest z quasi-rury 6; poprzez zasta-
pienie nierozkladalnego, projektywnego A-modutu P przez odpowiadajacy nierozktadalny,
projektywny A[I]-modul P’ oraz pozostawiajac pozostate nierozktadalne A-moduly w ;.
Wtedy ze Stwierdzen 111.3.4 i I11.3.5 wynika, ze G = (y)v3) spelnia warunek (ii) Twierdze-
nia 2.1. W szczego6lnosci stwierdzamy, iz e; # e,(; dla prymitywnego skladnika e; idempo-
tenta e. Stosujac Twierdzenie II1.1.3(iii) wnioskujemy, ze A oraz A[I] sg izomorficznymi
k-algebrami. Zatem A jest izomorficzna z algebra orbit B/G, gdzie G spetia warunek (i i)
Twierdzenia 2.1. To konczy dowéd implikacji (i) = (i i) Twierdzenia 2.1.
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Przyktad

Celem niniejszego podrozdzialu jest przedstawienie przyktadu ilustrujacego Twierdze-
nie 2.1. Niech k bedzie cialem algebraicznie domknietym. Rozwazmy quasi-odwr6cong al-
gebre typu kanonicznego B = kQg/I, bedaca gateziowym rozszerzeniem algebry kanonicz-
nej C typu Euklidesa (2, 3, 3) (patrz [55, Chapter XII]), gdzie Q3 jest kotczanem postaci

/'\/

€] 4—— (2 3 4——— (4

a I idealem w kQp generowanym przez kombinacje drég a,a; + B3 6201 + 137271, 302, BsPs
i 7475 (patrz [2, Chapter II]). Wéwczas kategoria powtérzeri B algebry B jest nieskoriczenie
wymiarowg algebrg postaci KQgz/I5, gdzie Q3 jest nastepujacym kotczanem

Bo1 Po,2 Po3 Poa Pos
e oe——————— €00 <+——— €, 4790347@0647@0847L0947C10 ey
- 702 70,5 T12
€04 <+——— €05 €010 <+—— €o,11 el «——— e
Pra Prs P2 P22
€16 <+—— €18 <+—— €19 <7 €20 <+—— €22 <+—— €23
2 >
N ,V ‘X / \ % \
1 Y22 2,5

B 8 ,5
€1,10 -—— €111 €24 <4—— €25 €210 <+—— €211

a ideal I3 w kQj jest ideatem generowanym przez kombinacje drég a;,a;1 + BisfBi2Bi1 +
YiaYi2Vil QiazQi2, Biafis) Yialis Vir2Yis110i1Ai3Y i3 12 Oin®iz+Ti2fisfia+0isYisyia
Bir12Bi4110 111361302, Ait1,10:2B:5P:14: 2, gdzie i € Z.

Rozwazmy teraz automorfizm ¢: B — B algebry powtérzen B o wlasnosci ¢? = v;.
Polézmy A = B/(y v%). Wowczas A = kQ,/ 14 jest algebra drég kolczanu ograniczonego, gdzie
kolczan Q4 jest postaci

1 7 13 19 25
/ ‘K % X % ‘& % ‘QX % ‘Q[\

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0<7ﬁ2<ﬂ73 LSiSLQLIZiMLlSLISLZOLZI<L24<L264L274L30
‘& ‘y V& y Y y V& y V& y
T2 75 78 711 714

4 «—5 10 «— 11 16 «— 17 22 «<—23

28 «—29

w ktérym utozsamiamy wierzchotki 0 oraz 30, a I, jest ideatem w kQ, generowanym przez
kombinacje drég:
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Qo421 Q1+2i + Pa+3i Por3i Prosi + V3431V 243i 1435, dlai =0, ..., 4,

109, ﬂlﬁlSr Y1715 OYaZ Q342;A2+2i, /54+3iﬁ3+3i, Y a+3i7Y3+3i» dlai=0,...,3,

alﬁlsﬁmﬁlsa& asﬁsﬁzﬁlalo oraz a5+2i[3‘6+3iﬁ5+3iﬁ4+3ia4+2ir dlai=0,...,3,

BaProiots 2P, BsPataas PisPra oraz Bgisi BrysiQatoiQsioiPersiPsisiy dlai=0,..., 3,

® Y2 101009y 12Y 11, V5YalQ1Y 157 14 OTAZ Vg13iY 7+3i Qlay2i Us42iY6+3iY5+3i, Ala i =0, ..., 3,

Zauwazmy, ze automorfizm ¢ algebry powtérzeri B jest éci§le dodatni. Zatem z Twierdze-
nia 2.1 wynika, ze A jest algebra samoinjektywna, ktérej kotczan Auslandera-Reiten I'y za-
wiera rodzine quasi-rur 4 majacg wspélne sktadniki kompozycyjne, zamknietg na sktadniki
kompozycyjne oraz sktadajacq si¢ z modutéw, ktére nie lezg na krétkich nieskoniczonych cy-
klach w mod A. Ponadto algebra A jest dzikiego reprezentacyjnego typu (patrz np. [56, Chap-
ter XIX.1]), gdyz algebra B jest dzikiego reprezentacyjnego typu (patrz [40, Section 3.7]).
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RozDziar V

ALGEBRY SAMOINJEKTYWNE Z KOLCZANEM SKEADOWYCH
BEZ KROTKICH CYKLI

Kolczan sktadowych

Za [59] kotczanem sktadowych Y., algebry artinowskiej A nazywamy kolczan, ktérego
wierzchotkami sg spojne sktadowe kolczanu I'y, a strzatka 6 — % miedzy dwoma wierz-
chotkami ¢ i 2 w X, istnieje doktadnie wtedy, gdy rad}’(X, Y) # 0 dla pewnych X € 6 oraz
Y € 9. Zauwazmy, ze sktadowa % kotczanu I'y jest uogélniona standardowa wtedy i tylko
wtedy, gdy w X4 nie ma petli o poczatku w €. Jesli kotczan sktadowych nie zwiera krétkich
cykli, to znaczy ciaggéw postaci ¢ — 2 — 6, gdzie dopuszczamy ¢ = ¥, to wszystkie skta-
dowe w I'4 s3 uogélnione standardowe. Istotnie, jesli rad}’(X, Y) # 0 dla pewnych modutéw
X 1Y w skladowej ¢, to wowczas mamy petle o poczatku w 6, a tym samym krétki cykl
€ —6—%C.

Kolczan sktadowych algebr samoinjektywnych nieskoniczonego reprezentacyjnego typu
ma szczeg6lng wlasnos$¢, a mianowicie jest w petni cykliczny w nastepujacym sensie (patrz
[29]):

Twierdzenie 1.1. Niech A bedzie spojna, artinowskaq algebrq samoinjektywnaq nieskoriczone-
go typu reprezentacyjnego, a 6, ..., 6r, r > 1, rodzing spojnych sktadowych wT 5. Wowczas
istnieje zorientowany cykl w >, przechodzaqcy przez wszystkie sktadowe 6, ..., 6.

Pokazemy teraz, ze artinowskie algebry samoinjektywne nieskonczonego typu reprezen-
tacyjnego z kotczanem skladowych bez krotkich cykli spelniajq zalozenia Twierdzenia IV.2.1.

Stwierdzenie 1.2. Niech A bedzie bazowa, spdjna, artinowskq algebrq samoinjekytwnaq nie-
skoriczonego typu reprezentacyjnego, ktorej kotczan sktadowych ¥4 nie zawiera krotkich cy-
kli. Wowczas kotczan Auslandera-Reiten 'y zawiera rodzine 6 = (6 )xex quasi-rur majqcq
wspolne sktadniki kompozycyjne, zamknieta na sktadniki kompozycyjne oraz sktadajqcq sie
z modutow, ktore nie lezq na nieskoriczonych krotkich cyklach w mod A.

Dowéd. Z zatozenia kotczan sktadowych ¥4 algebry A nie zawiera krétkich cykli, wiec kaz-

73
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da sktadowa % w kotczanie I'4 jest uogélniona standardowa. Poniewaz algebra A jest nie-
skonczonego typu reprezentacyjnego, to z Twierdzenia IV.1.6 istnieje ideal I w A taki, ze
C = A/I jest utajona algebra typu Euklidesa. Zatem istnieje rodzina 7 ¢ = (7.¢)x stabilnych
rur w I'c majaca wspoélne sktadniki kompozycyjne. Z Lematu 1.6.14, Lematu 1.6.15 i Lema-
tu I.6.16 wynika istnienie takiej rodziny quasi-rur 6 = (6y)xex W L'a, ze 7 ¢ C 6, dlakazdego
x €X, przy czym réwno$c¢ zachodzi dla prawie wszystkich x € X. OczywiScie poniewaz 7 ¢
jest rodzing stabilnych rur w I'¢ ze wsp6lnymi sktadnikami kompozycyjnymi, to rodzina ¢
jest rodzing quasi-rur ze wspoOlnymi skladnikami kompozycyjnymi. Twierdzimy, ze ¢ jest
zamknieta na sktadniki kompozycyjne.

Niech N bedzie modutem w I'y, a M modutem w ¢ = (6y)rex. Zal6zmy, ze [M] = [N].
Pokazemy, ze N nalezy do 6. Niech €, dla pewnego y € X, bedzie quasi-rura w ¢, ktéra
zawiera M. Niech f i e bedq takimi idempotentami algebry A, ze A, = e A® f A oraz sktadniki
proste eA/rad, eA sg izomorficzne ze sktadnikami kompozycyjnymi modutéw w rodzinie
6, a modul fA/rad4 fA nie ma takich skladnikéw prostych. Rozwazmy algebre ilorazowq
B =A/AfA. Wowczas 6, jest sktadowa w I's. Ponadto A-modut N jest takze modutem nad
B, poniewaz [N] = [M].

Nastepnie, poniewaz 6, jest uog6lniong standardowq quasi-rurg bez zewnetrznych krot-
kich drog, to stosujac Twierdzenie 1.7.8 wnosimy, iz B jest quasi-rurowym powigkszeniem
utajonej algebry kanonicznej C oraz istnieje separujaca rodzina quasi-rur ¢ ? zawierajaca
quasi-rure 6,. W szczeg6lnosci dostajemy rozklad 'y =2 8v 68v 28,

Poniewaz mozemy zastosowac dualne rozumowanie, wiec zat6zmy, ze N nalezy do #8 v
6B.

Z Twierdzenia 1.7.7 istnieje takie jedyne, maksymalne korozszerzenie tubularne B, alge-
bry C wewnatrz B oraz uog6lniona standardowa rodzina € rur kopromieniowych ', Ze B
otrzymane jest z B; (odpowiednio, 6 otrzymane jest z 6'!) przez ciag operacji dopuszczal-
nych typéw (ad 1) lub (ad 2), uzywajac modutéw z 6. Dodatkowo 2 B = 2B’ Oczywiscie
mozemy zatozy¢, ze N nalezy do 2 B. Stad N jest réwniez B'-modutem, wiec M jest takze
B'-modutem, gdyz B! jest algebrg ilorazowg algebry B przez ideat AhA dla idempotenta h.
Kazda sktadowa w B, jest uog6lniona standardowa, wiec z Twierdzenia IV.1.7 wnosimy, ze
algebra B, jest prawie utajong algebrg kanoniczng typu Euklidesa lub typu tubularnego.

Zalézmy najpierw, ze B) jest typu Euklidesa. Wowczas &2 B jest sktadowa postprojektywna,
wiec kazdy modut ze sktadowej 2 B! jest jednoznacznie wyznaczony przez sktadniki kompo-
zycyjne. Stad N nalezy do ¢! wT'p,. Zatem N jest modutem z rodziny ¢ = 68 wT 4.

Zat6zmy, ze B; jest typu tubularnego. Wtedy & 8! sklada sie ze wszystkich nierozktadal-
nych modutéw, ktére poprzedzajg rodzine 6 rur kopromieniowych w I'p,. Zatem, stosujac
Stwierdzenie II.1.1 wnosimy, ze N nalezy do ¢/, a stad N jest modulem z rodziny ¢ = 6%
w FA .

Podsumowujac, rodzina ¢4 sktada sie z quasi-rur ze wspdlnymi sktadnikami kompozy-
cyjnymi, jest zamknieta na sktadniki kompozycyjne oraz, z zalozenia na 3,4, sklada si¢ z mo-
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dutéw, ktore nie lezg na krétkich nieskonczonych cyklach. O

Glowne twierdzenie

Celem tego rozdziatu jest udowodnienie nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2.1. Niech A bedzie bazowaq, spojnq artinowskq algebrq samoinjektywnaq nie-
skoriczonego typu reprezentacyjnego nad artinowskim pierscieniem k. Nastepujqce warunki
sq rownowazne.

(i) Kotczan sktadowych ¥, nie zawiera kroétkich cykli.

(ii) k jest ciatem, a A jest izomorficzna z algebrq orbit B/G, gdzie B jest algebrq odwrécona
typu Euklidesa albo algebrq tubularng nad k, a G jest nieskoriczonaq, cyklicznqg grupq
automorfizmow algebry B jednej z nastepujacych postaci:

(@ G=(y v%) dla scisle dodatniego automorfizmu ¢ algebry B,
b) G = (¢ v%) dla wyjatkowej algebry tubularnej B oraz sztywnego automorfizmu ¢
algebry B, ktérego ograniczenie do B jest wyréznionym automorfizmem algebry B.

. . . .. . PR 2 .
Z Lematu 1.2 oraz Twierdzenia IV.2.1 wynika, iz algebra A jest postaci B/(¢v3), gdzie B

jest prawie utajona algebra kanoniczna, a ¢ jest dodatnim automorfizmem B. Ponadto,
z racji, iz X4 nie zawiera krotkich cykli, to Twierdzenie IV.1.7 implikuje, ze B jest algebra
odwrécong typu Euklidesa albo B jest algebra tubularng. Zatem aby udowodni¢ Twierdzenie
2.1 wystarczy pokazaé, ze ¢ jest $ci§le dodatnim automorfizmem B pod warunkiem, ze
B nie jest wyjatkowaq algebra tubularna, co bedzie bedzie konsekwencjg Stwierdzenia 2.2
i Stwierdzenia 2.3.

Stwierdzenie 2.2. Niech B bedzie algebrq tubularna, ktéra nie jest wyjqtkowa, G nieskoriczo-
nq cykliczna, dopuszczalng grupq automorfizmow algebry powtorzern B, aA = B/G. Wowczas
nastepujqce zdania sq rownowazne:

(i) Kotczan sktadowych ¥4 algebry A nie zwiera krotkich cykli.
(i) G=(p v%), gdzie o jest scisle dodatnim automorfizmem algebry B.

Dowéd. Z Twierdzenia I11.3.1 wiemy, iz G jest generowana przez $ciSle dodatni automor-
fizm g algebry B. Rozwazmy kanoniczne nakrycie Galois F: B — B/G = A i stowarzyszony
z nim funktor opuszczania F,: mod B — mod A. Poniewaz F jest gesty, to otrzymujemy na-
turalne izomorfizmy k-modutéw

P Hom;(X, ¢ v) — Hom,(F(X), F(Y)),

i€z
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P Hom;(¢'X, ¥) — Hom,(Fy(X), B(Y)),
i€Z
dla wszystkich nierozkladalnych modutéw X oraz Y w mod B.
Najpierw pokazemy, ze (ii) implikuje (i). Zat6zmy, ze g = cpvz dla pewnego $cisle do-
datniego automorfizmu ¢ algebry B. Wéwczas wlasnosc (T4) implikuje istnienie dodatniej

liczby catkowitej I > 2m o wilasnosci g(?ﬁ B) = C, b, dla dowolnego g € Q. Przypomnijmy,

ze liczba m z wlasnosci (T4) jest takg liczba catkowita, ze vz(6 qB) 6 qli ,

g € Q. Poniewaz g = gov% = (¢v3)vp, gdzie pv; jest Scisle dodatnim automorfizmem B, to

dla dowolnego

wykorzystujac wiedze o noénikach nierozktadalnych moduléw w mod B (patrz [44, Section
3]) dostajemy, ze obrazy F(S) i Fy(T) dowolnych nieizomorficznych B-modutéw prostych S
i T, ktore wystepujg jako sktadniki kompozycyjne modutéw w ustalonej rodzinie ¢ f sg nie-
izomorficznymi prostymi A-modutami. Zatem z Twierdzenia I11.3.1 oraz wtasnosci (T1)-(7T4)
wnioskujemy, Ze ‘6;‘ = F(¢ f) = ((g,fx)xexq dla kazdego g € Q, gdzie %;x = F(¢ fx), dla
x € Xy, jest nieskonczong rodzing quasi-rur w I'y 0 wsp6lnych sktadnikach kompozycyj-
nych i zamknietg na sktadniki kompozycyjne. WeZmy teraz p € Q. Twierdzimy, ze dla kaz-
dego x € X, quasi-rura ‘éﬁx jest quasi-rurg bez zewnetrznych krétkich drog w mod A. Za-
uwazmy najpierw, ze dla nierozkladalnych modutéw M i N w ‘6;;‘ mamy M = F,(X) oraz

N = F,(Y), dla pewnych nierozktadalnych moduléw X i Y w ‘éf , oraz F, indukuje izomor-
fizm k-modutéw Homyu(M, N) = Homj(X, Y), co wynika z wlasnosci (75), (76) oraz nier6w-
nosci g +1 > qg+2m > g+ m. Przypusémy, Ze istnieje zewnetrzna krétka droga M — L — N
wmodA z M oraz Nw %’f,x, dla pewnegox €X,,a L¢ %ﬁx. Zauwazmy, ze L nie lezy w 64,
gdyz z wlasnoS$ci (T3) r6zne quasi-rury w 6 ’;“ sg ortogonalne. Zatem M = F;(X), a N = F,(Y),
dlapewnych XiYw € fx oraz L = F,(Z) dla pewnego Zw Cgf , gdzie r > p. Wobec tego mamy
izomorfizm k-modutéw indukowany przez F;

P Hom;(X, &' Z) — Hom, (M, L).

i€Z
Poniewaz Hom,(M, L) # 0, to korzystajac z wtasnosci (7'5) mozemy wybrac takie r > p oraz
YAS %B, ze L= F,(Z)iHomg(X,Z) # 0. Z racji tego, ze X nalezy do <€B stosujac wlasnosci
(T6) i (T7) wnosimy, iz p < r < p + m. Ponadto mamy takze nast@pu]qcy izomorfizm
k-moduléw indukowany przez F),

P Hom;(Z,¢' Y) > Homy(L, N).

i€Z
Zauwazmy, ze dla kazdego i € Z, §'Y jest nierozktadalnym modutem z ¢B i 1 oczywiscie
F(8'Y) = F(Y) = N. Stosujac wtasnosé (T5) otrzymujemy, ze dla pewnego i > 1 mamy
Hom3(Z,8'Y) # 0 bowiem Homu(L,N) # 0, L= F(Z)dla Z %f, gdzier >p,aYe <€p§.
Jednakze wowczas p+1li 2 p+1 > p+2m > r+m, gdyz r < p+ m, co prowadzi do
sprzecznoS$ci z wlasnoscig (76).
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Podsumowujac pokazaliSmy, ze wszystkie quasi-rury w I'4 sg uog6lnione standardowe
i sktadaja si¢ z moduléw, ktére nie lezg na zewnetrznych krétkich drogach w mod A. Zatem
kotczan sktadowych ¥, w A nie ma krétkich cykli, czyli (i i) implikuje (7).

Pokazemy teraz, ze (i) implikuje (ii). Zal6zmy wiec, ze nie istniejg krotkie cykle w kot-
czanie skladowych ¥,. Wéwczas ze Stwierdzenia 1.2 kotczan I'y zawiera rodzing quasi-rur
6 = (6x)rex ze wspOlnymi sktadnikami kompozycyjnymi, zamknietq na sktadniki kom-
pozycyjne i skladajaca sie z moduléw, ktore nie lezg na krétkich nieskoniczonych cyklach
w modA. Z wlasno$ci (T73) wiemy, ze dla kazdego g € Q rodzina %j = E(¢ qu) jest rodzi-
ng ‘éﬁx = FE(% fx), x € X, quasi-rur ze wspolnymi skladnikami kompozycyjnymi. Ponad-
to funktor opuszczania Fy, indukuje izomorfizm kolczanéw z translacja I'z/G — T, (patrz
Twierdzenie 111.3.1), a wigc kazda sktadowa w I', jest quasi-rurg postaci %;x = F(% fx) dla
pewnych g € Q oraz x € X,. Ze wzgledu na fakt, ze rodzina ¢ jest zamknieta na skladni-
ki kompozycyjne, wnosimy istnienie takiego r € Q, ze 6 zawiera wszystkie quasi-rury 6
z 64, dla x € X,. Wtedy Stwierdzenie II1.3.4 implikuje, Ze g jest postaci g = gov% dla pewnegb
dodatniego automorfizmu ¢ algebry B. Przypusémy, ze ¢ jest sztywnym automorfizmem B.
Woéweczas ze Stwierdzenia I1.2.2 dostajemy, iz ograniczenie ¢ do B ustala nierozkltadalny mo-
dut projektywny, to znaczy, istnieje nierozktadalny modut projektywny P taki, ze ¢(P) = P.
Niech wiec 6, ., dla pewnego p € Z oraz pewnego x € X,, bedzie quasi-rura w I'z, ktéra
zawiera P. Bez straty ogélnoSci mozemy zatozy¢, ze p = 0. Dostajemy krotki cykl modutow
wmod B postaci P EA vz(P) 5 v%(P), gdzie f oraz g sq nastepujacymi ztozeniami homomor-
fizmow

P — top(P) — soc(vz(P)) — v3(P)
oraz
vz(P) — top(vs(P)) — soc(v%(P)) — vl%(P).
W konsekwencji otrzymujemy krétki cykl w 324
B (6ox) — F(6my) — Fu(Gox)

gdzie v3(P) € 6, dla pewnego y €X,,, co przeczy (i). O

Stwierdzenie 2.3. Niech B bedzie algebrq odwrdcong typu Euklidesa, G nieskoriczonaq, cy-
kliczna, dopuszczalng grupa automorfizméw B, a A = B/G. Wtedy nastepujace zdania sq
rownowazne:

(i) Kotczan sktadowych ¥4 algebry A nie zawiera krotkich cykli.
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(ii)) G=(p v%) dla scisle dodatniego automorfizmu @ algebry B.

Dowéd. Z Twierdzenia I11.3.1 wiemy, ze G jest generowana przez SciSle dodatni auto-
morfizm g algebry B. Zatem istnieje taka dodatnia liczba | € Z, ze g(€ qB) = (gqliz oraz

8 (%qﬁ) = f%;ﬁ_l
oraz stowarzyszony z nim funktor opuszczania F,: mod B — mod A. Poniewaz F, jest gesty,

to otrzymujemy naturalne izomorfizmy k-modutéw

dla wszystkich g € Z. Rozwazmy kanoniczne nakrycie Galois F: B— B/G =A

P Homj(X, 8'Y) — Homy(E(X), Ey(Y)),

i€Z
P Hom;(#' X, ¥) — Hom, (F(X), F(Y)),
iez

dla wszystkich nierozktadalnych modutéw X oraz Y w mod B.

Pokazemy najpierw, ze (i) = (ii). Zat6zmy, ze nie istniejg krotkie cykle w kolczanie sktado-
wych ¥,4. Wéwczas Stwierdzenie 1.2 implikuje istnienie w I'4 rodziny 6 = (%6 )xex quasi-rur
ze wspollnymi sktadnikami kompozycyjnymi, zamknietej na sktadniki kompozycyjne i skta-
dajacej sie z moduléw, ktore nie leza na krétkich nieskoriczonych cyklach w mod A. Wtedy
ze Stwierdzenia II1.3.5 wynika, ze g = cpv% dla pewnego dodatniego automorfizmu ¢ algebry

B. Twierdzimy, ze ¢ jest §cisle dodatnim automorfizmem algebry B.

Zal6zmy, ze ¢ jest sztywnym automorfizmem algebry B. Wezmy g = 0 i korzystajac z wta-
snoéci (E8), modut projektywno-injektywny P w %,. Niech f oraz g beda nastepujacymi
ztozeniami homomorfizméw

P — top(P) — soc(vz(P)) — v3(P)
oraz
v5(P) —> top(va(P)) — soc(v3(P)) — v3(P),
odpowiednio. Wéwczas mamy krotka droge miedzy modutami nierozktadalnymi

P L va(P) 5 v2(p)

w mod B, gdzie na podstawie wlasnoéci (E3) mamy P € 2, va(P) € &, oraz vl%(P) € 2.
Zatem z Twierdzenia II1.3.1 otrzymujemy krotka droge miedzy nierozktadalnymi modutami
E(P) — E(vs(P) — Fl(v%(P)) w modA. Poniewaz ¢ jest sztywnym automorfizmem B,
to wnioskujemy, ze F,(P) oraz F;L(vl%(P)) nalezg do tej samej sktadowej F,(%)). OczywiScie
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rady’(Fy(P), Fx(v3(P)) # 0 oraz rad} (F.(v3(P), FA(V%(P)) # 0. Stad kotczan sktadowych X4
zawiera krétki cykl Fi(%y) — E(%,) — E(%b), co daje sprzecznos¢. Wobec tego dowdd
implikacji (i) = (i i) zostal zakoriczony.

Przypusémy teraz, ze zachodzi (ii). W szczeg6lnoSci mamy, ze g = (,m/%, dla scisle do-
datniego automorfizmu ¢ algebry B. Wowczas wlasno$¢ (E3) implikuje istnienie dodatniej
liczby catkowitej I > 4, dla ktorej g(6 f) = 6, oraz g(Z, f) = %/, dla dowolnego g € Z.
Z wiasnosci (E1) oraz Twierdzenia II1.3.1 wnioskujemy, ze aby pokazac brak krotkich cykli
w X4 musimy pokazac, ze I'4 nie zawiera zewnetrznych krétkich drég oraz kazda sktadowa
w G, jest uogblniona standardowa. Z wtasnosci (E1) oraz [74, Theorem 3] kazda skladowa
w I'4 jest uog6lniona standardowa. Przypus$cmy;, ze istnieje sktadowa 6 w I, oraz krétka ze-
wnetrzna droga M — N — L, gdzie M, L € ¢ oraz N ¢ 6. Korzystajac ponownie z Twierdze-
nia I11.3.1 wnioskujemy istnienie nierozkladalnych modutéw X, Y i Z w mod B o wlasnosci
M = E(X), N = F,(Y) oraz L = F,(Z). Co wigcej X nalezy albo do 6),,, dla pewnych p € Z
ix € X, albo do %), dla pewnego p € Z. Wtedy ¢ = F,(6),.) albo 6 = F\(Z). Bez straty
og6lnosci mozemy zatozy¢, ze p = 0. Zatem mamy do rozpatrzenia dwa przypadki.

Zal6zmy najpierw, ze X € 6, . Mamy indukowany przez F, izomorfizm k-modutéw

P Hom;(X,8'Y) — Hom,(M, N).

i€Z
Poniewaz Homy(M, N) # 0, to stosujac wlasno$¢ (E5) wnosimy, ze Y nalezy do
ZoV 61V X1V 6.

Mamy takze izomorfizm k-modutéw

P Hom;(Y,8'Z) — Hom,(N, L).

i€Z
Ponownie, poniewaz Homy(N, L) # 0, to stosujac wlasno$c¢ (E5) wnosimy, ze Z nalezy do
LoV G N X3\ 63V Xy N 6.

Z drugiej strony z wlasnosci (E4) oraz zalozenia poczynionego na ¢ dostajemy, iz Z € 6,
dla pewnego [ > 4, co prowadzi do sprzecznosci.

Zalozmy teraz, ze X € Z,. Mamy indukowany przez F, izomorfizm k-modutéw

P Hom;(X,#'Y) — Hom,(M, N).
i€Z

Poniewaz Hom,(M, N) # 0, to stosujac wlasnos¢ (E5) wnosimy, iz Y nalezy do

GV LN 6oV Es.
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Mamy takze izomorfizm k-modutéw
P Homp(Y,¢'Z) — Homy,(N, L).
iz

Ponownie, poniewaz Homy(N, L) # 0, to stosujac wlasnosc¢ (E5) wnosimy, ze Z nalezy do

XN XN X3V Xy
Z drugiej strony z wlasnosci (E4) oraz zalozenia poczynionego na ¢ dostajemy, iz Z € 2 dla
pewnego [ > 4, co prowadzi do sprzecznosci. O
Przykiad

Niech k bedzie cialem algebraicznie domknigetym. Rozwazmy wyjatkowgq k-algebre tubu-
larng B = B, oraz kategorie powtérzenr B = kQ3/I3, bedaca nieskonczenie wymiarowa al-
gebra, algebry B, gdzie kotczan Q3 jest postaci

CRCECI] €)1 = €03 = €5 = e],] = e1,3 = €15

DSOS

LR €2 = €04 - €06 - €2 = €14 = €16

a Iz jest ideatem w kQpz generowanym przez wszystkie kombinacje drég postaci yo + 2,
oy—a? ya—PBy,aoc—op, at, B*, a’o oraz 3%y. Zaznaczmy, ze celem uproszczenia notacji
pomineliSmy indeksy strzatek a, 8, o oraz y.

~ Polézmy A= B/(¢p v%), gdzie ¢: B — B jest sztywnym automorfizmem algebry powtérzen
B, ktérego obciecie do B jest wyr6znionym automorfizmem algebry B takim, ze b=c=d =
r=u=v=1oraza=e=-1,gdziea, b,c,d, e, r,u, v e k) {0} sa skalarami z definicji
automorfizmu wyréznionego. Wéwczas z Twierdzenia 2.1 k-algebra samoinjektywna A jest
algebra, ktorej kolczan sktadowych nie zawiera krotkich cykli. Ponadto algebra A jest postaci
kQa/14, gdzie Q4 jest nastepujagcym kolczanem

€01 - €03 < €05 el - e13

XXXXXX

€02 €04 €06 - €2 = €14 = €16 =

w ktérym utozsamiamy wierzchotek e, ; z e,; oraz wierzchotek ey, z e, a I4 jest idealem
w kQ, generowanym przez kombinacje drég yo + B2, oy — a2, ya — By, aoc — o B3, at, B4,
a’o, B2y oraz 0,03, 0,20, 612 — 0,27, 010 — 023, 043, 04BY, 04y — 03@, 030 + 04, A304,
20,4, ad4P?, B30,, B?01a, fO102, @%03, adsy, f202, f010,003—0 01, fO2—704, A04—T 0>
if06,+70s.
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DODATEK A

KOD ZRODLOWY ALGORYTMU

Ponizszy algorytm zostat napisany w Srodowisku Maple 15 i uzywa pakietéw linal g oraz
combinat.Algorytm stuzy do wyliczenia moduléw odwracajacych w sktadowej postprojek-
tywnej algebry dziedzicznej typu Euklidesa, co sprowadza sie do wyznaczenia modutéw od-
wracajagcych w utajonej dziedzinie tej sktadowej (patrz [55, Podrozdziat XIV.4]). Algorytm na
wejsciu przyjmuje algebre dziedziczna, ktérg kodujemy w postaci macierzy dolnotréjkatnej
H w nastepujacy sposob: Z pracy [14] wiemy, ze algebre dziedziczng H mozemy przedsta-
wic jako dolnotréjkatng algebre macierzowa, w ktorej jako wspotczynnik H;; przyjmujemy
cialo K;; lub cialo bedace skonczonym rozszerzeniem pewnego ciala K, gdzie j < i, <s
oraz i, j, s, t € {1,...,tk Ko(H)}. Wowczas wspoiczynnik H;; macierzy H w naszym algoryt-
mie wynosi albo 1, jesli ciato K;; nie jest rozszerzeniem innego ciala K;; z macierzy H, albo
najwiekszy sposrod stopni rozszerzenia [K;; : K] dla tych s, r € {1,..., n}, dla ktérych ciato
K;; jest rozszerzeniem ciala Kj;.

# H = algebra dziedziczna zadana macierzg.

H := convert( Macierz_algebry_dziedzicznej, matrix );
# n jest ranga grupy Grothendiecka Ky(H).

n := Size(H, 1) ;

# Szukamy homomorfizméw mi¢dzy nierozkiadalnymi modutami projektywnymi.
HOMS := FindHoms(H) ;

# Wygenerujemy teraz pelen uklad parami ortogonalnych idempotentéw algebry H
for s to n do

els] := array(1 .. n) ;
for i to n do
if i = s
then e[s][i] := 1
else
els][i] := 0
fi
od ;

# e[s] jest s-tym idempotentem zapisanym jako macierz wektorowa.
els] := Vector(elsl) ;
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# Macierz E zawiera wszystkie parami ortogonalne idempotenty algebry H,
# ktoérych suma jest jedynka H.
# Zatem E[s] jest s-tym idempotentem H zapisanym w postaci macierzy nXxn.
E[s] := Matrix(1 .. n, 1 .. n, e[s], shape = diagonal)

od;

# Wygenerujemy teraz poczatek sktadowej postprojektywnej.
# Przy czym mamy P[i,j]=TI;]P,-, gdzie P;=e;H jest H-modutem projektywnym.
for i to n do
P[i, 0] := convert( Matrix( multiply(e[i], HOMS)), list) ;
od ;

for i to n do
P[i, -1] := convert([0, O, O, 0, 0], 1list)
od ;

Kolejnym krokiem jest wyliczenie utajonej dziedziny 2% (H) sktadowej postprojektywnej
algebry H oraz zwiazanej z nig liczby catkowitej r. Przypomnijmy, ze r jest najmniejszg liczbg
catkowita, dla ktorej obrazy moduléw 7-"P; w grupie Grothendiecka nie maja zerowych
sktadowychdlai=1,...,n.

# Ciagi Auslandera-Reiten o poczgtku w module projektywnym,
# kodujemy w macierzy ARseq, dla ktorej kazdy wiersz

# zawiera w sobie cigg Auslandera-Reiten.
ARseq := FindARseq(H) ;

# Uzywajac ciagdéw prawie rozszczepialnych, podajemy wzory

# na obrazy modutdw postprojektywnych w grupie Grothendiecka.
# Nastepnie, uzywajac tych wzordéw, liczymy utajong dziedzine.
r :=0 ;

i:=0;

while r = 0 do

i=1i+1;
for j to n do
P[j, i] := [seq(0, k =1 .. n)] ;
for s to n do
if ARseqlj, s1[1] <> O then
# Wzor:
P[j, il := P[j, il + ARseqlj, s][1] * P[s, i + ARseqlj, s][2]]
fi
od
od ;

# Sprawdzimy teraz czy wszystkie sktadowe obrazdéw P[j,i] sg niezerowe.
TempA := {} ;
for 1 to n do
TempA := union(TempA, convert(P[l, i], set))
od ;
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28 # SprawdZz definicje liczby r.
29 if evalb(not in(0, TempA))

30 r :=1i;

31 fi ;

32

33 # Zresetuj zmienng tymczasowag TempA.
34 TempA := ’TempA’ ;

35 od

Przejdziemy teraz do opisania uzywanych wczes$niej procedur. Zaczniemy od procedu-
ry Find Homs, ktéra szuka homomorfizméw miedzy modutami projektywnymi, co spro-
wadzimy do podania macierz o wspétczynnikach a[ij] = dimg Homy(P;, P;), gdzie F; =
Endy(P)orazi,j=1,..., n.

1 FindHoms := proc(M: :matrix)

2 local Homs, i, j ;
3 Homs := Matrix(n, n, fill = 0) ;

for i to n do
for j from i to n do
# Dzielenie w ponizszym przypisaniu jest konsekwencjag
# kodowania algebry dziedzicznej H.
Homs[j, 1] := M[j, il / M[i, il

© ® N o O o~

10 od

1 od ;

12

13 return Homs;

14 end proc:

Kolejng procedurg jest procedura FindIrr, ktéra jako argument przyjmuje macierz al-
gebry H i szuka nieprzywiedlnych homomorfizméw miedzy nierozktadalnymi H-modutami
projektywnymi. Z ogoélnej teorii wiemy, ze istnieje nieprzywiedlny homomorfizm f: X —» Y
pomiedzy nierozkladalnymi modutami X i Y wtedy i tylko wtedy, gdy f € radu(X,Y)\
radz(X, Y). Na wyjsciu, procedura FindIrr zwraca macierz IrrMaps, w ktérej element
IrrMaps;; rowny jest liczbie nieprzywiedlnych homomorfizmoéw z P; do P;.

1 FindIrr := proc(M: :matrix)
local i, j, radH, radHsq, IrrMaps ;

# Zacznamy od zbudowania macierzy radykatu algebry H.

radH := Matrix(n, n, £fill = 0) ;
for i to n do
for j to i -1 do
radH[i, jl := M[i, j]
od

© @ N U R W N

—
o
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—
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w

# Definiujemy radHsq jako radH?.
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radHsq := Matrix(n, n, £ill = 0) ;
radHsq := multiply(radH, radH) ;

# Budujemy macierzy IrrMaps.
IrrMaps := Matrix(m, n, £ill = 0) ;
for i to n do

for j to n do

# Poniewaz rad’(H) jest podprzestrzenia rad(H), to po mnozeniu
# macierzy, ktoére zdefiniowalo radHsq, musimy "zresetowac'" niezerowe

# elementy macierzy rad*(H).
if radHsq[i, j] <> O then
radHsql[i, j] := radH[i, j]
fi;
IrrMaps[i, j] := radH[i, j] - radHsqli, jl
od
od

# Zwracamy macierz IrrMaps.
return IrrMaps ;

end proc :

Przejdziemy teraz do procedury FindARsegq, ktora szuka ciagéow Auslandera-Reiten
o poczatku w module projektywnym. Macierz, ktérg otrzymujemy na wyjsciu, stuzy do
wyliczenia obrazéw modutéw postprojektywnych w grupie Grothendiecka. Przypomnijmy,
ze moduty w sktadowej postprojektywnej sg jednoznacznie wyznaczone przez swoje obrazy
w grupie Grothendiecka.

Poniewaz dla krotkiego ciggu doktadnego 0 - X — Y — Z — 0 mamy [Z] = [Y] — [X],
to Find ARseq na wyjSciu zwraca macierz ARseq, dla ktorej kazdy element ARseq;;, gdzie
i # j, zawiera taka pare [s, k], ze albo s jest liczba nieprzywiedlnych homomorfizméw z P,
do P;, jesli k = 0 albo s jest liczba nieprzywiedlnych homomorfizméw z P; do 7' P;, jesli
k =—1. W przypadku gdy i = j, element ARseq;; zawiera pare [—1,—1], kt6éra odzwierciedla
odejmowanie obrazu [X] w powyzszym wzorze na obraz [ Y] w grupie Grothendiecka.

Procedura Find ARseq jako argument przyjmuje macierz algebry H.

FindARseq := proc(M::matrix)
local i, j, IrrMaps, ARseq, Zero ;

# Zardwno ARseq jak i Zero sg macierzami.
ARseq := Matrix(n,n,fill=0) ;
Zero := ARseq ;

# Wywotujemy procedure FindIrr.
IrrMaps := FindIrr(M) ;

# Zaczynamy budowe macierzy ARseq.
for i to n do
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for j to n do
if 1 = j then
ARseqli, jl := [-1, -1l
else

if multiply(E[j], multiply(IrrMaps, E[i]))[j, i] = O then
if multiply(E[i], multiply(IrrMaps, E[j1))[i, j]l = O then

ARseq[i, j] := [0, O]

else
ARseqli, jl := M[i, j1 / M[j, jl, O]
fi
else
ARseqli, jl1 := ML, il / ML, 31, -1]
fi

fi
od
od

return ARseq ;
end proc :

Przejdziemy teraz do procedury IfTilting, ktéra sprawdza czy modut zakodowany
w zmiennej tilt jest modulem odwracajacym. Przypomnijmy, ze dla algebry dziedzicznej
T jest modulem odwracajacym wtedy i tylko wtedy, gdy T ma n parami nieizomorficznych

sktadnikéw prostych oraz Homy(7,77T)=0.

Procedura I fTilting na wejSciu przyjmuje zbior rilt, ktérego elementami sg pary
liczb [i, j] odpowiadajace modutom ze sktadowej postprojektywnej. Na wyjSciu procedura
IfTilting zwraca wartoS¢ PRAWDA, o ile tilt jest modulem projektywnym albo FALSZ

w przeciwnym wypadku.

IfTilting := proc(tilt::set)
local L, i, j, k, s, a, b ;
# Konwertujemy zbidr tilt na liste.
L := convert(tilt, list) ;

for k to n do

# Najpierw ustalamy k-ty sktadnik prosty T; (=L[k]) modutu zakodowanego w tilt.

# Jest on postaci T;=7"%(P), gdzie P, jest modutem projektywnym.
a := L[kl[2] ;
i = LIkI[1] ;
for s to n do

# SprawdZmy czy istnieje niezerowy homomorfizm
# z T do 7(T;) dla s=1,...,n.
j := LI[s1[1] ;
b := L[s][2] ;
if not(b-1 < a) then
if P[j, b - 1 - al[i] <> O then return false fi
fi
od
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20 od ;

21

22 return true ;
23 end proc

Ostatnig procedurg jest procedura TiltingMod, ktéra zwraca liste modutéw odwracaja-
cych, ktérych jednym ze sktadnikéw prostych jest ustalony, przyjety na wejsSciu, modut pro-
jektywny.

1 TiltingMod := proc (FixProj::set)

2 local ConcealedDomain, tiltTemp, i, s, ListOfComplements, TiltingList ;
3 global r ;

5 TiltingList := {};

6 s := nops(FixProj) ;

7

8 # Zacznijmy od wygenerowania wszystkich par [i,j], dla ktorych

9 # Tﬁlﬁ jest modutem, rdéznym od modulu zakodowanego

10 # w FixProj, w utajonej dziedzinie.

1 ConcealedDomain :=

12 convert (minus ({seq(seq([i, jl, i =1 .. n), j =0 .. r)}, FixProj), list) ;
13

14 # Nastepnie wygenerujmy zbidr zlozony ze zbiordw (nierozktadalnych moduldw)
15 # mogacych uzupetnié modul FixProj do modulu odwracajgcego.

16 # Robimy to przez wybranie wszystkich kombinacji n-s elementdéw ze zbioru

17 # ConcealedDomain, gdzie s jest liczbg moduldéw w FixProj.

18 ListOfComplements := choose(ConcealedDomain, n - s) ;

19

20 # Teraz zaczniemy sprawdzac, ktore elementy listy ListOfComplements

21 # uzupeinia modut FixProj do modulu odwracajacego.

2 for i to nops(List0fComplements) do

23 # Uzupeiniamy modut FixProj o n-s skiadnikéw prostych z utajonej dziedziny.
2 tiltTemp := union(FixProj, convert(ListOfComplements[i], set)) ;

25

26 # Sprawdzamy czy tiltTemp jest modutem odwracajgcym.

27 # Jesli tak, to dodajemy go do listy Tiltinglist.

28 if IfTilting(tiltTemp) then

29 TiltingList := union(TiltingList, {tiltTempl})

30 fi

31 od

32

33 end TiltingList ;

34 end proc
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SKOROWIDZ SYMBOLI

symbol  strona

| M| 14
[M] 13
(ad—) 19
anny(—) 13
B 47
6 12
B, 37
B, 37
D 8

E, 47
I's 11
ind 8

Ky(A) 13
14(=) 63
mod 8

proj 8

PpPH 16
QH 16
qa(-) 34
ql(-) 21
ra(=) 63
rad, 9

rady 9

YA 73
socC 9

sql 23
top 9

Tr 12
Ta 11
7! 11
Vg 47
ZA 12



SKOROWIDZ NAZW

algebra, 7
artinowska, 7
bazowa, 8
kanoniczna, 31
typu dzikiego, 33
typu Euklidesa, 33
typu tubularnego, 33
odwrdcona, 16
quasi-odwrocona, 35
samoinjektywna, 43
typu dzikiego kanonicznego, 47
typu Euklidesa, 47
typu kanonicznego, 46
typu tubularnego, 47
spdjna, 8
trojkatna, 43
tubularna, 37
wyjatkowa, 38
utajona, 16
kanoniczna, 32
annihilator, 12
lewy, 43
prawy, 43
automorfizm
dodatni, 46
Nakayamy, 46
sztywny, 46
sztywny algebry, 38
SciSle dodatni, 46
wyrdzniony, 39

cegla, 19
centrum pierScienia, 7
cokétl, 8
cykl, 13
kroétki, 13
nieskonczony, 13

droga, 13
kréotka zewnetrzna, 25
sekcyjna, 16

forma Eulera, 33
funktor
dualnosci, 7
nakrycia, 45
opuszczania, 45

grupa
dopuszczalna, 45
Grothendiecka, 12

homomorfizm
lewy minimalny, 9
nieprzywiedlny, 9
prawie rozszczepialny, 9

ideat deformujacy, 43
ilorazowa jedynka, 43

jednopunktowe
korozszerzenie, 16
rozszerzenie, 16

kategoria
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lokalnie ograniczona, 45 wspolne sktadniki kompozycyjne, 12
ograniczona, 45 zamknieta na sktadniki kompozycyjne, 12
powtorzen, 46 rozszerzenie
kolczan quasi-rurowe, 19
Auslandera-Reiten, 10 tubularne, 19
Dynkina, 13 réwnowazno$¢ cokotowa, 43
dziki, 15 rura, 18
Euklidesa, 14 kopromieniowa, 18
Gabriela, 9 promieniowa, 18
sktadowych, 70 stabilna, 11
wartoSciowany, 9
sktadowa
tancuch cykliczna, 58
krétki, 13 doktadna, 12
Srodek, 13 postprojektywna, 15

preinjektywna, 15

modut odwracajacy, 15 uogoblniona standardowa, 12

operacja dopuszczalna, 16 Wierna, 12 _

operator transpozycji, 11 stabilna czesc¢ sktadowej, 11

orbita stabilna. 11 stopien homomorfizmu nieprzywiedlnego, 21
0§, 16

usta rury, 11

permutacja Nakayamy, 43 utajona dziedzina, 40
punkt staty, 39

quasi-odwrécona czes$¢
lewa, 36
prawa, 36
quasi-rura, 18
gtadka, 19
quasi-dlugos¢, 20
stabilna, 22

radykat
Jacobsona, 8
kategorii, 8
nieskoniczony, 8
rangarury, 11
rodzina sktadowych
separujaca, 32
silnie, 32
uogoblniona standardowa, 12
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