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Streszczenie

Obie teorie Russella zdarzen [1914; 1936] zaliczamy do bezpunktowej
ontology. Pierwsza z nich Russell przedstawit w nieformalny sposéb w
,The world of physics and the world of sense”, wyktad IV w Our
Knowledge of the External World. Opierajac sie na tej teorii, Russell
naszkicowat sposoby konstruowania chwil jako zbioréw zdarzen.
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Obie teorie Russella zdarzen [1914; 1936] zaliczamy do bezpunktowej
ontology. Pierwsza z nich Russell przedstawit w nieformalny sposéb w
,The world of physics and the world of sense”, wyktad IV w Our
Knowledge of the External World. Opierajac sie na tej teorii, Russell
naszkicowat sposoby konstruowania chwil jako zbioréw zdarzen.

Chce sformalizowa¢ pierwsza teorig Russella zdarzen i zrekonstruowacd
metode konstrukcji chwil zarysowana w [1914].

Pokaze ponadto, ze w tak zrekonstruowanej teorii jest definicyjnie
rownowazna z druga teorig Russella z [1936] oraz z teorig Thomasona
przedstawiona w [1989].
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Ontologia bezpunktowa

Moéwiac w ontologii o przestrzeni i czasie czesto przyjmuje sie zatozenie,
ze s one zbudowane z czego$ niepodzielnego, inaczej méwigc
,atomowego” lub ,punktowego”. Tym czys w przypadku przestrzeni
miatyby byc¢ geometryczne punkty, a w przypadku czasu momenty, lub
inaczej moéwiac chwile. kaczac zas czas i przestrzen, rozwaza sie
czasoprzestrzen, ktdorg czesto traktuje sie jako ztozong z punktowych
zdarzen.
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,atomowego” lub ,punktowego”. Tym czys w przypadku przestrzeni
miatyby byc¢ geometryczne punkty, a w przypadku czasu momenty, lub
inaczej moéwiac chwile. kaczac zas czas i przestrzen, rozwaza sie
czasoprzestrzen, ktdorg czesto traktuje sie jako ztozong z punktowych
zdarzen.

Z punktu widzenia filozofii przyrody, takie zatozenie nie jest intuicyjne,
gdyz punktowe obiekty nie sg sktadnikami realnego swiata (t;j.
odpowiednio: przestrzeni, czasu, czasoprzestrzeni). Jest ono jednak
bardzo wygodne w rozwazaniach formalnych.
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rzeczywistych, tj. R. Przestrzeni za$ nadaje sie strukture zbioru
uporzadkowanych tréjek liczb rzeczywistych, tj. R3, a czasoprzestrzeni —
strukture zbioru uporzadkowanych czwérek liczb rzeczywistych, tj. R*.

Mozna jednak uprawiac¢ ontologie bez przyjmowania istnienia w realnym
Swiecie bytéw punktowych. Takie podejscie nazywa sie bezpunktowgq
ontologig. Zapoczatkowali je Russell [1914, 1936], Whitehead [1919,
1920] oraz de Laguna [1922a,b]. Nie znaczy to, ze w bezpunktowej
ontologii w ogdle nie rozwaza sie zadnych obiektéw o ,punktowym
charakterze”. Te ostanie majg by¢ jednak abstraktami konstruowanymi
ze sktadnikéw realnego Swiata. Te abstrakcyjne obiekty sa niezbedne do
uzyskania odpowiednio bogatej teorii czasu, przestrzeni, czy tez
czasoprzestrzeni.
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wszytko to, co wedtug Elementéw Euklidesa albo nie ma dtugosci, albo
nie ma szerokosci, albo nie ma wysokosci. Wykluczamy takze wszelkie
»mieszaniny” tego rodzaju obiektow.
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Whitehead, 1919, 1920; de Laguna, 1922a,b]. Ze sktadnikéw $wiata
wykluczamy w niej nie tylko punktowe obiekty, lecz réwniez takie, ktére
majg charakter linii, powierzchni oraz ich kawatkéw. Zatem wykluczamy
wszytko to, co wedtug Elementéw Euklidesa albo nie ma dtugosci, albo
nie ma szerokosci, albo nie ma wysokosci. Wykluczamy takze wszelkie
»mieszaniny” tego rodzaju obiektow.

W sensie bezpunktowej ontologii przestrzen nie jest ani
dystrybutywnym zbiorem bezwymiarowych punktéw, ani ich
mereologiczng suma. Przestrzen jest mereologiczng suma jej kawatkow
zwanych regionami [zob. np. Gruszczynski i Pietruszczak, 2008, 2009].
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Dla Russella i Whiteheada punkty sg tworami abstrakcyjnymi,

uzyskanymi jako teoriomnogosciowe konstrukcje utworzone z

przestrzennych regiondéw.
dany obiekt przestrzenny moze byc catkowicie zawarty w innym i
catkowicie przez niego otoczony. Ta relacja zawierania, z pomocg
pewnych bardzo naturalnych zatozen, pozwala zdefiniowa¢ ,punkt”
jako pewng klase obiektow przestrzennych, mianowicie wszystkich
tych (jak to sie w koricu okazuje), o ktérych naturalnie powiedziatoby
sie, Ze zawierajg ten punkt. [Russell, 1914]

Takie podejscie do przestrzeni rozwazat takze Tarski w [1929], co
doktadnie omawiaja Gruszczynski i Pietruszczak w [2008; 2009]. Jest
ono oparte na ogoélnej teorii czesci lub na mereologii [zob. np.
Pietruszczak, 2000, 2018, 2020; Gruszczynski i Pietruszczak, 2010].
Maja one réwniez zastosowanie w bezpunktowej topologii, w ktore;
takze stosuje sie zarysowane tu podejscie do przestrzeni [zob. np.
Grzegorczyk, 1955; Gruszczynski i Pietruszczak, 2018, 2019].
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Podobnie, w sensie bezpunktowej ontologii, czas zwigzany jest z
ROZCIAGEYMI W nim procesami, zwanymi zdarzeniami. Russell [1914]
traktowat zdarzenia jako ,sktadniki $wiata rzeczywistego”, a nie jako
abstrakty.

Zdarzenia nie majag charakteru punktoweqo, lecz sg ,rozciagte” oraz
,skonczone”. Punktowe chwile Russell definiowat zas jako twory
abstrakcyjne na bazie zdarzen [Russell, 1914, 1936].
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Mozna powiedzie¢, ze gtéwnym zadaniem bezpunktowej ontologii jest
formalna konstrukcje abstrakcyjnych obiektow takich jak chwile [zob.

Russell, 1914, 1936] i geometryczne punkty [zob. Grzegorczyk, 1955;

Gruszczynski i Pietruszezak, 2008, 2009, 2018, 2019].

Po ich podaniu, nadal mozna z powodzeniem stosowa¢ metody fizyki
matematycznej i punktowej geometrii. Bez takich metod trudno méwic o
rozwoju badan dotyczacych natury czasu i przestrzeni. Musimy jednak
odnalez¢ wtasciwag role obiektéw punktowych w ontologii.
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(co najmniej czesciowo) jednoczesne zis (at least partially)
simultaneous with.
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Jak juz wspomniatem, w [1914] Russell przedstawit teorie zdarzen i
chwil w catkowicie nieformalny sposéb. Ma ona trzy pojecia pierwotne:

o jedno nierelacyjne, jest zdarzeniem (being an event),

o oraz dwa relacyjne: jest wczesniejsze niz (is earlier than) oraz jest
(co najmniej czesciowo) jednoczesne zis (at least partially)
simultaneous with.

Zatem rekonstruujac te teorie bedziemy badac struktury relacyjne
postaci (U, E, S), w ktérych poszczegdlne sktadniki odpowiadaja trzem
pojeciom pierwotnym teorii Russella:

o U jest niepustym uniwersum zatozonym ze zdarzen;

o E i S sq binarnymi relacjami w U.
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o 'x € U wyraza : x jest zdarzeniem;

e ‘x Ey' wyraza x jest wczesniejsze niz y (x is earlier than y); co ma
mowi¢ to samo, co ‘x trwa wczesniej niz y', albo ‘x trwa przed y' (x
lasts before y);

@ 'x Sy' wyraza x jest (co najmniej czesciowo) jednoczesne z y (x is
(at least partially) simultaneous with y).

Raczej jasny jest sens zwrotu jest wczedniejsze niz' (is earlier than).
Traktujemy go jako skrét wyrazenia ‘trwa przed’ (lasts before).
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e ‘x Ey' wyraza x jest wczesniejsze niz y (x is earlier than y); co ma
mowi¢ to samo, co ‘x trwa wczesniej niz y', albo ‘x trwa przed y' (x
lasts before y);

@ 'x Sy' wyraza x jest (co najmniej czesciowo) jednoczesne z y (x is
(at least partially) simultaneous with y).

Raczej jasny jest sens zwrotu jest wczedniejsze niz' (is earlier than).
Traktujemy go jako skrét wyrazenia ‘trwa przed’ (lasts before).

Mozemy mied jednak trudnosci z wtasciwg interpretacja zwrotu ‘jest (co
najmniej czesciowo) jednoczesne Zz' (is (at least partially) simultaneous
with).
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Zauwazmy, ze sam zwrot ‘jest jednoczesne z' (is simultaneous with) jest
dwuznaczny.

Po pierwsze, w odniesieniu do zdarzen, zwrot ten wolno rozumiec¢ jako:
zdarzenia wystepujace w doktadnie tych samych chwilach. W tym
przypadku, Russell méwi o petnej jednoczesnosci (complete
simultaneity), ktéra jest relacja zwrotng, symetryczng, przechodnia.

Po drugie, dodane przez Russella w nawiasie ‘co najmniej czesciowo’
sugeruje, ze zwrot ten wolno rozumie¢ w tym sensie, ze czesciowo
zachodza na siebie czasy trwania zdarzen. W tym drugim znaczeniu
zwrot ten wyznacza relacje relacjg zwrotng i symetryczng, lecz
nieprzechodnia.

Pierwsze znaczenie zwrotu ‘jest réwnoczesne 7z’ jest szersze od drugiego.
Zatem relacja wyznaczona przy pierwszym znaczeniu tego zwrotu jest
zawarta w relacji wyznaczonej przy jego drugim znaczeniu, tj. w S.

Poniewaz relacja S jest symetryczna, Russell wyrazat ja takze uzywajac
fraz: ,naktadaja sie (w czasie)”, ‘sa wspotczesne’, ‘sa rownoczesne’ i ‘sa
(przynajmniej czesciowo) réwnoczesne'.
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Nie ulega watpliwosci, ze fraza ‘jest wczesniejsze niz' jest
przeciwzwrotna, asymetryczna i przechodnia, oraz ze sg to jej
analityczne wtasnosci:
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z (asg).
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Nie ulega watpliwosci, ze fraza ‘jest wczesniejsze niz' jest
przeciwzwrotna, asymetryczna i przechodnia, oraz ze sg to jej
analityczne wtasnosci:

VXEU ﬁXEX, (jlrE)
al Viyeu(xBEy = -y Ex), (ase)
a2 Viyzeu(xEy AyEz = xEz). (te)

Zatem E jest ostrym cze$ciowym porzadkiem. Oczywiscie, (irr¢) wynika
z (asg).

Analitycznymi wtasnosciami relacji S sq zwrotnos¢ i symetrycznosc:

Vieu x S x, (rs)

a3 VX,yeu(xSy = ny). (ss)

Formuta (rs) wynika z dalej przyjetych aksjomatdéw.
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Obok dwdch relacji pierwotnych, Russell uzywa kilku pomocniczych
relacji. W tym punkcji wprowadzimy dwie takie relacje.

Pierwsza z nich jest relacja L wyrazona przez zwrot ‘jest pdzniejsze niz'
(is later than), ktory jest konwersem zwrotu ‘jest wczesniejsze niz' (is
earlier than). Dlatego L jest definiowalne przez L := E, tj. dla
dowolnych x, y € U ktadziemy:

xLy <= yEx. (dfL)

Z (ixre), (ase), (te) U (dfL) mamy, ze L jest przeciwzwrotna,
asymetryczna i przechodnia:

Veeu 7 xLx, (irry)
ViyeulxLy = -yLx), (asy)
ViyzeulxLy AylLz = xL2z), (to)
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Russell zdefiniowat pomocnicza relation P catkowitego poprzedzania
(wholly precedence): ,Kiedy jedno zdarzenie jest wczesniejsze niz inne,
ale nie jest z nim rdwnoczesne, powiemy, ze ,catkowicie poprzedza”
inne”.

Zatem relacja P w U jest zdefiniowana przez P:=E\ S =ENS, . dla
dowolnych x, y € U ktadziemy:

xPy <= xEyA-xSy. (df P)

Z (asg) i (df P) otrzymujemy asymetrycznos¢ relacji P; jak rowniez jej
przeciwzwrotnos¢:

Viyeu(xPy = -yPx), (asp)

Vieu "xPx. (irry)
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Kolejny aksjomat stwierdza, ze relacja S wigze zdarzenia odnosnie
relacji S (.the connexity"):
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Kolejny aksjomat stwierdza, ze relacja S wigze zdarzenia odnosnie
relacji S (.the connexity"):

a4 Viyeu(nxSy = xEyVyEx). (c?)

Jest oczywiste, ze z (irre) i (c3) otrzymamy zwrotnos¢ relaciji S.
y b y y J

Stosujac (df P) i (ss) otrzymujemy, ze (c?) jest rbwnowazne z tym, ze
relacja P wigze zdarzenia odnosnie relacji S:

Viyeu(nxSy = xPyVyPx). (c3)



Kolejny aksjomat

Z (df P) i (ss) wynika implikacja odwrotna do (c}). Zatem (c3) —w
przeciwienstwie do (c})— daje sie wzmocni¢ do réwnowaznosci:

Viyeu(nxSy < xPyVyPx).



Kolejny aksjomat

Z (df P) i (ss) wynika implikacja odwrotna do (c}). Zatem (c3) —w
przeciwienstwie do (c})— daje sie wzmocni¢ do réwnowaznosci:

Viyeu(nxSy < xPyVyPx).
Mamy wiec:

Viyeul(xSy < -~ xPyA-yPx). (dfsS)



Pierwszy aksjomat «egzystencjalnie zaangazowany»

Analizujac rodzine chwil, Russell [1914] przyjmuje trzy «egzystencjalnie
zaangazowane» zatozenia. W tym miejscu przeanalizujemy pierwszy z
nich.
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Analizujac rodzine chwil, Russell [1914] przyjmuje trzy «egzystencjalnie
zaangazowane» zatozenia. W tym miejscu przeanalizujemy pierwszy z
nich.

Mozna zauwazy¢, ze Russell zaktada réwnos¢ E = So P, tj.:

ab Vx_yeu(xEy = Elzeu(sz/\zPy)). (*e)



Pierwszy aksjomat «egzystencjalnie zaangazowany»

Analizujac rodzine chwil, Russell [1914] przyjmuje trzy «egzystencjalnie
zaangazowane» zatozenia. W tym miejscu przeanalizujemy pierwszy z
nich.

Mozna zauwazy¢, ze Russell zaktada réwnos¢ E = So P, tj.:

ab Vx_yeu(xEy = Elzeu(sz/\zPy)). (*e)

Czes¢ , <" formuty (x¢) (w skrécie: (xf)) jest «egzystencjalnie
neutralna». Tylko jej czes¢ ,=" (w skrdcie: (x¢)) jest «egzystencjalnie
zaangazowana».




Whioski

Jest oczywiste, ze (xF) jest definicyjnie rownowazne z:
Viyzeu(xSzANzEy = xEyVzSy). (1)
Ponadto, z (as;) i (xf) mamy PoE C §, t.:
Viyzeu(xPzAzEy = -xSy).

Mozna pokazaé, ze majac (te), (ss), (df P), (c3) i (*¢) udowodnimy, ze
dopetnienie E relacji E jest przechodnie; wiec E jest ko-przechodnia:

Viyzeu(xBy = xEzVzLly). (cte)



Whioski

Jest oczywiste, ze (xF) jest definicyjnie rownowazne z:
Viyzeu(xSzANzEy = xEyVzSy). (1)
Ponadto, z (as;) i (xf) mamy PoE C §, t.:
Viyzeu(xPzAzEy = -xSy).

Mozna pokazaé, ze majac (te), (ss), (df P), (c3) i (*¢) udowodnimy, ze
dopetnienie E relacji E jest przechodnie; wiec E jest ko-przechodnia:

Viyzeu(xBy = xEzVzLly). (cte)

O tym fakcie Russell w ogdle nie wspomina w [1914]. Jest on jednak
niezbedny dla otrzymania przechodniosci relacji P, ktora to Russell po
prostu zaktada. Ponadto uzyskamy réwniez inne fakty, ktérych nie
mozna uzyskac zaktadajac jedynie przechodnios¢ relacji P i ktdre sa
potrzebne do zrekonstruowania rodziny chwil.



Whioski

Dla dowolnej binarnej relacji R w U i dowolnego x € U ktadziemy:

— —
Rx:={uelU:uRx} i R'x:={vuelU:xRu}.



Whioski

Dla dowolnej binarnej relacji R w U i dowolnego x € U ktadziemy:
— “—
Rx:={uelU:uRx} i R'x:={vuelU:xRu}.

Z (cte) i (irre) dla dowolnych x, y € U otrzymujemy:

- - «— —
-xBEy < EBEyCE'x &< EXxCLEy. (2)



Whioski

Teraz pokazemy, ze (df P), (ss), (ase), (cte) i (x£) dostajemy
przechodnios¢ relacji P.



Whioski

Teraz pokazemy, ze (df P), (ss), (ase), (cte) i (x£) dostajemy
przechodnios¢ relacji P.
Po pierwsze, z (x£) i (ss) mamy:

Viyzeu(xPy A-zEy = -xS2z).



Whioski

Teraz pokazemy, ze (df P), (ss), (ase), (cte) i (x£) dostajemy
przechodnios¢ relacji P.
Po pierwsze, z (x£) i (ss) mamy:
Viyzeu(xPy A-zEy = -xS2z).
Po drugie, poniewaz P C E, w Swietle (ct¢) otrzymujemy:
Viyzeu(xPyA-zEy = xEz).

Zatem z obu powyzszych warunkéw i (df P) otrzymujemy:

Viyzeu(xPyA-zEy = xP2z). (£5)



Whioski

Teraz pokazemy, ze (df P), (ss), (ase), (cte) i (x£) dostajemy

przechodnios¢ relacji P.

Po pierwsze, z (x£) i (ss) mamy:
Viyzeu(xPy A-zEy = -xS2z).

Po drugie, poniewaz P C E, w Swietle (ct¢) otrzymujemy:
Viyzeu(xPyA-zEy = xEz).

Zatem z obu powyzszych warunkéw i (df P) otrzymujemy:
VeyzeuxPy AnzEy = xPz). (%)

Po trzecie, z (t}) i (as¢) otrzymujemy:

Viyzeu(xPy AyEz = xP2z). (t%)



Whioski

Po czwarte, skoro P C E, z (t},) otrzymujemy przechodnios¢ relacji P:

Viyzeu(xPy AyPz = xP2z). (tp)



Whioski

Po czwarte, skoro P C E, z (t},) otrzymujemy przechodnios¢ relacji P:
Viyzeu(xPy AyPz = xP2z). (tp)
Majac (tp) 1 (c3) mozemy udowodnié¢ uzyteczne:

Viyzeu(xPy AySzA-z5x = xPz). (3)



Whioski

Po czwarte, skoro P C E, z (t},) otrzymujemy przechodnios¢ relacji P:
Viyzeu(xPy AyPz = xP2z). (te)
Majac (tp) 1 (c3) mozemy udowodnié¢ uzyteczne:
Viyzeu(xPy AySzA-z5x = xPz). (3)
Uzywajac (xf£) i (t%) otrzymamy warunek, ktéry uzywamy wiele razy:
Veyzueu(xPy AySzAzPu = xPu). (t+p)

Oczywiscie, z (t+¢) L (rs) mamy (t,).



Whioski

Po czwarte, skoro P C E, z (t},) otrzymujemy przechodnios¢ relacji P:
Viyzeu(xPy AyPz = xP2z). (te)
Majac (tp) 1 (c3) mozemy udowodnié¢ uzyteczne:
Viyzeu(xPy AySzA-z5x = xPz). (3)
Uzywajac (xf£) i (t%) otrzymamy warunek, ktéry uzywamy wiele razy:
Veyzueu(xPy AySzAzPu = xPu). (t+e)

Oczywiscie, z (t+¢) L (rs) mamy (t,).
Z (df P), (£%), (ts), (ss) U (t+p) mozemy udowodnié:

Vx,y,z,ueu(XPy/\ZPu — XPUVzPy), (Thp)

Jest to jeden z dwdch aksjomatéw teorii Thomasona z [1989].



Whioski

Po czwarte, skoro P C E, z (t},) otrzymujemy przechodnios¢ relacji P:
Viyzeu(xPy AyPz = xP2z). (te)
Majac (tp) 1 (c3) mozemy udowodnié¢ uzyteczne:
Viyzeu(xPy AySzA-z5x = xPz). (3)
Uzywajac (xf£) i (t%) otrzymamy warunek, ktéry uzywamy wiele razy:
Veyzueu(xPy AySzAzPu = xPu). (t+e)

Oczywiscie, z (t+¢) L (rs) mamy (t,).
Z (df P), (£%), (ts), (ss) U (t+p) mozemy udowodnié:

Viyzucu(xPyNzPu = xPuV zPy). (Thy)
Jest to jeden z dwdch aksjomatéw teorii Thomasona z [1989].
Mamy réwniez réwnos¢ So P = (P) o P, tj.:

Veyeu(xEy & Fzcu(zPy A-~zPx)). (dfpE)



Whioski

Otrzymujemy pewna ,eqgzystencjalnie neutralng” teorie zdarzen z
aksjomatow al-a4, (x£) i (cte), ktdre przyjmujemy zamiast (xg). W tej
«okrojonej teorii» otrzymamy wszystkie tezy, dla ktorych nie uzywamy
(*2). Wérdd nich beda (t5), (£%), (ts). (t+5), (Thy).




Inne pomocnicze relacje

Teraz zdefiniujemy kilka pomocniczych relacji binarnych. Na poczatku
nie wprowadzamy zadnych nowych aksjomatéw dla tych nowych
koncepcji. Chcemy tylko pokazaé, jakie nowe interesujace fakty mozna
uzyskad, uzywajac tylko poprzednio podanych aksjomatow.



Inne pomocnicze relacje

Teraz zdefiniujemy kilka pomocniczych relacji binarnych. Na poczatku
nie wprowadzamy zadnych nowych aksjomatéw dla tych nowych
koncepcji. Chcemy tylko pokazaé, jakie nowe interesujace fakty mozna
uzyskad, uzywajac tylko poprzednio podanych aksjomatow.

Dodajmy, ze niektére z tych relacji zostaty wspomniane, ale nie zostaty
zdefiniowane przez Russella w [1914].



Inne pomocnicze relacje

Teraz zdefiniujemy kilka pomocniczych relacji binarnych. Na poczatku
nie wprowadzamy zadnych nowych aksjomatéw dla tych nowych
koncepcji. Chcemy tylko pokazaé, jakie nowe interesujace fakty mozna
uzyskad, uzywajac tylko poprzednio podanych aksjomatow.

Dodajmy, ze niektére z tych relacji zostaty wspomniane, ale nie zostaty
zdefiniowane przez Russella w [1914].

Potem wprowadzimy drugi aksjomat ,zaangazowany egzystencjalnie”.



Relacja trwa po

Russell uzyt relacji trwa po (lasts after), ktorej jednak nie zdefiniowat.
Moéwimy, ze jedno zdarzenie trwa po (w skrdcie: jest po) innym, jesli jest
réwnoczesne z jakim$ zdarzeniem, ktére nastepuje catkowicie po drugim.
Oznaczmy te relacje przez ‘A’. Wiec A :=So P, czyli dla dowolnych
x,y € U ktadziemy:

XAy &= eu(xSzAyPz). (dfA)

Chociaz (df A) ma egzystencjalny kwantyfikator, jego uzycie zachowa
«egzystencjalng neutralnos¢» «okrojonej teorii» opartej na aksjomatach
al-a4, (xf) i (cte). Bytoby inaczej, gdybysmy zastosowali relacje A w
jakim$ nowym, odpowiednio skonstruowanym aksjomacie.




Relacja trwa po

Z (dfA) i (rs) mamy P C A, tj.:
Ve, (yPx = xAy). (PCA)



Relacja trwa po

Z (dfA) i (rs) mamy P C A, tj.:
Ve, (yPx = xAy). (PCA)
Ponadto mozemy otrzymaé A = P o P, tj.:

Vey(x Ay & FeulyPzA-xP2z)). (dfp A)



Relacja trwa po

Z (dfA) i (rs) mamy P C A, tj.:
Vay(y Px = xAy). (PCA)
Ponadto mozemy otrzymaé A = P o P, tj.:
Vey(x Ay & FeulyPzA-xP2z)). (dfp A)
Z (dt A) i (df P) mamy przeciwzwrotnos¢ relacji A:

Veeu 7 X A x. (rra)



Relacja trwa po

Z (dfA) i (rs) mamy P C A, tj.:
Vay(y Px = xAy). (PCA)
Ponadto mozemy otrzymaé A = P o P, tj.:
Vey(x Ay & FeulyPzA-xP2z)). (dfp A)
Z (dt A) i (df P) mamy przeciwzwrotnos¢ relacji A:
Veeu 7 X A X. (rra)
Uzywajac (df A), (t+5) i (ss) mozemy udowodnié, ze A jest asymetryczna:

Viyu(x Ay = -y Ax). (asa)



Relacja trwa po

Z (df A) i (rs) mamy P C A, tj:
Vay(y Px = xAy). (PCA)
Ponadto mozemy otrzymaé A = P o P, tj.:
Vey(x Ay & FeulyPzA-xP2z)). (dfp A)
Z (dt A) i (df P) mamy przeciwzwrotnos¢ relacji A:
Vyeeu 7 X A x. (irra)
Uzywajac (df A), (t+5) i (ss) mozemy udowodnié, ze A jest asymetryczna:
Viyu(x Ay = -y Ax). (asa)
Z (df A), (£%) at (rs) mozemy udowodnié, ze A jest ko-przechodnia:

Veyzeu(x Ay = xAzVzAy). (cta)



Relacja trwa po

Z (dfA) i (rs) mamy P C A, tj.
Vay(y Px = xAy). (PCA)
Ponadto mozemy otrzymaé A = P o P, tj.:
Vey(x Ay & FeulyPzA-xP2z)). (dfp A)
Z (dt A) i (df P) mamy przeciwzwrotnos¢ relacji A:
Vyeeu 7 X A x. (irra)
Uzywajac (df A), (t+5) i (ss) mozemy udowodnié, ze A jest asymetryczna:
Viyu(x Ay = -y Ax). (asa)
Z (df A), (£%) at (rs) mozemy udowodnié, ze A jest ko-przechodnia:
Viyzeu(x Ay = xAzVzAy). (cta)
Z (as,) i (ct,) mamy przechodnios¢ relacji A:

Viyzeu(x Ay Ay Az = xAz). (ta)



Relacja trwa po

Z (cta) i (irra) dla dowolnych x, y € U otrzymamy:

— — “— “—
axAy <<= AyCAx &< AXCA'y. 4)



Relacja trwa po

Z (cta) i (irra) dla dowolnych x, y € U otrzymamy:
— — — “—
axAy <<= AyCAx &< AXCA'y. 4)

Na koniec, otrzymamy kilka uzytecznych warunkéw:



Relacja trwa po

Z (cta) i (irra) dla dowolnych x, y € U otrzymamy:
— — — “—
axAy <<= AyCAx &< AXCA'y. 4)

Na koniec, otrzymamy kilka uzytecznych warunkéw:
Po pierwsze, z (df A) i (df P) mamy:

Vx,y(xAy = Elzeu(sz/\—'zSy)). (5)



Relacja trwa po

Z (cta) i (irra) dla dowolnych x, y € U otrzymamy:
— — — “—
axAy <<= AyCAx &< AXCA'y. 4)

Na koniec, otrzymamy kilka uzytecznych warunkéw:
Po pierwsze, z (df A) i (df P) mamy:

Vx,y(xAy = Elzeu(sz/\—'zSy)). (5)
Po drugie, z (df A), (ss) t (3) mamy:
ViyeUulx Ay A-xSy = yPx). (6)



Relacja trwa po

Z (cta) i (irra) dla dowolnych x, y € U otrzymamy:
— — — “—
axAy <<= AyCAx &< AXCA'y. 4)

Na koniec, otrzymamy kilka uzytecznych warunkéw:
Po pierwsze, z (df A) i (df P) mamy:

Vx,y(xAy = Elzeu(sz/\—'zSy)). (5)
Po drugie, z (df A), (ss) t (3) mamy:
ViyeUulx Ay A-xSy = yPx). (6)

Po trzecie, z (df A), (PCA), (c3) i (tp), mozemy udowodnic:

vx,y,zEU(_'ZAX/\XPy E . zPy). (t/?,)



Relacja trwa po

Z (cta) i (irra) dla dowolnych x, y € U otrzymamy:
— — — “—
axAy <<= AyCAx &< AXCA'y. 4)

Na koniec, otrzymamy kilka uzytecznych warunkéw:
Po pierwsze, z (df A) i (df P) mamy:

Vx,y(xAy = Elzeu(sz/\—'zSy)). (5)
Po drugie, z (df A), (ss) t (3) mamy:
ViyeUulx Ay A-xSy = yPx). (6)

Po trzecie, z (df A), (PCA), (c3) i (tp), mozemy udowodnic:

vx,y,zEU(_'ZAX/\XPy E . zPy). (t/?,)

S

Po czwarte, z (ss), (c}

), (x£) U (df A) mozemy udowodnic:

Viyzeu(zSxAN-zSy = xEyVxAy). (7)



Relacja trwa po

Z (cta) i (irra) dla dowolnych x, y € U otrzymamy:
— — — “—
axAy <<= AyCAx &< AXCA'y. 4)

Na koniec, otrzymamy kilka uzytecznych warunkéw:
Po pierwsze, z (df A) i (df P) mamy:

Vx,y(xAy = Elzeu(sz/\—'zSy)). (5)
Po drugie, z (df A), (ss) t (3) mamy:
ViyeUulx Ay A-xSy = yPx). (6)

Po trzecie, z (df A), (PCA), (c3) i (tp), mozemy udowodnic:

vx,y,zEU(_'ZAX/\XPy E . zPy). (t/?,)

S

Po czwarte, z (ss), (c}

), (x£) U (df A) mozemy udowodnic:
Viyzeu(zSxAN=-zSy = xEyVxAy). (7)

Stad mamy:
ViyeU(nXxEy A-xAy = xSy). (8)



Relacja zawierania czasowego

Russell [1914] definiuje relacje zawierania czasowego (temporal
enclosure) w nastepujacy sposdb:

Jeden obiekt jest czasowo zawarty w drugim, gdy bedzie jednoczesny
z drugim, ale nie przed nim ani po nim.



Relacja zawierania czasowego

Russell [1914] definiuje relacje zawierania czasowego (temporal
enclosure) w nastepujacy sposdb:

Jeden obiekt jest czasowo zawarty w drugim, gdy bedzie jednoczesny
z drugim, ale nie przed nim ani po nim.

Widzimy, ze oprdcz relacji S Russell uzyt relacji jest przed i jest po.
Mozemy uznac relacje E (jest wczesniejsza niz) jako te pierwsza, a
relacje A (trwa po) jako te druga.



Relacja zawierania czasowego

Russell [1914] definiuje relacje zawierania czasowego (temporal
enclosure) w nastepujacy sposdb:

Jeden obiekt jest czasowo zawarty w drugim, gdy bedzie jednoczesny
z drugim, ale nie przed nim ani po nim.

Widzimy, ze oprdcz relacji S Russell uzyt relacji jest przed i jest po.
Mozemy uznac relacje E (jest wczesniejsza niz) jako te pierwsza, a
relacje A (trwa po) jako te druga.

Oznaczmy relacje zawierania czasowego przez ‘Cy’. Jego definicje
podang przez Russella mozna formalnie zapisa¢ w nastepujacy sposéb:
C.:= SNENA. Wiec dla dowolnych x,y € U ktadziemy:

xCiy <= xSyAN-xEyAN-xAy. (dfCy)



Relacja zawierania czasowego

Russell [1914] definiuje relacje zawierania czasowego (temporal
enclosure) w nastepujacy sposdb:

Jeden obiekt jest czasowo zawarty w drugim, gdy bedzie jednoczesny
z drugim, ale nie przed nim ani po nim.

Widzimy, ze oprdcz relacji S Russell uzyt relacji jest przed i jest po.
Mozemy uznac relacje E (jest wczesniejsza niz) jako te pierwsza, a
relacje A (trwa po) jako te druga.

Oznaczmy relacje zawierania czasowego przez ‘Cy’. Jego definicje
podang przez Russella mozna formalnie zapisa¢ w nastepujacy sposéb:
C.:= SNENA. Wiec dla dowolnych x,y € U ktadziemy:

xCiy <= xSyAN-xEyAN-xAy. (dfCy)
Warunek (8) pokazuje, ze powyzsza definicje mozna uproscic:

Veyeu(xCiy & - xEy AaxAy). (df' )



Relacja czasowego zawierania

Stad oraz z (irr) i (irr,) otrzymujemy zwrotnosc relacji Cy:

Veeu x Tt x, (rc,)



Relacja czasowego zawierania

Stad oraz z (irr) i (irr,) otrzymujemy zwrotnosc relacji Cy:
Veeu x Ci x, (re,)

Z (cte) i (ctn), dopetniania E i A sa przechodnie. Stad i z (df' Cy)
mamy przechodnios¢ relacji Cy:

vx,y,zeu(x Et y A y Et z — X Et Z)' (tE.)



Relacja czasowego zawierania

Stad oraz z (irr) i (irr,) otrzymujemy zwrotnosc relacji Cy:
Veeu x Ci x, (re,)

Z (cte) i (ctn), dopetniania E i A sa przechodnie. Stad i z (df' Cy)
mamy przechodnios¢ relacji Cy:

Veyzeux Ery ANy Eiz = x E¢ 2). (te,)
Mozemy réwniez udowodnié, ze z (7), (df' T4), (5), (ss), (df P) i (x7) dla
wszystkich x, y € U dostajemy:

— — — —
xCiy & SxCS'y < S'xC S'y. (dfsCy)



Relacja czasowego zawierania

Stad oraz z (irr) i (irr,) otrzymujemy zwrotnosc relacji Cy:
Veeu x Ci x, (re,)

Z (cte) i (ctn), dopetniania E i A sa przechodnie. Stad i z (df' Cy)
mamy przechodnios¢ relacji Cy:

vx,y,zeu(x Et y A y Et z — X Et Z)' (tE.)

Mozemy réwniez udowodnié, ze z (7), (df' T4), (5), (ss), (df P) i (x7) dla
wszystkich x, y € U dostajemy:
— — — “—
xCiy & SxCS'y < S'xCS'y. (dfsCy)
Pokazemy dalej, ze jedno zdarzenie jest czasowo zawarte w drugim
wtedy i tylko wtedy, gdy drugie istnieje w dowolnej chwili, w ktérej
istnieje pierwsze.



Relacje wspélnego rozpoczecia, wspdolnego zakornczenia i petnej jednoczesnosci

Chociaz Russell [1914] wspomina o relacji petnej jednoczesnosci
(complete simultaneity), nie uzywa jej ant jej nie definiuje. Dopiero gdy
Russell omawia przyktady relacji przechodnich, pisze:



Relacje wspélnego rozpoczecia, wspdolnego zakornczenia i petnej jednoczesnosci

Chociaz Russell [1914] wspomina o relacji petnej jednoczesnosci
(complete simultaneity), nie uzywa jej ant jej nie definiuje. Dopiero gdy
Russell omawia przyktady relacji przechodnich, pisze:

Wspomniane przed chwilg relacje symetryczne sqg réwniez przechodnie

[-.. ] pod warunkiem, ze w przypadku jednoczesnosci mamy na mysli
petng jednoczesnosé, czyli ich wspdlny poczgtek i koniec.

Jednakze, Russell nigdzie nie pisze, co ma na mysli, méwiac o
.wspdlnym poczatku i korcu”. Uzyjemy relacji binarnych BT := E \ E
(beginning together), ET := A\/ﬁ\ (ending together) i CS := BTNET
(complete simultaneity) jako interpretacji zwrotéw ‘zaczyna sie razem Z,,
‘koniczy sie razem z' i ‘jest w petni jednoczesne z. Zatem dla dowolnych
x,y € U ktadziemy:

xBTy <= -xEyA-yEx, (df BT)
xETy <= - xAyA-yAx. (dfET)
xCSy <= xBTyAxETy. (df CS)



Relacje wspélnego rozpoczecia, wspdolnego zakornczenia i petnej jednoczesnosci

Mamy:
— — — — N —
xBTy &< Ex=FEy < Ex=LFEy & Px=PYy,
FY F\( — — — —
xETy <= Ax=Ay & Ax=Ay & Px=PYy



Relacje wspélnego rozpoczecia, wspdolnego zakornczenia i petnej jednoczesnosci

Mamy:
— — — — — —
xBTy &< Ex=FEy < Ex=LFEy & Px=PYy,
— — «—
Ay & Px=P'y.

— — “—
xETy &< Ax=A'y < A'x

To daje zwrotnos¢, symetrycznosc i przechodnios¢ relacji BT i ET.
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— — — — — —
xBTy &< Ex=FEy < Ex=LFEy & Px=PYy,
— — «—
Ay & Px=P'y.

— — “—

xETy &< Ax=A'y < A'x
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Viyeu(x BTy = xSy). (BTCS)
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Mamy:
— — — — N —
xBTy &< Ex=FEy < Ex=LFEy & Px=PYy,
FY F\( — — — —
xETy <= Ax=Ay & Ax=A'y < Px=Py.

To daje zwrotnos¢, symetrycznosc i przechodnios¢ relacji BT i ET.
Oba warunki (c?) i (c}) sa definicyjnie réwnowazne z :

Viyeulx BTy = xSy). (BTCS)
Z (dfA), (c) i (PCA) mamy:
Viyeu(x ETy = xSy). (ETCS)



Relacje wspélnego rozpoczecia, wspdolnego zakornczenia i petnej jednoczesnosci

Mamy:
— — — — N —
xBTy &< Ex=FEy < Ex=LFEy & Px=PYy,
FY F\( — — — —
xETy <= Ax=Ay & Ax=A'y < Px=Py.

To daje zwrotnos¢, symetrycznosc i przechodnios¢ relacji BT i ET.
Oba warunki (c?) i (c}) sa definicyjnie réwnowazne z :

Viyeu(x BTy = xSy). (BTCS)
Z (dfA), (c) i (PCA) mamy:

Viyeu(xETy = xSy). (ETCS)
Lecz to jest definicyjnie rownowazne z:

Viyeu(nxSy = xAyVyAx). (c%)



Relacje wspélnego rozpoczecia, wspdolnego zakornczenia i petnej jednoczesnosci

Mamy:
— — — — N —
xBTy &< Ex=FEy < Ex=LFEy & Px=PYy,
FY F\( — — — —
xETy <= Ax=Ay & Ax=A'y < Px=Py.

To daje zwrotnos¢, symetrycznosc i przechodnios¢ relacji BT i ET.
Oba warunki (c?) i (c}) sa definicyjnie réwnowazne z :

Viyeu(x BTy = xSy). (BTCS)
Z (dfA), (c) i (PCA) mamy:

Viyeu(xETy = xSy). (ETCS)
Lecz to jest definicyjnie rownowazne z:

Viyeu(nxSy = xAyVyAx). (c%)
Mamy tez:

xBTy = V,culzExAzSx&zEy AzSy).



Relacje wspélnego rozpoczecia, wspdolnego zakornczenia i petnej jednoczesnosci

Z (7), (ase), (df' Cy) i (dfsC¢) mozemy udowodnié, ze dla dowolnych
x,y € w

xETy = VY,cu(zAxANzSx&zAy AzSy). 9)
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Z (7), (ase), (df' Cy) i (dfsC¢) mozemy udowodnié, ze dla dowolnych
x,y € w

xETy = VY,cu(zAxANzSx&zAy AzSy). 9)
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Z (7), (ase), (df' Cy) i (dfsC¢) mozemy udowodnié, ze dla dowolnych
x,y € w

xETy = VY,cu(zAxANzSx&zAy AzSy). 9)
Z (df BT), (cte), (c3), (1), (ss), (irxe) Ut (rs) mozemy udowodnié:

vayeu(xBTy — Yyeu(-xEzAXxSz & ﬂyEz/\ySz)).
(10)

Z (dfET), (cta), (c3), (6), (dfA), (ixra) i (rs) mozemy udowodnid:

Vx,yeu(xETy — Yyeu(-xAzAxSz & ﬂyAz/\ySz)).
(11)



Relacje wspélnego rozpoczecia, wspdolnego zakornczenia i petnej jednoczesnosci

Z (7), (ase), (df' Cy) i (dfsC¢) mozemy udowodnié, ze dla dowolnych
x,y € w

xETy = VY,cu(zAxANzSx&zAy AzSy). 9)
Z (df BT), (cte), (c3), (1), (ss), (irxe) Ut (rs) mozemy udowodnié:

vayeu(xBTy — Yyeu(-xEzAXxSz & ﬂyEz/\ySz)).
(10)

Z (dfET), (cta), (c3), (6), (dfA), (ixra) i (rs) mozemy udowodnid:

Vx,yeu(xETy — Yyeu(-xAzAxSz & ﬂyAz/\ySz)).
(11)

Poniewaz CS € BT C S, wiec:

Veyeu(x CSy => xSy). (CSCS)



Relacja petnej jednoczesnosci

Ponadto, dla dowolnych x,y € W:
xCSy < xLCiyAyLix, (dfc, CS)
— — — —
— Sx=S8'y &< S'x= 1Sy, (dfsCS)
— — “— “—
& Px=PyAP'x=Py. (d£,CS)



Relacja petnej jednoczesnosci

Ponadto, dla dowolnych x,y € W:

xCSy << xLCiyAyLix,

(dfg, CS)
— — — —
s Sx=3Yy s Sx=7S1, (d£5CS)
— — — —
— Px=PyAPx=PYy. (d£,CS)

Z powyzszego otrzymujemy, ze CS jest zwrotna, symetryczna,
przechodnia, a ponadto jest kongruencja wzgledem relacji S, E i P.

Pokazemy dalej, ze dwa zdarzenia sg w petni réwnoczesne wtw istnieja
doktadnie w tych samych chwilach.



Relacja bycia wspdtczesnym z poczgtkiem

Russell [1914] pisze:
wszystkie zdarzenia, ktdre sq réwnoczesne z danym wydarzeniem i
nie zaczynajqg sie pézniej[... | nazwiemy [... | ,wspdtczesnymi z
poczgtkiem” danego zdarzenia.
Pojecie wskazane w cudzystowie okresla relacje binarna
IC := S\ L =S\E (is an initial contemporary of). Zatem dla dowolnych
x,y € U ktadziemy:

xICy = xSy A-xLy < xSy A-yEx. (df IC)
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Relacja bycia wspdtczesnym z poczgtkiem

Russell [1914] pisze:

wszystkie zdarzenia, ktdre sq réwnoczesne z danym wydarzeniem i
nie zaczynajqg sie pézniej[... | nazwiemy [... | ,wspdtczesnymi z
poczgtkiem” danego zdarzenia.

Pojecie wskazane w cudzystowie okresla relacje binarng
IC := S\ L =S\E (is an initial contemporary of). Zatem dla dowolnych
x,y € U ktadziemy:

xICy = xSy A-xLy < xSy A-yEx. (df IC)

Ze zwrotnosci S i z przeciwzwrotnosci L otrzymujemy, ze IC jest zwrotna.
Ponadto, z (df BT), (df IC), (BTCS) i (ss) mamy:

Viyeu(x BTy < xICy AyICx). (12)



Drugi «egzystencjalnie zaangazowany» aksjomat

Analizujac rodzine chwil Russell [1914] przyjmuje dodatkowo dwa
~egzystencjalnie zaangazowane” zatozenia. W tym miejscu oméwimy
pierwszy z nich. Zatozenie to przedstawiono miedzy innymi w
przypisie 1, w punkcie (e):
Zdarzenie wystepujgce catkowicie po jakims jednoczesnym zdarzeniu
jest wystepuje catkowicie po jakims zdarzeniu wspdtczesnym z jego
poczgtkiem.

Przyjmujemy zatem, co nastepuje aksjomat:

ab Vx,yeu(flzeu(zpy/\sz) — Elzeu(zPy/\zICx)).

(e)



Drugi «egzystencjalnie zaangazowany» aksjomat

Analizujac rodzine chwil Russell [1914] przyjmuje dodatkowo dwa
~egzystencjalnie zaangazowane” zatozenia. W tym miejscu oméwimy
pierwszy z nich. Zatozenie to przedstawiono miedzy innymi w
przypisie 1, w punkcie (e):

Zdarzenie wystepujgce catkowicie po jakims jednoczesnym zdarzeniu
jest wystepuje catkowicie po jakims zdarzeniu wspdtczesnym z jego
poczgtkiem.

Przyjmujemy zatem, co nastepuje aksjomat:
ab  Viyeu(Fzeu(zPy AzSx) = Feu(zPy AzICx)). (e)
Z (e), (ss) i (x2) mamy:

Vx,yeu(x Ey = d,cu(zPyAzIC x)), (€)



Drugi «egzystencjalnie zaangazowany» aksjomat

Analizujac rodzine chwil Russell [1914] przyjmuje dodatkowo dwa
~egzystencjalnie zaangazowane” zatozenia. W tym miejscu oméwimy
pierwszy z nich. Zatozenie to przedstawiono miedzy innymi w
przypisie 1, w punkcie (e):
Zdarzenie wystepujgce catkowicie po jakims jednoczesnym zdarzeniu
jest wystepuje catkowicie po jakims zdarzeniu wspdtczesnym z jego
poczgtkiem.

Przyjmujemy zatem, co nastepuje aksjomat:
ab  Veyeu(Fzeu(zPy AzSx) = Feu(zPy AzICx)). (e)
Z (e), (ss) i (x2) mamy:
Veyeu(xEy = F,eu(zPy AzICx)). (e)

Ostatni warunek jest niezbedny do pokazania, ze skonstruowane dalej
chwile w ogéle istniejg; a doktadniej, ze kazde zdarzenie ma chwile
poczatkowa.



Drugi «egzystencjalnie zaangazowany» aksjomat

Zauwazmy, ze
@ (e) wynika z (ss), (*£) L (&).
@ (*7) wynika z (df IC), (') i (ss).
@ Tréjka {(e), (*e), (ss)} aksjomatdéw jest definicyjnie réwnowazna z

{(e'), (x€), (ss)}-



Drugi «egzystencjalnie zaangazowany» aksjomat

Zauwazmy, ze
@ (e) wynika z (ss), (*£) L (&).
@ (*7) wynika z (df IC), (') i (ss).
@ Tréjka {(e), (*e), (ss)} aksjomatdéw jest definicyjnie réwnowazna z

{(e'), (x€), (ss)}-
Warunki (e) t (¢') nie wynikaja z aksjomatéw al-a5 i przyjetych definicji.



Chwile

Ze zdarzen jako ,sktadnikéw $wiata rzeczywistego” Russell [1914, 1936]
skonstruowat abstrakcyjne obiekty zwane chwilami (instants), jako
pewne dystrybucyjne zbiory zdarzen. Dana chwila ma by¢ zbiorem
wszystkich jednoczesnych zdarzen, czyli méwigc obrazowo — takich,
ktére maja przynajmniej jeden wspdlny moment trwania. Parafrazujac
cytat dotyczacy punktéow stworzonych przez Whiteheada, mozemy
powiedzie¢: dang chwile definiujemy jako zbidér wszystkich zdarzen, o
ktérych naturalnie powiemy, ze wszystkie one w niej wystepuja. Russell
[1914] opisuje tworzenie natychmiastowej wiadomos$ci nieformalnie
nastepujacymi stowami:



Chwile

Ze zdarzen jako ,sktadnikéw $wiata rzeczywistego” Russell [1914, 1936]
skonstruowat abstrakcyjne obiekty zwane chwilami (instants), jako
pewne dystrybucyjne zbiory zdarzen. Dana chwila ma by¢ zbiorem
wszystkich jednoczesnych zdarzen, czyli méwigc obrazowo — takich,
ktére maja przynajmniej jeden wspdlny moment trwania. Parafrazujac
cytat dotyczacy punktéow stworzonych przez Whiteheada, mozemy
powiedzie¢: dang chwile definiujemy jako zbidér wszystkich zdarzen, o
ktérych naturalnie powiemy, ze wszystkie one w niej wystepuja. Russell
[1914] opisuje tworzenie natychmiastowej wiadomos$ci nieformalnie
nastepujacymi stowami:

WeZmy grupe zdarzern, z ktérych dowolne dwa naktadajg sie na

siebie, tak aby byt jakis czas, chocby krotki, kiedy wszystkie

zaistniejg. Jesli jest jakies inne zdarzenie, ktdre jest jednoczesne z

nimi wszystkimi, dodajmy je do grupy; idzmy dalej, az skonstruujemy

takg grupe, ze zadne zdarzenie z poza grupy nie jest réwnoczesne z

nimi wszystkimi, ale wszystkie zdarzenia wewngtrz grupy sq ze sobg

jednoczesne. Zdefiniujmy catg te grupe jako chwile czasu.



Chwile

Bardziej formalnie opisat to Russell na poczatku artykutu [1936]:
Ogdlnie przyjmuje sie, Ze chwile sg matematycznymi konstrukcjami,
a nie fizycznymi przedmiotami. Jesli zatem chwile sg, to muszg one
by¢ klasami zdarzen o okreslonych wtasciwosciach. Z powodow
wyjasnionych w Our Knowledge of the External World, strony
116-120, chwila jest najbardziej naturalnie definiowana jako grupa
zdarzeni majgca nastepujgce dwie wtasciwosci:

@ Dowolne dwa elementy tej grupy czasowo zachodzq na siebie
[}

@ Nie istnieje zdarzenie z poza tej grupy, ktére czasowo zachodzi
na wszystkie zdarzenie z tej grupy.



Chwile

Bardziej formalnie opisat to Russell na poczatku artykutu [1936]:

Ogdlnie przyjmuje sie, Ze chwile sg matematycznymi konstrukcjami,
a nie fizycznymi przedmiotami. Jesli zatem chwile sg, to muszg one
by¢ klasami zdarzen o okreslonych wtasciwosciach. Z powodow
wyjasnionych w Our Knowledge of the External World, strony
116-120, chwila jest najbardziej naturalnie definiowana jako grupa
zdarzen majgca nastepujgce dwie wtasciwosci:
@ Dowolne dwa elementy tej grupy czasowo zachodzq na siebie
[}
@ Nie istnieje zdarzenie z poza tej grupy, ktére czasowo zachodzi
na wszystkie zdarzenie z tej grupy.

Zatem dla Russella zbidér a zdarzen jest chwila (instant) wtw o spetnia
nastepujace dwa warunki:

(1) =Fueu(vu & a A Vxeaq uS x).
(CZ) vx,yea xS Y,



Chwile

Para podanych warunkéw jest logicznie réwnowazna nastepujacym:

Vieu(u € @ © Vyeq u S x), e, a={ueU:VyequSx}
(In)
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Powyzsze odpowiada definicji zastosowanej przez Russella w [1936].



Chwile

Para podanych warunkéw jest logicznie réwnowazna nastepujacym:

Vieu(u € @ © Vyeq u S x), e, a={ueU:VyequSx}
(In)

Niech In bedzie rodzing wszystkich chwil.
Poniewaz {u € U : Vyeq : uSx} =({S'x : x € a}, dowolna chwila «
bedzie spetniac¢ nastepujaca réwnosc:

a:ﬂ{g'x:xe a}. (In)
Powyzsze odpowiada definicji zastosowanej przez Russella w [1936].

Uzywajac warunkéw (c1) i (c2) otrzymujemy nastepujace kryterium
tozsamosci momentow:

va,Beln(a = B — vxeavyEB xS y)' (13)



Chwile

Co wiecej, ostatni cytat pokazuje, ze intencja Russella byto, aby chwile
byty maksymalnymi zbiorami zdarzen (wzgledem relacji zawierania).
Rzeczywiscie, uzywajac (13), mozemy udowodnic:
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Chwile

Co wiecej, ostatni cytat pokazuje, ze intencja Russella byto, aby chwile
byty maksymalnymi zbiorami zdarzen (wzgledem relacji zawierania).
Rzeczywiscie, uzywajac (13), mozemy udowodnic:

Fact 1

Zbidr In jest identyczny z rodzing wszystkich maksymalnych zbioréw
zdarzen spetniajgcych warunek (c2).
Bardziej precyzyjnie::
@ Wszystkie zbiory z In are maksymalne, tj. dla wszystkich a, B € In,
jeslia € B, to a = B.

@ Wszystkie maksymalne zbiory spetniajgce (c2) nalezg do In.

Poniewaz istnieje co najmniej jedno zdarzenie, dzieki (c1) otrzymujemy,
ze zadna chwila nie jest zbiorem pustym.



Kazde zdarzenie jest ,w” co najmniej jednej chwili

Mozemy réwniez uzyskaé, ze rodzina In nie jest pusta, tj. istnieje co
najmniej jedna chwila. Co wiecej, mozna to udowodnic¢

ze kazde zdarzenie jest ,w” co najmniej jednej chwili, tj. ze przy
jakimkolwiek zdarzeniu istnieje co najmniej jedna klasa, ktorej
uzywalismy przy definiowaniu chwil, ktérej jest sktadnikiem. W tym
celu [... ] zostanie pokazane, ze [klasa zdarzeri wspdtistniejgcych z
poczgtkiem danego zdarzenia] jest pierwszg chwilg, w ktérej dane
zdarzenie istnieje. [Russell, 1914]
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(jako chwile):
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Kazde zdarzenie jest ,w” co najmniej jednej chwili

Mozemy réwniez uzyskaé, ze rodzina In nie jest pusta, tj. istnieje co

najmniej jedna chwila. Co wiecej, mozna to udowodnic¢
ze kazde zdarzenie jest ,w” co najmniej jednej chwili, tj. ze przy
jakimkolwiek zdarzeniu istnieje co najmniej jedna klasa, ktorej
uzywalismy przy definiowaniu chwil, ktérej jest sktadnikiem. W tym
celu [... ] zostanie pokazane, ze [klasa zdarzeri wspdtistniejgcych z
poczgtkiem danego zdarzenia] jest pierwszg chwilg, w ktérej dane
zdarzenie istnieje. [Russell, 1914]

Zatem dla dowolnego zdarzenia x Russell wybiera nastepujacy zbiér
(jako chwile):

¢ :={ueU:uvICx} (df @)

Ale zeby powiedzied, ze ¢y .jest pierwsza chwila, w ktérej [x] istnieje”
musimy mie¢ jakis porzadek w zbiorze In (ktéry dalej przedstawimy).



Teraz zauwazmy, ze w swietle (df IC), zwrotnosci IC, (ss), (x£), (cp) i
(€’), mozemy udowodnié ze:

Dla kazdego zdarzenia x zbior ¢y jest takg chwilg, ze x € ¢.
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(€’), mozemy udowodnié ze:

Dla kazdego zdarzenia x zbior ¢y jest takg chwilg, ze x € ¢.

To In # @ zostato udowodnione konstruktywnie. Tak wiec, bez uzycia
aksjomatu wyboru uzyskujemy istnienie maksymalnych niepustych
podzbioréw LU spetniajgcych warunek (c2).
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aksjomatu wyboru uzyskujemy istnienie maksymalnych niepustych
podzbioréw LU spetniajgcych warunek (c2).

Dla dowolnego zdarzenia x ktadziemy:
Ic:={a€ln:x e€a},

tj. I jest rodzing chwil, w ktérych x istnieje.

Z Faktu 2 mamy, ze ¢, € I, # @.
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Russell [1914] przyjat, ze:

jedna chwila jest przed drugg, jesli grupa, ktdra jest jedng chwilg,
zawiera zdarzenie, ktére jest wczesniejsze niz, ale nie jednoczesne z
jakims zdarzeniem w grupie, ktdra jest drugg chwilg.

Formalnie wprowadzamy binarng relacje <, jest przed(is before) w

rodzinie In:

a < B = ycoTyepxPy. (df <)

Russell konczy poprzednio cytowany fragment nastepujacymi stowami:

Pozostaje pokazad, ze [dana chwila jako grupa zdarzer] ma
wtasciwosci, ktérych oczekujemy od chwili.” Russell stawia trzy
wymogi.
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rodzine In.
Mozna to udowodni¢ stosujgc przyjete definicje, (t+5), (13) i (c}).
Relacja < jest przeciwzwrotna, przechodnia i liniowa (connex):

Vaein @ 74 a,
va,ﬁ,yeln(a <BAB<y = a< V):
Vapgem(@#FB = a<BV B <a),

Zatem < jest réwniez asymetryczna i ko-przechodnia:

Va,em(a < B = B#£a),
va,ﬁ,yeln(a <B = a<yVy< B)

Standardowo dla wszystkich a, B € In ktadziemy:

axXB = a<BVa=8B.

(as<)

(ct<)

(df )
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Pierwszy wymdg mowi, ze relacja < ma ostro totalnie porzadkowac
rodzine In.

Mozna to udowodni¢ stosujgc przyjete definicje, (t+5), (13) i (c}).
Relacja < jest przeciwzwrotna, przechodnia i liniowa (connex):

Voem @ £ a, (irr<)
Vagyem(@ <BAB <y = a<vy), (t<)
Vagem(@a # B = a < BV B <a), (c<)

Zatem < jest réwniez asymetryczna i ko-przechodnia:

va,Beln(a < B - B 7Q a)r (as<)
Vagyem(@ < B = a<yVy=<§B). (ctx)

Standardowo dla wszystkich a, B € In ktadziemy:
a<XB <= a<BVa=§H. (df <)

Relacja < jest totalnym porzadkiem w In.
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Dzieki (c2) i (x£), mozemy udowodni¢:
VaemVxyeaVueulx Pu = y Eu). (14)
Z (14) potrafimy uzyskac:
VaeinVxea 0 A ¢« VxeuTaer, a < ¢x. (15)

Zatem ¢ jest minimalnym elementem w I, gdyz ¢, € L.

Z (c<) i (1D), poniewaz x € ¢4, otrzymujemy, ze ¢, jest pierwsza chwila,
w ktdrej x istnieje. Formalnie:

VXEUVD(E]IX d)x ﬁ a. (16)
Z Faktu 2, (as.), (15), (c), (t5) i (ct) mozemy dostac:
ViyeUulx By <= ¢, < ¢y). (17)

Stad i z (c<) mamy:
Viyeulnx By & ¢, < ¢y). (18)
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moment, w ktérym drugie jest.



Drugi wymag

Drugi wymadg Russella dotyczace In i < sktada sie z trzech czesci:
[-.. ] kazde zdarzenie musi mie¢ okreslong liczbe chwil;, dwa zdarzenia
sg jednoczesne, jesli sqg w tej samej chwili, a jedno jest przed drugim,
jesli jest chwila, w ktorej jest to jedno, ktdre jest wczeSniejsze niz
moment, w ktérym drugie jest.

Jak dotad pokazalismy tylko, ze ¢ jest pierwsza chwilg, w ktdrej dane
zdarzenie x istnieje. Nie znalezlismy jednak ,okreslonej liczby
momentow”, w ktérych zdarzenie ma miejsce.



Drugi wymag

Drugi wymadg Russella dotyczace In i < sktada sie z trzech czesci:
[-.. ] kazde zdarzenie musi mie¢ okreslong liczbe chwil;, dwa zdarzenia
sg jednoczesne, jesli sqg w tej samej chwili, a jedno jest przed drugim,
jesli jest chwila, w ktorej jest to jedno, ktdre jest wczeSniejsze niz
moment, w ktérym drugie jest.

Jak dotad pokazalismy tylko, ze ¢ jest pierwsza chwilg, w ktdrej dane
zdarzenie x istnieje. Nie znalezlismy jednak ,okreslonej liczby
momentow”, w ktérych zdarzenie ma miejsce.

Z Faktu 2 i (as¢), (c2), mozemy jedynie otrzyma¢, ze ,dwa zdarzenia sg
jednoczesne jesli sa w tej samej chwili”. Mamy réwnowaznosc:

Veyeul(xSy <= deexx,y € a = L. N1, # 2). (19)



Drugi wymag

Drugi wymadg Russella dotyczace In i < sktada sie z trzech czesci:

[-.. ] kazde zdarzenie musi mie¢ okreslong liczbe chwil;, dwa zdarzenia
sg jednoczesne, jesli sqg w tej samej chwili, a jedno jest przed drugim,
jesli jest chwila, w ktorej jest to jedno, ktdre jest wczeSniejsze niz
moment, w ktérym drugie jest.

Jak dotad pokazalismy tylko, ze ¢ jest pierwsza chwilg, w ktdrej dane
zdarzenie x istnieje. Nie znalezlismy jednak ,okreslonej liczby
momentow”, w ktérych zdarzenie ma miejsce.

Z Faktu 2 i (as¢), (c2), mozemy jedynie otrzyma¢, ze ,dwa zdarzenia sg
jednoczesne jesli sa w tej samej chwili”. Mamy réwnowaznosc:
Veyeul(xSy <= deexx,y € a = L. N1, # 2). (19)
Zatem z (c1), (c2) i (dfsC¢) mamy:
Viyeulx Bty & I, C1)). (20)



Drugi wymag

Drugi wymadg Russella dotyczace In i < sktada sie z trzech czesci:

[-.. ] kazde zdarzenie musi mie¢ okreslong liczbe chwil;, dwa zdarzenia
sg jednoczesne, jesli sqg w tej samej chwili, a jedno jest przed drugim,
jesli jest chwila, w ktorej jest to jedno, ktdre jest wczeSniejsze niz
moment, w ktérym drugie jest.
Jak dotad pokazalismy tylko, ze ¢ jest pierwsza chwilg, w ktdrej dane
zdarzenie x istnieje. Nie znalezlismy jednak ,okreslonej liczby
momentow”, w ktérych zdarzenie ma miejsce.

Z Faktu 2 i (as¢), (c2), mozemy jedynie otrzyma¢, ze ,dwa zdarzenia sg
jednoczesne jesli sa w tej samej chwili”. Mamy réwnowaznosc:

Veyeul(xSy <= deexx,y € a = L. N1, # 2). (19)
Zatem z (c1), (c2) i (dfsC¢) mamy:
Veyeulx Cry < I, 1)) (20)
Stad stosujac (df, CS), mamy:
Veyeu(x CSy <= I, =1,). (21)



Trzeci wymadg

Trzeci wymég moéwi, ze relacja < jest gesta w In, tj.:

va,Beln(a < B — Elyeln(a <y A y < B)) (d<)



Trzeci wymadg

Trzeci wymég moéwi, ze relacja < jest gesta w In, tj.:
va,Beln(a < B — Elyeln(a <yAy< B)) (d<)

Aby to osiagna¢, Russell [1914] przyjat pewien warunek, ktéry powtérzyt
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Trzeci wymadg

Trzeci wymég moéwi, ze relacja < jest gesta w In, tj.:
va,Beln(a < B — Elyeln(a <yAy< B)) (d<)

Aby to osiagna¢, Russell [1914] przyjat pewien warunek, ktéry powtérzyt
w punkcie Il przypisu 1 jako: ,(f) Jesli jedno zdarzenie catkowicie
poprzedza drugie, to istnieje zdarzenie catkowicie po pierwszym i
jednoczesne z jakims, ktorej catkowicie wystepuje przed drugim.”
Formalnie:

a7 Veyeu(xPy = FreulxPz AJueu(zSuA uPy)). (£)

Dzieki (xf) mamy:
Vx,yeu(xPy = Elzeu(xPz/\zEy)). (£)

Mozna udowodni¢, ze (d<) wynika z Faktu 2 oraz warunkéw (£'), (16),
(17), (t-).
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Druga teoria zdarzen i chwil Russell [1936] to teoria struktur o postaci
(U, P), gdzie U to niepuste uniwersum ztozone ze zdarzen, a P to
relacja binarna w U.



Druga teoria zdarzen i chwil Russella

Druga teoria zdarzen i chwil Russell [1936] to teoria struktur o postaci
(U, P), gdzie U to niepuste uniwersum ztozone ze zdarzen, a P to
relacja binarna w U.

W takich strukturach Russell definiuje relacje S := P\ P, tj. w notacji
elementarnej uzywa warunku (df, S).



Druga teoria zdarzen i chwil Russella

Druga teoria zdarzen i chwil Russell [1936] to teoria struktur o postaci
(U, P), gdzie U to niepuste uniwersum ztozone ze zdarzen, a P to
relacja binarna w U.

W takich strukturach Russell definiuje relacje S := P\ P, tj. w notacji
elementarnej uzywa warunku (df, S).

Pierwsze trzy aksjomaty drugiej teorii Russella wyrazaja
przeciwzwrotnos¢ relacji P oraz przechodnio$¢ dwdch relacji P i So P.
Tak wiec w notacji elementarnej Russell uzyt warunkow:

Veyzeu (Jueu(x SuA uPy) A
JueulySuANuPz) = FJuculySun uPz)), (tsop)



Druga teoria zdarzen i chwil Russella

Druga teoria zdarzen i chwil Russell [1936] to teoria struktur o postaci
(U, P), gdzie U to niepuste uniwersum ztozone ze zdarzen, a P to
relacja binarna w U.

W takich strukturach Russell definiuje relacje S := P\ P, tj. w notacji
elementarnej uzywa warunku (df, S).

Pierwsze trzy aksjomaty drugiej teorii Russella wyrazaja
przeciwzwrotnos¢ relacji P oraz przechodnio$¢ dwdch relacji P i So P.
Tak wiec w notacji elementarnej Russell uzyt warunkow:

Veyzeu (Jueu(x SuA uPy) A
JueulySuANuPz) = FJuculySun uPz)), (tsop)

W [1936] Russell uzyt takze relacje: zaczyna sig przed := S o P, zaczyna
sie po:=PoS, konczy sie po:=So Pi koriczy sie przed := P o S.



Druga teoria zdarzen i chwil Russella

Druga teoria zdarzen i chwil Russell [1936] to teoria struktur o postaci
(U, P), gdzie U to niepuste uniwersum ztozone ze zdarzen, a P to
relacja binarna w U.

W takich strukturach Russell definiuje relacje S := P\ P, tj. w notacji
elementarnej uzywa warunku (df, S).

Pierwsze trzy aksjomaty drugiej teorii Russella wyrazaja
przeciwzwrotnos¢ relacji P oraz przechodnio$¢ dwdch relacji P i So P.
Tak wiec w notacji elementarnej Russell uzyt warunkow:

Veyzeu (Jueu(x SuA uPy) A
JueulySuANuPz) = FJuculySun uPz)), (tsop)

W [1936] Russell uzyt takze relacje: zaczyna sig przed := S o P, zaczyna
sie po:=PoS, konczy sie po:=So Pi koriczy sie przed := P o S.
Poniewaz S jest symetryczne, tj. S = S, zaczyna sie po i koriczy przed sa
odwrotne do zaczyna sie przed i koriczy sie po.



Porownanie obu teorii Russella

Aby poréwnad teorie z [1936] z teorig z [1914] musimy zdefiniowa¢
relacje E w tej pierwszej. W tym celu zatézmy, ze E := S o P =: zaczyna
sie przed.
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pierwszej teorii opartej na aksjomatach a1-ab, czyli mozemy udowodnié,
ze:

Teoria oparta na (ixry), (ts), (ts.p), (dfpS) i (xe) jest rownowazna z
teorig opartg na al-ab i (df P).
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Aby poréwnad teorie z [1936] z teorig z [1914] musimy zdefiniowa¢
relacje E w tej pierwszej. W tym celu zatézmy, ze E := S o P =: zaczyna
sie przed.

Mozemy udowodnié, ze fragment drugiej teorit Russella oparty na trzech
pierwszych aksjomatach jest definitywnie réwnowazny fragmentowi jego
pierwszej teorii opartej na aksjomatach a1-ab, czyli mozemy udowodnié,
ze:

Teoria oparta na (ixry), (ts), (ts.p), (dfpS) i (xe) jest rownowazna z
teorig opartg na al-ab i (df P).

Dodajmy, ze w drugiej teorii Russell takze przyjmuje aksjomat ab
(potrzebny dla otrzymania, ze ¢y jest chwilg).

W [1936] Russell definiuje rodzine In tak samo jak w [1914].
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Teoria Thomasona z [1989], tak jak druga teoria Russella z [1936], jako
pierwotne pojecie ma relacje P, ktéra charakteryzuja dwa aksjomaty
(irrp) @ (Thy). Zatem w teorii Russella z [1936] otrzymamy oba
aksjomaty teorii Thomasona.
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Teoria zdarzen Thomasona

Teoria Thomasona z [1989], tak jak druga teoria Russella z [1936], jako
pierwotne pojecie ma relacje P, ktéra charakteryzuja dwa aksjomaty
(irrp) @ (Thy). Zatem w teorii Russella z [1936] otrzymamy oba
aksjomaty teorii Thomasona.

Ponadto, Thomason [1989] definiuje relacje rozpoczyna sie przed i
konczy sie przed odpowiednio jako bb := (P)"oP i eb:=Po (P).
A zatem, dzieki (df,E), relacja bb odpowiada relacji E.

Dzieki uzyskanemu w teorii z [1914] warunkowi:
Vx_yeu(Elzeu(x PzAzSy) < J,culxPzA-yP z))

mamy eb = P o S. A zatem relacja eb koresponduje z relacjq A, gdyz
A=(SoP)=PoS=PoS.

Z (Thy) otrzymujemy x Py AyPx=xPxVyPy'i
‘XxPyANyPu=xPuVyPy' Stadiz (irr,) mamy odpowiednio (as;)
i (ts)



Porownanie obu teorii Russella z teoria Thomasona

Aby poréwna¢ teorie Russella z teorig z [Thomason, 1989], musimy
zdefiniowad relacje E i S w tej ostatniej. W tym celu zatézmy, ze

E:= (P)oP =:bb, czyli w notacji elementarnej uzywamy (df, E); oraz
S := PN (P), czyli w notacji elementarnej uzywamy (df,S).



Porownanie obu teorii Russella z teoria Thomasona

Aby poréwna¢ teorie Russella z teorig z [Thomason, 1989], musimy
zdefiniowad relacje E i S w tej ostatniej. W tym celu zatézmy, ze

E:= (P)oP =:bb, czyli w notacji elementarnej uzywamy (df, E); oraz
S := PN (P), czyli w notacji elementarnej uzywamy (df,S).

Mozemy udowodnié, ze zaréwno fragment pierwszej teorii Russella z
aksjomatami a1-ab, jak i fragment drugiej teorii Russella opartej na
pierwszych trzech jej aksjomatach sa definicyjnie réwnowazne z teorig
Thomasona oparta na (irry) i (Thy), tj. mozemy to udowodnic¢ (por.
Twierdzenie 3):

Theorem 4

Nastepujgce teorie sg rownowazne:

@ teoria oparta na (ixry), (ts), (tsep), (dfsS) i (xe);
@ teoria oparta na al-ab i (df P);
@ teoria oparta na (irr;), (Thy), (df-E) i (dfpS).
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