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- Wstep -

Fundamentalne pojecia wspoélczesnej teorii reprezentacji algebr wywodza sie wilasciwie z powstalej
okolo potowy XIX wieku teorii grup i algebr Liego, ktérej glebokie wyniki istotnie wiazaly sie z opisem
reprezentacji grup, a w tym konkretnym przypadku, reprezentacji zwartych grup Liego. Dalszy rozwdj
tych idei zaowocowal miedzy innymi wyabstrahowaniem koncepcji reprezentacji dla grup skoriczonych,
co bezposrednio przyczynilo sie do zdefiniowania pojecia reprezentacji skoriczenie wymiarowej algebry
nad ciatem, przypisywanego F. G. Frobeniusowi. Na poczatku XX wieku znaczaco rozwinieto wiedze
o reprezentacjach algebr, czego uwiericzeniem bylo wprowadzenie przez E. Noether okoto 1939 roku
pojecia modutu, ktére zrewolucjonizowato 6wczesne podejscie do badan.

Gléwna uwage skupiono odtad na badaniu réznych wtasnosci kategorii mod A skoriczenie genero-
wanych prawych A-modutéw nad algebrami artinowskimi A nad przemiennymi pier§cieniami artinow-
skimi K, gdzie przez algebre artinowska rozumiemy K-algebre, ktora jest skorficzenie generowana jako
K-modut. Szczegélne osiagniecia w tym kierunku zawdzieczamy rozwinietej w latach 70" ubiegtego
wieku przez M. Auslandera oraz I. Reiten teorii ciagdw prawie rozszczepialnych, ktérej przefomowe
wyniki daly istotny wglad w homologiczna strukture kategorii mod A oraz jej petnej podkategorii ind A
skladajacej sie z modutéw nierozkladalnych. W szczegélnosci, autorzy ci zdefiniowali bardzo wazny
kombinatoryczny i homologiczny niezmiennik algebry artinowskiej A nazywany kotczanem Auslander-
Reiten algebry A, oznaczanym przez I'y. Struktura tego kolczanu odzwierciedla istotne wtasnosci kate-
gorii ilorazowej mod A/ rad}, gdzie rad} jest nieskoriczonym radykatem Jacobsona kategorii mod A, to
znaczy, przekrojem wszystkich poteg rad);, n > 1, radykatu Jacobsona rad 4 kategorii mod A. Ponadto lo-
kalne wiasnosci kotczanu I' 4 sa SciSle zwiazane z pojeciem ciagu prawie rozszczepialnego. Wspominamy
jeden z wynikéw teorii Auslandera-Reiten, na mocy ktérego, dla kazdego modutu nieprojektywnego X
w ind A istnieje nierozszczepialny ciag dokladny w mod A postaci

0> 12 X—>E—->X—-0,

ztozony z pewnych szczegélnych odwzorowan, ktére spetniaja $cisle okreslone uniwersalne wtasnosci
faktoryzacji, zas 14X = DTrX jest tak zwana translacja Auslandera-Reiten modutu X, przy czym Tr
jest operacja brania transpose oraz D = Homg(—, E) funktorem dualnoéci standardowej na mod A, gdzie
E jest pewnym minimalnym injektywnym kogeneratorem w mod K. Przypominamy réwniez za A.
Skowronskim [39], ze spéjna skladowa C kotczanu I'y nazywana jest uogélniong standardowq sktadowg, o
ile rad} (X, Y) = 0 dla dowolnych modutéw XiY w C.

Bardzo waznym zadaniem teorii reprezentacji algebr jest badanie wtasnosci r6znych drég pomiedzy
modutami nierozkladalnymi w kategoriach mod A algebr artinowskich A. Przypomnijmy za C. M.
Ringelem [34], ze drogg w ind A nazywamy kazdy ciag homomorfizméw w mod A postaci

PARELES P

gdzie X, Xy, ..., X, sa modutami w ind A, za$ wszystkie homomorfizmy fi, ..., f, sa niezerowe i naleza
do rady, lub réwnowaznie, sa niezerowymi nieizomorfizmami w ind A. Powiemy w tym przypadku
réwniez, ze modut X,, jest nastepnikiem modutu Xo w ind A, oraz analogicznie, ze Xy jest poprzednikiem
modutu X, wind A. Niezwykle istotna role w opisie kategorii ind A pelnia szczeg6lnego typu drogi, ktore
nazywane sa cyklami. Odnotujmy, ze cyklem w ind A nazywana jest kazda droga w ind A powyzszej
postaci, dla ktérej moduly X, i Xy sa izomorficzne w ind A. Bezposrednio zwiazane z pojeciem cyklu



jest rowniez pojecie modulu kierujacego. Przypomnijmy za C. M. Ringelem [34], ze kierujgcym nazwy-
wany jest kazdy modut w ind A, ktéry nie lezy na zadnym cyklu w ind A. Wspominamy takze znany
wynik uzyskany niezaleznie przez L. Peng i J. Xiao [30] oraz A. Skowroriskiego [40], na mocy ktérego
kolczan Auslandera-Reiten dowolnej algebry artinowskiej A zawiera co najwyzej skoriczenie wiele 74-
orbit zawierajacych modutly kierujace. Ponadto jeden z wynikéw C. M. Ringela w [34] méwi, Ze algebra
no$nikowa dowolnego modutu kierujacego jest algebra odwrécona algebry dziedzicznej. Co wiecej, w
pracy I. Assema oraz A. Skowrorniskiego [1] wprowadzono réwniez pewna bardzo istotna klase algebr
nazywanych algebrami cyklowo skoficzonymi. Odnotujmy tylko, ze algebra A jest cyklowo skoriczona, o
ile wszystkie cykle w ind A sa skoriczone, to znaczy, sktadaja sie wylacznie z homomorfizméw w ind A nie
nalezacych do radjf. Jest to bardzo szeroka i niezbedna dla naszych rozwazan klasa algebr, zawierajaca
miedzy innymi, wszystkie algebry skoficzonego reprezentacyjnego typu, oswojone algebry odwroécone,
czy oswojone uogoélnione algebry podwojnie odwrdcone, o ktérych wspominamy dalej.

Niniejsza rozprawa ma ogoélnie na celu badanie pewnych homologicznych probleméw dla klasy al-
gebr cyklowo skoniczonych, ktérych sformulowania zostaty zakomunikowane przez A. Skowroniskiego
jako hipotezy dla algebr artinowskich. Rozstrzygniecie tych hipotez w ogélnosci stanowi dalece nieba-
nalny problem otwarty, ktérego rozwiazaniu, w pewnym szczegélnym, aczkolwiek dos¢ interesujacym
i wymagajacym przypadku, pos§wiecone sa rozwazania tej pracy.

Wraz z poczatkiem lat 80" ubieglego wieku pojawila sie w teorii reprezentacji algebr bardzo wazna
klasa algebr odwréconych, ktérej wprowadzenie zawdzieczamy D. Happelowi i C. M. Ringelowi [17].
Przypominamy, Ze algebry odwrécone sa z definicji algebrami endomorfizméw postaci Endy(T), gdzie T
jest modutem odwracajacym T'w mod H, dla pewnej algebry dziedzicznej H. Warto réwniez wspomnie¢
znane kryterium Liu-Skowroniskiego, ktére orzeka, ze algebra A jest algebra odwrécona wtedy i tylko
wtedy, gdy kolczan I'y zawiera dokladna uogélniona standardowa skladowa C posiadajaca tak zwana
sekcje, to znaczy, spdjny acykliczny i wypukly podkolczan w C zawierajacy dokladnie jeden modut
z kazdej t4-orbity w C. Klasa algebr odwréconych byla intensywnie badana przez nastepne lata, co
doprowadzilo do rozwoju wielu ciekawych koncepgji i uogélnier. Mozna tu przywota¢ miedzy innymi,
wprowadzone przez D. Happela, I. Reiten oraz S. O. Smale [16] tak zwane algebry quazi-odwrdcone, ktére
tworza istotnie szersza klase niz algebry odwrécone. Odnotujmy tylko za autorami, ze algebra nazywana
jest quazi-odwrdcong, o ile jest izomorficzna z algebra endomorfizméw pewnego obiektu odwracajacego
w K-kategorii dziedzicznej. Co wiecej, wéréd gléwnych wynikéw [16] znalazta rowniez miejsce istotna
homologiczna charakteryzacja tej klasy algebr, na mocy ktérej algebra artinowska A jest algebra quazi-
odwrécona wtedy i tylko wtedy, gdy gl. dim A < 2 oraz dla kazdego modutu X w ind A zachodzi pd , X <
11lub id4 X < 1. Wyniki te staty sie naturalna motywacja do badania szerszej klasy algebr nazywanych
algebrami o matych wymiarach homologicznych, ktére sa algebrami A takimi, ze dowolny modut X w
ind A spetnia pd, X < 11lubids X < 1. Skadinad wiadomo, ze kazda taka algebra spelnia ograniczenie
gl.dim A < 3. Tak wiec na mocy [16] dowolna algebra A jest algebra quazi-odwrécona wtedy i tylko
wtedy, gdy A jest algebra o matych wymiarach homologicznych z gl. dim A < 2. Zauwazono réwniez,
ze zaréwno klase algebr quazi-odwréconych, jak i algebr o matych wymiarach homologicznych mozna
w ciekawy sposob scharakteryzowaé w terminach pewnych petnych podkategorii w ind A oznaczanych
symbolami .Z4 oraz %, zdefiniowanych w pracy [16] w nastepujacy sposéb:

o Zjest pelna podkategoria w ind A sktadajaca sie ze wszystkich A-modutéw X, dla ktérych pd , X <
1 oraz kazdy poprzednik Y modutlu X w ind A ma réwniez pd, Y < 1;

® Zajest pelna podkategoria w ind A skiadajaca sie ze wszystkich A-modutéw X, dla ktérychidy X <
1 oraz kazdy nastepnik Z modutu X w ind A ma réwniez id4 Z < 1.

Algebry o matych wymiarach homologicznych stanowity przez diugi czas wazny obiekt badan, jako
interesujace uogodlnienie algebr quazi-odwréconych. Odnotujmy réwniez, ze klasa ta posiada istotna
charakteryzacje ustanowiona przez F. U. Coelho oraz M. Lanzilotte w pracy [7]. Zostalo tam bowiem
udowodnione, ze algebra artinowska A jest algebra o matych wymiarach homologicznych wtedy i tylko
wtedy, gdy Z4 U Z4 = ind A. Ponadto znana byla juz wczesniej charakteryzacja klasy algebr quazi-
odwréconych (patrz [16]), ktéra orzeka, ze algebra artinowska A jest quazi-odwrécona wtedy i tylko
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wtedy, gdy klasa .Z4 zawiera wszystkie moduty projektywne w ind A, lub réwnowaznie, klasa %4 za-
wiera wszystkie moduly injektywne w ind A. Ze wzgledu na do$¢ dobra znajomos¢ kategorii modutéw
algebr quazi-odwrdconych, szczegélna uwage zwrécono na badanie pozostatych algebr o matych wy-
miarach homologicznych, to znaczy, algebr A o malych wymiarach homologicznych z gl.dimA = 3,
ktére nazywane sa réwniez algebrami o scisle matych wymiarach homologicznych. Peten opis struktury
kategorii moduléw algebr o $ciSle matych wymiarach homologicznych zawdzieczamy I. Reiten i A.
Skowronskiemu [31], ktérzy odkryli, ze kotczan Auslandera-Reiten tego typu algebr ma pewne zbli-
zone strukturalne wlasnosci do kotczanéw Auslandera-Reiten algebr odwréconych, w szczegdlnosci
dowodzac réwniez, ze posiada zawsze wyrdzniona sktadowa zawierajaca tak zwana podwdjng sekcje, to
znaczy, podkolczan spetniajacy kilka warunkéw uogdlniajacych definicje sekcji w sktadowej. Wspomi-
nani autorzy wykazali tez, ze w przypadku klasy algebr o ci$le matych wymiarach homologicznych
zachodzi analogiczne, do obowiazujacego dla algebr odwréconych kryterium Liu-Skowroniskiego, kryte-
rium charakteryzujace te klase algebr poprzez istnienie uogélnionej standardowej skfadowej w kotczanie
Auslandera-Reiten zawierajacej dokltadna podwdjna sekcje. Wprowadzono w tym celu oraz zbadano
rézne wlasnosci klasy tak zwanych algebr podwdjnie odwréconych, ktére rownowaznie mozna zdefiniowac
jako algebry A takie, ze kofczan I'4 ma dokiadna i uogélniona standardowa sktadowa zawierajaca pewna
podwdjna sekcje. Otrzymane wyniki dopelnily tym samym klasyfikacje wszystkich algebr o matych wy-
miarach homologicznych, czemu zostala poswiecona przekrojowa praca [31], ktérej wyniki pokazuja,
ze klasa ta dzieli sie na dwie roztaczne podklasy skladajace sie z algebr quazi-odwréconych oraz algebr
Scisle podwojnie odwrdconych (to znaczy algebr podwéjnie odwréconych, ktére nie sa odwrécone), lub
inaczej, ze dowolna algebra jest algebra o matych wymiarach homologicznych wtedy i tylko wtedy, gdy
jest algebra quazi-odwrécona lub algebra podwéjnie odwrécona.

Z drugiej strony, zaobserwowane strukturalne wlasnoéci kotczanéw Auslandera-Reiten algebr po-
dwdjnie odwréconych rzucilty réwniez nowe $wiatto na mozliwe kierunki dalszych uogélnient definicji
algebry odwréconej. Wskutek tego odkryto klase tak zwanych uogélnionych algebr podwdjnie odwréconych,
co bylo takze bezposrednio zwiazane z konieczno$cia zbadania pojecia wielosekcji, ktore jest istotnym
ogolnieniem pojecia podwajnej sekcji w skladowej. Odnotujmy tutaj, ze klasa uogélnionych algebr
podwodjnie odwréconych bardzo istotnie rozszerza klasy algebr odwréconych oraz podwdjnie odwré-
conych, ktére sa dos¢ waskimi jej podklasami, oraz w szczegdlnosci, zawiera wszystkie algebry o $cisle
matych wymiarach homologicznych. W konsekwengji, klasa algebr quazi-odwréconych lub uogélnio-
nych podwdjnie odwréconych zawiera klase algebr o matych wymiarach homologicznych, stanowiac
przy tym jej interesujace i doé¢ daleko idace uogoélnienie. Pierwszy z trzech gtéwnych probleméw ni-
niejszej pracy siega 2003 roku, kiedy po raz pierwszy zostat zakomunikowany przez A. Skowroriskiego
w pracy [46], w ktorej ustanowiono pewne ciekawe wspoélne homologiczne kryterium dla wspomi-
nanych klas algebr quazi-odwréconych oraz uogélnionych podwoéjnie odwréconych. Przypominamy
mianowicie, ze na mocy gléwnego twierdzenia [46] nastepujace warunki sa rtownowazne.

(1) Za U R4 jest koskoriczona w ind A, to jest, zawiera prawie wszystkie klasy izomorfizmu w ind A.

(ii) Istnieje co najwyzej skoriczenie wiele klas izomorfizmu modutéw w ind A leZgcych na drogach w ind A o
injektywnym poczqtku i projektywnym kovicu.

(iii) A jest algebrg quazi-odwrdcong lub uogélnionq algebrg podwijnie odwrdcong.

Powyzsze réwnowazne warunki opisuja szeroka klase algebr zawierajaca wszystkie algebry o matych
wymiarach homologicznych, czyli takie algebry A, ze pd, X < 1lub id4 X < 1, dla kazdego modulu X
w ind A, ktére jak wiadomo sa réwnowaznie scharakteryzowane poprzez wlasnos¢ £y U Z4 = ind A.
W zwiazku z tym postawiono réwniez naturalne pytanie, czy koskoniczono$é podkategorii £y U Z4 w
ind A moze by¢ réwnowaznie zastapiona stabszym warunkiem, w ktérym zadamy jedynie, aby prawie
wszystkie klasy izomorfizmu moduléw X w ind A spetniaty pd, X < 1 lub idy X < 1? Odpowiedz
na to pytanie nie jest oczywista, co stalo si¢ motywacja do sformutowania przez A. Skowronskiego
nastepujacego problemu, ktéry jest piewszym gtéwnym problemem rozwazanym w rozprawie.
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ProBLEM 1. Niech A bedzie algebrq artinowskq, dla ktdrej prawie wszystkie klasy izomorfizmu modutéw X w
ind A spetniajg pd , X < 11Iubids X < 1. Czy wéwczas klasa L U Ra jest koskoriczona w ind A?

Pojecia krotkiej drogi, czy krétkiego cyklu, pelnia réwniez bardzo istotna role w teorii reprezentacji
algebr, gdzie znalazly wiele zastosowan w réznego rodzaju charakteryzacjach algebr. Przypominamy,
ze krétkqg nazywana jest kazda droga dlugosci n = 2, to znaczy, droga postaci Xo — X; — Xo. Drugi z
probleméw niniejszej pracy zostal postawiony przez A. Skowroriskiego okoto 2013 roku i wywodzi sie
takze ze wspomnianej charakteryzacji algebr quazi-odwréconych oraz uogélnionych algebr podwajnie
odwréconych, ktéra tym razem uzupetniamy o réwnowazny warunek sformutowany w jezyku krétkich
drég. Pytamy mianowicie, czy warunek (ii) jest rOwnowazny swojej nieco stabszej wersji, w ktorej
zakladamy tylko istnienie co najwyzej skoriczenie wielu klas izomorfizmu modutéw lezacych na krétkich
drogach w ind A o injektywnym poczatku i projektywnym koricu, lub réwnowaznie, modutéw X w ind A
spelniajacych Hom4(D(A), X) # 0 oraz Homx (X, A) # 0?

PROBLEM 2. Zalézmy, Ze A jest algebrq artinowskq, dla ktérej prawie wszystkie klasy izomorfizmu modutéw X
w ind A spetniajg Homa(D(A), X) = 0 lub Homu(X, A) = 0. Czy wtedy istnieje tylko skoriczenie wiele klas
izomorfizmu modutéw nierozktadalnych lezgcych na drogach w ind A z modutéw injektywnych do projektywnych?

Réwnie istotne okazato sie badanie krétkich cykli w kategoriach modutéw, ktére w subtelny sposéb
wiaza sie z tak zwanymi krétkimi taricuchami. Odnotujmy, ze krétkim taricuchem w mod A jest kazdy
ciag niezerowych homomorfizméw w mod A postaci X — M — 14X, gdzie X jest modultem w ind A.
Woéwecezas powiemy, ze modut M w mod A jest srodkiem tego krétkiego taricucha. Wspominamy tylko,
ze na mocy wynikéw publikacji [15] oraz [33] modul nierozktadalny X w mod A nie lezy na $rodku
zadnego krétkiego cyklu w ind A wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest Srodkiem zadnego krétkiego taricucha
w mod A. Ponadto dla kazdej algebry odwréconej A istnieje pewien wierny modut w mod A nie lezacy na
$rodku zadnego kroétkiego taricucha, co jest rowniez interesujacym warunkiem koniecznym bycia algebra
odwrécona. OdpowiedZna pytanie, czy jest to takze warunek wystarczajacy, zostata sformutowana przez
autoréw [33] w postaci hipotezy otwartej, ktérej pozytywne rozstrzygniecie nastapito dopiero po okoto
20 latach, co zawdzieczamy pracy A. Jaworskiej, P. Malickiego i A. Skowroriskiego [19].

Ostatni z rozwazanych probleméw, zakomunikowany réwniez w 2013 roku przez A. Skowroriskiego,
ma nieco inne Zrédia niz poprzednie dwa, cho¢ takze dotyczy pewnej homologicznej charakteryzacji al-
gebr uogdlnionych podwojnie odwréconych. Impulsem do jego sformulowania stata sie wspominana
wyzej charakteryzacja algebr odwréconych z [19], ktéra prébowano rozszerzy¢ do odpowiedniego kry-
terium dla klasy uogélnionych algebr podwdjnie odwréconych. Przypominamy tylko, ze jezeli A jest
dowolna uogoélniona algebra podwdjnie odwrécona, to istnieje pewien modut doktadny w mod A, ktéry
jest srodkiem co najwyzej skoriczenie wielu krétkich faricuchéw. Skiania to przypuszcza¢, ze prawdziwa
jest rowniez implikacja przeciwna, co stanowi tres¢ trzeciego problemu sformulowanego ponizej.

ProBLEM 3. Niech A bedzie algebrg artinowskq. Zatézmy, ze istnieje doktadny modut w mod A, ktory jest
$rodkiem co najwyzej skoriczenie wielu krétkich faricuchéw. Czy wéwczas A jest uogélnionq algebrg podwdjnie
odwrécong?

Gléwnym celem rozprawy jest rozwiazanie sformutowanych powyzej Probleméw(I}{3|dla klasy algebr
cyklowo skoriczonych, lub inaczej, dla kategorii moduléw ze skoriczonymi cyklami. Wyniki badan
prezentowane w pracy zostaly opublikowane w trzech artykutach autora [51, 52, 53], w oparciu o ktére
powstala niniejsza rozprawa. Wspominamy tylko, ze w publikacjach dowody zostaly przeprowadzone
w 0go6lnodci, to znaczy dla dowolnych algebr artinowskich, jednak dla utrzymania gltadkosci rozwazan
oraz unikniecia niezrecznych cytowan zakladamy w catej rozprawie, ze wszystkie rozwazane algebry sa
skoriczenie wymiarowymi K-algebraminad dowolnym cialem K. Pozytywne rozstrzygniecie pierwszych
dwéch probleméw jest konsekwencja sformutowanego ponizej Twierdzenia A, stanowiacego pierwszy
z dwoéch gtéwnych wynikéw pracy.
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Twierdzenie A. Niech A bedzie algebrg cyklowo skoticzong. Wéwczas nastepujgce warunki sq réwnowazne.
(i) A jest uogélniong algebrg podwdjnie odwrdéconqg lub algebrg quazi-odwrdcong.
(ii) Dla prawie wszystkich klas izomorfizmu modutéw X w ind A zachodzi pd, X < 11lubids X < 1.

(iii) Istnieje co najwyzej skoriczenie wiele klas izomorfizmu modutéw X w ind A bedgcych Srodkami krétkich drég
w ind A o injektywnym poczqtku i projektywnym koticu.

Drugie gléwne twierdzenie, ktére sformulowane zostato ponizej, zamyka ostatecznie kwestie rozwiazania
Problemu 3 w kategoriach moduléw ze skoriczonymi cyklami.

Twierdzenie B. Dla kazdej algebry cyklowo skoriczonej A, ponizsze warunki sq réwnowazne.
(i) A jest uogélniong algebrq podwdjnie odwrdécong.
(ii) Istnieje modut doktadny M w mod A, ktdry jest Srodkiem co najwyzej skoriczenie wielu krétkich faricuchéw.

Powyzsze dwa twierdzenia stanowia gtéwne wyniki rozprawy i ich pelne dowody zostana zapre-
zentawane w zamykajacym rozdziale [5| gdzie podajemy réwniez dowody dwéch wyprowadzonych z
Twierdzenia B wnioskow, ktore formutujemy ponizej.

Wni1osek 1. Niech B bedzie (spdjng) cyklowo skoticzong uogélniong algebrg podwdjnie odwrdcong. Wowczas
dowolny modut doktadny M w mod A, ktory jest Srodkiem co najwyzej skoriczenie wielu krétkich taricuchéw w
mod A, nalezy do kategorii addytywnej add C pewnej sktadowej tgczqcej C kotczanu T 4.

WNIOSEK 2. Zatézmy, ze A jest algebrq cyklowo skoriczong, M za$ dowolnym modutem w mod A, ktory jest
$rodkiem co najwyzej skoriczenie wielu krotkich taricuchéw w mod A. Wéwczas algebra ilorazowa B = A(M) :=
A/ Anna(M) algebry A jest produktem B = By X -+ X By, m > 1, algebr By, ..., By, gdzie:

(a) dla kazdegoi € {1,...,m}, algebra B; jest cyklowo skoticzong uogdlniong algebrq podwdjnie odwrécong;

(b) jesliM = My @ --- & M,, jest stowarzyszonym rozktadem modutu M w mod B na sume prostq modutéw M;
wmodB;, i € {1,...,m}, to dla wszystkich i € {1,...,m}, modut M; jest doktadnym modutem w mod B;
nalezgcym do kategorii addytywnej add(C;) pewnej sktadowej taczqgcej C; kotczanu I, algebry B;.

Pierwsze dwa rozdziaty stanowia dos¢ obszerne wprowadzenie do dalszej czesci pracy. Rozdziat|[]|
poswiecamy na zdefiniowanie najwazniejszych poje¢ oraz technik stosowanych w teorii reprezentacji al-
gebr do opisu kategorii modutéw. W szczegélnosci, przedstawiamy tam podstawowe wiasnosci kategorii
modultéw algebr artinowskich oraz czesto wykorzystywane niezmienniki, takie jak globalny wy-
miar algebry|[1.3] czy kotczan Auslandera-Reiten wprowadzony w sekcji[l.4, w kt6rej podajemy réwniez
gléwne wyniki teorii Auslandera-Reiten. Ponadto, zestawiamy dalej réwniez najwazniejsze potrzebne
fakty pochodzace z teorii stopnia Liu[I.5|oraz znane twierdzenia dotyczace modutéw odwracajacych nad
dowolnymi algebrami Nastepnie w rozdziale 2| zestawiamy rézne potrzebne nam fakty zwiazane
z bardzo waznymi klasami algebr, ktére wytonily sie na drodze uogoélnierr kluczowej koncepciji algebry
odwrdconej Zdefiniujemy tu miedzy innymi wszystkie klasy algebr wystepujace w sformutowaniach
gléwnych twierdzeri, konsekwentnie omawiajac w kolejne uogolnienia prowadzace do pelnej
klasyfikacji algebr o matych wymiarach homologicznych, z algebrami quazi-odwréconymi 2.5 oraz po-
dwdjnie odwréconymi 2.6 wiacznie. Rozdziat[2] zamykamy sekcja [2.7] poswiecona wprowadzeniu klasy
uogdlnionych algebr podwdjnie odwréconych, ktéra w odréznieniu od omawianych wczesdniej klas
zawiera algebry nie bedace algebrami o matych wymiarach homologicznych.

Kolejne dwa rozdzialy nalezy traktowa¢ jako dalsze, bardziej szczegélowe przygotowanie do
przeprowadzonych w rozdziale[f|dowodéw. W rozdziale[§|zestawiamy rézne fakty zwiazane z pojeciem
drogi w kategorii moduléw, w szczeg6lnosci, z pojeciem (krétkiego) cyklu i krétkiego taricucha w ka-
tegoriach modutéw uzasadniajac przy tym miedzy innymi kilka technicznych lematéw, ktére
istotnie wykorzystamy w dowodzie Twierdzenia B. Naturalnie jest réwniez umie$ci¢ w tym kontek-
Scie pojawiajace sie w wielu miejscach drogi o injektywnym poczatku i projektywnym koncu, ktérych



szczegOlna role w charakteryzacjach r6znych klas algebr postaramy sie zilustrowaé na kilku przyktadach
w krotkiej sekgji Ostatecznie w zamykajacej ten rozdziat sekcji [3.4] zestawiamy pewne wyniki au-
tora dotyczace nieskoriczonych drég w sktadowych preinjektywnych (postprojektywnych) w kotczanach
Auslandera-Reiten algebr odwréconych typu Euklidesa, ktére beda odgrywaty doé¢ istotna role w dowo-
dach obu gléwnych twierdzen. Rozdziat]poswiecony jest wprowadzeniu kluczowych dla nas kategorii
modultéw ze skoriczonymi cyklami. Omawiamy tu na poczatek rézne wiasnosci modutéw cyklowo
skoniczonych po czym w sekgcji 4.2 przedstawiamy najwazniejsze potrzebne twierdzenia opisujace
ogolna strukture kategorii moduléw algebr cyklowo skoriczonych. W ostatnim podrozdziale @4.3| pre-
zentujemy natomiast wybrane wyniki dotyczace pewnej szczegélnej klasy algebr cyklowo skoriczonych
sktadajacej sie z algebr, ktérych kotczan Auslandera-Reiten zawiera wylacznie skladowe poétregularne,
ktore z tego wzgledu nazywane sa algebrami cyklowo skoficzonymi pétregularnego typu. W szczegélno-
Sci, wprowadzamy tam pojecie zgodnego ciagu oswojonych algebr quazi-odwréconych kanonicznego
typu oraz opisujemy pewna konstrukcje, ktéra kazdemu takiemu ciagowi przyporzadkowuje pewna
cyklowo skoriczona algebre typu pétregularnego. Ponadto, pokazujemy w sformutowanej w 4.3|charak-
teryzacji, ze algebry stowarzyszone z takimi ciagami wyczerpuja wszystkie algebry cyklowo skoriczone
potregularnego typu z dokladnoscia do izomorfizmu algebr (stanowiacej gtéwny wynik wspdlnej pracy
[5] autora z J. Biatkowskim, A. Skowroriskim i P. Wigniewskim).

Zamykamy rozprawe rozdzialem 5, w ktérym prezentujemy pelne dowody obu gtéwnych twierdzen
pracy oraz dwéch sformutowanych wczesniej wnioskéw. Wspominamy tam po krétce o jednym z moz-
liwych kierunkéw dalszych badar nad rozwiazaniem rozwazanych w rozprawie otwartych probleméw
homologicznych przy nieco innym zatozeniu.

Znaczna cze$¢ wynikéw cytowanych rozdziatach [I}j2]jest pozostawiona bez dowodoéw, po ktére cza-
sami odsytamy do znanych pozydji bibliograficznych dotyczacych podstaw teorii reprezentacji algebr
takichjak [2,134,136/137,49,150]. W pozostatych przypadkach prezentowane wyniki pochodza najczesciej ze
stosunkowo zaawansowanych artykutéw opublikowanych od okolo poczatku lat 90", oraz ze wzgledu
na rozmiary niniejszej rozprawy, bedziemy woéwczas réwniez odsyla¢ do Zrédlowych prac pomijajac
wiekszos¢ dowodéw. W szczegdblnosci dotyczy to omawianych w klas algebr podwdjnie od-
wréconych i uogélnionych podwéjnie odwréconych wprowadzonych w glebokich pracach [31] i [32],
za ktérymi cytujemy wiekszo$¢ wynikéw. Podobnie traktujemy twierdzenia prezentowane w [3.3| oraz
wiekszos¢ wynikéw w zwiazanych z krétkimi cyklami i krétkimi faricuchami, ktére cytujemy
z [33] lub z duzo pdzniejszej pracy [19]. Reszta twierdzen przedstawionych w rozdziale 3| oraz prak-
tycznie w calym rozdziale |4 (za wyjatkiem czesSci sekcji i pochodza z kilku réznych artykuléw
dotyczacych algebr cyklowo skorficzonych, w tym prac autora oraz nowej pracy J. Biatkowskiego i A.
Skowronskiego [4]. Dowody w rozdziale [5|sa takze w pelni szczegélowe, jednakze tutaj dos¢ mocno
r6znia sie od oryginalnych rozumowan pod wzlegem organizacji, gféwnie poniewaz powstaty na dro-
dze syntezy argumentéw z kilku dowodéw. Wiasciwe dowody poprzedzamy tutaj réwniez wstepnym
podrozdziatem[5.T|o charakterze pomocniczym, w ktérym wyprowadzamy najpierw pewne ogélne tech-
niczne fakty wykorzystane p6zniej w dowodach obu twierdzen, dzieki czemu sa one nieco krétsze niz
oryginalne rozumowania przedstawione w publikacjach.

Odnotujmy réwniez, ze autorskie wyniki badan nie zostaty zaprezentowane jedynie w rozdziale5, w
ktérym ograniczamy sie tylko do przeprowadzenia formalnych dowodéw dwoéch gtéwnych twierdzen
rozprawy. Miedzy innymi, rozdziat{f{zawiera wybrane twierdzenia pochodzace z pracy [5] opublikowa-
nej wraz ze wspo6lautorami, ktére petnia istotna role w dowodzie Twierdzenia A. Co wiecej, rozdzia%jest
w wiekszosci poswiecony przedstawieniu kilku wynikéw autora, ktére zaczerpnieto z prac [51, 152} 53]
i ktére beda czesto stosowane w dowodach obu gtéwnych twierdzeni. Ponadto, pewne elementarne le-
maty techniczne potrzebne w zostaly udowodnione w poniewaz sa éciéle zwiazane z omawiana
tam klasa oswojonych algebr quazi-odwréconych kanonicznego typu. Ostatecznie, réwniez rozdziat
zawiera rézne przydatne w wielu miejscach rozprawy lematy oraz pewne wyniki autora, stanowiace
integralna cze$¢ dowodéw przeprowadzonych w 5, ktére postanowiliSmy zamiesci¢ juz w rozdziale
ze wzgledu na dos¢ elementarny przebieg ich dowodéw.

Warto jeszcze wspomnie¢, ze na potrzeby waznych dla rozprawy dowodéw przeprowadzonych w
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sekgji 3.4 konieczna jest znajomos¢ nosnikéw modutéw regularnych lezacych na ustach stabilnych tub w
kotczanach Auslandera-Reiten algebr dziedzicznych typu Euklidesa, po ktéra siegamy do pracy V. Dlaba
i C. M. Ringela [13]]. Z uwagi na fakt, iz dowody te praktycznie w catosci opieraja sie o wyniki [13] oraz
korzystamy przy tym réwniez nieustannie z stosowanych tam oznaczen wierzchotkéw dla kanonicz-
nie zorientowanych kotczanéw typu Euklidesa, postanowiliSmy zestawi¢ niezbedne nam wiadomosci
pochodzace z tej pracy w uzupetniajacym rozprawe dodatku[Al W szczegdlnosci, zaczerpnieto stamtad
potrzebne informacje o no$nikach zawarte w tabelach[A.5]i[A.6|oraz, dla zachowania petnego charakteru
rozprawy, zamiescilismy w[A.2Jréwniez kompletna liste wszystkich graféw typu Euklidesa wraz z kano-
nicznymi orientacjami. Pozostate trzy listy graféw przedstawione w|A.1}[A.3|oraz|A.4|sa réwnie wazne
w teorii reprezentacji algebr, lecz nie zostana istotnie wykorzystane w zadnym z dowodéw, a odwotania
do nich w zasadniczej czesci tekstu sa bardzo sporadyczne i traktujemy je czysto informacyjnie.

Autor chciatby w tym miejscu bardzo goraco i serdecznie podziekowaé Panu prof. dr. hab. An-
drzejowi Skowronskiemu za cierpliwe kierowanie jego badaniami naukowymi oraz liczne inspirujace
dyskusje i kluczowe wskazéwki prowadzace do rozwiazania probleméw, o ktérych traktuje niniejsza
rozprawa. Ponadto autor pragnie réwniez wyrazi¢ wielka wdziecznos¢ za nieoceniony wkiad w postep
umiejetnosci oraz kilka lat znakomitej opieki naukowej, pod ktéra pozostajac miat stworzone idealne
warunki do zdobywania nowej wiedzy i rozwijania swoich zainteresowan, w szczeg6lnoéci, do posze-
rzania swoich matematycznych horyzontéw na zaawansowanym i bardzo profesjonalnym poziomie,
miedzy innymi, wyglaszajac referaty dotyczace swoich badan na kilku miedzynarodowych konferen-
cjach, gdzie mial przy tym okazje ksztalttowac sie w gronie §wiatowej klasy specjalistow w zakresie teorii
reprezentacji algebr. Miato to bardzo istotny wptyw na kreatywnos¢ autora i przyczynito sie w duzym
stopniu do powstania niniejszej pracy zestawiajacej wyniki jego badan, ktére zostaty réwniez czeSciowo
sfinansowane ze Zrédel zespotowego grantu badawczego Maestro Narodowego Centrum Nauki numer
2011/02/ST1/00216, kierowanego przez prof. dr. hab. Andrzeja Skowroriskiego.
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Rozdzial 1

- PODSTAWY TEORII REPREZENTAC]JI ALGEBR -

Rozdziat ten stanowi wprowadzenie do dalszej czeéci pracy, gdzie przedstawione tutaj koncepcje i wyniki
beda intensywnie wykorzystywane. Omawiamy tu zasadnicze pojecia teorii reprezentacji algebr, w tym
miedzy innymi, niezbedne pojecia takie jak kategoria modutéw algebry, algebra bazowa czy pojecie
globalnego wymiaru algebry i p6zniej, pewne bardziej zaawansowane techniki pochodzace z teorii
Auslandera-Reiten[1.4)i[I.7] teorii stopnia Liu[I.5|oraz teorii odwracania

1.1 ALGEBRY I KATEGORIE MODULOW -

W niniejszym wstepnym podrozdziale omawiamy pojecie algebry i modutu oraz zestawiamy dobrze
znane wyniki opisujace ogoélne strukturalne wlasnosci kategorii modutow.

W rozwazaniach niniejszej rozprawy bedziemy zawsze zaklada¢, ze K jest ustalonym cialem dowolnej
charakterystyki. Przypominamy, ze algebrq nad ciatem K, lub krétko K-algebrg, nazywamy dowolny
pierécieri A (z jedynka), ktéry ma jednoczesnie okreslona strukture przestrzeni liniowej nad ciatem K
taka, ze dla dowolnych a,b € A oraz A € K zachodzi (ab)A = a(bA) = (aA)b. Powiemy, ze K-algebra
A jest skoriczenie wymiarowa, gdy wymiar dimg A algebry A nad K jest skoriczony. Nazywajac odtad
pierscien A algebra przyjmujemy milczaco, ze A jest skoficzenie wymiarowa K-algebra nad ustalonym
cialem K. Odnotujmy, ze centrum K-algebry A nazywamy podpierScier Z(A) pierscienia A, skladajacy sie
z elementéw a € A, ktére komutuja ze wszystkimi innymi elementami z A. Latwo sprawdzi¢, ze centrum
Z(A) dowolnej K-algebry A zawsze zawiera podpierscienn K14 = 14K izomorficzny z cialem K.

Radykatem Jacobsona algebry A, lub po prostu radykatem A nazywac¢ bedziemy (dwustronny) ideat rad A
w A zdefiniowany jako przekréj wszystkich maksymalnych ideatéw prawostronnych (réwnowaznie
lewostronnych) algebry A. Istnieje kilka ciekawych charakteryzacji tego waznego ideatlu, po ktére
odsytamy na przyktad, do [49, Lemma 3.1]. Przypominamy tutaj, Ze algebre nazywamy pétprostqg wtedy
i tylko wtedy gdy rad A = 0. Odnotujmy réwniez, ze algebrg z dzieleniem nazwiemy kazda algebre,
dla ktérej wszystkie niezerowe elementy sa odwracalne, to znaczy U(A) = A \ {04}, gdzie przez U(A)
oznaczamy zbior elementéw odwracalnych K-algebry A. Kazda algebra z dzieleniem stanowi przyklad
algebry potprostej. Ponadto na mocy klasycznego twierdzenia J. H. M. Weddeburna opublikowanego
oryginalnie w pracy [54] z 1908 roku (po dow6d odsytamy do [49, Theorem 1.6.3]) algebra A jest pétprosta
wtedy i tylko wtedy, gdy jest izomorficzna z produktem algebr postaci M, (FF), gdzie IF jest pewna algebra
z dzieleniem.

Definicje modutu oraz reprezentacji mozna znalez¢é w podstawowej literaturze [49]. Moduty nad
skoniczenie wymiarowymi K-algebrami A stanowia réwnowazna interpretacje pojecia reprezentacji al-
gebry w tym sensie, ze dla dowolnego n € IN istnieje bijekcja pomiedzy zbiorem klas izomorfizmu
lewych A-modutéw M wymiaru dimg M = n, a zbiorem wszystkich klas réwnowaznosci reprezentacji
algebry A stopnia n (patrz [49, Proposition 1.2.4]). Innymi stowy, problem opisu wszystkich klas réwno-
waznosci reprezentacji algebry A ustalonego stopnia 7 jest rownowazny problemowi opisu wszystkich
n-wymiarowych lewych A-modutéw z doktadnoscia do izomorfizmu.
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Tego typu przeformulowanie problemu przyniosto niezmiernie istotne korzysci umozliwiajac ba-
danie reprezentacji algebr w nowym uniwersalnym jezyku, ktérego dostarczata teoria kategorii. W
szczegOlnosci, mozemy dzieki temu stosowac takie pojecia jak homomorfizm modutéw czy funktor
miedzy kategoriami moduléw, co w przypadku reprezentacji algebr nie bylo w praktyce tak intuicyjne
i fatwo dostepne. Warto tutaj wspomnie¢, Zze problem opisu kategorii lewych A-moduléw nad dana
algebra A jest tak samo ztozony jak problem opisu reprezentacji algebry A, lub réwnowaznie, opisu
wszystkich mozliwych realizacji algebry A oraz jej algebr ilorazowych jako podalgebr algebr macierzy
M,,(K). Nie bedziemy sie dalej odwolywa¢ do pojecia reprezentacji algebry, o ktérym wspominamy
jedynie ze wzgledu na jego historyczne znaczenie, gdyz stanowi wlasciwe Zrédio koncepcji modutu.
Odtad skupiamy nasza uwage na wlasnosciach kategorii mod A skoriczenie wymiarowych (prawych)
A-moduléw nad skoniczenie wymiarowymi K-algebrami A.

Uwaca - Dla kazdej K-algebry mozemy rozwazac tak zwana algebre przeciwng algebry A, to znaczy
algebre A%, gdzie A°P = A jako zbiory, dzialanie dodawania oraz struktura przestrzeni K-liniowej w
A°P sa identyczne jak w A, za§ mnozenie w A°P, okreSlone jest wzorem a * b = ba, dla dowolnych
a,b € A°? = A, przy czym naturalnie po prawej stronie mamy mnozenie w A. Latwo sprawdzi¢, ze ist-
nieje bijektywna odpowiednio$¢ pomiedzy zbiorem wszystkich n-wymiarowych prawych A°P-modutéw
oraz zbiorem wszystkich n-wymiarowych lewych A-modultéw, ktéra rozszerza sie do funktorialnej row-
nowaznosci pomiedzy kategoria A—mod wszystkich skoriczenie wymiarowych lewych A-modutéw oraz
kategoria mod A°P wszystkich skoriczenie generowanych prawych A°°-moduléw, z ktéra bedziemy ja
odtad utozsamia¢. W tym sensie badanie kategorii lewych modutéw sprowadza sie do badania kate-
gorii prawych moduléw. Odnotujmy réwniez, Ze jesli K-algebra A jest pierScieniem przemiennym, to
mod A = mod A°?. W przypadku, gdy algebra A jest ciatem A = K, pojecie prawego (odpowiednio,
lewego) A-modutu sprowadza sie do pojecia przestrzeni liniowej nad ciatem K -

Dla dowolnej K-algebry A istnieje kategoria Mod A, w ktérej obiektami sa wszystkie prawe A-moduty,
za$ morfizmami w Mod A sa homomorfizmy pomiedzy (prawymi) A-modulami wraz z naturalnym
zlozeniem, gdzie przez homomorfizm pomiedzy A-modutami M oraz N rozumiemy odwzorowanie K-
liniowe f : M — N spelniajace warunek f(ma+m’a") = f(m)a+f(m’)a’, dladowolnychm,m’ € Mia,a’ € A.
Struktura tej kategorii, a wlasciwie jej petnej podkategorii mod A sktadajacej sie ze wszystkich modutéw
skoniczenie wymiarowych, bedzie odtad naszym gléwnym obiektem zainteresowania. Pozostata czesé
tego podrozdziatu poswiecamy krétkiemu omoéwieniu podstawowych wiasnosci kategorii mod A. Po
wiecej szczeg6tow odsytamu do podstawowej literatury [2} 149} 50].

Przez Homy (M, N) oznaczamy przestrzen homomorfizméw miedzy modutami M i N w Mod A.
Ponadto, dla modutu M w mod A przez End (M) oznaczamy przestrzeti liniowa Hom (M, M) endomor-
fizméw modutu M, ktéra jest skoriczenie wymiarowa K-algebra, gdzie mnozenie jest sktadaniem funkgji,
za$ jedynka jest homomorfizm identycznosciowy Idy : M — M. Przypomnijmy réwniez, ze modut M
w Mod A jest skoficzenie generowany jako (prawy) A-modut wtedy i tylko wtedy, gdy dimx M < oo, to
jest, M jest modutem w mod A. Odnotujmy, ze homomorfizm / : X — Y w mod A nazywany jest sekcjg
(odpowiednio, retrakcjg), o ile istnieje homomorfizm ¢ : Y — X taki, ze th = 1x (odpowiednio, it = 1y).
Powiemy takze, ze podmodut N modutu M w mod A jest skfadnikiem prostym modutu M wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje podmodut N modutu M, dla ktérego zachodzi N @ N’ = M, to znaczy M jest suma
prosta podmoduléw N i N’. Bedziemy wéwczas pisa¢ N € M. Wspominamy tylko, ze w tej sytuacji
istnieje sekcja N — M oraz retrakcja M — N. Co wiecej, dla kazdego podmodutu N modutu M ilorazowa
przestrzer K-liniowa M/N posiada naturalna strukture prawego A-modutu. Przypomnijmy jeszcze, ze
w kazdej kategorii modutéw prawdziwe jest tak zwane pierwsze twierdzenie o izomorfizmie, to jest, dla
kazdego homomorfizmu f : M — N istnieje izomorfizm w mod A postaci Im f ~ M/ Ker f.

Przypominamy dalej, ze modul M w mod A jest nierozkladalny, o ile nie jest suma prosta dwoéch
niezerowych podmodutéw, lub réwnowaznie, nie jest izomorficzny z suma prosta dwéch niezerowych
modutéw. Przez ind A oznaczamy petna podkategorie w mod A skladajaca sie ze wszystkich modutéw
nierozkladalnych w mod A. Odnotujmy tu jedynie, ze w kategoriach moduléw mod A obowiazuje tak
zwane twierdzenie Krulla-Schmidta, na mocy ktérego dowolny niezerowy modut M w mod A posiada
rozktad M = M;®- - -®M,, na sume prosta nierozktadalnych podmodutéw Mjy, ..., M,, przy czym rozklad

2



ten jest jednoznaczny z doktadnoscia do izomorfizmu i kolejnosci sktadnikéw. Jezeli M i N sa modutami
wmodAorazM =M ®---®M; i N = N1 @ ---® N, dla nierozkladalnych podmodutéw My, ..., M
w M oraz Ny,...,Ny w N, to dowolny homomorfizm f : M — N w mod A identyfikowa¢ bedziemy z
odpowiadajaca mu macierza t X s homomorfizméw pomiedzy modutami nierozktadalnymi postaci

fi1 fi2 - fis
B fa1 fa2 e fos
ftl ﬂZ fts

gdzie fi]' € HomA(Mj,Ni), dla wszystkich i € {1,...,t} oraz j € {1,...,s}. Kategorie mod A skoriczenie
wymiarowych prawych A-moduléw nad K-algebrami A stanowia przyktad tak zwanych K-kategorii, to
jest kategorii, w ktérych zbiér morfizméw miedzy dowolnymi obiektami jest skoficzenie wymiarowa
przestrzenia K-liniowa, okreslona w taki sposéb, ze sktadanie morfizméw jest K-dwuliniowe. Ogolniej,
dla kazdej K-algebry A kategoria mod A jest réwniez kategorig abelowg, czego wyjadnienie pozwolmy
sobie pomina¢ [2, patrz Definition A.1.5].

Przypomnijmy teraz, ze jezeli X jest modutem w ind A, to jego anihilatorem nazywamy ideat w A
postaci Anny(X) = {a € A; Xa = 0}. Ogolniej, dla dowolnej rodziny modutéw 2 w ind A definiuje sie
anihilator rodziny 2~ jako dwustronny ideat

Anna(Z2') ={ac€ A; Xa=0,dlakazdego X € X'} = m Anny(X)
XeZ
i nazywa sie te rodzine dokfadng, o ile Ann(2") = 0. Odnotujmy réwniez, ze dla modutu M w mod A,
przez add M oznaczamy petna podkategorie mod A skladajaca sie ze wszystkich modutéw postaci M; @
- @M, gdzie My, ..., M; sa nierozktadalnymi sktadnikami prostymi modutu M. Ponadto, przez Gen M
(odpowiednio, Cogen M) oznaczaé bedziemy peina podkategorie mod A skiadajaca sie z takich modutéw
X, ze istnieje w mod A epimorfizm postaci M" — X (odpowiednio, monomorfizm postaci X — M") dla
pewnego r > 1. W szczeg6lnosci add M jest podkategoria zar6wno w Gen M, jak i w Cogen M.

Dzieki rozkladowi na sumy proste opis kategorii modutéw ogranicza sie do opisu wszystkich mo-
dutéw nierozktadalnych nad dana algebra, co sugeruje, ze warto badac algebry pod katem wlasnosci ich
kategorii modutéw nierozktadalnych. Wiaze sie to réwniez z subtelnym pojeciem typu reprezentacyjnego
algebry, ktérego nie bedziemy tu omawia¢ w szczegétach. Przypominamy jedynie, ze jezeli istnieje tylko
skoriczenie wiele klas izomorfizmu modutéw nierozkladalnych w mod A to méwimy, ze algebra A jest
algebra skoriczonego reprezentacyjnego typu, lub krétko skoriczonego typu, lub, ze typ reprezentacyjny algebry
A jest skoriczony. W przeciwnym razie méwi sie, ze A jest algebra nieskoriczonego typu (reprezentacyjnego),
lub algebra reprezentacyjnie-nieskoriczong. Bardzo wazna klase algebr stanowia réwniez tak zwane alge-
bry minimalnego nieskoriczonego reprezentacyjnego typu, to znaczy reprezentacyjnie-nieskoriczone algebry
A takie, ze dla kazdego niezerowego (dwustronnego) ideatu I < A, algebra ilorazowa A/I jest algebra
skoriczonego typu. Badanie r6znych klas algebr nieskoriczonego typu doprowadzito do wniosku, ze w
tej klasie algebr zachodzi podzial, na algebry tak zwanego oswojonego oraz dzikiego typu reprezentacyj-
nego, ze wzgledu na stopien trudnosci problemu klasyfikacji modutéw nierozktadalnych. Ogdlna idea
polegata na tym, aby oswojonego typu byly te algebry A nad cialem algebraicznie domknietym K, dla
ktorych mozna sklasyfikowa¢ moduly nierozkladalne X w ind A wymiaru dimg X = d, dla kazdego
d > 1, z doktadnoscia do skoriczonej liczby obiektéw, przy czym przez sklasyfikowanie rozumiemy tutaj
wyznaczenie skonczonej liczby 1-parametrycznych rodzin moduléw nierozktadalnych. Pozwélmy sobie
pominaé dos¢ techniczna definicje algebr oswojonego typu reprezentacyjnego nad cialami algebraicznie
domknietymi, po ktéra odsytamy do [37]. Odnotujmy tylko, ze istnieje odpowiednik tego pojecia dla
algebr nad dowolnym ciatem (a nawet dla dowolnych algebr artinowskich), ktére nazywa sie wéwczas
generycznie oswojonymi (definicja ta zostala zaproponowana przez W. Crawley-Boeveyego [12]), lecz
réwniez nie bedziemy istotnie korzysta¢ z tego pojecia. W dalszej czeSci pracy intuicyjnie postugu-
jemy sie pojeciem oswojonego typu reprezentacyjnego, jednakze dla kazdej klasy algebr, ktére bedziemy
okresla¢ tym terminem zawsze precyzyjnie definiujemy, co w tym przypadku to oznacza.

Wspominamy réwniez wazna i wielokrotnie stosowana koncepcje bimodutu. Pojecie to pojawia sie
naturalnie na potrzeby formalnego opisu bardzo czestej sytuacji, w ktérej prawy A-modut M = M, ma
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dodatkowa strukture lewego B-modutu pM = M nad inna algebra B, przy czym struktury te sa ze soba
kompatybilne, to znaczy b(ma) = (bm)a, dla dowolnych m € M oraza € Aib € B. Powiemy wéwczas, ze
M jest (B-A)-bimodulem, co czesto zaznaczamy piszac M = pMy. Przez bimod(B, A) bedziemy oznacza¢
kategorie wszystkich (B-A)-bimoduléw skoriczenie wymiarowych. Odnotujmy wprost z definicji, ze
jesli A jest K-algebra oraz M = My jest modulem w mod A, to dziatanie ciata K zadaje na M strukture
lewego K-modutu xM kompatybilna ze struktura prawego A-modutu My, i w ten sposéb M = My
staje sie bimodulem w bimod(K, A). W tym sensie mozemy utozsamia¢ kategorie mod A prawych A-
moduléw z kategoria bimod(K, A) wszystkich (K-A)-bimoduléw. Analogicznie, mozemy utozsamiaé
lewe A-modulty w mod A°P z (A-K)-bimodutami w bimod(A, K). Przypomnijmy jeszcze, ze jesli dane
sa moduly M i N w Mod A, ktére maja dodatkowo struktury (B-A)- i (C-A)-bimodutu odpowiednio,
to przestrzen homomorfizméw Homy (M4, Ny) ma réwniez indukowana z gM i ¢N strukture (C-B)-
bimodutu. Dualnie, jesli M i N sa odpowiednio, (A-B)- i (A-C)-bimodutem, to przestrzets Homgor (4M, 4N)
ma strukture (B-C)-bimodutu. Wiecej szczegétéw mozna znalez¢ w [49, patrz I1.2].

Przypominamy, ze modut S w mod A jest modutem prostym, o ile S ma dokladnie dwa podmoduty.
Wspominamy jedynie, Ze algebra endomorfizméw dowolnego modutu prostego w mod A jest K-algebra
z dzieleniem. Moduly ktére sa sumami prostymi moduléw prostych nazywane sa w literaturze modutami
potprostymi. Odnotujmy réwniez, ze dowolna K-algebra A jest algebra potprosta wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie moduly w mod A sa pélproste [49, Theorem 1.6.3]. Warto takze wspomnie¢, Zze pojecie
radykatu algebry mozna uogdlni¢ i zdefiniowa¢ radykat rad M dowolnego modutu M w mod A jako
przekréj wszystkich maksymalnych podmodutéw modutu M. Dowodyzi sie, ze rad M = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy modul M jest modulem potprostym w mod A. Przyjmujemy tradycyjnie oznaczaé przez
top(M) modut ilorazowy M/rad M modutu M, za$ przez soc(M) podmodut w M zdefiniowany jako
suma wszystkich podmodutéw prostych modutu M.

Odnotujmy dalej, ze ciggiem kompozycyjnym modutu M # 0 w mod A nazywamy kazdy ciag podmo-
dutéw M postaci 0 = My C My C --- C M, = M, dla ktérego wszystkie kompozycyjne faktory M, /M, 1,
..., Mp/M;, M; /My sa modutami prostymi w mod A. Zachodzi ponadto znane Twierdzenie Jordana-
Holdera (patrz [49, Theorem 1.7.5]), na mocy ktérego kazdy niezerowy modut M w mod A posiada ciag
kompozycyjny, oraz ciag taki jest jednoznacznie wyznaczony przez modut M z doktadnoécia do per-
mutagji izomorficznych kompozycyjnych faktoréw. W szczegélnosci wynika stad, ze wszystkie ciagi
kompozycyjne 0 = My € M; C --- C M, = M modulu M maja jednakowa dltugosé r oznaczana przez
(M), ktéra nie zalezy od wyboru ciagu kompozycyjnego i nazywana jest dtugoscig modutu M. Co wiecej,
jezeli Sy,...,S, sa wszystkimi parami nieizomorficznymi modutami prostymi w mod A, to dla kazdego
i € {1,...,n} tak zwana krotnos¢ c;(M) = cs,(M) = I{t € {1,...,r}; M;/M;—1 = S;}| modutu prostego S; w
ciagu kompozycyjnym modutu M, jest wéwczas réwniez poprawnie zdefiniowana. Dla kazdego nie-
zerowego modutu M w mod A bedziemy réwniez oznacza¢ przez c(M) tak zwany wektor kompozycyjny,
to znaczy wektor c(M) = [c1(M), ..., cn(M)] € IN", ktérego wspoétrzedne sa krotno$ciami wystepowania
kolejnych modutéw prostych Sy, ..., S, w ciagu kompozycyjnym danego modutu M.

Przypomnijmy réwniez dla formalnosci definicje klasycznego pojecia grupy Grothendiecka kategorii
moduléw. Jesli A jest algebra to definiuje sie grupe Grothendiecka kategorii mod A oznaczana symbolem
Ko(A) jako grupe ilorazowa Ko(A) := F/F’, gdzie F jest wolna grupa abelowa F = Z(mod A.) generowana
przez wszystkie klasy izomorfizmu {M} moduléw M w mod A, za$§ F' podgrupa generowana przez
elementy postaci {M} — {L} — {N}, dla wszystkich ciagéw doktadnych0 - L - M — N — 0 w mod A.
Dla dowolnego modutu M w mod A przez [M] oznacza sie zwykle warstwe {M} + F' € Ky(A) klasy
izomorfizmu {M} = 1{M} € F modulu M. Wspominamy tutaj tylko, ze dzieki istnieniu filtracji modutami
prostymi mozna pokaza¢, ze grupa Ko(A) jest skoriczonej rangi oraz posiada Z-baze skladajaca sie z
klas [S1], ...,[Su] w Ko(A) wszystkich parami nieizomorficznych modutéw prostych w mod A. Ponadto
dowodzi sie rowniez [49| patrz Theorem 1.11.1], ze wéwczas funkcja wektora kompozycyjnego indukuje
izomorfizm grup c : Ko(A) — Z", gdzie c([M]) = c(M).

Ostateczenie przypominamy wazne pojecie nieskoficzonego radykatu Jacobsona kategorii modu-
16w, poprzedzajac to wprowadzeniem pojecia radykatu Jacobsona kategorii moduléw. Odnotujmy,
ze w ogo6lnodci ideatem w kategorii modutéw, lub krétko ideatem w mod A, nazywamy dowolna funkcje
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7 : modA X modA — modK, ktéra kazdej parze (X,Y) modutéw X, Y w mod A przyporzadkowuje
podprzestrzen K-liniowa 7(X,Y) € Hom,(X, Y) i dla dowolnego morfizmu f € 7(X,Y), mamy réwniez
gf € I(X,Z) oraz fh € I(ZY), dla wszystkich ¢ € Homu(Y,Z) oraz h € Homy(Z, X). Przypomi-
namy tu jedynie, ze radykal Jacobsona kategorii modutéw mod A algebry A jest dwustronnym ideatem
rady : mod A X mod A — mod K w kategorii mod A, okreslonym dla dowolnej pary modutéw M, N w
mod A jako nastepujaca podprzestrzer K-liniowa przestrzeni Homx (M, N)

rads(M,N) = {f € Homa(M,N)| Idny—fg € U(Enda(N)), dla kazdego g € Homu (N, M)}.

Mozna pokazaé, ze dowolny homomorfizm f € Homa(M,N) nalezy do rads(M,N), wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego g € Homa (N, M) homomorfizm Idy —gf jest odwracalny w End 4(M). Ponizsze
twierdzenie zestawia podstawowe wlasnosci radykatu Jacobsona kategorii modutéw [49, patrz Lemma
II.1.3,1.4i1.5].

TwierDpzeNIE 1.1.1. Niech A bedzie algebrq. Wowczas zachodzq nastepujgce stwierdzenia.

(1) Dla dowolnych modutéw X i Y w ind A, niezerowy homomorfizm f € Homu(X,Y) nalezy do rada(X,Y)
wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest izomorfizmem; w szczegdlnosci wynika stqd, zZe jesli X # Y, torada(X,Y) =
Homu (X, Y).

(2) Jezeli M oraz N sqg modutami w modA oraz M = M1 @ ---®Ms; i N = N1 @& --- & N;, dla modutéw
nierozktadalnych M;, Nj, i € {1,...,s}, j € {1,...,t}, to homomorfizm f = [f;;] € Homu(M,N), gdzie
fji € Homa(M;, N;), nalezy do radykatu rad 4 (M, N) wtedy i tylko wtedy, gdy f;; € rada(M;, N;), dla kazdego
i€f{l,...,sforazje(l,... t}.

(3) JesliN jest modutem nierozktadalnym wmod A, to dla kazdego modutu M w mod A, homomorfizmh : M — N
w mod A nalezy do rad 4 (M, N) wtedy i tylko wtedy, gdy h nie jest retrakcjq.

(4) Jesli M jest modutem w ind A, to dla kazdego modutu N w mod A, homomorfizm h : M — N w mod A nalezy
do rad s (M, N) wtedy i tylko wtedy, gdy h nie jest sekcjq.

Bardzo wiele waznych wlasnosci kategorii modutéw odzwierciedla sie w zachowaniu nastepujacego
nieskoriczonego ciagu ideatéw --- C rad); C --- C radi C rads w kategorii mod A sktadajacego sie z
kolejnych poteg rad’y, n > 1, radykatu Jacobsona. Odnotujmy jedynie, ze dla kazdej liczby naturalne;j
n > 1, n-ta potega radykatu rad, jest ideatem rad’; w kategorii modutéw mod A, okreslonym dla pary
modutéw (M, N) jako podprzestrzen rad), (M, N) przestrzeni Homy (M, N) generowana przez wszystkie
mozliwe ztozenia n homomorfizméw z radykatu rads. Woéwczas nieskoriczony radykat Jacobsona rad
kategorii modutéw mod A zdefiniowany jest jako przekrdj rady = (),cn rad), wszystkich poteg rad’},
n € N3, radykatu Jacobsona rad 4.

1.2 FUNKTORIALNE ROWNOWAZNOSCI MIEDZY KATEGORIAMI MODULOW -

W tym podrozdziale omawiamy krétko rézne przyklady wystepowania pojecia rtwnowaznosci miedzy
K-kategoriami, gtéwnie w kontekscie kategorii modutéw. W szczegélnosci, przypominamy tu pojecie
algebry bazowej SciSle zwiazane z relacja Morita réwnowaznosci algebr oraz pobieznie komentujemy
pewna interpretacje K-algebr jako K-kategorii o skorficzonych klasach obietkéw. Na koniec podajemy
przyktad wykorzystania réwnowaznosci kategoryjnej do opisu kategorii modutéw pewnej istotnej dla
naszych rozwazan klasy algebr stowarzyszonych z bimodutami.

Jednymi z najczeéciej pojawiajacych sie w tej pracy funktoréw sa funktory typu Homy. Przypo-
minamy, ze dowolny (B-A)-bimodut M indukuje naturalnie dwa funktory, odpowiednio kowariantny i
kontrawariantny, postaci

Homu (M, —) : mod A — mod B oraz Homy(—, M) : mod A — mod B°P.



Oczywidcie, funktor Homx (M, —) modutowi N w mod A przyporzadkowuje modut Homa(gM, N) w
mod B, za$§ dowolnemu homomorfizmowi f : N — N’ w mod A, homomorfizm w mod B postaci
Homu (M, f) : Homa (M, N) = Homa (M, N’), gdzie Homx (M, f)(g) = fg, dlawszystkich ¢ € Homy4 (M, N).
Funktor kontrawariantny Homx(—, M) okreélony jest analogicznie. Wspominamy tylko, ze dla dowol-
nych bimoduléw M = gpM4 oraz N = 4N okresla sie (B-C)-bimodul M ®4 N nazywany ich produktem
tensorowym (po definicje odsytamy do [49, I1.3]). Operacja produktu tensorowego przez ustalony bimodut
M w bimod(B, A) indukuje réwniez dwa kowariantne funktory postaci

M®4—:modA® - modB°® oraz - ®gM:modB — modA,

przyporzadkowywujace dowolnemu modutowi N w mod A°P (odpowiednio, modutowi N w mod B)
produkt tensorowy gM ®4 N w mod B°? (odpowiednio, produkt N ® M4 w mod A). Ostatecznie
odnotujmy, ze dla dowolnej skoriczenie wymiarowej K-algebry A istnieje tak zwany funktor dualnosci
standardowej na kategorii mod A, to znaczy, funktor kontrawariantny postaci D = Homg(—, K) : mod A —
mod A°P.

Wspominamy jeszcze, ze kowariantny funktor F : 4 — 2 pomiedzy K-kategoriami ¢ i 2 nazywamy
K-liniowym, o ile dla dowolnych obiektéw X i Y w € funkcja Fxy : Homg (X, Y) — Homg(F(X), F(Y)) jest
homomorfizmem K-liniowym. Ponadto, funktor K-liniowy F : € — & nazwiemy petnym (odpowiednio,
doktadnym), gdy homomorfizmy Fxy sa epimorfizmami (odpowiednio, monomorfizmami), dla dowol-
nych obiektéw X, Y z ¢. Powiemy natomiast, ze funktor F jest gesty, o ile dla dowolnego obiektu Y w
2, istnieje obiekt X w ¢ taki, ze F(X) ~ Y w 2. Przypominamy ostatecznie, Ze funktor kowariantny
F miedzy K-kategoriami 4 — % nazywany jest réwnowaznoscig kategorii wtedy i tylko wtedy, gdy jest
pelny, gesty oraz dokladny. W szczegdlnosci, jesli kategorie ¢ oraz 2 sa abelowe, to kazda réwnowazno$é
kategorii jest réwniez funktorem zachowujacym ciagi doktadne.

Niech A bedzie algebra, zas I < A dwustronnym idealem w A. Odnotujmy, ze wéwczas dowolny
A/I-modut M jest oczywiScie réwniez modutem M = M4 w mod A z naturalnie indukowana struktura
A-modutu zadana wzorem m.a = m.(a + I), dla wszystkich m € Mia € A. W szczegblnosci M jako
A-modut spelnia warunek M.I = 0. Innymi slowy, istnieje pelny i dokladny funktor

F:modA/I - modA,

gdzie F(Ma,1) = M4, dla dowolnego modutu M, w mod A/I oraz F(f) = f, dla wszystkich homomorfi-
zmoéw f w mod A/I. Wynika stad réwniez, ze F indukuje réwnowazno$¢ pomiedzy kategoria mod A/I
oraz pelna podkategoria F(mod A/I) kategorii mod A sktadajaca sie ze wszystkich moduléw postaci F(M),
dla pewnego modutu M w mod A/I. W tym sensie mozemy identyfikowa¢ kategorie moduté6w mod A/I
z pelna podkategoria w mod A sktadajaca sie ze wszystkich moduléw M w mod A, dla ktérych zachodzi
M.I =0, to znaczy I C Anns(M).

Roéwnowaznosci miedzy kategoriami maja fundamentalne znaczenie dla teorii reprezentacji algebr,
czego przykladem moze by¢ pojecie Morita réwnowaznosci algebr. Przypomnijmy, ze algebry A i B
sa réwnowazne w sensie Mority, lub Morita réwnowazne, gdy istnieje réwnowaznos$¢ ¢ — 2 pomiedzy
ich kategoriami moduléw ¢ = mod A i Z = mod B. Innymi slowy, relacja Morita réwnowaznosci nie
rozréznia algebr o réwnowaznych kategoriach modutéw. Okazuje sie, ze kazdej algebrze A mozna
przyporzadkowa¢ algebre A’, ktéra jest w pewnym sensie minimalna algebra Morita réwnowazna z
algebra A. Oméwimy ponizej krétko konstrukcje algebry A? oraz bezposrednio z tym zwiazane pojecie
algebry bazowej.

Przypomnijmy, ze dla dowolnej algebry A, elemente € Anazywany jest idempotentem w A wtedy i tylko
wtedy, gdy €? = e. Odnotujmy réwniez, ze dwa idempotenty ¢ i f nazywamy ortogonalnymi, o ile fe, f} C
A\{0,1} oraz ef = fe = 0. Jezeli e jest idempotentem w A, to e nazwiemy idempotentem prymitywnym, o
ile nie mozna go przedstawi¢ w postaci sumy e = e; + e dwoch ortogonalnych idempotentéw eq, e, € A.
Nastepujace twierdzenie zestawia podstawowe wlasnosci idempotentéw, ilustrujac jednoczesnie role
jaka petnia w opisie struktury algebry.



TwierpzeNIE 1.2.1. Niech A bedzie algebrg. Wéwczas
(1) Jesli M jest (B-A)-bimodutem oraz e € A pewnym idempotentem, to Homa(eA, M) =~ Me w bimod(B, eAe).
(2) Idempotent e € A jest prymitywny wtedy i tylko wtedy, gdy modut eA jest nierozktadalny w mod A.

(3) Algebra A jest spdjna wtedy i tylko wtedy, gdy jedynymi idempotentami nalezgcymi do jej centrum Z(A) sq
idempotenty trywialne 04 i 14. Ponadto istnieje wtedy zbior parami ortogonalnych idempotentéw prymityw-
nychey,... e, € Ataki, Ze 14 = e; + ey + -+ + e,. Kazdy inny zbidr idempotentéw f1,..., fu € A 0 tych
wlasnosciach spetnia n = m oraz istnieje permutacja o zbioru {1, ..., m} taka, ze dla wszystkich i € {1,...,n}
zachodzi izomorfizm fiA ~ e;A w ind A.

powo6D - Odsylamy do podstawowej literatury. Dla dowodu (1) patrz [49, Lemma I1.2.3], za$ dowody
(2) i (3) mozna znalez¢é w [49, Corollary 1.5.8, 5.9, 5.10 oraz Proposition 1.3.16]. O

Wynika stad, ze kazdy zbiér {ey, ..., e,} parami ortogonalnych idempotentéw prymitywnych w A z
14 = €1 +--- + e, wyznacza zbiér nierozkladalnych podmodutéw eq4, ..., e,A w A, dla ktérych zachodzi
rozklad Ay = etA® --- ® e,A w mod A. Niezaleznie od wyboru wyjéciowego zbioru idempotentéw,
otrzymany zbiér moduléw nierozktadalnych jest wyznaczony jednoznacznie przez A z dokladnoscia
do permutacji izomorficznych sktadnikéw prostych ¢, A € A. Jezeli moduly ejA, ..., e,A sa parami
nieizomorficzne, to taka algebre nazywamy algebrg bazowg. Pojecie bazowosci jest wiec poprawnie
okreslone niezaleznie od poczatkowego wyboru idempotentéw ey, ..., e,.

Uwaga - Badanie kategorii modutéw mod A nad dana algebra A sprowadza sie w istocie do badania
stowarzyszonej (rownowaznej) kategorii modutéw mod A? pewnej algebry bazowej A”. W istocie, A” jest
z definicji, algebra postaci A’ = Enda(e’A), gdzie e’ jest dowolna suma e’ = ¢;, + -+ + ¢, idempotentow
Ciys iy, 1A ST, dla ktérych odpowiadajace moduty e; 4, .. ., einAA w ind A sa parami nieizomorficzne
oraz wyczerpuja z dokladno$cia do izomorfizmu wszystkie moduly postacie;A, dlai € {1,...,n}. Wtedy
oczywiscie A’ jest algebra bazowa. W tej notacji algebra A jest bazowa, wtedy i tylko wtedy, gdy A = A?,
to znaczy n = n4. Odnotujmy tu jeszcze bez uzasadnienia, ze algebry A i A’ sa Morita réwnowazne (od-
powiedni funktor ustalajacy rownowazno$¢ nie bedzie nam potrzebny; po wiecej szczeg6téw odsytamy
do [49, Theorem 11.6.7]). Bedziemy odtqd zaktadaé, Ze wszystkie rozwazane algebry sq bazowe -

Odnotujmy jeszcze, ze istnieje wazny homologiczno-kombinatoryczny niezmiennik okre$lony dla
klasy skoriczenie wymiarowych K-algebr bazowych, nazywany kotczanem zwyczajnym, ktory jest warto-
$ciowanym kotczanem stowarzyszonym z algebra A zawierajacym pewne istotne informacje o przestrze-
niach homomorfizméw pomiedzy modutamiei4, ..., e,,A. Przypomnijmy tutaj, ze kotczanem nazywamy
kazdy uktad Q = (Qo, Q1, s, t), gdzie Qp i Q1 sa skorficzonymi zbiorami odpowiednio, wierzchotkéw i strza-
tek kolczanu Q, zas s,t : Q1 — Qo sa funkcjami, ktére przyporzadkowuja kazdej strzalce o € Q; jej
poczatek s(a) € Qp oraz koniec t(a) € Qp, odpowiednio. Ponadto, jesli dodatkowo okreslona jest funkcja
d : Q1 — IN?, ktéra przyporzadkowuje kazdej strzatce a tak zwane wartosciowanie, czyli pare (d,, d.,) liczb
naturalnych d,, d/, > 1, to uktad (Q, d) = (Qo, Q1, s, t,d) nazywa sie kotczanem wartosciowanym, za$ funkcje
d, wartosciowaniem kotczanu Q.

Niech A bedzie ustalona K-algebry oraz zat6zmy, ze e, ..., e, sa parami ortogonalnymi prymityw-
nymi idempotentami w A z e; +--- +e, = 14, n = ny. Wowczas dla kazdego i € {1,...,n} modut
S; = top(e;A) jest modulem prostym w mod A oraz algebra F; = End(S;) jest skoriczenie wymiarowa
K-algebra z dzieleniem [49] Proposition 1.5.16 oraz Lemma 1.5.1]. Ponadto, algebra F; jest izomorficzna z
K-algebra e;Ae;/ej(rad A)e; [49, patrz Lemma 1.11.2], z ktéra bedziemy ja dalej utozsamia¢. Wspominamy,
ze przy tej identyfikacji dla dowolnych i,j € {1,...,n} przestrzen K-liniowa e;(rad A)ej/e;(rad A)%ej ma
naturalna strukture (F;-F ]-)-bimoduhl zadana wzorami

ax = ax + ej(rad A)Ze]- oraz xb = xb + e;(rad A)Ze]-,
dla ¥ = x + ej(rad A)%ej, @ = a + e,(rad A)e; i b = b + ¢j(rad A)ej, gdzie x € e;(rad A)ej, a € e;(rad A)e; oraz

b € ej(rad A)e;. Ostatecznie przypomnijmy, ze dla kazdej K-algebry A jej kofczanem zwyczajnym nazywamy
warto$ciowany kotczan Q4 = (Q, d), przy czym:



o Q jest kolczanem postaci Q = (Qo, Q1,5,t), gdzie Qo jest zbiorem Qp = {1,...,n} indeksujacym
dowolnie wybrany uktad parami ortogonalnych prymitywnych idempotentéw ey, ..., e, w A, dla
ktérychey +---+e, = 14 (n = ny), oraz dla kazdej pary wierzchotkéw i, j € Qp istnieje strzatkai — j
w Q1 wtedy i tylko wtedy, gdy ej(rad A)e;/e ]-(rad2 Ade; # 0.

e wartosciowanied : Q; — IN? okreslonejest dla kazdejstrzatkia : i — jw Q; wzorem d() = (dj;, dlfj),
gdzie ei(rad A)e;

dij = dlmF — . oraz d:] = dimpi W

Omawiamy teraz pewna interpretacje K-algebr jako K-kategorii o skoriczonej liczbie obiektow, ktére
odpowiadaja idempotentom danej algebry. Mamy wéwczas mozliwos¢ stosowania poje¢ i metod teorii
kategorii do badania struktury samej algebry, w nieco inny niz dotychczas sposéb. W tej sytuacji bowiem
rozwazamy kategorie o skoriczonych klasach obiektéw (co dla kategorii modutéw ma miejsce jedynie w
przypadku algebr skoriczonego reprezentacyjnego typu), zas rtéwnowaznosci miedzy takimi kategoriami
odpowiadaja przy tej identyfikacji K-algebrowym izomorfizmom. Stosujac te interpretacje zdefiniujemy
dalej réwniez pewna operacje na algebrach nazywana sumgq wtéknistq, ktéra bedzie pézniej petnic istotna
role w opisie struktury algebr cyklowo skoticzonych pétregularnego typu (patrz[@.3).

Rozwazmy dowolna spéjna algebre bazowa A oraz niechey, . .., e, bedzie ustalonym zbiorem parami
ortogonalnych prymitywnych idempotentéw w A takich, ze e +- - - +e, = 14. W dalszym ciagu rozprawy
bedziemy dos¢ czesto identyfikowaé algebre A z odpowiadajaca K-kategoria A*, w ktérej klasa obiektow
jest skoriczony zbidr {1,...,n} indeksujacy ustalony zestaw bazowych idempotentéw w A, za$ zbiér
morfizméw miedzy dowolnymi obiektami i oraz j w A" okreslony jest jako Homa-(i, j) = ejAe;, gdzie
operacja skfadania morfizméw w A* jest naturalnie indukowana z mnozenia w A.

Przede wszystkim, bardzo przydatne okazuje sie badanie pelnych podkategorii w A, ktére nazywac
bedziemy po prostu petnymi podkategoriami w A. Na przyktad, jesli dana jest rodzina modutéw € w
ind A, to istnieje naturalnie stowarzyszona z nia podkategoria supp,(¢) w A, ktéra jest z definigji
pelna podkategoria w A* rozpieta na zbiorze obiektow i € {1,...,n} takich, ze Xe; # 0, dla pewnego
modutu X z €, lub réwnowaznie, takich, ze ¢; ¢ Anny(%’). Ponadto, dla kazdego modulu M w mod A
analogicznie definiujemy supp , (M) jako petna podkategorie w A* sktadajaca sie z obiektow i w A* takich,
ze Me; # 0; w szczeg6lnosci, jesli M = X1 & --- & X;, dla moduléw Xj,..., X, wind A, to supp,(M) =
supp ,({X1, ..., X;}). Podkategoria supp ,(%) (odpowiednio, supp ,(M)) nazywana jest czesto nosnikiem
rodziny ¢ (odpowiednio, nosnikiem modutu M). Modut M w mod A, badz og6lniej, rodzine modutéw &
w ind A, nazwiemy wiernym (odpowiednio, wierng), o ile supp 4, (M) = A* (odpowiednio, supp ,4(¢) = A*).
Odnotujmy takze, ze kazda rodzina ¢ modutéw w ind A wyznacza rozkltad A4 = P4 ® Qy algebry A na
sume prosta modutéw w mod A, przy czym wszystkie nierozkladalne sktadniki proste P; € Py sa postaci
P; = ¢;A, gdzie i € supp,(¥), a Q¢ takich sktadnikéw prostych nie posiada. Przypomnijmy réwniez,
ze podkategorie nosnikéw modutéw lub ogélniej, rodzin modutéw, indukuja naturalnie pewne algebry
ilorazowe danej algebry A. Dla rodziny modutéw ¢ w ind A, definiuje sie bowiem tak zwana algebre
nosnikowg (rodziny) ¢, ktora jest algebra postaci Supp,(¢) = A/ta(€), gdzie ta(¥) jest dwustronnym
ideatem w A generowanym przez obrazy wszystkich homomorfizméw w Homx(Qg, A).

Szczegoblnie wazna role w niniejszej pracy (i nie tylko), odgrywa pojecie podkategorii wypuktej. Wspo-
minamy, ze pelna podkategoria B algebry A nazywana jest wypuklq podkategorig w A wtedy i tylko
wtedy, gdy dowolna droga w A" postaci ip — iy — -+ — i, t > 1, dla ktdrej obiekty iy oraz i; naleza
do B, spelnia réwniez i; € B, dla wszystkich s € {1,...,t — 1}, to znaczy jest to droga w B. Ustalmy
wypukia podkategorie B algebry A oraz niech B sklada sie z obiektow by, ..., b,. Przyjmijmy ponadto
oznaczaé przez eg stowarzyszony z B idempotent eg = ¢, +...¢,, w A. Mozna pokaza¢, ze wéwczas
odpowiedni ideal t4(egA) jest postaci AfgA, gdzie fp = 1 — ep, oraz zachodzi K-algebrowy izomorfizm
Supp,(epA) = epAep. Tak wiec mamy réwniez peilne i dokladne zanurzenie modegAep — mod A,
gdzie w tym przypadku kategorie mod B4 algebry By = epAep = Enda(egA), utozsamiamy z peina
podkategoria mod A zawierajaca wszystkie moduty M w mod A takie, ze M. fg = 0. Ponadto, fatwo takze
zauwazyc, ze BY, = B jako K-kategorie.



Przedstawiamy teraz wspominana definicje tak zwanej sumy widknistej algebr, ktora jest operacja na
algebrach pozwalajaca w pewnym sensie skleja¢ dwie algebry A i B identyfikujac ich wspdlna peina
podkategorie C. Wykorzystamy te operacje w charakteryzacji waznej dla nas klasy algebr cyklowo
skoriczonych pétregularnego typu, ktéra orzeka, ze kazda taka algebre mozna skonstruowac za pomoca
iterowanej sumy widknistej skoriczonej liczby tak zwanych oswojonych algebr quazi-odwréconych typu
kanonicznego.

Rozwazmy wiec dowolne dwie algebry A i B oraz przypusémy, ze C jest algebra taka, ze C* jest pelna
podkategoria zarowno w A* jak i w B*. Mozemy woéwczas zdefiniowac sume widknistq kategorii A* i B
nad C” jako kategorie D* = A Uc- B, dla ktérej zbior obiektéw okreslamy jako Dy = Ay U By O Cj, gdzie
obiekty z C* liczone sa tylko raz, za$ dla pary obiektéw x, y w D*, przestrzefi morfizméw Homp:(x, y)
zdefiniowana jest nastepujaco:

e Homp(x,y) = Homu-(x, y), jesli x, y € A;.
e Homp-(x,y) = Homp:(x,y), dlax,y € B;.
e Homp:(x,y) = 0 oraz Homp-(y,x) =0, o ile x € Aj \ By oraz y € B \ Aj.
W takiej sytuacji definiujemy tak zwana sume widknistg algebr A i B nad algebrg C, jako algebre
D=A Ié B

odpowiadajaca kategorii D*, to znaczy taka, ze (A Lic B)* = A* Lic- B*. Ogolniej dla ciagu algebr Ay, ..., A,
i ciagu algebr Cy,...,Cy-1 takich, ze C; jest pelna podkategoria w A} oraz w A’ ,, dla kazdego i €
{1,...,n — 1}, definiuje sie iterowana sume widknista jako algebre A;Lic, A>Uc,...A—1Uc, , Ay, dla
ktoérej stowarzyszona K-kategoria jest iterowana suma widknista

+ n—1 ~«
n=1 1 2 G

ATUA U...A, 1 U A)) =AUASU... AT . U A,

(1C1 2C2 nlc n) 1C* ZC n
ciagu odpowiadajacych kategorii A], ..., Aj nad podkategoriami Cj, ..., C; _,, zdefiniowana indukcyjnie
w naturalny sposéb. Na zakoriczenie tej czeSci udowodnimy jeszcze nastepujacy elementarny lemat,

ktory wykorzystamy w

Lemar 1.2.2. Niech A i B bedq algebrami, zas C takq algebrg, Ze C* jest wypuktg podkategorig w A* oraz w B*.
Wowczas dowolna wypukta podkategoria A” w A jest wypuklq podkategorig w A Uc B. Podobnie, jesli B’ jest
wypuktg podkategorig w B, to jest takze wypuktq podkategorig w A Lic B.

powop - Zauwazmy najpierw, ze Ay N B = Cj jest wypukla podkategoria w (A LUc B)*. W istocie, w
przeciwnym razie istnieje co najmniej jedna droga w (A Lic B)" postacii =iy — iy = -+ = i5_1 = s = |,
gdzie i, j € Cj, s > 2 oraz wszystkie wierzchotki iy, ...,i;-1 nie naleza do C;. Oczywiscie wtedy kazdy
z wierzchotkéw iy, ...,is-1 nalezy albo do Afj \ Bj albo do Bj \ Aj. Odnotujmy ostatecznie, ze jesli
i1,...,1s_1 € AB lubiy,...,is-1 € B, to droga tajest droga w A" lub B*, odpowiednio, co przeczy zakladanej
wypuklosci C* w A® oraz w B*. Konsekwentnie otrzymujemy, Ze istnieja liczby k,/ € {1,...,5s — 1}, dla
ktérych iy € By \ Aj oraz ij € Ay \ B;. Wowczas k # | oraz mozemy zatozy¢, ze k < I. W tej sytuacji
wnioskujemy, ze iy € By \ A} oraz ij4q € Aj \ B}, dla pewnego t € {k,...,I —1}. Stad na mocy definigji
sumy widknistej Homay,py (i, it+1) = 0, co prowadzi do sprzecznosci bowiem z zatozenia mamy pewien
niezerowy morfizm iy — ip4q.

Niech teraz A’ bedzie ustalona wypukla podkategoria w A. Wéwczas A’ musi by¢ réwniez pelna
podkategoria w A Lic B. Dla dowodu przypusémy, Ze jest przeciwnie, to znaczy, ze istnieje droga w
(AUc B)* postacii =iy — iy — -+ = is-1 — is = j, gdzie i, j € A C Af, s > 2 oraz wszystkie wierzchotki
i1,...,is-1 nie naleza do A’. W tej sytuacji, co najmniej jeden z tych wierzchotkéw nalezy do B* \ A%,
bowiem gdyby wszystkie nalezaty do Aj,, to otrzymaliby$my sprzeczno$c¢ z zatozeniem o wypuklosci A’
w A. Tak wiec iy € By \ Af, dla pewnego k € {1,...,s — 1}. Ponadto wtedy i, j € Aj oraz iy ¢ C;. Zatem
jeden z wierzchotkéw i lub jnie nalezy do B, bowiem w przeciwnym razie oba nalezalyby C7, co przeczy
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wypuktosci Cj dowiedzionej powyzej. Zat6zmy najpierw, ze i = ip € Aj \ Bj. Jesli wowczas wszystkie
wierzchotki iy, ..., ix_; nie naleza do C, to jak poprzednio pokazujemy, ze dla pewnego t € {1,...,k -1}
mamy i; € A \ B oraz ir1 € Bjj \ Aj, sprzecznos¢. Podobnie, jezeli jeden z wierzchotkéw iy, ..., i1
nalezy do Cj, to z wypuklosci C wnioskujemy, ze zaden z modutéw iy, ..., is nie moze naleze¢ do C,
i wtedy istnieje t € {k,...,s — 1}, dla ktorego i; € B \ Aj oraz it1 € Af) \ Bf,. Latwo pokaza¢, ze zatozenie
J € Ay \ B prowadzi do analogicznych sprzecznosci. To ostatecznie dowodzi, ze faktycznie A" jest
wypukla podkategoria w A Lic B. Stosujac podobne argumenty nietrudno jest udowodni¢ wypuklto$é w
A Uc B dla dowolnej wypuklej podkategorii B’ w B. m]

Na zakoriczenie prezentujemy dobrze znana konstrukcje K-algebr macierzy A stowarzyszonych z
bimodutami M oraz omawiamy zapowiadana na wstepie rownowazno$¢ miedzy kategoria mod A a
pewna K-kategoria abelowa, ktérej obiekty nazywane sa reprezentacjami bimodutu M. Niech R oraz S beda
dowolnymi K-algebrami nad ustalonym cialem K, oraz zal6zmy, ze M = sMp jest pewnym bimodutem
w bimod(S, R). Wéwczas mozemy rozwazaé dwie rézne algebry macierzy stowarzyszone z bimodutem
M. Pierwsza z nich jest zdefiniowana jako nastepujaca K-algebra

s =[3

macierzy gérno-tréjkatnych 2 x 2 postaci [(S) T:], gdzies € S,r € R, oraz m € M. OczywiScie, mnozenie w
R[sMR] jest naturalnie indukowane z mnozenia macierzy kwadratowych, z uwzglednieniem struktury
(5-R)-bimodutu na M. Algebre R[sMg] nazywa¢ bedziemy czasami rozszerzeniem algebry R o bimodut
sMg. Odnotujmy tutaj, ze wykorzystujac standardowa dualnoé¢ D : bimod(S,R) — bimod(R, S) na
kategoriach bimoduléw mozemy analogicznie przeprowadzi¢ dualna konstrukcje, gdzie w tym przy-
padku bimodutowi sMr odpowiada bimodut dualny D(M) = rRD(M)s w bimod(R, S), skad nastepujace
rozszerzenie algebry S o bimodut D(M)

[sMrIR = S[xD@vs] = [+ 07|

0 s
jest poprawnie okreslona skoriczenie wymiarowa K-algebra, ktéra nazywaé bedziemy czasami takze

korozszerzeniem algebry R o bimodut sMg. Rozszerzenia jak i korozszerzenia algebr o bimoduly bedziemy
réwniez sporadycznie okre$la¢ wspdlnym mianem algebr macierzowych bimodutéw.

Uwaga - Idempotenty prymitywne algebr A = R[M] oraz [M]R sa w pelni zdeterminowane przez
idempotenty w R oraz S. W istocie, jesli e1,...,e, € Roraz fi,..., fs € S sa pelnymi zbiorami parami
ortogonalnych prymitywnych idempotentéw w RiS, odpowiednio, gdziee; +- - -+e, = 1Igi fi+-- -+ fs = 1g,
to idempotenty ei, . ,e, fl’ , ..., f., okreslone jako

e = [g O] oraz fj' = [f] O],

€ 00
dlaie{l,...,r} oraz j € {1,...,s} tworza zbiér parami ortogonalnych prymitywnych idempotentéw w
A = R[M] sumujacych sie do 14. Nietrudno réwniez pokazaé, ze algebry R[M] i [M]R sa bazowe, jesli
tylko R oraz S sa bazowe, za$ dla spdjnych algebr R i S algebra R[M] (odpowiednio, [M]R) jest sp6jna
wtedy i tylko wtedy, gdy M # 0. Sume idempotentéw e + - -- + ¢, (odpowiednio, f| + --- + f{) oznaczac
bedziemy czasami symbolem er (odpowiednio, es) -

Algebry macierzowe bimoduléw pojawiaja sie naturalnie w bardzo czesto spotykanej sytuacji, kiedy
danajestalgebra A orazmamy ustalony rozkltad 14 = e1+: - -+e,, dla parami ortogonalnych prymitywnych
idempotentéw ey,...,e, w A, przy czym istnieje idempotent e w A, ktéry jest suma parami réznych
idempotentéw wybranych sposréd ey, ..., e, oraz indukowany rozklad algebry jako modulu A = Ax w
mod A na sume prosta A = P@Q, gdzie P = eAiQ = (1—-e)A, spelnia warunek Hom4(Q, P) = 0. Woéwczas
algebra A jest izomorficzna z algebra postaci

AE[S M]

0 R

10



gdzie S = Enda(Q), R := Enda(P), zas M jest (S-R)-bimodutem M := Homyu(P,Q), ze struktura
bimodulowa indukowana z gP oraz sQ. Odnotujmy jeszcze, ze w sytuacji, gdy A = R[M] jest rozsze-
rzeniem R o bimodul sMg, dla dowolnego modutu X w mod A, modut Xer jest prawym modulem nad
algebra erAer = erA = R, totez jest to zawsze modut w mod R. Latwo réwniez sprawdzi¢, ze dowolny
homomorfizm f : X — Y w mod A indukuje homomorfizm w mod R postaci fr = fixe, : Xer — Yer. W
ten spos6b okreslony jest tak zwany funktor obciecia do R, ktéry jest funktorem kowariantnym

resg : mod A — modR,

gdzie resg(X) = Xer oraz resg(f) = fr, dla dowolnego modutu X oraz homomorfizmu f w mod A.

W rozprawie reprezentacjg (S-R)-bimodutu M nazywamy kazda tréjke X = (Xo, Xy, @), gdzie Xp
jest modutem w modS, X; jest modulem w modR, za$§ ¢ jest homomorfizmem w mod S postaci
¢ : Xo = Homgr(M, X;); modut Homg (M, X1) ma oczywisScie naturalna strukture (prawego) S-modutu
indukowana przez funktor Homg(M, —) ze struktury lewego S-modutu na M. Przez rep(sMRg) oznaczmy
klase wszystkich reprezentacji bimodulu sMg. Odnotujmy jedynie, Ze klasa rep(sMr) ma naturalna
strukture K-kategorii abelowej, w ktérej morfizmami & : X — Y pomiedzy danymi reprezentacjami
X = (Xo, X1, px)oraz Y = (Yo, Y1, py) zrep(sMRg) sa pary h = (ho, h1) homomorfizméw hy € Homg(Xo, Yo) i
hy € Hompg(X1, Y1) spetniajace warunek ¢yhy = Homg(M, h1)px. Wspominamy tylko, ze oryginalnie zde-
finiowano reprezentacje bimoduléw nieco inaczej, wykorzystujac funktor produktu tensorowego —®s M,
zamiast funktora Homg(M, —). Jednak na potrzeby rozprawy przyjmujemy powyzsza definicje, ponie-
waz mozna udowodni¢, ze kategoria reprezentacji bimodutu w tradycyjnym sensie jest rOwnowazna
ze zdefiniowana tutaj kategoria rep(sMg) [50, patrz Lemma VIL.10.2]. Ponizsze twierdzenie opisuje
wspominana réwnowazno$¢ kategorii rep(sMg) reprezentacji bimodutu sMr z kategoria mod R[sMRg]
skoniczenie generowanych modutéw nad algebra macierzowa R[sMR].

TwierpzeNiE 1.2.3. Niech R, S bedq K-algebrami oraz zatézmy, ze M = sMRg jest bimodutem w bimod(S, R).
Ponadto oznaczmy przez A rozszerzenie A = R[M] algebry R o bimodut M. Wéwczas funktor

F: mod A — rep(sMg),

ktory dowolnemu modutowi X w mod A przyporzqdkowuje reprezentacje F(X) = (Xo, X1, px), gdzie X1 =
resr(X) = Xer, Xo = Homg(M, X1) i px = Idx,, zas homomorfizmom f : X — Y w mod A przyporzadkowane
sq pary F(f) = (Homr(M, fixez), fixer), jest rownowaznoscig K-kategorii.

powoD - Dow6d mozna znalez¢ na przyktad w [50, patrz Lemma VIL.10.1]. O

Przypomnijmy jeszcze tylko sformutowanie nastepujacego lematu technicznego, ktéry bedzie przy-
datny w kilku miejscach rozprawy (po dowdéd odsytamy do [37, Lemma XV.1.8]).

Lemar 1.2.4. Niech R, S bedq algebrami, zas sMgr pewnym bimodutem oraz oznaczmy przez A algebre R[M].
Zatézmy ponadto, Ze V jest modutem w ind A, reprezentowanym przez trojke V = (Vo, V1, v), dla ktorej oy # 0.
Wowczas dla kazdego nierozkiadalnego sktadnika prostego N modutu V1 zachodzi Homg (M, N) # 0.

1.3 ELEMENTARNE POJECIA ALGEBRY HOMOLOGICZNE]J -

Ten podrozdzial ma na celu wprowadzenie klasycznych poje¢ pochodzacych z algebry homologicz-
nej, ktére odgrywaja istotna role w teorii reprezentacji algebr. Rozpoczynamy od definicji modutéw
projektywnych (injektywnych), po czym pobieznie komentujemy podstawowe wiasnosci rezolwent w
kategoriach modutéw. Prowadzi to wprost do dobrze znanych numerycznych niezmiennikéw, to jest,
wymiaru projektywnego i wymiaru injektywnego modutu, ktére definiujemy i krétko omawiamy, miedzy
innymi wprowadzajac przy tym pojecie globalnego wymiaru algebry. Wiekszos¢ wynikéw pozostawiamy
bez dowodéw, ktére mozna znalezé w [49, 1.8].

Niech A bedzie dowolna algebra. Przypominamy, ze modut P w mod A nazywany jest modutem
projektywnym wtedy i tylko wtedy, gdy dowolny homomorfizm P — N w mod A faktoryzuje sie przez
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dowolny epimorfizm M — N, to znaczy, je$li f € Homu(P,N) oraz h : M — N jest epimorfizmem w
mod A, to istnieje homomorfizm g : P — M taki, ze f = hg. Pojecie modutu injektywnego zdefiniowane
jest dualnie. Powiemy mianowicie, ze I jest modutem injektywnym, gdy dla dowolnego f € Homu (M, I)
oraz dowolnego monomorfizmu u : M — N w mod 4, istnieje homomorfizm v : N — I taki, ze f = vu.

Moduly projektywne oraz injektywne maja dos¢ ograniczona strukture, ktéra mozna jednoznacznie
odtworzy¢ ze struktury algebry. W istocie, niech ey, ..., e, bedzie pelnym zestawem parami ortogonal-
nych prymitywnych idempotentéw (bazowej) algebry A, gdziee; +--- + e, = 14. Wéwczas modul P jest
projektywny w mod A wtedy i tylko wtedy, gdy jest on izomorficzny z suma prosta modutéw postaci
eiA,zi € {l,...,n}. Mozna réwniez pokaza¢, ze P jest projektywny wtedy i tylko wtedy, gdy dowolny
epimorfizm X — P w mod A jest retrakcja. Mamy takze dualna charakteryzacje moduléw injektywnych,
na mocy ktorej I jest modutem injektywnym w mod A wtedy i tylko wtedy, gdy jest on izomorficzny
z suma prosta moduléw postaci D(Ae;), i € {1,...,n}, lub rownowaznie, gdy dowolny monomorfizm
I - Y w mod A jest sekcja.

Uwaca - W dalszej czesci rozprawy, dla kazdej spdjnej i bazowej algebry A przyjmujemy domyslnie,
ze ustalone sa parami ortogonalne prymitywne idempotenty ey,...,e, z e; + -+ + e, = 14, i wOwczas
zawsze oznaczamy przez Pi,...,P, (odpowiednio, I3,...,I,) odpowiadajace nierozkiadalne moduly
projektywne ejA, ..., e,A (odpowiednio, injektywne D(Aey), ..., D(Ae,)) w mod A. Przyjmujemy wtedy
réwniez oznacza¢ przez S; modut prosty top(P;) = soc(l;) w mod A, dla kazdego i € {1,...,n}. W
szczegOlnosci, tym przypadku klasy (P4}, ..., {P,}, klasy {I1},...,{I,}, oraz klasy {S1},...,{S5,} wyczerpuja
wszystkie parami rézne klasy izomorfizmu nierozkladalnych modutéw projektywnych, injektywnych,
oraz odpowiednio, modutéw prostych w mod A -

Moduly projektywne (injektywne) pelnia niezwykle wazna role w opisie kategorii modutéw, ze
wzgledu na ponizej sformutowane uniwersalne wtasnosci nakrywania modutami projektywnymi oraz
zanurzania w moduly injektywne, ktére umozliwiaja aproksymowanie modutéw kompleksami modu-
t6w projektywnych (lub injektywnych) nazywanymi rezolwentami.

TwierpzeNie 1.3.1. Niech A bedzie algebra, M zas dowolnym niezerowym modutem w mod A. Zachodzg
nastepujqce stwierdzenia.

(1) Istnieje modut projektywny P = P(M) w mod A oraz epimorfizm m : P — M taki, Ze dowolny homomorfizm
p: N — P wmodA, dla ktérego ztozenie mp jest epimorfizmem w mod A, jest réwniez epimorfizmem; taki
epimorfizm nazywany jest minimalnym.

(2) Epimorfizm minimalny 7 : P(M) — M, dla ktérego P(M) jest projektywny, jest wyznaczony jednoznacznie
z doktadnoscig do izomorfizmu, to znaczy, jesli P’ jest modutem projektywnym w mod A oraz istnieje przy
tym pewien epimorfizm minimalny w mod A postaci 7’ : P’ — M, to istnieje wtedy izomorfizm ¢ : P —
P" w mod A taki, Ze ' = m; w szczegdlnosci rowniez modut projektywny P = P(M) jest wyznaczony
jednoznacznie z doktadnoscig do izomorfizmu modutow.

Dualnie mamy nastepujace twierdzenie dla modutéw injektywnych.

TwierpzENIE 1.3.2. Niech A bedzie algebrq, M zas dowolnym niezerowym modutem w mod A. Zachodzg
nastepujqgce stwierdzenia.

(1) Istnieje modut injektywny I = I(M) w mod A oraz monomorfizm u : M — 1 taki, Ze dowolny homomorfizm
q:1— NwmodA, dla ktérego ztozenie qu jest monomorfizmem w mod A, jest réwniez monomorfizmem;
taki monomorfizm nazywamy minimalnym.

(2) Monomorfizm minimalny u : M — I(M), dla ktérego 1(M) jest modutem injektywnym, jest wyznaczony
jednoznacznie z doktadnoscig do izomorfizmu, to znaczy, jesli I' jest modutem injektywnym w mod A oraz
istnieje pewien monomorfizm minimalny wmod A postaciu’ : M — I, to istnieje wtedy izomorfizm 1 : I — I
w mod A taki, Ze Yu’ = u; w szczegdlnosci, modut injektywny I = I(M) jest wyznaczony jednoznacznie z
doktadnoscig do izomorfizmu.
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Na podstawie powyzszych dwoch twierdzen dla kazdego modutu M # 0 istnieja w mod A epimor-
fizm minimalny 7t : P(M) — M oraz monomorfizm minimalny u : M — I(M), gdzie P(M) jest modulem
projektywnym, za$ I(M) modutem injektywnym. Co wiecej homomorfizmy 7 oraz u o tych wiasnosciach
sa wowczas wyznaczone z doktadnos$cia do izomorfizmu P(M) — P(M) oraz odpowiednio, izomorfizmu
I(M) — I(M). W takim przypadku, epimorfizm 7 : P(M) — M, lub czasami sam modut projektywny
P(M) jest nazywany nakryciem projektywnym modutu M w mod A. Dualnie, monomorfizm u : [ — I(M)
lub czasem réwniez modut I(M) nazywa¢é bedziemy injektywng powtokqg modutu M w mod A.

Udowodnimy teraz nastepujacy prosty lemat, ktérego dowdd wymaga jedynie odpowiedniego za-
stosowania powyzszych definicji.

Lemar 1.3.3. Niech A bedzie algebrg, zas B = A/I algebrq ilorazowg, dla ktérej wszystkie moduty projektywne
(odpowiednio, injektywne) w ind B sq projektywne (odpowiednio, injektywne) w ind A. Wéwczas dla kazdego
modutu X # 0 w mod B, jego nakrycie projektywne (odpowiednio, powtoka injektywna) w mod B jest takze
nakryciem projektywnym (powlokq injektywng) w mod A.

powoD - Niech X # 0 bedzie dowolnym modutem w mod B, za$ g : Pp(X) — X oraz mp : Po(X) — X
jego nakryciem projektywnym w mod B oraz mod A, odpowiednio. Poniewaz 7t jest epimorfizmem a
P4(X) jest projektywnym A-modutem wnioskujemy, ze m4 = miph, dla pewnego h € Homa(P(X), Pp(X)).
Z drugiej strony, Pp(X) jest projektywny w mod B, a wiec z zatoZenia jest takze modulem projektywnym w
mod A, czyli g ma takze faktoryzacje mp = mah’, dlah’ € Homy4 (Pp(X), PA(X)), bo 14 jest epimorfizmem
w mod A. Ostatecznie odnotujmy, ze 74 jest nakryciem projektywnym modulu X w mod A, a wiec
mimimalnym epimorfizmem w mod A. W konsekwengji, na mocy Twierdzenia[I.3.1(1) homomorfizm 1’
musi by¢ epimorfizmem, gdyz rsh’ = g jest epimorfizmem. Stad oczywiscie I’ jest retrakcja, bo P4 (X)
jest projektywny. Ale wéwczas P4(X) jest izomorficzny ze skiadnikiem prostym modulu Pg(X), totez
P 4(X)jest wtedy modutem projektywnym w mod B. W takim razie 4 = mighjest epimorfizmem w mod B,
a poniewaz g jest minimalnym epimorfizmem w mod B (jako nakrycie projektywne modutu X w mod B),
to ponownie korzystajac z Twierdzenia [I.3.1(1) otrzymujemy, Zze & musi by¢ epimorfizmem w mod A.
Wtedy # jest retrakcja bo Pg(X) jest projektywny w mod A, skad wynika juz, ze Pp(X) =~ P4(X) i nakrycie
g W mod B jest w istocie réwniez nakryciem projektywnym w mod A. Analogicznie wykorzystujac
Twierdzenie [1.3.2(1) oraz definicje modutu injektywnego i monomorfizmu minimalnego fatwo mozna
dowies¢, ze zachodzi réwniez dualna wlasnoé¢ dla powltok injektywnych w mod B. |

Odnotujmy réwniez ponizszy dobrze znany lemat, dzieki ktéremu mozemy wyznaczy¢ proste
kompozycyjne faktory niezerowego modulu M na podstawie znajomosci przestrzeni homomorfizmoéw
Hom (P, M), dla modutéw projektywnych P w ind A.

Lemar 1.3.4. Niech A bedzie algebrg, 14 = e1 + - - - + ey, dla pewnego kompletnego zestawu parami ortogonalnych
prymitywnych idempotentéw ey, ..., e, w A, a M dowolnym niezerowym modutem w mod A. Woéwczas, dla
kazdego k € {1, ...,n}, zachodzg nastepujgce stwierdzenia.

(1) Krotnosé cp (M) modutu prostego Sy ciggu kompozycyjnym modutu M jest réwna dtugosci lo, (Hom4 (P, M))
modutu Hom 4 (Py, M) traktowanego jako modut w mod @y, gdzie @, = End4(Py).

(2) Krotnosé cx(M) jest réwna dtugosci loe(Homa(M, Ix)) modutu Homu (M, Ix) rozwazanego jako modut w
mod r}cgp’ przy czym I'y = Enda(Iy). f

W szczegdlnosci, ustalony modut prosty Sy, k € {1, ..., n}, jest kompozycyjnym faktorem modutu M wtedy i tylko
wtedy, gdy Hom 4 (Py, M) # 0, lub réwnowaznie, gdy Hom4 (M, I) # 0.

Przypomnijmy tutaj tylko, Ze dowolna algebra A jest pétprosta wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy modut
w mod A jest projektywny, lub réwnowaznie, kazdy modut w mod A jest injektywny. Przed oméwieniem
koncepgji rezolwenty projektywnej i injektywnej moduléw pozwoélmy sobie teraz wykazaé nastepujacy
przydatny p6zZniej elementarny lemat techniczny, ktérego dowdd wykorzystuje istotnie pojecia nakrycia
projektywnego i injektywnej powloki, oraz r6zne omawiane wyzej wiasnosci modutéw projektywnych

(injektywnych).

13



Lemar 1.3.5. Niech A bedzie spojng algebrq, zas € dowolng rodzing modutéw w ind A. Zatézmy ponadto, Ze
stowarzyszona algebra ilorazowa B = A(€) = A/ Anny(€) spetnia nastepujgcy warunek: wszystkie moduty
projektywne w ind B sg projektywne w ind A oraz wszystkie moduty injektywne w ind B sg injektywne w ind A.
Woéwczas € jest doktadng rodzing modutow, to znaczy Anna(€) = 0

powODp - Oznaczmy przezey, .. ., e, pelen zestaw parami ortogonalnych prymitywnych idempotentéw
bazowej i spojnej algebry A oraz niech Q4(%) oznacza pelny wartoéciowany podkotczan w Q4 rozpiety
na zbiorze {iy, ..., 1} wszystkich tych wierzchotkéw i w Qg4, dla ktérych modut projektywny P; = ;A w
ind A jest jednym z modutéw projektywnych w ind B. Latwo zauwazy¢, ze algebra B = Bp jako modut
w mod A ma nastepujacy rozktad na sume prosta modutéw projektywnych B=Bs =¢; A®--- ® ¢;A.

Pokazemy najpierw, ze podkolczan Qa(%) jest zamkniety na branie nastepnikéw. W istocie roz-
wazmy dowolny wierzchotek j podkotczanu Q4(%) oraz niech wierzchotek i bedzie dowolnym bezpo-
$rednim nastepnikiem wierzchotka j w Q4. Wéwczas mamy oczywiscie w Q4 strzatke postaci j — i,
a wiec na mocy definicji kofczanu zwyczajnego algebry wnosimy, ze ej(rad A)e;/ej(rad A)%¢; # 0. Mo-
zemy zatem wybra¢ pewien element a € ej(rad A)e; \ ej(rad A)%e;, ktéry indukuje poprzez izomorfizm
ejAe; = Homy(e;A, ejA) pewien homomorfizm f = f; : P; - P; w mod A pomiedzy odpowiadajacymi
modutami projektywnymi P; = ¢;A oraz P; = ¢;A w ind A. W szczegolnosci, a ¢ ej(rad A)%e; implikuje, ze
homomorfizm f = f; nie moze by¢ ztozeniem postaci f = hg, gdzie ¢ € rada(P;, P), h € rad4(P, P;) oraz P
jest pewnym modulem projektywnym w mod A. Udowodnimy teraz, ze wierzcholek i réwniez nalezy
do podkotczanu Q4(%). Przypusémy w tym celu, ze jest odwrotnie. Wtedy j # i, zatem P; # P;, skad f
nie moze by¢ epimorfizmem, gdyz wtedy bylby retrakcja (wiec izomorfizmem) miedzy nieizomorficz-
nymi nierozktadalnymi modutami projektywnymi P; oraz P;, sprzecznoé¢. Totez Im f jest wlasciwym
podmodutem P;, wiec jest podmodulem jedynego maksymalnego podmodutu rad P; w P; (patrz [49,
Proposition 1.5.16]). Woéwczas projektywnos¢ P; implikuje, ze istnieje diagram przemienny w mod A
postaci

P(rad Pj) - rad P;

przy czym 7 : P(rad Pj) — rad P; jest nakryciem projektywnym modutu rad P; w mod 4, za$ f = uf,
gdzie u : rad P; — P; jest kanoniczna inkluzja radykatu. Zauwazmy réwniez, ze poniewaz j nalezy
do Qa(C), to modut P; jest projektywny w ind B, zatem jego radykat rad P; jest modutem w mod B. To
implikuje na mocy Lematu[I.3.3} ze homomorfizm 7 jest jednoczeénie nakryciem projektywnym modutu
rad P; w mod B, gdyz moduly projektywne w ind B sa z zalozenia projektywne w ind A. Konsekwentnie
otrzymujemy, ze dla wszystkich nierozktadalnych sktadnikéw prostych Py modutu P(rad P)), wierz-
chotek k nalezy do Q4(%). W takim razie ¢ nalezy do rada(P;, P(rad Pj)), bo i ¢ Qa(%¢), a poniewaz
Imum = rad P; # P; wiec h = um nie jest retrakcja, czyli nalezy do radA(P(rad Pj), P)); patrz Twierdzenie
-3) ]ednakze wtedy homomorfizm f ma niedozwolony rozktad f = uf = h g na zlozenie homomor-
fizméw ¢ € rada(P;, P) oraz h € rad(P, P;) z P = P(rad P;) bedacym modutem projektywnym w mod B, a
wieciw modA. Otrzymana sprzecznoéé ostatecznie dowodzi, ze kazdy bezposredni nastepnik i wierz-
chotka j z Qa(%), réwniez nalezy do Qa(%). Stad juz natychmiast wynika, ze podkolczan Q4 (%) jest w
istocie zamkniety na branie nastepnikéw w Q4.

Analogicznie mozna rozwazac podkotczan Q’, (¢) sktadajacy sie doktadnie z tych wierzchotkéw i w
Qa, dlaktérych odpowiadajacy modutinjektywny D(Ae;) w ind A jest injektywny w ind B. Wykorzystujac
injektywne powloki oraz argumenty dualne do przedstawionych powyzej nietrudno jest pokaza¢, ze
podkotczan Q’, (%) jest zamkniety na branie poprzednikow w Q4. Wystarczy juz tylko zauwazy¢, ze
kazdy modut injektywny I w ind B jest izomorficzny z modutem postaci D Homg(P, B), gdzie P jest
projektywny w ind B, a wiec z zalozenia jest rowniez projektywny w ind A, czyli P = ¢; A, dla pewnego
k € {1,...,1}. To jednak oznacza, ze I = DHomg(P,B) ~ DHomu(e; A,B4) = D(Be; ), na podstawie
Twierdzenia 1), skad juz fatwo wywnioskowaé, ze B = gB jako modul w mod A°? ma rozktad
B = gB = Ae;, & -+~ ® Ae;, a w konsekwengji zachodzi réwnos¢ Qa(%) = Q) (%). Implikuje to teraz, ze
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podkotczan Q(%) jest zamkniety zardwno na branie poprzednikéw, jak i na branie nastepnikéw w Q4.
Ostatecznie otrzymujemy stad réwnosé¢ Qa4 = Qa(%'), poniewaz z zatozenia algebra A jest spdjna, a wiec
spojny jest jej kotczan zwyczajny Q4, co implikuje, ze nie moze istnie¢ wierzchotek x w Q4 nie nalezacy
do Qa(%’), bo bylby on wéwczas potaczony z co najmniejjednym wierzchotkiemi € Q4(%') strzatkai — x,
albo strzatka x — i, a to w obu przypadkach prowadzi do sprzecznosci, gdyz Qa(%) jest zamkniety na
nastepnikéw i poprzednikéw. Tak wiec Q4 = Qa(%), skad wynika, ze kazdy modut projektywny w ind A
jest jednym z moduléw projektywnych w ind B, totez mamy B = A, a zatem faktycznie Ann, (%) =0, co
koriczy dowdd. m|

Przypominamy teraz pojecie rezolwenty projektywnej i injektywnej modutu. Niech A bedzie algebra,
za$ M dowolnym niezerowym modutem w mod A. Rezolewentq projektywng modutu M w mod A nazy-
wamy dowolny ciag doktadny w mod A postaci --- = P, — --- — P; = Py — M — 0 taki, ze wszystkie
moduly P,, dlan € N, sa projektywne w mod A. Projektywna rezolwente

..Hpnﬂpn_l P, 42 P; l Py dOM_>0

(niezerowego) modutu M w mod A nazwiemy natomiast minimalng projektywng rezolwentq modutu M,
o ile wszystkie indukowane epimorfizmy d, : P, — Imd,, dla n > 0, sa minimalne (to znaczy, sa
to nakrycia projektywne obrazéw Imd,). Dualnie, jesli dany bedzie ciag dokladny w mod A postaci
0->M—-I">I'—... -5 ["— .. oraz wszystkie moduly I'", dla m € IN, sa injektywne, to powiemy,
ze ciag ten jest injektywng rezolwentq modutu M w mod A. Podobnie, dualne zalozenie o minimalno$ci
odpowiednich monomorfizméw indukowanych prowadzi do definicji minimalnej injektywnej rezolwenty
modutu M. Odnotujmy takze, ze ]esh dana jest minimalna projektywna rezolwenta M powyzszej po-
staci, to ciag doktadny P; —— Py M 0 utworzony z jej koricowych wyrazéw nazywany jest
minimalng projektywng prezentacjg modutu M. Analogicznie nalezy rozumie¢ pojecie minimalnej injektywnej
prezentacji modutu.

Wspominamy tutaj jedynie, ze minimalna projektywna (odpowiednio, injektywna) rezolwenta da-
nego modutu wyznaczona jest jednoznacznie z dokladnoscia do izomorfizmu ciagéw dokladnych, co
opisuje ponizsze twierdzenie.

TwierDZENIE 1.3.6. Niech A bedzie algebrq, a M dowolnym niezerowym modutem w mod A. Zatézmy ponadto,
ze

d d d
P: - —2=P—=Py—>M 0
jest minimalng ;grojektyaglq rezolwentq modutu M w mod A. Wéwczas dla dowolnej projektywnej rezolwenty IP”
*>P] —=Pj—>M 0 modutu M istnieje w mod A diagram przemienny postaci

P2 p, B py 0
lfz lfl lfo lIdM
T N T

P, P Py M 0.

W szczegolnosci, jesli przy tym réwniez IP’ jest minimalng projektywng rezolwentq modutu M, to wszystkie
homomorfizmy f; : P; — P}, dla i € N, sq izomorfizmami w mod A.

W Swietle powyzszego dowolne dwie minimalne projektywne rezolwenty IP i IP” ustalonego modutu
M # 0 w mod A sa izomorficzne jako ciagi doktadne. W szczegdlnosci, dla kazdego n > 0 zachodzi
izomorfizm P, = P;,. Innymi stowy, klasy izomorfizmu moduléw projektywnych P, (odpowiednio,
injektywnych I;), dla n > 0, sa wyznaczone jednoznacznie. Wynika stad réwniez, Ze jesli moduly
Py,...,Py, m > 0, sa niezerowe, za$ P,,41 = 0, dla pewnego m > 0, to Py = 0, dla k > m, oraz dowolna
minimalna pro]ektywna rezolwenta M spelnia te sama wlasnos¢. Wéwczas méwimy, ze IP jest dtugosci
m. W przeciwnym wypadku, to jest, gdy Ps # 0, dla dowolnego s > 0, okreslamy diugos¢ IP jako co.
Uzasadnia to, ze dlugoé¢ m = min{s > 0; Psy1 = 0} minimalnej projektywnej rezolwenty I modutu M,
jest poprawnie okreélona i nie zalezy od jej wyboru, a jedynie od samego modulu M # 0; wielko$¢ ta
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nazywana jest projektywnym wymiarem (modutu) M i oznaczamy ja symbolem pd , M € INU {co}. Zachodzi
réwniez dualne twierdzenie, ktére pokazuje, ze takze minimalna injektywna rezolwenta dowolnego
niezerowego modulu M w mod A jest wyznaczona z doktadno$cia do izomorfizmu ciagéw doktadnych,
totez analogicznie mozna rozwazac jej dtugos¢, ktéra nazywa sie wymiarem injektywnym M i oznacza
przez idg M € IN U {oo}. W szczeg6lnosci zachodzi pd, M = 0 (odpowiednio, id4 M = 0) wtedy i tylko
wtedy, gdy M jest modulem projektywnym (odpowiednio, injektywnym) w mod A.

Badanie projektywnych oraz injektywnych wymiaréw moduléw nad dana algebra A daje wiele
ciekawych informacji o samej algebrze, o czym bedziemy mieli okazje sie przekonaé w dalszym toku
rozwazan. W pewnym sensie wymiary projektywne (lub injektywne) moduté6w w mod A sa jedno-
znacznie wyznaczone przez odpowiednie wymiary moduléw nierozkladalnych. W istocie bowiem, dla
kazdego niezerowego modutu M w mod A, jezeli M = My & - -- ® M,, gdzie M, ..., M, sa niezerowymi
modutami w ind A, r > 1, to pdy M = max{pd, My, ...,pd, M,} oraz idg M = max{ida My, ...,ids M,}.
W szczegoblnosci, bardzo wazny niezmiennik K-algebr A globalny wymiar, oznaczany przez gl.dim A,
jest zdefiniowany jako kres gérny wymiaréw projektywnych (réwnowaznie, injektywnych) wszystkich
modutéw nierozkladalnych w mod A. Zagadnienia te oméwimy pobieznie w pozostatej czesci tej sekgji
wykorzystujac tak zwane funktory rozszerzen, ktére sa szczeg6lnym przypadkiem funktoréw pochodnych
nalezacych do dobrze znanych koncepcji algebry homologicznej. Rozwazmy dla ustalenia uwagi pare
modutéw M, N w mod A, gdzie A jest dowolna K-algebra. Wéwczas, dla kazdej minimalnej rezolwenty

projektywnej 0 5 i i

Ay
P, Pq Py M 0

modutu M w mod A, mozemy rozwazy¢ nastepujacy kompleks kotaricuchowy w mod K indukowany
przez funktor kontrawariantny Homx (-, N)

0 —% Homa(Py, N) 2 i Homu (P2, N) —2 e,

Homx(P1,N)

gdzie 0" = Homy(d,, N), dla n > 1. Kohomologie tego kompleksu sa tak zwanymi przestrzeniami
rozszerzeri; dla kazdego n € IN, n-ta przestrzeri kohomologii tego kompleksu, to znaczy nastepujaca
ilorazowa przestrzer K-liniowa

Kerd!, gdy n=0;

n — n+1 n _
H*(M,N) = Ker """/ Im 9" = {Ker Homy(d,+1,N)/ Im Homy (d,,,N), jesli n>1,

nie zalezy (z dokltadnoécia do izomorfizmu przestrzeni liniowych) od poczatkowego wyboru minimalnej
rezolwenty projektywnej modutu M w mod A, nazywana jest n-tq przestrzenig rozszerzeri z M do N, oraz
oznaczana jest symbolem Ext’, (M, N). Bezposrednio z tej definicji oraz lewostronnej doktadnosci funktora
Homu(—, N) wnosimy, ze Ext%(M, N) = Kerd' = KerHomu(d;,N) = ImHomy(do, N) = Homu (M, N)
(w mod K), poniewaz Homu(do, N) : Homu(M,N) — Homy(Po, N) jest monomorfizmem w mod K.
Przypomnijmy tylko, ze zachodzi ponizsze twierdzenie [49, patrz I11.3].

TwierpzeNIE 1.3.7. Niech A bedzie algebrg, M modutem w mod A. Wéwczas dla kazdej liczby naturalnej n ist-
nieje indukowany funktor kowariantny Ext; (M, —) : mod A — mod K oraz indukowany funktor kontrawariantny
Ext), (=, M) : mod A — mod K.

Funktory rozszerzeri mozna réwnowaznie skonstruowaé¢ odpowiednio wykorzystujac minimalna
injektywna rezolwente modutu z drugiej wspéirzednej. Uzasadnienie, ze konstrukgja ta jest réwno-
wazna wymaga pewnych nietrywialnych technik algebry homologicznej i nie bedziemy tego robi¢.
Wspominamy jedynie, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

TwierpzeNIEe 1.3.8. Niech A bedzie dowolng algebra, M zas modutem w mod A. Wéwczas

(1) Wymiar projektywny modutu M jest skoriczony i réwny pd, M = n wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
Ext’} (M, -) # 0, przy czym Ext"' (M, -) = 0.

(2) pd, M = oo wtedy i tylko wtedy, gdy Ext’, (M, —) # 0, dla kazdej liczby n > 0.
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(3) Dualnie, ids M = n wtedy i tylko wtedy, gdy Ext’y(-, M) # 0 oraz Ext}"' (-, M) = 0.
(4) ida M = oo wtedy i tylko wtedy, gdy Ext), (=, M) # 0, dla dowolnej liczby n > 0.

Stosujac Twierdzenie Jordana-Holdera oraz pewne elementarne wlasnosci wymiaréw projektywnych
i injektywnych modutéw mozna stad wywnioskowa¢, ze globalny wymiar dowolnej algebry A jest
réowny kresowi gérnemu wymiaréw projektywnych (réwnowaznie, injektywnych) wszystkich modutéw
prostych w mod A. Prowadzi to do nastepujacego wniosku.

Wniosek 1.3.9. Niech A bedzie dowolng algebrq. Wéwczas nastepujgce warunki sq réwnowazne.
(i) Globalny wymiar algebry A jest skoriczony.
(ii) Dla kazdego modutu M w mod A zachodzi pd , M < oo (réwnowaznie, ida M < o).

(iii) Wszystkie moduty M w ind A majg pd , M < oo (réwnowaznie, ida M < o).

(iv) Wymiar projektywny (réwnowaznie, injektywny) dowolnego modutu prostego w mod A jest skoriczony.
(v) Istnieje m > 0 takie, ze Ext)(—,—) = 0, to znaczy Ext’)(X,Y) = 0, dla dowolnych modutéw X, Y w mod A.

Z powyzszego otrzymujemy natychmiast, ze dla dowolnej algebry A zachodzi gl. dim A = co wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje modul M w ind A o nieskoriczonym wymiarze projektywnym (lub injektyw-
nym), lub réwnowaznie, gdy dla kazdego m > 0 mamy Extj(—, —) # 0, to znaczy, istnieja moduly XiY w
mod A, dla ktérych Ext’) (X, Y) # 0. Mozna pokaza¢, ze jest to rownowazne istnieniu modutu M w ind 4,
dla ktérego zaréwno projektywny, jak i injektywny wymiar sa nieskoriczone. Oczywiscie jest to warunek
wystarczajacy, lecz jego konieczno$¢ wymaga pewnej argumentacji, ktéra zostata przedstawiona przez
A. Skowronskiego, S. O. Smale oraz D. Zacharie w kréciutkiej notce [48]. Odnotujmy jeszcze nastepujace
znane twierdzenie, ktére pokazuje w jaki sposéb ograniczenia na wymiary homologiczne modutéw
determinuja globalny wymiar algebry.

TwierpzeNie 1.3.10. Niech m,n € N oraz zatézmy, Ze A jest algebrq, dla ktérej wszystkie moduty X w ind A
spetniajg pd , X < m lubids X < n. Wowczas gl. dim A < m +n+ 1. W szczegolnosci, jezeli dla kazdego modutu
Xwind A zachodzi pd, X < 11lubidps X <1,to Agl.dimA < 3.

Przypominamy ostatecznie, Ze przestrzenie rozszerzen zawieraja wiele informacji o samej algebrze.
Na przyklad pierwsze przestrzenie rozszerzeni pomiedzy modutami prostymi kompletnie determinuja
kotczan zwyczajny algebry.

Lemar 1.3.11. Niech A bedzie dowolng K-algebrq oraz rozwazmy dwa dowolne wierzchotki i, j kotczanu Qa.

(df'/ l“) .
Wowczas istnieje strzatka i L j wQa, wtedy i tylko wtedy, gdy Ext}(S;, S i) # 0. W tym przypadku, zachodzg
takze réwnosci
dij = dimEndA(S],) EXt}q(SZ‘, S]) oraz d;] = dimEndA(S,-) Ext}q(Si, S])

1.4 TEORIA AUSLANDERA-REITEN -

Podrozdzial ten jest zestawieniem wybranych wynikéw teorii Auslandera-Reiten, ktorej zawdzieczamy
glebokie spojrzenie na homologiczna strukture kategorii modutéw. Autorzy tej teorii wprowadzili
bardzo wazne pojecie ciagu prawie rozszczepialnego, ktére przyczynilo sie do rozwoju wielu nowych
poje¢ i metod, z powodzeniem wykorzystywanych w nowoczesnej teorii reprezentacji algebr. Sekcja
ta podzielona jest na trzy zasadnicze czeSci. W pierwszej definiujemy odwzorowania nieprzywiedlne
i prawie rozszczepialne oraz krétko omawiamy podstawowe wiasnosci ciagéw prawie rozszczepial-
nych i bezposrednio z tym zwiazane pojecie translacji Auslandera-Reiten. Druga cze$¢ jest poSwiecona
wprowadzeniu jednego z najwazniejszych niezmiennikéw teorii Auslandera-Reiten, to znaczy kolczanu
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Auslandera-Reiten, ktéry jest obiektem kombinatorycznym zawierajacym wazne informacje o wszyst-
kich ciagach prawie rozszczepialnych i odwzorowaniach nieprzywiedlnych w kategorii modutéw danej
algebry. W trzeciej czeéci natomiast omawiamy pobieznie najwazniejsze znane typy sktadowych w
kotczanach Auslandera-Reiten algebr, ktére beda pojawiaty sie w rozwazaniach rozprawy.

Przypominamy, ze dla dowolnej algebry A homomorfizm f : X — Y w mod A nazywany jest
nieprzywiedlnym, o ile f nie jest ani sekcja, ani retrakcja oraz dla kazdego rozkladu f = f, fi wmod A, albo
f1jest sekcja albo f, jest retrakcja. Zbiér homomorfizméw nieprzywiedlnych z X do Y w mod A oznacza¢
bedziemy symbolem Irra(X,Y). Odnotujmy tylko, ze na mocy twierdzenia udowodnionego przez R.
Bautiste (patrz takze [49, Lemma III.7.8]), dla dowolnych modutéw X i Y w ind A zachodzi réwnosé
Irra(X,Y) = rada(X, Y) \ radi (X,Y). Ponadto wéwczas dowolny homomorfizm nieprzywiedlny X — Y
jest albo wtasciwym epimorfizmem albo wlasciwym monomorfizmem. Dla dowolnych modutéw XiY
w ind A przez irr4(X, Y) oznaczamy ilorazowa przestrzen K-liniowa rad4 (X, Y)/ radi\(X, Y). OczywisScie
irra(X,Y) # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy Irrs (X, Y) # 0.

Przypomnijmy dalej, ze homomorfizm f : L — M w mod A nazywany jest lewostronnie prawie roz-
szczepialnym w mod A wtedy i tylko wtedy, gdy f nie jest sekcja oraz dla dowolnego homomorfizmu
f": L — M’, ktéry nie jest sekcja w mod A, istnieje homomorfizm h : M — M’ taki, ze f’ = hf. Dual-
nie, powiemy, ze homomorfizm ¢ : M — N w mod A jest prawostronnie prawie rozszczepialny w mod A
wtedy i tylko wtedy, gdy g nie jest retrakcja oraz dla dowolnego homomorfizmu ¢’ : M’ — N, ktéry
nie jest retrakcja w mod A, istnieje homomorfizm h : M’ — M taki, ze ¢’ = gh. Odnotujmy réwniez, ze
homomorfizm f : L — M nazywamy lewostronnie minimalnym, o ile dowolny endomorfizm o € End (M)
taki, ze af = f, jest izomorfizmem. Homomorfizm g : M — N nazwawamy natomiast prawostronnie
minimalnym, gdy dowolny endomorfizm a € End4(M) taki, ze go = g, jestizomorfizmem. Jesli f : L - M
jest lewostronnie minimalny i lewostronnie prawie rozszczepialny, to powiemy krétko, ze f jest lewo-
stronnie minimalny prawie rozszczepialny. Powinno by¢ réwniez jasne co rozumiemy stosujac okreslenie
homomorfizm prawostronnie minimalny prawie rozszczepialny.

Nastepne dwa twierdzenia stanowia wazne wyniki teorii Auslandera-Reiten, ktére pokazuja, ze
homomorfizmy nieprzywiedlne o poczatku lub koficu w ustalonym module nierozktadalnym sa zde-
terminowane przez odpowiednie homomorfizmy lewostronnie lub prawostronnie minimalne prawie
rozszczepialne. Po dowody odsytamy do [49, patrz Theorem I11.7.11 oraz Theorem II1.7.12].

TwierDZENIE 1.4.1. Niech A bedzie algebrg, L, M # 0 modutami w mod A, oraz zatézmy, Ze istnieje homomorfizm
lewostronnie minimalny prawie rozszczepialny f : L — M. Wéwczas

(1) L jest modutem w ind A oraz f jest homomorfizmem nieprzywiedlnym.

(2) Homomorfizm postaci f' : L — M’ w mod A jest homomorfizmem nieprzywiedlnym wtedy i tylko wtedy,
gdy M’ # 0 oraz istnieje homomorfizm w mod A postaci f” : L — M taki, ze homomorfizm [f' f"]' €
Homy (L, M’ ® M"’) jest lewostronnie minimalny prawie rozszczepialny w mod A.

TwieRDZENIE 1.4.2. Niech A bedzie algebrg, zas M, N # 0 modufami w mod A takimi, Ze istnieje homomorfizm
prawostronnie minimalny prawie rozszczepialny postaci § : M — N. Wéwczas

(1) N jest modutem w ind A oraz g jest homomorfizmem nieprzywiedlnym.

(2) Homomorfizm postaci §' : M’ — N w mod A jest homomorfizmem nieprzywiedlnym wtedy i tylko wtedy,
gdy M’ # 0 oraz istnieje homomorfizm w mod A postaci g : M” — N taki, ze homomorfizm [g' ¢"'] €
Hom (M’ @ M”, N) jest prawostronnie minimalny prawie rozszczepialny w mod A.

Odnotujmy tutaj jeszcze kilka faktow, ktére mozna wywnioskowa¢ miedzy innymi przy uzyciu
dwoéch powyzszych twierdzen. Przypominamy [49, Lemma I11.9.2], ze dla algebry A oraz dowolnego
modutu Z w ind A, przez [Fz oznaczamy algebre [Fz = Enda(Z)/rad Ends(Z), ktéra jest algebra z
dzieleniem. Jedli X oraz Y sa modutami w ind A, dla ktérych istnieje odwzorowanie nieprzywiedlne

18



postaci X — Y w mod A, to irra(X, Y) # 0 ma ponadto réwniez naturalna strukture (IFy-Fx)-bimodulu,
gdzie
(b +rad Enda(Y)).f =bf + rad? 2(X,Y) oraz f.(a + rad Enda(X)) = fa + rad> AXY)

dla dowolnych a € Enda(X), b € Enda(Y) oraz f € rads(X,Y). Wspominamy takze, ze bimodutowa
struktura na irra(X, Y) odzwierciedla istotne wiasnosci homomorfizméw lewostronnie (odpowiednio,
prawostronnie) minimalnych prawie rozszczepialnych o poczatku w X (odpowiednio, koricu w Y). W
istocie mozna wykaza¢, ze jezeli istnieje lewostronnie minimalny prawie rozszczepialny homomorfizm
f:X—>MwmodA, toM =Y &M, gdzies > 1, M’ nie ma skltadnikéw prostych izomorficznych z Y, i
przy tym krotno$é s modutu Y w M jest réwna s = dimg, irr4 (X, Y). Dualnie, jesli istnieje prawostronnie
minimalny prawie rozszczepialny homomorfizm g : N — Y wmod A, to N = X" @ N’, gdzie N’ nie ma
skladnikéw prostych izomorficznych z X oraz krotnos$¢ r wynosi r = dimg, irrs (X, Y).

Przypominamy ostatecznie, ze dla kazdej algebry A, krétki ciag dokladny w mod A postaci

g: 0 L—Lopm—2-nN 0,

nazywamy ciggiem prawie rozszczepialnym w mod A, o ile f jest homomorfizmem lewostronnie minimal-
nym prawie rozszczepialnym, natomiast ¢ jest homomorfizmem prawostronnie minimalnym prawie
rozszczepialnym. Stosujac dobrze znane wlasnosci homomorfizméw prawie rozszczepialnych mozna
wywnioskowad¢, ze kazdy ciag prawie rozszczepialny w mod A jest ciagiem nierozszczepialnym i ma
nierozkladalne korice L oraz N.

Uwaga - Istnieje wiele ciekawych warunkéw réwnowaznych na to, aby ciag dokltadny w mod A byt
prawie rozszczepialny. Odnotujmy dla przykiladu, Ze ciag dokladny jest prawie rozszczepialny wtedy
i tylko wtedy, gdy L i N sa modutami nierozktadalnymi oraz homomorfizmy f i g sa nieprzywiedlne.
Réwnowaznie, wystarczy zalozy¢, ze tylko jeden z homomorfizméw f lub g jest minimalnie prawie
rozszczepialny (odpowiednio, lewostronnie lub prawostronnie). Po wiecej charakteryzacji odsytamy
do [49, Theorem II1.8.3]. Przypomnijmy takze, ze dwa ciagi Auslandera-Reiten w kategorii moduléw
mod A algebry A sa izomorficzne jako ciagi dokladne wtedy i tylko wtedy, gdy maja izomorficzne lewe
korice, lub réwnowaznie, maja izomorficzne prawe korice (patrz [49, Lemma II1.8.2]). W ten sposéb
rozumiemy stwierdzenie, ze ciag prawie rozszczepialny (o ile istnieje) jest wyznaczony jednoznacznie z
doktadnoscia do izomorfizmu ciagéw doktadnych przez modul nierozkladalny bedacy jego lewym (lub
rownowaznie, prawym) korficem -

Problem istnienia ciagéw prawie rozszczepialnych okazat sie dalece nietrywialnym zagadnieniem,
ktérego rozwiazanie doprowadzito do ciekawej i glebokiej teorii. Rozstrzygniecie tej hipotezy bylo bez-
posrednio zwiazane z opisem tak zwanych translacji Auslandera-Reiten, to znaczy wzajemnie odwrotnych
operagji, a Sciélej, funktoréw pomiedzy pewnymi kategoriami ilorazowymi kategorii modutéw danej al-
gebry. Odnotujmy tylko, ze dla dowolnego modutu M # 0 w mod A oraz ustalonej minimalnej projektyw-

1 po
nej prezentacji Py Py M 0 modutu M w mod A mozemy rozwazaé nastepujacy ciag do-
ktadny w mod A° indukowany przez funktor kontrawariantny (=)' := Homu(—, A) : mod A — mod AP

0— M' - P — P} — Cokerp! — 0.

Modut Tr M := Coker p| w mod A°P nazywany jest transpose modutu M i z doktadnoscia do izomorfizmu
nie zalezy od poczatkowego wyboru minimalnej projektywnej prezentacji modut M. Nie bedziemy
tu szczegbélowo omawia¢ wlasnosci operagji transpose (parz w tym celu, na przykiad [49, Proposition
I11.4.5]). Wspominamy jedynie, ze Tr : mod A — mod? jest operacja pomiedzy klasami modutéw.
Odnotujmy réwniez, ze operacja Tr rozszerza sie do funktora kontrawariantnego pomiedzy pewnymi
Scisle okreslonymi kategoriami ilorazowami kategorii mod A oraz mod A°P, nazywanymi stabilnymi
kategoriami kategorii modutéw. Przypominamy tylko [49, patrz Theorem II1.4.7], ze dla K-algebry A,
operacja transpose indukuje dualnoéci kategorii

mod A mod A°P |

Tr
gdzie mod A jest kategoria ilorazowa postaci mod A = mod A/P4, przy czym P, jest dwustronnym ide-
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alem w kategorii mod A okreslonym dla modutéw M, N zmod A, jako podprzestrzen K-liniowa P4 (M, N)
przestrzeni Homx (M, N) sktadajaca sie z takich homomorfizméw f : M — N w mod A, ktére faktoryzuja
sie przez pewien modut projektywny, to jest, istnieja homomorfizmy f; : M — Poraz f, : P — N, dla
ktérych f = f,f; oraz P jest modutem projektywnym w mod A. Dualnie, mozna rozwaza¢ dwustronny
ideat 7 4 w kategorii mod A, zdefiniowany dla kazdej pary modutéw M, N z mod A, jako podprzestrzen
liniowa 1 4(M, N) przestrzeni Homx (M, N) sktadajaca sie z homomorfizméw posiadajacych faktoryzacje
przez moduly injektywne. Woéwczas kategoria ilorazowa mod A/ 1 4 oznaczana jest symbolem mod A.

Kategorie mod A i mod A nazywane sa stabilnymi kategoriami modutéw. Przypomnijmy ostatecznie, ze
funktor dualnosci D indukuje naturalnie funktory

D :mod A — mod A°P oraz D : mod A — mod A°P.

Ztozenie tych funktoréw z odpowiednimi funktorami brania transpose prowadzi do funktoréw translacji
Auslandera-Reiten 74 i ’c;‘l, ktére zdefiniowane sa jako nastepujace wzajemnie odwrotne réwnowaznosci
na stabilnych kategoriach modutéw:

T4 =DTr: modA — modA oraz T;‘l =TrD: modA — modA.

Wprost z definicji operacji Tr wnioskujemy, ze Trg M = 0 oraz Tr4or N, 0 ile moduly M i N sa projektywne
w mod A i mod A°P, odpowiednio, skad w szczeg6lnosci otrzymujemy réwnosci 74P = 0 oraz 7' = 0,
dla dowolnego modutu projektywnego P oraz injektywnego I w ind A.

Ponizsze twierdzenie stanowi jeden z przelomowych wynikéw teorii Auslandera-Reiten, ktory
rozwiazuje problem istnienia ciagéw prawie rozszczepialnych (pelny dowéd mozna znalez¢ w [49,
Theorem I11.8.4]).

TwieERDZENIE 1.4.3. [AUusLANDER-REITEN] Niech A bedzie algebrg. Wowczas

(1) Dla dowolnego modutu nieprojektywnego M w ind A istnieje cigg prawie rozszczepialny w mod A postaci
O»tsAM—>E—->M-—>0.

(2) Dla dowolnego modutu nieinjektywnego N w ind A istnieje cigg prawie rozszczepialny w mod A postaci
0—>N-—>F—-1,!N-O.

Twierdzenie to wymusilo natychmiast szereg powaznych konsekwencji. W szczegélnosci, otrzy-
mano dzieki temu dalece nietrywialna charakteryzacje odwzorowan nieprzywiedInych o poczatku i
koficu w danym module nierozkladalnym. W istocie [49, patrz Lemma II1.7.6], dla kazdego modutu
projektywnego M w ind A kanoniczne wlozenie radykatu rad M — M jest homomorfizmem prawostron-
nie minimalnie prawie rozszczepialnym, zatem dla kazdego modulu M w ind A istnieje co najmniej
jeden prawostronnie minimalny prawie rozszczepialny homomorfizm g : E — M w mod A, ktory jest
nieprzywiedlny oraz wszystkie inne homomorfizmy nieprzywiedlne w mod A o koricu w module M
sa skltadnikami odwzorowania ¢ w sensie opisanym w Twierdzeniu podpunkt (2). Podobnie,
kazdy modut N w ind A jest poczatkiem pewnego lewostronnie minimalnego odwzorowania prawie
rozszczepialnego f : N — F, co daje réwniez pelna kontrole nad odwzorowaniami nieprzywiedlnymi
o poczatku N na mocy [49, Lemma IIL.7.7] oraz Twierdzenia [I.4.1(2). W konsekwencji, dowolny homo-
morfizm z rad, (X, Y) pomiedzy modutami X i Y w ind A faktoryzuje sie przez pewien homomorfizm
nieprzywiedlny w ind A o poczatku w X oraz pewien homomorfizm nieprzywiedIny w ind A o koricu
w Y. Odnotujmy takze nastepujacy bardzo przydatny wynik pochodzacy z artykutu [41], ktéry opisuje
pewnego rodzaju uogoélnienie tej wlasnosci w przypadku homomorfizméw z nieskoriczonego radykatu
Jacobsona.

Lemar 1.4.4. Niech A bedzie algebrg, zas X i Y modutami w ind A takimi, Ze rad}} (X,Y) # 0. Wtedy

(1) Istnieje nieskoriczona droga odwzorowar nieprzywiedlnych w ind A postaci

X = Xo A X4 f X, Lt X,

oraz homomorfizmy g, € rad} (X, Y) takie, ze g, f, ... fi # 0, dla kazdego r > 1.
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(2) Istnieje nieskoriczona droga odwzorowar nieprzywiedlnych w ind A postaci

Y, o Y, ey, My, =y

oraz homomorfizmy u, € rad} (X, Y,) takie, ze hy ... hyu, # 0, dla kazdego r > 1.

powoD - Dowdd tego lematu mozna znaleZé w cytowanej pracy [41) patrz Lemma 2.1]. m|

Na koniec podajemy jeszcze kilka lematéw opisujacych rézne potrzebne pézZniej wiasnosci trans-
lacji Auslandera-Reiten oraz ciagéw prawie rozszczepialnych. Rozpocznijmy od nastepujacego czesto
stosowanego lematu [49, patrz Corollary I11.6.4].

Lemar 1.4.5. Niech A bedzie algebrq, zas X dowolnym niezerowym modufem w mod A. Wowczas
(1) pd, X < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy Homa(D(A), 14X) = 0.
(2) ida X < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy HomA(’c;‘lX,A) =0.

Nastepny lemat opisuje dobrze znane wiasnosci translacji nad algebrami ilorazowymi danej algebry.
Po dowdd odsytamy do [50, Proposition VIIL.7.3].

LemaT 1.4.6. Niech A bedzie algebrg, zas B = A/I dowolng algebrq ilorazowq algebry A. Wéwczas dla kazdego
modutu M w mod B

(a) translacja TgM modutu M w mod B jest podmodutem translacji ToM;

(b) translacja odwrotna T3 M jest epimorficznym obrazem translacji T, M.

Ostatecznie formulujemy dwa istotne lematy opisujace pewne wlasnosci ciagéw prawie rozszcze-
pialnych nad algebrami macierzowymi bimodutéw. Dowody lematéw mozna znalez¢ na przykiad w
[50, patrz Corollary VII.10.10].

Lemar 1.4.7. Niech R i S bedq algebrami, zas A algebrq macierzowq A = [(S) ]1\24] pewnego (S-R)-bimodutu M.

Wowczas dowolny cigg prawie rozszczepialny w mod R postaci 0 - X — Y — Z — 0 jest rownieZ ciggiem
prawie rozszczepialnym w mod A wtedy i tylko wtedy, gdy Hompg (M, X) = 0.
Lemar 1.4.8. Niech R i S bedq algebrami, zas A algebrq macierzowq postaci A = [1; D(SN)], dla pewnego (S-R)-

bimodutu N. Woéwczas cigg prawie rozszczepialny w mod R postaci 0 — X — Y — Z — 0 pozostaje prawie
rozszczepialny w mod A wtedy i tylko wtedy, gdy Homg(Z, N) = 0.

Omoéwimy teraz krétko pojecie kolczanu Auslandera-Reiten K-algebry oraz podamy rézne podsta-
wowe koncepcje i wyniki zwiazane z opisem struktury kolczanéw Auslandera-Reiten. Przypominamy,
ze dla K-algebry A jej kolczanem Auslandera-Reiten nazywamy wartoSciowany kolczan I'y = (I'y,d) =
(To,I'1,s,t,d), gdzie

e zbiorem wierzchotkéw I'4 jest zbidr I'g wszystkich klas izomorfizmu moduléw z ind A,

e dla klas izomorfizmu {X}, {Y} moduléw X, Y z ind A przyjmujemy, ze istnieje strzatka {X} — {Y} w
I'1 wtedy i tylko wtedy gdy istnieje homomorfizm nieprzywiedlny X — Y w mod A,

oraz kazdej strzalce a : {X} ——{Y} przyporzadkowuje sie warto$ciowanie d(a) = (dxy, d}, ), tak wiec
mamy w I'y strzatke z wartosciowaniem postaci

{X} (dXY/d;(y)

gdzie dxy = dimg, irra(X,Y) oraz d;w = dimg, irrs (X, Y). Odnotujmy, ze oczywiScie zbior strzatek
w I'4 jest poprawnie okreslony, bowiem jedli X =~ X’ oraz Y ~ Y’ w ind 4, to istnieje odwzorowanie

{¥},
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nieprzywiedlne X — Y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwzorowanie nieprzywiedlne X’ — Y’.

Identyfikujemy odtad moduty X w ind A z odpowiadajacymi im wierzchotkami {X} w I'4, ktére oznaczaé

bedziemy tym samym symbolem X, zawsze pomijajac nawiasy sze$cienne. Ponadto, w przypadku gdy
(1,1

istnieje w I'y strzatka postaci x Y vy, to bedziemy woéwczas pisaé po prostu X — Y, pomijajac

trywialne wartosciowanie (1, 1).

Zauwazmy, ze na mocy Twierdzen [T.4.1] [1.4.2)i[T.4.3] (patrz réwniez [49, Lemma II1.7.6 i 7.7]) otrzy-
mujemy natychmiast pelna teoretyczna wiedze o lokalnej strukturze kolczanu I'y algebry A. W istocie
cytowane twierdzenia implikuja, ze dla kazdego nieprojektywnego (lub nieinjektywnego) modutu X w
ind A kotczan Auslandera-Reiten I'y zawiera, tak zwane oczko o prawym (lub lewym) koricu w X, to
znaczy pelny podkolczan postaci

(g s E1X (e, x, d x) (dxr,, d; XF ,dxF,)

\ V

_1X
odpowiednio, postaci:
Ex,d\ (rx, d ) (dxr,, d XF\M? /Xp,dxps

stowarzyszony z ciagiem prawie rozszczepialnym 0 — 74X — E —- X — 0 w modA o prawym
koricu w module X (lub odpowiednio, ciagiem prawie rozszczepialnym 0 — X — F — 1 AlX - O w

d,
mod A o lewym koricu w X), przy czym zachodza odpowiednio, izomorfizmy E ~ E, ... ErE’X

oraz F =~ F, N g ngp * w mod A. Jezeli natomiast P jest modutem projektywnym, za$ I, modultem
1n]ektywnym w 1nd A, to istnieja nastepujace (pelne) podkolczany w I'y

(dx,p, dy p) (dry,, d% Y
oraz 1 :
énp (dIYm ’ d;ym )
m

d, 4’
gdzie Xlxlp ® - @®X,”" = rad P oraz l/;llﬁ @D YilFm = I/socl. Co najistotniejsze, dla kolczanu
Auslandera-Reiten mozemy okresli¢ tak zwana translacje, to znaczy bijekcje

ta: (To\Tg) — (To \ )

indukowana przez operacje translacji Auslandera-Reiten, to znaczy 74{X} = {t4X]}, dla kazdego nie-
projektywnego modutu X z ind A, gdzie I'; (odpowiednio, I')) jest zbiorem wszystkich wierzchotkéw
Z w I takich, ze modul Z jest projektywny (odpowiednio, injektywny) w ind A. Wyabstrahowanie
kombinatorycznych wilasnosci kotczanu Auslandera-Reiten i indukowanej funkgji translacji prowadzi
do pojecia kotczanu z translacjg; przypomnijmy tu jedynie, ze kofczanem z translacjg nazywamy tréjke
(I', d, 7), spelniajaca nastepujace warunki.

1) I'jestlokalnie skoriczonym kotczanem bez petli oraz podwojnych krawedzi w I', wraz z okreslonym
wartoéciowaniem d : I'1 — IN? strzalek w I.

2) ©: (o \I}) — I jest réznowartosciowa funkcja zbioréw, gdzie I'; jest pewnym podzbiorem zbioru
I'y wierzchotkéw kotczanu I', skladajacym sie z wierzchotkéw, ktére bedziemy dalej nazywac
wierzchotkami projektywnymi (w T).

3) Dla kazdego wierzchotka nieprojektywnego x € Iy, zachodzi réwnosci zbioréw x~ = 7(x)*, gdzie
dlaz € I'g przez z~ (odpowiednio, z*) oznaczamy podzbiér I'y ztozony ze wszystkich bezposrednich
poprzednikéw (odpowiednio, nastepnikéw) wierzchotka z wI'.

4) Jezeli x (u—> Y jest strzatka w I'1 oraz y nie jest wierzchotkiem projektywnym, to istnieje w I'y

takze strzatka postaci 7(v) ©a
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Przypomnijmy, ze w kazdym kolczanie z translacja mozna okresli¢ dualne pojecie wierzchotka injek-
tywnego. Przyjmuje sie bowiem, ze injektywne sa wierzchotki ze zbioru I'j’ = I'p \ 7(I'o \ I'y), to znaczy, nie
sq injektywne dokladnie te wierzchotki, ktore sa translacjami wierzchotkéw nieprojektywnych. Wéwczas
mamy bijekcje 7 : I\ I[j — I'p \ I} pomiedzy zbiorem wierchotkéw nieinjektywnych I'o \ T’ = 7(I'o \ I'))
oraz zbiorem wierzchotkéw nieprojektywnych I'y \ I'; w dowolnym kotczanie z translacja (', d, 7). Odno-
tujmy tutaj bez dowodu, Zze kofczan Auslandera-Reiten I'y = (I'4, d) kazdej algebry A, wraz z translacja
74 : To \ Iy = I'p indukowana przez operacje 74 : ind A — ind A, jest w istocie kofczanem z translacja
I'a = (Ta,d,74). Oczywiscie kazda sktadowa sp6jnosci kotczanu I'4 jest réwniez kotczanem z translacja
dziedziczona z t4. Niech odtad I' bedzie ustalonym kofczanem z translacja I' = (I, d, 7).

DeriNicya - Niech @ bedzie pelnym podkotczanem kolczanu I' oraz przez dg oznaczmy warto$ciowa-
nie kotczanu @ dziedziczone z d, to znaczy dg jest obcieciem d do strzatek z ®. Podkotczan ® nazywamy
podkotczanem z translacjg w T’ = (I, d, 1), jesli dla kazdego wierzchotka x w @, ktdry nie jest projektywny
w I' zachodzi 7(x) € @, lub dualnie, dla wszystkich wierzchotkéw x w @, ktére nie sa injektywne w I', za-
chodzi 771(x) € ®. Wéwczas podkotczan @ w I' ma naturalna strukture kotczanu z translacja (P, do, T0),
przy czym to(x) = 7(x) lub T(E)l (x) = t(x), dla wszystkich wierzchotkéw x w @, dla ktérych translacja
7(x), lub odpowiednio 77! (x), jest poprawnie okreslona.

Orbite wierzchotka x € Ty definiuje sie jako podzbiér Oy = {t*x: z € Z,} C Ty, gdzie Z, jest zbiorem
liczb z € Z takich, Zze 7°x jest okreSlone; naturalnie, dla kazdego z € Z przez t* oznaczamy odpowiednia
potega translacji 7 lub translacji odwrotnej t!. Dla dowolnej rodziny wierzchotkéw Q C Ty w kolczanie
z translacja I oraz liczby k € Z bedziemy réwniez oznaczaé przez °Q rodzine wszystkich wierzchotkéw
w T postaci 7°Q, gdzie Q nalezy do Q, za$ k € Zg. Wierzchotek x € Ty nazywamy lewostronnie (odpo-
wiednio, prawostronnie) stabilnym w I wtedy i tylko wtedy, gdy Z, 2 IN (odpowiednio, gdy Z, 2 —IN);
wtedy oczywiScie orbita 0y nie zawiera wierzchotkéw projektywnych (odpowiednio, injektywnych) i
taka orbite nazywamy orbita lewostronnie (lub odpowiednio, prawostronnie) stabilng. Powiemy natomiast,
ze wierzchotek x € Iy, lub og6lniej, orbita O jest stabilna gdy jest zar6wno prawostronnie jak i lewostron-
nie stabilna. Przypomnijmy tutaj, ze I' nazywamy lewostronnie stabilnym (odpowiednio, prawostronnie
stabilnym lub stabilnym), o ile sklada sie wylacznie z wierzchotkéw danego typu. Odnotujmy réwniez,
ze kazdemu kolczanowi z translacja I' mozna przyporzadkowac¢ trzy podkotczany I, ,I" oraz ;I' w kol-
czanie I', nazywane odpowiednio lewostronnie stabilng, prawostronnie stabilng oraz stabilng czescig kotczanu
I'. Mianowicie, definiujemy I" jako pelny podkotczan ;I' otrzymany z I' poprzez usuniecie wszystkich
wierzchotkéw lezacych na orbitach zawierajacych wierzchotki projektywne (réwnowaznie, wszystkich
wierzchotkéw, ktoére nie sa lewostronnie stabilne) oraz strzatek z nimi zwiazanych. Ponadto, |I" jako
pelny podkotczan kolczanu I', skladajacy sie ze wszystkich lewostronnie stabilnych wierzchotkéw w I,
jest oczywiécie podkolczanem z translacja w I'; w szczeg6lnosci ;I jest lewostronnie stabilny jako kofczan
z translacja oraz kotczan z translacja I jest lewostronnie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy I = /I'. Dualnie,
mamy prawostronnie stabilny podkolczan z translacja ,I' w I, ztozony dokladnie z tych wierzchotkéw
w I, ktére leza na prawostronnie stabilnych orbitach w I'. Naturalnie, stabilna czes¢ ;I' := ;I' N I jest
podkotczanem skladajacym sie ze wszystkich wierzchotkéw stabilnych w I'.

Rozwazmy teraz dowolna droge 0 w kolczanie I' postaci X = Xg —» X1 —» Xp — -+ = X1 —
X =Y, gdziem > 1. Wéwczas Y nazwiemy nastepnikiem X w I', zag X poprzednikiem Y w I'. Podkotczan
® kotczanu I nazywamy zamknietym na (branie) poprzednikéw w I, jezeli dla dowolnego X w @, kazdy
poprzednik wierzchotka X w I réwniez nalezy do ®@. Dualnie definiuje sie pojecie podkotczanu zamknigtego
na nastepniki w I'. Powiemy réwniez, ze droga o posiada hak w X;, o ile ©X;41 = X1, dla pewnego
1 < i < m-1. Liczbe hakéw drogi o oznacza¢ bedziemy symbolem hk(c). Droge ¢ nazywamy
sekcyjng (odpowiednio, prawie sekcyjng), o ile hk(o) = 0 (odpowiednio, gdy hk(c) = 1). Najogoélniej
rozwaza sie tak zwane drogi presekcyjne, ktére sa z definicji takimi drogami o w I'y, Zze dla kazdego
i€fl,...,m—1}, jezeli X;;1 nie jest projektywny, to modut X;_; & 14X;;1 jest skltadnikiem prostym
$rodka ciagu prawie rozszepialnego w mod A o prawym koricu w module X;. Przypominamy tylko, ze
kazda droga sekcyjna w I'4 jest réwniez droga presekcyjna (nie bedziemy jednak istotnie korzysta¢ z
tego pojecia poza sformutowaniami kilku wynikéw w nastepnym podrozdziale. Wspominamy réwniez,
ze dla kazdego kolczanu z translacja I' mozna zdefiniowa¢ podkotczan I'* sktadajacy sie ze wszystkich
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wierzchotkéw x w T, dla ktérych istnieje nieskoriczona droga sekcyjna w I' postaci -+ — x; — xp = x.
Dualnie definiuje sie takze podkotczan I, skladajacy sie ze wszystkich wierzchotkéw, ktére sa poczatkami
nieskonriczonych drég sekcyjnych w I'. Odnotujmy, Ze zachodzi nastepujacy elementarny lemat.

Lemat 1.4.9. Niech I' bedzie spojnym kotczanem z translacjg. Woéwczas jezeli I jest lewostronnie stabilny, to I'*
jest zamkniety na branie poprzednikéw w I'. Dualnie, jesli I jest prawostronnie stabilny, to I'. jest podkotczanem
zamknigtym na branie nastepnikéw w I

powoD - Niech I' = |I' oraz ustalmy dowolny wierzchotek x w I'*. Wéweczas x lezy na nieskoriczonej
drodze sekcyjnej w I postaci --- — x1 — xp = x, zatem istnieje réwniez nieskoficzona droga sekcyjna w
I' postaci (+): --- — @1 — 7X, na mocy lewostronnej stabilnosci I'. Stad otrzymujemy, ze tx € I'". Co
wiecej, z definicji rowniez wszystkie wierzchotki x; oraz tx;, dla i > 0, lezace na obu tych drogach, naleza
do I'". Niech teraz y € x~. Jezeli y = x1, to trywialnie y € I'"". Jezeli natomiast y # x;, to mamy wtedy
w I strzatke y — x, a wiec i strzatke tx — vy, zas y # x1 implikuje 7y # 7x1. Wystarczy teraz zauwazyg,
ze Tx = TX0 lezy na nieskoniczonej drodze sekcyjnej (x) w I', a wiec wierzchotek y jest réwniez koricem
nieskoriczonej drogi w I postaci (+#): --- — Tx2 — @1 — Tx — Y, ktérajest droga sekcyjna w I', poniewaz
droga (*) jest sekcyjna oraz ty # 1x1. W konsekwengji y € I'". Wynika stad ostatecznie, ze dla dowolnego
wierzchotka x w I'" zachodzi x; C I, to znaczy, podkolczan z translacja I jest zamkniety na branie
poprzednikéw w I'. Stosujac dualne argumenty tatwo jest réwniez dowies¢, ze zachodzi odpowiednia
wlasnoé¢ podkotczanu I', w przypadku, gdy I' jest prawostronnie stabilny. m]

Z przyczyn objasnionych pdzniej bardzo wazne okazuje sie badanie cykli w kotczanach z translacja, i
ogolniej cykli w kategoriach modutéw, o czym traktujemy szerzej w rozdziale[d|oraz czeSciowo w pierw-
szych sekcjach rozdziatu3l Zobaczymy wielokrotnie, ze przydatne bedzie rozwazanie wlasnosci cykli w
sktadowych kotczanu Auslandera-Reiten algebry. Przypomnijmy tylko, ze dla kazdego podkotczanu @
kotczanu I', czescig cykliczng @ nazywamy podkotczan @ otrzymany z @ poprzez usuniecie wszystkich
wierzchotkéw nie lezacych na zorientowanych cyklach w @ oraz strzatek z nimi zwiazanych. Naturalnie,
podkotczan ® nazywaé bedziemy acyklicznym, o ile jego cze$¢ cykliczna @ jest pusta, to znaczy @ nie
ma zorientowanych cykli.

Przypominamy, Ze jesli dana jest algebra A, to czes¢ cykliczna [I'4 kotczanu I'y sklada sie z czedci
cyklicznych .C wszystkich sktadowych C w I'4. Spéjne skladowe kotczanu [I'4 nazywane sa cyklicznymi
sktadowymi kotczanu I'y. OczywiScie, jesli dwa moduty X oraz Y leza w jednej cyklicznej sktadowej, to
kazdy z nich lezy na pewnym cyklu w I'4. Mozna pokaza¢ nawet wiecej [27], mianowicie, ze moduly X
i Y leza wowczas na wspdlnym cyklu, co daje przydatna charakteryzacje cyklicznych sktadowych, ktéra
formutujemy za Zrédlowym artykutem w postaci nastepujacego lematu [27, patrz Lemma 5.1].

Lemar 1.4.10. Niech A bedzie algebrg oraz X, Y modutami w czesci cyklicznej [I' o kotczanu T 4. Wtedy X i Y lezg
w jednej spdjnej sktndowej I o wtedy i tylko wtedy, gdy lezq na zorientowanym cyklu w I 4.

Gdy bierzemy pod uwage translacje w I', to sensowne jest rozwazanie cykli pochodzacych od punk-
tow statych iteracji translacji. Prowadzi to natychmiast do kolejnego bardzo waznego pojecia, miano-
wicie, pojecia wierzchotka (orbity) okresowej, badanego na przyklad przez D. Happela, S. Liu, C. M.
Ringela, A. Skowronskiego, czy Y. Zhang. Przypomnijmy tylko, ze wierzcholek x € I'y nazywamy okre-
sowym (o okresie r > 1), o ile zachodzi 7"x = x. W tym przypadku, t-orbita O jest skorficzona i skiada sie
z r wierzchotkéw x, 1x, ..., 7" 1x, z ktérych kazdy jest okresowy (o tym samym okresie). Warto nadmie-
ni¢, iz istnienie wierzchotkéw okresowych w kotczanach Auslandera-Reiten algebr istotnie determinuje
strukture skfadowych je zawierajacych, co w pelni wyjasnimy w nastepnym podrozdziale.

Wiele wynikéw sugeruje, Ze nie warto postugiwac sie jedynie interpretacja kotczanu I jako kotczanu
z translacja, bowiem nie uwzgledniamy woéwczas wielu istotnych wlasnosci, ktére wynikaja z tego, ze
translacja w I jest indukowana przez operacje translacji 74 na kategorii modutéw, przez co posrednio
nie uwzgledniamy réwniez, ze oczka w I' pochodza od ciagéw prawie rozszczepialnych, za$ strzatki,
od $cisle okreslonych homomorfizméw nieprzywiedlnych w ind A. Dla przykiadu, strukture kategorii
moduléw w kolczanie z translacja mozna odzwierciedli¢ wprowadzajac pojecia takie jak funkcja dtugosci.
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Przypomnijmy tylko, ze dla dowolnego kotczanu z translacja I funkcjg addytywng na I’ nazywac bedziemy
dowolna funkcje I : g — Z, o ile spelniona jest nastepujaca rownos¢

1)+ lex) = ) dy(y),

yex~

dla kazdego wierzcholtka nieprojektywnego x € I'y. Jezeli funkcja addytywna I na I' speinia dodatkowo
I(p) = 1+Zy€pf dy,(y) oraz I(i) = 1+Zy€i+ diyl(y), dlawszystkichp € I'j orazi € I'], to Inazwywamy funkcjg
dtugosci na I'. Powiemy réwniez, ze funkcja addytywna lub funkcja dtugosci I jest dodatnia, jesli I(x) > 1,
dla wszystkich x € I'g. Oczywiscie jedli I jest skladowa spdjnosci kotczanu I'y, to funkcja l : Ty — Z
przyporzadkowujaca kazdemu wierzchotkowi {X} w I jego dlugos¢ I({X}) = [4(X), jako A-modulu, jest
dodatnia funkcja dlugosci na I'. Na ogo6t, jesli I jest sktadowa w I'4 to obciecie funkcji dtugosci I = I4 na
I' do wierzchotkéw z lewej /I, lub prawej czesci ,I' sktadowej I', nie jest funkcja addytywnana I’

Kofczan Auslandera-Reiten jest jednym z gtéwnych narzedzi nowoczesnej teorii reprezentacji algebr.
Opis jego ksztattu daje bardzo czesto nietrywialna wiedze o strukturze algebry oraz jej kategorii modu-
16w, 0 czym bedziemy mogli sie wielokrotnie przekonaé w dalszym ciagu rozprawy. Szczegélnie wazne
okazuje sie badanie skfadowych spéjnosci kotczanu I'4, ktére nazywane sa po prostu, sktadowymi kotczanu
I's. Dla ilustracji, przypomnijmy klasyczny wynik M. Auslandera [49, patrz Theorem I11.10.2], na mocy
ktérego dla kazdej spojnej K-algebry A takiej, ze istnieje sktadowa C w I'y zawierajaca moduly o wspélnie
ograniczonej (z gory) diugoéci, zachodzi C = I'y oraz C jest skoriczona sklfadowa. W szczegdlnosci, A
jest wowczas algebra skorficzonego reprezentacyjnego typu. Pozostala cze$¢ niniejszego podrozdziatu
poswiecamy na krétkie omoéwienie podstawowych typéw sktadowych pojawiajacych sie w dalszych
rozwazaniach, przy czym dla niektérych z nich podajemy takze najwazniesze przyklady konstrukcji
kotczanéw z translacja danego typu.

Odnotujmy tutaj, ze jezeli Ci D sa sktadowymi w kolczanieI'y algebry A, to piszemy Homa(C, D) = 0,
oile zachodza réwnosci Hom (X, Y) = 0, dla kazdejpary modutéw X w C oraz Y w D. Te sama konwencje
notacji stosowac bedziemy, w intuicyjnie jasny sposéb, rowniez w przypadku, gdy zamiast sktadowych
CiD w4 rozwazac bedziemy dowolne rodziny ¢ i ¥ moduléw w ind A. Oznaczenia Hom4 (X, C) = 0
oraz Homy(C, X) = 0 nie powinny réwniez budzi¢ watpliwoéci. Przypomnijmy takze, ze sktadowe C i
D wTI'g nazywamy sktadowymi ortogonalnymi wtedy i tylko wtedy, gdy Hom4(C, D) = Homu (D, C) = 0.
Odnotujmy ostatecznie, ze skladowa C (lub ogélnie, rodzine sktadowych) w I'y nazywac¢ bedziemy
skladowa dokfadng, o ile rodzina Cy wszystkich nierozkladalnych moduléw z tej sktadowej (rodziny) jest
doktadna, to jest Anny(Cp) = 0. Sktadowa C nazywamy natomiast wierng, o ile wierna jest rodzina Cy
wszystkich modutéw z C, to znaczy supp ,(Co) = A" (patrz takze[1.2).

Skladowe zawierajace sekcje - Szczegélnie istotna role w naszych rozwazaniach, ale réwniez przy bada-
niu klasy algebr odwréconych (patrz[2.2), petnia sktadowe zawierajace tak zwane sekcje. Przypomnijmy, ze
jesli C jest spojnym kolczanem z translacja, to sekcjg w C nazywamy lokalnie skoriczony (warto$ciowany)
podkotczan A w C, ktéry spetnia ponizsze warunki.

1) A jest kotczanem acyklicznym.
2) Ajest wypuklym podkolczanem w C.
3) Dla kazdego wierzchotka x w C mamy |A N O, = 1.

PRZYKEAD - Przypomnijmy, ze kazdemu (wartosciowanemu) lokalnie skoriczonemu kotczanowi A mo-
zemy przyporzadkowaé tak zwany, kofczan iterowany ZA, to znaczy stabilny kolczan z translacja, dla
ktérego

e zbior wierzchotkéw okredlamy jako (ZA)y = Z X Ao;

e zbidr strzatek (ZA), sklada sie z nastepujacych dwoch typéw wartosciowanych strzatek

Gay: G By
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oraz
) (e hry) .
G,a): (i+1,y) —" ~ (i,x),
(drydy,)
gdziei € Z, za$ a jest dowolna strzatka a :  x T Y wA;

e oraz translacja w ZA jest naturalnie okres$lona jako funkcja
T:ZNy — ZA,
przyporzadkowywujaca wierzchotkowi (i, x) w ZAo, i € Z, x € Ao, wierzchotek (i, x) == (i + 1, x).

Czesto bedziemy mieé takze do czynienia z podkotczanami postaci INA (odpowiednio, (—~IN)A) kot-
czanu ZA, ktére sa zdefiniowane jako peine podkolczany (z translacja) rozpiete na wierzchotkach ze
zbioru IN X Ay (odpowiednio, ze zbioru (-IN) X Ag). Zauwazmy, ze oczywiscie podkolczan INA jest
zamkniety na branie poprzednikéw w ZA, zas (—IN)A na branie nastepnikéw w ZA. Kolczany (-IN)A
oraz INA bedziemy bedziemy czasami ilustrowac na schematycznych rysunkach w ogélnej postaci

(-IN)A: Z oraz, odpowiednio INA: Z

Latwe sprawdzenie pokazuje, ze dla kazdego lokalnie skoriczonego wartosciowanego kotczanu A bez
zorientowanych cykli, kotczan iterowany C = ZA jest kolczanem z translacja zawierajacym nieskoriczenie
wiele sekdji; na przyklad dla dowolnego i € Z, pelny podkotczan 7' A rozpiety na wierzchotkach ze zbioru
{(i,a); a € Ao} jest sekcja w ZA oraz TA ~ A jako kolczany wartosciowane. Co wiecej, fatwo zauwazy¢, ze
kazdy lewostronnie stabilny podkotczan C kotczanu ZA, ktéry jest zamkniety na branie poprzednikéw,
posiada réwniez pewna sekcje (mozna nawet wybra¢ w C sekcje postaci T'A =~ A). Oczywiscie, jesli
C jest prawostronnie stabilnym podkolczanem z translacja w ZA zamknietym na branie nastepnikéw,
to C zawiera réwniez pewna sekcje izomorficzna z A. Wykorzystujac teraz wyniki prezentowane w
podrozdziale [1.5| wnioskujemy, ze kazda poétregularna i acykliczna skladowa w kolczanie Auslandera-
Reiten dowolnej algebry zawiera pewna sekcje -

Skladowe pélregularne - Jezeli I' jest skladowa w kolczanie I'y algebry A, to I' nawiemy skfadowg
potregqularng wtedy i tylko wtedy, gdy sktadowa I jest lewostronnie lub prawostronnie stabilna jako
kofczan z translacja, lub réwnowaznie, gdy nie zawiera jednoczeénie modutéw projektywnych oraz
injektywnych. Skladowe, ktére sa stabilne jako kotczany z translacja nazywa sie takze sktadowymi requ-
larnymi. Przypomnijmy réwniez, ze skladowa I' nazywamy postprojektywng wtedy i tylko wtedy, gdy jest
to sktadowa pétregularna bez zorientowanych cykli oraz kazdy modut w tej sktadowej lezy na orbicie
modutu projektywnego. Dualnie, przez sktadowg preinjektywng rozumiemy kazda pétregularna sktadowa
bez zorientowanych cykli, ktéra sktada sie wylacznie z orbit modutéw injektywnych. Wielu przyktadow
polregularnych sklfadowych zawierajacych zorientowane cykle dostarczaja oméwione ponizej konstruk-
cje tak zwanych stabilnych tub oraz tub promieniowych i kopromieniowych.

PRZYKEAD - Wspominamy jedynie, ze istnieje interesujaca kategoria, ktoérej obiektami sa kotczany z
translacja. Morfizmami w tej kategorii sa funkcje pomiedzy odpowiednimi kofczanami zachowujace
translacje oraz warto$ciowania strzalek, w intuicyjnym sensie; po wiecej szczegétow odsytamy do [49,
III.9]. Istnieje takze naturalne pojecie izomorfizmu kotczanéw z translacja oraz dla kazdego kotczanu
z translacja I' mozemy rozwazaé automorfizmy I', to znaczy izomorfizmy kotczanéw z translacja postaci
I' - I'. W konsekwengji, jesli G jest grupa automorfizméw I, to G dziata na kolczanie z translacja I’,
to znaczy na jego zbiorze wierzchotkéw i strzalek. Co wiecej, jesli to dziatanie jest dopuszczalne, to jest,
kazda G-orbita Gx C Iy wierzchotka x € Ty przecina zbiory y~ U {y} oraz {y} U y* co najwyzej jeden raz,
dla wszystkich y € T, to istnieje poprawnie okreslony kofczan orbitowy I'/G, ktérego wierzchotkami sa
orbity dzialania grupy G na Iy, strzatki w I'/G sa G-orbitami strzatek z I'1, za$ translacja 7r/c jest zadana
na orbitach Gx € (I'/G)o, x € I'g, naturalnym wzorem 1r,6(Gx) = Gtr(x).
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Szczegblny przypadek kotczanu orbitowego prowadzi do konstrukgji tak zwanych stabilnych tub. W
istocie, niechI' = ZA, gdzie A jest nieskoriczonym kofczanem postaci

0—-1->2—...

Wéweczas dla kazdego r > 1, r-ta potega 7" translacji 7 = 7r indukuje automorfizm kotczanu z translacja
I' oraz grupa cykliczna G = (7") automorfizméw G, generowana przez potege 7', dziala w sposéb
dopuszczalny na G. Ponadto, w tej sytuacji kolczan orbitowy I'/G = Z A /(") jest kolczanem z translacja
skladajacym sie wylacznie z 1r/g-orbit okresowych (o okresie r), ktérego realizacja topologiczna jest
homeomorficzna z powierzchnia S X [0, +o0], dlatego tez nazywany jest stabilng tubg rangi r. Stabilna tube
rangi r (lub ogdlniej, cala rodzine stabilnych tub) bedziemy przedstawia¢ na rysunkach w nastepujacej
schematycznej formie

nie uwzgledniajac rang; po szczegétowa ilustracje struktury stabilnej tuby ZA./(1"), dla przykladowej
rangi r = 3, odsylamy do [49, patrz II1.9]. Jezeli I' ~ ZA./G jest pewna stabilna tuba rangi r > 1,
G = (7"), to I zawiera r roztacznych drég postaci Yo — Y1 — Yo — ..., przy czym kazda jest pewna
translacja ’cirXoo, i€{0,1,...,r}, ustalonej drogi X : Xo — X1 — ... izomorficznej z sekcja A W ZA,
gdzie mozemy przyjmowaé X, = G(0,n), dla n > 0. Ponadto wéwczas istnieje takze nieskoriczona
droga sekcyjna w I' postaci X, : --- — T?Xn — e > T%Xz — 17X1 — Xp, i wtedy drogi T}X’fx,, dla
i €{0,1,...,r =1}, réwniez sa rozlacznymi drogami --- — Zr — Z; — Zy = Xp w I' zawierajacymi
wszystkie wierzchotki I Wierzchotki X0, xt ..., X1, gdzie X = T}XO, dlai e {0,1,...,r — 1}, tworza
tak zwane usta stabilnej tuby I'. Przypomnijmy réwniez, ze kazdy wierzchotek M w stabilnej tubie lezy
na dokladnie jednej drodze postaci Yo —» Y; — --- = Y, = M — ... oraz na dokladnie jednej drodze
postaci--- —> Z, =M — --- = Z1 — Zy, gdzie Zy oraz Yy leza na ustach I'. Latwo zauwazy¢, ze wéwczas
n = m zalezy jedynie od wyboru wierzchotka M; liczba ta nazywana jest quazi-dtugoscig (wierzchotka) M
oraz oznaczamy ja symbolem ql(M). Ostatecznie wspominamy, ze jezeli dana jest rodzina stabilnych tub
T = (TA)aen, to typem tubularnym rodziny 7 nazywamy funkcje () en przyporzadkowujaca kazdemu
indeksowi A € A range r, stabilnej tuby 7. Bardzo czesto kolczan I'y danej algebry A zawiera rodzine
T4 = (7“{‘) leA stabilnych tub TA 2z ktérych wszystkie poza skoriczona iloscia sa rangi 1 (takie stabilne
tuby nazywane sa jednorodnymi), i w tym przypadku bedziemy utozsamia¢ typ tubularny r4 = (r?) AeA
rodziny 74 ze skoficzonym ciagiem 4 = (r4, ..., r,,), sktadajacym sie ze wszystkich rang niejednorodnych
tub z 74 ustawionych w kolejnoéci niemalejacej -

Niech I' bedzie dowolnym spdjnym kotczanem z translacja. Przypominamy, ze nieskoriczona droge
XwTIpostaciX = Xg — X1 = Xo — -+ = X;; = X411 — ... nazywac bedziemy promieniem (w I'), oile X
jest droga sekcyjna w I oraz kazda droga sekcyjna w I' o poczatku w X jest poddroga drogi X. Odnotujmy,
ze jesli I jest stabilna tuba, to wierzchotek X w I jest poczatkiem promienia w I wtedy i tylko wtedy,
gdy lezy na ustach I. Wéwczas istnieje doktadnie jeden promient w I' o poczatku w tym wierzchotku.
Wierzcholek X w kolczanie z translacja I', ktéry jest poczatkiem pewnego promienia w I, nazywac
bedziemy takze wierzchotkiem promieniowym. Bedziemy réwniez oznacza¢ przez I'y, dla t > 1, kolczan
Auslandera-Reiten I't = I'y, algebry H; = T(F) macierzy gérno-tréjkatnych ¢t X t o wspélczynnikach
w ustalonej algebrze z dzieleniem F, ktéra bedzie w ponizszych rozwazaniach zawsze jednoznacznie
okreslona. Nietrudno sprawdzi¢, Zze niezaleznie od ustalonej algebry z dzieleniem F, kotczan I} jest
zawsze kolczanem z translacja nastepujacej postaci
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Na rysunku przez Y7, ..., Y; oznaczamy moduly injektywne w I't odpowiadajace kolejno, idempotentom
ey, e-1,...,1 W Hy, gdzie e; = Ej; € H; jest macierza diagonalna z jedynym niezerowym elementem w
miejscu (j, j) rownym 1r, dla j € {1,...,t}. W szczegdlnosci, Y1 = D(H;e;) jest jedynym projektywno-
injektywnym modutem Y7 = e;H; w ind H;. Ponadto woéwczas moduty S; = top(P;), j € {1, ..., t}, tworza
peten zbiér parami nieizomorficznych modutéw prostych w mod H; oraz dla kazdego j € {1,...,t}
algebra endomorfizméw F; := Endp, (S;) jest izomorficzna z F. Odnotujmy réwniez, ze zachodza wtedy
izomorfizmy S; ~ Fw mod F°P, dla j € {1,...,t}.

DerinicjA - Niech I' = (T, 7) bedzie spdjnym kolczanem z translacja, za$ X : Xg — X; — ... promie-
niem w I'. Wtedy dla kazdej liczby t € IN, definiujemy tak zwane t-liniowe rozszerzenie I' wzdtuz promienia
X, jako (spdjny) kolczan z translacja I'[X, t] = (I”,7’) otrzymany z kotczanu I' poprzez dotaczenie kot-
czanu I'y oraz t + 1 promieni tworzacych prostokat ztozony z wierzchotkéw Z;;, dlai > 0, j € {1,...,t},
oraz wierzchotkéw X;, dlai > 0, to znaczy

I =To U (To U{Zijien,..n UiXiliso

>
oraz zbiér Fi sklada sie ze strzatek postaci: .
- Y = Y, oile Y oraz Y’ naleza do I'; oraz istnieje strzatka Y — Y' w I,
- Zijj = Ziy1,j, dlawszystkich1 < j<t,i> 0, oraz X; — Xj41, dla kazdegoi > 0
< Zij—> Zij,je8lii 2 0, j € {1,. -1}, oraz Z;; — X;, dlai>0,
- X; = Zj1, dla wszystkich i > 0 oraz X — (" 1X;.1,0ilei>1,
- oraz strzalek Y; — Zp;, dlal1 < j<t,
za$ translacja " w I'[X, t] okre$lona jest wzorami
- 7(X) = 1(X), gdy X jest wierzchotkiem w I oraz X # t71X;, dla kazdego i > 0,
7 (t71X;) = X;, dla dowolnegoi >0, t "(Xi) = Zio1y, gdyi>1oraz 7 (Xo) =Y,
- Zo, jest projektywny w I'[X, t], zas dla j € {2,.. ., t}, przyjmujemy 7'(Zo ;) = Y1,
- jeslii > 1, to ktadziemy 7'(Z; 1) = Xi_1,

i ostatecznie 7'(Z; ;) = Z;_1,j-1, dla wszystkichi > 1 oraz2 < j < t.

Powyzsza definicje nalezy rozumie¢ jako formalny opis konstrukcji prowadzacej od I do kotczanu
I'[X, t] powstajacego z I' poprzez wstawienie ¢ + 1 nowych promieni potaczonych odpowiednimi strzal-
kami. Dla uproszczenia ilustracji zat6zmy, ze wszystkie wierzchotki lezace na promieniu X nie sa
injektywne. Wtedy I'[X, t] jest kotczanem z translacja, ktérego strukture ilustruje nastepujacy rysunek.
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Warto tutaj odnotowa¢, ze kazda ze wstawionych drog Zg; — Z;; — ..., dla j € {1,...,t} jest
poddroga dokfadnie jednego promienia w I'TX, t] o poczatku w module nalezacym do ’L’rt-OI'blty modulu
Y; € I'y, za$ ostatnia droga Xo— X1 —. .. jest promieniem w I'[X, t]. Z tego wzgledu operacja liniowego
rozszerzenia nazywana jest czesto opemc]q wstawienia promieniowego, lub czasami réwniez (z przyczyn,
ktérych nie bedziemy tu objasniac) operacjg typu (ad.1); wspominamy takze, ze O-liniowe rozszerzenia
nazywane sa rozszerzeniami jednopunktowymi. Ponadto odnotujmy, ze jesli I' jest stabilna tuba, to kotczan
' zawiera dokladnie r wierzchotkéw promieniowych E; = 17.Xo, dla s € {0,...,r — 1}, gdzie r jest ranga
I', ktére pozostaja réwniez wierzchotkami promieniowymi w I’ = I'[X,¢t], o ile s # 0; jesli zas s = 0,
to wierzcholek E; = Xj jest poczatkiem promienia X w I, ktory jest nieskoficzona droga sekcyjna w
I nie bedaca promieniem w I"'. W szczeg6lnosci, wéwczas wierzcholki Ey, ..., E,_; oraz wierzchotki
Xo, Yo, 00 Y4, .-, TtrjlYt wyczerpuja wszystkie z 7 + t wierzchotkéw promieniowych w I, ktére w analogii
do stabilnych tub réwniez tworza tak zwane usta kolczanu I'’. Pozwo6lmy sobie ostatecznie sformutowaé
definicje bardzo waznego typu kolczanéw z translacja nazywanych tubami promieniowymi.

DEerINIC]A - Spéjny kolczan z translacja 7 nazywany jest tubg promieniowg, o ile istnieje stabilna tuba
S taka, ze kolczan 7 jest otrzymany z S poprzez zastosowanie skoriczonej liczby operacji typu (ad. 1).
Innymi stowy istnieje stabilna tuba S i skoriczony ciag kotczanéw z translacja 7o, 71,..., T, n > 0, taki,
ze To=3S8, T, =7 orazjeslii € {1,...,n}, to kolczan 7; jest postaci 7; = 7;-1[X;, t;], dla pewnego
promienia X; w kotczanie 77;_; i liczby naturalnej ¢;

Nie bedziemy tu w szczegétach omawia¢ dualnej konstrukgji, ktéra prowadzi do definicji operacji
wstawienia kopromieniowego. Odnotujmy tylko, ze kopromieniem w kotczanie z translacja I' nazywamy
kazda nieskoriczona droge sekcyjna postaci -+ — X — X; — Xj, o ile dowolna droga sekcyjna w
I' o koricu w X jest jej poddroga. Dokonujac niewielkich modyfikacji mozna w analogiczny sposéb
zdefiniowa¢ dla kazdego kopromienia X w I oraz liczby ¢ > 0 tak zwane t-liniowe korozszerzenie kotczanu I
wzdtuz kopromienia X, to znaczy kolczan z translacja [X, t]I" otrzymany zI' poprzez wstawienie t+1 nowych
kopromieni réwnolegtych do X. Przypominamy jedynie, ze w tym przypadku wystarczy rozwazy¢
podkolczan TX sktadajacy sie ze wszystkich wierzchotkéw w Ty oraz wszystkich strzalek w Ty poza
strzatkami postaci rX;_1 — X;, dlai > 1, i wéwczas kolczan [X, ¢{]I' powstaje z roziacznej sumy I'; U X
poprzez wstawienie t + 1 rownoleglych kopromieni postaci - -- — X1 - Xpi-— 2y = 21— Zoj,
dla j € {1,...,t}, potaczonych z I'X strzatkami postaci 1rX; — X i Ziy — X;,dlai >0, za§ z I}
strzatkami Zo,] — Uj, dlaj € {1,...,t}, gdzie Uy,...,U; = Y1 sa wierzchotkami odpowiadajacymi,
kolejno modutom projektywnym eth, ..,e1Hy w T Bedziemy czasami réwniez nazywac operacje t-
liniowego korozszerzenia poprostu operacja wstawienia kopromieniowego lub krétko, operacja typu (ad. 1%).
Pozwo6lmy sobie zamkna¢ nasze rozwazania nastepujaca definicja.

DErINICIA - Spdjny kolczan z translacja 7 nazwiemy tubg kopromieniowg, jezeli 7~ powstaje z pewnej
stabilnej tuby S poprzez zastosowanie skoriczonej liczby operacji typu (ad. 1%).

Zaréwno tuby promieniowe jak i kopromieniowe okresla sie wspSlnym mianem tub potregularnych.
Odnotujmy, ze oczywiécie wprost z definicji kazda stabilna tuba jest tuba promieniowa i kopromieniowa
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jednoczesnie, zatem jest w szczeg6lnosci tuba péiregularna. Dla zaznaczenia, ze kofczan Auslandera-
Reiten danej algebry zawiera rodzine tub promieniowych lub kopromieniowych, badZ najogélniej, tub
potregularnych bedziemy wykorzystywaé, odpowiednio, nastepujace schematyczne rysunki.

lub i najogodlnie;j:

Uogoélnione standardowe skladowe - Sktadowe nazywane uogdlnionymi standardowymi skfadowymi zo-
staly wprowadzone przez A. Skowroriskiego, ktéremu zawdzieczamy réwniez kilka pionierskich prac
w tym temacie; patrz na przykfad [38] 39]. Nadmieniamy tylko, Zze pojecie uogélnionej standardowej
skladowej powstalo w wyniku poszukiwan odpowiedniego uogodlnienienia rozwazanego pierwotnie
pojecia skltadowej standardowej w kolczanach Auslandera-Reiten skoriczenie wymiarowych algebr nad
cialami algebraicznie domknietymi [36, patrz Definition X.2.5]. Przypominamy, ze sktadowa C kotczanu
I'4 nazywana jest uogélniong standardowg wtedy i tylko wtedy, gdy rady(X,Y) = 0, dla dowolonych
modutéw X i Y nalezacych do C. Nastepujace twierdzenie udowodnione przez A. Skowronskiego [39,
patrz (2.3)] pokazuje, ze zatozenie o uogélnionej standardowosci sktadowej dos¢ istotnie determinuje jej
kombinatoryczna strukture.

TwierDZzENIE 1.4.11. [A. SkowroKski] Niech A bedzie algebrg oraz C dowolng uogélniong standardowq sktadowg
w kotczanie I 4. Wtedy C jest sktadowq prawie okresowaq.

Odwotujac sie do definicji podanej w [39] przypominamy, ze skfadowa C w kolczanie I'y nazywana
jest prawie okresowg, o ile prawie wszystkie (to znaczy wszystkie poza skoriczona ilodcia) T4-orbity w
C sa okresowe. Warto takze zauwazy¢, ze wlasnos¢ uogodlnionej standardowosci jest niezalezna od
doktadnosci rozwazanej sktadowej. W istocie, zachodzi nastepujacy fatwy do wykazania lemat.

Lemar 1.4.12. Niech A bedzie algebrg, C dowolng sktadowq w T 4, za$ B algebrq ilorazowq B = A/ Ann(C) algebry
A. Wéwczas C jest doktadng sktadowq w kotczanie I'g oraz C jest uogélniona standardowa jako sktadowa T 4 wtedy
i tylko wtedy, gdy C jest uogélniong standardowg sktadowq w I'p.

powo6D - Dowéd mozna znaleZ¢ na przyklad w pracy [38, Lemma 2]. Odnotujmy tylko, ze oczywiscie
sktadowa C w I'y zawiera wylacznie moduly z ind B, wiec nieprzywiedlne odwzorowania w mod A
pomiedzy modutami z C sa takze nieprzywiedlne w mod B, a zatem C jest sktadowa w I's. Wykorzystujac
odwzorowania minimalne prawie rozszczepialne (lub korzystajac bezposrednio z Lematu[I.4.4), mozna
dalej tatwo wywnioskowa¢, ze w istocie rad} (C, C) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy rady (C,C) = 0. o

Przypomnijmy ostatecznie nastepujacy wynik A. Skowronskiego [38, patrz Theorem 2], ktéry stanowi
wazna charakteryzacje uogodlnionej standardowosci sktadowych zawierajacych sekcje.

TwierpzeNIE 1.4.13. Niech A bedzie K-algebrq, C zas dowolng sktadowg w I'y zawierajgcq pewnq sekcje A.
Woéwczas nastepujgce warunki sq réwnowazne.

(i) C jest uogdlnionq standardowg sktadowq w T 4.
(ii) Sekcja A jest skoriczona oraz rady (A, A) = 0.
(iii)) Homyu (A, t4A) = 0.

(iv) Homyu(7,'A, A) = 0.
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Skladowe prawie acykliczne - W nastepnej kolejnosci, wprowadzamy po krétce szczegdlnie dla nas
istotny typ sktadowych, w ktérych prawie wszystkie moduly nie leza na zorientowanych cyklach.
Sktadowe o tej wlasnosci posiadaja bogata strukture kombinatoryczna, ktéra w pelni opiszemy przy
okazji omawiania klasy tak zwanych uogélnionych algebr podwdjnie odwréconych w Tutaj podajemy
jedynie podstawowe definicje oraz kilka uwag ogélnych odnosnie ksztaltu takich sktadowych.

Przypomnijmy, ze kolczan z translacja C nazywamy kotczanem prawie acyklicznym, jesli co najwyzej
skoniczenie wiele modutéw w C lezy na zorientowanych cyklach, to znaczy, gdy jego czesé¢ cykliczna .C
jest skoficzonym podkotczanem. Prawie acykliczne skladowe w kofczanach Auslandera-Reiten algebr
beda pelnily bardzo wazna role w dowodach obu twierdzefi rozprawy. Odnotujmy réwniez, ze jesli C
jest prawie acykliczna sktadowa C w kolczanie I'4 algebry A, to dowolny modut w C jest albo jednym
ze skoniczenie wielu modutéw lezacych na cyklach w .C, albo nalezy do (pelnego) acyklicznego podkot-
czanu rozpietego na modulach z czesci acyklicznej ,.C = C \ .C sktadowej C, ktéry, na mocy pewnych
nietrywialnych wynikéw oméwionych w jest suma dwoéch roztacznych podkolczanéw z translacja
w C oraz jeden z nich jest zamkniety na branie poprzednikéw, za$ drugi, na branie nastepnikéw.

Sktadowe prawie acykliczne maja bardzo interesujaca charakteryzacje, ktérej petne sformutowanie
wymaga wprowadzenia dalece nieoczywistego uogolnienia pojecia sekcji w sktadowej. Nadmienmy
jedynie, ze istnieje pojecie wielosekcji, ktére zostato zdefiniowane przez I. Reiten i A. Skowroniskiego w
pracy [32]. Przypomnijmy, ze wielosekcja w skladowej w C jest pelnym lokalnie skoriczonym wartoscio-
wanym podkolczanem, ktéry jest prawie acykliczny i wypukly w C oraz zawiera co najmniej jeden i co
najwyzej skoficzenie wiele moduléw z kazdej 74-orbity w C (wiecej szczegétéw w[2.7). Odnotujmy tutaj
tylko, Zze na mocy wspominanej charakteryzacji sktadowych prawie acyklicznych ustanowionej w [32],
sktadowa C w kotczanie I' 4 dowolnej algebry A jest sktadowg prawie acykliczng wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
wielosekcja w C. Omoéwimy teraz pobieznie ogdlne konsekwencje istnienia wielosekcji w sktadowej dla
jej kombinatorycznej struktury. Zat6zmy w tym celu, ze C jest sktadowa w I'4, zas A dowolna ustalona
wielosekcja w C. Niech ponadto C bedzie nieskoniczona sktadowa, przy czym dla unikniecia trywialnych
przypadkéw przyjmujemy, ze C zawiera jednoczesnie moduty projektywne i moduty injektywne.

Oznaczmy przez C; (odpowiednio, przez C;) peilny podkolczan w C sktadajacy sie ze wszystkich
modutéw X w C, dla ktérych istnieje niesekcyjna droga w C postaci X — --- — P (odpowiednio,
postaci I — --- — X), gdzie modul P jest projektywny (odpowiednio, I jest injektywny). Oczywiécie
C] jest podkofczanem zamknietym na branie poprzednikow w C, za$ C; na branie nastepnikow, skad
wprost wynika, ze réwniez podkolczan rozpiety na wierzchotkach z C \ C; (odpowiednio, z C \ C)) jest
zamkniety na branie poprzednikéw (odpowiednio, nastepnikéw). Dalej rozwazmy dowolny modut X
w C oraz odnotujmy, ze jesli X nalezy do C\ C}, to modut 7’ X nalezy do C \ C}, dla kazdego n > 0,
dla ktérego jest okreslony. W szczegdlnosci, wéwczas albo cata 74-orbita Ox modutu X lezy w C \ C;,
albo istnieje dokladnie jeden modut X(r) € Ox N C;, ktéry wyznacza podziat jego 74-orbity na dwie
czesci Ox N Cp = {1,"X("}ns0 oraz Ox \ C; = {t) X("}n=1. Przyjmijmy oznaczenia A} = A N C} oraz
A ={X €A}, 14X ¢ Ay} Zauwazmy ostatecznie, Ze orbita Ox zawiera co najmniej jeden modutz A\ A,
badz A N Ox C A}, i wtedy istnieje w A; N Ox pewien modul Y, dla ktérego t4Y ¢ A;, to znaczy Y € A}
W konsekwencji jasne jest, ze T4-orbita dowolnego modutu X w C, zawiera co najmniej jeden modut
nalezacy do podkolczanu A; := (A \ A)) U T4A) .

Dualne rozwazania pokazuja, ze dowolna 74-orbita w C zawiera pewien modut z podkofczanu A, =
(ANADU T/j\lA;’, gdzie AV ={X € Aj; T;GX ¢ Aj}. Wspomnijmy tu tylko jeden z nietrywialnych wynikéw
pracy [32], ktoérej autorzy pokazali, ze kazdy cykl w skladowej C musi przechodzi¢ przez moduly ze
skoriczonego podkotczanu A. = A{NAT w A. Oczywiscie fatwo sprawdzi¢, ze kazdy modut w C, ktory nie
nalezy do A, jest albo translacja T;l\Xl pewnego modutu X; € A;, albo translacja ’c;‘”Xr pewnego modutu
X, € Ay, dlan > 0. Stad skfadowa C ma postaé roztacznej sumy C = C, U A, U Cy, gdzie C; (odpowiednio,
Cy) jest pelnym podkotczanem w C skladajacym sie ze wszystkich poprzednikéw A; (odpowiednio,
wszystkich nastepnikéw A,) w C. Ostatecznie przypominamy, ze podkotczany C, i C; sa acykliczne, bo
C C A, oraz kazda t4-orbita modutu Y w C; zawierajaca pewien modut projektywny zawiera tylko
skoniczenie wiele modutéw nalezacych do C;. W konsekwencji, lewa czeé¢ ;C; kotczanu z translacja C; jest
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koskoniczonym podkotczanem w Cj, oraz jako kotczan z translacja jest lewostronnie stabilny i acykliczny,
a wiec prawie wszystkie moduly w ;C; naleza do roztacznej sumy Z)l U Dp podkolczanéw Z)Z
postaci NA;, dlai € {1,...,p}, z ktérych kazdy jest zamkniety na brame poprzedmkow w C. Podobme
mozna pokazaé, ze usuwajac z C, skoriczona liczbe modutéw otrzymujemy roztaczna sume D} U - --U D]
acyklicznych i prawostronnie stabilnych podkotczanéw postaci D), ~ (—]N)A}, jell,....q} zamknietych
na branie nastepnikéw w C. W tym sensie opis skladowych prawie acyklicznych sprowadza sie, z
doktadnoscia do skoriczonej liczby wierzchotkéw, do opisu skoriczenie wielu roztacznych lewostronnie,
badz prawostronnie stabilnych acyklicznych podkotczanéw z translacja DL, 2)7 , D}, ceey Z)i.

1.5 ELEMENTY TEORII STOPNIA LIU -

Podrozdzial niniejszy poSwiecamy na pogladowe wprowadzenie podstawowej terminologii oraz tech-
nik pochodzacych z tak zwanej teorii stopnia odwzorowan nieprzywiedlnych, ktorej szczegdlne wyniki
zawdzieczamy dysertacji S. Liu. Posréd przedstawionych tu twierdzei zwracamy przede wszystkim
uwage na przelomowe konsekwencje teorii stopnia Liu, dzieki zastosowaniu ktérej opisano w pew-
nym sensie ksztatt wszystkich pétregularnych sktadowych w kotczanach Auslandera-Reiten skoriczenie
wymiarowych algebr nad ciatami (patrz Twierdzenia i oraz Wniosek[1.5.7).

Punktem wyjscia do rozwazan teorii stopnia byto odkrycie pewnej subtelnej charakteryzacji odwzoro-
wan nieprzywiedlnych w jezyku przeksztalcen funktoréw. Udowodniono mianowicie, ze homomorfizm
f:X — Y wmodA z kodziedzina w ustalonym module Y w ind A jest nieprzywiedlny wtedy i tylko
wtedy, gdy f nalezy do rada(X, Y) oraz nastepujace przeksztatcenie funktoréw

Homa(=, X) _ rada(-Y)
rad(—, X) rad} (-, Y)

7’0(]( ) ’
zadane wzorem ro(f)z(h+rada(Z, X)) = f h+rad124(Z, Y), dla kazdego modulu Zw mod Aih € Homa(Z, X),
jest monomorfizmem funktoréw. Istnieje rowniez analogiczna charaktaryzacja, odwzorowan o poczatku
w ustalonym module nierozkladalnym, ktéra wykorzystuje dulane przeksztalcenie funktoréw Ip(f) :
Homa(h) _, rada®o) 5 dukowane przez operacje sktadania ,,z lewej strony” z homomorfizem f. Odno-

rad(Y,-) 2
tlf}r?ly tutaj, Zeagv poc)lobny sposéb skladanie z homomorfizem f indukuje przeksztalcenia funktoréw
rad” (-, X rad™t' (-, Y rad” (Y, — rad’ (X, —
ra(f) : Al( )\ AZ( ) oraz L(f) : Af ) AZ( )
rad’}" (-, X) rad;"“(-,Y) rad’}" (Y, -) rad}"(X, -)

dla kazdego n € IN. Zaznaczamy jedynie, Ze wspominane wyniki zostaly ustanowione przez K. Igusa
oraz G. Todorov [18], ktérzy badali zachowanie ztozern homomorfizméw nieprzywiedInych odpowiadaja-
cych strzatkom na drogach sekcyjnych w kotczanach Auslandera-Reiten algebr. Jednym z gléwnych
wynikéw tychze autoréw jest nastepujace twierdzenie, ktére stato sie motywacja do dalszych badan
podjetych przez S. Liu.

TwierpzeNIE 1.5.1. [Icusa-Toporov] Niech X = Xg —» X1 — -+ = X, = Y, n € N, bedzie drogq sekcyjng
w kotczanie I 4 algebry A. Wowczas dla dowolnego wyboru homomorfizmow nieprzywiedlnych f; = Xi-1 — X; w
mod A, i€ {1,...,n}, zachodzi inkluzja funktoréw postaci

ImHomu(—, fy... f1i) Crad(-,Y),

podczas gdy ImHoma(—, f.... f1) & rad””( Y). W szczegdlnosci otrzymujemy, ze InHomu(Z, f, ... fi) €
rad’y"!(Z,Y), dla pewnego modutu Z w mod A, to znaczy istnieje h € Homu(Z, X), dla ktérego f, ... fih €
rad "(Z,Y) \rad’5H(Z, V).

Odnotujmy jedynie ponizszy natychmiastowy wniosek z powyzszego, ktéry opisuje wazna wlasnosc¢

ztozefi homomorfizméw nieprzywiedlnych pomiedzy modutami nierozkladalnymi lezacymi na drogach
sekcyjnych.
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TwierDZENIE 1.5.2. [Icusa-Toporov] Niech A bedzie algebrg, zas X = Xog — X1 — -+ = X, = Y dowolng
drogq sekcyjng w I' 4. Wowczas dla kazdego wyboru homomorfizmow nieprzywiedlnych f; - Xi-1 — X; w mod A,
i €{l,...,n}, spetniona jest nastepujgca wlasnosc:

fa--- fofi €rad’iy(X, Y) \ rad’i" (X, Y).

W szczegélnosci, wtedy rowniez f, ... faf1 # 0.

Przypominamy teraz defininje prawego (odpowiednio, lewego) stopnia dla odwzorowan nieprzy-
wiedlnych, ktéra zostata podana przez S. Liu. Niech f bedzie odwzorowaniem nieprzywiedlnym
f: X — Y wmodA. Wéwczas lewy stopieri d;(f) homomorfizmu f jest réwny dj(f) = oo, jezeli wszystkie
przeksztalcenia I,(f), dla n € IN, sa monomorfizmami funktoréw, a w przeciwnym wypadku definiu-
jemy lewy stopieni f jako miminimalna liczbe naturalna d;(f) = n taka, ze przeksztalcenie funktoréw
I.(f) nie jest monomorfizmem. Wykorzystujac przeksztalcenia r,,(f), n € IN, dualnie definiujemy prawy
stopiefi d,(f) € IN U {co} homomorfizmu f € Irra(X, Y). Dalsza czes¢ tego podrozdziatu poswiecona jest
krétkiemu zaprezentowaniu wybranych wynikéw wykorzystujacych pojecie stopnia do opisu réznych
wlasnosci sktadowych kolczanéw Auslandera-Reiten algebr. Czeé¢ ponizej przedstawionych twierdzen
ma charakter informacyjny i zostanie pozostawiona bez dowodéw, ktére mozna znalez¢ w Zrédtowych
artykutach Liu [22], [23]].

Uwaga - W przypadku, gdy X i Y sa modufami nierozkladalnymi pomiedzy ktérymi istnieje od-
wzorowanie nieprzywiedlne, jeden z nietrywialnych wynikéw S. Liu orzeka, ze zaréwno lewy d;(f) jak
i prawy d,(f) stopien jest taki sam dla wszystkich mozliwych odwzorowan f € Irra(X, Y), to znaczy,
wielkosci te nie zaleza od wyboru homomorfizmu f € Irra(X, Y). W szczego6lnosci wiec wnioskujemy, ze
lewy i prawy stopieri okreslony jest ogélniej, dla kazdej strzatki X — Y w kolczanie I'4 -

TwierDzENIE 1.5.3. Niech X oraz Y bedq modutami w mod A, f zas dowolnym homomorfizmem z Irra (X, Y).
Prawdziwe sq wéwczas nastepujqce stwierdzenia.

(1) JezeliY jest modutem w ind A oraz istnieje nieskoriczona droga presekcyjna w I'y postaci -+ — Y, — -+ —
Y, = Y1 — Yo =Y, dla ktérej modut X @ Y jest sktadnikiem prostym Srodka ciggu prawie rozszczepialnego
ET(Y) o prawym koricu Y, to d,(f) = oo.

(2) Jesli X jest modutem w ind A, dla ktérego istnieje nieskoriczona droga presekcyjna w I' o postaci X = Xo —
X1 = Xo = -+ = Xy — ... taka, Ze modut X; ® Y jest sktadnikiem prostym Srodka ciggu prawie
rozszczepialnego & (X) o lewym koricu w X, to dj(f) = co.

Otrzymujemy stad bezposrednio nastepujacy elementarny wniosek, w ktérym opisano zachowania
ztozerh homomorfizméw nieprzywiedInych z pewnych szczegdlnych drég prawie sekcyjnych.
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Wni1o0skek 1.5.4. Niech A bedzie algebrq oraz zatézmy, Ze istnieje spojny podkotczan z translacjq w I 4 postaci
Yo = Zo
Ylo/ \OZl
Y, N \Z
7 \ 7 \ 7 \

Y- 1/ \/ \/ \Ztl

Y/ NN\ N \/\L
Yo,/ N\ NN NSNS
NSNS TN

sktadajacy sie z t + 1 nieskoriczonych réwnolegtych drég lezgcych na kolejnych translacjach ustalonej nieskoriczonej
drogi sekcyjnej (x) : -+ = Yo = Y1 — Yo, przy czym t > 1 oraz Z; = T;‘]Y]', dla kazdego j € {0,1,...,t}.
Wowczas ztoZenie gy - - gz g1fofi -+ fu dowolnie wybranych homomorfizméw nieprzywieldlnych fs : You1 — Y,
s€{0,1,...,n}oraz g;j: Zj1 — Zj, dla1 < j < m, jest niezerowe.

powoD - Teza jest bezposrednia konsekwencja Twierdzenia oraz definicji stopnia. W istocie,
zauwazmy, ze z zalozenia dla kelzdego jeil,.... 1 1stn1e]e wly strzaia aj:Zj1—Z; joraz nieskoriczona
droga sekcyjna postaci -+ — 1, Y, — T, Y]+1 - T, Y =Zj, przy czym Zj 1 = qu Yjiq # ’L’ Y]+1,
poniewaz droga (*) jest sekcyjna, skad oczyw15c1e modul Z 191 Y]+1 jest skladnllqem srodka ciagu
prawie rozszepialnego &"(Z;) w mod A, a wiec d,(aj) = oo na mocy Twierdzenia 1) W rezul-
tacie, dla dowolnego Wyboru homomorfizméw g; € Irra(Zj-1,Z)), j € {1,...,t}, mamy d,(g1) = --- =
dr(g:) = oo. Wystarczy teraz zauwazy¢, ze jesli ustalimy réwniez dowolne homomorfizmy nieprzywie-
dlne fs : Y541 — Y5 wind A, powiedzmy dla s € {0,1,...,n}, gdzie n > 0, to na mocy Twierdzenia
Igusa-Todorov zlozenie fof; ... f, nalezy do radTl(YnH,Yo) ale nie nalezy do radTZ(YnH,YO), a stad
d,(g1) = oo implikuje, ze rn+1( g1) jest monomorfizmem funktoréw. W szczeg6lnosci wiec mamy réwniez
Pus1(81)Y,0 (fo - -« fr + rad’y? (Yn+1/Y0)) =gifo.-- fut radZ”(Ym,Zl) # 0, poniewaz fy ... fy ¢ rad’;™?, co
oznacza, ze ztozenie gifofi - fu : Yus1 — Z1 nalezy do radl’ffr \rad”+3 Ostatecznie korzystajac z nie-
skoniczonosci prawego stopnia dla pozostatych homomorfizméw g», ..., g tatwo dowiesé, ze rowniez
dla wszystk1ch j € {2,...,t} zlozenie g;--- ¢281fo - fu nalezy do rad]+n+1(Yn+1,Zj), za$ nie nalezy do
d] 2 (Yus+1,Zj), czyli w szczegblnosci, jest niezerowe. ]

Uwaga - Zachodzi takze analogiczne twierdzenie opisujace dualne wlasnoéci ztozert odpowiednich
homomorfizméw nieprzywiedlnych z drég prawie sekcyjnych w prawostronnie stabilnych podkolcza-
nach I'4, ktérego nie bedziemy dowodzi¢. Odnotujmy tylko, ze jesli ,I'4 zawiera droge prawie sekcyjna
postaci

Y- Y12 Y9=2Zo2 2122y -2y — ..,

gdzie dla j € {1,...,t} mamy TAZ]' = Y; oraz istnieja moduty TAZS # 0, dla wszystkich s > j+1,
to korzystajac z dualnego kryterium opisanego w Twierdzeniu [1.5.3(2) mozna wywnioskowa¢ nie-
skoriczonos¢ lewych stopni wszystkich strzatek g; : Y; — Y1, j € {1,...,t}. Ponadto woéwczas
fo-- f1 fog1 g2+-- 8t # 0 dla dowolnie wybranych homomorfizméw nieprzywieldlnych f; : Z; — Zs4q,
s€{0,...,n},oraz g;: Y; > Y;q,dlal<j<

Wniosek 1.5.5. Niech T' bedzie dowolng tubg kopromieniowq. Zatézmy ponadto, Ze T' jest podkotczanem z
translacjg w I 4, dla pewnej algebry A. Wéwczas dla dowolnych nieskoriczonych rodzin % oraz W modutéw z
czesci cyklicznej I tuby T zachodzi Homua (% ,#') # 0.

powoD - Oczywiécie teza jest spetniona dla dowolnych dwéch rodzin % oraz % z niepustym prze-
krojem, tak wiec mozemy dalej zaktadaé, ze rodziny % i # nie maja wspélnych modutéw. Co wiecej,
woéwczas kazdy modut w I lezy na dokladnie jednym ze skoriczenie wielu (roztacznych) kopromieni,
ktére oznaczmy przez Yy, ..., Y. Poniewaz rodzina moduléw % jest nieskoriczona wnosimy, ze istnieje
i€{l,...,k}, takie, ze kopromien Y; zawiera nieskoficzenie wiele modutéw z rodziny % . Z drugiej strony,
prawie wszystkie moduly w I sa rozmieszczone na skoriczenie wielu promieniach Xy, . .., X}, zatem musi
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istnie¢réwniez j € {1, ..., p} takie, ze promien X; zawiera nieskoriczenie wiele modutéw nalezacych do %'.
Oczywiscie kopromien Y; przecina promien X; nieskoriczenie wiele razy, zatem I' zawiera nieskoriczona
droge prawie sekcyjna postaci --- = Y, = Y1 = 14721 = Yo = Zg — Z1 = Zp — ..., gdzie dla kazdego
s > 0 modut Y; lezy na kopromieniu Y;, zas§ modut Zs, na promieniu X;. W konsekwengji, istnieje wow-
czas liczba t > 0, dla ktérej modut Z; nalezy do % oraz liczba n > 0, dla ktérej modut Y, nalezy do % .
Ostatecznie, mamy wtedy droge sekcyjna Zp — Z; — ... Z; oraz nieskoriczone réwnolegle drogi sekcyjne
RN T;] Yii2 — T;‘] Yj1 — ’c;‘] Y;=Z;j dlakazdegoj € {0, ..., t}, czyliistnieje podkotczan w ;T'4 0 zadanej
we Wniosku [1.5.4] postaci, skad otrzymujemy ztozenie dowolnie wybranych homomorfizméw nieprzy-
wiedlnych odpowiadajacych strzatkom na drodze Y, - Y,.1 = - > Y1 > Yo=20 > Z1 > --- > Z;
jest niezerowe. Wtedy Homx (U, W) # 0, dlamodutow U =Y, z% orazW =Z;z W' . O

Uwaca - Oczywiécie prawdziwe jest réwniez dualne twierdzenie dla tub promieniowych bedacych
podkotczanami z translacja w kolczanach ,I'4, ktérego sformulowanie pozwélmy sobie pominaé -

Przedstawiamy dalej konsekwentnie pelny opis struktury kombinatorycznej pétregularnych skiado-
wych w kotczanach Auslandera-Reiten algebr. Rozpocznijmy od podania odpowiednich wtasnosci p6t-
regularnych sktadowych nie zawierajacych zorientowanych cykli. Odnotujmy bez dowodu nastepujace
twierdzenie charakteryzujace prawostronnie (odpowiednio, lewostronnie) stabilne kotczany z translacja
bez zorientowanych cykli.

TwierRDZENIE 1.5.6. Niech I bedzie dowolnym spéjnym acyklicznym kotczanem z translacjg. Wowczas

(1) Jezeli I jest lewostronnie stabilny, to istnieje petny podkofczan A w I taki, Ze I jest izomorficzny z pewnym
podkotczanem z translacjg I kotczanu ZA zamknietym na branie poprzednikéw w ZA.

(2) Jesli I jest prawostronnie stabilny, to istnieje petny podkotczan A w I taki, Ze T jest izomorficzny z pewnym
podkotczanem z translacjg I" w ZA zamknigtym na branie nastepnikéw w ZA.

Wni1o0sek 1.5.7. Niech C bedzie potregularng acykliczng sktadowq kotczanu T 4 algebry A. Wéwczas

(1) Jesli ;C = C, to sktadowa C jako kotczan z translacjq jest izomorficzna z petnym podkotczanem z translacjg
kotczanu ZA zamknigtym na branie poprzednikéw w ZA.

(2) Dualnie, jezeli ,C = C, to C jest izomorficzna z petnym podkotczanem z translacjq kotczanu ZA zamknietym
na branie nastepnikéw w ZA.

(3) Jezeli C jest sktadowg reqularng w I' 4, to C jest sktadowg postaci C =~ ZA, dla pewnego petnego podkotczanu
AwC.

W pozostalej czesci niniejszego podrozdziatu zajmiemy sie nieco szerzej opisem poéiregularnych
skladowych zawierajacych zorientowane cykle, w szczegoélnosci podajac kilka waznych technicznych
lematéw wykorzystanych do uzyskania ich pelnej klasyfikacji. Pierwszy krok w te strone zostat po-
stawiony przez D. Happel’a, U. Preisera oraz C. M. Ringela [14], ktérzy pokazali, ze dla algebry A,
dowolny nieskoficzony i stabilny podkotczan w I'4 jest stabilna tuba, jesli tylko skiada sie z orbit 74-
okresowych (wystarczy zatozy¢ istnienie 74-orbity okresowej). Wyniki te zostaly nastepnie uzupetnione,
niezeleznie przez S. Liu [23] oraz Y. Zhang [55]], dajac tym samym nastepujaca charakteryzacje (sp6jnych)
nieskoriczonych stabilnych podkotczanéw I'4, zawierajacych zorientowane cykle.

TwierRDZENIE 1.5.8. Niech A bedzie algebrg, zas I dowolnym spdjnym podkotczanem z translacjq kotczanu I 4.
Jezeli T jest nieskoriczony, to nastepujgce warunki sq réwnowazne.

(1) T zawiera zorientowany cykl.
(ii) Wszystkie T s-orbity w I' sg okresowe.

(i) T jest stabilng tubqg Z.Ac /(1)) rangir > 1.
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Twierdzenie to pokazuje miedzy innymi, ze wszystkie nieskoriczone regularne sktadowe w kolcza-
nach Auslandera-Reiten skoriczenie wymiarowych algebr nad ciatami, ktére zawieraja zorientowane
cykle, musza by¢ stabilnymi tubami. Przedstawione dalej Twierdzenie daje réwniez pelna
kontrole nad struktura wszystkich pétregularnych sktadowych w I'y zawierajacych zorientowane cy-
kle. Oryginalny dowdd, ktérego nie bedziemy prezentowaé, wykorzystuje wiele pomocniczych faktow
dotyczacych osobliwych zachowan stopni strzalek w lewostronnie (odpowiednio, prawostronnie) stabil-
nych podkotczanach z translacja kolczanéw Auslandera-Reiten algebr. Przypomnijmy tylko nastepujacy
lemat, dzieki ktéremu otrzymujemy pewne wstepne informacje o strukturze dowolnego lewostronnie
stabilnego podkotczanu z translacja w kolczanie I'y zawierajacego zorientowany cykl.

Lemar 1.5.9. Niech I bedzie dowolnym spdjnym lewostronnie stabilnym kofczanem z translacjq oraz zatézmy, ze
I' zawiera zorientowany cykl. Wéwczas jesli I' zawiera t-orbite okresowq, to kazda t-orbita w I jest okresowa. Jesli
za$ kotczan T nie zawiera Zadnej T-orbity okresowej, to istnieje nieskoriczona droga sekcyjna w I

(*) R Ti{Xl - TE{XS - TirXs_l o Ti{Xl > Xs == 1,X1 = Xs > Xeop = - > X,

gdzie r > s oraz t-orbity wierzchotkéw Xu, ..., X, sq parami roztgcznymi t-orbitami w I, z ktérych co najmniej
jedna nie jest prawostronnie stabilna. Co wiecej, jezeli I jest przy tym podkotczanem z translacjg w kotczanie I'4
pewnej algebry A, to zachodzq réwniez ponizsze warunki.

(a) Istnieje nieskoriczenie wiele strzatek na drodze (+) postaci o : X — Y, dla ktérych nastepujgca droga w T’
—>TZX—>TZ‘Y—>TZ_1X—> -"—>TI24Y—>TAX—> TAY 5 X—>Y
ma co najmniej jednq strzatke skoriczonego prawego stopnia.
(b) Wszystkie strzatki w I majg trywialne wartosciowanie (1, 1).
(c) Dowolny modut X w I' ma co najwyzej dwdch bezposrednich poprzednikéw w T
(d) T skiada sie z T-orbit modutéw Xy, . .., Xs; w szczegolnosci ma skoviczong liczbe T-orbit.

powoD - Po pelna argumentacje odsytamy do [22]. m]

Warto wspomnie¢, ze minimum ze wszystkich prawych stopni strzatek lezacych na drodze stowa-
rzyszonej ze strzatka o opisanej w (a) postaci nazywane jest prawym globalnym stopniem strzatki a. Inaczej
moéwiac podpunkt (a) orzeka, ze kazda droga (x) zawiera nieskoriczenie wiele strzalek o skoriczonym
globalnym prawym stopniu. Odnotujmy tu jedynie, Ze zachodzi nastepujacy lemat.

LemaT 1.5.10. Niech A bedzie algebrg, zas I spojnym podkotczanem z translacjqg w I o zawierajgcym zorientowany
cykl oraz Zadnej T s-orbity okresowej. Ustalmy ponadto pewng nieskoriczong droge sekcyjng w I postaci (*) : -+ —
Xsn1 = 1, X1 = X5 = -+ — Xy, spelniajgeq warunki (a)-(d) z tezy Lematu Jezeli istnieje przy tym
poprawnie okreslona dodatnia funkcja addytywna Il na I = (T, 7), to zachodzgq nastepujgce stwierdzenia.

(1) Dla dowolnego n > 1, jezeli t™"X; # 0, dla pewnego i > 1, to réwniez 17" X1 # 0.
(2) Jesli jeden z wierzchotkéw X;, dla j € {1, ..., s}, jest stabilny, to X; jest stabilny dla wszystkichi > 1.

powOD - Dowdd w przypadku, gdy I jest sktadowa w I' 4 mozna znaleZé w pracy [22]. Argumentacje
te mozna naturalnie uogdlni¢ dla podkotczanéw I' spelniajacych warunki podane w sformutowaniu. O

Wykorzystujac ostatnie dwa lematy mozna udowodnié nastepujace stwierdzenie.

STtwiERDZENIE 1.5.11. Niech A bedzie algebrq, zas I lewostronnie stabilng sktadowg w I o zawierajgcq zoriento-
wany cykl. Wowczas T jest tubg kopromieniowg.
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Uwaga - Teza powyzszego stwierdzenia jest prawdziwa przy nieco stabszych zalozeniach oI'. Wystar-
czy mianowicie zatozy¢, ze I jest lewostronnie stabilnym podkotczanem z translacja w I'y zawierajacym
zorientowany cykl oraz istnieje pewna dodatnia funkcja addytywna na I' i wéwczas analogicznymi
metodami mozna udowodni¢, ze I' jako kotczan z translacja jest tuba kopromieniowa -

Powyzszy wynik wraz ze swoim dualnym odpowiednikiem prowadza do nastepujacego twierdzenia.

TwierpzeNIE 1.5.12 (Liv). Niech A bedzie dowolng K-algebrg, zas C pewng pétregularng sktadowq w I'y
zawierajgcq zorientowany cykl. Wowczas C jest potregularng tubg.

1.6 MODULY ODWRACAJACE -

W tej czesci niniejszego rozdziatu przedyskutujemy krétko najwazniejsze pojecia i wyniki jednej z naj-
donioslejszych koncepcji dwudziestowiecznej teorii reprezentacji algebr, mianowicie, koncepcji modutu
odwracajacego. Moduly odwracajace T odgrywaja ogromnie wazna role w nowoczesnej teorii repre-
zentacji algebr, gdzie nierozerwalnie wiaza sie ze swoimi algebrami endomorfizméw B = End4(T). W
szczegOlnosci, jesli kategoria modutéw mod A danej algebry A jest dobrze znana, to dzieki metodom
teorii odwracania mozna opisa¢ czesto réwnie dobrze kategorie mod B. Przykiad takiego rozumowa-
nia bedziemy mieli okazje zobaczy¢ w nastepnym rozdziale, gdzie opiszemy w ten sposéb kategorie
moduléw algebr odwréconych

Podstawowym pojeciem wykorzystywanym w badaniu modutéw odwracajacych jest klasyczne
pojecie pary torsyjnej w kategoriach modutéw, lub ogoélniej, w kategoriach abelowych. Przypominamy
tylko, ze para petnych podkategorii .7, # w kategorii mod A algebry A nazywana jest parg torsyjng (w
mod A) wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sa nastepujace warunki.

1) Homu(7, %) = 0.
2) Jezeli modut X w mod A spelnia Homa (X, .#) = 0, to X nalezy do .7.
3) Jezeli modut Y w mod A spetnia Homx(.7,Y) =0, to Y nalezy do .#.

Nazywamy woéwczas .7 (odpowiednio, .#) klasg torsyjng (odpowiednio, klasg beztorsyjq) pary torsyjnej
(7,.7). Powiemy ponadto, ze dana pelna podkategoria ¥ w mod A jest klasg torsyjng (odpowiednio,
beztorsyjng), o ile jest ona klasa torsyjna (odpowiednio, beztorsyjna) pewnej pary torsyjnej w mod A.
Mozna udowodni¢ [2, patrz Proposition VI.1.4(a)], Ze € jest klasa torsyjna wtedy i tylko wtedy, gdy ¢
jest zamknieta na sumy proste, rozszerzenia oraz branie obrazéw. Dualnie [2, VI.1.4(b)], klasa ¢ jest
klasa beztorsyjna wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest zamknieta na sumy proste, rozszerzenia oraz branie
podmodutéw.

Uwaga - Jezeli (.7, .%) jest para torsyjna w mod A, to dowodzi sie, ze dowolny modut prosty w mod A
nalezy albo do klasy torsyjnej .7 albo do klasy beztorsyjnej .#. Wlasnos¢ ta posiada ciekawe uogoélnienie,
prowadzace do okreslenia bardzo waznego typu par torsyjnych, nazywanych parami rozszczepiajgcymi.
W istocie, naturalnie jest rozwaza¢ pary torsyjne, dla ktérych podziat klasy modutéw prostych mozna
rozszerzy¢ do podziatu klasy moduléw nierozktadalnych. Powiemy mianowicie, ze para torsyjna (.7, .%)
jest rozszczepiajgca, o ile dowolny modut w ind A nalezy albo do klasy torsyjnej .7 albo do klasy bez-
torsyjnej .#. Zostalo pokazane, ze dowolna para torsyjna (7, .#) w mod A jest rozszczepiajaca wtedy i
tylko wtedy, gdy Ext}(Z, 7) = 0, lub réwnowaznie, gdy 1.7 € .7 (lub 14 F C F); patrz na przykiad
[2, Proposition VI.1.7] -

Przypominamy teraz definicje modutu odwracajacego [17].

DeriNicya - Niech A bedzie algebra, zas T dowolnym modutem w mod A. Modut T nazywamy
modutem czesciowo odwracajgcym wtedy i tylko wtedy, gdy pd,, T < 1 oraz Ext} (T, T) = 0. Jezeli ponadto
istnieje ciag doktadny w mod A postaci

0-A->T -T" >0,
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gdzie T’ oraz T"" sa modutami w add T, to T nazywa¢ bedziemy modufem odwracajgcym w mod A. Przy-
pominamy, ze kazdy modut odwracajacy T jest modulem doktadnym.

Ponizej sformulowane twierdzenie prowadzi do waznej obserwacji umozliwiajacej rozwazanie sto-
warzyszonych z modulem odwracajacym T par torsyjnych zaréwno w kategorii mod A, ktérej obiektem
jest T, jak i w kategorii mod B moduléw nad algebra endomorfizméw B = End4(T) modutu T. Po dowdéd
odytamy do [2, Lemma VI.2.3, Theorem VI.2.5 i Corollary VI.3.6].

TwierDzENIE 1.6.1. Niech A bedzie algebrq, zas T modutem odwracajgcym w mod A. Wowczas istnieje para
torsyjna (7 (T), #(T)) w mod A, gdzie

(1) T (T) jest petng podkategorig w mod A sktadajgcq sie z modutéw M w mod A, dla ktérych Ext}q(T, M) =0.
(2) F(T) jest petng podkategoriqg w mod A sktadajqcg si¢ z modutéw N w mod A, dla ktérych Homu4 (T, N) = 0.

Ponatdo, wtedy T (T) = GenT oraz % (T) = CogentaT, przy czym modut T = gT jest réwniez modutem
odwracajgcym w mod B°P, gdzie B jest algebrg B = End A(T).

WNn10sEK 1.6.2. Dla dowolnego modutu odwracajgcego T w mod A nastepujgca para podkategorii (2 (T), #(T)) =
(D.#(T), D7 (T)), gdzie (7 (8T), # (8T)) jest kanoniczng parq torsyjng stowarzyszong z modutem odwracajgcym
T = gT w mod B°P, jest parg torsyjng w mod B.

Uwaga - Przypominijmy, ze modul odwracajacy T (w mod A) nazywany jest rozszczepiajgcym, o
ile rozszczepiajaca jest stowarzyszona z T para torsyjna (Z°(T),#(T)) w modB. Odnotujmy réw-
niez, ze znana jest homologiczna charakteryzacja rozszczepiajacych modutéw odwracajacych, ktorej
dow6d mozna znalezé, na przyklad, w [2, Theorem VI.5.6(b)]. Zostato tam bowiem pokazane, ze modut
odwracajacy T w mod A jest modutem rozszepiajacym wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego modulu
N =Ny z #(T) zachodziidy N =1 -

Pozostata czesé¢ tej sekcji poswiecamy przedstawieniu kluczowego wyniku teorii odwracania oraz
najwazniejszych z niego wnioskéw. Dowody mozna réwniez znalez¢ w [2, patrz Theorem VI1.3.8, V1.4.3,
oraz Corollary VI.4.4] . Przypominamy mianowicie, Ze zachodzi nastepujace twierdzenie udowodnione
przezS. Brenner i M. C. R. Butlera [6], ktére opisuje wazne réwnowaznos$ci pomiedzy okre$§lonymi powy-
zej klasami torsyjnymi i beztorsyjnymi w mod A i w mod B stowarzyszonymi z modutem odwracajacym
T.

TwierDZENIE 1.6.3. [BRENNER-BUTLER] Dla dowolnej algebry A i modutu odwracajgcego T w mod A mamy
nastepujgce réwnowaznosci kategorii.

(1) Funktory Homa(T,—-) : mod A — mod B oraz — ®p T : mod B — mod A indukujq wzajemnie odwrotne

réwnowaznosci kategorii postaci Hom(T,-)
7(T) Y (T).
—-®pT
(2) Funktory Ext}q(T, —): mod A — mod B oraz Torf (=, T) : mod B — mod A indukujq wzajemnie odwrotne
réwnowaznosci kategorii postaci Extl (T,-)
F(T) 2(T).
Torf (=T

Przywolajmy jeszcze nastepujece dwa wazne wnioski z Twierdzenia Brenner-Butlera, ktére daja
pewne wstepne intuicje odnoénie struktury kategorii mod End 4(T) moduléw nad algebrami endomorfi-
zmoOw rozszczepiajacych modutéw odwracajacych T.

Wniosek 1.6.4. Niech T bedzie rozszczepiajgcym modutem odwracajgcym w mod A. Wéwczas prawdziwe sq
ponizsze stwierdzenia.

(1) Klasa beztorsyjna Z (T) jest zamknieta na branie nastepnikéw w mod B.

(2) Klasa torsyjna % (T) jest zamknieta na branie poprzednikéw w mod B.
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Co wigcej, dla dowolnego ciggu Auslandera-Reiten 0 L ! M—E4-N 0 w modA zachodzg

nastepujgce warunki.

(3) Jesli moduty L, M oraz N nalezq do 7 (T), to indukowany cigg

Homy(T,f) Hom(T,g)

0 —— Homyu(T, L) Homu (T, M) Homu(T,N) ——0
jest ciggiem prawie rozszczepialnym w mod B.
(4) Jesli moduty L, M oraz N sq z % (T), to indukowany cigg
0— Ext!(T, L) BTN Extl,(T, M) By Ts) Extl,(T,N) ——> 0

jest ciggiem prawie rozszczepialnym w mod B.

Jasnejest, zejezeliT = T1 @ --® T, jest modulem w mod A o parami nieizomorficznych nierozktadal-
nych skfadnikach prostych Ty, ..., Ty, to moduly Homx(T, T;), dlai € {1,...,n}, tworza zbiér wszystkich
parami nieizomorficznych modutéw projektywnych w ind Enda(T). Kolejny wniosek z twierdzenia
Brenner-Butlera sformulowany ponizej [50, patrz Proposition VIIL5.4] daje réwniez petna kontrole nad
postacia nierozkltadalnych modutéw injektywnych w mod End(T), gdy T jest rozszczepiajacym modu-
fem odwracajacym.

WNni10sEK 1.6.5. Niech A bedzie algebrg, T = T1 & - -- ® T, rozszczepiajacym modutem odwracajgcym w mod A
o parami nieizomorficznych nierozktadalnych sktadnikach prostych Ty, ..., T, oraz B = Enda(T) stowarzyszong
algebrg endomorfizméw. Wowczas, jezeli dla pewnego m € {1,...,n} moduty Ty, ..., Ty, sq projektywne w ind A,
za$ moduty Tyy41, ..., Ty nie sq projektywne, to nastepujace moduty

Homu(T, T1), ..., Homa(T, Tp), Exty (T, TaTps1), - - -, Exty (T, TaTn)
stanowig peten uktad parami nieizomorficznych modutéw injektywnych w ind B.

Rozwazania niniejszej sekcji zamyka nastepujacy wniosek dopetniajacy przedstawiony we Wniosku
powyzej czedciowy opis ciagéw prawie rozszczepialnych w kategorii moduléw mod B algebry
endomorfizméw B = End4(T) rozszczepiajacego modutu odwracajacego T.

WN10SEK 1.6.6. Niech A bedzie algebrq, T rozszczepiajgcym modutem odwracajgcym wmod A oraz B = End (7).
Wowczas dowolny cigg prawie rozszczepialny w mod B, jest albo catkowicie zawarty w 2 (T) albo catkowicie
zawarty w % (T), albo jest (izomorficzny z) jednym ze skoriczenie wielu tak zwanych ciggéw tgczacych w mod B,
to znaczy ciggéw prawie rozszczepialnych w mod B postaci

0 — Homy(T,I) — Ext},(T, rad P) ® Homx(T, I/ soc ) — Ext}, (T, ) —0,

gdzie P jest modutem projektywnym w ind A nie nalezgcym do add T, za$ I jest modutem injektywnym w ind A,
dla ktérego socl = top P.

Uwaga - Przypomnijmy tujedynie, Ze przy zalozeniach powyzszego wniosku, przyjmuje sie ogdlniej,
nazywac ciggiem tgczgcym (w mod B), kazdy ciag prawie rozszczepialny0 - Y — E — X — 0 w mod B,
ktérego korice Y oraz X sa modutami, w #(T) oraz 2 (T), odpowiednio. Dowodzi sie wéwczas, ze ciagi
prawie rozszczepialne w mod B o okredlonej w powyzszym wniosku postaci wyczerpuja wszystkie (z
doktadnoscia do izomorfizmu ciagéw doktadnych) ciagi faczace w mod B w tym sensie. Patrz takze [50,
Lemma VIII.4.1, VIII.4.2 oraz Theorem VIII.4.3] -
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1.7 TuBY POLREGULARNE W KOLCZANACH AUSLANDERA-REITEN -

Kolczany z translacja nazywane pétregularnymi tubami zostaly oméwione w sekcji W tym pod-
rozdziale zestawiamy bardziej szczegétowo rézne techniczne lematy, w ktérych opisujemy pewne przy-
datne pozniej wlasnosci péiregularnych tub jako sktadowych w kofczanach Auslandera-Reiten algebr.
Czesto pétregularne tuby wystepuja w catych rodzinach, ktére maja réwniez interesujace wlasnosci,
co postaramy sie zilustrowa¢ na zakoriczenie niniejszej sekcji, miedzy innymi wprowadzajac dobrze
znana koncepcje silnie separujgcej rodziny sktadowych pochodzaca od C. M. Ringela [34]. Dowodzimy
przy tym kilka elementarnych lematéw wykorzystanych w ktére dotycza pewnych wlasnosci sepa-
rowania rodzin parami ortogonalnych uogélnionych standardowych pétregularnych tub w kolczanach
Auslandera-Reiten. Warto rozpocza¢ od nastepujacego dobrze znanego lematu ktéry pokazuje, ze kazda
potregularna tuba jest uogdlniona standardowa skladowa w kotczanie Auslandera-Reiten pewnej skon-
czenie wymiarowej algebry nad ciatem.

Lemar 1.7.1. Niech T bedzie dowolng tubg pétregularng. Wowczas istnieje K-algebra A, ktérej kotczan T o zawiera
uogdlnionq standardowq sktadowq C takq, Ze C = T jako kotczany z translacjq.

pow6D - Dowdd w przypadku, gdy ciato K jest algebraicznie domkniete, jest konsekwencja induk-
cyjnego zastosowania [37, Proposition XV.2.7] (oraz dulanego wyniku). Po odpowiednie argumenty dla
algebr nad dowolnym ciatem odsytamy do pracy [27, patrz Theorem E]. m]

Uwaga - Idea dowodu powyzszego lematu polega na pokazaniu, ze kazdej operacji typu (ad. 1) (od-
powiednio, (ad. 1*)) odpowiada $cisle okreslona operacja na algebrach w nastepujacym sensie. Jezeli A
jest algebra i C jest uogdlniona standardowa tuba promieniowa w I'y, to dla kazdego promienia X w
C oraz liczby naturalnej t konstruuje sie algebre A’ = A[X, t] taka, Ze kolczan I'ys zawiera uogélniona
standardowa tube promieniowa postaci C[X, t]. Analogicznie wlasnosci przystuguja operacjom wsta-
wienia kopromieniowego -

W bardzo czesto spotykanej sytuacji, to jest gdy kolczan I'y wyjSciowej algebry zawiera rodzine
parami ortogonalnych uogélnionych standardowych stabilnych tub, mozna iterowaé operacje wsta-
wienia promieniowego (odpowiednio, kopromieniowego) i stosowaé do kolejnych stabilnych tub, co
prowadzi do pojecia tubularnego (ko)rozszerzenia, ktérego Zrédel nalezy szuka¢ w pracy C. M. Rin-
gela [34]. Zauwazmy, ze jezeli 74 jest rodzina uogélnionych standardowych tub promieniowych w
T4, to dla kazdego t > 0 oraz dowolnego promienia X w jednej z tub C z 74, kolczan T 41x ) zawiera
rodzine 74[X, t] parami ortogonalnych uogélnionych standardowych tub promieniowych sktadajaca
sie z tuby promieniowej C[X, ] oraz wszystkich tub z 7 réznych od C, ktére pozostaja sktadowymi
w Tapxs. Algebre B nazywamy T “-tubularnym rozszerzeniem algebry A, o ile istnieje taki ciag algebr
(Ao, A1,...,Ap), n 2 0, wraz z odpowiadajacym ciagiem (79,771, ..., 7 ) rodzin tub promieniowych, ze
Ap=A, A, =B, To =T4ikazda zrodzin 7;_1, i € {1,...,n} zawiera pewien promien X, dla ktérego
Ai = AialX, ti] oraz 7; = Ti-1[X;, ti], dla pewnego t; > 0. Pomijamy dualne sformulowanie definicji
T A-tubularnego korozszerzenia, ktore jest algebra B = A, powstajaca z algebry A = A poprzez zastosowa-
nie ciagu operacji odpowiadajacych operacjom wstawiefi kopromieniowych wykonywanych na rodzinie
T4 w tej sytuacji oczywiscie kotczan I'p algebry B zawiera rodzine parami ortogonalnych uogélnionych
standardowych tub kopromieniowych otrzymana z 7% poprzez iteracje odpowiednich operacji typu
(ad.1%). Odnotujmy tutaj réwniez, ze jesli algebra B jest 7“-tubularnym rozszerzeniem (odpowiednio,
korozszerzeniem) (algebry A), to B jest izomorficzna z nastepujacym rozszerzeniem

[g %] (odpowiednio, korozszerzeniem [‘8 D (é\/l)])
algebry A wzgledem pewnego (F-A)-bimodutu M, przy czym nierozkladalne skiadniki proste A-modutu
M naleza to rodziny 7~ A co czesto pozwala dobrze kontrolowac¢ strukture kolczanu I's w zaleznoéci od
struktury I'4.

Dalej prezentujemy serie technicznych lematéw zwiazanych z opisem potozenia w kotczanie I'y
danej algebry A modutéw z uogélnionych standardowych stabilnych tub w kotczanach I'p jej algebr
ilorazowych B. Odnotujmy najpierw, ze zachodzi ponizszy ogélny lemat.
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Lemar 1.7.2. Niech A bedzie algebrg, C = A/I algebrq ilorazowg algebry A, zas T dowolng stabilng tubg w I'c.
Zatézmy ponadto, Ze istnieje sktadowa C w I 4, ktdra zawiera wszystkie moduty nalezgce do 7. Jezeli C jest stabilng
tubgw Ty, toC=7.

pow6Dp - W istocie, rozwazmy dowolny modut M w ind A nalezacy do skladowej C. Pokazemy,
ze M jest modulem w ind C. Odnotujmy, ze M jest modulem w stabilnej tubie C w I'y wiec istnieje
nieskoniczona droga sekcyjna monomorfizméw nieprzywiedlnych w ind A postaci

M=My-M —»--->M, >M,;1 — ...

Ponadto, C jest stabilna tuba w I'4 zawierajaca wszystkie moduly z 7, tak wiec dla pewnej liczby I € INp
istnieje ciag epimorfizméw nieprzywiedInych w ind A postaci N = Ngo — Ny — --- — N, = Z = M taki,
ze N jest modutem w 7. To implikuje ostatecznie, ze M jest podmodutem modutu M; = Z, ktéry z kolei
jest epimorficznym obrazem nierozkladalnego C-modutu N, totez Z, i w konsekwencji M sa modutami
w ind C. Wnioskujemy juz stad, ze stabilna tuba C w I'4 skiada sie wylacznie modutéw w ind C, czyli
jest stabilna tuba w I'c, a wiec 7 = C, co nalezato udowodnic¢. m]

Przypomnijmy teraz nastepujacy znany wynik z pracy A. Skowroniskiego [43| patrz Proposition 2.2].

STwiErDZENIE 1.7.3. Niech A bedzie algebrq, I dwustronnym ideatem w A oraz B = A/l stowarzyszong algebrg
ilorazowq. Zatézmy, ze T jest nieregularng tubg kopromieniowq w I'g, zas C pétregularng i uogélniong standardowg
sktadowq w T 4 zawierajgcg zorientowany cykl oraz wszystkie moduty z czesci cyklicznej tuby 7. Wowczas C jest
nieregularng tubg kopromieniowq w I o oraz wszystkie kopromienie w T sq kopromieniami w C.

Ponizsze dualne sformulowanie takze pochodzi z cytowanego artykutu [43] patrz Proposition 2.3].

STWIERDZENIE 1.7.4. Niech A bedzie algebrg, I dwustronnym ideatem w A oraz B = A/I stowarzyszong algebrg
ilorazowq. Zatézmy, ze T jest niereqularng tubg promieniowq w I'p, zas C pétregularng uogélniong standardowq
sktadowq w I 4 zawierajgcq zorientowany cykl oraz wszystkie moduty z czesci cyklicznej tuby 7. Wowczas C jest
nieregularng tubg promieniowq w I' 4 oraz promienie w T~ sq promieniami w C.

Zachodza réwniez nastepujace dwa stwierdzenia, ktérych dowody mozna znalez¢ w [10, (2.4)].

STWIERDZENTE 1.7.5. Niech A bedzie algebrg, zas T4 doktadng rodzing (TAA) AeA parami ortogonalnych uogdlnio-
nych standardowych tub promieniowych w I' . Wowczas istnieje algebra ilorazowa B algebry A taka, Ze kotczan
Ty zawiera doktadng rodzine 75 = (‘7’}5) Aea parami ortogonalnych stabilnych tub oraz A jest (T B)-tubularnym
rozszerzeniem algebry B, przy czym wtedy T4 powstaje z T8 poprzez iteracje odpowiadajgcych operacji wstawier
promieniowych.

STWIERDZENIE 1.7.6. Niech A bedzie algebrq oraz T A doktadng rodzing (T f) AeA parami ortogonalnych uogol-
nionych standardowych tub kopromieniowych w I'y. Woéwczas istnieje algebra ilorazowa B algebry A taka, Ze
kotczan T'p zawiera doktadng rodzine T8 = (Tf)AeA parami ortogonalnych stabilnych tub oraz A jest (7B)-
tubularnym korozszerzeniem algebry B; przy tym T4 powstaje z T8 poprzez odpowiadajacq iteracje operacji
wstawiern kopromieniowych.

Ponizej przedstawiamy pewne przydatne p6ézniej wlasnoéci homomorfizméw w ind A o dziedzinie
lub kodziedzinie nalezacej do pétregularnych tub w I'4. Pierwszy lemat pochodzi z pracy A. Skowroni-
skiego [42, Lemma 3.9] poswieconej opisowi kompozycyjnych faktoréw modutéw okresowych lezacych
w uogolnionych standardowych stabilnych tubach.

Lemar 1.7.7. Niech T bedzie stabilng tubq w I' 4 rangi r oraz N modutem w ind A nie nalezgcym do 7. Wowczas
prawdziwe sq nastepujace stwierdzenia.

(1) Jezeli Homu(7,N) # 0, to Homa(M, N) # 0, dla kazdego modutu M w T~ o quazi-dtugosci ql(M) > r.
(2) Jezeli Homua(N,7") # 0, to Homu (N, M) # 0, dla wszystkich modutéw M w T z ql(M) > r.
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powo6D - Po odpowiednie argumenty odsytamy do Zrédtowego artykutu [42, Lemma 3.9]. m]

Lemar 1.7.8. Niech A bedzie algebrq, T potregqularng tubg w I 5, zas X dowolnym modutem w ind A. Wéwczas
zachodzg nastepujgce warunki.

(1) Jezeli T jest tubg promieniowq otrzymang z pewnej stabilnej tuby T poprzez iteracje operacji (ad. 1), to
dowolny niezerowy homomorfizm w f € rad}y (X, M), gdzie M jest modutem z add T, posiada faktoryzacje
postaci f = gf’, gdzie f' € rad(X,M’), g € Homa(M’, M) oraz M’ jest modutern w add 7.

(2) JesliT jest tubg kopromieniowq otrzymang z pewnej stabilnej tuby T~ poprzez iteracje operacji (ad. 1%), dowolny
niezerowy homomorfizm w f € rady (N, X), gdzie N jest modutem w add T, ma faktoryzacje f = f'h, gdzie
f erady (N, X), h € Homa(N, N’) i modutem N’ jest modutem w add 7.

powo6D - Dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie. m]
Wykazemy jeszcze ponizsze wygodne kryterium na to, aby sktadowa byta pétregularna tuba.

Lemar 1.7.9. Niech A bedzie algebrq zas C sktadowq w T 4. Wéwczas zachodzq nastepujgce warunki.

(1) Jezeli istnieje spdjna sktadowa T’ w ;C zawierajgca zorientowany cykl oraz taka, Ze podkotczan I nie zawiera
bezposrednich poprzednikéw modutéw projektywnych w C, to C = I jest tubg kopromieniowg w I 4.

(2) Dualnie, jesli ,C posiada spojng sktadowq T’ takq, Ze istnieje zorientowany cykl w I' oraz podkotczan T, nie
zawiera bezposrednich nastepnikéw modutow injektywnych w C, to C = I, jest tubg promieniowqg w I 4.

pow6Dp - Dowodzimy jedynie (1), gdyz teza (2) bedzie jasno wynika¢ z dualnych argumentéw. Za-
16zmy zatem, ze I jest pewna sktadowa spéjnosci lewej czesci ;C skladowej C zawierajaca zorientowany
cykl, dla ktérej podkotczan I'* nie ma bezposrednich poprzednikéw moduléw projektywnych w C.
Pokazemy ponizej, ze wéwczas I = C jest tuba kopromieniowa w I's.

Odnotujmy najpierw, ze I jest tuba kopromieniowa jako kolczan z translacja. W istocie, I jest
spojnym i lewostronnie stabilnym podkolczanem z translacja w I'4 (oraz I') zawierajacym zorientowany
cykl oraz zamknietym na branie poprzednikéw w I', na mocy Lematu Ponadto albo I sktada sie z
T 4-orbit okresowych albo takich 74-orbit nie zawiera. Jezeli wszystkie 74-orbity w I sa okresowe, to I'jest
stabilna tuba i wéwczas oczywiscie I'" = I jest réwniez stabilna tuba. Przypu$émy zatem, ze w I' nie ma
zadnej T4-orbity okresowej. Wtedy z Lematu wynika, ze kolczan I' ma trywialne warto$ciowania,
dla kazdego X w I zachodzi |X~| < 2 oraz istnieje nieskoriczona droga sekcyjna w I postaci

() o e =Xy o Xy o o X,

gdzie r > s i I sklada sie z parami rozlacznych 74-orbit modutéw Xj, ..., X, przy czym co najmniej
jedna z nich nie jest stabilna. Przypominamy réwniez, ze droge (*) mozna wybra¢ w taki sposéb, aby
modut 7/X; = I byt injektywny w T, dla pewnego t > 0. W szczeg6lnosci, wowczas I nalezy do I*,
wiec jest to réwniez wierzchotek injektywny w I'". Dalej zauwazmy, ze I'"* jest réwniez zamkniety na
branie poprzednikéw w I'. Rzeczywiscie, jesli istnieje strzatka w C postaci X — Y oraz Y nalezy do I,
to X musi naleze¢ do lewostronnie stabilnej 74-orbity, bowiem w przeciwnym razie istnieje takie n > 0,
ze mamy w C strzatke postaci 4 X — 7}Y, gdzie 7/, X = P jest projektywny. To prowadzi jednak do
sprzecznosci z zatozeniem, bo wtedy modut TZ“Y nalezy do I'* oraz jest bezposrednim poprzednikiem
modutu projektywnego P. Tak wiec X nalezy do ;C, a wiec nalezy do I', bo Y € I' i I jest sktadowa
spojnosci w ;C. Stad oczywiscie otrzymujemy, ze X nalezy do I'*, bo I'* jest zamkniety na poprzedniki w
I'. Zatem I'"" jest zamkniety na branie poprzednikéw w I'4. Wynika stad, ze kazde oczko w C o prawym
korficu w module z I'* sklada sie wytacznie z modutéw w I, a to implikuje, ze obciecie I' : T — IN
funkgji dtugosci I4 : ('a)o — IN na I'y do wierzchotkéw z podkolczanu I'" jest poprawnie okre$lona
dodatnia funkcja addytywna na I". W konsekwencji, mozemy stad juz wywnioskowa¢, ze I'"* jest tuba
kopromieniowa (patrz Stwierdzenie oraz uwaga po nim).

Udowodnimy teraz, ze I = I'. Wystarczy w tym celu wykaza¢, ze wszystkie moduly nalezace
do I'", ktére sa injektywne w I sa takze injektywne w I. Wiadomo oczywiécie, ze modut I = [ = I
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lezacy na 74-orbicie modulu X; jest injektywny w I'* oraz w I'. Dalej dowodzimy indukcyjnie Wzgledem
s, ze pozostale moduly injektywne I} w I" lezace na orbitach modutéw Xy, dla k € {1,...,5s -1}, s
réwniez injektywne w I'. Wspomlnamy jedynie, ze dlak = s > 2modut [; = [y =7, X, gd21e to = t
jest injektywny w I oraz T', i wowczas modut injektywny I w I jest postac1 T At XS 1, dla pewnego
t1 €{0,1,...t}, przy czymjesli t; < t, to istnieje w I' nieskoﬁczona droga sekcyjna postaci

-t
A

-t-1

-1
Ty, X5+1—>T Xs—>T Xsl—’crlkl,

skad 7. Ik , halezy do I'", o ile jest okre§lony w I W konsekwencji, jezeli f; < t, to I, jest takze
m]ektywny wl poniewaz jest injektywny w I"". Zal6zmy zatem, ze t; = t. W tym przypadku modut

| jest postaci 7,/ X, 1, i wtedy réwniez musi by¢ injektywny w I'. W przeciwnym bowiem razie na
mocy 1n]ektywn05(:1 modutu [} w I' wnioskujemy, ze Trll* =T, ~1X, = 0, a wiec modut X = Tlilll’: 1
ma dokladnie jednego bezpoéredniego poprzednika w I’ postac1 7,/ Xi—2, ktéry nalezy przy tym do I, i
wowczas mozemy zdefiniowac pelny podkotczan I'" w I' skiadajacy sie ze wszystkich wierzchotkéw w
I'" oraz dodatkowo wierzchotka X, gdzie translacja v w I"” pokrywa sie z 7r~ na wierzchotkach z I, za$
X = I;_l. Stad jednak wynika, ze I jest spdjnym podkotczanem z translacja w ;I'4 zawierajacym zorien-
towany cykl oraz zadnej T4-orbity okresowej, przy czym (+) jest wtedy réwniez droga w I spelniajaca
odpowiednie warunki (a)-(d), zas obciecie funkgji dtugosci I do wierzchotkéw z T) zadaje poprawnie
okreslona dodatnia funkcje addytywna na I”, zatem na mocy Lematu [1.5.10(2), wnioskujemy, ze istnieje
T;,t‘le = 1'I;, poniewaz istnieje T/~ X = (" I* = X. Ale wéwczas otrzymujemy sprzecznos¢
z definicja koiczanu I, bowiem I} € Iy c I} ]est z za%oZenia injektywny zaréwno w I'" jak i w I
Podsumowujac, otrzymana sprzecznoéé pokazuje, ze I;_, jest faktycznie modutem injektywnym w I, a
stad wszystkie moduly injektywne I, ..., I; w I sa injektywne w I'. W konsekwencji, zachodzi rownos¢
I*=T.

Teraz wystarczy zauwazy¢, ze poniewaz I jest wowczas sktadowa spdjnosci I = T'w ;C, to T
jest takze podkolczanem zamknietym na branie nastepnikow w C. Rzeczywiscie, jesli istnieje strzatka
X —=>YwCzXwlI, toY musinaleze¢ do I', gdyz w przeciwnym razie nalezatby do 74-orbity modutu
projektywnego, a wtedy istnienie strzatki X — Y implikuje istnienie strzatki ’CZ‘X - TZ‘Y, dla pewnego
n > 0 takiego, ze 7)Y = P jest projektywny, co jest niemozliwe, bo X, a wiec i 7/} X, naleza doT' = T" i
nie moga mie¢ z zalozenia bezposrednich projektywnych nastepnikéw w C. Czyli faktycznie I' nie ma
nastepnikéw w C lezacych na 74-orbitach moduléw projektywnych zatem jasne jest, ze I jest zamkniety
na branie nastepnikéw w C. Pokazaliémy wczeéniej, ze podkotczan I' jest réwniez zamkniety na branie
poprzednikéw w C, skad w konsekwencji I' = I'* jest zamkniety zar6wno na branie poprzednikéw;, jak i
nastepnikéw w C, wiec oczywiscie I' = C poniewaz C jest sktadowa w I'4. Zatem w istocieI" =T = C
jest tuba kopromieniowa jako sktadowa w I'y4, co koriczy dowdd. O

W pozostalej czesci tego podrozdzialu omawiamy krétko definicje i podstawowe wlasnosci tak
zwanych separujgcych rodzin sktadowych. W dalszej czeéci rozprawy pojawia sie konkretne przykiady
ilustrujace znaczenie tego pojecia. Podajemy ponizej sformulowania podstawowych definicji oraz do-
wodzimy jeden potrzebny péZniej lemat techniczny opisujacy kolczany Auslandera-Reiten szczegdlnej
postaci, w ktérych prawie wszystkie sktadowe tworza rodzine uogdlnionych standardowych péiregu-
larnych tub spelniajaca pewne $ci$le okreSlone warunki separowania.

Przypominamy najpierw, ze rodzine sktadowych C4 = (C )ier W I'4 nazywamy separujgcg w mod A
wtedy i tylko wtedy, gdy kotczan I'y posiada rozklad I'y = PAUCAUQA na sume trzech roztacznych
rodzin sktadowych P4, CA oraz Q*, przy czym spelnione sa nastepujace warunki.

(S1) C4 jest wierna rodzina parami ortogonalnych i uogélnionych standardowych sktadowych w T4.
(S2) Hom(Q",P*) = 0, Homa(Q",C*) = 0 oraz Homu(C*,$*) = 0
(S3) Dowolny homomorfizm w mod A z P4 do Q* faktoryzuje sie przez add C*.

W tej sytuacji powiemy czasami réwniez, ze rodzina C* jest rodzina (sktadowych) separujacg P4 od Q* w
mod A. Jezeli natomiast zachodza warunki (S1), (52) oraz nastepujacy silniejszy warunek
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(S3*) homomorfizmy w mod A z P* do Q" faktoryzuija sie przez add Cf, dla kazdegoi €I,

torodzine C nazwiemy rodzina silnie separujgcqg w mod A (lub czasami silnie separujgcg P4 0d Q1 wmod A);
patrz takze [28], [29], [20], [21]], [34]. Wspominamy tutaj jedynie, ze koncepcja rodziny separujacej pocho-
dzi od C. M. Ringela i zostata zdefiniowana pracy [34], gdzie oryginalnie rodzina separujaca nazywano
rodzine silnie separujaca w powyzszym sensie. Pozwo6lmy sobie dla skrécenia pdzniejszych sformu-
fowan wprowadzi¢ tutaj jeszcze jeden dodatkowy termin. Mianowicie bedziemy nazywa¢ rodzine C4
sktadowych w I' 4 rodzina prawie separujgcq (odpowiednio, prawie silnie separujgcg), o ile I'4 jest roztaczna
suma Iy = PAUCAU@Q!, gdzie C* jest rodzina parami ortogonalnych uogélnionych standardowych
skladowych w I'4 oraz spelnione sa warunki (S2) i (S3) (odpowiednio, (S2) i (53%)). Innymi stowy, do-
wolna rodzina prawie (silnie) separujaca jest (silnie) separujaca, o ile tylko jest wierna. W 4.3|bedziemy
mieli do czynienia z sytuacja, w ktorej kotczan I'y algebry A jest postaci

I'A:PAUU‘TqAUQA,

q<Qy
przy czym P4 i @ sa pewnymi rodzinami pétregularnych skladowych, za$ pozostate skladowe tworza
rozlaczna sume 7'[‘;‘ = U”IG‘DT ‘7'qA rodzin 7’;‘ indeksowanych liczbami g z odcinka Q’f =QnNnJ[l,n]cQ

oraz dla kazdego g € Q

T jest rodzing pétregularnych tub prawie silnie separujgcq P4 U T} ) 01 7'(’311] UQA wmod A,

gdzie dla dowolnego podzbioru O C [1, n] przez 74 oznaczamy rodzine | 4€QNO ‘7“,1A. Wéweczas stosujemy
takze oznaczenia Pf? i Q;/“, dla rodzin P4 U ‘T‘i i 7'(‘3,,1] U4, odpowiednio. Przykltadowo, kolczan I'4
dowolnej cyklowo skoriczonej algebry A pétregularnego typu jest takiej postaci, co zostanie wykazane w sekgji
poswieconej oméwieniu tej klasy algebr (patrz Twierdzenie f.3.2). Wykazemy teraz nastepujacy
pomocniczy lemat.

Lemar 1.7.10. Niech B bedzie algebrq takq, ze istnieje w T'g rodzina tub kopromieniowych T8 prawie silnie
separujaca PP od Q(B) w mod B, gdzie PP jest rodzing sktadowych zawierajgcq wszystkie moduty projektywne w
ind B, a Q(B) preinjektywng skladowq w Tp. Ponadto zatézmy, ze A jest (s7 B)-tubularnym rozszerzeniem algebry
B oraz T4 jest rodzing pétreqularnych tub w T 4 powstajacq z T8 poprzez iteracje operacji typu (ad. 1). Wowczas
T4 jest réwniez rodzing prawie silnie separujacg P = PP od Q* w mod A, gdzie Q" jest rodzing skladowych
zawierajgcq wszystkie moduty X w ind A z resp(X) w add Q(B).

powOD - Oczywisdcie algebra A jest izomorficzna z rozszerzeniem A = B[M] algebry B o pewien
bimodul M = rMp, gdzie F jest K-algebra, zas Mp jest modulem w add(;7" B). W szczego6lnodci,
Homg(M, PB) = 0, gdyz z zatozenia Homp(78,PB) = 0, tak wiec na mocy Lematu wszystkie
sktadowe w I'p z rodziny PB sa réwniez sktadowymi w I'4. Ponadto, tuby kopromieniowe w T8 sa
parami ortogonalne i uogélnione standardowe, zatem réwniez dla kazdej tuby 7~ w 78, ktéra nie za-
wiera zadnego skfadnika prostego modutu Mg, zachodzi Homg(M, 7)) = 0, a wiec jak wyzej jest to takze
sktadowa w T4. Dalej stosujac indukcyjnie [37, Proposition XV.2.7] wnioskujemy, ze 74 jest rodzina
uogolnionych standardowych i parami ortogonalnych péiregularnych tub w I'y oraz dowolny modut
X w ind A nalezy do 74, wtedy i tylko wtedy, gdy jego obciecie resg(X) do B ma przynajmniej jeden
skladnik prosty nalezacy do pewnej stabilnej tuby z 72 zawierajacej sktadniki proste modutu M. Woéw-
czas modutl X w ind A nie nalezy do P* = PP ani do 74 wtedy i tylko wtedy, gdy resp(X) jest modutem
w add Q(B). Stad T'y ma rozklad na roztaczna sume I'y = PAU T4 U @4, a wiec pozostaje pokazag,
ze zachodza warunki (S2) i (5§3%) z definicji rodziny separujacej. Przypomnijmy najpierw, ze kategoria
mod A jest rtbwnowazna z kategoria reprezentacji bimodutu Mg, i mozemy utozsamiaé¢ dowolny modut
X w mod A z tréjka postaci (Xo, X1; ¢), gdzie X; = resp(Y), Xo = Homp(M, X;) oraz ¢ = Idy,. Jesli przy
tym X jest modutem w PA to Xp = 0. Co wiecej, dowolny homomorfizm f : Y — X w ind A, gdzie
Y = (Yo, Y1;¢) jest modutem w 74 U P4, zag X = (0, X1;0) modulem w P4, identyfikujemy z para (0, g)
dla pewnego homomorfizmu g € Ho