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Przedmowa

Skrypt niniejszy odpowiada wykladowi specjalistycznemu, ktory prowadzitem dla studentéw
fizyki teoretycznej Uniwersytetu M. Kopernika w Toruniu w latach akad. 1969/70 i 1970/71.
Stanowi on samodzielna catosé, jakkolwiek nawiazuje do poprzednio wydanego skryptu ”Elek-
trodynamika klasyczna i kwantowa”. Z drugiej strony przewiduje sie w przyszlosci kontynuacje
niniejszego skryptu jako cze$¢ II ”Elektrodynamiki statystycznej”, ktérra bedzie po$wiecona za-
awansowanej teorii laseréw, $wiatlu laserowemu i jego dzialaniu na materie (optyka nieliniowa)
oraz elektrodynamice nadprzewodnikéw.

W czesci wykladow dotyczacych klasycznej i kwantowej teorii koherencji $wiatta korzystatem
z pomocy znakomitego podrecznika J.R. Klaudera i E.C.G. Sudarshana,, Fundamentals of Quan-
tum Optics, Benjamin, New York, 1968 (tlum. ros. Mir, Moskwa 1970), ktéry wlasnie wtedy sie
ukazal. Wplyw tej ksiazki jest wyrazny w rozdziatach III, TV, VII, VIII, IX oraz czesci rozdz. V i
VI. Poniewaz jednak w zasadzie opieram sie na nieco innych metodach statystycznych niz autorzy
ksiazki, wiele dowodow przeprowadzonych jest inaczej, korzystam tez z nieco innych oznaczen oraz
z innego ukladu jednostek. W sumie ten mniej lub wiecej tradycyjny juz material obejmuje ok. 40
% skryptu, w pozostalej czedci natomiast opuera sie w gléwnej mierze na badaniach wlasnych na-
szego torunskiego zespotu, uwzgledniajac oczywiscie takze aktualny stan badan innych o$rodkow.
Co do bibliografii, to obejmuje ona jedynie najwazniejsze pozycje, gdyz nie bylo mozliwe podaé
wyczerpujacej bibliografii w takiej objetosci wobec ogromnego rozwoju badan w tej dziedzinie w
ostatnich latach. Sadzac, ze w obecnej postaci, cho¢ z pewnosciag niekoskonalej, skrypt bedzie
stanowi¢ pozyteczne wprowadzenie do tego niezwykle waznego, nowego i bardzo dynamicznie roz-
wijajacego sie dziatu fizyki. Jesli chodzi o material matematyczny skryptu, to cze$¢ wyltozonych
metod (przede wszystkim teoria dystrybucji przedstawiona w rozdz. I) bedzie gléwnie potrzebna
w 1T czesci skryptu, ich znajomosé jest jednak pozyteczna takze przy lekturze obecnej czesci, szcze-
goélnie rozdziatu VI.

Autorzy pragna serdecznie podziekowaé recenzentom skryptu, doc. dr hab. Z. Bialynickiej-
Birula i doc. dr hab. S. Dembinskiemu, za wnikliwe uwagi krytyczne, ktore bardzo przyczynity sie

do ulepszenia skryptu.

R.S. Ingarden Torun, wrzesien 1972 r.






Wstep

Elektrodynamika statystyczna, lub inaczej mowiac, statystyczna teoria pola elektromagnetycz-
nego, jest teoriag powstala na styku elektrodynamiki i termodynamiki. Méwiac ”termodynamika”,
mamy na mysli termodynamike statystyczna w ujeciu teorioinformacyjnym, oparta na zasadzie
maksimum niepewnosci, (p. Jaynes!, Ingarden?, obszerna literature podaje R.S. Ingarden w cyto-
wanej ponizej pracy).

Przeniesienie metod statystycznych termodynamiki na grunt teorii pola nie jest sprawa prosta ze
wzgledu na fakt, ze pole elektromagnetyczne stanowi uklad o nieskonczone;j ilosci stopni swobody.
Pojawiaja sie przy tym przejéciu skomplikowane problemy matematyczne.

Termodynamike statystyczng pola elektromagnetycznego konstruowaé wiec bedziemy opierajac
sie z jednej strony na pojeciu entropii i temperatur uogélnionych (dowolnego rzedu i wzgledem
dowolnej wielkosci fizycznej), a z drugiej strony - na elektrodynamice klasycznej i kwantowej, ktérej
podstawy naszkicowaliSmy w skrypcie ”Elektrodynamika klasyczna i kwantowa”, Wydawnictwa
Uniwersytetu M. Kopernika, Torun 1970. Ze wzgledu na to, ze teoria w wyzej okreslonym sensie
dopiero powstaje i rozwija si¢, nie ma w literaturze monografii na ten temat. Podejmujemy wiec
probe wyktadu teorii, ukazujac ja ”in statu nascendi”, ze wskazaniem calego ogromu problemoéw,
ktére czekaja na rozwigzanie.

Jedna z podstawowych metod tworzenia teorii naukowych jest szukanie analogii miedzy réz-
nymi, czesto na pozor odleglymi dziedzinami wiedzy i przenoszenie poprzez abstrahowanie, wy-
nikéw jednej dziedziny na druga. Czesto bowiem teoria w pierwotnej postaci jest skomplikowana
i zawila i upraszcza sie dopiero poprzez uogdlnienie. Na przyklad pojecie entropii, wprowadzone
do termodynamiki w sposéb sztuczny i niezrozumialy na gruncie klasycznej termodynamiki feno-
menologicznej, zyskuje gleboki sens poprzez zastosowanie pojecia informacji, wprowadzonego w
dziedzinie na pozér odlegtej od termodynamiki i fizyki w ogbdle, jaka jest teoria informacji.

Wyktlad nasz obejmuje dwie grupy zagadnien zawarte kolejno w czeéci I i I niniejszego skryptu.
Beda to: teoria koherencji i teoria laseréw. Ze wzgledu na wieloznacznosé terminu ”laser”

zwrbécimy uwage na pewne kwestie terminologiczne. Stowo ”laser” ma bowiem dwa znaczenia:

LE.T. Jaynes, Phys. Rev. 106, 620 (1957).
2R.S. Ingarden, Fortschr. Phys. 12, 567 (1964); ibid. 13, 755 (1965).



ogolniejsze i wezsze. W wezszym oznacza kwantowy wzmacniacz fal optycznych, lub uzywajac ter-
minologii stosowanej w ZSRR: optyczny generator kwantowy (OGK). Stad wzieta jest etymologia

stowa utworzonego na wzér terminu ”maser”? (

z pierwszych liter angielskiego okreslenia microwave
amplification by stimulated emission of radiation). Dla innych dlugoéci fal powstaly odpowiednio
terminy - iraser (od infrared - podczerwony), raser (od radio). Obecnie przyjal sie jednakze termin
"laser” w sensie ogélniejszym, gdy przez Swiatlo (light) rozumiemy szeroka dziedzine promienio-
wania elektromagnetycznego. W tym ogolniejszym sensie uzywaé¢ bedziemy terminu ”laser” lub
inaczej generator kwantowy (G.K).

O ile pierwsza dziedzina, tzn. teoria koherencji, jest juz do$¢ dobrze opracowana i istniejag
monografie na ten temat, o tyle w dziedzinie teorii laseréw sytuacja jest o wiele trudniejsza. To, co
stwierdziliSmy odno$nie do elektrodynamiki statystycznej, szczegolnie odnosi si¢ do teorii laserow.
Ukazaly sie tysiace prac oryginalnych i wiele podrecznikéw na temat laseréow, lecz sa to prace o
nstawieniu raczej do$wiadczalnym. Prac teoretycznych o znaczeniu podstawowym na temat teorii
laseréw jest co najwyzej kilkadziesiat. Poza gruog radziecka w Instytucie Lebiediewa w Moskwieni
poszczegdlnymi badaczami istnieja dwie gtéwne grupy fizykéw zajmujace sie teoria laseréw i majace
istotne wyniki w tej dziedzinie - grupa M. Laxa i W.H. Louisella w Bell Telephone Laboratories
oraz grupa pracujaca w Stuttgarcie pod kierunkiem H. Hakena (H. Haken, H. Risken i inni).

Do pierwszej czesci wyktadu beda potrzebne pewne uzupelnienia matematyczne, a mianowicie
teoria dystrybucji, catkowanie funkcjonalne, pewne pojecia i metody termodynamiki informacyjnej
i elementy teorii proceséow stochastycznych. Dla potrzeb teorii laseréw bedziemy musieli rozbudo-
wacé poznany aparat elektrodynamiki kwantowej

Oto kilka pozycji z literatury, bedacych uzupelnieniem i rozszerzeniem materialu wyktadowego.

TEORIA DYSTRYBUCJI:
1. A.H. Zemanian, Teoria dystrybucji i analiza transformat, Warszawa, PWN, 1969.
2. 1. Halperin, Introduction to the theory of distributions, Toronto, Canada, 1952.

3. H. Bremermann, Distributions, Complex Variables, and Fourier Transforms, Reading, Mass.

1965 (ttum. ros, 1968).
4. M. Gelfand, G.E. Shilov, Funkcje uogdlnione (ros.), tom 1,2, Moskwa, 1958.
5. ILM. Gelfand, N.J. Wilenkin, Funkcje uogdlnione (ros.), tom 4, Moskwa, 1961.
6. S.G. Krejn, Analiza funkcjonalna, PWN, Warszawa, 1967.
7. K. Maurin, Analiza matematyczna, PWN, Warszawa, 1964 (tom IV, rozdz. XVIII, skrypt).

8. M.J. Lighthill, Wstep do analizy Fouriera i teorii dystrybucji, PWN, Warszawa, 1963.

3Nazwe t¢ zaproponowal C.H. Townes.
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9. J. Mikusinski i R. Sikorski, Elementarna teoria dystrybucji, PWN, Warszawa, 1964.

CALKOWANIE FUNKCJONALNE:

1. K.O. Friedrichs and H.N. Shapiro, Integration of functionals, N. York University (skrypt),
N. York, 1957.

2. J. Rzewuski, Field Theory, vol. II, PWN, Warszawa, 1969.
TERMODYNAMIKA INFORMACYJNA:

1. R.S. Ingarden, Fortschr. Phys. 12, 567 (1964); ibid. 13, 755 (1965).
PROCESY STOCHASTYCZNE:

1. P. Billingsley, Ergodic Theory and Information, Wiley, N. York, 1965.

2. M. Rosenblatt, Random processes, Oxford Univ. Press, N. York, 1962 (tlum. polskie PWN,
Warszawa, 1967).

3. A.A. Swiesznikow, Podstawowe metody funkcji losowych, PWN, Warszawa, 1965.
TEORIA KOHERENCJI: - klasycznej

1. H.J. Beran and G.B. Parrent, Theory of Partial Coherence, Prentice Hall, Englewood Cliffs,
N.J., 1964.

- kwantowej
1. R.J. Glauber, Quantum Optics and Electronics, Gordon and Breach, N. York, 1965.

2. J.R. Klauder and E.C.G. Sudarshan,, Fundamentals of Quantum Optics, Benjamin, New
York, 1968.

TEORIA LASEROW:

1. W. Louisell, Radiation and Noise in Quantum Electronics, McGraw-Hill, N. York, 1964.

2. H. Risken, Fortschr. Phys. 16, 261 (1968).

3. H. Haken, Laser Theory, Handbuch d.Physik Bd. XXV /2c, Springer, Berlin, Heidelberg, N.
York, 1970.
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Rozdzial 1
Dystrybucje

1.1 Wprowadzenie historyczne

Pojecie dystrybucji ma swoja prehistorie, siegajaca XIX w., kiedy to O. Heaviside!' stworzy?
rachunek operatorowy oraz zdefiniowal funkcje ©. W latach 30-tych XX w. P. Dirac wprowadzil
pojecie funkcji ”delta”. Wprowadzone jednak przez Heaviside’a i Diraca dystrybucje zdefiniowane
byly niescisle, w oparciu o pewne intuicje. Niezaleznie dystrybucje pojawiaja sie w pracach ma-
tematycznych, a mianowicie w pracach matematykéw radzieckich, C.Y.. Giuntera? ktéry nazywa
dystrybucje ” funkcjami obszaréw” (function de domain), i L.S. Sobolewa® ktéry podat ogdlng defi-
nicje dystrybucji. Prawdziwy przelom w rozwoju teorii dystrybucji stanowig prace L. Schwartza?,
a w szczegblnosci jego dwutomowa monografia " Théorie des distributions”, t.I, 1950, t.IT, 1951.
Schwartz formuluje Sciste definicje dystrybucji przy uzyciu teorii funkcjonaléw. Czyniono rowniez
préby sformulowania teorii dystrybucji bez uzycia funkcjonaléw, p. np. prace Mikusifiskiego®,
Sikorskiego,b Temple’a” i innych.

W naszym wykladzie opieraé si¢ bedziemy na ujeciu funkcjonalnym Schwartza. Zgodnie z
definicja zawarta w par. 358, funkcjonatem nazywamy odwzorowanie przestrzeni liniowej L w
przestrzen C! (lub R!). Dziedzina D funkcjonatu w ogélnosci nie musi pokrywaé si¢ z cala prze-
strzenia L. Funkcjonal o wartoéciach w przestrzeni C! nazywamy zespolonym, a o wartosciach
w R!- rzeczywistym.

Funkcjonal F' jest liniowy, gdy jego dziedzina jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni L i spelnia

10. Heaviside, 1850-1925,

2C.L. Giunter, Prace matematyczno-fizyczne 35 (1935) 33.

3L.S. Sobolew, Matem. sb. 1 (1936) 39.

41.. Schwartz, Ann, Univ. Grenoble 21 (1945) 510.

5. Mikusifiski, Fund. Math. 35 (1948) 235.

SR. Sikorski, Rozprawy Mat. 12(1957)1; 25(1961)1, p. réwniez J. Mikusiiski i R. Sikorski, Elementarna teoria

dystrybucji, PWN, Warszawa, 1964.
7S. Temple, J. Cond. Math. 28(1953)134.
8R.S. Ingarden, Elektrodynamika klasyczna i kwantowa, Torun 1970.
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dwa warunki:

a) Va € C'(lub RY) i Yz € D
F(ax) = aF(x) jednorodnosé (1.1)
b) Va,y € D

Flx+y)=F(x)+ F(y) addytywnosé.

Funkcjonaly, ktére beda wystepowaly w dalszych rozwazaniach, beda z reguly funkcjonatami li-
niowymi.

Niech F' bedzie funkcjonalem okre$lonym na pewnym zbiorze funkcji, ktory oznaczymy przez
K. Dzialanie operatora F' (funkcjonal jest szczegélnym przypadkiem operatora) na element ¢ € M
zapisuje sie

Fo= F(p) = Flp(z)] = Flp()]; (1.2)

ten ostatni zapis ma podkresla¢, ze argumentem jest cata funkcja, a nie warto$¢ funkcji w punkcie
x.

W przypadku, gdy funkcjonal F' jest liniowy, stosuje si¢ jeszcze jedno oznaczenie

F(e) = (F,¢) (1.3)

i tego wlasnie zapisu bedziemy najczesciej uzywali. Wprowadzenie trafnych oznaczen niejedno-
krotnie ulatwilo rozwdj teorii, dlatego wybdr wlasciwego zapisu nie jest sprawa bez znaczenia.

Przyjmijmy, ze K = C(a,b), to znaczy, ze
K = {p(x); o(z) jest funkcja ciaglta na [a,b]} (1.4)

(symbol := oznacza "réwny z definicji”).
Jezeli dzialania w K okre$limy w zwykly sposéb, to K stanie sie przestrzenia liniowa. Niech

f(x) bedzie funkcja ciagla na odcinku [a, b]; wprowadzajac oznaczenie

/bf(m) o(z)de 2" (F,¢), gdzie ¢c K, (1.5)
tatwo sprawdzié, ze zachodzi réwnosé
(Fyerpr + cap2) = cr(F, 1) + e2(Flop2)  Vor, 00 € K. (1.6)
Widzimy, ze wzér (1.5) okresla przyporzadkowanie
fey — F

gdzie f(-) jest dowolna funkcja z C(a,b), a F funkcjonalem liniowym na przestrzeni K.

14



Zmiehmy teraz wlasnosci funkcji nalezacych do przestrzeni K - niech K bedzie zbiorem postaci

K:={p(@); ¢elila,b) i @la)=ep®) =0} (1.7)

gdzie Ci(a,b) oznacza zbidr funkcji ciaglych wraz z pochodnymi na odcinku [a,b]. Jezeli f(z) €

(4 (a,b), to utrzymujac oznaczenie (1.5) mozemy napisaé

b b
Fp) = / f()pla) dr = — / f(@)¢!(2) dz = —(F, ). (18)

Z ostatniego wzoru widadé, ze dowolnej funkeji f(z) lokalnie catkowalnej (tzn. calkowalnej w kazdej

kuli |z| < @) mozna przypisa¢ "pochodna” przyjmujac réwnosé

(F', @) == —(F,¢) (1.9)

jako definicje funkcjonatu F”.

Widzimy, ze zmieniajac wlasnosci funkcji nalezacych do zbioru K, mozemy otrzymywaé coraz
to nowe wlasnoéci funkcjonatéw okreslonych na tym zbiorze. Jest rzecza charakterystyczna, ze
zawezajac zbiér K, otrzymujemy coraz obszerniejsza klase funkcjonaléw liniowych okreélonych na
K.

Dokonajmy nastepnego zawezenia zbioru K do postaci
K := {go(ac); 0 €Cuxla,b) i ©™(a)=¢™(b)=0 dla n=0,1,2,.. .}, (1.10)

gdzie Cx(a, b) oznacza zbiér funkcji niekonczenie wiele razy rézniczkowalnych w sposob ciagly na

[a,b]. Przykladem funkcji ze zbioru K jest

0 _{exp{—(wic %)} dlac<z<d a<c<d<hb,
" 0 daz<0 i z>d

(1.11)

Niech teraz f(z) i ( ) b(gdq dwiema ciqglymi funkcjami réZnymi na pewnym zbiorze - jezeli tak
jest, to liczby (F f f@)e(x)dz i (G, f g(z)p(x) dr musza sie r6zni¢ dla conajmniej
jednej funkcji ¢ € K. Mozna bowiem znalezé przedzml ¢ < x <d, w ktérym réznica f(x) — g(x)

jest zawsze dodatnia lub zawsze ujemna i przyjmujac funkcje postaci (1.11) otrzymujemy

Z drugiej strony, jezeli f(z) i g(z) sa jedynie funkcjami lokalnie catkowalnymi i jezeli zachodzi
réwnosé (F,¢) = (G, ) dla wszystkich ¢ € K, to funkcje f(x) i g(x) réznia sie co najwyzej na

zbiorze miary zero. Rzeczywiscie, poniewaz dla kazdego n (¢e.q)'/™ € K, wigc

d
0= (F, y/ed) - (G, /o) = / {ffeala) da. (112)
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zbior funkcjonatow
liniowych

zbidr klas funkcji
réownych prawie wszedzie

Rysunek 1.1: Funkcjonaly liniowe i funkcje réwne prawie wszedzie

Roéwniez dla kazdego n zachodzi

[f (@) — g(@)] {/ ¢ealr) < M[f(x) - g(z)],

gdzie M jest pewna stala, wiec mozemy na podstawie twierdzenia Lebesgue’a przestawié¢ przejscie

do granicy wzgledem n — co z catkowaniem we wzorze (1.12) i napisaé

d
/[f(x) ~ (@) dz = 0. (1.13)

bo dla x € [c, d]

lim [peq(z)]/™ — 1.

n=o0
Ze wzgledu na to, ze réwnosé (1.13) zachodzi dla wszystkich ¢ i d, wynika stad, ze f(z) = g(x)
prawie wszedzie (tzn. z wyjatkiem zbioru miary zero). WykazaliSmy zatem, ze funkcjonal dany
wzorem postaci (F, ) = ff f(x)p(z) dx okredla prawie wszedzie funkeje, ktéra go wyznacza. W
zwiazku z tym, ze wartosci funkcji na zbiorze miary zero sa nieistotne tak dalece, jak dotyczy
ich twierdzenie Lebesgue’a, wszystkie funkcje lokalnie catkowalne, ktére réznia si¢ co najwyzej na
zbiorze miary zero, wyznaczaja klase funkcji réwnowaznych - wszystkie funkcje tej klasy okreslaja
ten sam funkcjonal liniowy poprzez wzér (F,¢) = f: f(z)p(z) dx, gdzie p(z) € K. Uwazajac za
rowne funkcje nalezace do tej samej klasy, to znaczy rézniace si¢ co najwyzej na zbiorze miary

zero, mozemy ustali¢ odpowiednio$¢ wzajemnie jednoznaczng
fO)=F

pomiedzy funkcjami reprezentujacymi poszczegdlne klasy a funkcjonalami liniowymi na przestrzeni
K, Graficznie sytuacje mozna przedstawi¢ jak na rys. 1.1. Zalézmy teraz, ze przestrzen K sklada
sie ze wszystkich funkcji p(x) (okreslonych na R!') o wartosciach zespolonych, ktére naleza do
Co(RY) (i ¢(a) = ¢(b) = 0). Bedziemy te przestrzen oznaczali przez K, ;). Aby badaé cigglosé
funkcjonatéw, musimy wprowadzi¢ zbiezno$¢ w przestrzeni K, p. Ciag funkcji @m(z) € Kiqy

nazywamy zbieznym w przestrzeni Ki,p), jezeli wszystkie funkcje ciagu {¢., ()} réwnaja si¢ zeru
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poza pewnym ustalonym przedzialem skoniczonym i jezeli dla k = 0,a,2,... ciag {om(x)} jest
zbiezny jednostajnie na R'. Mozna pokazaé, ze granica kazdego ciggu zbieznego w przestrzeni
K, nalezy réwniez do przestrzeni K|, ). Teraz mozemy podac definicje funkcjonatu cigglego na
przestrzeni Kig p)-

Funkcjonal F' okreslony na przestrzeni K,y jest ciagly, jezeli dla dowolnego ciagu funkcji
{om ()}, ktéry dazy w przestrzeni Ki, ) do funkeji o(z), ciag liczb {(F, ¢n,) dazy do liczby (F, ¢)
w zwyklym sensie.

Niech I bedzie dowolnym przedziatem skoficzonym lub nieskoficzonym (np. cala osia rzeczywi-
sta). Dystrybucja (funkcja uogdlniona) na I nazywamy funkcjonal F' taki, ze dla dowolnego
odcinka (skoficzonego przedziatu) [a,b] C I, F jest liniowym funkcjonatem ciagtym na Ki, ;). Gdy
f(z) jest funkcja lokalnie sumowalna (catkowalna), to, jak tatwo sprawdzié¢, funkcjonal okreslony

b
(F, ) = / f@)p()dr,  p(x) € Kiay (1.14)

jest dystrybucja. Dystrybucje zadane powyzszym wzorem nazywamy dystrybucjami regular-
nymi (lub dystrybucjami typu funkcji).

Teraz identyfikacje f(-) = F mozemy sformulowaé nieco inaczej. Ot6z mozemy powiedziedzied,
ze dystrybucja okreéla prawie wszedzie funkcje ja wyznaczajaca i odwrotnie - wszystkie funkcje
lokalnie catkowalne, ktére réznia sie co najwyzej na zbiorze miary zero, wyznaczaja klase funkcji
rownowaznych, ktore okreslaja te samag dystrybucje regularna. Zatem bez powstania niejasnosci
mozemy uwazaé rownowazna klase funkcji oraz odpowiadajaca jej regularng dystrybucje jako te
sama wielko$¢.

Dystrybucje regularne stanowia do$¢ waska klase wewnatrz zbioru wszystkich dystrybucji. Dys-
trybucje, ktére nie daja si¢ przedstawi¢ w postaci calkowej z lokalnie sumowalna funkcja f(s),
nazywamy dystrybucjami osobliwymi. Obszerna klasa sposréd dystrybucji osobliwych dana jest

wzorami postaci
b

(F,¢) = /<p(a:) df (z) dla Vo € Kqp)s (1.15)

a
gdzie f jest miara w przestrzeni R! o skoficzonym wahaniu |z| < a, a calke rozumieny w sen-
sie Stjeltjesa. Gdy funkcja ma pochodna, wzér (1.15) okresla dystrybucje regularna. Graficznie
sytuacje mozna przedstawi¢ nastepujaco (Rys.1.2). Dystrybucje postaci (1.15) nazywamy dystry-
bucjami typu miary. Przykladem dystrybucji typu miary jest funkcja §. Odpowiedni funkcjonat

dany jest wzorem
(6, ) = ¢(0). (1.16)

Odpowiada on mierze jednostkowej skupionej w punkcie x = 0. Dystrybucje osobliwe opisuje sie
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dystrybucje
dystrybucje typu miary

dystrybucje regularne

Rysunek 1.2: Dystrybucje

czesto w ten sam sposéb jak dystrybucje regularne. Stad wlaénie pochodzi zapis
6.9 = [ 8(0) ¢l do = p(0). (117)
Rl

Powyzsze rozwazania mialy charakter heurystyczny i mialy stanowié¢ wprowadzenie do $cislej teorii
dystrybucji, przedstawionej w dalszym ciggu tego rozdzialu. Na zakonczenie chcielibyémy podaé
pewne wzgledy natury fizycznej przemawiajace za jak najszerszym stosowaniem dystrybucji w
fizyce i technice. Wielkosci fizyczne zwykle traktuje sie jak funkcje zadajac prawo, ktére przypo-
rzadkowuje liczby wartosciom pewnych zmiennych przyjmowanych jako parametry. Ten sposéb
opisu nie jest jednak zbyt przyjazny dla potrzeb fizyki - nie moana mierzy¢ wielkoscifizycznych
w kazdej chwili, gdyz przyrzady maja skoniczona zdolnosé rozdzielcza. Instrumenty pomiarowe
opisuja jedynie mierzone wielkosci w pewnych réznych od zera przedzialach czasowych, bedacych
funkcjami przyrzadu. Okazuje sie, ze pojecie dystrybucji stanowi lepszy mechanizm analizowania
pewnych probleméw fizycznych niz pojecie funkcji - dystrybucjom nie przypisuje sie wartos$ci chwi-
lowych, w zwiagzku z czym nie ma problemu fizycznego zinterpretowania ich, a dowolna wielko$¢
fizyczna, ktora moze by¢ przedstawiona jako funkcja, moze by¢ réwniez scharakteryzowana jako

dystrybucja i w rzeczywistosci ostatnie przedstawienie jest doktadniejsze.

1.2 Okreslenie dystrybucji

Poniewaz w dalszym ciggu rozwazaé¢ bedziemy funkcje zaréwno jednej, jak i wielu zmiennych,

wiec dla skrocenia zapisu przyjmiemy nastepujace oznaczenia

1) x=(21,...,%n) dla n=123...;

1) dr =dzxy- ... Tp; (1.18)
2) 2| =23 +... + 22, |z| = (/22 + ... + 22, {z} = R"

3) a=1(q1,---,Gn), qr > 0, qr  sa liczbami calkowitymi;
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lal=¢ + ...+ qu;

d=ql .. gl

p(r) = @1, . 2n);

o9 (z) = Onttnp(ay, ..., an)
ordt - ozl

)
)
6) al =l
)
)

Przy tych oznaczeniach szereg Taylora dla funkcji wielu zmiennych ma taks samag postac jak dla

funkcji jednej zmiennej

olx+h)= Z lg| = OOOT,

09 () ha
!
gdzie h = (hy,...,hp).
Dla uproszczenia zapisu wprowadzimy jeszcze jedno oznaczenie zwigzane z catkowaniem po
calej przestrzeni R™:
/go(xh...,xn)dxl N :/go(x)dx. (1.19)
B
Teraz mozemy podaé¢ ogdlng definicje dystrybucji w sensie Schwartza.
Dystrybucja lub funkcja uogélniona nazywamy ciagly funkcjonal liniowy (F, ), okreslony na
przestrzeni D. Przestrzen D sklada sie ze wszystkich funkcji nalezacych do Co(R™), 0 zwartym

noéniku® przyjmujacych wartoéci zespolone, tzn.
D = {ap(x) i () € Cx(R™), suppy jest zwarty
i ) przyjmuje wartosci z Cl}.

Dodajmy tu kilka wyjaénien. Podzbiér A przestrzeni metrycznej x jest zwarty, jezeli z kazdego
ciggu punktéw nalezacych do A mozna wyjaé podciag zbiezny do pewnego punktu nalezacego do
A. Kazdy zbior zwarty jest domkniety i ograniczony. W przestrzeni R™ prawdziwe jest réwniez
twierdzenie odwrotne. Mianowicie na to, by zbior A C R™ byl zwarty, potrzeba i wystarcza, by
zbiér A byl domknigty i ograniczony. Poniewaz nosnik funkcji z definicji jest zbiorem domknietym,
wiec w R"™ funkcja ¢(x) jest funkcja o nosniku zwartym, jezeli istnieje takie a, ze ¢(x) = 0 przy
|z| > a. Funkcje tej postaci bedziemy réwniez nazywali funkcjami finitnymi. W poprzednim
podrozdziale podali$émy przyklad funkcji o zwartym nosniku (funkcje ¢¢ q).

Przestrzen D jest czesto nazywana przestrzenia funkcji prébnych. Jezeli w zwykly sposéb okre-
§limy w D dodawanie funkcji i mnozenie przez elementy z C!, to D stanie si¢ przestrzenia liniowa
nad ciatem liczb zespolonych. Zbiér D’ wszystkich funkcjonaléw liniowych i ciaglych (dystrybucji!)

okreslonych na przestrzeni D nazywamy przestrzenia sprzezona (dualna) z przestrzenia D.

9Nosnikiem funkcji f(z) nazywamy domkniecie zbioru punktéw nalezacych do R™, w ktérych f(z) # 0 i ozna-

czamy go przez supp f.
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Topologie w przestrzeni D okre$lamy nastepujaco: ciag funkeji ¢, (z) € D nazywamy ciggiem

zbieznym do zera, jezeli:

a) wszystkie funkcje ¢, (z) sa réwne zero na zewnatrz tej samej
kuli |z| < a, (a jest niezalezne od m),
b) dla dowolnego ¢ zachodzi
Tim_sup, (8 (2)] = 0.

Wobec powyzszych okreslen, jezeli F' jest dystrybucja, to (F, ) € C1, (¢ € D) oraz zachodza

zwiazki:
a) (Fy o1 4 92) = (F, 1) + (F, 92);
b) (F,ap) =a(F,v) dla dowolnego « € C;
c) lim (F,p,)=0 gdy @n,—0 w D.
n—oo

Dystrybucje F nazywamy rzeczywista, gdy (F, ) € R! dla wszystkich rzeczywistych ¢ € D.
Rozpatrzmy kilka przypadkéw szczegdlnych. Niech f(z) bedzie funkcja okreslona na R™. Funk-

¢ji tej mozna przyporzadkowac¢ dystrybucje F' poprzez réwnoscé

(F, ) = / f@)p(x) de,  o(z) €D. (1.20)

Rzeczywiscie, catka po prawej stronie wzoru (1.20) okresla ciagly funkcjonal liniowy na przestrzeni
D. Analogicznie, dla kazdej funkeji f(z) lokalnie sumowalnej (catkowalnej na kazdej kuli |z| < a)

i p(z) € D calka
/ F@)p(o) da
R

jest zbiezna i okresla ciagly funkcjonatl liniowy na D. Tak wiec kazdej lokalnie sumowalnej funkcji
f(z) odpowiada dystrybucja F. Okreéla to zanurzenie przestrzeni funkcji lokalnie sumowalnych w
przestrzeni D’ wszystkich dystrybucji. Przy tym réznym funkcjom lokalnie sumowalnym odpowia-
daja rézne dystrybucje: jezeli fi(z) i fa(x) sa funkcjami lokalnie sumowalnymi i dla wszystkich
funkcji ¢(x) € D zachodzi (Fy,¢) = (Fa, ), to dla prawie wszystkich x stuszna jest réwnosé
fi(xz) = fa(x). Dystrybucje (F,¢) odpowiadajace funkcjom lokalnie sumowalnym f(z), okreslo-
nym na R", nazywamy dystrybucjami regularnymi.

Przyktadem dystrybucji regularnej moze by¢ dystrybucja Heaviside’a ©

oo

(©,0) = /cp(x) de dla ¢(z) €D, z€ R, (1.21)
0
ktérej odpowiada funkcja lokalnie sumowalna

1 dlaz >0,
O(z) =
0 dlax<0,
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- w punkcie zero - ©(0) - moze mie¢ przypisana dowolng wartosé.

Wzér (1.21) mozna przepisa¢ w postaci

(©,p) = /@(x)gp(x)d:c:/go(x)dx. (1.22)
—00 0

Funkcja ©(x) bywa réwniez oznaczana przez H(z) i 14 (x).
Dystrybucje, ktére nie daja sie przedstawi¢ w postaci catkowej z lokalnie sumowalna funkcja
f(z), nazywamy dystrybucjami osobliwymi (singularnymi). Przykladem dystrybucji osobliwej jest

funkcja 6. Odpowiedni funkcjonal dany jest wzorem
(0,%) = ¢(0). (1.23)
Obszerna klasa dystrybucji osobliwych dana jest wzorami postaci
(Fo) = [ el fa), (1.2

gdzie f jest miara w przestrzeni R™ o skoniczonym wahaniu w kazdej kuli |z| < a, a catke rozumiemy
w sensie Stjeltjesa. Dystrybucje tej postaci nazywamy dystrybucjami typu miary.
Dystrybucja typu miary jest dystrybucja  Diraca.!? Dystrybucje osobliwe zapisuje sie czesto

w tej samej formie co dystrybucje regularne
(Fp) = [ f@) (o) do. (1.25)
Stad pochodzi symboliczny zapis

(6,¢) = / 5(z) plz) dx = (0). (1.26)

1.3 Dziatania algebraiczne na dystrybucjach

Wprowadzajac w przestrzeni D’ dodawanie i mnozenie przez liczby z C!, tworzymy z D’ przestrzen

liniowa. Sume dystrybucji okredlamy réwnoscia
(F1 + Fo,0) == (F1, ) + (F2, 0), Vo eD. (1.27)
a iloczyn dystrybucji przez liczbe o € C! - réwnoscia
(aF,¢) = a(F, ) Va € Ch. (1.28)

Dla dystrybucji regularnych definicje te pokrywaja sie ze zwyklymi definicjami sumy funkcji i

iloczynu funkcji przez liczbe.

1OW poprzednich rozdziatach uzywaliémy okreslenia ” funkcja 6”, gdyz nie zdefiniowane bylo jeszcze pojecie

dystrybucji.
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Niech g(z) € Coo(R™). Przyjmujemy, ze

(97 p(0)) = (Fataleta)); (1.20)

gdy p(z) € Dig(x) € Cu, to g(x)p(z) € D. W szczegblnosei, dla dystrybucji regularnych mamy

/(f(w)g(ff))so(fv) =/f($)(9(ff)90(x))dw~ (1.30)

Nie mozna natomiast na ogoét okresli¢ iloczynu dwoéch dystrybucji.

Translacja dystrybucji'! F o wektor h nazywamy dystrybucje okreélona wzorem
(Frp) == (F(2), o(z + h)), p€e D. (1.31)

Jest to definicja zupelnie naturalna, bowiem jezeli f(x) jest funkcja lokalnie catkowalng na R, to
okreslenie (1.31) wynika ze zwyklej zamiany zmiennych,

oo

[e.e]
/ £t — 2)p(t) di = / Ft)plt + ) dt. (1.32)
Dla dystrybucji § wzér (1.31) przyjmuje postaé
(6(z — ), (@) = (8(x), (w + ) = o(h). (1.33)
Transpozycja F(—z) dystrybucji F(z) nazywamy dystrybucje okreslona wzorem

(F(—x),gp(x)) = (F(m%gp(—m)), p€D. (1.34)

Pojecie dystrybucji transponowanej moze by¢ uzyte do okreslenia dystrybucji parzystych i niepa-
rzystych w ten sam sposéb, w jaki okreslane sg funkcje parzyste i nieparzyste. Dystrybucja F(x)

jest parzysta, jesli rowna si¢ swej transpozycji

F(z) = F(—x). (1.35)

F(z)=—F(—x). (1.36)
Jezeli A jest liniowa transformacja nieosobliwa w R™, to dla dowolnej dystrybucji F' przyjmuje si¢
(Fa,p) = (F(Az),p(2)) := (Det A) " (F, (A '2)). (1.37)

Tak wiec transformacja podobienstwa przy o > 0 dana jest wzorem

(Fa,¢) = (F(az),p(z)) = a™" (F,gp (x)) (1.38)

(%

Dalej powiemy w jakim sensie mozna méwié o wartosciach dystrybucji w punkcie.

22



Jezeli funkcja f(x) € Coo(R™) ma wszystkie zera jednokrotne, to przyjmujemy

S[f(@)] =" W, (1.39)

n
gdzie sumowanie przebiega po wszystkich zerach funkcji f(z). Dla przykladu wezmy f(z) = sinzx

i f(z) =22 — 1. Mamy odpowiednio

O(sinz) = Z o0(x —nm),

5?x_— 1)  d(x+1)

§(z®—1) = R (1.40)

1.4 Rozniczkowanie i calkowanie.

Ciagi i szeregi dystrybucji
Zwykta funkcja lokalnie calkowalna moze nie mie¢ pochodnej w pewnych punktach albo nawet
nigdzie. Istnieja funkcje ciagle wszedzie, a mimo to nie majace nigdzie pochodnej. W teorii
dystrybucji w ten sposéb wprowadza sie pojecie pochodnej, ze pochodne dowolnej dystrybucji
zawsze istnieja i znowu sg dystrybucjami.

Pochodna (¢g-ta pochodna) dystrybucji F jednej zmiennej okreslamy wzorem
(F9,0) := (=1)U(F, ). (1.41)
Dla funkcji wielu zmiennych przyjmujemy
(F9,0) = (~DlI(F o). (1.42)

Latwo sie przekonaé, ze prawe strony wzoréw (1.41) i (1.42) okreslaja ciagle funkcjonaly liniowe
na przestrzeni D. Wobec tego wszystkie dystrybucje sa nieskonczenie wiele razy roézniczkowalne
i rézniczkowanie nie wyprowadza ze zbioru D’. W szcegblnosci dowolna funkcjaa lokalnie sumo-
walna jest nieskonczenie wiele razy rézniczkowalna w sensie dytrybucji. Jezeli zwykla funkcja jest
wszedzie rézniczkowalna i ma pochodna ograniczona, to pochodna ta odpowiada pochodnej dystry-
bucyjnej. Na ogét jednak pochodna zwykta i pochodna dystrybucyjna funkcji nie pokrywaja sie.
Godny uwagi jest réwniez fakt, ze pochodne wyzszego rzedu z dystrybucji nie zzaleza od porzadku
rézniczkowania. Jako przyklad rozpatrzmy dytrybucje Heaviside’a ©. Pochodna © okreslona jest

wzoreim

(©.¢) = —(0.¢) = - / o/ (2) dz = p(0) = (6.9); (1.43)
0

poniewaz powyzszy zwigzek zachodzi dla dowolnego ¢, mozemy przyjaé, ze ©' = §. Z drugiej
strony, zwykla pochodna funkcji ©(z) jest funkcja réwna zeru wszedzie z wyjatkiem poczatku

uktadu, gdzie nie istnieje.
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Korzystajac z réwnosci ©' = §, mozna zrézniczkowaé w uogdlnionym sensie dowolng funkcje,
majaca punkty niecigglodci pierwszego rodzaju i lokalnie sumowalng pochodna w punktach ciaglo-
sci. Jezeli mianowicie 1, ...,x, sa punktami nieciaglosci funkcji f(x), a skoki w tych punktach

wynosza hyg, to
n +oo
(Fo) =Y oo + [ () elo)do. (1.4
k=1 s

gdzie F jest dystrybucja regularna odpowiadajaca funkcji f.
W oparciu o definicje pochodnej dystrybucji natychmiast otrzymujemy postaé funkcjonatu §(9).
Mamy mianowicie
(89, ) = (=1)9(6, @) = (=1)7¢(?(0). (1.45)
Jezeli f(r) jest funkcja nalezaca do Coo(RY), majaca zera jednokrotne, to
q
5D [f(x)] = zn: \f’(in)l (f/(in) di) §(x — ), (1.46)

gdzie sumowanie przebiega przez wszystkie zera funkeji f(z).

Pierwotna (albo calka nieoznaczona) funkcji ciaglej nazywamy inna funkeje, ktérej pochodna
rowna sie funkcji danej. Pojecie funkcji pierwotnej moze by¢ rozszerzone na dystrybucje.
Dla kazdej dystrybucji F okreélonej na R! istnieje okreélona z dokladnoécia do stalej addytyw-

nej dystrybucja pierwotna Fy, taka ze F] = F. Jest ona okreslona réwnoscia

(F1,¢') = —(F.9) (1.47)

na wszystkich funkcjach, ktére sa pochodnymi z D. Funkcje te stanowia wlasciwa podprzestrzen
D (tzn. istnieja w D funkcje, ktére nie sa pochodnymi funkeji nalezacych do D). Zatem wzér
(1.47) nie definiuje Fy; w calej przestrzeni D. Aby otrzymaé dobra definicje Fy, nalezy rozszerzyé
definicje pierwotnej na cala przestrzen D. Okazuje sie, ze nie ma jednoznacznej drogi rozszerzania,

co spowodowane jest tym, ze jest wiele pierwotnych dla danej dystrybucji. Jezeli przyjmiemy
(F1,0) =C (1.48)

dla ustalonej funkcji ¢y € D, takiej ze ffooo po dx # 0, woéwezas dystrybucja Iy bedzie juz okre$lona
jednoznacznie.

o0
Przejdziemy teraz do pojecia zbieznoéci ciggu dystrybucji {F,,}
v=
o]
bucji {Fl,}

. Méwimy, ze ciag dystry-
1

dazy w D’ do dystrybucji F, jezeli dla dowolnej funkcji ¢ € D zachodzi réwnanie
1

lim (F,,¢) = (F, ). (1.49)
V—00
oo
Mozna pokazaé, ze dla kazdej dystrybucji F' € D’ istnieje zbiezny do niej cigg funkcji {1/)1, (m)} )

nalezacych do D, tzn. taki ciag, ze dla dowolnej funkeji p(z) € D zachodzi

lim | ¥, (x)p(z)ds = (F,p). (1.50)
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Jezeli ciag { f,,(a:)} funkcji lokalnie catkowalnych ma wlasnosé
lim /\f(gc) (@) dz =0, (1.51)
V—00
to dystrybucje regularne (F,, ) sa zbiezne do dystrybucji (F,¢). Jednakze z tego, ze w dowol-
nym punkcie z spelniona jest réwnosé lim, o f,(x) = f(x), nie wynika, ze zachodzi réwniez
lim, 00 (Fy, ) = (F, ). Na przyklad dla dowolnego z
2k3 22
lim ———— =0. 1.52
0 7T+ k2 (1.52)

Jednakze dla wszystkich funkcji ¢(z) € D mamy zwiagzek

. 2k3 T a2 o(z) dx
Jm = / At rzazyz PO (1.53)
—o0
a wiec w sensie dystrybucyjnym
2k3 22

dm ey~ 0@ (1.54)

Ciag dytrybucji regularnych, a wiec funkcji, zbiezny do dystrybucji §, nazywamy ciggiem two-
rzacym dla dystrybucji §. Jednym z przykladéw przedstawienia dystrybucji § jako granicy
dystrybucji regularnych jest wzér (1.54). Oto kilka innych przykladéw ciagéw tworzacych dla
dystrybucji d:

) k
2) dn ey @)
b) lim L SET 50,
k—oo T T
.k sin®kx
c) khﬁnolc P d(z); (1.55)
d) lim * eha?/2 = o(x);
k—o0 27 '
) ) k/2 dla |z| < %
e) lim fi(x) =60(x), gdze fi(z)= L
k—oo 0 dla |z| > .

Moéwimy, ze szereg > po, Fi dystrybucji jest zbiezny do dystrybucji F, jezeli zachodzi réwno$é

lim y Fp=F.
k=1
Na przyktad szereg
1+ Z[COS kz — cos(k —1)z]

k=1

jest zbiezny w sensie dystrybucyjnym do zera, poniewaz dla dowolnej funkcji ¢ € D zachodzi
nh_)rrgo (1 + Z [coskx — cos(k — 1)z], cp)

k=1

= lim (cosnz,p) = lim p(x) cosnx dr = 0. (1.56)

n—oo n—oo
— 00
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Wazna wlasno$¢ rozniczkowania dystrybucji dana jest przez nastepujace twierdzenie - Zbiezny
szereg dystrybucji mozna rézniczkowaé¢ wyraz po wyrazie. Innymi stowy, jezeli
>ore Fi = F, to dla dowolnego ¢ mamy

oo

S EY = F (1.57)
k=1

Wynika ten ustala jeszcze jedna przewage teorii dystrybucji nad analizg klasyczna, w ktérej réz-
niczkowanie szeregu wyraz po wyrazie moze by¢ przeprowadzone tylko wtedy, gdy szereg spelnia
dodatkowe warunki poza zbieznoscia.
Szereg Y oo e’ jest zbiezny w sensie dystrybucyjnym do dystrybucji

2> oo, 0(z — 2km). Jezeli zastosujemy te réwno$é do funkcji ¢(z) € D, to otrzymamy tzw.
wz6r Poissona

oo oo

> owlk) =21 Y @(2knm), (1.58)

k=—o00 k=—o00

gdzie (k) = [7_(x) e'** da jest transformata Fouriera funkcji ¢(z).

Dalej z rownosci
o0

Z et = or i 0(x — 2km)

k=—o00 k=—o0
wynika, ze
1 o0 o0
B + ]; coskx = wk; d(x — 2km).

Rézniczkowanie ostatniej rownosci daje

E k1 COS<k$+?) =7 g 0\ (x — 2km)
k=1 k=—o0
Podobnie z réwnosci
= k
E cosha _ —ln‘Qsmf‘
k
k=1

otrzymujemy
> (a)
qu_l cos (kx + %) =— {ln‘Zsing‘} ,
k=1

gdzie pochodng po prawej stronie tego rownania rozumiemy w sensie dystrybucyjnym.

1.5 Wtasnosci lokalne i ogélna postaé dystrybucji

Moéwimy, ze dystrybucja F' réwna sie zeru w obszarze (2, jezeli (F,¢) = 0 dla dowolnej funkeji
o(x) € D, ktérej nosnik spelnia relacje supp ¢ € Q. Na przyklad dystrybucja 6 réwna sie zeru w
Q = {R"\ 0},'2 gdzie O jest zbiorem skladajacym si¢ z jednego punktu z = 0.

12Znak \ oznacza tu réznice zbioréw.
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Dystrybucje F' nazywamy skupiona w domknietym zbiorze K, jezeli rowna si¢ zeru w obszarze
R"\ K.

Najmniejszy zbiér domkniety, w ktérym skupiona jest dystrybucja F', nazywamy no$nikiem
tej dystrybucji i oznaczamy go przez supp F'.

Dla dystrybucji d i wszystkich jej pochodnych nosnikiem jest punkt z = 0.

Dystrybucje nazywamy finitna (dystrybucje o no$niku zwartym), jezeli jest ona skupiona
w kuli |z| < a.

Moéwimy, ze dystrybucje F; i F» pokrywaja sie w obszarze otwartym (Q, jezeli I} —F; = 0w
tym obszarze. W szczegoélnosci dystrybucja F' nazywa si¢ dystrybucja regularng w obszarze
otwartym (), jezeli w tym obszarze pokrywa sie z pewng funkcjg lokalnie sumowalna. W tym
wlasdnie sensie mozna moéwi¢ o wartosciach dystrybucji F' w punktach zbioru €. Na przyktad
dystrybucja § jest regularna w dopelnieniu punktu z = 0 i jest réwna zeru w tym dopelnieniu.

Jezeli funkcja ¢(x) jest dowolna funkcja z przestrzeni D, wéwczas réwnosé

+00

<|x‘_3/27<p) _ / pla) + o(~2) = 20(0) , (1.59)

23/2

0
okresla ciagly funkcjonal liniowy w przestrzeni D, tzn. dystrybucje. Ta dystrybucja poza punktem
x = 0 pokrywa sie z regularna dystrybucja, pokreslong funkcja |z|~3/2.

Jezeli dystrybucja F' ma nosénik zwarty (F jest dystrybucja finitna), wéwczas mozna znalesé
réwnolegloscian a; < x; < bj,j = 1,...,n, w ktérym skupiona jest ta dystrybucja. Mozna pokazac,
ze dla kazdego € > 0 istnieje liczba catkowita p > 0 i funkcje ciaglte fye(z),0 < |q| < p, zerujace si¢
poza prostopadloécianem a; — e < x; < b; + € i spelniajgce réwnosé

P
F=>Y" f@@). (1.60)
lal=0
Widzimy, ze kazda dystrybucja o nos$niku zwartym moze byé przedstawiona jako kom-
binacja liniowa pochodnych funkcji ciaglych o nos$niku zwartym (rzeczywiscie pochodne
rozumiemy w sensie dystrybucyjnym).
Jezeli F jest dowolna dystrybucja, to mozna utworzyc taki ciag dystrybucji finitnych Fy, Fs, ..., Fy,, ...,

ze beda zachodzié relacje

lim F, = F,

n—oo

Va>0 4N, zedla n>Nim>N, F,=F,,

(tzn. F,, = F,,, poza obszarem |z| < a).
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Szczegdlnie prosta budowe maja dystrybucje skupione w jednym punkcie. Na przyklad wszyst-
kie dystrybucje skupione w punkcie z = 0 sg skonczonymi kombinacjami liniowymi dystrybucji §

i jej pochodnych, tj. maja postac

N
F=F=> ¢, (). (1.61)
lal=0

Pewne ciekawe wyniki dotyczace ogélnych postaci dystrybucji mozna uzyskaé¢ dzieki przedstawie-
nion dystrybucji poprzez funkcje analityczne (p. cytowany wyzej H. Bremermann). Ograniczymy
sie tu do dystrybucji i funkcji analitycznych jednej zmienne;j.

Dokonajmny rozszerzenia przestrzeni D := C2 (R"™) do przestrzeni £ := Coo(R"). Oczywiscie
zachodzi relacja D C &. Jezeli zbiér funkcjonaléw liniowych i ciagltych na przestrzeni £ oznaczymy
przez &', to pomiedzy D’ i £ bedzie zachodzila relacja &' C D’ (prawie oczywista).

Niech T(t) € &', przy czym t € R'; wyrazenie

T(z): ! <T(t),tlz>, zeC! (1.62)

~ omi

nazywamy analitycznym przedstawieniem dystrybucji 7" przy pomocy jadra Cauchy’ego, lub

krétko - przedstawieniem Cauchy’ego.. Funkcja [27i(t — 2)]~! (jadro Cauchy’ego) nalezy do
&, a nie nalezy do D. Gdy T(t) = 6(t), wzér (1.62) przybiera postaé

“+oo
1 e, 1

Funkcja wystepujaca po prawej stronie ostatniego wzoru jest analityuczna dla z # 0, czyli poza

nosnikiem dystrybucji §. Ktadac T'(t) = 6(™(t) i T(t) = O(t), otrzymujemy odpowiednio réwnosci

+oo
5 1 5 (1) n!
(n) - — (=1t =
() omi / T, d= )T e
O(z) = —Lln(—z) Imz # 0 (1.64)
= Tom ’ ' '

Jezeli dystrybucja T'(t) € &', to zachodza nastepujace twierdzenia:
Twierdzenie 1. T(z) jest funkcja analityczng zmiennej z w dopelnieniu supp 7 do C!, tzn. w
zbiorze K : C* \ suppT.

Twierdzenie 2. T(z) spelnia

" . ~(n _ n! —n—1
1) = T (2) = 2 (T(), (t—2)"""1), (1.65)

gdzie T(”)(z) oznacza przedstawienie Cauchy’ego n-tej pochodnej dystrybucji 7. W ten sposéb
n-ta pochodna przedstawienia Cauchy’ego dystrybucji T jest przedstawienie Cauchy’ego n-tej po-
chodnej T
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Twierdzenie 3. Jezeli T € £’ i funkcja p(x) € £ jest ograniczona razem ze wszystkimi swoimi
pochodnymi, wéwczas

—+oo

Elirilo [T(x +i€) — T(x —ie)| p(z) dz = (T, p). (1.66)

— 00

Uwaga. Dla dowolnej funkcji ¢ € £ ostatnie twierdzenie nie jest w ogdlnoéci prawdziwe. Podkre-
slamy, ze twierdzenie méwi o przedstawianiu dystrybucji z £'.

Dla dystrybucji F' € D ostatnie twierdzenie przybiera postac.
Twierdzenie 3’ (G. Tillman). Jezeli F' € D', wowczas istnieje funkcja f(z), analityczna w zbiorze

C' \ supp F, taka, ze

lim = [ [f(z +i€) — f(z —ie)] p(x) dz = (F, @), (1.67)

dla wszystkich ¢ € D .

Dowolng funkcje, majaca wlasnosci funkeji f(2), nazywamy analitycznym przedstawieniem
dystrybucji F. Przedstawienie dane wzorem (1.67) nie jest jednoznaczne - funkcja f(z) = f(2) +
g(z), gdzie g(z) jest funkcja calkowita, réwniez spelnia (1.67).

Na zakonczenie tego podrozdzialu powréémy jeszcze do przedstawienia Cauchy’ego dla dystry-
bucji. Dla T € D’ (rozwazamy przypadek jednowymiarowy, tzn. t € R!), funkcja (t — 2)~! nie
jest funkcja prébna - to znaczy nie nalezy do D, i T(z) w ogdlnosei nie istnieje. Tym niemniej
prawdziwy jest nastepujacy rezultat: istnieje para funkcji fi(z) i f—(z), analitycznych odpowied-
nio w gérnej i dolnej pélplaszczyinie, takich ze fy(x + i€) — f_(x — ie) zbiega do T przy e = 0 w
topologii D'.

Funkcje fy nazywamy gbérng funkcja,, f- - dolng funkcja, a obie funkcje razem - anali-
tycznym przedstawieniem 7. Analityczne przedstawienie jednej i tej samej dystrybucji réznia
sie co najwyzej o funkcje catkowita.

Jezeli dopelnienie nosnika dystrybucji (do R') nie jest zbiorem pustym, to dla dowolnego anali-
tycznego przedstawienia T" gérna i dolna funkcja fy i f_ okazuja sie analitycznymi przed tuzeniami
jedna drugiej i sa analityczne na dopelnieniu noénika 7T'. Para funkcji analitycznych w gornej i dol-
nej poétplaszczyznie nie zawsze stanowi przedstawienie dystrybucji: fi(z) = f_(z) := exp(1/z?)

jest tu kontrprzyktadem.
1.6 Iloczyn prosty i splot dystrybucji

Niech F bedzie funkcjonatem liniowym i cigglym na przestrzeni D := C2 (R™), a G funkcjona-

lem liniowym i cigglym na przestrzeni D, := C (R"). Przez F ® G oznaczamy dystrybucje na
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przestrzeni D, , funkcji x(z,y) m + n zmiennych, okreslona wzorem

(FG,x) = <F, G(x(z, y)) (1.68)

Dystrybucje okreslona powyzszym wzorem nzywamy iloczynem prostym dystrybucji F'i G.
Jezeli funkcja x(x,y) z przestrzeni D, , ma posta¢ x(z,y) = ¢(z)¥(y), gdzie p(z) € Dy, a

Y(y) € Dy, to
(FeG,x)=Fe)(G,9). (1.69)

Tloczyn prosty jest przemienny i taczny, to znaczy zachodza relacje

F)®@Gly) = Gy @ F(x),

Fr) ©{G(y) ® H(2)} {F(z) ® G(y)} © H(2). (1.70)

Jezeli dystrybucja F(z,y) jest niezmiennicza ze wzgledu na przesuniecia zmiennej z (tzn. jezeli

réwnosé (F, o(z + h, y)) = (F, o(x, y)> zachodzi dla dowolnego h, to ma ona postaé
F(z,y) = 1, ® G(y), (1.71)

gdzie G(y) jest dystrybucja na D,, a 1, jest dystrybucja na D,, okre$lona wzorem

(L) i= [ oo (1.72)

Niech teraz F(x) i G(z) beda dystrybucjami jednej zmiennj i niech bedzie spelniony jeden z

nastepujacych warunkow
1. albo dystrybucja F', albo dystrybucja G ma no$nik ograniczony,

2. zar6éwno F, jak i G maja no$nik ograniczony z lewej strony (tj. istnieje pewna stala ¢, taka

ze F(z) =G(x) =0dlax < ¢1);

3. zar6éwno F, jak i G maja no$nik ograniczony z prawej strony (tj. istnieje pewna stala co,

taka ze F(z) = G(z) =0 dla x > ¢2).

Jezeli ktérys z powyzszych warunkéw jest spelniony, wéwczas dla dowolnej funkeji ¢(x) € D

okreslone jest wyrazenie

(F*G,p):= (F(x) * () * G(z — ), @(z)), (1.73)

gdzie z € R'. Dystrybucje F ® G nazywamy splotem dystrybucji F i G.
Jezeli dystrybucje F' i G sa regularne i spelniaja przenajmniej jeden z warunkéw 1), 2), 3), to

dystrybucja F *x G jest réwniez regularna i okreslona przez funkcje

(f+9)(x) = / f(& - y)g(y)dy. (1.74)
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Jezeli F jest dowolna dystrybucja, to (6 ® F)(xz) = F(z). Zatem funkcjonal § gra role jednosci
wzgledem dziatania splotu. Oczywiscie zachodzi réwnosé (6 x 6)(z) = §(x).

Splot dystrybucji F'(z) z §(xz — h) jest réwnowazny przesunieciu F'(x) o h:
§(x — h) * F(z) = F(xz — h). (1.75)

Poniewaz iloczyn prosty dystrybucji jest przemienny, wiec z (1.73) wynika, ze ta sama wlasnosé

ma splot. Rzeczywiscie

(F*G,p) = (F(fv) *G(y)7¢(w+y)) = (G(y) *F(w),w(x+y)) =(G*F, ).

Zatem ostatecznie

FxG=Gx*F. (1.76)

Zachodzi réwniez nastepujaca tozsamosé:
(F+«G)xH=F=x* (G« H), (1.77)

wyrazajaca tacznosé splotu dystrybucji.
Liniowos¢ iloczynu prostego dystrybucji pociaga za soba liniowosé splotu. To znaczy, ze jezeli
a i [ sa dowolnymi stalymi, a F, G i H sa dystrybucjami takimi, ze istnieje splot F' z G oraz F z
H, to
Fx(aG+ BH)=aF *G+ BF x H. (1.78)

Mozna dokonywaé rézniczkowania (w sensie dystrybucyjnym) splotu; odpowiedni wzér ma
postaé
d dF dG

~(F = =Fx—. 1.
dx( * Q) dx*G *dac (1.79)

Latwo mozna réwniez pokazaé, ze zachodzi wzor ogdlniejszy

dm _&PFd'G

F = - 1.
dacm( *G) dzp (1.80)

gdziep+q=m, pm=0,1,....

Splot dystrybucji przy pewnych ograniczajacych zalozeniach wykazuje wlasno$é¢ ciggltosci. Za-
chodzi mianowicie nastepujace
Twierdzenie. Niech ciag dystrybucji {F,}22, bedzie zbiezny w D’ do dystrybucji F' i niech G
bedzie ustalona dystrybucja w przestrzeni D’. Woéwczas ciag {F), * G}, jest zbiezny w D’ do

dystrybucji F' * G, jezeli jest spelniony co najmniej jeden z nastepujacych warunkdéw:
1. wszystkie dystrybucje F), sa skupione na ustalonym, ograniczonym zbiorze;
2. dystrybucja G jest skupiona na ograniczonym zbiorze;

3. noséniki dystrybucji F, i G sa ograniczone z tej samej strony stala niezalezna od v.
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Splot dystrybucji F(x) i G(x) wielu zmiennych okreslamy analogicznie jak dla funkcji jednej
zmiennej. Zakladamy przy tym, ze chociaz jeden z czynnikéw, na przyklad F(x), jest splatajacy,

to znaczy, ze ma nastepujaca wlasnos¢ - dla dowolnej funkeji ¢(x) € D, funkcja

P(y) = ((F, ez +y))

rowniez nalezy do D.

Splot czynnika splatajacego F' * G z funkcja ¢(x) € D okreslamy wzorem
(FxG,p):= (G, Fxp).

Jezeli F(x) jest dystrybucja regularna, to wzdr ten przybiera postaé

(Fx0)a) = [ @)

Na zakonczenie tego podrozdzialu podamy nastepujace
Twierdzenie. Niech B(¢p, 1) bedzie funkcjonatem dwuliniowym, takim ze ¢(z) € D, := C% (R™),
a 9 (y) nalezy do D, = C% (R"). Jezeli funkcjonal B(ip, 1) jest ciagly wzgledem kazdego z argu-

mentéw ¢(x) i1(y), to istnieje taka dystrybucja F(z, y nalezaca do D., , , gdzie D, , := C% (R"T™),

T,y

ze

B(p,v) = (F,¢()1(y)).

1.7 Regularyzacja funkcji i catek rozbieznych

Niech f(z) bedzie funkcja lokalnie catkowalna w R™, a p,.(z) funkcja zdefiniowana nastepujaco

0 dla |z| > r,
r = , 1.81
pr() £ exp (—ﬁ) dla |z| <r (1.81)
gdzie
1 1
S S,
k /eXp( 1—|m|2> ‘

lzi<1
Latwo mozna sprawdzié, ze p.(z) € C% (R™) = D. Noénikiem funkcji p,.(z) jest obszar
supp pr = {x : || < r}.

Regularyzacja funkcji f nazywamy splot f * p, dany wzorem

(f * pr)( /f y)pr(T — y)dy. (1.82)

Zregularyzowana funkcja (f *p,)(x) jest juz klasy C, podczas gdy funkcja f byla jedynie lokalnie

catkowalna. Jezeli oznaczymy przez K suppf, to supp(f * p,) zawarty jest we zbiorze

{z:20€ K, |z —x0| <}
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Niech  bedzie podzbiorem R"™. Funkcje charakterystyczna fq zbioru Q okreslamy nastepujaco
1, jezelixz €,
fale) = {O, jezeli x ¢ Q .

Funkcja fo moze by¢ regularyzowana, o ile jest ona lokalnie caltkowalna. Funkcja charakterystyczna
ma te wlasnosé dla zbioréw 2 — mierzalnych (w sensie Lebesgue’a). Latwo zauwazyé, ze funkcja
charakterystyczna nosnika dowolnej funkcji zwasze moze by¢ regularyzowana. Zregularyzowana
funkcja (fo * pr)(x) jest juz oczywiscie klasy Cs. Mozna pokazaé, ze zachodza 3 nastepujaxce
twierdzenia.
Twierdzenie 1. Jezeli f(z) jest funkcja ciagla na R", to dla r — 0 Zregularyzowana funkcja
(fa * pr)(x) dazy do f(x) jednostajnie na dowolnym zwartym podzbiorze R™.
Twierdzenie 2. Jezeli f(z) jest funkcja klasy C,, na R", to f * p,)*)(z) dazy jednostajnie do
f®(z), dla k = 0,...,m, na dowolnym zwartym podzbiorze R™.

Dla funkcji lokalnie catkowalnych, ale niekoniecznie ciaglych,zachodzi

Twierdzenie 3. Jezeli funkcja f(x) jest lokalnie catkowalna na R™ i ¢ € D, to zachodzi réwnosé

timy [ (fa @) ola) do = [ @) pla) do.

Niech S bedzie podzbiorem R™. Otwartym pokryciem zbioru S nazywamy taka rodzine otwartych
zbioréw {€;}, gdzie i nalezy do zbioru indekséw I, ze kazdy punkt x € S zawiera sie przynajmniej
w jednym ze zioréow 2;, to znaczy, gdy Vo € S, 31 € I, ze x € ;. Gdy zbiér I pokrywa sie ze
zbiorem N (zbiorem liczb naturalnych), wéwczas méwimy, ze pokrycie jest przeliczalne.

Niech {€;} bedzie przeliczalnym otwartym pokryciem zbioru . Rozkladem jednosci, odpo-
wiadajacym pokryciu zbioru {§;}, nazywamy ciag funkcji a;(x) € Cu, majacym nastepujace

wlasno$ci:

1) Zaj(z)zlnaﬁ, 0<aj(z)<gq, Vze
=0

2) suppo; C ©; dla jeN;
3) dowolny zwarty zbiér 2 przecina sie z no$nikami

co najwyzej skonczonej liczby «;.

Zbadamy obecnie blizej relacje miedzy zbiorami D i £, D' i £ oraz ich elementami. Poniewaz
D = CL(R"), a £ := Cx(R"™), wicc mamy D C £ i, jak latwo sprawdzi¢, £ C D’. Zachodzi
D C &, ale D = &, to znaczy zbiér D jest gesty w przestrzeni £. Mozna pokazaé, ze nosnik dowolne;
dystrybucji T € &' jest zbiorem zwartym. Mozna réwniez pokazaé nastepujace twierdzenie o
przedtuzaniu dystrybucji z D’ o zwartym no$niku do dystrybucji z £’.

Twierdzenie. Dowolng dystrybucje z D’ majaca zwarty noénik mozna przediuzyé jednoznacznie

do dystrybucji nalezacej do &£’.
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Dla dowolnej dystrybucji T' € D’ zachodzi réwniez nastepujace
Twierdzenie. Niech FF € D'. Woéwczas F mozna przedstawié w postaci nieskoficzonej sumy

dystrybucji T} o zwartych no$nikach, przy czym beda spetnione nastepujace warunki:

N
1) lim Zl(T p)=(F¢) dla VyeD;
i=
2) dowolny podzbiér zwarty R" przecina si¢ z nosnikiem co najwyzej skoficzonej liczby T}.

Rozwazalismy juz proces regularyzacji funkcji. Za pomoca aparatu dystrybucji mozna podaé prze-
pis pozwalajacy przypisa¢ pewnym catkom rozbieznym okreslone wartosci liczbowe. Przepis ten
nazywamy regularyzacja calki rozbieznej.

Jezeli f(x) jest dowolng funkcja, to punkt zg (z, zp € R"™) nazywamy punktem lokalnej cal-
kowalnodci funkcji f(x), jezeli istnieje otoczenie U(xo) tego punktu, w ktérym funkcja f(z) jest
catkowalna (to znaczy fU(mO) f(z)dx < o0). Pozostale punkty zbioru okreslonosci funkcji nazy-
wamy punktami osobliwymi. Dalej rozwazaé¢ bedziemy funkcje, ktore w kazdym przedziale naja
tylko skonczong ilo§¢ punktéw osobliwych.

Oznaczmy przez Dy podprzestrzen przestrzeni D zdefiniowang nastepujaco:
Dy:= {w(w) tp(z) €D, p(x) =0
w pewnym otoczeniu dowolnego punktu osobliwego funkcjif () }

Ciag funkcji {¢m,(x)} nalezacych do Dy nazywamy zbieznym do zera, jezeli wszystkie funkcje
©m(x) sa skupione na wspdlnym zbiorze zwartym nie zawirajacym punktéw osobliwych funkcji
f(z) i dla dowolnego ¢ zachodzi

lim sup Lpﬁ,‘{)(a:)‘ =0.

m—o0 g

Rozwazmy calke [ f(z)p(x) dz dla p(z) € Dy. Jest ona zbiezna dla dowolnej funkeji p(z) 1 réwnosé

(F, o) = / f(@)p(@) de

okresla funkcjonat liniowy i ciagly na Dy. Funkcjonal ten mozna przedtuzyé na caly przestrzen
D. Wartosé (F,¢) przedluzonego funkcjonatu dla dowolnej funkeji ¢(z) € D nazywamy zregu-
laryzowang waroScig calki [ f(z)¢(z)dz, , a samg dystrybucje otrzymana w powyzszy sposob
nazywamy regularyzacja funkcji f(z). Zauwazmy, ze gdy funkcja ¢(z) nie nalezy do podprze-
strzeni Dy, to calka [ f(z)¢(x) dx moze by¢ rozbiezna - ten wlasnie fakt powoduje, ze wprowadzany
pojecie zregularyzowanej wartosci catki. Regularyzacja funkcji f(x) pokrywa sie z funkcja f(x) na
dopelnieniu zbioru punktéw osobliwych.
Réwnosé

+oo

(|x|_3/2,90) _ / p(z) + (=) = 20(0) .

23/2

0
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okresla regularyzacje dystrybucji |a|=3/2.

Zadana funkcja moze mie¢ w ogdlnosci rézne regularyzacje i regularyzacje réznych funkeji moga

by¢ niezgodne ze soba, a co za tym idzie, moze nie zachodzié¢ réwnosé
(F1 + Fa, @) = (F1,0) + (F2, ). (1.83)

Zdefiniujemy teraz pojecie regularyzacji kanonicznej. Niech £ bedzie przestrzenia liniowa, kto-
rej elementami sa funkcje f(x) (niekoniecznie lokalnie catkowalne) majace dyskretny zbiér punktéw
osobliwych i nieskonczenie wiele razy rézniczkowalne w dopelnieniu tego zbioru. Zaktadamy réw-
niez, ze przestrzen L zawiera wraz z kazda funkcja f(x) wszystkie jej pochodne (tam gdzie one
istnieja) oraz wszystkie funkcje postaci a(z) f(x), gdzie a(x) € Cuo. Kazdej funkeji f(z) € L przy-
porzadkowujemy funkcjonal liniowy (F, @) - regularyzacje tej funkcji. Regularyzacje te nazywamy

kanoniczna, a funkcjonal oznaczamy przez R.k.f(x), jezeli spelnione sa nastepujace warunki:

a) Rk()\lfl (.13) + /\Qfg(l‘)) = )\1ka1 (Z‘) + )\QkaQ(J,‘),
b)  Rk.(df /dx) = d/dz (R.k. f(x)),

przy czym pochodna z prawej strony ostatniego wzoru rozumiemy w sensie dystrybucyjnym (a po

lewej- w zwyklym sensie);

¢) dla dowolnej funkcji a(z) € Cx R.k. (a(x)f(x)) = a(z)R.k.f(x).

Regularyzacja kanoniczna istnieje na przyklad dla klasy funkcji o osobliwo$ciach potegowych.
Punkt zy nazywamy osobliwoscia potegowa funkcji f(z), jezeli w otoczeniu tego punktu funkcje

f(z) mozna przedstawié w postaci
f(z) = Zai(x) hi(z), (1.84)
gdzie a;(x) € Coo, a hi(x) jest jedna z nastepujacych funkeji

(-T—l'o)i, (x—xo)i, (x_xO)_n7 )‘#_la_27

Funkcje xﬁ‘r i 22 zdefiniowane sg odpowiednio réwnosciami:

N {:ZZ)‘ dla z > 0, N {0 dla z > 0,
x

xy = , = .
0 daz<0 lz]* dla2z <0

Funkcje f(z) nazywamy funkcja o osobliwo$ciach potegowych, jezeli w dowolnym prze-

dziale zmiennej x ma ona skonczong iloé¢ osobliwosci potegowych. Wiedzac, jak przeprowadza sie
A

regularyzacje funkcji xj\r, x2, 2~ ", bedziemy mogli przeprowadzi¢ regularyzacje kanoniczna dowol-

nej funkcji o osobliwosciach potegowych.
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Rozwazmy jako pierwszg funkcje J;i Jezeli Re A > —1, to calka

—+o0

(2}, ¢) = / (1) () dx (1.85)

0

jest zbiezna dla kazdej funkcji p(z) € D i okresla funkcjonal liniowy w D. Cheac okreslié funkejonal

(z2,¢) dla Re A < —1, mozna oprze¢ si¢ na definicji regularyzacji kanonicznej. Niech bedzie

Re > —n—1, przy czym A\ # —1,-2,...,—n,... , Wowczas Re(A + n) > —1, i funkcjonal
(23, ¢) okredlamy réwnoscia
+o0
@) = [ @ e (1.56)
0
Poniewaz

I'n+1) (n)
A A+n
x+_r(>\+n+1)(x )

)

a regularyzacja ma by¢ kanoniczna, wiec powinna zachodzi¢ réwnosé

() = r(l;(i;&)((”’ﬁn)(n))
_ (71)71 I'(n+1)

T(A+n+1) (3, ) (1.87)

n n+1 )\+n (n)
= —1 .
(=1) >\+n+1 / (@)dz

0

Jezeli zatem Re > —n — 1, to funkcjonat (xi, ) okreslony jest wzorem

+oo
(@9) = (' s / (@)™ (1) (1.53)

Ostatni wzor jest, jak tatwo sprawdzi¢, rownowazny nastepujacemu:

1
"~ _
@) = [ o) - 00 =) - .~ T 0 o
0
(oo}
k 1) )
+ /x)‘go )dx + Z D+ h) (1.89)
1
Dla —n — 1 < Re A < —n istnieje prostsza postaé, mianowicie:
"~ n
@) = [0 o) o0) -2 0) . - Ept VO] a0
0

Powyzsze wzory okreslaja regularyzacje xj\r przyre A< —1. Dla A= —1,-2,..., —n, ... dystrybu-

cja ta nie jest okreslona. Analogicznie dystrybucja z* dla ReA > —n —1. A # —1,-2,...,—n,...
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okreslona jest wzorem

(@X,9) = /rvA [@(—x) —(0) + 2¢'(0) — ... — (—1)"‘1(;71__1) e D(0)| da

0
% YhLp(k=1)

+ / dx+z ‘pAJrk()O), (1.91)
1

adla —n —1 < Re A < —n wzorem prostszym
(z2,¢0) = /ﬂcA {gp(—x) —(0) + 2’ (0) — ... — (=1)"* (;71__1)!@(”_1)(0) dzx. (1.92)
0

Pozyteczne sa réwniez niekiedy regularyzacje kombinacji liniowych z+*, 2} i 2. Wprowadzmy

nastepujace oznaczenia (przy A # —1,-2,...):

)y +at =zt 2} —a2) =2 sgna,

(z +1i0)* = im (o + ie)) = 2} +eat (1.93)
71’)\7711.

(x —i0)* = 65&1{3(:5 —ie)t =2} +e

Jezeli teraz —2m — 1 < Re A < —2m + 1, to

o) = [ {4 o012 [o0) + S04+ 20 20)|
0

(2m —
Dla A = —2m oznaczamy |z|~2™ = z=2™ {
—2m r —2m ? " z?"? (2m—2)
(" p)= [ p(z) + (=) — 2 |(0) + BTh4 0)+...+ m%ﬂ (0)| ¢ d.
0

W szczegblnosci dla m =1

T —20(0

(J:_Q,(p):/ (z) + o( 2) o( )dx
T

0

Dla —2m — 2 < Re A < —2m zachodzi
(lz]*, signzp) = /wk{w(x) — (=) (1.94)

0
x2m—

-9 / (3) (2m—1) dx.
2O+ L0+t 0] e
Gdy A = —2m — 1, oznaczamy |z| 2™ lsignz = 72"~ ! i mamy
(@72 p) = /x‘m‘l{@(ﬂﬁ) — (-~ (1.95)
0

2m—1

133 x
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W szczegblnosci dla m = 0 1 m = 1 mamy odpowiednio

olw) = pl(=a) |

(7' ) = - z,

p(z) — p(=z) — 22¢'(0)
3 '

(z73 varphi) =

Liczbe (271, ) nazywamy wartoécia gléwna calki fjoooo r71p(z)dr w sensie Cauchy’ego.
Przy A = —n wielko$é¢ (x + i0)* okreslamy réwnoscia
m(—1 n—1
(2 +i0)" = = — TEV" s ) (1.96)

(n—1)!
a (x —i0)*- réwnoscia

(x—i0)" =27 + ”251_1)1; 6=V (x), (1.97)

gdzie (x~™, ) dla dowolnego n okreslilismy powyzej.
Przeprowadzona wyzej regularyzacja funkcji z+*, 2} 2" pozwala przeprowadzi¢ regularyzacje
dowolnych funkcji o osobliwoéciach potegowych. Niech funkcja f(z) ma jedyny punkt osobliwy

x = 0. Zalézmy, ze mozna ja napisa¢ w postaci

fl@) =" aj(z) hj(z), (1.98)

A

gdzie aj(z) € Cuo, a hj(z) jest jedna z funkcji z}, 22 7™, A # —1,—2,.. .. Przy tych zalozeniach

(Fo) =Y (Hj,a;9). (1.99)
j=1

Funkcje o ()¢ () naleza do D, zatem wszystkie sktadniki po prawej stronie ostatniego wzoru maja
sens. W ten spsodb okreslilidmy regularyzacje funkcji f(z). Analogicznie, dla dowolnej funkcji f(z)
o osobliwosciach potegowych mozna zbudowaé takie funkcje fx(x), k =1,2,...2e f =5 fr i kazda
z funkcji fi(z) ma jeden punkt osobliwy. Funkcje f;, maja dodatkowo te wlasnosé, ze w przedziale

|z| < a tylko skonczona ilo$é funkeji fx(x) jest rézna od zera. Przyjmujemy wéwczas

(F7 90) = Z(Flm@)'

k=1
Ostatni wzor okresla regularyzacje kanoniczn a w przestrzeni funkcji o osobliwosciach potegowych.
Mozna pokazaé, ze wartosé (F, ) nie zalezy od rozkladu na czynniki f.
Przeprowadzona wyzej regularyzacja dystrybucji xﬁ\r oparta byla na réwnosci (xi)1 = )\xi‘;l.
Do tych samych wynikow mozna doj$é, opierajac sie na idei przedtuzenia analitycznego.
Niech ¢(z) bedzie ustalong funkcja w przestrzeni D. Wyrazenie (27, ¢) jest funkcja analityczna
A w obszarze Re A > 1. Przedluzajac te funkcje analitycznie na cala plaszczyzne A, otrzymujemy

warto$é (xj\r,ga) réowniez dla ReA < —1. Gdy Re > n — 1,\ # —1,-2,...,—n, warto$¢ tego
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przediuzenia analitycznego dana jest wzorem (1.89), a dla —n — 1 < Re < —n prostszym wzorem
(1.90). Funkcja analityczna (2% ,¢) ma bieguny proste przy A = —1,—2,..., —n. Residua w tych

biegunach dane sa wzorami

("= (0)

=D (1.100)

Resy— (2}, 0) =

Mozna réwniez powiedzieé, ze dystrybucja xi jest analityczna funkcja zmiennej A o biegunach

A=—1,-2,...,—n, przy czym
Resy—_n2) = ﬂ&"*l)(x) n=1,2 (1.101)
A=—nsL4 (n—l)' ) 3By .
Analogicznie dystrybucja 2} ma bieguny dla A = —1,—2,..., —n o residuach
§n=1)
Resy—_pa) = (z) (1.102)

(n—1)"

Poniewaz funkeja I'(A + 1) ma bieguny w tych samych punktach co rozwazane dystrybucje, mozna

rozwazaé zamiast 273 i 2} funkcje 23 /T'(A+1) i 22 /T(A+1) bedace juz catkowitymi fukcjami anali-

tycznymi A, przyjmujacymi przy A = —1, =2, ..., —n odpowiednio wartosé 6~ (z) i (=1)» 16~V (z).
Dystrybucja |z|* jest analityczna funkcja A, majaca proste bieguny przy A = —1,-2,...,—2n —
1,... o residuach

202" ()

Resy—_2,_17) = (1.103)

(2n)!

1.8 Przeksztalcenia Fouriera dla dystrybucji

Pewien typ dystrybucji, a mianowicie dystrybucje wolno rosnace, pojawia si¢ w spso6b naturalny
przy badaniu transformacji Fouriera dl a dystrybucji. Dystrybucje stanowia podprzestrzen wla-
$ciwg, przestrzeni D', ale z drugiej strony moga by¢ okreslone jako ciggle funkcjonaly liniowe na
klasie funkcji prébnych, ktora jest szersza niz D. Wprowadza si¢ mianowicie przestrzen S funkcji
szybko malejgcych, zdefiniowana nastepujaco:

S = {gp(x) cp(x) € Coo,‘ lim |x|mg0(q)(x) =0, Vme N idowolnego q} )

z|—00

Oczywiscie, jezeli p € S, to kazda z jej pochodnych czastkowych réwniez nalezy do S, co wiecej,
kazda funkcja klasy C» 0 zwartym nosniku, czyli kazda funkcja nalezaca do D, rowniez nalezy do

S. Mozemy zatem napisaé relacje

DcScé, (1.104)

gdzie & jest zbiorem funkcji klasy C, (€ := C). Latwo przekonaé sie, ze relacja (1.104) pociaga

za sobg zawieranie

D>o>S > (1.105)
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Przestrzen dualna do S, ktéra oznaczyliSmy przez S’, nosi nazwe przestrzeni dystrybucji tem-
perowanych.!3 Poniewaz zachodzi zawieranie & C EW’', wiec laczac zwiazki (1.104) i (1.105),
mozemy napisaé

DcScécé&cscD. (1.106)

Ciag funkcji {¢m (z)} nalezacych do przestrzeni S nazywamy ciggiem zbieznym do zera, jezeli
zachodzi réonosé
Jim_sup [ (142" (2)]] = 0

dla dowolnego n i 0 < |g| < n.

Mozna udowodnié, ze przestrzen D jest gesta w przestrzeni S w tym sensie, ze dla jazdego
p € S istnieje ciag {pr(z)}, gdzie pr(z) € D, ktorty dazy w S do ¢(x). Mdwimy, ze dystrybucja
F wolno ro$nie (jest dystrybucja temperowana), jezeli jest ciaglym funkcjonalem liniowym w
przestrzeni S funkcji prébnych szybko malejacych. Na przyktad |z|*, (x+40)” itd sa dystrybucjami
temperowanymi. Dowona dystrybucja o noéniku zwartym (tzn. ograniczonym) jest dystrybucja

temperowana. Funkcje f(x) loklalnie catkowalne, dla ktérych catka

[ 5@+ (o) mdo

jest zbiezna dla pewngo m, okreslaja regularne dystrybucje temperowane.

Przeksztalceniem Fouriera calkowalnej funkcji nazywa sie funkcje ¢(x), okreslong réw-
noscia

@(s) = / o(x)e' ™ dz, (1.107)

gdzie (z,s) = x181+...+x,S,. Czesto transformate Fouriera funkcji f(z) oznacza sie przez F(f).

Mozna pokazaé, ze transformacja Fouriera odwzorowuje przestrzen S na siebie. Zachodzi mia-
nowicie
Twierdzenie. Transformata Fouriera dowolnej funkcji ¢(x) € S, ]-"(go(x)), nalezy do S, przy
czym odwzorowanie ¢(z) — 3(s) = F(¢(z)) i odzorowanie odwrotne @(s) — ¢(z) = F 1 (5(s))
sq ciagle i wzajemnie jednoznaczne.'*
Odwzorowanie odwrotne F~! dane jest wzorem

1

r)=—— 5(s)e”*9) ds. .
o0) = e [ Bl (1.108)

W oparciu o réwnosé Parsevala (1.109) definiujemy transformacje Fouriera dla dystrybucji wolno
rosnacych (temperowanych). Jezeli funkcja f(x) jest bezwzglednie catkowalna na R! oraz jezeli
o(z) € S, to odpowiadajace im transformaty Fouriera f i ¢ istniejg i z jednej postaci rownan

Parsevala wynika, ze
o0

/ F(w)p(w) dw = / f(@)@() d, (1.109)

— 00

130kreslenie L. Schwartza (franc. distributions temperée).
M Typowym przykladem jest funkcja Gaussa exp(—xz2), ktérej transformata Fouriera jest exp(—t2).
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co mozna réwniez zapisaé w postaci
(f,0) = (f,9) (1.110)
albo
(Ffre) = (f, Fe). (1.111)
Korzystajac z innej postaci wzoru Parsevala i przechodzac do n wymiaréw, mozemy dla funkcji
f(z) i o(x) o wyzej podanych wlasnosciach napisaé

[ r@etae = o [ Poele)as (1.112)

W zwiazku z tym przeksztalcenie Fouriera dystrybucji temperowanej f definiujemy jako taka dys-

trybucje f, ze dla dowolnej funkcji p(z) € S zachodzi

1

(fro(-2)) = @) (f,9)- (1.113)

Zachodzi nastepujace
Twierdzenie. Jezeli f jest dystrybucja temperowana, to jej transformata f jest rowniez dystry-
bucja temperowana.
Warto zauwazy¢, ze podana definicja transformacji Fouriera nie moze by¢ stosowanaj jezeli f
jest dowolng dystrybucja z D'. Jest tak dlatego, ze F,, nie nalezy do D, gdy ¢ € D oraz ¢ # 0.
Ten wlasnie fakt zadecydowal o wprowadzeniu przestrzeni S. Fla regularnych dystrybucji f(x)
wskazana definicja pokrywa sie z definicja zwykla.
Dla transformacji Fouriera dystrybucji zachodza nastepujace wzory prawdziwe dla zwyktych

transfomat Fouriera:

f[P(ail,...,aiﬂ = P(—isy,...,—isy)f,
. . 0 0 x
FlP(izy,... iz,)f] = P<6517...,85>f, (1.114)

gdzie P oznacza dowolny wielomian.

Dwukrotne zastosowanie transformacji Fouriera opisane jest wzorem
FF(f@)] = @m)"f(-z). (1.115)

Ze wzoru na odwrotna transformacje Fouriera (1.108) mamy dla z =0

1 i 1 )
¢(0) = W/s&(é’)ds = W(l,w) = (6, ), (1.116)

zatem 6 = 1.

W oparciu o wzér (1.114) mozemy znalezé wzér na transformate Fouriera dla wielomianu

FlP(z1,...,2,)] = 2m)"P (—z’(;;, e —z'((;iL) 5(s). (1.117)
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Na przyktad
F(|z?) = F (23 +...22) = (—2m)"Ad(s), (1.118)

przy czym A oznacza ty n-wymiarowy laplasjan.
Niech f(z) bedzie dowolna lokalnie calkowalna funkcja temperowana. Mozna ja napisaé¢ w
postaci

f(@) = (14 [¢P) h(a), (1.119)

gdzie h(x) jest funkcjg calkowalna, a p jest liczba naturalng. Oznaczajac h(z) = F (h(x)), mozemy
napisaé

f(s) = @2m)"(1 - A)h(s), (1.120)

przy czym rézniczkowanie nalezy rozumieé¢ w sensie dystrybucyjnym.
Niech f(x) bedzie funkcja n-okresowa, lokalnie catkowalna, o okresie a(aq,...,a,). Mozna ja

zatem przedstawi¢ w postaci

f(z) = i Cym exp [2m' (%x)} (1.121)

m=—0o0

gdzie

n
m mrgXp
—, ) = E .
a a
k=1 K

Trandformata Fouriera funkcji f(z) ma postaé

f(s) = i Cnd (s+

m=—00

2mm
a

> . (1.122)

Nosnikiem funkcjonaltu f (s) jest przeliczalny zbiér punktéw postaci

o (mlm") (1.123)

ai Qp
gdzie mq,...,m, sa liczbami caltkowitymi.
Podamy kilka przykladéw transformat Fouriera dla funkcjonalu § i jego pochodnych i tranfor-

macje odwrotne:

Fo=1 F1=2x(s),
Félx—71)=e ", Fe T =215(s + 1), (1.124)
FoU(x) = (is)F,  Fliz)* = (=1)*2m6")(s),
FoW (@ —7) = (is)e™,  F(ia)e " = (1) 2m6M (s + 7).

Na podstawie powyzszych wzoréw mozna napisa¢ transformacje Fouriera dla dowolnego wielomianu

F (an:c" +ap_1z" N+ CLo) (1.125)

— o [anm(”)(s) + a1 18D (8) 4.+ ad(s)] -
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Jak juz wspomnieliSmy wyzej, nie mozna uzy¢ podanej definicji transformacji Fouriera dla dowol-
nych dystrybucji z przestrzeni D’. Transformata Fouriera f dowolnej dystrybucji nalezacej do nD’
nie jest na ogél dystrybucjg, ale jest cigglym funkcjonalem liniowym nowego typu, okreslonym w
nowej przestrzeni funkcji prébnych Z. Taki funkcjonal jest czasem nazywany ultradystrybucja, °
a to rozszerzenie transformacji Fouriera pochodzi od Gelfanda i Szitlowa.'® Przez Z bedziemy dalej
oznaczali przestrzen, ktérej elementami sa funkcje caltkowite ¢(z), spelniajace przy m = 0,1,2,...
nieréwnosci postaci

|2 o(z)] < Ce a>0, z=ux+iy,

przy czym stale C' i a zaleza od p(z) i m.

Przestrzen Z jest zbiorem wszystkich funkcji, ktérych transformaty Fouriera sa elementami
przestrzeni D. Méwimy, ze ciag funkeji {¢,(2)} z przestrzeni Z jest zbiezny do zera, jezeli funkcje
v, (z) daza jednostajnie do zera w kazdym ograniczonym obszarze zmiennej z i jezeli istnieja takie
stale C,, i stale a > 0, ze

‘Zm ()] £ Cm elv!

dla wszystkich v.
Przestrzen Z jest dwoista do przestrzeni D wzgledem transformacji Fouriera: jezeli

e(x) € D, to funkcja
o) = [ pla)eds

nalezy do Z, a odwzorowanie p(x) — $(z) odwzorowuje przestrzen D na Z i jest wzajemnie
jednoznaczne i ciagte.

Nie Z’ bedzie przestrzenia dualng do Z, to znaczy zbiorem funkcjonaléw liniowych i cigglych
na Z (ultradystrybucji). Transformata Fouriera dowolnej dystrybucji f € D’ nazywamy ultrady-
strybucje f taka, ze dla dowolnej funkcji ¢(z) € D zachodzi

Zatem transformata Fouriera dystrybucji w przestrzeni D jest dystrybucja w przestrzeni Z.
Tranformata Fouriera regularnej dystrybucji e®® jest dystrybucja (2m)™ §(s — ib) w przestrzeni
Z a transformatg Fouriera regularnej dystrybucji jednej zmiennej

— _i z2/2

jest dystrybucja dana wzorem
100

(F.9) = / ¢ 125(s) ds.

—100

15]. Sebastisio e Silva, Math. Ann. 136 (1958),58.
161 M. Gelfand, G. J. Szilow, Usp. matt. nauk, 8 (1953), 6 i niezaleznie L. Ehrenpres, Ann. Math. 63 (1956),3.
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Na zakonczenie podamy twierdzenia dotyczace relacji pomiedzy przestrzeniami Z,2’, 515",
Twierdzenie 1. Przestrzen Z jest podprzestrzenia wlasciwa przestrzeni S. (Jezeli méwimy o
przestrzeni Z jako o podprzestrzeni S, to zmienna niezalezna dla funkcji nalezacej do Z jest
zmienng rzeczywista).

Twierdzenie 2. Przestrzen Z’ zawiera przestrzen S’.

Mozemy zatem napisaé relacje

ZcScs cz.

Mozna pokazaé, ze przestrzen Z jest gesta w przestrzeni S. Przestrzenie D i Z maja tylko jeden

element wspolny - funkcje réwna tozsamosciowo zeru.
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Rozdziat 2

Metoda termodynamiki

informacyjnej

2.1 Momenty statystyczne

W fizyce statystycznej wielkosci fizyczne traktujemy jako zmienne losowe, a wyniki pomiaréw
jako wartosci $rednie (zakladamy, ze czytelnik zna elementy rachunku prawdopodobienistwa). Ze
wzgledu na dalsze zastosowania przypominamy pewne podstawowe definicje probablilityczne.

Niech = bedzie zmienng losowa przybierajaca wartosci xq,...,T, z prawodopodobienstwami

P15 Pn, gdZie

dpi=1, p;>0 dla i=1,...,n (2.1)
1=1
Woéwezas wielkosé
Bz —a)" = (w-a)f)=> paf, k=12, (2.2)
=1

nazywamy k—tym momentem statystycznym zmiennej losowej z wzgledem liczby a. Dla zmiennej
losowej ciaglej, posiadajacej rozklad prawdopodobienstwa o gestosci p(z) (x € [a, 8]) wzdr (2.2)

przybiera postaé
B

E(z —a)f = ((z —a)*) = /(m —a)¥ p(x) da. (2.3)

[e3%

W szczegdlnosci momenty wzgledem zera oznaczaé¢ bedziemy przez Mj i nazywaé momentami
zwyklymi (lub krétko: momentami):

My, = (z). (2.4)

Momenty wzgledem a = (x) = M; nazywamy momentami centralnymi:

e = {(2 = (2)"). (2:5)
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Drugi moment centralny nazywamy wariancja zmiennej losowej x:
2
((z = (2))") = (2*) = (2)* = M — M7 (2.6)

Poniewaz o2 > 0, istnieje wiec pierwiastek o = (02)1/ ? ktéry nazywamy dyspersja zmiennej
losowej x, wzglednie $rednim odchyleniem kwadratowym lub tez odchyleniem standardo-
wym.

Momenty Mj, i pug dogodnie jest wyrazi¢ za pomocy funkcji charakterystycznej, wzglednie funk-
cji tworzacej momenty.

Funkcja charakterystyczna Cy(t) nazywamy funkcje
> py ettrn
g (27)
[ p(z)e*=dx
o
odpowiednio dla zmiennej losowej dyskretnej i ciaglej, ¢ jest pewnym parametrem rzeczywistym.
Zauwazmy, ze funkcja charakterystyczna jest transformata Fouriera rozkladu p(z).

Funkcja tworzaca momenty G(t) zmiennej losowej 2 nazywamy wyrazenie
Go(t) = (™), (2.8)

jesli ono istnieje (funkcja tworzaca nie zawsze istnieje, w przeciwienstwie do funkcji charaktery-
stycznej). Funkcja tworzaca jest transformata Laplace’a rozkladu p(z).
Zachodzi nastepujace twierdzenie: jezeli zmienna losowa x ma moment rzedu k, to jej funkcja

charakterystyczna C,(t) =: C(t) ma ciagle pochodne do rzedu k wlacznie i przy tym

1 [d°
s = — C(t , =1,...,k 2.9
s lgmcw] s (29)
Analogicznie dla funkcji tworzacej mamy
dS
Ms;=(-1)° |—G(t) . (2.10)
dts 0
Momenty centralne wyrazaja sie rowniez jako pochodne funkcji charakterystycznej
1 1d
= — Ot . 2.11
p= g mehen] (211)

W wypadku zmiennych losowych przybierajacych jedynie wartosci catkowite k = 0,1,2, ... dogod-

nie jest postugiwaé sie funkcjami tworzacymi prawdopodobienstwa, zdefiniowanymi nastepujaco:
Qa)=>_prs*, (-1<a<). (2.12)
k

Momenty tzedu ¢ zmiennej losowej k wyrazaja sie przez pochodne funkcji Q(a) wziete dla s = 1:

w szczegdlnodci

aQ
Moo= =G|
Q| dQ
— 2y
Moo= %)= GF| T (2.13)
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Zamiast momentéw uzywamy czesto innego typu parametréow zdefiniowanych za posrednictwem
funkcji

W (t) = log C(2). (2.14)

Wielko$ci

1]d°
=—-|— =1,2,... 2.1
O LI R (2.15)

nazywamy kumulantami'® (péiniezmiennikami) zmiennej losowej o (kumulantami rozktadu zmien-
nej ). Istotng wlasnoscia kumulantéw jest to, ze kumulanty x4(x+y+. . .) rozkladu sumy dowolne;
iloSci zmiennych stochastycznych niezaleznych x,y, ... rownaja si¢ sumie odpowiednich kumulan-

tow k%, kY, ... zmiennych z,y, ...
RETVT) = (T )Y 4 (2.16)

co wynika z faktu, ze funkcja charakterystyczna sumy dowolnej skoniczonej ilosci zmiennych sto-
chastycznych niezaleznych réowna sie iloczynowi funkcji charakterystycznych dla poszczegdlnych
zmiennych. Momenty zwykle sa wspolczynnikami w rozwinieciu funkcji charakterystycznej na

szereg MacLaurina (zakladamy istnienie momentu My)

k
ct)y=>Y_ M, (it)* + o(th), (2.17)

k
W(t)=>" ﬁ(it)s + o(th). (2.18)

Wprowadza sie réwniez tzw. momenty iloczynowe (ang. factorial moments). Momentem ilo-

czynowym rzedu r zmiennej losowej x wzgledem x = 0 nazywamy wielkos¢
My = () = (@(z - 1)...(x —r + 1)). (2.19)

Funkcje
G(t) =: (t%) (2.20)

nazywamy funkcjg tworzaca momentéw iloczynowych, przy czym

o0 . tk
Gt+1)=> M! ]H (2.21)
k=0
oraz
_onmy = &
My =67 (1) = 2 G(O),— - (2.22)

IPojecie wprowadzone przez T. N. Thiele’go w ksigzce ” Theory of Observation”, Londyn, 1903. Terminy

angielskie na okreslenie kumulantéw ” cumulants” , wzglednie ” semi-invariants” lub tez ” linked moments” .
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Miedzy momentami réznych typow zachodza okreslone zwiazki. Momenty zwykle wyrazaja sie
poprzez momenty centralne i na odwrét poprzez formuty

pr = i(—l)k (;) M, (My)F,

k=0

TR (1) vty (2.23)

k=0

Momenty zwykte i kumulanty zwiazane sg relacjami

r—1
r
M1 = Krpat Z (k) kg1 My,
k=0
r—1 r
Kr41 = M’r+1 — Z <k) Kk+4+1 M,,‘,k,, (224)
k=0
natomiast momenty iloczynowe wyrazaja si¢ poprzez momenty zwykte jako
r—1
My = Z ST M, . (2.25)
k=0

gdzie wspoélczynniki S), zwane sa liczbami Stirlinga pierwszego rodzaju. Wspélczynniki te zwiazane

sg z tzw. liczbami Bernoulli’ego, zachodzi bowiem

r 1 ,
e =g@—-1).. . (z—r+1) :Z (;_1> B,(,,)kxk, (2:26)
k=0

gdzie Br(:i)k to liczby Bernoulli’ego rzedu n bedace wspdlczynnikami w nastepujacym rozwi-
nieciu

" gt _
[ > B o (=012 (2.27)
k=0

2.2 Zasada maksimum informacji

Mierzac pewne parametry opisujace wielko$é fizyczna f (o ktérej zakladamy, ze ma charakter
stochastyczny), np. zbiér jej momentéw, nie uzyskujemy w ogdlnosci jednoznacznej odpowiedzi
na temat ksztaltu rozkladu prawdopodbienstwa danej wielkosci. Jesdli bowiem zadany jest zbiér
momentéw My, ..., My wielkoéci f (zal6zmy dla ustalenia uwagi, ze jest to zmienna dyskretna

przyjmujaca wartosci f1, ..., fn z prawdopodobienstwami py, ..., p,);
n
M, = "p; fi, s=1,....k<n-—1, (2.28)
j=1
woéwczas istnieje w ogdlnodci caly zbidr rozktadéw p = (py, ..., pn) spelniajacych warunki (2.28)
Q=0 s pr(Mi,..., M) =

:{(pl,...,pn): ijf;:Ms, s=1,....k<n-—1, (2.29)
j=1

n
j=1
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Zbiér ten nazywamy makrostanem za wzgledu na wielkosci M = (f*). W szczegdlnosci zbidr ten
moze by¢ pusty, a dla k = n—1 moze to by¢ zbior 1-elementowy, o ile tylko momenty M, i liczby f7
spelniaja odpowiednie warunki. Zalézmy wiec, ze k < n—1 1 ze zbidr jest niepusty. Powstaje wtedy
problem wyboru pewnego rozktadu prawdopodbienstwa sposrod wszystkich nalezacych do danego
makrostanu, ktéry by w sposéb mozliwie najbardziej obiektywny i pelny opisywal wiedze (7 wiedze
statystyczna”) zawarta w znajomosci momentéw My, ..., My. Rozklad taki znajdujemy przy
pomocy tzw. zasady maksimum informacji, ktéra méwi, ze rozkladem najbardziej obiektywnie
opisujacym zmienna f (najbardziej zblizonym do rozkladu rzeczywistego), dla ktérej znamy zbiér

momentéw My(s =1,...,k), jest rozktad p* = (p7,...,p}), ktéry masymalizuje informacje
S(p) =—Y pj Inp; (2.30)
j=1

na marostanie ® (2.29), tzn rozklad p* taki, ze

max

S(p)=p€q)

S(p). (2.31)

Rozklad p* = (p7,...,p}), jesli istnieje, nazywamy rozkladem reprezentatywnym dla makro-
stanu ®. Znajdowanie rozkladéw reprezentatywnych przy uzyciu zasady maksimum informacji jest
jedna z podstaw tzw. termodynamiki informacyjnej, ktorej elementy omawiane beda w dalszym
ciagu (p. Rozdz. 5 niniejszego skrypu, gdzie cytowana jest odpowiednia literatura). W tym roz-
dziale ograniczymy sie do wyznaczenia rozkladéw reprezentatywnych dla pewnych makrostanow.

Otrzymane rozklady uzyteczne beda w dalszych rozdziatach.

2.3 Rozklad geometryczny

Rozwazamy zmienng losowa dyskretna x =n =0,1,2,.... Zalézmy, ze znana jest wartos¢ srednia

(n) zmiennej n
wi={n) = ann, (2.32)
n=0
gdzie

dpn=1 p.=0, n=012,.... (2.33)
n=0

Szukamy rozkladu reprezentatywnego dla makrostanu

(I)n(PJ) = {p (p17--~7pn) : anny an = 17
n=0 n=0

pn >0, n:O,l,Q,...}. (2.34)
Zgodnie z zasada maksimum informacji bedzie to rozklad p* = (p},...,p}) maksymalizujacy in-
formacje
S(p) == pnlnp, (2.35)
n=0
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przy warunkach ubocznych (2.32), (2.33). Postuzymy sie metoda mnoznikéw Lagrange’a. Jak
wiadomo, maksymalizacja funkcjonalu (2.35) przy warunkach (2.32), (2.33) réwnoznaczna jest

maksymalizacji funkcjonalu
oo oo
L(p)=S(p) =X > pn —AD>_npn (2.36)
n=0 n=0

bez warunkéw ubocznych: Ag i A sa nieoznaczonymi mnoznikami Lagrange’a. Ekstremum funk-

cjonatu (2.36) obliczamy z warunku

oL
o, Inp, —1=2X— An|, _,. =0, (2.37)
a stad
pr=2"t(\)e M, (2.38)
gdzie z warunku normalizacji
> 1
Z(\) = el = Zef)‘” =(1-e?) . (2.39)
n=0
Zauwazmy, ze
0*L
33 =-p'—1, <0, (2.40)
2
Pr lp,=py,

czyli ze dla p¥ funkcjonal L(p) istotnie osiaga maksimum. Pozostaje do obliczenia nieoznaczony

mnoznik A: bedzie on funkcja zadanej wartosci Sredniej p. Z tatwego do sprawdzenia wzoru

olnZz
_— = = 2.41
o =n=(n), (2.41)
znajdujemy, ze
Y H
et = ——. 2.42

Podstawiajac ten wynik do (2.38)-(2.39), otrzymujemy ostatecznie rozklad reprezentatywny dla

makrostanu (2.34) w postaci

1 L n+1 ,Un
w1 _ 2.43
bn <1+u) (p+ 1)n+t (2.43)

Otrzymany rozklad nosi w statystyce nazwe rozkladu geometrycznego. YLatwo sprawdzié, ze

liczby p% (2.43) spelniaja warunek (2.33):

pn 20, (2.44)
(p+ )t p+ T (pt ) p+1 1=

przy zalozeniu p > 0.



2.4 Rozklad prostokatny

Zalézmy, ze zmienna losowa = zmienia si¢ w sposéb ciagly w przedziale domknigtym [u — a, u + a].

Zmienna ta posiada rozktad prawdopodobienstwa o gestosci p(x), o ktérej zakladamy, ze

p(z) > 0 dla zé€[u—a,u+ada,

plz) = 0 dla z¢[u—a,u+ad (2.45)
oraz ze
u+a
p(x)dx = 1. (2.46)

Poszukamy teraz rozkladu, ktéry maksymalizuje entropie (informacje)

u+ta
Sw) =~ [ pla) wp(e) ds (2.47)

uUu—a

przy warunkach (2.45)-(2.46), czyli rozkladu reprezentatywnego dla makrostanu

o = {p(w): p(x) >0 dla z€u—a,u+al, plr)=0 da z¢[u—a,u+a

u+ta
p(z)der = 1}. (2.48)

u—a
Podobnie jak w poprzednim akapicie, poshuzymy sie metoda nieoznaczonych mnoznikéw Lagrange’a.

Tworzymy funkcjonat

u+ta
L(p) = S(p) — A / (@) da. (2.49)
7 warunku na ekstremum
oLy, (2.50)
(sp(x) p:p*

gdzie znak 0/0p(x) oznacza pochodng funkcjonalna, otrzymujemy

p*(x) = e~ (N = const, (2.51)

co w polaczeniu z warunkami (2.45)-(2.46) daje ostatecznie wynik

3=, dlaz € u—a,u+al,
p(x) = (2.52)

0, dlazég[u—a,u+al.
Rozktad (2.52) znany jest w matematyce pod nazwa rozkladu prostokatnego.. Zauwazmy, ze war-
to$¢ $rednia zmiennej mlosowe]j x obliczona z rozkladem (2.52) réwna jest wartosci wyznaczajacej

srodek przedzialu zmiennosci:
uta

(x) = /zp*(x)dx:u. (2.53)
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2.5 Rozklad wyktadniczy

Zalézmy, ze zmienna losowa x zmienia sie w sposéb ciagly w przedziale [0, 0o] i ze dana jest wartosé

$rednia:

(zy=p = [ xp(z)dx,
/
gdzie

(oo}

p(z) >0 dla z>0, /p(x) dr = 1.
0
Szukamy rozkladu reprezentatywnego dla makrostanu

oo

& = {p<x>: [ap@)ds=n 7p<x>dx—1,
0 0

p(x) >0 dla =z > O}.

(2.54)

(2.55)

(2.56)

Postugujaé sie, analogicznie jak w 2 poprzednich podrozdziatach, metoda nieoznaczonych mnozni-

kow Lagrange’a, otrzymujemy rozklad reprezentatywny w postaci
p(z) =27 (N e,

gdzie

oo

Z(\) = /e*de =AY A>o0.
0
Rozktad (2.57) zapisaé¢ wiec mozna w postaci

ple) =Ae ™, (2>0)

zwanej w statystyce rozktadem wykladniczym. Ze zwiazku

781nZi ()
o TV

otrzymujemy, ze

co pozwala na przepisanie (2.59) w postaci

p(z) = % exp(—2/1).

Obliczmy dowolny moment M}, rozkladu wyktadniczego (2.62):
k 1 k —z/ k
My = (2% = — | z%e /P dax = Klu"~.
0
Funkcja tworzaca rozkladu wyktadniczego, zgodnie z definicja (2.8), bedzie miata postaé

o0

1 1
G(t) = 7tm:7/ 7tw7w/p,d _ )
== [
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(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)
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2.6 Rozklad Poissona

Niech zmienna x zmienia sie w sposéb ciagly w przedziale [0, oc]. Rozwazmy teraz rozklad p(z),
unormowany z waga w(x), tzn. ze

oo

/ﬁ@ﬁd@dx:L 5@) >0, w(z) > 0. (2.65)
0

Niech bedzie réwniez zadana Srednia wazona (x),,

oo

(T) = /zﬁ(x) w(z)dx =: pu. (2.66)

0

Jezeli wprowadzimy oznaczenie
p(z) = p(x) w(z), (2.67)

woéwcezas warunki (2.65)-(2.66) przepisa¢ mozna w postaci

p(x)dx =1, z p(z) de = p, (2.68)
/ /
a entropie w postaci .
=— z) In p(@) x
S(p, w) = /M)lqmﬂd. (2.69)

0
Dla przypadku dyskretnego, gdy x =n = 0,1,2,..., rozklad ciagly p(z) przechodzi w dyskretny
p = (po,p1,.-.), a warunki (2.68) przyjma postaé

Spn=1, Y npo=p, p>0, n=012, ... (2.70)
n=0

n=0
Entropia (2.69) przechodzi w wyrazenie

S(p,w) = — an In 22 (2.71)
n=0

Wn,

Szukamy teraz rozkladu p,, ekstremalizujacego entropie (2.71) przy warunkach (2.70), gdy w,, =
1/n!. Budujemy, jak zwykle funkcjonal L:

L==> paln(nlp) =X Y pn—AD_ npu, (2.72)
n=0 n=0

n=0
gdzie A9 i A to nieoznaczone mnozniki Lagrange’a. Warunek na ekstremum

%:fln(n!pn)flf)\gf/\n:(), (2.73)

daje
—An —An
—1—)\, € _q €
pr=e T — = Z()7

, (2.74)

n!
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gdzie

X —An
¢ -2
Z(\) = 5_0 = exp (e™). (2.75)
7 warunku
olnZ
— = 2.76
o\ (2.76)
otrzymujemy réwnosé e~ = yu, a stad
M-
pn="re ", (2.77)

Rozklad (2.77) nazywamy rozkladem Poissona. Przypomnijmy teraz klika wlasnosci tego rozkladu.

Funkcja charakterystyczna rozktadu Poissona ma postaé
C(t) = nz:%em‘% e " =exp[p(e”—1)]. (2.78)

Obliczmy dwa pierwsze momenty rozkladu oraz jego wariancje:

el)

My, = (n) i = H, (2.79)
M= =S ), (250
o? = My~ (M;)?=p. (2.81)

Korzystajac ze wzoréw (2.14)-(2.15) i (2.78), obliczymy kumulanty ry, rozkladu Poissona. Poniewaz

W(t)=InC(t)=p(e"—1)=p> (2 : (2.82)
k=1

wiec

K = dla k=1,2,.... (2.83)

Funkcja tworzaca prawdopodobienstwa ma dla rozkladu Poissona postaé

Q(s) = i e-u(“nﬁ = (=9, (2.84)
n=0 '
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Rozdziat 3

Klasyczna teoria koherencji

Swiatla

3.1 Wprowadzenie

Wyklad teorii czesciowej koherencji $wiatla (ang. partially coherent light) oprzemy na ksiazce
J. Klaudera i E. C. G. Sudarshana ” Fundamentals of Quantum Optics” (N. York 1968) oraz
na przegladowym artykule Mandela i Wolfa, zamieszczonym w ” Review of Modern Physics”.!
Zakladamy rowniez, ze czytelnik zna podstawy rachunku prawdopodobienstwa oraz termodynamiki
i fizyki statystycznej. Zwykle wyklad teorii koherencji rozpoczyna si¢ od opisu eksperymentu
Younga. Jak wiadomo, polega on na tym, ze przed przegroda z dwoma otworkami S; i Sy (Rys.
3.1) umieszcz sie zrédlo $wiatla S. Okazuje sie, ze zmieniajac odlegloéé £ zrédla S od przegrody (a
wiec zmieniajac kat ), zmieniamy ostro$é¢ prazkéw. Gdy ¥ — 7/2 (przy zmniejszaniu £), prazki
znikaja, natomiast dla ¥ — 0 (a wiec £ — oco) prazki staja sie coraz bardziej ostre. Jako ilogciowa

miare ostrosci prazkéw wprowadzimy, za A. Michelsonem widzialno$é w (ang. visibility), gdzie

Lo — 1,

— ~ 4min 3.1
v Imax + Imin ’ ( )

przy czym I, L., oznaczaja odpowiednio maksymalne i minimalne natezenie $wiatta w prazkach.
Gdy w — 0, méwimy o $wietle niekoherentnym (niesp6jnym), natomiast $wiatlo, dla ktérego
w — 1, nazywamy koherentnym (spéjnym). Przypadki w = 01 w = 1 sa przypadkami granicz-
nymi, pomiedzy ktérymi mamy cale kontinuum sytuacji posrednich, kiedy méwimy o czeSciowej
koherencji $wiatta.

Niesp6jnoéé $wiatta ttumaczono tym, ze zrédla promieniowania, tj. atomy, wysylaja promie-

niowanie w postaci ciagéw falowych o réznych fazach i kierunkach. W zwiazku z tym sadzono, ze

1. Mandel and E. Wolf, Coherence properties of optical fields, Rev. Modern Physics 37, 231 (1965).
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Rysunek 3.1: Eksperyment Younga

$wiatlto moze interferowaé tylko z samym soba (poglad ten ulegt zmianie od czasu wynalezienia
laseréw).

W matematycznym opisie czedciowej koherencji swiatta pamietaé trzeba, ze obserwujemy jedy-
nie pewne wielkosci srednie, a wiec, ze opis ten musi by¢ statystyczny. Uwzgledniajac fakt, ze czas
trwania aktu emisji jest rzedu 1071° s, czas rejestracji drgania optycznego, np. poprzez fotografo-
wanie, jest rzedu 1077 s, a czas bezwladnoéci oka - 1072 s, widaé, ze w czasie rejestracji drgania
optycznego poszczegdlne atomy dokonujg 108 emisji - obserwujemy wiec tylko pewien éredni proces
(Sredniowanie po czasie).

Podobne podejscie statystyczne zastosowaé mozna rowniez do zjawisk polaryzacji Swiatta. Efek-
tem analogicznym do cze$ciowej koherencji $wiatta jest czeSciowa polaryzacja Swiatla.

W dalszej dyskusji, dla prostoty, ograniczymy sie do skalarnej teorii $wiatta.

3.2 Skalarna teoria koherencji. Opis przy uzyciu sygnatu

analitycznego

Sktadowe pola elektromagnetycznego sa funkcjami rzeczywistymi wspolrzednych przestrzennych i
czasu. Oznaczaé je bedziemy V(") (r,t). Obserwablami sa wielkosci érednie typu ($rednie natezenia)
T
1 .
I(r) = lim = / V@) dt, (3.2)

T—o0 2T
0
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przy czym V(") (t) oznacza, ze rozwazamy ewolucje czasows sktadowej V(") (r,t) w ustalonym punk-
cie r. W dalszych rozwazaniach postugiwaé sie bedziemy wprowadzonym przez D. Gabora? i po-

danym przez nas uprzednio® pojeciem sygnatu analitycznego. Rozwazmy fale o sktadowych
V() = 24 cos (2m vt) = 2A cos wt. (3.3)

Dla takiej fali, jak tatwo sprawdzi¢, érednia typu (3.2) jest réwna A2, Idea Gabora polegala na
tym, by wzia¢ sygnal analityczny
V(t)=Ae ™, (3.4)

a wéwezas, z definicji, A2 = V(t)V(t) = |V (t)|?. Zauwazmy, ze poniewaz pole V(") (t) jest rzeczy-

wiste, to jego transformata Fouriera

7o) = / VO ()it gt (3.5)
spelnia¢ musi relacje
V(=) = VO (v). (3.6)

W zwiazku z tym widaé, ze wystarczy zadaé¢ funkcje V() (v) tylko dla v > 0. Wprowadzamy wiec
sygnal analityczny V' (t) jako

V(t) = / V) (v)e=2mivt gy — / 7 (0)e=2mvt dy, (3.7)
0 —00

gdzie
- V() dl 0
) = { (v) dla v>0,
0 dla v <O0.

Mozna pokazaé, ze

V(1) = 2Re V (1), (3.8)

(Re oznacza czesé rzeczywista) oraz ze

1 .
Vi) =5 VOO +ivO), (3.9)
gdzie, jak uprzednio pokazaliémy*

V() ! [ vow) dt’ (3.10)

= —p.V. .

e vt
—0o0

V(T)(t) _ 1 v /00 M dt' (3.11)

= —p-v. T , .

2D. Gabor, J.I.E.E. (London) 93(1946), 429.
3R. S. Ingarden, Elektrodynamika klasyczna i kwantowa, Torun 1970, UMK, str. 35, wzoér (6.39)
4R. S. Ingarden, Elektrodynamika klasyczna i kwantowa, Toruii 1970, UMK, § 6.
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gdzie p.v. oznacza wartos¢ gtéwna calki. Z relacji tych wynika zwiazek
1 dla v>0
V() =ew)V(v), e(v)=signv=< 0 dla v=0 (3.12)
-1 dla v <0.
Uzywajac pojecia sygnalu analitycznego, opiszemy teraz eksperymen Youngaindexexperyment
Younga Oznaczmy przez r wektor wodzacy punktu @, a przez ri i ro wektory wodzace odpo-
wiednio punktow S; i Sy. Fala w punkcie () bedzie superpozycja fal pochodzacych z otworéw S i
Sa
V(r,t) = K1 V(ry,t —t1) + Ka(ra, t —t2), (3.13)

gdzie t; i ts - to czasy propagacji fal od r1 dor od ro do r, a K i K5 oznaczaja czynniki propagacji,
tzn. funkcje zespolone, zalezne od r i od geometrii otworéow Sy i So, natomiast niezalezne od czasu.

Natezenie I(r,t) zdefiniowane jako

I(r,t) = V(r,0) V(r,1), (3.14)

przy uwzglednieniu (3.13), réwne bedzie

I(r,t) = KiKV(ry,t—t)V(ry,t—1t)
+ Ko KoV (ra,t —ta)V(ra,t — t2)
+ Ky KoV(ry,t —t1)V(ra,t —to) + Ko K1V (ro,t —t2)V(ry,t —t1)
= KiKiV(r;,t—t)V(r,t —t1) (3.15)
+ Ky KoV (rg,t —to)V(ra,t —ta)
+ Re {K; KoV (ri,t —t1)V(ra, t —t2)}.

Robimy teraz pierwszy krok w kierunku opisu statystycznego - wprowadzamy $redniowania.
Zmiennymi losowymi sa funkcje V', a przestrzenia probabilistyczng - przestrzen {V;(r)} wszystkich

funkcji V(r,t) = Vi(r) z rozkladem prawdopodobiefistwa P[V}(r)], przy czym oczywiscie

P(Vi(r)) d(Ve(r)) = 1. (3.16)

{Ve(r)}
Zaleznosé od czasu traktowana jest parametrycznie. Rozklad P w ogdlnosci moze by¢ zalezny od
czasu. Ograniczymy sie do rozwazania przypadku stacjonarnego, tzn. érednie z rozkladem P

spelnia¢ musza warunek (jest to konsekwencja stacjonarnosci)
<V(I'1, T + t)V(I'Q, To + t> = <V(I‘1, Tl)V(I‘Q, T2 + t>, (317)

gdzie

(Vi(r)) = / Vi(r)P(Vi(r)) d (Vi(x)). (3.17a)
{Vi(1)}
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Zgodnie z ta notacja $rednie natezenie pola w punkcie @ jest réwne (p. (3.15))
(I(r,t)) = KiKi(I(r1))+ K2 Ka(I(r2))
+ 2Re {K2K(V(r,t —t2) V(ry,t —t1))} . (3.18)
Zaklada sie (co, jak pokazemy pézniej, réwnoznaczne jest z przyblizeniem Huyghensa), ze czynniki

K, K5 spelniaja warunek
K1 Ko~ |K ]* ~ |Ky)* = K2 (3.19)

Zdefiniujmy teraz funkcje
Lij(r,= (V(rj,0) V(r;, 7)), (3.20)
zwana funkcjg koherencji wzajemnej (ang. mutual coherence function). Gdy r; = r;j, méwimy
o autokorelacji sygnalu V(r;,t); gdy r; # r;, funkcja I' opisuje korelacje krzyzowsa (ang.

cross-correlation). Oznaczajac

L I'11(0) = (|V(ry,0)%),

I22(0) = ([V(r2,0)%), (3.21)

I

przy zalozeniu (3.19) i kladac t = —t9, przepiszemy (3.18) w postaci

0<I=((r)=K*{I; + I, +2Re T1a(t2 — t1)}. (3.22)
Wprowadzimy teraz wielkos¢
Yij (T) = m7 (3.23)
zatem Re;;(7) < |v;;(7)| < 1. Teraz (3.22) przybierze postaé
(I) = K? {11 + I + 2 (LI)Y2 Reyia(ta — tl)} . (3.24)

Dla zilustrowania sensu wielkosci 12 zbadajmy 2 przypadki.

1. Przypadek dynamiczny
Rozwazmy fale $cisle monochromatyczna (nie ma wiec problemu statystycznego). Dla takiej
fali
V(rj,t—t;) = |Aj|exp [-2miv(t —t;)], (3.25)

tak wiec korzystajac z (3.20) i (3.23), mamy
m2(ta —t1) = exp [—2wiv(ta — t1)], (3.26)
a stad
[=K? {11 4 I + 2 (L)Y cos [2mu(ts — tl)}} . (3.27)
Otrzymalismy znany wzor na interferencje swiatla pochodzacego z 2 Zrédet. Poniewaz —1 <

cosz <1, wiec ze wzoru (3.1) otrzymujemy wyrazenie na widzialnosé¢ w dla tego przypadku

2 (I;1;)'/?
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. Przypadek quasidynamiczny

Rozwazmy fale quasimonochromatyczna, tzn. fale, ktérej czestosé zmienia sie w przedziale
[7 — (Av/2),7 + (Av/2)] z pewnym rozkladem prawdopodobienstwa. Zakladamy przy tym,
ze przedzial jest bardzo maly, tzn. Av/T <« 1. Jedli o rozkladzie p(v) zalozymy jedynie, ze

T (Av/2)
p(v)dv =1,

T—(Av)2)

p(v) >0 dla ve |:l/— %,ﬁ—i— A;] (3.29)

pr)=0 dla v¢ |:V %,PJr A;] ,

wowcezas zasada maksimum informacji prowadzi do rozkladu prostokatnego dla v - patrz

podrozdz. 2.4:

. N (3.30)

0, dlavg|[v— 5827+ 4]
p(v) =
A dlal/e[l/——u—l— ],

przy czym U = {v). Z definicji (3.20), uzywajac do $redniowania rozktad (3.30, otrzymujemy

Lij(r) = /p )| Ail|Aj| e 2 T dy (3.31)
0
T+ (Av/2) A
1 ; sinw 7T Av .
— AA | — —2miv T — |A: A —271'21/7-.
sl [ e = A T
7—(Av/2)

Poniewaz I; = I';;(0) = |4;]?, wigc z okredlenia (3.23) otrzymujemy

SiIlﬂ"/"Al/ —2miv T —2miv T
%‘j(T) = oAU 2 = |%‘j(7’)| e’ s (3-32)
gdzie
sin mtT Av
Vi (T)| = e —— (3.33)

Podstawiajac i = 1, j = 2 7 =ty — t1, przepiszemy (3.32) w postaci
Y12(ta — t1) = |y12(t2 — t1)] exp [-27iv (t2 — t1)]. (3.34)
W tym przypadku z (3.24) otrzymamy
I = K> {11 I+ 2(11 1) Y2 s (ta — t1)| cos 27D (ts — tl)} , (3.35)

natomiast widzialno$¢ w bedzie funkcja postaci

_ 2(I1 1)V 2|z (te — )|

3.36
L +1 ( )
W przypadku, gdy I = I, widzialno$¢ w wyrazona jest wzorem

0 S w = |’)/12(t2 — tl)l S 1. (337)
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W tym przypadku |vy12| jest identyczne z widzialnoscia prazkéw w sensie Michelsona.

Wielko$¢ |7;5| moze byé uwazana za miare koherencji fal elektromagnetycznych. W zwiazku
z tym ;;(7) nazywa si¢ zespolonym stopniem koherencji (ang. complex degree of cohe-

rence), natomiast modut |7;;(7)| nazywa si¢ po prostu stopniem koherencji.

Udowodnimy teraz wazna wlasno$é funkcji koherencji wzajemnej. Okazuje sie, ze T'12(7) jest

sygnalem analitycznym w sensie (3.7). Z definicji (3.20) mamy bowiem

Tia(r) = (Va(t) Va(t+1)) (3.38)

= //exp{72m'[u1(t+7') — wot]} <V2(1/2)f/1> duvy dvs
0 0

= //exp{—27ri[u1 T4t — )]} (Vo(va)Vi) duy dus.

Z warunku stacjonarno$ci wynika, ze wynik (3.38) nie moze zalezeé¢ od t, co naklada na

Srednie nastepujacy warunek:

Va(e)V1) = 6(v1 —v2) T'i2(11). (3.39)
Ostatecznie wigc
(1) = /e‘z”i’” I2(v)dy, (3.40)
0

czyli I'12 jest sygnatem analitycznym. Jak wynika z powyzszego rozumowania, I'12 jest sygna-
tem analitycznym, o ile spelniony jest warunek (3.33), wyrazajacy zalozenie stacjonarnosci.
Z pomiaréw doswiadczalnych wyznaczy¢ mozna |y12|. Powstaje wiec problem, w jaki sposéb

uzy¢ |y12| do wyznaczenia 7,2, gdzie
Y12(7) = |y12(7)|e22(D), (3.41)

Problem ten, zwany ”problemem fazy”, badany byt przez E. Wolfa® Gdybyémy zalozyli, ze
~12(7) nie ma zer w dolnej pélplaszczyZnie zespolonej plaszczyzny 7, wéwcezas mozna by
napisac

Iny12(7) = In |y12(7)| + tp12(7), (3.42)
biorac galaz gléowna logarytmu. Jezeli v12 posiada zera w dolnej pdlplaszczyznie, to, jak
mozna wykazaé, wyrazenie na o zawiera czynnik

12
—
T—Tj

J

zwany ”czynnikiem Blaschke’go”, przy czym iloczyn przebiega po wszystkich zerach 7; za-

wartych w dolnej pélplaszczyznie. Wynika stad, ze sama wielko$é |vy12| nie wystarcza do

5p. np. E. Wolf, Proc. Phys. Soc. 80 (1967), 1269.
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okredlenia zespolonego stopnia koherencji. Musimy posiada¢ dodatkows informacje o poto-

zeniu zer 7yis.

3.3 Wilasnosci propagacyjne funkcji wzajemnej

koherencji

Wykazemy teraz, ze funkcja wzajemnej koherencji spetnia réwnanie d’Alemberta. Jak wiadomo,

funkcje pola elektromagnetycznego spelniaja réwnanie (w prézni)

82
<V2 - 8t2> V(r,t) =0, (3.43)
(polozylidmy ¢ = 1). Réwnanie to mnozymy obustronnie przez V(r/,t') i otrzymujemy zwiazek
0? —
<V2 - 8t2) V(r,)V(r',t) = 0. (3.44)

Poniewaz zwiazek (3.44) stuszny jest dla kazdej fali z calej przestrzeni dopuszczalnych V', stuszny

wiec bedzie réwniez po wysredniowaniu

2
<V2 - gt2> D(r,t;r',t') =0, (3.45)

2
<V’2 - 82,2> D(r,t;r',t") = 0. (3.46)

Funkcje korelacji wzajemnej spelniajg wiec réwnanie d’Alemberta. Stwierdzil to po raz pierwszy
E. Wolf w 1955 r.6
Jak stwierdziliSmy uprzednio, przy nalozeniu warunku stacjonarnoéci funkcja koherencji wza-

jemnej ma wlasnoéci sygnalu analitycznego, czyli

[(r,t;r', t') = /f‘(r,r’,y) e~ 2mw =t gy, (3.47)
0

dla I stacjonarnych. Uwzgledniajac (3.45,3.46), otrzymujemy

(V2 +k?) L(r,r;v) = 0,

(V2 + k) D(r,v;v) = 0, (3.48)
gdzie k = k(v) = 2nv. Poniewaz funkcja koherencji wzajemnej spelnia réwnanie falowe, do jej

badania uzyjemy funkcji Greena dla réwnania falowego”. Oznaczajac przez G(r,s) wartosci funkcji

Greena na pewnej powierzchni S, otrzymujemy z twierdzenia Greena (p. réwniez 8)

L(r,v';v) = /{G(r,s)gi(s,r/;y) - g—i(r,s)f‘(s,r'; V)} ds. (3.49)
S

SE. Wolf, Proc. Roy. Soc. A 230 (1955), 246.
"R. S. Ingarden, Elektrodynamika klasyczna i kwantowa, Torun 1970, UMK, § 28.
8R. S. Ingarden, Elektrodynamika klasyczna i kwantowa, Toruii 1970, UMK, § 24.
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Przyjmujac G(r,s) = 0, mamy
T /. _ % @ ! N\T /. !
I(r,r';v) = // o (r,s) 57 (r',s"I'(s,x";v)dSdS’. (3.50)
5 s

Rozwazmy dla ilustracji przypadek, kiedy S jest plaszczyzna z = 0. Singularna funkcja Greena

dla réwnania d’Alemberta w przypadku poélplaszczyzny ma postaé

, 6ik|r7r’\
S — b1
Go(r,r) 47T|I‘—I'/| (3 5 )
W szczegblnosci mozna przyjacé
G(r,v') = G(r,2',y,2") — Go(r,2' v, —2"), (3.52)
wowczas G = 0, gdy r’ lub r nalezy do S.
Czynnik K wystepujacy w (3.13) zwigzany jest z pochodna 0G/dn. Przyjmujac
2 2 211/2
R=[(z—2')+(y—y)*+7°] (3.53)
i zakladajac, ze kR > 1, mamy
oG 0 [e*R k)2 R ;
o= _ 9 ~ kR _ pe pthr 3.54
on 0z <27TR) onR2" < (3:54)
a stad
K= . .54
o9r 2 (3.54a)

Przy uzyciu funkcji Greena zbadamy zjawisko czesciowej koherencji, ktéra powstaje w wyniku
propagacji fal elektromagnetycznych. Przypusémy, ze S jest powierzchnia zrédia promieniowania
elektromagnetycznego (np. gwiazdy) o pochodzeniu termicznym. Postugiwaé sie tu bedziemy
zwiazkiem (3.50). Mozna przyjaé, ze

[(s,s;v) = /I/) = 6g(s — 8" )T(s,v), (3.55)
S

gdzie dg(s — s’) oznacza powierzchniows delte Diraca. Wstawiajac (3.55) do (3.50), mamy

D(r,x';v) = / 8G(§;, s) aGg;’S)F(& v) dS, (3.56)

s
ktére to wyrazenie niekoniecznie znika dla r # r’, wiec Swiatlo, pochodzace ze zrédta S, poczatkowo
niespéjne, moze w wyniku propagacji sta¢ sie spéjne. Wzoér (3.56) pozwala na pewna interpretacje
typu dyfrakcyjnego. Interpretacja taka pochodzi od F. Zernike’'go (1938)Y i van Cittertal® i na-
zywana jest "twierdzeniem van Citterta-Zernicke’'go”. Funkcje I', wedlug nich, traktowaé¢ mozna
jako amplitude pola w punkcie r. Amplituda ta skonstruowana jest na podstawie zasady Huygensa

nastepujaco :

9F. Zernicke, Physica 5 (1938), 785.
0P, H. van Cittert, Physica 1 (1934), 201.
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1=

oG(r',s)
on

Lo

Rysunek 3.2: Konstrukcja amplitudy

S s R, 1(X1,y1)

R

;
R oTo>

Ziemia

Rysunek 3.3: Koherencja na podstawie wzoru (3.56)
1. punktowe zrédlo swiatla umieszczone w r’ wysyla promieniowanie w kierunku S, propaga-
torem jest G(r',s)/0n (p. (Rys. 3.2);
2. promieniowanie odbija sie od kazdego punktu s € S ze wspolczynnikiem odbicia f‘(s; v);
3. promieniowanie propagowane jest z propagatorem dG/On(r,s) w kierunku obserwacji r.

Przedyskutujemy teraz wynik (3.56) uzywajac tzw. przyblizenie dalekiego pola (ang. far-field
approzimation). Zakladajac, ze zrodlo S jest powierzchnia odleglej gwiazdy i ma ksztalt dysku,

wedlug oznaczefi na rysunku 3.3 mamy |r —r'|? < R? oraz

R} = (11 -8+ —n)’+R,
Ry = (22-8%+ (2 —n)*+ R?, (3.57)
a stad
R (21 =8> + (11 —n)?
b 2R ’
o (@2 =8+ (2 —n)?
Ry =~ o7 , (3.58)
czyli
-
Ri— Ry = _LR”, (3.59)
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Uwzgledniajac jeszcze (3.54), otrzymamy
T ! 2 K ! T
[(r,r';v) = |K| /exp {—z (R) s(r—r )} I'(s,v)dS. (3.60)
S

Zakladajac, ze dysk gwiazdy jest kolem o promieniu b oraz ze gwiazda wysyla promieniowanie w
spos6b jednorodny, tzn. T' nie zalezy od s, otrzymujemy

b 2w
L(r,v) = |K|’T(v) //ei<k/R>“°°Wsdsd<p. (3.61)
0 0

Uwzgledniajac pewne wlasnosci catek Bessela (p. (3.70)-(3.73)), otrzymujemy

b
T(r,v) = 2r|K|*T(v /J <’“’9’"> ds
0

= or (Rb) KT (), <1ch7«> (3.62)

gdzie Jy 1 J1 sa funkcjami Bessela. Dla fali monochromatycznej z (3.62) otrzymujemy

[(r,t) =27 (<]:>b ) |K|°T(t) J; (%) (3.63)

() = IF(((’;)) (3.64)

Funkcja Jy(z)/x jest funkcja periodyczna, a z obserwacji jej zer (tzn. miejsc znikania koherencji,

oraz

V(r,t) = (1) , a=

co obserwuje si¢ w interferometrach) wnioskowa¢ mozna na temat $rednic gwiazd. Pierwsze zero
osiaga funkcja Jy(z)/z dla = ~ 3,83. Wowczas Srednica gwiazdy

3,83 R

"=

(3.65)

Biorac np. 7 ~ 4 x 102 cm, R ~ 10*® cm (rok $wietlny), oraz (k) okoto 10° cm™?!, otrzymamy

b~ 10'! cm, co odpowiadatoby gwiezdzie o rozmiarach zblizonych do naszego Stonca.

Uzupelnienia. Pewne wlasnosci funkcji Bessela

Dla funkcji walcowej Z,(z), bedacej rozwigzaniem réwnania rézniczkowego

d*Z 1dZ, p?
T +Zd+(1—)Z =0, (3.66)
mamy
Zp(2) = c1 Jp(2) + calNp(2), (3.67)

gdzie J,(2) jest funkcja Bessela (funkcja walcowa I rodzaju), a N,(z) jest funkcja Neumanna (funk-

cja walcowa drugiego rodzaju). Szczegdlna postacia funkcji walcowej sa réwniez funkcje Hankela
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(funkcje walcowe trzeciego rodzaju) Hél)(z) i H,@(z). Sommerfeld'! wyprowadzil nastepujacy

wzor dla funkcji walcowych:

1 . )
ZP(Z) _ ; /ezz cos w 615(w7ﬂ/4)dw

B—m/2
_ e~ t7sinw ez,@wdw,

™
a—m/2

(3.68)

gdzie w = p+i1y. Biorac na plaszczyznie zespolonej w = p+i1 rézne drogi catkowania, otrzymamy,

na podstawie (3.68), wyniki ujete w Tablicy 3.1

Tablica 3.1: Funkcje walcowe Z,(z) w postaci catkowej

Droga catkowania 1 2 3
od « —n + 00 7 — 100 —n + 00
przez 0 m ™=
do 8 n—ioco | 2mr—n+ico | 2m —n + ico
wynik H]gl)(z) H]g2) (2) 2J,(2)

Funkcje H,(,l)(z) i H,(,2)(z) wyrazi¢ mozna poprzez funkcje J,(z) i Np(z) jako

HV(z) = Jy(z) +iNy(2),

HP(2) Jp(2) — i Np(2).

Funkcje Bessela maja przedstawienie catkowe (dla catkowitych p = n)

27 ™
—n F—1
i , , i ,
In(2) = o /e”cos“’ e'™Pdp = — /e“cos“" cos ny dp.
T ™
0 0

W szczegblnosei dla Jo(z) otrzymujemy

2m 27
1 3 1 —1i 2z cos
Jo(z):%/e”w‘wdgo:%/e ¢ dp.
0 0

Calki z funkcji walcowych maja wlasnosc
/xp+1 Zy(x) dx = 2Pt Z,, 1 ().
W szczegblnosci dla p = 0

b
/xJo(;c) de = x Jy(z)]2 = bJy(b).
0

1A, Sommerfeld, Math. Ann. 47 (1896), 33.
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Rozdziat 4

Statystyka fotonéw

W tym i nastepnym rozdziale bedziemy zajmowali si¢ badaniem metod statystycznych, dzigki

ktérym mozna analizowaé czesciowa koherencje pola promieniowania.

4.1 Pole o ustalonym natezeniu

Istnieja rdzne sposoby detekcji promieniowania elektromagnetycznego (Swiatla) poprzez jego od-
dzialywania z materig. Jednym z nich jest wykorzystanie zjawiska fotoelektrycznego, wyjasnionego
przez Einsteina w 1905 roku. Einstein pokazal, Ze proces oddzialywania pola elektromagnetycz-
nego z materia ma charakter korpuskularny - prawa zgodne z doswiadczeniem otrzymuje sie przy
zalozeniu, ze istnieja czastki (fotony), ktére padajac na metal powoduja emisje elektronéw.

W dalszym ciagu rozwazaé¢ bedziemy proces rejestracji promieniowania przy uzyciu pewnego
detektora fotoelektrycznego. Proces ten jest procesem statystycznym i istnieje okreslone prawdo-
podobienstwo dp(t), ze detektor dokona rejestracji w interwale czasowym (¢,t + dt). Zgodnie z

intuicja, prawdopodobienstwo to wyrazac¢ si¢ bedzie jako
dp(t) = al(t)dt = aV(t),V(t)dt (4.1)

gdzie I(t) jest natezeniem promieniowania padajacego na licznik, a parametr « charakteryzuje
czuto$é przyrzadu i jest zalezny od jego konstrukeji, np. od wielkoéci powierzchni detektora. Wzér
(4.1) przepisaé¢ oczywidcie mozna w réwnowaznej postaci

dp

— =al(t). 4.2
L a1 (42)
Zalézmy poczatkowo, ze natezenie I(t) nie podlega statystycznym fluktuacjom. Zakladamy nato-
miast i jest to zalozenie natury fizycznej, ze prawdopodobienstwa zliczen w réznych przedziatach

czasowych sa statystycznie niezalezne. W zasadzie nie interesuje nas calkowanie réwnania (4.2),

natomiast interesuje nas problem ilosci zliczen w przedziale czasu rownym T - od chwili ¢ do ¢t +T'.
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Oczywiscie padajace promieniowanie ma charakter ciagly, natomiast wynik jest wielkoécig nieciagta
- n-krotnym zadzialaniem licznika detektora w przedziale czasu T (n = 0,1,2,...). Prawdopodo-
biefistwo n-krotnego zadziatania licznika w przedziale czasu t,t + T bedziemy oznaczali symbolem
Po(n,T+t,t), przy czym mala litera ”0” oznacza tu, ze I(t) nie podlega wahaniom statystycznym.

Poniewaz 1 — dp(t') jest prawdopodobienstwem tego, ze w przedziale dt’ licznik niendokonal
zadnej rejestracji, wiec catkowite prawdopodobienstwo tego, ze licznik nie dokona rejestracji w
przedzialeq (t,t + T) jest zgodne z wyzej okre$long niezaleznoscig zliczen w réznych przedziatach
czasowych dane przez symboliczny iloczyn

t+T t+T

! H(ldp(t')) "= exp f/dp(t’) : (4.3)

t

gdyz dla malych & mamy exp(—z) = 1 — z. Wobec powyzszego prawdopodobiefistwo braku
rejestracji w wybranym przedziale czasu opisane jest wzorem

t+T

Po(0, T +t,t) = exp |—« / I(t")dt’ (4.4)

t
przy czym istotne jest zalozenie, ze natezenie promieniowania nie podlega fluktuacjom. Analo-
gicznie obliczamy prawdopodobienstwo Po(n,T + t,t) dokonania przez licznik jednej rejestracji w
przedziale czasu (¢, T + t); poniewaz

4T t+T t+T

S dp(e) [ 11 - dp(e)) = / dp(#") exp | — / dp(t') (4.5)

tl/ t t
zatem mozemy napisac

t+T t+T
Pdl,T—&—t,t)za/I(t”)dt” exp —a/](t’)dt' . (4.6)

t t
Podobne postepowanie prowadzi do ogélnego wzoru na prawdopodobienstwo Po(n, T+t,t) n zliczen
w przedziale czasu (¢,t+T), gdy funkcja natezenia I = I(¢) nie podlega wahaniom statystycznym,

t+T n

1
Po(n,T—i-t,t):E a/I(t”)dt” exp |-« / I(tdt'| . (4.7)

t+T

Wprowadzajac oznaczenie

pi= « / I(t"dt (4.8)

~

przepiszemy wzér (4.7) w postaci

Po(n, T +t,t) = Po(n, p) = %e—#. (4.9)

Widaé, ze prawdopodobienstwo n zliczen w przedziale czasu t,t + T opisane jest rozkladem

Poissona, ktérego wlasnosci podane byly wezesniej (p. 2.6).
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4.2 Promieniowanie o stochastycznym natezeniu

W Rozdziale 3 poswieconym czesciowej koherencji swiatla stwierdziliémy, ze pole V (t), a zatem
i natezenie I(t), maja charakter stochastyczny. Fakt ten nalezy uwzgledni¢ w rozkladzie zliczen
Po(n, T + t,t).Latwo zauwazy¢, ze natezenie I(t) wchodzi do rozkladu Po(n,T + t,t) jedynie w

postaci calki tt+T I(t")dt'. Wobec tego ktadac
t+T

U= /I(t’)dt’ (4.10)

t
mozna uwzglednié stochastyczna nature I(t) poprzez wprowadzenie odpowiedniego rozkladu p(U).
Takie postepowanie zastosowane po raz pierwszy przez L. Mandela! prowadzi do nastepujacego

rozkladu zliczen
o0

P(n,T+t,t):/

0

e *Yp(U)dU. (4.11)

Wprowadzamy pojecie funkcji tworzacej dla rozktadu (4.11)

o0

QAT +tt) = Y (1=N"P(n,T+t,1)
n=0
_ / i Kl_zﬂe—al’pw)w (4.12)
0 n=0 '

exp(—AaU)p(U)dU,

I
o —y

gdzie A € R'. Widaé, ze funkcja Q(A\, T +t,t) jest transformata Laplace’a rozktadu p(U).
7 poréwnania dwéch ostatnich wzordéw otrzymujemy nastepujacy zwiazej

1 o
Pn,T+tt)=—(-1)"=—Q\T+1t,t)|x=1- 4.13
(TL, +1, ) n'( ) a)\nQ( 4+, )|)\—1 ( )
Funkcja tworzaca Q(A\, T + t,t) pozwala w prosty sposéb znajdowé momenty iloczynowe, tzn.
wielkodci postaci (n(n —1)...(n — k)). Mamy bowiem

oo

(nn—=1)...(n—k)) = > n(n—1)...(n—k)P(n,T +t,1)
n=0
el 8k+1
= (=1)F* PGS QN T+ t,t)|x=0- (4.14)
Funkcja charakterystyczna dla rozkladu (4.11) ma postaé
0 .
C(s, T+ t,t):= Ze”"P(n,T—i—t,t). (4.15)
n=0

Zmajac funkcje charakterystyczna danego rozkladu znalezé mozna sam rozklad

1 T
P(n,T+tt)= Q—/e_zs"C(S,T—i—t,t) ds (4.16)
T
0

1. Mandel, Progr. in Optics, 2 (1963), Amsterdam.
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oraz momenty

oS) k
(n*) = " n*"P(n,T +1,1) = (—ii) C(s, T +t,t)]s=0. (4.17)

n=0

Zalézmy teraz, ze dlugo$é przedzialu czasowego T jest tak mala, Ze natezenie I(t) mozemy w

przedziale (t,t + T') uznaé za stale, tzn.
I(t) = I = const. (4.18)

Zakladajac przyblizona stato$é I(t) otrzymujemy

t+T

U= / I(t"ydt' =1IT. (4.19)

t
Pokazano, ze zalozenie (4.18) dla zrédet termicznych ma sens dla T < 10~*s. W tym przypadku
rozklad dla U pokrywa sie z rozkladem dla natezenia I, gdzie w wiekszym stopniu mozemy sie
poshugiwaé intuicja. Jezeli zalozymy, ze warto$¢ natezenia I jest zmienna losowa z rozkladem
prawdopodobienistwa p(I), wowczas rozklad prawdopodobiefistwa ilodci zliczen w przedziale (¢, ¢ +
T) przyjmie postaé

Ji (aIT)" o7

P(n,T) :/Te p(I)dl, (4.20)
0

gdzie brak juz zaleznosci od t. Obliczmy pierwszy moment dla rozkladu (4.20). Mamy

(n) = ZnP(n,T):/Zn(Oii'T)nefo‘lTp(I)dl
n=0 0 n=0 :

= /ialT% e I Ty dlI = /aITp(I) dl = oT(I) (4.21)
o n=0 ' 0

przy czym bedziemy uzywali oznaczenia

o0

(I*y = /Ikp(l) dI. (4.22)

0
Warto tu zaznaczy¢, ze zgodnie z (4.14) dla rozkladu (4.9) mieliSmy (n) = p = oU ikladac U = IT

otrzymaliby$my réwnosé¢ (n) = ol T. Podobnie mozemy obliczyé¢ drugi moment

(n?)

ZnQP(n,T) = / [@®T?I? + aIT]p(I)dl
0 0
= o2T?*(I?) + aT(I), (4.23)
oraz wariancje (dla rozktadu (4.20))
o? = (n®) — (n)® = aT(I) + &>T7 [(I*) — (I)?] . (4.24)
Wprowadzajac naturalne oznaczenie (I2) — (I)? = o2, przepiszemy wzér (4.24) w postaci

o? = aT{I) + *T?*0? = (n) + o*T?0?. (4.25)
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Zatem dla rozkladu (4.20) zachodzi nieréwnos$é o2 > (n), chyba ze rozklad prawdopodobiefstwa
p(I) jest funkcja Diraca §(I — Ip).

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy p(I) jest rozkladem termicznym, tzn. ma postaé
p(I) = Iy " exp (=1/Io). (4.26)

Widaé, ze rozklad termiczny to nic innego jak dyskutowany wczesniej rozklad wykladniczy z
podrozdz. 2.5. Jak pamigtamy, k-ty moment dla tego rozkladu dany jest wzorem
(r*y =15t /1’“ exp (—I/Iy) dI = k! T}. (4.27)
0
Poniewaz w tym przypadku (n) = oT(I) = aT Iy, wiec na wariancje o2 (p. (4.25)) otrzymamy

wyrazenie

0 = aTly+aT? (212 — I2) = (n) + (n)2

= (m) (1 + (), (4.28)

ktore jest wigksze od wariancji rozkladu Poissona réwnej (n).
Dla rozkladu termicznego funkcja tworzaca zgodnie z (4.15) i (2.64) ma postaé

o0

Q\T) =1 /exp (=AaIT —I/1) dI = (1+ \n))~*. (4.29)

Ostatecznie sam rozklad prawdopodobienstwa n zliczen w przedziale czasu o dlugoséci T dane jest

wzorem (dla termicznego rozktadu p(I))

P(n,T) = 7(0‘2 :!F)n exp(—alT)p(I)dI
= (C;O%;)!n ZI" exp [—I <aT—|— ;())} dl
(aT)"

1 —(n+1) ®
aT + > /x"E*””dx (4.30)

0

1 —(n+1) 1 —-n
Io) =(1+aTl)™* <1+ )

OZTIO
(M=),

dzigki réwnosci (n) = aT Iy. Wprowadzajac dla uproszczenia oznaczenie (n) = u, przepisujemy

rozklad (4.30) w postaci

1 w1\ ur
PnT)=——(2"2) = 4.31
(. T) 1+u( I ) (p+ 1)+t (431)
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Rysunek 4.1: Dane do$wiadczalne F.T. Arecchi’ego dotyczace ilosci zliczen

Jest to wiec rozklad geometryczny omawiany w podrozdz. 2.3. Ze wzoru (4.31) wynika

1

PO, T) = — <1, 4.32
O.1) = < (432
2 0
P(1,T) = = P0,T) < P(0,T), 4.33
itd. Poniewaz
P(0,T) 1 (p+1)? 1
= =1+, 4.34
P(L,T) p+l1 p I (4.34)
zatem
P(0,T) !
o (13)

Dane do$wiadczalne otrzymane przez F.T. Arecchi? dotyczace ilosci zliczenn w stosunku do iloéci
fotoelektronéw dla zrédla termicznego oraz dla promieniowania laserowego sa zgodne z powyzszymi

wynikami, p. Rys. 4.1.

2F.T. Arecchi, Phys. Rev. Letters 15, 912 (1965).
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4.3 Okres$lanie rozkladu natezenia na podstawie rozkladu

P(n,T +t,1)

Naturalnym problemem, jaki pojawia sie w zagadnieniach przez nas analizowanych, jest ustalenie
rozktadu p(U) wprowadzonych w podrozdz. 4.2, gdy znany jest rozklad P(n,T + t,t) (rozklad
P(n,T + t,t) ustali¢ mozemy poprzez pomiary). Pokazemy obecnie, ze calkowita znajomosé roz-

kladu P(n,T +t,t) (tzn. dla wszystkich n) pozwala jednoznacznie okresli¢ p(U).

Funkcje charakterystyczng C(s) dla rozktadu p(U) okreélamy, jak zwykle, jako transformate
Fouriera rozktadu p(U)

oo

C(s) = / iU () U, (4.36)
0

Funkcje C(s) przedstawi¢ mozna jako graniczna wartos$é funkeji zmiennej zespolonej C(s + iv)

oo

C(s+iv) := /eiSU_”Up(u) du, (4.37)
0

bedaca funkejg analityczng w calej gérnej poliplaszezyznie, tzn. dla v > 0, linﬁo C(s+iv) = C(s).
v—r

Funkcja ta dla A € R'i0<A<1ma postaé

Clida) = e UpU)dU = [ eI VU=aUprydu
/ /
- Ya- )\)”/ (ag)n eV p(U)dU (4.38)
n=0 0 :
- i(l N P, T+ t,1) = QAT + 1, 1).
n=0

Dzieki wlasnosciom funkcji analitycznych informacja o funkeji C(s + iv) zawarta w (4.38) pozwala
jednoczesnie okresli¢ te funkcje na calej gérnej potptaszczyznie. Wobec powyzszego funkcja charak-
terystyczna, a poprzez nia rozklad p(U), jest jednoznacznie okreslony przez rozklad P(n,T +t,t).

Funkcje rozkladu p(U) wyrazi¢ mozna poprzez P(n,T + t,t) jeszcze w innej formie. Wprowa-

dzajac oznaczenie

x:=a,U, p(x):= ép(U)

przepisaé¢ mozna P(n,T + t,t) w postaci
o0
x
P(n,T+t,t)= /

n
n!
0

p(z) de. (4.39)
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b

Uzyjemy teraz rozwiniecia na wielomiany Laguerre’a® L,(x),p =0,1,..., zdefiniowane jako

w

P P —x)k
L,(z)= l.e‘”d—xp e v = Z []l::] ( k!) . (4.40)

Lo(m) = 1,
Ll(l‘) = 1- Z,
1
Ly(x) = 1-2x+ 5952, (4.41)
3 1
Li(x) = 1-3z+ 5352 — 6333,
Wielomiany Laguerre’a spelniajg relacje ortogonalnosci
/Lp(gc) Ly(z)e % dz = 0pg; (4.42)

0
przez zamiane zmiennych ostatni wzor przedstawi¢ mozna réwniez w postaci przydatnej dla dal-

szych rozwazan:

2 / L,(22) Ly(27) e 2"dx = 0pq; (4.43)
0

Wielomiany Laguerre’a L,(z) sa rozwiazaniami réwnania rézniczkowego

d*u(x)
dx?

U\T
Ho o=

x +pu(z) =0. (4.44)

Jest to szczegblny przypadek konfluentnego réwnania hipergeometrycznego, totez wielomiany L, (z)

mozna przedstawi¢ poprzez konfluentna funkcje hipergeometryczna
1
Ly(z) = ] 1Fi(=p, L), (4.45)

gdzie

. _ooa(a“!‘l)(a—i—n_l)xn
1F1 (o, y; ) .—HEZ:O G B e - (w16)

Funkcja tworzaca dla wielomianéw Laguerre’a ma postac

() g

= > = Ly(a)t?, (4.47)

gdzie |t| < 1.

3E. Laguerre (1834-1885) - 1879. Wielomiany te znane byly wczesniej przez P.A. Czebyszewa (1821-1894) - 1859,
w zwiazku z czym nazywa sie je réwniez wielomianami Czebyszewa-Laguerre’a (nie mylié¢ z wielomianami Czebyszewa
T (2), Un(z) okreslonymi na przedziale (—1,41) i ortogonalnymi z waga w = (1 —z)~1/2). Wielomiany Laguerre’a

nazywa si¢ réwniez wielomianami Kummera, Sanina lub Whittakera.

74



Niech ciag liczbr A\g, A1, ..., An, ... bedzie okre$lony wzorem

L, (2z)p(x) e "dx

>
=
i
[\
0\8

_ an: [”] (—=2)k P(k, T + t,t). (4.48)

Funkcje p(z) mozna teraz przedstawié w postaci

o0

Pla) = Am L (2z)e™", (4.49)
k=0

gdyz, podstawiajac (4.49) do (4.48) i wykorzystujac warunek ortogonalnosci otrzymujemy

oo
o0

Am = Q/Lm(Qz)Z)\nLn(Qx)e’Idx
0 n=0

o0

= 2ZAn/Lm(2x) L, (2z)e **dx
n=0

0
o0
= > Abmn = Am. (4.50)
n=0
Poniewaz p(z) = (1/a)p(U) i = &Y, wiec mozemy napisaé
[e9)
p(U) =« Z )‘mLm(Qa U)€7QU7 (451)
m=0
przy czym wspOlczynniki A, okreSlone sa przez (4.48).

Wystarczajacym warunkiem dla zbieznosci szeregu (4.51) dla kazdej wartosci U jest zbieznosé

szeregu y_ °_ o |Am |, poniewaz dla dodatnich argumentéw aU zachodzi nieréwnosé
L (2aU)|e” @Y < 1. (4.52)

Gdy szereg >~ |Am| jest bezwzglednie zbiezny, funkcja p(U) dana przez szereg (4.51) jest
ciagla.

Dla funkcji p(U) uzywa sie czasami prostokatnego rozktadu

p(U):{UO‘l dla 0<U < Uy
0 dla U > Uy.

W punke ie Up, gdzie funkcja p(U) jest nieciagla, szereg (4.51) moze nie by¢ dobrze okreslony.
Wtedy wprowadzi¢ nalezy bardziej ogélna interpretacje wyrazenia (4.51), rozwazajac zbieznosé
7w éredniej” (ang. " in the mean”). W szczegdlnosci jezeli wprowadzimy

M
pm(U) = « Z A L (22 U)e= Y (4.53)

m=0

(0]



(M-sume czastkowa), woéwczas (4.51) przedstawia rozklad p(U) w tym sensie, ze

M — o0

lim / p(U) — pat (U)] dU = 0. (4.54)

Jezeli przez L' oznaczymy przestrzen funkcji bezwzglednie calkowalnych, w ktérych norma jest
okreslona wzorem || f]| := fQ |fldx, x € Q, woéwczas zbieznoéé ciagu funkcyjnego pas(U) jest po
prostu zbieznoscig wedlug normy w £!. Dla funkcji ograniczonej b(U) ciag przyblizonych wartosci
srednich

by = /b(U)pM(U) du, M =1,2,... (4.55)
jest zbiezny do wartoéci $redniej

b:= /b(U)p(U) du (4.56)

o ile ppr(U) — p(U) wedtug normy w L. Na przyklad ciag przyblizonych wartosci $rednich dla
funkcji exp(isU) (| exp(isU)| = 1), jest zbiezny do funkcji charakterystycznej rozktadu p(U), a ciag
przyblizonych wartosci $rednich dla funkcji exp(—A a U) jest zbiezny do funkcji tworzacej rozkladu
p(U). Z kolei ciag przyblizonych wartoéci $rednich dla funkcji (n!) = (a U)™ exp(—a U) jest zbiezny
do rozkladu P(n,T +t,t).

4.4 Rozklady laczne i rozklady dla sum skladnikéw nieza-
leznych

Dla dwoch zmiennych stochastycznych rozwaza sie tzw. rozktady taczne. Np. dla polaryzacji
Swiatta dwie skladowe pola uwaza¢ mozna za stochastycznie niezalezne. Rozwazamy 2 funkcje
tworzace Q1(A) 1 Q2(A) rozkladéw Pi(n) i Pa(n). Z definicji

o0

QiN) =Y _(1-=N"P(n), i=12..., AeR\ (4.57)

n=0

Formalnie mozna utworzy¢ iloczyn

Q) = Q1(A) Q2(N) (4.58)

przy czym, jak tatwo sprawdzié

Q) =YY (1= N"™"Pi(m)Py(n) = > (1 - NFP(k) (4.59)

k
gdzie
k
P(k) =Y Pi(k —m)Py(m). (4.60)

m=0

Wzor (4.60) daje pewien nowy rozklad prawdopodobienstwa, gdyz

Y P(n)=1, P(n)>0, n=0,1,2,....

n=0
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Widadé stad, ze iloczyn funkcji tworzacych dwéch rozktadéw Py(n) i Po(m) daje nowy rozklad P(k)
zmiennej k = m + n. Podobng wlasnos¢ ma iloczyn funkcji charakterystycznych.

Przedstawiajac funkcje tworzace @Q;(\) w postaci (p. (4.12))

Qi(A) = /e_Aanpi(Ui)dUiv i=12,..., (4.61)
0
otrzymujemy
QRN = Ql()‘)QZ()‘)://exp[_)\a(Ul+U2)]p1(U1)p2(U2)dUldU2
00
= /exp(—)\aU)p(U) du, (4.62)
0
przy czym
U
§0) = [ 01U = Wipa(W) aw, (4.63)
0

Podobnie jak w przypadku dyskretnym (4.60) funkcja p(U) oznacza rozklad prawdopodobien-
stwa sumy U dwdéch niezaleznych zmiennych stochastycznych U; i Uy o rozktadach odpowiednio
P11 pa.

Zalézmy teraz, ze dlugo$é przedzialu czasowego (¢,t + T') jest tak matla, ze zachodzi réwnosé
U =TI, j=12

Niech I i I przedstawiaja natezenia dwéch modéw o liniowo niezaleznych polaryzacjach. Jezeli
mody te sa niezalezne i kazdy z nich, tzn. natezenia kazdego z nich, opisywane sa rozkladem

termicznym
_ 1
p;i(I;) = Ioj1 exp <_I) (4.64)
(%]
gdzie Ip; = (I;), woéwczas dla rozkladu sumarycznego natezenia otrzymujemy na podstawie (4.58)

funkcje tworzaca

QAT =0Q1(\T)Q2(N,T), (4.65)
przy czym poszczegblne @5, j = 1,2, dane sa wzorem
Q;\T) = 1
I B 1+ /\<’I”L]> ’
<’I7,j> = aT(I]> = aTIoj. (466)
Podstawiajac (4.66) do (4.65) otrzymujemy
1
AT = . 4.67
OO = G @ Ama)) (467
Waznym parametrem jest stopien polaryzacji P zdefiniowany wzorem
— Io1 — I
_ (n1) — (na) _ |11 = Joz ) (4.68)
{n1) + (n2) Io1 + Ip2
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Bez uszczerbku dla ogdlnoéci zalozyé mozemy, ze Iy; > Iys. Zalozenie to prowadzi do nastepijacych

awiazkow:
In= s+ Py Inn=o(1- Py,
2 2
() = (L4 PYn),  (na) = 51— P)n), (4.69)
edzie
Io=Io1 + Ipa, (n) = (n1) + (na) = Ty, (4.70)

Uwzgledniajac powyzsze zwiazki przepiszemy (4.67) w postaci:

B 1 (n1) _ (na)
QW T) = (n1) — (ng) [1 +Ani) 1+ >\<n2>}

1

- { () {ne) ] . (4.71)
Pin) |14+ AXn1) 1+ Ang)

Wiadomo (p.(4.13)), ze miedzy rozkladem P(n) a jego funkcja tworzaca zachodzi zwiazek

1 0"
P(naT) = EWQ(/\’T)

A=1

Stad dla funkcji tworzacej okreslonej wzorem (4.71) otrzymujemy

B N I (i (nz)" !
P T) = 50 {1 +An)mH 1 +A<n2>"+1}
1 2 ~(n+1) P D
—wﬂ”mw] A= } Y

Powyzszy wynik jest poszukiwanym przez nas rozkladem lacznym.

Rozklad termiczny opisany wzporem (4.26) prowadzi do rozkladu lacznego postaci

1 21 21
=57 {oe |- i) o0 o) ) 7)
Wiadomo, ze dla rozktadu termicznego
aF = (n;)(1+ (n;)) (4.74)
a stad
(n3) = aF + (n;)* = (n;)(1 + 2(ny)). (4.75)

Zatem dla rozkladu (4.72) wariancja ma postaé
o? = (n®) = (n)? = ((n1 +n2)?) — (1 + no)?
= (n1)(1+ (n1)) + (n2)(1 + (n2)) = (n) (1 + &(n)), (4.76)

przy czym skorzystaliSmy z tego, ze zmienne n; i no sa, z zalozenia, stochastycznie niezalezne, a ¢

zdefiniowane jest jako

oo m)PH ) 1) + (n2))* + ((m) — (n2))”
(n)? 2 (n)?
= laer) a
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Ostatecznie wariancja o wyrazi sie jako

o? =(n) |1+ %(1 +P?)(n)| . (4.78)
Przypadek P =1, ¢ =1, czyli
o? = (n)(1+ (n)) (4.79)

odpowiada pelnej polaryzacji, a P =0, e = 1/2, czyli

1

o? = (n) ((1 + 2<n>> (4.80)

odpowiada $wiathu niespolaryzowanemu.
Poszukamy teraz rozktadu tacznego w przypadku N niezaleznych modéw. Niech zadane bedzie

N rozkladéw typu termicznego

Pl(n1)7P2<’n,2),...7PN(7’LN), (481)
przy czym
L. T
Pins) = P 1) = [ men iy a, (452)
n;t
0
oraz
p(I;) = Iy;" exp(—1I;/Io;). (4.83)
Jedli zmienne nq,...,ny sa stochastycznie niezalezne, to rozklad taczny ma postac
N
P(ny,...,nx) = [[ Pi(na). (4.84)
i=1

Obliczmy teraz rozklad prawdopodobienstwa dla sumy n = nj; + ny + ...ny. Oznaczajac ten

rozklad przez P(n) mozemy napisaé

P(n) = > P(ny,...,nyn) (4.85)

nitnas+...4ny=n

= Z Pi(n1)Py(n2) ..., Pn(nN).

ni+ns+...+ny=n

Funkcja tworzaca dla rozkladu (4.85) ma postaé

oo

QN = > (1= N)" P(n)

n=0

:Z Z (1—)\)”P1(n1)P2(n2)”' PN(nN)

n=0ni+ns+...+ny=n
[eS)

= Z 00(1—)\)”1+n2+"'+nN Pl(nl)PQ(ng)... PN(’I’LN)
ni+nz+...4+ny=0

N e’} N
=TI > a=Nm Py | =TT, (4.86)
j=1|n;=0 j=1
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gdzie Q;(A) jest funkeja tworzaca dla rozktadu Pj(n;). Dla uproszczenia zatézmy, ze

(n1) = ...(nn). Z zalozenia tego wynika, ze
Q0 = (A~ = (1425 (4.87)
gdyz
(n)y={(n1+n2+...+nn) (4.88)
_ ()
(ng) = - (4.89)

Znajac funkcje tworzaca wyliczy¢é mozna explicite rozklad P(n)

P = (-1 QM)

A=1

p=1
Wariancja o2 dla rozkladu P(n) jest réwna:
o = (n®)—(n)?

((ny+nz+...+0n8)2) — (1) + ...+ (nn))?

N N
= () - ) = Yot (491)
Korzystajac z tego, ze
o= )+ ), () = (1.92)
zapiszemy wariancje (4.91) jako
S (n)
o2 = Z<n1>(1 +(n;)) = N(n1)(1 + (n1)) = (n) (1 + JT\L[) . (4.93)

j=1
Obliczmy teraz rozktad sumy U = Uy + Uz + ... + Uy N zmiennych U;, j =1,..., N, z ktérych

kazda podlega rozkladowi termicznemu typu

p;(U;) = <7% exp (-ZZ;) . (4.94)

Ponadto zakladamy, ze (n) = (ng) = ... = %

Rozklad sumy N sktadnikéw znajdziemy obliczajac kolejno rozktady p?(U = W +Y),
pPU=W+Y+Z),...,dlasum 2,3,..., N zmiennych niezaleznych. Korzystajac z (4.63) mamy

bowiem

p'(U) = <:1>6Xp<—8§>>,

U

/#w—wwwwmuﬁﬁ‘lfamcﬂU)

) (n1) (n1)

bS]
N
—~
=

|
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(4.95)

przy czym wykorzystalidmy zwiazki

(m) =" (N-1!=T().

4.5 Podstawowe wlasnosci rozktadéw gaussowskich

Ze qzgledu na pozniejsze zastosowania omowimy w niniejszym podrozdziale podstawowe wlasnosci
rozkladéw gaussowskich w przestrzeniach R™ (n-wymiarowych przestrzeniach euklidesowych) i w

przestrzeni £2 funkcji catkowalnych z kwadratem.

Niech dany bedzie uklad n parametréw (zmiennych losowych) z;, j = 1,...,n i niech ciag

x = (x1,...,2,) bedzie elementem przestrzeni R™. Wprowadzimy nieujemna unormowana funkcje
(1, xn) = pp(z) >0 (4.96)

/. . ./p"(xl, vy xp)dry .. dx, = /pn(x)d”x =1, (4.97)

(brak zaznaczonych explicite granic catkowania oznacza, ze calkowanie przebiega w przedziale od
minus do plus nieskoniczonosci w przypadku calki jednowymiarowej, wzglednie po calej przestrzeni
R"™ w przyapdku calki n-wymiarowej), ktora jest gestoscia pewnego rozkladu prawdopodobien-
stwa w R"™. Gestos¢ prawdopodobienstwa moze byé w szczegélnoéci dystrybucja. Funkcja p,

nalezy do przestrzeni funkcji catkowalnych £, gdyz

@l < o

Funkcja charakterystyczna Cy,(s1,. .., s,) rozkladu prawdopodobienistwa o gestosci (4.96), czyli jej

transformata Fouriera, dana jest jako

= /ei(z’s)pn(:c)d”x, (4.98)

gdzie nawias (z, s) oznacza iloczyn skalarny wektoréw s oraz x nalezacych do przestrzeni R™.
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Rozwazmy makrostan
(I):nj,:vja:k = (I)X,X2 = {p(x)a /P(x)dnx = 13 <xj> :/x]p(m)d"x = my,

(xjor) = /xj zpplx)d s = aji, (J,k=1,.. ,n)} (4.99)

Ze wzgledu na symetri a;; = ag;, makrostan ten jest wyznaczony przez (n+ 1)n+2)/2 warun-
kéw. W zwiazku z tym rozwazaé¢ mozna pewien makrostan réwnowazny makrostanowi (4.99). W

tym celu zdefiniujemy pojecie korelacji K, jako

Kje = /(fﬂj = m;)(xg = me)pn(x)de
= aje —mymg = ((x; —m;)(xe —myg)). (4.100)
Macierz K, ktérej elementami sa korelacje Ko, (j,£ = 1,...,n) jest symetryczna i dodatnio
okreglona, tzn. . .
S K> 0, Y n? >0, (4.101)
job=1 j=1

co wynika z nieréwno$ci

annngg = /Z(a:] — mj)Qn?pn(x) d"z » > 0. (4.102)
j=1 j=1

Wyznacznik macierzy IC, zwanej macierzg korelacyjna, jest réwny

Det £ ﬁ k, = exp <ln ﬁ kp> = exp (i In k:p>

= exp(Tr In K). (4.103)

Poszukamy teraz rozktadu reprezentatywnego dla makrostanu korelacyjnego ® £
Dg2 = {P(E) o €=(&,- 6, G =a5—my, pa(§) >0, (4.104)

[ o= [on@re=1, [oue)¢eire = Kje}-

Jest to makrostan réwnowazny do makrostanu (4.99), tzn. rozklad reprezentatywny dla makro-
stanu (4.104) bedzie rozkladem reprezentatywnym dla makrostanu (4.99). Rozklad reprezenta-
tywny dla makrostanu (4.104) poszukamy metoda mnoznikéw Lagrange’a. Zgodnie z zasada mak-

simum entropii, rozklad ten spelnia warunek

S(p}) = max {s(pn), Pn € <I>€z} = S(@sz), (4.105)

gdzie

o) == [ - [pu© mpu@) e (4.106)
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Maksymalizacja funkcjonatu (4.106) przy warunku unormowania i zadanych korelacjach pro-

wadzi do rozkladu

1 n
pr(&) = Z;exp —5253'/\]'@&

=1
= Z;'(M)exp | Y (x5 —my)Aje(ze —mye) | (4.107)

gdzie

Zn(A) = /.../eXp —%Zngﬂ@ déy ... dé,

=1
—1/2

(2m)"/? f[ Aj : (4.108)

a A; sa wartodciami wlasnymi macierzy nieoznaczonych mnoznikéw Lagrange’a A,
n
Det A =[] A
j=1
Znajdziemy teraz zwiazek miedzy wielkoSciami Aj, a elementami macierzy korelacyjnej iC.
Zauwazmy, ze forme kwadratowa, wystepujaca w wykladniku wzoru (4.107), zapisa¢ mozna, po
sprowadzeniu do postaci diagonalnej, jako
n n
SN &= Axp (4.109)
Goe=1 p=1
Wartosci érednie kwadratéw zmiennych x odpowiadaé beda odwrotnosciom wartoéci wlasnych kj,

macierzy K; mamy bowiem

() H exp (<50 ) (4.110)

a wiec, po uwzglednieniu (4.108)

1
<Xp> \/ﬂ /Xp €xp < PXp> dXP = T = kp‘ (4111)
D

Na podstawie powyzszego rozumowania otrzymujemy ostaecznie, ze

Ajo=K3,!

o (4.112)

gdzie przez Kj}l oznaczyliSmy elementy macierzy odwrotnej do macierzy K. Ostaecznie wiec

rozklad (4.107), reprezentatywny dla makrostanu (4.99), ma postacé

pi(x, .. xn) = (27)7™? [exp(Tr In IC)]l/2
1 -
X exp |- Z (x; — mj)Kjel(a:g —my)| . (4.113)
jb=1
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Jest to rozklad (a raczej gesto$é rozkladu) gaussowski w przestrzeni R"™. Funkcja charaktery-

styczna rozkladu (4.113), zgodnie z okresleniem (4.98), jest réwna

n

S 1
Cn(s,K) =exp | i E $imj — 5 E siKjpsy | - (4.114)
j=1 k=1

Przejdziemy obecnie do zbadania rozkladu gaussowskiego w przestrzeni funkcji catkowalnych
z kwadratem, odgrywajacego wazna role w teorii proceséow stochastycznych. Przy przejéciu tym
pamietaé¢ nalezy, ze procedura otrzymywania rozktadu prawdopodobienstwa poprzez maksymali-
zacje entropii dla danego makrostanu @, jest stosowalna pod warunkiem S(®) < co. Tymczasem

entropia rozkladu (4.113), zdefiniowana wzorem (4.106), jest réwna
1
S((I)Ff) =n ln vV27re — 5 Tr In K, (4.115)

a wiec w przestrzeni funkeji, gdy n — oo, staje sic nieskoniczona. ”Zrédlem nieskonczonosci” w
wyrazeniu (4.115) jest wyraz n In v/2we, trzeba wiec tak zdefiniowaé entropie, by wyraz ten zniknat.
W tym celu przyjmiemy nastepujaca definicje

S(p,cn) = —/d"mpn(m) In 2
Cn
= —/d"xpn(x) In pp(x) + Inc,. (4.116)
Po podstawieniu
cn = (2me) /2 (4.117)

wzor (4.116) przyjmie postaé

S(p,cn) = —/.../c(dml...dxn)pn(x) In pn(m)7 (4.118)

C’IL C’Vl

gdzie
dxq dx,

V2re  \2me’
Wz6r (4.118) ma postaé analogiczng do (4.106), ale dla rozktadu

c(dxy ... dxy,) = cpdxy ... dxy, =

P*(Ih---,In)

o (x1,...,xy) = .

oraz wzgledem miary c(dzy .. .dx,).

Entropia (4.118) dla rozkladu gaussowskiego (4.113) jest réwna
1
S(p,cn) = —3 Tr In K. (4.119)

Majac na uwadze powyzsze zastrzezenia, przechodzimy do sformutowania funkcjonalnego. Niech

dana bedzie przestrzen
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Na przestrzeni £2. okredli¢ mozna nieujemny funkcjonal o[z, ktéry rozumiemy jako gestosé praw-

dopodobienstwa wzgledem miary

D(z) = H j;%. (4.120)

Prawdopodobiefistwo w £2 okreslone jest nastepujaco

P(4) = [olalDla), Ac Gy, (4.121)
A
gdzie CLgT jest sigma-algebra podzbioréw borelowskich przestrzeni £%. Niech wuq(t),...,un(t)

bedzie ciggiem funkcji ortonormalnych w £2T. Definiujemy catke funkcjonalng wzorem

(4.122)

. dry dr N
Flz]D(z) :== lim F(x1,...,x ,
Z [] () Neooso (1 N)\/% \/ﬁ
LT

o ile granica ta istnieje, przy czym
N
en(t) =) wjuy(t).
j=1

Poszukamy rozkladu o*[z] reprezentatywnego dla makrostanu

/ o[z]D(x)[z(t) — m(t)][x(t)) — m()] = K(t, t')}, (4.123)

L%

bedacego odpowiednikiem makrostanu (4.104) dla przypadku przestrzeni £%. Funkcja m(t) nalezy

do L2, natomiast funkcja korelacyjna K (t,t') jest
1. symetryczna wzgledem argumentéw ¢ i t': K(¢,t") = K(t',t),

2. dodatnio okreélona, tzn,

T
Va(t), /a(t)a(t')K(t,t’)dtdt’ >0, gdy
0

a?(t)dt > 0.

O —y T

Entropia S(o, D) zdefiniowana jest wzorem

S(o, D) := — / o[z] In o[z] D(z). (4.124)
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Rozklad reprezentatywny dla makrostanu (4.123), otrzymany metoda mnoznikéw Lagrange’a,

ma postaé
o] = Z71(A) exp [—;/dt/dt’g(t){(t’)A(Lt') (4.125)
gdzie
§(t) = z(t) —m(t)

28) = [ e (- 560¢) D@

L3
. drq dz, 1 < 9
= lim —_— ... exp | —= Az 4.126
n—oo | \/2me  +/2me P 2 ; 7 ( )
1/2 —1/2
n n
— 7 —n/2 . — 7 —n/2 )
nhﬂrr;()e 1_[1)\J nhﬁn;()e 1_[114}]
j= j=

n— oo

= lim {exp {—; (TrI, + Tr In Kn)} } .

Symbol I,, oznacza macierz jednostkows rzedu n

1
0
0

o = O
_ o O

a IC,, jest macierza korelacji rzedu n.
Jesli suma stanéw Z(A) dana wzorem (4.126) jest skoficzona, wéwczas rozklad reprezentatywny

(4.125) przybierze postaé
1
o*z] = exp [2 (TrI, +Tr In £C,) (4.127)

X exp —%//dtdt’ (t) — m(t)] K~ [o(t') — m(¥)]

T

Entropia tego rozkladu jest réwna
. 1
S(o*[z]) = S(Pm,i) = —§Tr In 1C,,

i osiaga w tym przypadku warto$¢ nieskonczona.

Mimo tego obliczy¢ mozna funkcje charakterystyczna

C(s, K) = exp{i / dt s(t) m(1) (4.128)

_ ;//dtdt’K(t,t’)S(t)S(t/)}

T

86



Znajac funkcje charakterystyczna oblicza¢ mozna dowolne wartosci srednie

(x(t1) ... z(ty)) = MC(&K) s(t):0'

4.6 Stochastyczne pole V(r,1)

Zawarte w poprzednich podrozdzialach réwnania dotyczace statystyki fotonéw prowadzone byly dla
dowolnie wybranego, ale ustalonego punktu pola, w przedziale czasu (t,t + T'). Obecnie rozwazaé
bedziemy pole V (r, ) zalezne od punktu jako odpowiednia wielko§é stochastyczng. Dla ustalo-
nego punktu r i procesu stacjonarnego (tzn. nie ma zaleznosci od czasu t) prawdopodobienstwo n

rejestracji wyrazone jest wzorem

T n T
P(n,T) = 1< a/V(t’)V(t')dt' exp foz/V(t’) V(t') dt > (4.129)
0

n!
0

gdzie nawias ( ) oznacza $redniowanie po ensemblu pél V. Wartosci érednie (n) oraz (n?) dla

rozkladu (4.129) maja odpowiednio postaé

0 T
(n)=> nPnT)= <a/V(t’)V(t’) dt’>, (4.130)
n=0 0

(n?) = Z n?P(n,T) (4.131)

_ <a2 / / V)V VI V() dt”> + (n).
0 0

Ostatnie wyrazenie ma posta¢ funkcji korelacyjnej 4-go rzedu, wiec réwniez dyspersja pola
zwiazana jest z funkcjami korelacyjnymi 4-go rzedu. Analogicznie, dla wyzszych momentéw (n*)
otrzymaliby$Smy odpowiednio funkcje korelacyjne wyzszych rzedow.

Funkcja tworzaca dla rozkladu (4.129) ma postaé

T
= <exp f)\a/V(t’)V(t’)dt’ > (4.132)
0

Bezpodrednie obliczenie rozktadu P(n,T) lub funkcji Q(A,T) wymaga znajomosci funkcji ko-

relacyjnych pola V(¢') dowolnie wysokiego rzedu.

4.7 Gaussowskie procesy stochastyczne

W biezacym podrozdziale podamy pewne wlasnosci tzw. proceséow stochastycznych gaussowskich.
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Rozwazamy uktad n parametréw xi,...,z,, (—oo < z; < +00,j = 1,...,n) podlegajacych

wielowymiarowemu rozkladowi gaussowskiemu (4.113), ktéry zapiszemy w postaci
_ 1 _
pn(x) = 7 "/*(Det K)'/* exp [—2 D (g —my) Kt (e —me)

gdzie
K=Kyll, pg=1,...,n

oznacza macierz korelacji (p.(4.100)), a m; sa odpowiednimi wartosciami $rednimi. Sumowanie
przebiega od 1 do n. Obliczona przez nas uprzednio (p. (4.114) funkcja charakterystyczna tego
rozktadu ma postac
Ch(s,K) = exp (zz sjm; — %Z s Kngg) .
Liczby {s;} sa w tym przypadku dowolne. Natomiast przy przejsciu do rozktadu w przestrzeni
funkcji np. catkowalnych z kwadratem, tj. dla n — oo, ciagi s;, 7 = 1,..., musza by¢ tak dobrane,

by sumy wystepujace w wyktadniku byly zbiezne, czyli musi zachodzi¢

Z |sj(x;)] < oo, Z si(Az; Axy ) > s, < 00, (4.133)
j=1 k=1

przy czym korelacje K, oznaczyliSmy przez (Ax; Axg)(Ax; =& = xj —mj, p. (4.104)).
Przypomnimy teraz, ze procesem stochastycznym®

(X,(w) = X(t), t € T}

nazywamy jednoparametrows rodzine zmiennych losowych X (t), zaleznych od parametru ¢, prze-
biegajacego dowolny zbiér wartosci T. W przypadku, gdy proces opisywa¢ ma pewne wlasnosci
uktadu podlegajacego wahaniom w czasie, parametr ¢ bedziemy interpretowali jako czas.

Proces stochastyczny nazywamy procesem Gaussa (gaussowskim), jesli kazdy skonczenie
wymiarowy rozklad zmiennych losowych procesu jest normalny (tzn. gaussowski).

Proces taki mozna zapisa¢ w postci
n
Xo(t) =Y ajuy(t)
j=1

gdzie x; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie normalnym typu (4.113).

Funkcje u; tworzg uktad ortonormalny,

/Uj(t) uk(t)dt = 0jk-

Uogoélnieniem na przypadek funkcjonalny nieskonczenie wymiarowy bedzie proces

X(t) = ixj u;(t). (4.134)

4Teorii proceséw stochastycznych poswieconych jest wiele monografii np.: M. Rosenblatt, Procesy stochstyczne,
PWN, Warszawa, 1967; W. Feller, Wstep do rachunku prawdopodobienistwa, PWN, Warszawa, 1969, t. II, I. L.
Gichman i A. W. Skorochod, Wstep do teorii proceséw stochastycznych, PWN, Warszawa, 1968.
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Dla dowolnego ciagu {s; }, ( =1,...), spelniajacego warunki (4.133), zbudowaé¢ mozna funkcje
s(t) =Y sju;(t). (4.135)
j=1

Przy pomocy tych dwu wielkosci, tzn. (4.134) i (4.135) skonstruujemy funkcje charaktery-

styczng dla rozkladu gaussowskiego w przestrzeni £2. funkcji catkowalnych z kwadratem, danego

)

~ exp [Z / S()(X (1))t (4.136)

w postaci (4.125)

Cis()}

- % / dt’ / dt" s(t' )/ (AX (') AX (")) s(t”)] :
Otrzymalismy wynik analogiczny do (4.128), przy zamianie oznaczeh
K, t") = (AX () AX(t")).

Warunki (4.133) maja tym razem postaé

[1stonpxlar <, (1137)

//s(t’)(AX(t’)AX(t"))s(t”)dt’ dt" < oo.
Wprowadzamy pojecie procesu stacjonarnego . Bedziemy méwili, ze proces

{Xi(w)=X (), teT}

jest procesem stacjonarnym (lub $cidle stacjonarnym) jesli dla kazdej liczby naturalnej p i dla

dowolnych t1,...,t, nalezacych do T' zmienne losowe
X(t1), X(t2),...,X(tp)
maja ten sam taczny rozklad prawdopodobienstwa co zmienne
X(t1 +to), X(t2 +t0),...,X(tp +to).

Inaczej moéwiac, struktura probabilistyczna procesu stacjonarnego jest niezmiennicza wzgledem

przesuniegcia wzdluz osi czasowej. Dla procesu stacjonarnego zachodzi wiec

a takze

(AX(H) AX (") = (AX(t' — ") AX(0)),
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co przy pomocy transformaty Fouriera przepisa¢ mozna w postaci
(AX()AX(t")) = /exp [—2miv(t’ — ") a(v) dv

gdzie

Wykorzystujac te relacje i wprowadzajac funkcje 5(v)
S(v) = /exp(27r ivt) s(t) dt (4.138)
mozemy C{5(v)} przedstawié¢ wzorem

C{3(0)} = exp [z m3(0) — % / AW dy] . (4.139)

W ten sposéb otrzymalidmy gaussowska postaé rozkladu dla kazdej ustalonej czestosci.
Warunek stacjonarnosci moze byé latwo otrzyamny ze wzoru (4.136) jezeli zazadamy, by réw-
nosé
C{s(t)} = C{s(t + o)}
zachodzila dla wszystkich to oraz dla wszystkich funkeji s(t).
W teorii koherencji procesem stochastycznym bedzie ewolucja w czasie funkcji pola V(). Jak
pamietamy z poprzednich rozwazan, wprowadza si¢ pojecie sygnatu analitycznego poprzez zwiazek
V(t) = % [v“)(t) +iv® (t)} . (4.140)
Definiujac analityczna funkcje probna S(t) jako
S@)::%{S”>+i5”q, (4.141)

mozemy napisa¢ réwnosé

DN | =

/ SO V() dt = Re / SO (1) VO (v) dv
0

Re [ SW)V(v)dv =Re | S(t)V(t)dt. (4.142)
iwwors—n

Wykorzystaliémy tu wyprowadzong poprzednio wlasnosé

VIO (—v) =V ().

Wiadomo réwniez, ze zachodza zwiazki

1 wlﬂ”@q ,

VOt = Zpw. dt
®) . -t
1 [ vow)
V@) = —=pv. | —2at'
(t) —pV o 4
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gdzie p.v. oznacza warto$¢ gléwna calki (ang. principal value), (p. (3.10,3.11). Odpowiedni

funkcjonat charakterystyczny ma postaé
s} = <exp [z / SO VO ) dt]>

<eXp [i/(sv + SV)dt} > : (4.143)

Zakladamy, ze wystepujaca w powyzszych zwiazkach funkcja S(t) nalezy do klasy S funkcji

szybko malejacych. Jak juz podawaliémy, warunek stacjonarnosci jest rownowazny zadaniu, by
rOwnosc

C{S(t +to)} = C{S(t)} (4.144)

zachodzila dla wszystkich tg i wszystkich funkeji S(t) € S. Po przejsciu do transformat Fouriera

warunek ten przepiszemy w postaci
C {S(u) exp(—2r mo)} = C{Sw)} (4.145)

dla wszystkich to i wszystkich S(v).
Wezmy pod uwage rozklady niezalezne dla réznych czesto$ci. Rozklad dla poszczegdlnych

czestodci jest niezalezny, o ile spelniona jest réwnosé
c{sl(u)+§2(y)} :C{Sl(u)} O{SQ(V)} (4.146)
dla wszystkich 51(1/) i Sg(y) takich, ze
S1(v)Sa(v) = 0.

Warunek (4.146) zapewnia stochastyczna niezaleznosé dla kazdej czestosci.
Innym warunkiem, czesto nakladanym na zespolone pole falowe, jest nakladanie na cale pole
wspélnej fazy:

V() — €¥PV(t), ¢ =-const.

Faza ta nie ma sensu fizycznego. Taka wspdlna faza wynika z zadania, by rownosé
Cle ™ S(t)} =C{S@t)}
zachodzila dla kazdego ¢ € R! i kazdego S(t) € S. Warunek ten bedzie spetniony, o ile
C{S(t)} = CL {S5(t") S(t")} (4.147)

dla pewnego funkcjonatu Cf.

Dla funkcji zaleznych od czestosci warunek ten przyjmie postaé

C {S(u)} e {WS(V")} . (4.148)
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Jezeli funkcja charakterystyczna spelnia warunek
c{3(w) =C {S(u) S(y)} , (4.149)

wowcezas jednoczesnie spelnione sa oba warunki - stacjonarnosci i statej fazy.
Funkcjonat charakterystyczny dla zespolonego, stacjonarnego gaussowskiego procesu stocha-

stycznego jest okreslony przez uogélnienie wzoru (4.136) wzorem
C{S(t)} = exp|-— / / SEYVEHV(E")S(H") at’ dt”]
= exp //S(t’)F(t’t”)S(t”)dt’dt”} (4.150)

= exp|— / S(w)T(v) S(v) du}
Funkcjonal okreslony wzorem (4.150) spelnia warunki (4.144) oraz (4.147). Rozpatrzymy 2

przypadki szczegdlne:

1. Niech funkeja T'(v) wystepujaca we wzorze (4.150), bedaca funkeja koherencji wzajemnej, ma

postaé

T(v)=G)+pH(W), (4.151)
gdzie wszystkie te wielko$ci sa dodatnie. Niech G(v) i H(v) beda ustalonymi funkcjami,
a p dyskretng zmienna stochastyczng (p = 0,1,2,...) podlegajaca rozkladowi Poissona, ze

$rednig wartoscia
(p) = .

Otrzymamy wéwcezas funkcjonal charaktrerystyczny postaci

cls(t)} = i;j,xp {—u— 182G+ v du}

exp{—/|§2édu — [1—exp (-/SPFI@)]}. (4.152)

2. Przyjmijmy teraz, ze funkcja I'(v) ma postac®

N
T(v)=Gw)+ Y K@)dv—uv;), (4.153)

J=1

przy czym G > 0, K > 0, a zmienna v przybiera wartosci z przedzialu
F
lv] < > F = const.

Jezeli dla N — oo rowniez F' — oo, ale w taki sposob, ze

N
F.—p 0,

wowcezas funkcjonal charakterystyczny przybiera forme

CL{S(t)} = exp {_ / [\SPG I (1 - exp(_f<§|2))] dv } : (4.154)

53.0. Rice, Bell. S.T.J. 23 (1944), 282, ibid. 25 (1945), 46.
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4.8 Zastosowanie do teorii czeSciowej koherencji swiatla

Dla dowolnej funkeji S(t) € S (klasa funkcji szybko malejacych) zachodzi réwnosé

ii!l <<Re / St)V(t) dy>4> (4.155)
. % { / / S() (V) V() S (")t dt"}z,

a stad, poréwnujac odpowiednie wspolczynniki, otrzymujemy

(V(t1) V(t2) V(t3) V(ta)) = (V(t1) V(t2))(V(t3) V(ts))
+<V(t1) V(t4)) <V(t3) V(t2)). (4.156)

W ogdlnosci z réwnania (4.150) wynika, ze

<H V(tap—1) V(tQp)> = Z <<H V(tap-1) V(t2P(p))>>

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich permutacjach P liczb catkowitych p, p=1,...,n.

W szczegblnosed, z (4.156) otrzymujemy nastepujacy wynik

VYV v ve") = (VE)V(E) + (V") V(E")
+V(YVE) (VEHYV(EH)) (4.157)

= (I(E)I(E") + [0 — ")),

gdzie
L' —t") = (V") V()

jest funkcja autokorelacji dla punktu r; poprzednio oznaczana T'; (¢ —t”).

Wzory (4.130) oraz (4.157) pozwalaja obliczy¢ dyspersje (fluktuacje)
o? = (n?) — (n)? (4.158)
T T
- a2//|f‘(t’7t")|2 dt'dt” + (n),
00
gdzie

T

) = [u)a
0

Wprowadzmy teraz znormalizowang funkcje v (lub ~;;), czyli zespolony stopien koherencji (p.

podrozdz. 3.2), r6wna
F(t/ _ t”)

0 (4.159)

I ) =
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W oparciu o funkcje (¢ — t”) wprowadzamy funkcje £(7T),

T
2
//|’y —t")|2dt’ dt”’ = ?/ — 1)y (7)|? dr. (4.160)
0

Ostatnig réwno$¢ otrzymujemy, zakladajac symetrycznosé funkeji podcatkowe;j

(=)l = ()],

z nastepujacego rozumowania
T(T
= %/ /|7(t’—t”)|2dt’ dt”
0
T
Py = [t - Par
0

{tlv
r 0
"2 _ / ANV
{Tlv — ) /tatw QIR
T

1 1
—— T // 1 / N2 34/
T/ (T )Pt + /w R R GI
0

0
T

-7 / Tl (r)Pdr + 7 / T+ @ - 3 [ )P
=7

)
T
/ —7)|y(r |d7‘.
0

RIOIRS

'ﬂ\w

Z relacji

spelnianej przez funkcje (4.159) wynika nieréwnosé

&T)<T. (4.161)

Jezeli funkcja v(t) spada do zera w charakterystycznym czasie 7o, wowczas dla T > 7 mamy

2
= T/ — )y t”27‘0/|'y7'0m|dx (4.162)
0
Graniczng wartosé
00) =2 /|’y(7’)|2d7' (4.163)
0

bedziemy nazywali czasem koherencji.

Dla wartosci éredniej mamy

T
a/ ydt' = aTT(0), (4.164)
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stad dla fluktuacji o2 otrzymujemy wyrazenie

o2 = a’T?(0) x T x &(T) + (n) (4.165)

= <n>2$ + (n) = (n) (1 + (n) §(TT)) )

Poréwnujac ostatni wzér z wyprowadzona wyzej (p. (4.93)) réwnoscia

otrzymujuemy, ze

Wielkosé
6= W# (4.166)

jest nazywana parametrem degeneracji.

Rozwazmy teraz dwa liczniki umieszczone w punktach ry i ro. Wprowadzajac oznaczenia
Vi(t) = V(ri,t), Ii(t) = Vi(t) Vi(t) (4.167)

zapiszemy rozklad ilosci zliczen w punkcie r; wzorem
T i T
1
Poi(n,T) = — | / Lydt|  exp | —as / L dt | (4.168)
Tn;:
0 0

natomiast funkcje korelacji przybiorag w tym przypadku postaé

(mng) = Y nina(Poi(ny, T)Poz(na, T))
ni,n2
T T
= 011()[2//[1 IQ ”)>dt’dt” (4169)
0 0

Zalézmy, ze funkcja V(r,t) podlega stacjonarnemu rozkladowi gaussowskiemu. Rozklad ten

scharakteryzowa¢ mozna poprzez funkcjonal charakterystyczny postaci
C{S(r,t)} = eXp{— / / S(r1,11) (V(rr, 01)V (12, £2))
X S(ry,ta)d’ry d’ry dty dtQ}. (4.170)
Ustalajac polozenie detektoréw w punktach ry i ro oraz ktadac
Si(t) = S(r;,t), i=1,2

otrzymujemy

C1si0) =expd =3 [ [ St Vi)V )8, )it dea (4.171)
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7 powyzszego wzoru moga by¢ wyprowadzone wszystkie funkcje korelacyjne. W szczegdlnosci

otrzymujemy

(Vi)W (t")Va(t")) = (Vi(E)Va(E)) (Va(t")Va ("))

HVLE)VR (") (V2 () ().

Teraz wyrazenie (4.169) przepisa¢ mozna w postaci

T T
<n1n2> = <TL1 +O[10[2//|F12 I/ th dt//
0 0

gdzie
Lot —t") == (Vao(t")Vi(t))

oznacza funkcje korelacyjna, a (n;) jest wartoscia $rednia

T
= ozz/ Vi(t"))dt' = a; TT4;(0).
0

Wprowadzajac funkcje znormalizowana

V12 = L12(r)
© (T11(0)Ta2(0))1/2
oraz wielko$¢é
T
2
612 T/ - T |712 | dr,
0

przepiszemy wzér (4.173) w postaci

12(T)
T

(nin2) — (n1)(n2) = (n1)(n2)
Jezeli dodatkowo zachodzi
(V(re,t2)V(r1,t1)) = T(r1 — o, t1 — t2),

woéwcezas z (4.175) otrzymamy
T
(ns) = al/F(O 0)dt' = a; TT(0,0).
0

Ktadaé r1 — ro = r mozemy napisa¢ wzér analogiczny do (4.178)

&(T)

{ning) = (n1){n2) = (na){n2) =,

gdzie

Nl

T
&(T) = / (T = 7)) dr,
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(4.181)

(4.182)



oraz

_ I'(r,7)
Jesli zachodzi relacja T < &r(00), wowcezas
T
&0 > e (1183)
i wzér (4.181) przybiera postaé
(nana) = (n1)(n2) = (n1)(n2) yr(0). (4.184)

4.9 Interferometria gwiazdowa (natezeniowa)

Pomiary korelacji zliczen stanowi¢ moga podstawe do tzw. interferometrii natezeniowej. W zastoso-
waniu do pomiaréw astronomicznych interferometria natezeniowa, zaproponowana przez Hanbury
Browna i Twissa (1956)° umozliwita znaczne zwigkszenie dokladnosci pomiaréw érednic gwiazd
przy znanych odlegtosciach.

W przypadku zwyklych pomiaréw interferometrycznych bada sie interferencje 2 Zrédet kohe-

rentnych,

(I(Q)) = K?{Ii+I)+2Rel2(t2 —t1)}

- K2 {11 4 I+ 2(1 1) Y2 Reya(ts — tl)} ,

p. (3.24).

Swiatlo gwiazdy, przechodzace przez atmosfere ziemska, doznaje rozmaitych zaburzen, wskutek
odchylenia, fluktuacji wspdélczynnika zalamania itd. Zaburzenia te uja¢ mozna matematycznie w
postaci stochastycznego czynnika fazowego, nakladajacego si¢ na pole V;(t) przy jego przejsciu
przez atmosfere;

Vi(t) = V;(t) explip;(t)], (4.185)
gdzie
@;(t) = o(r;,t)
oznacza wspomniany stochastyczny wspélczynnik zaburzenia fazowego dla j-tego detektora. W

rezultacie obserwowana funkcja wzajemnej koherencji Tpps(r, t” — t') réznié sie bedzie od funkeji

zrédia Tyy,
Lops(r, ", ") = exp{i[p1(t') — @a(t")]} Tgu(r, " — t"), (4.186)

SR. Hanbury Brown, R. Q. Twiss, Nature, 192 (1956) 27.
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i na og6! nie bedzie funkcjg réznicy T =t/ — t”, tzn. funkcjg stacjonarng, wiec w ogdlnosci
ReTops # Relyy. (4.187)

Efekt ten jest istotnym ograniczeniem dla stosowania interferometru Michelsona, dyskutowa-
nego przez nas w podrozdz. 3.3. Nawet dla t’ = t” funkcje 1 1 p2 moga si¢ istotnie réznié,
szczegolnie dla wigkszych odlegtosci miedzy detektorami.

Z kolei w interferometrii natezeniowej dokonujemy pomiaréw korelacji zliczen, a tym samym (p.
(4.183) i (4.184)) okreslamy stopin koherencji, niezalezny od przypadkowych zaburzen fazowych.
Z (4.186) widad, ze

[Yobs (¥, T)| = 1ygu (¥, 7). (4.188)

Z wezedniejszych rozwazan (p. podrozdz. 3.3) wynika, ze dla gwiazdy (Zrédla $wiatta) bedacej

tarcza o promieniu b/2 zespolony stopien koherencji ma postaé

J1(x) I'(7)

y(r,7) = (1) pra V(T)Zﬁ,

(p- (3.64)), gdzie Jy jest funkcja Bessela pierwszego rodzaju, a x jest zdefiniowane jako

(k)br
o

xr =

przy czym (k) = 2w (v)({v)- $rednia czestosé), b- érednica gwiazdy, R - odleglosé do gwiazdy, a r
oznacza odlegtosé detektorow.

Uwzgledniajac powyzsze w (4.184) otrzymujemy dla dwdéch licznikéw w odleglodei wzajemnej

(nin2) — (n1)(n2) = (n1)(n2) (Jl;x)> : (4.189)

Z pomiaréw korelacji (4.189) jako funkcji r wyznaczaé¢ mozna srednice b gwiazdy przy zadanej
odleglosci R do gwiazdy. Uwzgledniajac polozenie pierwszego zera funkcji Ji(x) otrzymujemy, ze
korelacja (4.189) znika, gdy

(k)br = 3,83 R,

(p. (3.65)). Poniewaz baza interferometru natezeniowego moze wynosié¢ kilkaset metréw (np.
w interferometrze Hanbury-Browna - Twissa wynosita ok. 200 m), wiec dokladno$é tej metody

kilkadziesiat (40-50) razy przewyzsza dokladno$é metody Michelsona.

4.10 Liczniki o skonczonej czutosci

Liczniki (detektory) wystepujace uprzednio w naszych rozwazaniach byly mocno wyidealizowane:
mialy one punktowe rozmiary, nieskonczone pasmo czulosci i nieskoniczenie maty czas martwy. 7

kolei wiemy, ze liczniki rzeczywiste maja skonczone pasmo czutoéci i skonczona szybko$é rejstracji.
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W efekcie licznik jest pewnym filtrem, ktéry zamiast pola V(r, ) rejestruje pewne pole efektywne

Vel (t). Zwiazek miedzy Vef i V zapiszemy w postaci

7

Vel (t) = / ai(r)S(t — )V (r,t)d*r dt’, (4.190)

gdzie S(t —t') jest transformata Fouriera funkcji S(v), nazywanej funkcja rozmywajaca detek-
tora,a funkcja a;(r) jest przestrzenng funkcja rozmywajaca i-tego detektora. Funkcja S(v) zawiera
informacje o czasie martwym i pasmie czulosci detektora, a funkcja a;(r) odpowiada za skoficzone

rozmiary detektora. W granicy, dla detektoréw idealnych
a;(r) —  O(r—ry), (4.191)

Sit—t) — 6t—-t), (4.192)

gdzie symbol § oznacza funkcje Diraca.
Rozwazmy przypadek detektora punktowego o skonczonym pasmie czulosci (tzn. a; spelnia

(4.191)) rejetrujacego pole o rozkladzie gaussowskim. Uwzgledniajac (4.156) mamy

(Ve(tr) Ve(ta) Ve(ts) Ve(ta)) (4.193)
= (Ve(tr) Ve(t2))(Ve(ts) Ve(ta)) + (Ve(tr) Ve(ta)) (Ve(ts) Ve(t2)),

gdzie
Ve(t) = Veg(t) = /?(t—t’)V(ri,t’)dt’.

Na podstawie (4.131) oraz (4.131), kladac I. = |V,|?, otrzymujemy

T
(n) = a/ (4.194)

0

T T
(n?) = a2// )t dt” + (n).
00

Dla rozwazanego pola (4.190), przy warunku (4.191), wzory te przybiora postac

T
ao/dt //S(tﬂfg)r(t1 —t3) S(t — t1) dty dty

= aT/|§(u)|2f‘(V)du, (4.195)

(n)

oraz

_ n>2
T

(n®) —(
= a2//Tdt’dt”////S(t’—t2)5(t’—tl)S(t”—t4)S(t”—t3)

0
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X F(tg — t3)r(t4 — t1)dt1 dto dts dty + <n>

T T
= ao? / / dt’ dt”

0 0

2
‘/6727” v(t' —t") ‘§|2f(l/)dl/ + <TL> (4196)

Jedli S(v) ~ 1 dla zasadniczej czesci spektrum (v, wéwezas momenty takiego licznika zblizone
sa do moment6éw licznika idealnego. W przeciwnym wypadku, gdy S(v) silnie zalezy od T'(v),
woéwcezas zliczenia licznika bardziej zaleza od jego charakterystyki, niz od charakterystyki zrédla.
W ogélnym przypadku mamy laczng funkcje rozmywajaca po przestrzeni i po czasie
Sii(r,t') =a;(r)S(t —t). (4.197)

Funkcje te uwzgledni¢ mozna w funkcjonale charakterystycznym zapisujac

C{S(r,t)}:exp{— / / S(rl,t1)<V(r1,t1)V(r2,t2)>S(rg,tg)d3r1d3r2dt1dtg}. (4.198)

Zauwazmy, ze ogllnie rzecz biorac, zawsze nalezaloby uwzgledniaé istnienie funkcji rozmywaja-
cych, bowiem obserwacji przyrodniczych dokonujemy za pomoca przyrzadéw, z ktorych kazdy

scharakteryzowany jest przez pewien funkcjonal zalezny od przyrzadu i obserwowanego zjawiska.
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Rozdziat 5

Procesy Markowa i d.c.

termodynamiki informacyjnej

5.1 Przejscie od opisu dynamicznego do statystycznego

Rozwazaé bedziemy ewolucje w czasie pewnego pola elektromagnetycznego V (r,t) = V(z) (z ozna-
cza tu zmienna w 4-wymiarowe]j przestrzeni r,t), wywolanego zrédtami j(x). Jak wiadomo, ewo-

lucja w czasie pola elektromagnetycznego ze zroédtami opisywana jest przez rownanie d’Alemberta

OV(z) =j(x) =7 V, {¢n}, k=1,...,n) (5.1)

gdzie O = V? — 9?/0t? oznacza operator d’Alemberta (polozyliémy predkoéé éwiatla ¢ = 1), a

{1} to pewne pola spinorowe, opisujace Zrdédlo j(z) i spelniajace réwniez réwnanie
Ovpp(z) = Fi(z) = Fi(z; V, {¢r}). (5.2)

Wielkosci ¥, nazwiemy polem zrédla promieniowania.
Jest to na razie opis czysto dynamiczny. Przy zastosowaniu do teorii czeéciowej koherencji pél
typu (5.1), (5.2) na opis dynamiczny naklada sie pewna statystyka, ktéra moze byé¢ dwojakiego

rodzaju.

1. Rozwazamy pewne pole swobodne spelniajace réwnanie
OV(x)=0. (5.3)

Réwnanie rézniczkowe tego typu ma jednoznacznie okreslone przez warunki poczatkowe roz-

wigzanie, ktore formalnie zapisa¢ mozna jako

V(z) = V(z; V), (5-4)
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przy czym Vj to zbiér warunkéw poczatkowych.

Pierwszym zrédlem statystyki moze byé¢ nieznajomos$é warunkow poczatkowych. Zbiér V;

bedzie wigc zbiorem ” pierwotnych” zmiennych stochastycznych.!

2. Rozumowanie powyzsze przenie$¢ mozna na pole zwiazane opisane przez warunki (5.1-5.2).

Rozwiazania tego ukladu réwnan zapiszemy woéwczas w postaci

V(z)

V(z; Vo, {tko}), (5.5)
Ur(z) = tr(z; Vo, {tw}), (5.6)

przy czym zmiennymi stochastycznymi pierwotnymi beda tu Vp(z) 1 ¥ro(z). W duchu okre-
$lenia procesu stochastycznego podanego w podrozdz. 4.7 Vi(x) i ¥ (z) sa procesami sto-

chastycznymi, gdzie Vj i ¥go tworza rodzine zmiennych stochastycznych.

3. Jako wtérny proces stochastyczny rozwazaé¢ mozna j(x),

J(@) = j(a; Vi{vn }), (5.7)

wyznaczony jako funkcja proceséw V' i {¢; }. Bylobt to podejécie do$¢ skomplikowane, gdyz
skomplikowane sa warynki poczatkowe, od ktérych zalezy j(x). Poniewaz w fizyce z reguly
przyjmuje sie zalozenie ergodycznosci, z ktorego wynika niezalezno$¢ procesu od warunkéw
poczatkowych, powstala koncepcja, by jako zmienna stochastyczna przyjaé j(z). W ten
sposOb rozwiazanie réwnania

OV(z) = j(), (5.8)

bedzie mialo postaé

Vi(z) = V() (5.9)
bez zaleznosci od Vy. Wielko$é j(z) odgrywa tu role analogiczna do stochastycznej sily
wymuszajacej drgania oscylatora (sita ta zwana jest sila Langevina)? ” Sita” j(x) opisana

jest przez swe momenty statystyczne

a1 = (j@), as=(GE@),....

Dla sily Langevina (ang. drawing force), z definicji &y = 0. Réwnania (5.8) nazywamy
réwnaniami fluktuacyjnymi. Stochastyczne Zrédta pola, jak w tym wypadku j(z), nazywa

sie czesto rezerwuarem (zbiornikiem) cieplnym.

Poniewaz j(z) zalezne sg stochastycznie od czasu, opisywane przez nie proces bedzie procesem

nieodwracalnym.

LOkreslenie wprowadzone przez Klaudera - Sudarshana w cytowanym podreczniku ” Fundamentals of Quantum

Optics”.
2Paul Langevine (1872-1946).
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4. Rozwazmy sytuacje, gdy istnieja tylko dwa pola zrédlowe {91}, k = 1,2. Réwnania ewolucji

w czasie beda tu mialy postac

O (z) = Fi(x; V¢, ), (5.11)
Ovo(x) = Fo(x; Vi1, 12). (5.12)

Niech funkcja 19 opisuje rezerwuar. Woéwczas, zgodnie z poprzednim rozumowaniem, roz-
wiazanie f(z) réwnania (5.12) nie zalezy od V i ¢, a réwnania pola przybiora postaé
Ovyi(x) = Fi(z; Vi, f). (5.13)

5. Zauwazmy, ze zrédlem statystyki moga byé nie tylkozrddla zewnetrzne (reprezentowane po-
wyzej przez f) czy tez warunki poczatkowe. Gdy pole promieniowania ($wiatlo) rozchodzi
sie¢ w osrodku niejednorodnym, w ktérym wspolczynnik zalamania a tym samym predkosé
rozchodzenia sie fali w danym osrodku jest zmienng stochastyczna, woéwczas proces stocha-
styczny V(z) ma postaé

V(z) = V(x;n),

gdzie zmienng stochastyczna jest n(z).

5.2 Metoda funkcjonalna. Réwnania dla $rednich
jako przyklad rozwazmy nastepujacy uklad rénan typu (5.13):
OV(z) = V3(z)+9*(x) + f(2),
Oy(z) = V(z)y(r)+g(=), (5.14)

gdzie f(x) i g(z) reprezentuja sily Langevina. Rdéwnania powyzsze rozwiazywaé mozna metoda

perturbacyjna, podstawiajac
v(z) = V(z)-V(),
(@) = (@) —1h)(z), (5.15)

gdzie Vo(z) 1 ¥o(x) sa ustalonymi, niestochastycznymi funkcjami.
Przedyskutujemy teraz innag metode rozwiazywania réwnan (5.14). Sredniuj@c mianowicie

uktad (5.13) po ensemblu pdl V(x) otrzymujemy ” $rednie réwnania”

OWV(z) = OWV() =GV, 1)
O ((x)) = 0O (¢i(a) = (Fu(z; Viy, f)) (5.16)
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Procedura ta w zastosowaniu do réwnan (5.14) prowadzi do zwigzkéw
O (V(z)) = (V3(2))+ %)) + (f(2)),
O () = (V(z)p(z)) + (9(2)). (5.17)

By odkry¢ trudnosé, kryjaca sie w réwnaniu (5.17), ograniczmy sie do prostego nieliniowego row-

nania, bedacego szczegdlnym przypadkiem (5.14)
OV(z) = V3(z) + f(x). (5.18)
Mnozac obustronnie przez V(y)V(z) i $redniujac po ensemblu otrzymujemy
([0 V(@) - Vi)~ f@)] V)V () = 0, (5.19)
gdzie O, oznacza dalambercjan ze wzgledu na zmienna z. Przeksztalcajac (5.19) do postaci
O (V(@)V )V (2)) = (V(@)u()V(2)) + (f(@)V )V () (5.20)

zauwazmy, ze do okreslenia korelacji trzeciego rzedu (V (2)V (y)V (2)) trzeba mieé korelacje piatego
rzedu <V3(x)v(y)V(z)> Tak wiec korelacje nizszego rzedu wyznaczone sa przez korelacje wyzszego

rzedu. Ogdlnie, stosujac rownanie d’Alemberta do funkcji korelacyjnej

Grs(T1, .oy Y1, - ys) = (flx1) .. f@n)V(y1) ... V(ys)) (5.21)

otrzymujemy

Dyl Grs(xlwual'r;yl,"'ays) (522)

= Grsp2(T1, 05 Y1, Y, Y1, Y1) + Grg1 s 1(T1, - T3 Y1, Y255 Ys),s

dla wszystkich r i s. Réwnania (5.22) tworza, dla kolejnych r i s, tzw. lancuch lub hierarchie.
Problem ten pojawia sic w termodynamice proceséw nieodwracalnych.? Tam tez podano zasad-
nicza metode rozwigzywania tego typu hierarchii zaktadajaca, ze dla pewnego n momenty rzedu
wiekszego od n sa funkcjami rzedu niewiekszego od n (metoda Bogoliubova), p. np. cytowany
podrecznik Lopuszanskiego i Pawlikowskiego, s. 83.

Podamy teraz pewna metode rozwiazywania réwnan (5.22) poprzez wprowadzenie
” §rednich ” dla funkcjonalu charakterystycznego. Rozwazamy dla prostoty pewne pole rzeczywiste

V(x) i f(z). Funkcjonal charakterystyczny zdefiniowany jest jako

cts.) = (e {i [5GV G+l a' | ). (5.23)

3Chodzi o tzw. réwnania hierarchiczne B.B.G.K.Y., p. np. J. Lopuszanski i A. Pawlikowski, Fizyka statystyczna,
Warszawa, PWN, 1969, s.81.

104



Zaktadamy znajomosé statystyki funkeji f(z), tzn. rozkladu w przestrzeni funkeyjnej {f(x)}. Jest

to réwnoznaczne z zalozeniem, ze wielkosé

c(o.5) = (e [i [ st syt ) (5.24)

jest znana. Innymi slowy, jest to nalozenie pewnego warunku brzegowego na C{S,s}. Znajac

(5.24) poszukujemy wielkosci

Cc{Ss,0} = <exp {Z/S(y) V(y)d4y} > . (5.25)
Obie funkcje (5.24-5.25) sa szczegdlnymi przypadkami (5.23). Sformulujemy teraz pewne réw-
nanie na funkcje C{S, s}. Uzyliémy juz poprzednio? pojecia pochodnej funkcjonalnej. Dla dowol-

nego funkcjonatu p(§) pochodnalfunkcjonalna §¢(&)/0¢(x) zdefiniowana zostata jako

dep 4 . -1
= 1 —
5e(r) @ w = My e 4 7y) = @ (O]
d
= d—<p(§ +77) (5.26)
T 7=0
Pochodne funkcjonalne C{S, s} odpowiednio wzgledem S i s beda mialy postaé
0C{S,s} , d
Er)—————d*xr = — E 2
JE@ G e = Lot B (5.27)
0C{S,s} , d
= — 2
/ o) G A= OIS s el (5.28)

gdzie F i e sa pewnymi ustalonymi funkcjami prébnymi, dla ktérych odpowiednie pochodne funk-
cjonalne istnieja (tzn. E i e naleza do klasy S funkcji szybko malejacych). Zauwazmy bowiem,
ze tatwo podaé przyklady funkcjonaléw, dla ktérych pochodne funkcjonalne od pewnego rzedu

poczawszy, nie itnieja. Wezmy np. funkcjonal

C{S} = /52(30) d*z.
7 definicji, pochodna funkcjonalna tego funkcjonatu jest réwna

d
— E
chl{S +7 }

T=0

= di {/ (5% + 27ES + 7 E?) d4x}
T

(z zalozenia, E 1 S sa calkowalne z kwadratem), czyli

= 2/E(m)5(x)d4x,

7=0

6C {S} _
55 2.5(x).
Obliczmy teraz druga pochodna C1{S};
0 ) )
=2
550 55(0) O = 255 5@
:2i[S(z)+TJ(I—z’)] =20(z —a').
dr 7=0

4p. R.S. Ingarden, Elektrodynamika klasyczna i kwantowa, Torun, UMK, 1970, s. 365.
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W szezegblnosei dla x = o
52

55118} =200 = o,

wiec druga pochodna funkcjonatu C1{S} nie istnieje. Oczywiscie, sa funkcjonaly, dla ktérych druga

pochodna istnieje, na przyktad

Cy{S} = </ Eo(x)S(z) d4o:)2.

Obliczajac pierwsza i drugg pochodna funkcjonalng mamy

(502{5'} (/Eo )Eo(x),

5202{5}
5S(z)2

= 2E3(:1c)

Obliczajac pochodne funkcjonalne dla funkcjonatu (5.23) otrzymujemy

oraz

(—(s‘gy)) c(s.5) = (rwen{i [S6VE +srmlas}). 630

Korzystajac z powyzszych wynikéw tatwo jest przepisa¢ odpowiednie réwnanoie na funkcje V()

w ” jezyku” funkcjonatu charakterystycznego. Biorac np. pod uwage réwnanie (5.18), otrzymamy

—i0 555(:6)0 = [(—z'%fs(x))?) + <_i556(x)>] ¢
_ <[m V() = V3(e) — f(a)] exp { [ 156V +s0)1w) dy}> —0,

a stad, rugujac ” 7”7, otrzymujemy réwnanie

3
C{S,s} = [_(SS(ix)?’ + 53((550)} C{S, s}. (5.31)

0 5;@)

W ten sposéb nieskoniczonej iloci réwnan (5.22) odpowiada jedno réwnanie funkcjonalne (5.31),
lecz zysk z tej zamiany jest w istocie niewielki, gdyz teoria rownan rézniczkowych funkcjonalnych
jest na razie slabo rozwinigta, by podaé efektywna metode rozwiazywania réwnania (5.31). W
praktyce latwiej jest rozwiazaé¢ uklad (5.22) wspomniana wyzej metoda rozszczepienia lancucha
réwnan., tzn. wyrazenia wyzszych momentéw przez nizsze. W dalszym ciagu podamy mozliwos$é

ujecia teorioinformacyjnego, ktére jest jakodciowo istotnie rézne od podanych wyzej metod.
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5.3 Elementy teorii procesé6w Markowa

Wspomniane wyzej trudnosci w opisie dynamicznym problemu koherencji przyczynity sie do
dalszego uproszczenia modelu. Zaktada si¢ mianowicie, ze zachowanie w czasie pél zrédlowych

opisane jest réwnaniami

bk = B ({Unds {fudo ) (k=1,...,N). (5.32)

Do pél Yy, zaliczono réwniez pole V. Dla ustalonych sit f,, i przy zalozeniu warunkéw poczat-
kowych w chwili t = 7,

Ui(T) = ¢@r, (5.33)

réwnania (5.32) posiadaja, (przynajmniej teoretycznie), rozwiazanie, ktére mozna zapisa¢ w postaci

VY(t) = Vi (t, {fm}; {e}, 7). (5.34)

Przy przejéciu od ustalonych f,, do f,, jako zmiennych stochastycznych, powstaje problem
zachowania si¢ rozktadu prawdopodobienstwa dla iy, ktore staja sie w tej sytuacji zmiennymi
stochastycznymi.

Prawdopodobiefistwo P({¢y},t|{we}, 7) przejécia od stanu w chwili 7, opisanego zbiorem funk-

cji g, do stanu w chwili ¢, wyrazi sie jako nastepujaca warto$¢ srednia

Py (o}, thpe}, 7) = <H 6 [vhr — wk(t)]> (5.35)
k

= <H5 [k = Wi (t, {fm}; {w}ﬁ)]> :
k
W teorii proceséw stochastycznych rozréznia si¢ 2 typy prawdopdobienstw przejscia:

1. prawdopdobienistwa orzejscia zaleza tylko od stanu w chwili poczatkowej i stanu w chwili
koncowej, niezaleznie od przebiegu procesu wewnatrz rozpatrywanego przedzialu czasowego
(innymi stowy, prawdopdobiefistwo, ze uklad najduje si¢ w pewnym stanie, zalezy tylko od
stanu w chwili poprzedzajacej, a nie zalezy od calej historii procesu; cofajac si¢ w ten sposéb

wstecz otrzymujemy zalezno$é wylacznie od stanu poczatkowego i koficowego),

2. prawdopdobienstwo tego, ze uktad bedzie sie znajdowal w pewnym stanie w chwili t, zalezy
od wszystkich stanéw, w jakich uklad znajdowal sie w interwale < 7,¢ >, a wiec od calej

historii procesu.

Procesy o wlasnoéci 1 nazywamy procesami Markowa® lub markowowskimi (ang. Markoffian
processes), a procesy pozostale - procesami niemarkowowskimi (ang. non-Markoffian proces-

ses ).

5A. A. Markow, 1856-1922.
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Oczywidcie prostsze w ujeciu matematycznym sg procesy Markowa, aczkolwiek wiekszos¢ intere-
sujacych nas w przyrodzie procesy stochastyczne to proceséw stochastycznych to procesy niemarko-
wowskie. W pewnych przypadkach, przy dodatkowych zalozeniach, z procesu niemarkowowskiego
otrzymadé mozna proces Markowa. Wezmy np. czastke gazu zamknieta w naczyniu i zderzajaca sie

z pozostalymi czastkami. Jej polozenie wyznaczone jest przez réwnanie
mi(t) = f(t) (5.36)

gdzie m oznacza mase czastki, a f(t) jest stochastyczna sila pochodzaca od oddzialywania pozo-
stalych czastek. Zakladajac, ze czastka zderza si¢ sprezyscie z pozostalymi widaé, ze stochastyczna
sita nie posiada ” pamieci 7, tzn. mamy proces Markowa. Np. klasyczne btadzenie przypadkowe

(ang. termin: random walk) opisane jest przez (5.36) przy zalozeniu, ze sila f(t) opisana jest przez

C{s} = <exp {i/s(t’)f(t/)dt']> = exp [; /sz(t’)dt'} , (5.37)

ktéry jest funkcjonalem charakterystycznym dla rozkladu gaussowskiego o transformacie typu

(4.139) dlam = 0 i fa(v) = 4m2ar?.

funkcjonat

Innym znanym w fizyce przykladem procesu markowowskiego jest klasycznych ruch Browna,

opisany przez (5.36) i funkcjonal

Cfs} = <exp [2 / s(t) f(t’)dt’]> — oxp [—;b / sQ(t’)dt’} , (5.38)

typu (4.139) dla fi(v) = b.

Wracajac do prawdopodobienistwa przejscia (5.35) zauwazmy, ze jest to dwupunktowe prawdo-
podobienstwo zaistnienia zdarzenia (stanu) {¢} w chwili ¢ i zdarzenia ¢, w chwili 7. Wprowadzi¢
rowniez mozna pojecie prawdopodobienstwa warunkowego. Zdefiniujmy mianowicie prawdopodo-

bienstwo stanu ¢, w chwili 7 jako

Pay (i), 1) = / Py () e}, 7) d¥ oy (5.39)
gdzie
N
dNSOZ = H dQOZ,
/=1
oraz

Poy({veh e}, 7) = [ 6(wr — @n).
k

Mozna wiec napisaé, ze

Poy({n ), t{ee}, 7) = g({on} tHwe}, 7)oy {0k}, 7), (5.40)

czyli

_ p) (¥t tiedd, 7).
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Funkcja g okresla prawdopodobiefistwo zaistnienia stanu {¢;} w chwili ¢ pod waruniem za-
istnienia stanu {¢,} w chwili 7, jest wigc prawdopodobiefistwem warunkowym przejécia od stanu
({pe}, 7) do stanu ({11 },t). Dla dowolnego procesu stochastycznego definiowaé mozna prawdopo-
dobienstwo ciagéw n zdarzen. Np. p(z)- prawdopodobienstwo zaistnienia zdarzen
e}, 9), {ert, 7)s {Yr}, ), (9,7 1 t oznaczaja pewne punkty czasowe, ¥ < 7 < t), dla procesu
(5.34) bedzie réwne

pey{Wrh t [ {oed, T1{A},9) (5.42)

= <H5 o — Walt{ fuds ek 7] T 0 o6 — Welr, { ) {AM)}>
k

14

przy czym miedzy p(2) i p(3y zachodzi zaleznosc

p(2)({¢k}7t | {QOZ}?T) = /P(3)({¢k}at | {904}77— | {Ak}>19)dN)‘k (543)

7 definicji proceséw Markowa wynika, ze istotne jest dla nich prawdopodobienstwo 2 - punktowe
p(2) (prawdopodobienstwo 2 zdarzen), natomiast prawdopodobiefstwa n zdarzeh (n > 2) sa kuz

iloczynem prawdopodobiefistw p2). W takim razie np. p(s) bedzie mozna przedstawi¢ w postaci

pey{r} t1{we}, T1{N},9)
= Ap({tbe}, t [ {@e}, 7), (5.44)

gdzie
A= p({@€}7 T | {)‘r}vﬂ)’

czyli

P {Yrt t{ee}, T [{Ar},0)
=p{{¥r}, t {eek, 7) p(pe}, 7, [{Ar ), 0). (5.45)

Poréwnujac (5.43) 1 (5.45) mozemy napisad
/P({T/fk}atl{w},T({w}le{)\r},ﬁ)stﬁe
= <H 0 [wk - \Ilk(ta {fm}a {Ar}a 19)]> = P({%}a t|{)‘r}a 19) (546)
k

Relacje (5.46), bedaca istotna wlasnoscig proceséw Markowa, nazywamy réwnaniem Chapmana-

Kolmogorowa. Réwnanie (5.46) mozna przedstawi¢ w postaci rézniczkowej jako

PULD _ [ .. [ K@ gohpiona e (547

gdzie jadro catkowania K dane jest wzorem

K(gw (o)) = opltoih illead, 7). (r=1) (5.45)

109



Jedli K nie zalezy od czasu, proces nazywamy stacjonarnym. Z réwnania (5.47) otrzymaé
mozna w nizej podany sposéb réwnanie rézniczkowe nieskonczonego rzedu, ktére w szczegdlnych
przypadkach da sie przyblizaé¢ przez réwnania skonczonych rzedéw. Oznaczajaé funkcjonal cha-

rakterystyczny dla p{iyx}) przez C(s{si}) mamy

Ol{si}) = explW ({ss})] = (exp (i swaie) )
- /.../exp (iZskz/Jk)p({z/Jk.})dek, (5.49)
a stad
p(e) = (27r)*N/.../exp =03 swton + W({seh)] @V (5.50)
Biorac pochodna po czasie z (ref30.19) otrzymujemy

op({vn}) .
o P({wk})

=(2n)~ N / /W({sk}) exp [—iZskwk + W({sk})} dVs;,

:W<{ aw})/ /exp =D swton+ W({se})] a¥s

= ({ig- ) otwn. =2 (5.51)

W ten sposéb rOzniczkowo-catkowe réwnanie (5.47) sprowadzone zostato do réwnania rézniczko-
wego (5.51). Z réwnania (5.51), o ile zmay warunki poczatkowe py|,_,., mozemy wyznaczy¢ py|,_, .

Poniewaz
W({se}) =In C({sk}), (5.52)

wiec, zgodnie z okredleniem kumulantéw (2.14)-(2.15), przechodzac do

W({sk}) = Z o D ke Sk (U Ur) (5.53)

gdzie przez (Y, ..., ) oznaczylismy kumulanty (L od linked moments). Dla jednej zmiennej
Y, = ... = ¥ 1 (¥*) = Ky, zgodnie z oznaczeniami podrozdz. 2.1. Uwzgledniajac powyzsze,

otrzymujemy ostatecznie réwnanie

op({r})
Btk (5.54)
" (—1)n ) 9

SIS S B { (Wi -, } p({wn}),

zwane réwnaniem stochastycznym. Jedli urwaé szereg na wyrazie n = 2, to (5.54) przechodzi w
znane m.in. w teorii dyfuzji réwnanie Fokkera-Plancka. Zapis (5.54) rozumiany jest ogélnie;
jesli pola ¢y sa pewnymi funkcjami vy, = i (x), wéwczas pochodne 9/0vy, oznaczaja pochodne

funkcjonalne ¢ /vy ().
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Dla jednej zmiennej stochastycznej ¢ réwnanie (5.54) przybiera postaé

LA\ LA Z:: n! o (;%;npw)). (5.55)

Dla zilustrowania powyzszego rozumowania rozwazmy stochastyczny ruch harmoniczny o réw-

naniu z = 0 i funkcjonale charakterystycznym

Cfs} = <exp {z / s(t’)z(t’)dt’]>. (5.56)

Réwnaniu x = 0 odpowiada nastepujace rownanie funkcjonalne

d? 50{5}
dt? 5s(t)

(5.57)
Dla ustalenia uwagi o funkcjach prébnych s(t') zakladamy, ze
1. nalezg do klasy funkcji szybko malejacych,

2. istnieje jedno-jednoznaczne przyporzadkowanie miedzy zbiorem wartoéci funkcji a zbiorem

momentow
Sp = /(t')ps(t’)dt’ < o0, (5.58)

(p=0,1,2,...) 1 vice versa, tak ze
3. C' moze by¢ traktowane jako funkcja momentow,
C = O(So, S1,-- )

Woéwczas pochodna §/ds(t) wyrazi sig wzorem

e 5sp aC
5s(t)_p (t) ds, Z 8sp (5.59)

Funkcjonal C spehiajacy (5.57) moze zaleze¢ jedynie od sg 1 s1; ma on wiec postaé

Cfs} = c{ / s(t')dt, / t’s(t’)dt’} (5.60)
/exp{ [mo/s(t’)dt’ + vo/t’s(t’)dt’] }p(azo,uo)dxo dvy,

gdzie p(xg,vo) jest rozkladem prawdopodobienstwa w przestrzeni fazowej czastki w chwili poczat-
kowej. Z kolei jesli rozklad p(zg,vg) jest rozkladem gaussowskim dla dwéch zmiennych stocha-

stycznych niezaleznych zg i vg, to odpowiednim rozwiazaniem (5.57) jest funkcjonal

Cfs} = exp [—a ( / s(t’)dt’>2 i ( / t’s(t/)dt’ﬂ . (5.61)
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5.4 Pewne pojecia termodynamiki informacyjnej

W naszych poprzednich rozwazaniach (patrz Rozdzial 2, a takze podrozdz. 4.5) pojawialo sie¢ juz
pojecie entropii czyli informacji, jako pewnego funkcjpnatu rozkladu prawdopodobienstwa. Funk-
cjonal ten dawal nam pewne kryterium wyboru (zwane zasada maksimum entropii) rozkladu praw-
dopodobienstwa ze zbioru rozkladéw,zwanego makrostanem, wyznaczonego przez pewne warunki
uboczne. Bylo to statystyczne zastosowanie entropii jako estymatora rozktadu prawdopodobien-
stwa.

W niniejszym podrozdziale naszkocowaé pragniemy implikacje podejscia teorio-informacyjnego
na gruncie termodynamiki, jak najszerzej pojetej. Na poczatek przypomnimy, ze w klasycznej
termodynamice statystycznej uktadowi fizycznemu o f stopniach swobody przyporzakowana jest
przestrzen fazowa I'.6

Elementami przestrzeni fazowej I' sa ciagi (¢, p) pedéw p1,...,ps i polozen ¢i, ..., qs. Elementy

(punkty) przestrzeni fazowej nazywami stanami czystymi ukladu. Réwnania Hamiltona

dgg 9H  dpy  OH

= =— 5.62

dt  Op;’ dt dq;’ (5:62)

(it =1,...,f), przy warunkach poczatkowych i hamiltonianie niezaleznym explicite od czasu wy-
znaczaja nam jednoznacznie stan (g, p)(t) ukladu w chwili ¢:

(¢,p)(t) = Re(g.p), Ro(g,p) = (¢,p)(0). (5.63)

Zwiazek (5.63) okresla pewna grupe R przeksztalcen R; I' na siebie, zwang grupa ruchéw mecha-

nicznych,
R ={R:: (¢,p)(0) = (q,p)(t) = Ri(q,p)(0).}.

Grupa R jest jednoparametrowa grupa Lie’go i jest podgrupa grupy transformacji kanonicz-
nych.” Jak wiadomo, przeksztalcenia kanoniczne sa przeksztalceniami unimodularnymi. W prze-
strzeni I okresli¢ mozna algebre Br zbioréw borelowskich oraz miare Lebesgue’a A(A) (zwana w

fizyce miara Liouville’a). Mianowicie kazdemu A € Br przyporzadkowana jest ” objetos¢” A(A):

AA) = /dI‘ = /dql...dqf dp1 ... dpy. (5.64)
A A

Udowadnia si¢ ® twierdzenie Liouville’a méwiace, ze miara Liouville’a jest jedyna miara na Br
niezmiennicza wzgledem wszystkich przeksztalcen kanonicznych w przestrzeni fazowej I'. Majac

zdefiniowane pojecie miary na Br rozszerzy¢ mozna pojecie stanu czystego (punktu w przestrzeni

Sdokladniejsza dyskusje znalezé mozna w podrecznikach fizyki statystycznej, p. np. A. Kossakowski, Fizyka
statystyczna I, Preprint Nr 64, Torun, UMK 1969, Rozdz. III, p. takze J. Lopuszanski i A. Pawlikowski, Fizyka

statystyczna, PWN, Warszawa, 1969, Rozdz. II.
“p. np. R. S. Ingarden, Elektrodynamika klasyczna i kwantowa, Toruii, UMK, 1970, s, 252.
8p. np. A. Kossakowski, odnosnik 6.
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fazowej I'). Statystycznym stanem (lub krétko stanem) uktadu nazywaé bedziemy kazdy element

P zbioru P, gdzie P jest rodzing miar probalistycznych na Br postaci

P(A)= [ p(g,p)dl, (5.65)
/

gdzie p(q,p) jest nieujemnag funkcja okre$lona na przestrzeni fazowej v taka, ze

P) = [ plap)ar. (5.66)
T

Funkcje p(q, p) nazywamy pochodna Radona-Nikodyma miary P(A) wzgledem miary d T

dP(A)

—ar (A € Br),

p(q,p) =

przy czym miara P(A) musi by¢ absolutnie ciggta wzgledem dT',° co oznaczamy przez P(A) < dT.
Zauwazmy, ze w 7 jezyku” probablistycznym p(gq, p) jest gestoscia pewnego rozktadu prawdopodo-
bienstwa zmiennych ¢,p € I'. Pojecie absolutnej ciagltoéci odgrywa role przy dowodzie odwrotnego

twierdzenia Liouville’a, ktére méwi, ze jeli miara p(A) postaci

mw=/@@mdr (5.67)

A

gdzie
du(A)

a(q,p) = AT

jest niezmiennicza wzgledem grupy przeksztalcen kanonicznych, tzn.
p(K7HA)) = u(A),

(K — przeksztalcenie kanoniczne), to z dokladnoscia do stalej multiplikatywnej ag jest ona réwna

mierze Lebesgue’a A\(A);

1(A) = agh(A). (5.68)
Poniewaz
p (K 4) = [a(K7@Q.P) d@ap, (5.69)
A

co wynika z tzw. twierdzenia Liouville’a, a zalozenia u (K'(A)) = u(A), wiec musi by¢ a(q,p) =
o (K~(g,p)) identycznie dla wszystkich punktéw i wszystkich funkcji, a stad otrzymujemy,'”, ze
Oé(q,p) = Qp.

Dokonujac pomiaréw fizycznych mierzymy pewne wartosci érednie wielkosci fizycznych A; =

Ai(q,p) (g,p€ T,i=1,2,...,r), gdzie wielkoScia fizyczna zwyklo sie nazywaé funkcje rzeczywista

9miara v1(A) jest absolutnie ciagta wzgledem miary va(A), A € Br, co oznaczamy v; < ve, wtedy i tylko wtedy,

gdy z réwnosci v2(A) = 0 wynika réwnosé vy (A) = 0.
10A. Kossakowski, odn. 6.
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A; okreslong na I'. Wartoscia my, (p) = Ma, wielkosci fizycznej A; w stanie p nazywamy warto$é

Srednig
My, =ma,(p) = /Ai(q,p)p(q,p) ar, (Gi=1,...,r). (5.70)
r
Jednoczesnie pomiar wartosci My, , ..., Ma, okresla nam pewien zbiér ®4, . 4, stanéw ukladu:
CI)Al ----- A, = {p : mAl(p) :MA17""mAr(p) = MAT}’ (571)
ktére nazywamy makrostanem ze wzgledu na wielkoéci fizyczne A1, ..., A,. Dowodzi sie,!! ze

makrostan jest zbiorem wypuklym stanéw, tzn. dla stanéw pq,p2 € P4, . 4, idlaliczb a, 8 >

r

0, a+ B =1, stan apy + Bp2 réwniez nalezy do ®a, . a,. Wielkodci A1 = Ai(q,p),...,Ar =

e

A, (q,p) tworza zespél termodynamicznie regularny, o ile

1. sa liniowo niezalezne,

2. istnieja liczby rzeczywiste A1, ..., A, takie, ze spelniona jest nieréwnosé
[expudil@p) + .o+ Mg, p)] dT < cx. (5.72)
r

Zdefiniujemy teraz pojecie entropii stanu. Entropia s(p) stanu p nazywamy funkcjonal, okres-
lony dla wszystkich p € ® (® jest makrostanem ze wzgledu na zespét termodynamicznie regularny)
przez wyrazenie

s(0) == [ pla.p) 1n pla.p) dr, (5.73)
r

k jest stala Boltzmanna. Wzor (5.73) jest szczegdlnym przypadkiem ogdlniejszej formuly

(¢,p)
slo,u) = —k [ plg.p) In 2 dr, (5.74)
F/ (g, p)

definiujacej tzw. entropie wzgledem miary u(q, p) (niekoniecznie probabilistycznej). Wybér p(q, p) =
1 lub ogdlniej (g, p) = g = const., zwigzany jest z tym, ze entropia postaci (5.73) jest niezmien-
nicza wzgledem grupy przeksztalcen kanonicznych w I'.

Wprowadzimy teraz pojecie stanu reprezentatywnego. Niech P bedzie zbiorem wypuklym miar
probabilistycznych na algebrze zdarzen (. Miarg probabilistyczng P* € P, na ktérej entropia

s(P) osiagga warto$é maksymalna,'? gdzie
s(P)=-kY PP, k>0, Y P=1 P>0< i=1,...n,

(dla ustalenia uwagi rozwazamy dyskretne zbiory zdarzen), nazywamy rozkladem prawdopodo-

bienstwa reprezentatywnym dla zbioru P.

1A, Kossakowski, odn. 6.
12Jedli P jest zbiorem wypuklym, wéwczas entropia (funkcjonal wypukly)osiaga wartoéé maksymalng na zbiorze

P na jednym i tylko jednym elemencie P* € P, p. A. Kossakowski, odn. 6.
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Z kolei zasada maksimum entropii (nazywana tez zasada maksymalnej niepewnosci, lub zasada
wariacyjna termodynamiki) Jaynesa,'® Ingardena i Urbanika'* brzmi nastepujaco:

Niech P bedzie zbiorem wypkuklym miar probabilistycznych, odpowiadajacym stanowi naszej
wiedzy o zdarzeniach. Przez miare probabilistyczna najlepiej odpowiadajaca stanowi naszej wiedzy
o zdarzeniach bedziemy rozumie¢ rozklad prawdopodobiehstwa reprezentatywny dla zbioru P.1°

Przejdzmy teraz do przestrzeni I'. Niech Ay, ..., A, tworza termodynamicznie regularny zespél
wielkosci fizycznych, a ®4,,.. 4, - odpowiadajacy temu zespotowi makrostan. Zgodnie z zasada

maksimum entropii entropi¢ S(®4, ... 4,) makrostanu @4, . 4, definiujemy jako

S(®@a,,..a.) =sup {s(p) : p€Pay,, 4}, (5.75)

gdzie s(p) okreslone jest wzorem (5.73). Stosujac metode nieoznaczonych mnoznikéw Lagrange’a

(p. Rozdzial 2) otrzymujemy, ze

S(@a,.a,) =kl Z+> kXMa,(Pa,..a,) < 00 (5.76)

i=1

a stan reprezentatywny p* dla makrostanu ® 4, . 4, ma postaé

o (q,p) =Z7 (A, ) exp {=MA1(g,p) + ... — MA(q,p)} (5.77)

gdzie suma stanéw Z dana jest wyrazeniem

20 = [ e {-MA@n) + oo~ A ) (5.78)
r
Mnozniki Lagrange’a A1, ..., A, okreslone sa jednoznacznie przy pomocy rownan
oln Z(Ai,..., A\ )
M, (Pa,.on,)=— (alx ), (i=1,...,r). (5.79)

Majac entropie dla danego makrostanu konstruowaé mozemy termodynamike. Takie ujecie
termodynamiki, oparte na entropii otrzymanej via zasada maksimum entropii, nosi nazwe termo-
dynamiki informacyjnej. Teoria ta jest szerokim uogdlnieniem termodynamiki statystycznej,
gdzie rozpatrywano w zasadzie jedynie makrostany energii oraz makrostany energii i ilosci czastek.
W szczegblnosci w termodynamice informacyjnej wprowadza sie uogélniona tempaearture 6; ze
wzgledu na wielko$é A; jako

-1
; = 1 — [Ml*"m} , (Z
OM y,

i

", =1,...,7). (5.80)

Niech np. wielkoéciami A; beda pewne termodynamicznie regularne obserwable F¥ 16 ktére

przebiegaja dyskretne zbiory wartosci ]’-‘;1 (k=1,...,Ng;a =1,...,m). Oznaczajac momenty

13E.T. Jaynes, Phys. Rev. 106 (1957) 620.
14R.S. Ingarden i K. Urbanik, Acta Phys. Polon. 21(1962) 281, p. takze R.S. Ingarden, Fortschr. Physik 12

(1964) 567, tamze 13 (1965) 755.
15p. A. Kossakowski, odn. 6.
16Przyktad podany przez R.S. Ingardena, Fortschr. Phys. 13 (1965), s. 795.
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statystyczne rzedu k tych wielkosSci przez My, , gdzie
ij k (k=1,...,Ng;a=1,...,m), (5.81)
otrzymujemy makrostan @ g«
Opr = { tpj >0, ij =1, ij * = Mia,

(k:l,...,Na;azl,...,m)}. (5.82)

Otrzymany metoda mnoznikéw Lagrange’a rozklad reprezentatywny dla makrostanu (5.82) ma

postad
m Ng
Lexp l ZZB;W ]]-“a] , (=1,....n) (5.83)
s=1 k=1
gdzie
n m N,
Z =Y exp l ™ ]’fa] (5.84)
j=1 s=1k=1
a wspolczynniki S, otrzymuje sie z zalezno$ci
aZ({ﬁka})
My, = ————=. 5.85
‘ e (585
Wielkosci typu (5.80)
1
Opa=—— (k=1,...,Ny;a=1,...,m) (5.86)
Bka
nosza nazwe temperatur réznych typéw (a =1,...,m) i rzedow (k=1,...,N,).

Mozna badac jeszcze szersze klasy makrostanéw, zakladajac znajomos$é mieszanych momentéw

zmiennych F, typu
km
Z E , Pii,.. ,Jmful S = My ks (5.87)

Ji=1 Jm=1

pj17~--7j771, > 0 (]1 = 17 BN (5 R a]m = 17 e anm)a

ni Nm

> P =1 (5.88)
Jji=1 Jm=1

Warunki (5.87-5.88) wyznaczaja makrostan, dla ktérego rozkaad reprezentatywny ma postaé

Pivein =27 exp | = > Brkn fih - fEn | (5.89)
ki..km€R

gdzie, jak zwykle, Z wyznaczamy z warunku normaalizacji, R jest pewnym zbiorem liczbowym, a

mnozniki B, . k,, sa dane jako

m

1 aS(q)Mkl k )

_ B i) 5.90
,Bk;l,.“,km ekl‘..km 8Mk1mkm ( )
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Majac entropie danego rozkladu reprezentatywnego tworzymy zasady termodynamiki w nizej
podany sposéb. Wezmy pod uwage np.makrostan (5.82). Niech momenty My, dane wwzorem
(5.81) zaleza od pewnych parametréw V, (u =1,...,q), ktérre nazwiemy parametrami zewnetrz-
nymi (moze to byé objeto$é naczynia, natezenie zewnetrznego pola magnetycznego lub elektrycz-
nego itp.). Wszystkie wartosci spektralne wielkosci F, beda okreslonymi funkcjami tych parame-
tréw zewnetrznych. Zmieniajac V), o infinitezymalne przyrosty dV,, otrzymamy'” wzér na przyrost

entropii
m Ng 1 q
ds = —dM Py, 5.91
SZ:; kX::l eka ka + ; a o ( )

gdzie 0y, dane sa przez (5.86), a

oS
PW = . 92
( ( 6%)% (5.92)

Wielkogci P nazywamy silami uogélnionymi. Entropia S({My,}) dla rozkladu (5.83), z
definicji — > p; In pj;, jest réwna

[V~

m
S@p) =M Z+> > BraMya, (k=1,...,Nysa=1,...,m). (5.93)
a=1

k=1

Roéwnanie (5.91) uwaza¢ mozna za uogdlnienie pierwszej zasady termodynamiki, w zwiazku z czym
nazwiemy je pierwsza zasadg termodynamiki informacyjnej. Zauwazmy dalej, ze nasza
podstawowa zasada maksimum informacji jest uogélnieniem drugiej zasady termodynamiki. Uogdl-
niona drug,a zasade termodynamiki (druga zasade termodynamiki informacyjnej), przedstawiona

jako prawo zachowania entropii, otrzymujemy bezposrednio z (31.30):

fdsza (5.94)

gdzie ¢ oznacza calkowanie po zamknietej drodze w przestrzeni (M = {My.}, V = {V,,}). Ponie-
waz moze sie zdarzy¢, ze zaleznosci

Mka - Mka(Vu)

beda znane jedynie w sposéb statystyczny, wéwczas, zamiast (5.94) mamy

deZO. (5.95)

Dowodzi sie jeszcze!® trzecia zasade termodynamiki informacyjnej, ktéra méwi, ze punkty
Ok, - .- (01 tworza zbior temperatur dowolnych rzedéw i typéw) = 0, sa nieosiagalne.

Podalidémy tu w wielkim skrocie zarys termodynamiki informacyjnej, ograniczajac sie tylko do
ujecia klasycznego. Metody termodynamiki informacyjnej uzywane sa obecnie w coraz wigkszym
zakresie w réznych dzialach klasycznej i kwantowej fizyki statystycznej, o czym dokladniej bedzie

mowa w dalszym ciagu wyktadu.

17p. R.S. Ingarden, Postepy Fizyki 15 (1964), s. 311.
18R.S. Ingarden i K. Urbanik, Acta Phys. Polon. 21(1962) 281, p. takze R.S. Ingarden, Fortschr. Physik 13

(1965) s.802, oraz A. Kossakowski, Fizyka statystyczna I, Torun 1969, s.97.
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Rozdziat 6

Operatory i stany mieszane

w teorii kwantowej

Wstep

Nasze dotychczasowe rozwazania obejmowaly elektrodynamike statystyczna w ujeciu klasycznym.
Obecnie bedziemy zajmowali sie elektrodynamika statystyczna w aspekcie kwantowym. Podobnie
jak w czesci klasycznej podstawa bedzie monografia J.R. Klaudera i E.C.G. Sudarshana.! W tym
rozdziale podamy niektére podstawowe pojecia mechaniki kwantowej i teorii liniowych operatorow
w przestrzeni Hilberta. Tam, gdzie bedzie to mozliwe, bedziemy stosowali formalizm Diraca (tzn.
dla operatoréw hermitowskich). Niniejszy rozdzial jest w pewnym sensie rozszerzeniem Rozdziatlu
1. Czegéci II skryptu R.S. Ingardena” Elektrodynamika klasyczna i kwantowa” (UMK, Torun 1970),

ale moze by¢ traktowany jako niezalezna calosé.

6.1 Pewne wlasnosci przestrzeni Hilberta

W mechanice kwantowej stanom czystym uktadu przyporzadkowujemy wektory w (skonczenie lub
nieskonczenie wymiarowej) oSrodkowej przestrzeni Hilberta, a obserwablom i zmiennym dynamicz-
nym - operatory liniowe dziatajace w tej przestrzeni. Przypomnimy najpierw podstawowe wlasnoéci
przestrzeni Hilberta.

Df. 6.1.1. Przestrzenia unitarna (prehilbertowska) Ho nazywamy przestrzen liniowa, w ktérej kaz-
dej parze elementéw 9, p zostala przyporzadkowana liczba zespolona (v, ), nazywana iloczynem

skalarnym tych elementéw, przy czym

1) (p, ) = (¢, ) (kreska u géry oznacza sprzezenie zespolone),

1J.R. Klauder, E.C.G. Sudarshan, Fundamentals of Quantum Optics, Benjamin, New York 1969.
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2)  (ap,¥) =a(e, ), (6.1)
3)  (p+v,x)=(px) + (¥, %),

4) (p, ) >0, (p,p) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = 0.

W powyzszych réwnosciach ¢, 1, x sa dowolnymi wektorami z przestrzeni Hg, a a dowolna liczba

zespolona. W przestrzeni Hg mozna zdefiniowa¢ norme, (dtugosé) wektoréw wedlug wzoru

el = v/ (e, ) (6.2)

oraz odleglo§é dwoch wektorow ¢, 9 poprzez rownoséé

d(p, ) = [l = 9|l (6.3)

W ten sposéb wprowadzamy w przestrzen Ho strukture przestrzeni metrycznej. Latwo mozna

sprawdzi¢, ze odleglosé zdefiniowana wzorem (6.3) spelnia podstawowe wlasnosci metryki
1) d(p,v) >0, d(p,) =0 tylkogdy 1 =¢ dodatnia okreslonosé,

2)  dey) =d(¥, ) (symetria), (6.4)

3) d(e, x) < d(e, ) +d(e, x) (nier6wnosé tréjkata).

Df. 6.1.2. Przestrzenia Hilberta H nazywamy przestrzen unitarna, zupelna w sensie zbieznosci
definiowanej przez norma (6.2).

Df. 6.1.3. Przestrzen H nazywamy osrodkowa, jezeli istnieje zbidr co najwyzej przeliczalny
L C H, gesty w przestrzeni H.

Df. 6.1.4. Uklad wektoréw {¢x} przestrzedni Hilberta H nazywamy ukladem ortonormalnym,

jezeli dla dowolnych dwdch wektorow ¢;, i z tego uktadu zachodzi réwnosé

(pispr) = di- (6.5)

Df. 6.1.5. Uklad ortonormalny {pj} nazywamy ukladem zupelnym, jezeli nie istnieje w prze-
strzeni H element r6zny od zera, ortogonalny do wszystkich wektoréw ¢; € {¢r} (dwa wektory sa
ortogonalne, gdy (¢, %) = 0). Mozna udowodnié, ze w dowolnej oérodkowej przestrzeni Hilberta
H (dim H > 0) istnieje uktad ortonormalny zupely skoticzony lub przeliczalny.?

Przyjmujac oznaczenia wprowadzone przez Diraca,® bedziemy wektory przestrzeni Hilberta
oznaczali przez |i) (wektory ”ket”). Dla kazdej pary wektoréw [i),|¢) zapisujemy teraz ilo-
czyn skalarny w postaci (¥]p), a norme wektora w postaci ||¢|| = \/{plp). Wektory (¥| mozna
utozsamiaé z elementami przestrzeni dualnej do H (wektory ” bra”).

Wektory bazy ortonormalnej bedziemy oznaczali w notacji Diraca przez |m); z definicji orto-

(nlm) 1, dlan=m, (6.6)
nlm) = .
0, dlan # m.

normalno$ci mamy zatem

2patrz np. W. Kolodziej, Wybrane dziaty analizy matematycznej, PWN, Warszawa 1970.
3patrz np. P.A.M. Dirac, The principles of Quantum Mechanics, 4th ed. Oxford 1958.
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Jezeli baza ortonormalna {|n)} jest zupelna, to dla kazdego wektora |¢) zachodzi réwnosé

> Iy nly), (6.7)

N
n=1

N
W) = Z ¢n|”> =
n=1
gdzie N = dimH (skoficzony lub nieskoficzony)?*(wymiar - z ang. dimension). Kwadrat normy

dowolnego wektora daje sie zatem przedstawi¢ w postaci

N

N
@) =" [al* = _(@ln)(nly). (6.8)

n=1
Oczywiscie dla dowolnego wektora [i) musi zachodzic nieréwnos$é (|¢)) < oco. W tej notacji
dowolny iloczyn skalarny przyjmie forme analogiczna do iloczynu zwyklych wektoréw wyrazonych

przez ich sktadowe
N

(ele) = (pln)(nly). (6.9)

n=1
Szczegblnie waznymi ze wzgledu na zastosowanie w mechanice kwantowej sa przestrzenie £2 i
L2,
Df. 6.1.6. Przestrzen (2 jest przestrzeniy ciagéw x = {&1,&2,...,&n, ...}, & € C, dla ktérych
zbiezny jest szereg Y oo, |&i|?. Mozna pokazaé, ze ¢* jest przestrzenia liniowa. Iloczyn skalarny

dwu wektoréw x = {&1,&2,...} 1y = {m,n2,...} definiujemy wzorem
(z,y) = ZEZ ;. (6.10)
i=1

Udowadnia sie, ze przestrzen £2 z tak zdefiniowanym iloczynem skalarnym jest przestrzenia unitarng
i zupelng, tzn. przestrzenig Hilberta.

Df. 6.1.7. Elemtami przestrzeni £2(Q) sa takie funkcje mierzalne x(7), dla ktérych zachodzi
Jo |z(7)|2dT < +o0o. Mozna pokazaé, ze L£2(Q) jest przestrzenia liniowa. Iloczyn skalarny dwu

wektoréow x(7) i y(7) € L2(Q) okreslamy wzorem
(z,y) = /x(T) y(7) dr. (6.11)
Q

Przestrzen £2(Q) jest réwniez przestrzenia Hilberta.
Stany czyste ukladéw sa w mechanice kwantowej reprezentowane przez unormowane wektory

w przestrzeni Hilberta.

6.2 Operatory liniowe w przestrzeni Hilberta

W mechanice kwantowej wielkosci fizyczne reprezentowane sa przez operatory liniowe w odpowied-

niej dla danego zagadnienia przestrzeni Hilberta H.

4Dowéd znajduje sie w cytowanej ksigzce W. Kolodzieja.
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Df. 6.2.1. Operator A jest liniowy, jezeli jego dziedzing D 4 jest cala przestrzen H lub jej dowolna
podprzestrzen i jezeli dla dowolnych wektoréw [¢1), |¢2) nalezacych do D4 oraz dowolnych liczb

zespolonych aq, s zachodzi réwnosé

A(aq Y1) + azlia)) = a1 Alpr) + az Alis). (6.12)

Df. 6.2.2. Operator A nazywamy czeSciowym, gdy jego dziedzina D, jest podprzestrzenia
wlasciwa przestrzeni Hilberta .

W przypadku operatoréw czedciowych, interesujacych z fizycznego punktu widzenia, dziedzina
ich jest zwykle gesta w przestrzeni, tzn. D4 = H, gdzie kreska oznaczamy domkniecie zbioru D 4.
Zadanie linjowosci operatora uzasadnione jest zasadg suprpozycji stanéw.

W mechanice kwantowej interesujace sa te operatory liniowe, ktére posiadaja wektory wlasne
i wartoéci wlasne.

Df. 6.2.3. Wartoscia wtasna operatora A nazywamy rézna od zera liczbe A, dla ktérej zachodzi
réwnosé Aly) = A|y), dla pewnego (réznego od wektora zerowego) wektora [)).

Jezeli N = dim’H < oo, to kazdy operator liniowy ma przynjamniej jedna warto$¢ wlasna i
jeden wektor wlasny. Na przyklad w przestrzeni euklidesowej RY operator zdefiniowany wzorami
y = Az, gdzie y; = x; + w41 dla i —1,...,N — 1 oraz yy = zy, ma tylko jedna warto$¢
wlasna A = 1. W przestrzeniach nieskonczenie wymiarowych istnieja operatory, ktéore nie maja
wartosci wlasnych. Znaczenie wartosci wlasnych w mechanice kwantowej polega na interpretacji
ich jako jedynie mozliwych wynikéw pomiaru wielkoéci fizycznej zwigzanej z danym operatorem.
Ze wzgledu na te interpretacje podstawowsg role odgrywaja operatory o rzeczywistych wartosciach
wlasnych.

Df. 6.2.4. Operator liniowy A nazywamy ograniczonym, jezeli istnieje taka liczba nieujemna b,
ze

JAg] < bl (6.13)
dla wszystkich wektoréw [¢)) € Dy.

Jezeli operator A jest ograniczony, to wérdd liczb b spelniajacych dla kazdego [¢)) € D4 nie-
réwnosé (6.13) istnieje liczba najmniejsza; nazwiemy ja norma operatora A i oznaczamy symbolem

IA]l. Mozna pokazaé, ze zachodzi réwnosé
[All = sup [[A¢|, ¥ €Da, [vf|=1 (6.14)

Wsréd operatoréw nieograniczonych (nie posiadajacych normy) istotna role odgrywaja operatory
rozniczkowania oraz mnozenia przez wspolrzedna. Wszystkie rozpatrywane w dalszym ciggu ope-
ratory beda liniowe i ograniczone.
Df. 6.2.5. Operator A* nazywamy operatorem sprzeznonym do operatora A, liniowego i ograni-
czonego, jezeli spelnia on réwnosé

(Ap, ) = (¢, A™)), (6.15)
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dla dowolnych ¢, € H.5
Zachodzi nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie VII.1 Operator A* - sprzezony z operatorem liniowym ograniczonym A w prze-

strzeni ‘H, jest operatorem liniowym, ograniczonym, i
1A% = 1Al (6.16)

Podamy teraz najwazniejsze typy operatoréw.
Df. 6.2.6. Jezeli zachodzi réwnosé A = A*, wéwcezas operator A nazywamy samosprzezonym
lub hermitowskim (te 2 pojecia sa ekwiwalentne dla operatoréw ograniczonych). Oczywiscie

operator A jest samosprzezony wtedy i tylko wtedy, gdy

(Ap, ¥) = (¢, A), (6.17)

dla kazdego ¢, v € H. Wszystkie wartodci wlasne operatora samosprzezonego sa rzeczywiste.

Df. 6.2.7. Operator A nazywamy unitarnym, jezeli posiada nastepujaca wlasnosé
AA"=A"A=1, (6.18)

gdzie T jest operatorem jednostkowym. Jezeli {|n)} jest ukladem ortonormalnym zupelym w

przestrzeni ‘H, wowczas operator I mozna przedstawi¢ w postaci

1= [n)n,

gdzie N = dimH. Operator |n)(n| jest operatorem rzutu na podprzestrzen rozpigta przez wektor
n).

Df. 6.2.8. Operator A nazywamy normalnym, jezeli spelnia rownosé
AA* = A*A. (6.19)

Kazdy operator samosprzezony oraz kazdy operator unitarny jest operatorem normalnym. Zwigzki

miedzy tymi operatorami mozna nastepujaco (Rys. 6.1):

Df. 6.2.9. Operatory samosprzezone, ktore sa jednoczesnie unitarnymi, nazywamy operatorami
symetrii. Spelniaja one réwnosci

A=A A*=1 (6.20)

Warto$ciami wlasnymi operatoréw symetrii sa liczby 11 —1.

Df. 6.2.10. Operator normalny spelniajacy warunek

A*=—A (6.21)

5Ograniczamy sie tu do operatoréw o dziedzinie D4 = H; dokladniejsza analiza tych probleméw zawarta jest w

skrypcie R.S. Ingardena” Elektrodynamika klasyczna i kwantowa”, UMK, Torun 1970, Cz. 11, Rozdz. 1.
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normalne

samosprzezone

unitarne
symetrii
Rysunek 6.1: Zwiazki migdzy operatorami

nazywamy operatorem antyhermitowskim (antysprzezonym). Dla kazdego samosprzezonego A ope-
rator 14, gdzie i = /—1, jest operatorem antyhermitowskim.

Jezeli A jest operatorem hermitowskim, wtedy dla kazdego ¢ € D4
1 4p £ ip||* = | Apll + lo]>.
Zatem operator A £l jest odwracalny (przyjmuje wartosé zera tylko dla ¢ = 0) i istnieje operator
U= (A—il)(A+d)" L (6.22)

Operator U nazywany jest przeksztalceniem Caylaya® operatora A. FLatwo sprawdzié¢, ze

UU* = U*U = 1. Ré6wnosé (6.22) mozna rozwiazaé¢ wzgledem operatora A
A=il+U)1-U)"" (6.23)

W ten sposéb otrzymujemy tzw. odwrotne przeksztalcenie Caylaya.

Df. 6.2.11. Operator hermitowski A nazywamy dodatnio okre$lonym,, jezeli
Vo eH, (pldlp) 0. (6.24)

Wiszystkie wartoéci wlasne operatora hermitowskiego dodatnio okreslonego sa nieujemne.
Df. 6.2.12. Operator dodatnio okreslony A nazywamy operatorem klasy $ladowej,(ang.
traceable) gdy niezaleznie od wyboru bazy |n),

N

> (n|Ajn) < . (6.25)

n=1
Tutaj N = dimH, a {|n)} jest ortonormalna baza w H. Sume wystepujacg we wzorze (6.25)
nazywamy sladem operatora i oznaczamy Tr A.
Df. 6.2.13. Operator liniowy A nazywamy pelnocigglym, gdy odwzorowuje on dowolny zbiér

ograniczony w zbiér zwarty.

6A. Caylay 2yt w latach 1821-1895.
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Kazdy operator pelnociagly jest ograniczony. Mozna udowodni¢, ze kazdy pelnociagty operator
A ma posta¢ A = UT, gdzie T jest dodatnio okreslonym operatorem petnociggtym, a U operatorem
izometrycznym. Szczegdlnie prosta strukture maja operatory samosprzezone petnociagle. Jezeli
A jest operatorem samosprzezonym pelnociggltym, to w przestrzeni H mozna wybraé¢ ortogonalna
unormowang baze {¢y}, zbudowana z wektoréw wlasnych tego wektora. Pelnociagly operator A
nazywamy jadrowym, jezeli jest zbiezny szereg fo:l A zbudowany z wartosci wlasnych opera-
tora T wchodzacego w rozklad A = UT. Dla dodatnio okreslonych operatoréw pojecie operatora
jadrowego pokrywa sie z pojeciem operatora klasy $ladowej. Zachodzi nastepujace twierdzenia:
Twierdzenie VII.2. Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby pelnociagly dodatnio okreslony
operator A byl jadrowy, jest istnienie skonczonego §ladu operatora A; Tr A = 25:1 Ap < 00.

Dowolny pelociagly operator A moze by¢ przedstawiony w postaci szeregu

A= lon) An(thnl, (6.26)

gdzie {|pn)} 1 {|t¥n)} sa ortonormalnymi bazami w H, a A, dodatnimi liczbami dazacymi do zera,
gdy n — oco. Odwrotnie, kazdy szereg postaci (6.26), w ktérym {|p,)}, {|¥n)} i An maja podane

wyzej wlasnosci, okresla operator petnociagty.

6.3 Stany czyste i stany mieszane

W mechanice kwantowej unormowane wektory przestrzeni H odpowiadaja stanom czystym uktadu,
a operatory liniowe samosprzezone odpowiadaja wielko$ciom fizycznym. Niech O bedzie operato-
rem samosprzezonym odpowiadajacym pewnej wielkosci fizycznej. Srednia wartosé O w stanie [1))

rowna jest pewnej liczbie rzeczywistej

(0) = (¥|O[y). (6.27)

Wyzsze momenty potegowe okreslone $a rowniez przez liczby rzeczywiste

(0") = (Y|0"[4). (6.28)

Analogicznie jak w klasycznej teorii prawdopodobienstwa funkcja charakterystyczna rozkltadu w

stanie |¢) zadana jest wzorem

Co(s) = (¥[eC[y), (6.29)
gdzie exp(isQ) jest operatorem unitarnym. Jest to funkcja charakterystyczna dla stanu czystego.
Funkcja Co(s) jest transformata Fouriera rozktadu wartosci obserwowanych odpowiadajacych ope-
ratprowi O. Te obserwowane wartoéci maja rozrzut, tzn. rézna od zera dyspersje, jezeli stan |¢)
nie jest stanem wlasnym operatora O. Ale nawe wéwczas, gdy wektor |¢) jest wektorem wlasnym
operatora O, moze on nie by¢ wektorem wilasnym innych operatoréw odpowiadajacych innym ob-

serwablom, gdyz nie wszystkie operatory komutuja. Zatem w dowolnym stanie czystym zawsze
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pewne obserwowane wielkoSci maja rozrzut opisywany pewnym rozkladem. Widzimy, ze teoria
kwantowa jest od podstaw teoria statystyczna.

Gdy zadane sa wszystkie momenty, wtedy mozna jednoznacznie wyznaczy¢ rozktad prawdopo-
dobienstwa. Oczywiscie momenty nie moga by¢ zupelnie dowolne. Gdy wartosci A,, obserwabli O

wystepuja z prawdopodobiehstwami p,,, wowczas definiujemy wielkos¢

S)O = - an In Dn, Pn =0, an =1, (630)

n=1
ktéra bedziemy nazywali entropia zwiazana z obserwabla O.

Dwa stany uwazamy za rownowazne, jezeli w tych stanach sg réwne $rednie wartosci wszystkich
wielkodci obserwowalnych. Wynika stad, ze wektory |i1) 1 |¢2) odpowiadaja jednakowym stanom
etedy i tylko wtedy, gdy [11) = exp(ip)|t2). W ten sposéb dany stan jest opisywany przez cala
rodzine wektoréw o normie réwniej jednosci.

Stany czyste mozna réwniez opisywaé przy pomocy macierzy gestosci postaci p = |1){(|. Teraz

wartosé srednia mozemy liczy¢ wedtug przepisu
(O) = Tr (p0O). (6.31)

Réwnowartos¢ obu definicji na wartos¢ srednig jest oczywista

(0) = Tr(p0)="> (n|v))(¥|Oln)
n=1
= wam (nlg) = (H|Of). (6.32)

Latwo mozna réwniez sprawdzi¢ idempotentno$é macierzy gestosci dla stanu czystego (unormowa-
nego)

= [)WI) (| = [9) (W] = p. (6.33)

Stanem mieszanym nazywamy nazywamy zbiér stanéw czystych wystepujacych z prawdopodo-

bienstwami p,,, opisany macierza gestosci

n=1

Ogodlnie zadamy, aby macierz gestosci byta dodatnio okreslona i spelniata warunek Trp = 1. wobec

tego dowolna macierz gestosci jest dodatnio okreslonym operatorem jadrowym i jako taki zawsze

moze by¢ przedstawiony w postaci (6.34), gdzie p, >0, > °_; p, = 1. a {|¢n)} tworza baze w H.
Operatora p dzialajac na stan |¢,,) daje

plon) = [k)pk(Wrltbn) =D Snkprlton) = pulthn),
k=1

tzn. wektory |¢,) sa wektorami wlasnymi p.
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Pojecie macierzy gestosci jest odpowiednikiem gestosci prawdopodobienstwa w prze-
strzeni fazowej ped6w i polozen (g, p) w fizyce klasycznej. Poniewaz tu zmienne ¢ i p sa ciagle, uzy-
wamy gestosci prawdopodobienstwa p(g,p) spelniajacej warunki p(q,p) > 0 oraz [, p(¢,p)dqdp =
1. Formalnie te same warunki nakladamy na macierze (operatory) gesto$ci w mechanice kwantowej.
Analizujac ogdlng postaé operatoréw gestosci dana wzorem (6.34), widzimy, ze ogélny operator ge-
stosci jest wypukla kombinacja liniowa operatoréw gestosci stanéw czystych. Zbiér operatorow
gestosci jest wypuktly: jezeli naleza do niego operatory p; i pa, to naleza réowniez wszystkie punkty
odcinka, ktérego punktami ekstremalnymi’ sg operatory p; i p2. Stany czyste sa wszystkimi punk-
tami ekstremalnymi zbioru {p} dowolnych operatoréw gestoéci. Elementy brzegowe zbioru {p}
charakteryzowane sa poprzez warunek det (p) = 0. Warunek ten w szczegélnosci zachodzi dla
stanéw czystych. Biorac p w reprezentacji diagonalnej, otrzymujemy na przekatnej liczby odpo-
wiadajace prawdopodobienstwu poszczegdlnych standéw czystych w zbiorze stanu mieszanego.

Aksjomatyczna definicja informacji (entropii) w mechanice kwantowej prowadzi do formuty vov

Neumanna na informacje s(p) stanu p, tzn.
s(p) = —=Tr(pIn p). (6.35)
Tak zdefiniowana entropia spelnia nieréwno$é
0< s(p) <In N

dla dowolnego p, przy czym N = dimH < oco. Najmniejszg warto$¢ s = 0 entropia przyjmuje dla
stanéw czystych. Jak pokazal O. Klein, pomiedzy entropia s(p) dana przez (6.35) a entropia (6.30)

zachodzi nieréwnosé
s(p) < so(p). (6.36)

Df. 6.3.1. Zbiér Q z okreslong na nim o—algebrg zbioré6w A i zupelng miarg p, okreslong na
A 1 spelniajaca warunek p(2) = 1 nazywamy przestrzenia probabilistyczna. Od miary p zadamy

zatem, aby spetniata warunki:

1) w(X) >0 dlakazdego X € A,
2) 1(0) =0, p(Q)=1, (6.37)
oo (oo}
3) I <U Xi> =Y u(Xy), edy X;nX;=0,
i=1 i=1
i byla zupelna. W mechanice kwantowej jako elementy A bierzemy domkniete podprzestrzenie

przestrzeni Hilberta H. Jezeli przez L(H) oznaczymy zbiér podprzestrzeni przestrzeni H i przez

sume dwéch podprzestrzeni bedziemy rozumieli najmniejsza podprzestrzen zawierajaca obie, a

7Jezeli W jest zbiorem wypuklym, to punkt & € W nazywamy ekstremalnym, jezeli réwnoéé = = (1 —t)z1 + txa,

gdzie t € (0,1), z1,72 € W mozliwa jest tylko wtedy gdy =1 = z2.
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przez iloczyn najwicksza zawarta w obu, to na zbiorze £LH) mozna bedzie okreslié miare p spelnia-
jaca wlasnosci (6.37). Mozna réwniez udowodnié nastepujace wazne twierdzenie o postaci dowolnej
miary na przestrzeni H.
Twierdzenie VII.4 (A.M. Gleason 1957).

Niech p bedzie miarg na domknietych podprzestrzeniach osrodkowej przestrzeni Hilberta H o wy-
miarze wigkszym lub rownym trzy. Istnieje wéwczas dodatnio okreslony operator p klasy sladowej,

taki ze dla wszystkich domkni,etych podprzestrzeni £ przestrzeni H
u(L) = Tr (pPe), (6.38)

gdzie P, jest operatorem rzutu ortogonalnego na L. W przypadku gdy N = dimH = 2, twier-
dzenie Gleasona nie obowiazuje. W przestrzeni o wymiarze 2 mozna otrzymaé klasyczng wersje
prawdopodobienstwa. Jest to zwigzane z tzw. parametrami ukrytymi. Von Numann twier-
dzil, ze skonstruowanie modelu klasycznego jest niemozliwe. Okazalo sie jednak, ze jest mozliwa

konstrukacja klasycznego modelu dla N = 2 (spin).

6.4 Stany polaryzacji fali monochromatycznej

Rozpatrzmy stany polaryzacji monochromatycznej fali jako przykiad ukladu o skonczonej liczbie
niezaleznych stanéw. Upraszczamy problem ustalajac pozostale stopnie swobody - w ten sposéb
fala $wietlna ma tylko dwa niezalezne stany, ktérymi sa dwie liniowe polaryzacje. Stany bedziemy
opisywali w dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta (N = dimH = 2). Wobec tego stany czyste

mozna przedstawié¢ przy pomocy unormowanych wektorow o dwu sktadowych

=) wl= @),

(%)
i (@) = w]? +fuef? = 1. (6.39)

Wartosci u; okrelaja charakter polaryzacji. Na przyklad, przy u; = 0, us # 0 (lub odwrotnie)
fala jest liniowo spolaryzowana. Macierz gestosci stanu czystego (6.39) jest macierza hermitowska

2 x 2 o $ladzie rownym 1,

pw|w><w|<Z;>(ul,uQ) ) (6.40)

Uy u2 |U2|2

Warunek dodatniej okreslonogci przyjmuje tu postaé p11 = |uq]? > 0 p11p22 — prape1 > 0. Latwo

mozna sprawdzi¢, ze dla stanu py zachodzi detpy, = 0. Rzeczywiscie
det py = |u1|*Juz|* — Jui|?|ug|® = 0. (6.41)

Bardzo wygodne przedstawienie p zaréwno dla stanéw czystych, jak i mieszanych, otrzymujemy,

wprowadzajac tak zwane parametry Stokesa.® Dla stanu czystego danego (6.39) te parametry sa

8G.G. Stokes (1852).
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okreslone nastepujaco:

so = urur tuguz =1=p11+ paa,

$1 = Uy ug + Usuy = po1 + pi1o, (6.42)
s2 = i(Gauy — Uy uz) = i(p12 — por,

83 = U U —UU2 = P11 — P22-

Wyrazajac teraz py (dla stanu czystego) poprzez so, s1, S2, S3, otrzymujemy

1 S0+ 83 s1 — 1S9
Py = 3 ) . (643)
S1 + 182 Sg — S3
Ostatni wzér przyjmujemy jako definicje parametréw Stokesa dla dowolnego p (niekoniecznie dla
stanu czystego).

Wprowadzajac macierze Pauliego

10 0 1
go — ’ o1 = ;
0 1 1 0
0 —i 1 0
02 = 5 g3 = 5 (644)
i 0 0 —1
mozemy napisaé¢ dla dowolnego p
1 1
p= 5(800’0 + 5101 + 8202 + s303) = 5(1 +so), (6.45)

gdzie s = (s1, 82,53), 1 0 = (01,02,03).

Ze wzoru (6.43) natychmiast dostajemy

det p = i (s —s?). (6.46)

2

Dla stanu czystego det p = 0 zatem s? = s3 — 1. Wobec tego w oznaczeniach Stokesa stany czyste

sg przedstawione przez wektory jednostkowe s. Dla stanéw mieszanych
0<s?<1. (6.47)
Stopien polaryzacji P okreslamy réwnoscia
P? = s? (6.48)
niezaleznie od postaci polaryzacji (liniowa, kolowa). Zachodzi nieréwnosé
0<P?<1. (6.49)
Gdy P =1 - polaryzacja jest pelna, gdy P = 0 - mamy depolaryzacje. Stanowi P = 0 odpowiada

macierz p postaci (catkowicie chaotyczny stan)

p= (6.50)

S =

N
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Korzystajac z regul antykomutacji dla oy, tatwo sprawdzié, ze dla k =0,1,2,3
sk = tr(pog). (6.51)

Poniewaz macierze gestosci w rozpatrywanym przez nas przypadku sa jednoznacznie scharaktery-
zowane przez wektory s, zatem zbiér macierzy gestosci mozna interpretowac jako kule w przestrzeni
R3. Stany czyste leza na powierzchni kuli |s|? = 1.

Entropia von Neumanna w stanie (6.50) wynosi
slp] = =Tr(pIn p) = —p11n p1 — pa In ps = In2.
Wykorzystujac wzor (6.46) i oznaczajac przez p; 1 p2 wartodci wlasne macierzy p, mozemy napisaé

P? L —4det (p) = (p1 + p2)* — 4 p1p2

(p1 — p2)?, (6.52)

gdyz Trp = p1 + p2 = 1 i det (p) = p1p2. Poniewaz p1 + pa =1, wiec p1 —p2 =2p1 — 1 =1—2ps.

Wzor (6.52) mozemy wiec przepisaé¢ w postaci

1\2
P2 = (o= paf? = 2o =17 =4 (- 3 ) (6.53)
WezZmy teraz
0 1 1+s 0
P == ’ . (6.54)
0 P2 2 0 1-—- 53
Dla matych s3 mamy
1 1
slp] = —5(1 +s3)In 5(1 + s3)
1 1
— —(1—=s3)In =(1—s3) (6.55)
2 2
= In2-s3=In2-P%
Zatem w przyblizeniu
P? =1n 2 — s[p]. (6.56)

Wykres P? jako funkcji py, wyliczony ze wzoru (6.53) (doktadna P2, jak i ze wzoru (6.56) (przy-
blizenie) przedstawiony jest na rys. 6.2 odpowiednio jako krzywe I i II. Mamy teraz 2 miary
uporzadkowania: kwadratowa ( P?), i logarytmiczna (s). Odpowiadaja one dwom metodom esty-
magcji rozktadu prawdopodobienstwa:

a) metodzie maksymalizacji entropii (tzn. poszukiwania maksimum dla s),

b) metodzie najmniejszych kwadratéw (poszukiwanie minimum dla P?).
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I. P?=4(p,-0.5)
II. P’=In2-s[p]
s[p]=-plnp,-(4p))In(1-p;)

0.9

07 =\ = = = = = = = = = = = = - 0.693=In2

0.6

0.4

0.3

0.2

0.1

>

L L] L] L] L 1 ] I 1

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 P1

Rysunek 6.2: Wykresy stopnia polaryzacji P? jako funkcji wartosci wlasnej p;

6.5 Oscylator harmoniczny. Operatory tworzenia i niszcze-
nia

Ze wzgledu na znaczenie oscylatora harmonicznego w calej mechanice kwantowej, a w szczegdlnosci

w optyce kwantowej, rozpatrzymy go dokladniej. Niech @) i P beda odpowiednio operatorami

wsolrzednej i sprzezonego kanonicznie z tg wspolrzedng pedu. Operatory P i @) sa samosprzezone

i spelniaja nastepujaca relacje komutacji
[Q,P]= QP — PQ =ihl. (6.57)

Wiasnoéci operatoréw @ i P wygodnie jest badaé przy pomocy pewnych ich kombinacji liniowych.
Poniewaz @ i P jako wielkos$ci fizyczne maja rézne wymiary, wprowadzamy stala w, przy pomocy
ktérej budujemy z operatoréw P i (Q dwa nowe operatory, operator niszczenia (anihilacji) a oraz

tworzenia (kreacji) a*:

) 1/2 1\
ot = (271) Q—z(zwh) P. (6.58)
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Oczywiscie z powyzszych zwiazkow mozemy otrzymaé relacje odwrotne

(ZZ)/ (" +a),

P = i<w2h)l/2(a*a). (6.59)

Q

Whprowadzony parametr w mozna interpretowaé jako czestosé¢ katowa badanego oscylatora. Z

réwnodci (6.57) wynikaja relacje komutacji dla operatoréw a i a*
[a,a*] = aa® —a*a = 1. (6.60)
Wtasnoéci operatoréw a i a* byly badane obszernie w szczegdlnoéci przez Glaubera.? Operator
N =a"a (6.61)

jest operatorem samosprzezonym oraz dodatnio okreslonym. Wtlasno$¢ samosprzezonosci jest oczy-

wista, a dodatnia okreslono$¢ wynika z relacji

(a” ap,p) = (ap, ap) = |lap| >0, (6.62)

dla dowolnego . Zatem wszystkie warto$ci wlasne operatora N = a*a sa nieujemne, Operator
ten jest interpretowany jako operator iloéci czastek.

Mnozac relacje aa™ — a*a = 1 z prawej strony przez a, otrzymujemy rownosc
Na =a(N —1). (6.63)
Mnozac relacje aa™ — a*a = 1 z lewej strony przez a, otrzymujemy
Na* =a*(N +1). (6.64)

Powtarzanie opisanej wyzej procedury prowadzi do wzoréw

Na™ = a™(N —m),
Na*™ = a"(N +m) (6.65)
dla dowolnych m =0,1,2,.. ..
Z réwnoséci (6.63) mamy
a*?a> =a*Na = a*a(N —1) = N(N — 1), (6.66)

analogicznie

a**a® = a**Na* = a*N(N — a)

= a*N[a(N — 1) — a)] = a*Na(N — 2) = N(N — 1)(N — 2). (6.67)

9R. J. Glauber
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Indukcyjnie mozna pokazaé, ze dla dowolnego m > 1
a*™a™ =N(N—-1)(N—-2)...(N—m+1). (6.68)

Mozna pokazaé, ze warto$ci wlasne operatora a*a sg dyskretne. Wynika to z faktu, ze a*™a™ jest
operatorem dodatnim, zatem widmo jego musi by¢ dodatnie, a dla cigglego widma mozna by dla
duzych m uzyska¢ wartoéci ujemne.

Zakladamy, ze istnieje co najmniej jeden niezdegenerowany stan wlasny |n) operatora N
N|n) = n|n). (6.69)

Gdyby n nie bylo calkowita nieujemna liczba, wzdr (6.68) prowadzilby do sprzecznosci. Wezmy

n =0 istan |0). Ze wzoru (6.65) otrzymujemy
Na*™|0) = a™ (N +m)|0) = m(a™™|0)).
Zatem stan a*™ |0) jest stanem wlasnym odpowiadajacym wartoéci wlasnej m. Z réwnosci
ama*™ =(N+1)(N+2)...(N+m), (6.70)
ktora mozna otrzymaé analogicznie jak (6.68), dostajemy
(0]a™a*™0) = m!. (6.71)

Wobec powyzszego unormowany wektor |m) mozna przdedstawié w postaci

1
vm!

Wzér ten ujawnia sens operatora kreacji - m- krotne dzialanie tego operatora na stan |0) daje stan

Im) = ——a*™|0). (6.72)

wlasny odpowiadajacy wartosci wlasnej m. Zachodza nastepujace zwiazki
a*ln) = Vn+1n+1),
nln) = nln—1). (6.73)

Roéwnania (6.73) opisuja dzialanie operatoréw kreacji i anihilacji na stany wlasne operatora N.
Jako definicje stanu podstawowego mozemy przyjaé¢ réwnosé al0) = 0. W oparciu o wzory (6.73)

mozemy znalez¢ elementy macierzowe operatorow a* i a

(mla*n)y = Vn+1{mn+1)=vn+1dnnt1.
(mlaln) = Vn{mln—1) =v/n 6pn_1. (6.74)

W postaci macierzowej ostatnie zwiazki mozna zapisa¢ nastepujaco (macierze nieskonczone, repre-
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zentacja n)

0 0 0 0
1 0 0 0
o vz oo 0
Tl 0 w3 0|
0 0 0 0
(6.75)
01 0 0 0
00 v2 0 0
. oo o v3 0
“ T loo 0 o 0
00 0 0 ... 0

Poniewaz operatory @ i P wyrazaja sie poprzez a i a* zgodnie z (6.59), zatem @Q i P w reprezentacji

uzytej wyzej przybieraja postac

0
0

V3
0

1
0
V2
0

Q
Il
N
[\
&=
N——
—
~
[V}
(e} o — o
oS e

(6.76)
0 1 0 0
-1 0 V2 0
T N
0 0 -3 0

Macierze @ i P sa hermitowskie. Reprezentacja macierzowa dana wzorem (6.76) jest niediagonalna
- w reprezentacji diagonalnej @ i P nie sa dyskretne. Reprezentacja (6.76) byla znaleziona przez
Heisenberga.

Wszystkie powyzsze rozwazania byly przeprowadzone przy zalozeniu, ze stan |0) jest niezde-
generowany. Zaldézmy, ze istnieje dodatkowy parametr degenracji, tak ze istnieje L liniowo nieza-

leznych stanéw podstawowych |0€), £ =1,2,..., L dla ktérych N|0,¢) = 0. Wobec tego istnieje L
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pelnych zbioréw stanéw |n, £) i odpowiednie operatory a* i a zaleza od £. Jednak operatory a i a*
nie mogg miesza¢ stanéw z roznymi wartosciami £. Aby uchronié si¢ od tej degeneracji, wystarczy
zalozyé, ze kazdy operator moze by¢ przedstawiony jako funkcja operatoréw a i a™*.

Macierze gestosci stanow czystych oscylatora harmonicznego budujemy z wektoréw wlasnych
operatora N = a*a. Mianowicie p = |n)(n|, gdzie |n) spelnia réwnanie N|n) = n|n).

Macierz gestosci standéw mieszanych maja postaé

o0
p=">_In)pn(nl,
n=0

gdzie p, > 01 ZZO:O pn = 1. Latwo mozna sprawdzié, ze zachodzi réwnoscé
[p, N] = 0. (6.77)

Policzmy kwadrat operatora p:

P2 =" |n)pn pm (nlm) (m| = }:hlul (6.78)

n,m

Na ogét p? < p. Podnoszac p do wolnej potegi k, otrzymujemy
=Y Im)ph(nl. (6.79)
n=0

Dla dowolnej funkcji analitycznej f mamy

*)
Z f Zakp = Zln (pn)( (6.80)

Stad w szczegdlnosci wynika, ze dowolna funkcja operatora komutuje z tym operatorem.

Definiujac entropie s[p] wzorem
slp] = —kTrpIn p, (6.81)

gdzie k - pewna stala, widzimy, ze na podstawie (6.80) mamy

- an In p,
n

(polozyliSmy k& = 1). Przy pomocy entropii mozna zdefiniowaé zagadnienie réwnowagi termo-
dynamicznej, przyjmujac, ze entropia s osiaga maksimum, przy pewnych warunkach ubocznych
U, =Tr(pA;), gdzie i = 1,...,k numeruja zbiér liniowo niezaleznych operatoréw A;. Maksymali-

zujac s, przy powyzszych warunkach otrzymamy

p=Ztexp (— Zﬁz!‘h) , Z =Tr exp (— ZﬁiAi> . (6.82)

Zwiazek z parametrami U; jest nastepujacy

OlnZ

YT
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Dla oscylatora harmonicznego uzywamy hamiltonianu w postaci H = hwa*a lub H = h(a*a +
1/2). Przesuniecie o 1/2 zwiazane jest z problemami normalizacyjnymi (nieskoficzona energia
stanu podstawowego). Przyjmujac warunek U = (H) = hwn, otrzymujemy, maksymalizujac

entropie (6.81), macierz p w postaci

p=2Z"te PH = Z |n)pn (n (6.83)
gdzie = 1/kT oraz
pn = (1—eP@)e P (n=0,,1,2,...),
Z = Tre Phwala_ PR el—Bhw' (6.84)

Srednia liczba obsadzen (N) = (a*a) obliczona z rozkladem (6.83-6.84) jest réwna

(N) = Tr(pN)=(1—eF) Z (m|n)e= P (n|N|m)
m,n=0
= (1-e P Z ne Phon = (1 - eiﬁm’)i1 , (6.85)
przy czym wykorzystaliSmy zwiazek
1-= an 1—xii (1—z)—
dz o da: 1—=z
T 1
el e e (tu |z| <1). (6.86)

W rezultacie otrzymujemy nastepujace wyrazenie na srednia energie

hw
U= aolha] T (6.87)

Latwo mozna sprawdzié, ze U = —0 In Z/98, gdyz
Z = (1 — eiﬁh“’)_l

W fizyce najczesciej rozklad (6.84) przyjmuje sie jako dany i oblicza srednie jako funkcje tempe-
ratury. W naszym rozumowaniu wielkoscig zadana jest Srednia energia U i temperature mozna
wyrazi¢ jako funkcje sredniej energii
_
kE In(1+ hw/U)

Funkcja charakterystyczna dla operatora N ma postac

oo

CN(S) - T (P 6iSN) _ (1 _ 6757’1441) Z <m\n>efﬁhw<n|ei5N|m>
n,m=0
_ bRy N n(Bho—is) L —exp(—Bhw)
= (e ) Z c 1 —exp(—Bhw +is)’ (6.88)

n=0

136



W nastepnych rozdzialach bedzie,y rozwazali przypadki, gdy liczby p, w sumie Y |n)p,(n|

beda zadane rozkladem Poissona

1
P = —su"e ", (6.89)

Okazuje sig, ze rozktad Poissona mozna réwniez otrzymaé¢ metodami teorii informacji, rozszerzajac

definicje entropii do postaci

s==Y p.ln 22 (6.90)
n=0

Wn
gdzie w,, jest pewng miarg nieunormowang. Aby otrzymaé rozklad Poissona przez ekstremalizacje
(6.90), nalezy przyjaé¢ w, = 1/n! (patrz podrozdz. (2.6)).

Dla rozkladu Poissona srednia liczba obsadzen jest réwna

%) n o,
(N) =Tr(pN)=)_ e " =p, (6.91)
n=0
a funkcja charakterystyczna
is = N —p isn s
COn(s) ==Tr (pe”") = Z Sphe Fe"" =exp [(e" — 1) p] . (6.92)
n=0

Jak wiadomo, w dowolnej ortonormalnej bazie {|i,,)} macierz gestosci moze byc przedstawiona

w postaci
o0

p= Z Wn)PanL (693)

n=0
gdzie p, > 01> 7, p, = 1. Czesto jednak wygodnie jest wyrazi¢ macierze p poprzez stany wlasne

operatora N. Dla kazdego wektora |t¢,,) wchodzacego w rozklad (6.93) mazna napisaé
¥n) = Ynm|m).
m=0

Zatem

n=1

= 3 Y Gumlm)po (G

n=0m,m’=0

= > vertm)pn (m'], (6.94)

m,m’=0
gdzie

Pt = 3 VP = {mp|m’). (6.95)
n=0

Aby macierz p byta w rzeczywistosci macierza gestosci, musi by¢ macierza

1. hermitowska

Pm'm = Pmm/’;
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2. dodatnio okreslona, tzn.

oo
Z Con P Coy, >0, dla Z|cm|2 < 00;

m,m’=0

3. o skonczonym Sladzie

m=0

6.5.1 Operatory gestosci dla uktadu oscylatoréw

Rozpatrzmy teraz K niezaleznych oscylatoréw z czestoéciami kotowymi wy, k =1,2,..., K. Z kaz-

dym oscylatorem zwiazujemy operatory @y i Py, ktore spelniaja nastepujace relacje komutacyjne:
(Qk, Qu] = [P, P] =0, Qi Prr] = O (6.96)

Dla kazdego oscylatora wprowadzamy operatory kreacji i anihilacji aj i ar poprzez réwnosci

% WEk 1/2 . 1 1/2
= e — _— P
h <2h> @ =i <2mk) ko
1/2
& B WE 1/2 . 1
ok = (7%) Qr+i (2 ) P (6.97)

Whprowadzamy rowniez odpowiednie operatory iloéci czastek
N = ajar, k=12,... K. (6.98)

Operatory aj i aj spelniajag nastepujace relacje komutacyjne:
[ak, ar’] = [af,af,] =0, [ag,ap] = gk (6.99)

Operator energii ma teraz postaé

K

K
H = Zﬁwk Nk = Zﬁwk a,’;ak. (6.100)
k=1 k=1

OPeratory Ny tworza zupelny uklad komutujacych operatoréw, ktorych wektory wlasne sa okre-
Slone poprzez zbiér odpowiednich wartosci wlasnych. Zbiér jednostkowych wektorow wilasnych

wszystkich operatoréw Nj oznaczamy przez

[Py, ma2, ..o nk) = {nk}). (6.101)

Wektory te tworza baze w przestrzeni H.
Wiele rezultatéow otrzymanych wyzej dla jednego oscylatora tatwo uogdlni¢ dla ukladu K oscy-

latorow. Stany czyste z okreslonymi liczbami iloéci obsadzen sa okreslone przez wyrazenie

Piny = H{nah) ({n}- (6.102)
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Rozklad termiczny dla K niezaleznych oscylatoréw ma postaé

K

Prngy = [ [ (1 —em0men) emmen, (6.103)
k=1

tzn. jest iloczynem rozkladéw typu (6.84). Jak poprzednio § = 1/kT. Suma stanéw dla tego

rozktadu dana jest wzorem
K
1
k=1

Na $rednia energie otrzymujemy wyrazenie

hwk e—ﬁhwk
U = (H)=- an Zl_eﬁm
K
hey,
W. (6~105)
k=1
Funkcja charakterystyczna Cy(s) ma postaé
K
1 — e~ Bhwr
k=1
Dla K— wymiarowego rozktadu Poissona
K o
P{nk} = e HE (6107)
grednie liczby obsadzen sa réwne (N) = ug,] a Srednia wartosé energii wynosi
K
U=Tr(pH)=hY_ wyp. (6.108)
k=1

Funkcja charakterystyczna ma teraz postac

K
Cr(s) = exp {Z[exp(iﬁwks) - 1]ﬂk} . (6.109)

k=1
Dla operatora I mozemy teraz uzywaé przedstawienia

oo

I= %" Huh{m}l (6.110)

{nk}=0
Dowolna macierz gesto$ci moze by¢ przedstawiona w postaci

oo

p=> Hmuhom} {mi ) ({mi}, (6.111)
{mi}=0
{m},}=0

gdzie p({my}, {m.}) = ({my}p|{m,}). Te wspblczynniki powinny spelnia¢ warunki hermitowsko-
P k k

Sci, dodatniej okreslonosci i zbieznoéci $ladu.
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6.5.2 Nieskonczony uktad oscylatoréow

By w sposéb precyzyjny mowié o jakiegos typu ” nieskoniczonosciach ”, przypomnijmy pojecie liczby
kardynalnej.

Liczba kardynalng lub moca nazywamy klase réwnowaznosci zbioréw ze wzgledu na relacja
réwnolicznodci. Liczbe kardynalna zbioru A bedziemy oznaczali symbolem Z Zachodzi nastepujace

Twierdzenie (Cantora). Dla dowolnego zbioru X
x<2X, (6.112)

gdzie symbolem 2% oznaczamy zbiér wszystkich podzbioréw zbioru X. Oznaczajac symbolem X

(alef zero) moc zbioru liczb naturalnych N, mamy
Ry =N<2V= Ny, (6.113)

gdzie ostatnia réwnos$é moze by¢ definicja liczby Ry (alef jeden). Przedluzajac procedure zawarta
w (6.58), mozemy otrzymacé nieskoniczenie wiele wzrastajacych liczb kardynalnych. Zbiér o mocy
Ny nagywamy zbiorem przeliczalnym. Moc zbioru liczb rzeczywistych rowna jest Nj.

Rozwazmy przeliczalny zbior oscylatoréw opisywanych przez Qg, Py, gdzie k € N. Aby ope-
ratory N = Y. %_| Ny oraz H = > 2, hwi Ny byly dobrze okreSlone, wystarczy aby baza w

odpowiedniej przestrzeni Hilberta skladata sie z wektoréw wtasnhych operatoréw ilosci czastek

In1,na,...) = [{ne}), (6.114)

takich, ze zachodzi nieréwnosé

> g < o0, (6.115)
k=1

To oznacza, ze dla dowolnego wektora bazy |{ny}) tylko skoficzona ilo$é liczb ny jest rézna od
zera. Gdyby liczby nj w wektorach postaci (6.114) nie byly ograniczone warunkiem (6.115), czyli
mogty przyjmowaé dowolne wartoéci, wéwczas wektoréw bazy bytoby ;!0 tzn. baza w przestrzeni
Hilberta nie bylaby przeliczalna. Tego typu przestrzenie nosza nazwe przestrzeni von Neu-
manna (np. przestrzenie funkeji prawie okresowych).. Przestrzen rozpieta przez wektory (6.114)
spelniajaca warunek (6.115) nazywamy przestrzenig Focka. Przestrzen Focka jest oczywiscie

o$rodkowa. Jako baze w przestrzeni Focka mozna wskazaé uklad wektoréw postaci

100 0 ..,
010 0 .., (6.116)

100 0 ..).

ogblnie w j-tym wektorze bazy na j-tym miejscu mamy jedynke, a pozostale pozycje wypelniaja

zera.

O0wektoréw bytoby tyle, ile podzbioréw N, tzn. Nj.
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Dla stanéw nalezacych do przestrzeni Focka

(i IN{ni}) =Y mi < oo, (6.117)
k=1

oraz

e} H[{n}) =D hwgng < oo, (6.118)

k=1

Stany postaci

9) = 7w

=1
dzie {n;} = {4 oznacza, ze dla ustalonego ¢, n, = 1, a pozostale ng sa réwne zero, réwniez
, 8 k Lk ) g ) 74 ) 1% k S )

naleza do przestrzeni Focka. Zachodza nastepujace réwnosci

(Nk) = <¢|Nk|¢>=*
(N) = Zki % . (6.119)
k=1

Funkcja charakterystyczna dla rozkltadu Poissona przyjmuje teraz postaé

CN(S) = exp [(eis — 1) i,uk] , (6.120)

k=1
przy czym szereg y o pu; = (IN) dla przestrzeni Focka jest skorficzony.
W rozwazaniach dotyczacych przestrzeni Focka wazna jest zbieznosé nieskonczonych iloczynow

postaci HZO:1 2k, gdzie wszystkie zp # 0. Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby

(oo}
0< H zp < oo, gdy zp#0, (6.121)
k=1

jest zbieznos¢ szeregu Y po | |1 — 2| < oo (Tw. von Neumanna).
Funkcja charakterystyczna dla operatora N w przypadku rozkladu termicznego nieskoniczonej

liczby operatoréw ma postac

ﬁ [1 — exp(—Bhwy)]

[1 — exp(—Bhwy, +is)] (6.122)

Poniewaz wy, > 0, zaden czynnik w (6.122) nie jest réwny zeru, zatem zbieznos$é tego iloczynu mozna

badaé¢ przy pomocy twierdzenia von Neumanna. Mozemy przeprowadzi¢ nastepujace oszacowanie

>

k=1

[1 — exp(—Bhwy)]
[1- eXp( Bhuwy, + is)]
Z exp(— |1 - e“’

P \1—exp Bhwk—l—zs | -

1—

QZexp —Bhwy,). (6.123)

Jest to warunek konieczny i dostateczny na wy, zapewniajacy istnienie Cn(s) (warunek termody-

namiczne] regularnosci). Gdy nieréwnosé (6.123) jest spelniona, wéwczas istnieje i jest skoniczona
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suma stanéw Z. Jezeli rozwazamy stany oscylatora w nieskonczonej przestrzeni, wowczas dla w
mamy na ogoét zaréwno widmo ciagle, jak i dyskretne - wéwczas suma standéw jest rozbiezna. Mozna
wowcezas rozwazaé nieskonczona ilosé czastek roztozonych w ten sposob, aby ” gestosé”
N
pP=v = const., (6.124)

gdzy V — 00 i N — oo (tzw. granica termodynamiczna).
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Rozdziat 7

Ro6éwnania ruchu dla
skwantowanego pola

elektromagnetycznego

7.1 Ewolucja w czasie w mechanice kwantowej

Zaleznos¢é od czasu wektora [1(t)), opisujacego stan czysty ukladu, dana jest réwnaniem Schrédingera

0
iho [0(2)) = H[y(t), (7.1)

gdzie H jest hamiltonianem uktadu. Dalej bedziemy zaktadali, ze operator samosprzezony H nie
zalezy od czasu. Jezeli stan czysty opisujemy macierza gestosci p = |¢(¢)) (¥ (t)|, wéwczas réwnanie
ruchu ma postac
9]
ih—p = [H, p). 7.2
ihzp = [H, g (7.2)
Rzeczywiscie, z réwnania (7.1) mamy

indp = m{ 0] e + vt |5 o) poate) e }

Hp(0)) (o(0)] — () (w(0)] H
Ho(t) - p(t)H = [h.p(t).

Poniewaz dowolna macierz gestosci jest kombinacja liniowa macierzy stanéw czystych, zatem przyj-
mujemy, ze réwnanie postaci (7.2) opisuje ewolucje w czasie dowolnego operatora gestosci p. Row-
nos$¢ (7.2) nosi nazwe réwnania von Neumanna..

Jezeli operator H nie zalezy od czasu, to formalne rozwiazanie réwnania (7.1) ma postac

o(0) = exp (i) [6(0) =UO IO (73
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gdzie U(t) jest operatorem unitarnym. Operator ewolucji odwzorowujacy stan poczatkowy |1(0))
na stan |1 (t)), ze wzgledu na swa unitarnosé¢ zachowuje w czasie norme stanu [¢(0)).

Z réwnosci (7.3) natychmiast otrzymujemy zalezno$é od czasu macierzy gestosci stanu czystego

p(t) = @)W ()] =Ub)(0) (Y (0) ()~
= Ut) p(OU(t)~". (7.4)

Ze wzgledu na to, ze dowolna macierz gestosci jest kombinacja liniowa macierzy gestosci stanéw

czystych, réwniez dla dowolnego operatora mamy

p(t) = U(t) p(O)U ()~ (7.5)
Srednia warto$é obserwabli @ w stanie p(t) dana jest réwnoscia

(0)

Iy(moo>::1w(u@nmmu—%wo>

i (oo wou) ) = v (0100 ). (7.6)

gdzie réwnosé O(t) = UL (t)OU(t) okresla zaleznosé od czasu obserwabli O. Widzimy, ze sa
mozliwe dwa podejscia: w pierwszym obserwable nie zaleza od czasu i cala zaleznosé od czasu tkwi
w wektorach stanu lub macierzach gestosci, w drugim zas wektory stanu lub macierze gestosci nie
zalezg od czasu, a zalezno$é¢ od czasu przerzucona jest na obserwable. W pierwszym przypadku
moéwimy o obrazie Schrodingera, a w drugim o obrazie Heisenberga. Zalezno$¢ od czasu obserwabli

O(t) w obrazie Heisenberga otrzymujemy w nastepujacy sposéb:

-1
w0 D ouy 4 i o™\
= —HU ' (H)OU(t) +U (t)OU(t)H, (7.7)

gdyz U(t) = exp(—itH/h). Ostatecznie réwnanie (7.7) mozemy przepisa¢ w postaci

m%@:p@mzﬁmam (7.8)

Roéwnosé (7.8) nosi nazwe réwnania Heisenberga. W wielu zagadnieniach wygodnie jest uzywaé
jeszcze innych obrazéw, a szczegdlnie obrazu oddzialywania Tomonagi-Schwingera.

Dla hamiltonianu zaleznego od czasu prawie wszystkie rownania wyzej rozpatrywane pozostaja
stuszne, gdy zastapimy H przez H(t). W sposéb istotny zmienia sie tylko okreslenie operatora

ewolucji U(t). Zalézmy, ze hamiltonian H (t) jest odcinkami staly, tzn.
H(t) = H(t;), t;<t<tiy1, tip1—t=A; (7.9)

Operator ewolucji w czasie ma teraz postaé

j—1
Ut) = e~ i(t—t;)H;/h H e~ AKHE /N (7.10)
k=0
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dla t € [tj,t;4+1). Poniewaz na ogét [H;, H;] # 0 dla ¢ # j, zatem (7.10) rézni si¢ w ogdlnosci od

operatora

. . J—1

(3 1

U'(t) = exp —ﬁ(t —t;)H; — 7 E AR Hy | . (7.11)
k=0

Wygodnie jest wprowadzi¢ operator T' porzadkujacy w czasie, ktéry definiuje sie réwnoécia

Uty =T{U' (t)}, (7.12)
(T - operator chronologicznego uporzadkowania). Operator T' dziala w ten sposéb, ze we wszyst-
kich iloczynach operatoréw czynniki brane sa w porzadku wzrastania argumentéw czasowych.

Przechodzac w (7.10) do granicy, otrzymujemy dla operatora ewolucji ukladu z hamiltonianem

H(t) zaleznym od czasu wyrazenie
-
U(U<—1j{exp ﬂ—;t/,fiﬁﬁdﬂ]}. (7.13)
0

7.2 Roéwnania pola elektromagnetycznego. PodejScie niere-
latywistyczne

Stan pola elektromagnetycznego opisany jest réwnaniami Maxwella, ktére (w ukladzie jednostek
S.I.) maja postac¢!

B=-VxE, D=VxH-J, (7.14)

V.-D =p, V-B=0, (7.15)
gdzie: B jest wektorem indukcji magnetycznej, D - wektorem indukcji elektrycznej, E - wekto-
rem natezenia pola elektrycznego, H - wektorem natezenia pola magnetycznego, J oznacza wektor
gestosci pradu, a p- gesto$é tadunkéw. Réwnania (7.14) sa réwnaniami ruchu dla pola elek-
tromagnetycznego, natomiast réwnania (7.15) wyrazaja warunki wenetrznej zgodnosci, ktére

musza zachodzié¢, by istnialo jednoznaczne rozwiazanie ukladu réwnan Maxwella. Wektory D.E

oraz B i H zwigzane sg réwnaniami materiatlowymi
D =c¢E, B=uH,

gdzie € jest tensorem przenikalnodci elektrycznej, a p- tensorem przenikalnosci magnetycznej. Dla

pol w prézni rownania materialowe przybieraja postaé
D= €0E7 B = Ho H7

gdzie ¢ jest przenikalnodcig elektryczng prozmi (g9 = 8.9 x 10~ 12farad /metr), a pio- przenikalnoécia

magnetyczna prézni (pp = 47 x 10~ weber /amper-metr).

1Szersza dyskusje teorii Maxwella znalezé mozna np. w skrypcie R. S. Ingardena” Elektrodynamika klasyczna

i kwantowa” (UMK, Torun 1970), Cz. I, Rozdzial 1.

145



Roéwnoéé V - B = 0 7 rozwiazuje sie” , ktadac B =V x A, gdzie A jest wektorem potencjatu.
Wybdr A jest niejednoznaczny; mianowicie z dokladnoscia do gradientu pewnej funkcji skalarne;j.
Ze wzgledu jednak na to, ze réwnania (7.14) i (7.15) nie maja postaci kowariantnej, wybierzemy
dalej takie rozwiazanie V x A, w ktérym rezygnujemy ze wskazanej wyzej dowolnosci (przyjmujemy
cechowanie kulombowskie).

Dowolne pole wektorowe V(x) (operatorowe lub c-liczbowe), jesli jest dostatecznie regularne,

mozna roztozyé na sktadowy poprzeczna i podtuzna?
v=vT vl (7.16)
tak aby zachodzily tozsamosci V- VT =0, V x VE = 0. Stosujac ten rozklad dla pola B, mamy
B =B’ + B~ (7.17)
Poniewaz V - BT = 0,, zatem z réwnosci V - BY = 0 wynika
V-B* =0.

Analogicznie, A = AT + AL, V x AL =0, zatem BT = V x AT. Réwnania Maxwella (ref38.1) i

(7.15) mozemy teraz przepisaé¢ w postaci

AT — _ET, D =vxH-JT,

- L

V- B 0, V-Di=p, D" =-J;.. (7.18)

W ten sposob réwnania Maxwella rozpadaja sie na dwa niezalezne uklady réwnan dla sktadowych
transwersalnych i longitudinalnych. Dwa ostatnie z réwnan (7.18) przedstawiaja po prostu prawo
zachowania tadunku

v.i"+p=0 (7.19)

Dalej bedziemy zajmowali sie polem transwersalnym zwiazanym z promieniowaniem. Roéwnania
. T . T
tegopola A- = —ET iD" =V x H' — J7, po podstawieniu D = ¢¢E, HT = (1/u0)V x AT

oraz wykorzystaniu tozsamosci

Vx(VxV)=V(V-V)-V?V, (7.20)
mozna przepisa¢ w postaci
N 1 T L o242 T
D =—V(V-A")—- —V°A*-J", (7.21)
Ho Ho
i
G
€0

2longitudinalng i transwersalng,
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Poniewaz V - AT =0, wiec z réwnan (7.21) otrzymujemy
T
VQAT - Eoqu = —quT, (722)
tzn. niejednorodne rownanie d’Alemberta.
Réwnanie (7.22) moze by¢ réwniez wyprowadzone w przestrzeni pedéw. Rozwazmy wneke

szeécienng o boku L, objetosci ) = L3, gdzie L > 1. Mozemy teraz wprowadzié¢ pole zalezne od

pedow

E(k) = Q_l/Z/e_ikxE(x)d3x,

T
=
1

Qfl/Z / e*ika(X)di?ux’

Dk) = Q’I/Z/G’ikxD(x)d?’x,
Bk) = Q712 / e *B(x)d’z, (7.23)
Jk) = Q712 / e (x)d3x,
pk) = Q_l/Q/e_ikxp(x)(Px.

Oczywiécie zachodza réwnosci D(k) = ¢ E(k) i B(k) = uoH(k). Przestrzenne transformaty
Fouriera wprowadzone w (7.23) pozwalaja zamieni¢ réwnania rézniczkowe wzgledem x na réwnania
algebraiczne (wektorowe) wzgledem k. W przestrzeni pedéw z kazdym punktem k zwiazujemy
tréjke wzajemnie ortogonalnych, unormowanych wektoréw e;(k), (j = 1,2,3), e, -e; = d;;, takich,
ze e3(k) -k = k = |k|. Zatem dla kazdego k # 0 wektor e3(k) jest réwnolegly do k, a wektory
e1(k) i ea(k) sa ortogonalne do k: e;(k) -k =es(k) -k =0.
Dowolne pole wektorowe

V(k) = Q~1/2 / e IV (x)d3x (7.24)

moze by¢ roztozone dla dowolnego k w nastepujacy sposéb:

V(i) =3 ey (k) [e(k)- V()| = V' (k) + V7 (), =123, (7.25)

gdzie cze$¢ transwersalna i longitudinalna maja postac

~ L ~

Vi) = es(k)les(k)- V(K]

~T ~ ~

V (k) = ei(k)[ei(k) - V(k)] + ea(k)[ez(k) - V(Kk)]. (7.26)
Z (7.26) mamy natychmiast dwie tozsamosci

~ T ~ L
k-V (k)=0 oraz kxV (k)=0,

- T ~ I
ktére sa transformatami Fouriera réwnosci V-V (k) =01 V x V (k) = 0 (po skréceniu przez

jednostke urojona 7). Transformata Fouriera réwnosci B” = V x AT ma posta¢

B’ (k) = uoH' (k) = ik x AT (k), (7.27)
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stad zas

kxH (k)= ik x [k x AT(k)] = —M%k?AT(k),

i ostatecznie .
~  poik x H (k)

AT (k) 2 (7.28)
Przetransfromowane rownania Maxwella majg postaé
poH = —ik x B, ¢E =ik x H— 1, (7.29)
ipok - H =0, icok-E = p. (7.30)
Dla sktadowych longitudinalnych réwnan (7.29) mamy
. ~L . =L ~
ipgk-H =0 oraz iegk-E =p, (7.31)
a stad z dowolnosci k dla dowolnej chwili ¢
H (k) =0 Pt Ko (7.32)
= raz =— . )
ora e
Zatem gesto$é tadunku w zupelnosci okresla pole EX(x, ).
Wykorzystujaé¢ réwnania (7.27) i (7.28), réwnania (7.29) mozna przepisa¢ w postaci
- T I ~
KA (k) + eopo A(k) = poJ (k) (7.33)

réwnowazmej réwnaniu d’Alemberta (7.22).

Poniewaz pola A% (x), E” (x,t) i J(x,t) sa hermitowskie, z réwnogci (7.23) tatwo widaé, ze

AT = A'(-k),
E (K)]° = E (-k), (7.34)
3T = 3 (-k)

Zatem zachowanie sie wielko$ci z indeksem (—k) jest catkowicie okreslone zachowaniem sie wielkosci
z (+k). Czyli tylko polowa przestrzeni pedéw odpowiada zmiennym dyamicznym niezaleznym.
W plaszezyznie wyznaczonej przez wektory e (k) i ea(k) mozna réwniez prowadzic baze zespo-

lona postaci

le1(k) +iea(k)],

Hg\H
[\}

e (k) = fea(k) —ies(i)]. (7.35)

Przy tak wybranej bazie kazdemu wektorowi V odpowiadaja dwie poprzeczne sktadowe

Vi(k) = e - V(K). (7.36)
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Przy obrocie bazy e, es o kat 6 sktadowe (7.36) transformuja si¢ wedlug wzoru

Vi(k) = eV, (k). (7.37)
Dwa ortogonalne kierunki polaryzacji, wyznaczone przez wektory eq,es lub e;,e_, wygodnie be-
dzie dalej oznaczaé jednym indeksem, np. A. Przypadek, gdy A przyjmuje wartosci 1,2 odpowiada
polaryzacji liniowej, gdy lambda przyjmuje wartosci 4+, —, mamy do czynienia z polaryzacja kolowa.
Zarem dowolne transwersalne pole wektorowe \~7T ma sktadowe Vf przy odpowiednio wybranej
bazie. W szczegdlnosei przy pomocy skltadowych polaryzacyjnych réwnania (7.29) mozna przepisaé
w postaci

T

Ak) = ~Ek),
- T A =T
GQ/L()E)\ (k) = k A)\ (k) - /L()J (k) (738)

W ten sposéb niezalezne okazuja sie nie tylko zmienne dynamiczne odpowiadajace réznym warto-
$ciom k, ale i réznym polaryzacjom. Z réwnan (7.38) natychmiast wynika zwiazek
9xT =T ~T

Dalej bedziemy rozwazali jedynie pole transwersalne, zatem mozemy bez obawy pomylek opuszczad

indeks T'.

7.3 Relacje komutacji dla wielkosci charakteryzujacych pole

elektromagnetyczne

Nalezy teraz sformutowaé warunki graniczne, ktére powinny spelniaé¢ rozwiazanie réwnania (7.39).
Warunki graniczne w teorii klasycznej stanowia po prostu wartosci poczatkowe A, (lub ]:3>\) W
teorii kwantowej zaréwno E,, jak i A, sg operatorami i ich reguty komutacji powinny odpowiadaé
kanonicznym regutom komutacji.

Zalézmy teraz, ze rozwiazania, ktérych szukamy, spelniaja periodyczne warunki graniczne. Aby
te warunki byly spelnione, w transformatach Fouriera (7.23) moga wystepowaé tylko wektory k o
sktadowych spelniajaych réwnosci

kj = 77Lj, (740)

gdzie nj,7 = 1,2,3 - sa dowolnymi liczbami calkowitymi, a L jest krawedzi¢ szescianu, w kto-
rym zawarte jest badane pole. Na podstawie (7.34) wiemy, ze niezalezne zmienne dynamiczne sa
numerowane tylko polowa punktéow przestrzeni pedéw. Odrzucajac przypadek k = 0, rozwazaé
bedziemy tylko takie k postaci (7.40), ktére naleza do danej pdlprzetrzeni. W wybranej p6iprze-

strzeni mozemy napisa¢ nastepujace reguly komutacyjne, odpowiadajace kanonicznym regutom
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komutacji:

1 ~ . ~ 3k . ~ - ~ % .
5 [E,\ (k)e™™ + E, (k)e ™ Ay (k)™ + A, (k)e“ﬂ

= ihdk ko - (7.41)
Wydzielajac w sposob jawny zalezno$é od czasu, latwo sprawdzié, ze te relacje beda spelnione dla

wszystkich x tylko w tym przypadku, gdy
B (k,0), A (K, 1) | = [Ba(k,0), A% (K, 1)| = ihdi ioda, (7.42)

a wszystkie pozostale komutatory brane w tej samej chwili czasu sa réwne zeru. Zakladamy, ze
relacje powyzsze sa prawdziwe w dowolnej chwili czasu: w szczegdlnosci stanowia one warunki
poczatkowe dla rozwazan uktadu (7.38).

Jednoczesnie zakladamu nastepujace relacje komutacji dla operatora pradu J a(k)
(Al t),3x (K 1)) =0,
[AA(k,t),jX (k,t)} = 0. (7.43)

Oczywiécie w réznych chwilach czasu ¢ i ¢’ operatory Ay (k,t') i Ey(k,t') moga nie komutowaé z
operatorem Jy/ (k',t).

Odpowiedni dla zagadnienia hamiltonian kwantowy nietrudno znalezé, wychodza ze znanego
klasycznego wyrazenia na gestosé energii pola. W naszym przypadku gesto$¢ energii W dana jest
wzorem

W= % (co(BTY? + o (HTY?) (7.44)

Dokonujac transformaty Fouriera i wykorzystujac réwniéci ¢ = (ugeg) ™! oraz k? = w?c? (c-
predkosé swiatla), mozna ogélny hamiltonian (po wprowadzeniu oddiztywania) napisa¢ w postaci
Ho= §|BORAR) + AL 0AN) - 1

- 1300409 - ;Juk)A;(k)]. (7.45)

przy czym odjelidmy nieskonczona stala hiw/ep (energie drgan zerowych), aby hamiltonian byl
dobrze okreslony. Latwo mozna przekonaé sig, dokonujac prostych przeliczen, ze réwnbania (7.38)
sq réwnowazne réwnaniom Heisenberga (7.8) dla operatoréw Az(k) oraz Ei(k) z hamiltonianem
postaci (7.45).

Analogicznie jak to robiliémy dla zmiennych p i § (operatory pedu i polozenia) w przypadku
oscylatora, mozemy obecnie przejs¢ od operatorow Af(k) oraz ]:]f(k) do operatoréow kreacji i
anihilacji 1 wyrazi¢ poprzez nie wielkosci opisujace pole.

Definiujemy operatory ay i a}:

ar(k) = (i“’) o [WAA(k) - iE,\(k)} ,
ai(k) = (?)1/2 [wA:(k)—i—iE:(k)}. (7.46)
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W oparciu o reguty komutacji dla A (k) i Ej (k) otrzymujemy reguly komutacji dla ay (k) i a} (k)

[ax(k, 1), a3 (K, 1)] = bxxnlue,
lax(k,t),ax(K,t)] = [ai(k,t),ax(K t)] =0. (7.47)

W tak wprowadzonych oznright)aczeniach hamiltonian (7.47) przyjmuje postac

H = Z{hwwk)—(m};) {Ji(k)w(k)

Ak
+ J,\(k)aj(k)} }, (7.48)
gdzie

Na(k) = ax(k)ax(k), (7.49)
jest operatorem iloéci czastek w modzie opisanym polaryzacja A i wektorem k. W ten sposéb
wyraziliémy hamiltonian pola w postaci sumy haniltonianéw niezaleznych oscylatoréow, przy czym

z kazda polaryzacja A i z kazdym wektorem k zostal zwiazany jeden oscylator.
W Rozdziale 6 wskazywalidémy, ze operator energii H jest dobrze okres;lony, jesli jest okreslony

operator catkowitej ilosci czastek

N =Y Ni(k) (7.50)
Ak

Udowodnimy obecnie, ze swobodne pole promieniowania w kubicznej wnece spelnia warunek

oo
Z e Pk oo
k=1

z poprzedniego rozdzialu. Warunek ten jest konieczny i dostateczny dla poprawnego okreslenia
macierzy gestosci. Wiemy, ze w? = ¢?k” oraz k = (27/L)n, gdzie n = (ny,ny,n3). Z oczywiste]
nieréwnos$ci

(Ina] = n2)* + (Ina| = [n3)* + (In2| — [n3])* > 0, (7.51)
natychmiast wynika, ze

[nl = (n} +n3 +n3)"* > f (I + Izl + Ins)) = 3" (m). (7.52)

o= ) > S )

Zatem

oraz

Ze—ﬁhwk _ ZZe ( 2F5h0|n|>
<2 e ( 2 fhe Z<“)) —2 l(tanh%@g - 11 . (7.53)

Widzimy, ze rozwazana suma jest skonczona, Jest to twierdzenie ogdlnie wazne dla dowolnej skon-

czonej objetosci.
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7.4 Ewolucja w czasie operatoréw pola

W podrozdziale 7.2 pokazaliémy, ze operator A (k) spelnia réwnanie
K A(K) + eoproAn(k) = poda(k), (7.54)

lub réwnowazne

Ay(K) + w2A, (k) = %L(k). (7.55)

Jest to podstawowe rownanie oscylatora, na ktéry dziataja sity zewnetrzne.
Wykorzystujac réwnosci (7.46) oraz (7.38), latwo mozna sprawdzié, ze operator niszczenia a (k)
spelnia réwnanie

i (k) = wax (k) — (2hwgeo) /2T (K), (7.56)
a operator niszczenia a3 (k) spelnia réwnanie

i3 (k) = waj (k) — (2hwyeo) /2T, (K). (7.57)
Rozwiazanie réwnania (7.56), gdy jako chwile poczatkowsa wybierzemy to = 0, ma postaé

ax(k) = e “rtay(k,0) (7.58)

t

+ i(2hwkeo)_1/26_i‘”’“t/eiwkt/jA(k,t’)dt’.

0
Gdybyémy wybrali chwile poczatkowa w —oo, tzn tg = —oo, wowczas rozwiazanie (7.56) mialoby
postaé
t
ax(k) = ai(k, t) + i(2hwpeg) "/ 2e it / et 3y (k, t)dt, (7.59)
gdzie

af (k1) = e~ a (k)
i af\"(k) oznacza postaé operatora w przesztodci, gdy jeszcze nie uwzgledniony byt wplyw Zrddet.
Wyzej zalozylismy, ze prad J A(k, t) jest zadany, wobec czego mozna zalozyé, ze zadany jest réwniez

operator Ky (k,t) wchodzacy do wzoru

ax(k) = a" (k) + Ky (k,t) (7.60)
i zwiazany jest z pradem relacja
t
K (k,t) = i(2hwpeq) ™2 / =0 F (k, t')dt'. (7.61)

Rozwiazanie dla a) (k) powinno spelniaé relacje komutacji (7.49) dla wszystkich czaséw t. Poniewaz

ai" (k) spelnia te relacje, zatem operator K (k',t) powinien spelnia¢ warunki

[ad(k, 1), K3 (K, )] 4+ [Ka(k, 1), ay* (K, 1)]

+ [Kx(k,t), K5 (K, 1)] =0 (7.62)

152



[ (k, 1), K (K, 8)] + [Ka(k, 1), e (K, 1)]
+ [K,\(k, t),K)\/ (k/,t)} =0. (7.63)

Powyzsze relacje sg ograniczeniami naktadanymi na prad J a(k,t) w réznych chwilach czasu.

Rozwazmy teraz dwa przypadki szczegdlne:

1. Jezeli zachodzi jA(k, t) = 0 dla kazdego t, to réwniez K)(k,t) = 0 i dla swobodnego pola
otrzymujemy rozwiazanie

ax(k,t) = ekt = gi" (k). (7.64)

2. Jezeli prad J\ jest proporcjonalny do operatora jednostkowego I dla wszystkich ¢, wéwczas

operator K (k,t) jest proporcjonalny do wektora jednostkowego, tak ze
Ky(k,t) = ex(k,t), (7.65)
gdzie cy(k,t) jest c—liczbowa funkcja.
Rozwiazanie dla ay(k,t) ma teraz postaé
ax(k,t) = e “rt = g (k) + ca(k, ). (7.66)

Z réwnan (7.60) oraz (7.61) mozna otrzymac zaleznosé od czasu innych wielkosci. Na przyklad

dla operatora A (k,t) mamy

A)\(k,t) — ( —zwkt zn(k) + eiwktag\n*(k)]

2w€p

[K\(k, Ki(—k .
+ (kaeo a(k,t) + K3 (—k,t)] (7.67)

~in

(k)

= cos(wkt)A (k) — wj, * sin(wgt)Ey

+ % wy tsinwg(t — )T (k, t)dt'.
“oo
Ostatecznie mozemy napisac
t
Ak, t) = AV (k1) + % / wy tsinwy (t — )T (k, t)dt'. (7.68)

— 0o
Wzér (7.68) daje rozwiazanie réwnania (7.54). Rozwiazania dla pola elektrycznego Ay (k,t) zgod-
nie z (7.38) dostajemy rézniczkujac (7.68):

Ex(k,t) = cos(wit)Ey (k) + wpsin(wyt)Ay (k)
t
1 ~
— — [ witcoswy(t —t)In(k, t)dt'. (7.69)
€0
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Ostatnig réwnos¢ przepisa¢ mozna w postaci
t
Bk, ) = B (k. 1) —% / cosewn(t — ) (k, ')t (7.70)
—o0
Wartosci $rednie operatoréw pola otrzymujemy poprzez sredniowanie z macierza gestosci da-
nego stanu. Na przyklad
<]:3,\(k,t)> = Te[pEa(k, t)]. (7.71)

Dla operatora ay(k,t) mamy

(ax(k,t)) = e “rtai"(k,t)) (7.72)

+i(2Rwpen) T e / et (Ta(k, 1)) dt.

Transformata Fouriera po czasie przeprowadza ostatnie réwnanie do postaci

(ax(k,v)) = 6(v—wp){al*(k,t)) (7.73)

' (2hwkeo)_1/2 |:7T(5(1/ — k) + ! } <jA(ka V>>,

1
+
V — Vg

21

gdzie v = wy/27.
Dokonujaé transformacji naszych podstawowych rozwiazan operatorowych do przestrzenu kon-
figuracyjnej (przestrzeni x-6w), przyjmujemy nastepujaca normalizacje w (7.23): = (27)3. Przy-
jecie takiej normalizacji jest rownowazne z przyjeciem, ze objetoscia kwantowania jest cala prze-

strzen. Mamy teraz na przyktad
A(x,t) = (2m)7%/? / M Ak, t)dk. (7.74)

Wykorzystujac réwnosé (7.67), mozemy napisaé

Abt) = - [ [Py A" () + Dix- v AW &y
+ eio D(x —y.t — )i(y, t')dt', (7.75)
adzie
D(z,t) = —ﬁ / gikx Sir;;ktd% (7.76)
= —(rx)THE(x| =) = 6(x| +1)]

4r|x|)~1o(|x| — ), dlat >0,
Dr(x,t) = (7.77)
0, dla t < 0.

Funkcje okreslone réwnosciami (7.76) oraz (7.77) sa funkcjami Greena dla réwnania falowego.

Pierwsze dwa czlony w (7.75) przepisa¢ mozna w postaci

; 1
A(x,t) = A" (x,t) + — / Dr(x —y,t —t)I(y,t)d>ydt'. (7.78)
€0
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J=0

-_—a o e o e e e e e e o =

/
~

Rysunek 7.1: Obszary w rozwiazaniu réwnania (7.82)

Jak wskazywalidmy wyzej, jezeli prad J(y,t) jest proporcjonalny do operatora jednostkowego dla

wszystkich y i ¢, to rozwiazanie ma postaé
A(x,t) = A" (x,t) + c(x,1), (7.79)
gdzie c(x,t) jest pewnym c-liczbowym polem.

Moéwiac $cidle, operatory A(x,t) nie sa hermitowskie - pola A(x,t) sa dystrybucjami. Aby

otrzymaé rzeczywiscie operatory hermitowskie, nalezy braé calki postaci

Ast) = / FA (. tyd, (7.80)

gdzie f(x) jest dostatecznie gladka funkcja prébna, ktérej nosnik moze byé silnie zlokalizowany
wokot wybranego punktu.
Aby badaé¢ zachowanie sie w przestrzeni rozwigzan naszych rownan ruchu, dokonajmy trans-

formaty Fouriera po czasie réwnan (7.38). Dostajemy

iwA = E,

iwE = VZA + pod. (7.81)
Rugujac z tych réwnan E, dostajemy

(V2 +wHA = —ppAld, (7.82)

tzn. réwnanie niejednorodne typu Kirchhoffa.? Bedziemy szukali rozwiazan tego réwnania w tych
punktach przestrzeni, gdzie J(x,t) = 0 dla wszystkich ¢, a zatem, gdzie J(x,v) = 0. Zakladamy,
ze powierzchnia P jest na tyle regularna, aby mozna bylo stosowaé twierdzenie Stokesa. Dla
punktéw lezacych wewnatrz interesujacej nas czesci przestrzeni R (p. Rys. 7.1), gdzie J = 0,
mamy oczywiscie

A(x,v) = / 5(x — y)Aly, )%, (7.83)
R

3G. Kirchhoff (1824-1887).

155



gdzie catkowanie przeprowadza sie po przestrzeni R. Definiujemy teraz funkcje Greena G(x,y;v),

ktora spelnia réwnanie
(Vi +w?)G(x,y;v) = (V; + w)G(x,y;v) = =6(x — y). (7.84)
Pamietajac,ze w obszarze R zachodzi rownoe¢ J = 0, czyli z (V2 + w2)A = 0, co mozemy napisac

Ax,v) = /G(x7y;u)(V§+w2)A(y,l/)d3y

— /A(y, y)(VZ + w2)(V?2/ +W?G(x,y;v))d>y (7.85)

0
yi

0
yi

[G(x,y; )2 Aly.v) - Aly.r) 2-Gixy: u)} dy

rm

Vi— ﬁ\ﬁ

Gl yir) 5 A - Al g Glxyin)| dP.

gdzie ostatnia réwnos¢ napisaliémy na podstawie twierdzenia Gaussa. Szczegdlnie korzystne jest
wybranie sposréd wielu funkceji spelniajacych (7.84) takiej, ktéra znika na powierzchni P obszaru R.

Dla skonstruowania takiej funkcji szukamy funkcji wlasnych (fal stojacych) spelniajacych réwnanie
V24 (x) + w2ih,(x) = 0 (7.86)

oraz warunek graniczny v, (x) = 0, dla x € P.

Tego typu zagadnienia odgrywaja podstawowa role w mechanice kwantowej i, jak wiemy, istnieje

zupelny uklad ortonormalnych funkcji wlasnych ¢,, n = 1,2,... spelniajacych relacje
D Pn(x) tuly) = 0(x —y). (7.87)
n=1

Wykorzystujac te informacje, mozermy napisaé Szukanq funkcj@ Greena
P
G(x,y;v Z wg : (7.88)

Funkcja G(x,y;v) dana wzorem (7.88) znika, gdy y (lub x) nalezy do P oraz spelnia réwnanie
(7.84). Rzeczywiscie

(V2 +u?)G = —Z (wn ﬂ«;gf;))%(y)

- ix-y). (7.80)

Dla tak wybranej funkcji G(x,y;v) réwnosé (7.85) przyblera postaé
/ Ay, 1)L G(x,y:v) dp. (7.90)

Widzimy, ze operator potencjalu w dowolnym punkcie x objetoéci R jest liniowo zwiazany z ope-

ratorami potencjalu na powierzchni P. Analogicznie mozna znalezé rozwiazanie dla E(x,v):

Ax,v)E(x,v) — /E(y, V)%G(x,y; v)dP. (7.91)
P
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Rozdziat 8

Stany koherentne

8.1 Podstawowe wtasnosci stanéw koherentnych

Niech tak jak poprzednio Q) i P oznaczajg pare operatoréw kanonicznie sprzezonych spelniajacych

relacje [@, P| = ifi. Przyjmujac czesto$¢ kolowa w = 1, mozemy napisaé¢ réwnosci

1 .
a = \/T—h(Q—HP%
o = \/%(Q—iP), (8.1)

definiujace operatory kreacji i anihilacji.

Stanami koherentnymi bedziemy nazywali wektory postaci

o0

1 2"
2 =ew (gl+t) 3 i (52

gdzie z jest dowolna liczba zespolona, a wektory |n) sa stanami wlasnymi operatora N = a*a. Czyn-
nik exp(—(1/2)|z|?) wprowadzony jest ze wzgledéw normalizacyjnych. Powyzsza notacje wprowa-
dzil R. J. Glauber (1961). Pewne nieporozumienia moga sie pojawié¢ dla z = 1. Oczywiscie stan
kohenetny |z) dla z = 1 rézni si¢ od stanu |n) dla n = 1.

Mozna wprowadzi¢ réwniez inne oznaczenia dla stanéw |z), tak aby byla jawnie wydzielona

czeSé rzeczywista i zespolona liczby z. Ktadac

1 .
z = E(q +ip), (8.3)

gdzie p oraz q - to dwie dowolne liczby rzeczywiste, mozemy (8.2) przepisaé¢ w postaci

1 — (g+ip)"
|z) = |p,q) = exp [M(ﬁ + q2)} n;) W|”> (8.4)

Stany koherentne sprzezone okresla si¢ analogicznymi formulami

Gl = o (~50R) X il (85)

n=0
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o0

1, ip)"
(= = <p7Q|=€XP[—4h(p +q)}zm<nl-

Wektory |z) sa unormowane:

(z]z) = e‘lz|22m<m|n> (8.6)

n,m

= n 2n
N N A S LD o
ey (n)172(m1)1/2 O =€ Y 1

n,m n

Zatem stany |z) naleza do H. Wektory |z) nie sa jednak ortogonalne.
Rozpatrzmy teraz rozwiazania dla stanu podstawowego oscylatora harmonicznego, przy czym

przyjmujemy m = w = 1. Mozemy napisac
1
H0) = 5 {P*+Q* - h}0) = 0. (8.7)

Dla stanu podstawowego badanego ukladu zachodzg réwnosci

(01Q[0) = (0]Q[0) = ©. (8.8)
Whprowadzmy operator unitarny

U(p, q) = explif(pQ — ¢P)]- (8.9)

Mozna pokazé, ze zachodzi rownosé
Up,q) " (a P+ BQ)U(p,q) = (P +p) +B(Q +q), (8.10)
gdzie o i B sa dowolnymi parametrami. Oczywiécie U(p, q)~! = U(—p, —q). Réwnoéé (8.10) tatwo

udowodnié¢, wykorzystujac formule
eYXeY:X—&—[Y,X]—i—%[Y,[yw]]—i—... (8.11)

zachodzaca dla dowolnych operatoréw X,Y. Kladac X = aP 4+ 8Q i Y = —(i/h)(pQ — ¢P),
widzimy, ze powyzszy szereg obrywa sie po drugim wyrazie, poniewaz komutator [V, X]| jest juz
c-liczba
[Y, X] = ap + Bq.
Mamy zatem
exp H@Q - qP)} (P + BQ) exp [;(pQ - qP)}
=aP +BQ+ap+ Bg=a(P+p)+B(Q+q). (8.12)

Jak widaé, operator U(p,q) w dzialaniu na operatory Q i P ” przesuwa” je odpowiednio o liczby

gi p. Dzialajac na hamiltonian ukladu, operator U(q, p) przeprowadza go do postaci
1 _
Ulp.)5(P* +Q* = W) U™ (p,q)

= % (P=p)°+(Q—q)*—h]. (8.13)
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Ostatnia réwnosé tatwo otrzymac z (8.11), ktadac X = (1/2)(P2+Q?*—h) oraz Y = (i/h)(pQ—qP).

Mozemy obecnie napisaé

0 = Ulp,qH|0)=U(p,q) HU *(p,q)U(p,q)|0)
= S IP—p?+ Q0 A U.0) (5.14)
Zatem stan
Ip,q) = U(p,q)|0) (8.15)

jest stanem wlasnym oscylatora, ktérego wspélrzedna jest przesunieta o ¢, a ped o p. Srednie

wartosci wsplétrzednej i pedu dla takiego oscylatora nie sa rowne zeru, lecz rownaja si¢ odpowiednio

(p,dlQlp,q) = (O[U " (p,q)QU (p, q)|0)
= (0|Q +¢|0) =g, (8.16)
(p,q|Plp,q) = p.

Badanie stanéw koherentnych jest r 6wniez istotne z punktu widzenia minimalnej nieokreslonosci.

Whprowadzajac oznaczenia
AP = P—(P),
AQ = Q—(Q), (8.17)

gdzie (O) = (¥|O|Y) i wykorzystujac nieré6wnosei tréjkata oraz nieréwno$é Schwartza , mozemy

napisa¢!

|
>
Il

Si@ Pl = 5114Q, AP
(AQ. AP)| < (AQ*)'2 (AP%)Y?, (8.18)

IN

przy czym ostatnia nier6wnosé jest oczywista, jezeli rozpisa¢ wyrazenie [(AQ, AP)]

(AQ, AP)| (), AQAPY)|
(AQY, AQU)Y'/*(APY, APY)'/? (8.19)

= (0, AQ*Y)'/2 - (p, AP*)Y/? = (AQ*)V/? (AP?)V/2,

IN

Nieréwnosé (8.18) wyraza relacje nieokreslonosci (nieoznaczonosci) Heisenberga Aby otrzy-
maé stany z minimalna nieokreslonoscia, nalezy znaki nieréwnosci w (8.18) zastapi¢ znakami row-

noéci. Nier6wno$é Schwartza wykorzystana w (8.19) przechodzi w réwnosé, gdy

AQY) = —ir AP |y), (8.20)

'Latwo sprawdzié, ze [AQ, Ap] = [Q, P] = ih.
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gdzie r jest dowolna liczba zespolona. Pierwsza nieréwno$é w (41.18) przechodzi w réwnosé, jesli

czynnik r jest rzeczywisty. Warunek [AQ, AP] = ik implikuje dodatnio$é r. Rzeczywiscie,

AQ? >
)

r

+irAP?

(Y|AQAP — AP AQ|Y) = <¢ ‘z

zatem

inY[Y) = ~(AQYIAQY) +ir(AP Y[AP ),

1
r

stad za$ natychmiast wynika r > 0. Kladac r = 1, w = 1, przepisujemy (8.20) w postaci

L or Pl — (0 1
S @ iPI) = (@) + P, (3.21)
czyli
alp) = (@)[y).

Zatem stan o najmniejszych nieokreglonoéciach (AQ?)'/2 i (AP?)!/2 jest stanem wiasnym opera-
tora niszczenia a.
Znajac jeden wektor wlasny operatora a, mianowicie stan podstawowy |0), mozemy otrzymywaé

inne przy pomocy wektora U(p, q). Istotnie,

0 = Ulp,qal0) =U(p,q)alU " (p,q)U(p, )|0)

(a - (q\;%p)) I, q). (8.22)

Wykorzystaliémy tu (8.10) oraz definicje operatora a. Ostatnia réwno$¢ przepisa¢ mozna w postaci

_ _ (g +ip) — 1,
alz) = alp,q) = . Ip, q) = 2|2). (8.23)

Stany |p, q) = U(p, ¢q)|0) sa zatem wektorami wlasnymi operatora niszczenia.
Obecnie pokazemy, ze stany p, ¢) sa stanami koherentnymi w sensie definicji (8.2). Najprostszy

sposéb dowodu réwnoéci

1, 5 = 2
Ip,q) = exp <2|Z| ) Z;)Wm>
opiera si¢ na formule Bakera-Hausdorffa ktéra, gdy komutator|. .., Y] komutuje z X i Y, ma postacé?
eXHY = o= (12X Y] X Y (8.24)

Operator U(p, q) mozna przedstawi¢ nastepujaco:

Ulp,q) = exp {;(Qp—Pq)]:exp{i[p(a+a*)Hq(a_a*)]}

V2h
= exp [q i ipa* 1 ipa] = exp(za™ — Za)
V2h V2h ’
2Dowéd formuly Bakera-Hausdorffa znajduje sie np. w monografii: 1. Biatynicki-Birulaq, Z. Bialynicka-Birula,

” Elektrodynamika kwantowa” ; PWN, Warszawa 1969.
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a stad i z réwnosci (8.24) wynika, ze

1
U(p,q) = exp (—2|z|2) exp(za™) exp(—za). (8.25)
Ostatecznie pamietajac, ze a?|0) = 0 dla p = 1,2,..., otrzymujemy
1 " _
P = Unl0) = exp (=7 explea’)exp(—za)0
1 2 * 1 2 = z" *\N
= exp (—2[af?) exp(za®)0) = exp (L [22) 30 2 a0
n=0

oo n

1 5 z
exp (—2z| ) ;}WM) (8.26)

Wiemy, ze wektory odpowiadajace stanom koherentnym, sa unormowane. Zbadamy teraz ogol-

niejszy element macierzowy (z|z’) dla dwéch stanéw koherentnych:

(z]2) = e~ (/2212 =(1/2)|2'| Z ﬂ(mhﬂ
“0 (m!n!)t/2
— 1 2 1 12 - znzln
= exp(2|z| — 5l Z@ — (8:27)

1 1
exp (—2|z|2 — §|z’\2 +zz’) :
Oczywiscie, gdy z = 2/, wéwczas z powyzszego wynika, ze (z|z') = (z|z) = 1. Wyrazenie (8.27)

mozna przepisa¢ w postaci

1
(z|") = exp{—2[|z|2—zz'—z'z+|z’|2—(zz'—z’z)]}
1 1
= exp [—Zz—z’|2+2(zz'—z’z)]

1
= exp [22 — 22 +iIm (zz')} ,
stad za$ natychmiat wynika réwnosé
AN 1 112
|(z|2")| = exp —2\z—z| . (8.28)

Ostatnie wyrazenie nigdy nie jst rowne zeru. Zatem zbidr stanéw koherentnych jest rodzing wekto-

réw unormowanych, z ktérych zadne dwa nie sa ortogonalne. Dla dowolnych z, 2’ zachodzi bowiem
0<|(z]z")] < 1.

Praktycznie jednak (z]|0)| ~ 0 dla |z| > 1.

8.2 Dalsze wlasnosci stanéw koherentnych

Wiemy, ze stany koherentne |z) sa wektorami wlasnymi operatora niszczenia a. Zachodzi przy tym
rownosc

alz) = z|z). (8.29)
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Mozna réwniez pokazaé, ze sa to jedyne stany wlasne operatora a. Z (8.29) wynika, ze

(']alz) = 2(x'|2), (8.30)
oraz

(zla*|2") = Z(z]7'). (8.31)

Formalnie z ostatniej réwnosci wynika zwiazek
(zla* =Z(z|, (8.32)

ktory jest odpowiednikiem (8.29).
Rozwazmy funkcje operatorowe F(a) i G(a*). Woéwcezas z réwnosei (8.29) i (8.32) wynika
odpowiednio

F(a)|z) = F(2)|z), (8.33)

oraz

(z|G(a") = G(2)(z], (8.34)

jedli wyrazenia F(a) i G(a*) sa okreslone. Mozna pokaza, ze nie istnieja stany wlasne |A) dla

operatora a*, takie ze

a®|A) = AN, (8.35)
Istotnie, uwzgledniajac (8.35) oraz wlasnosci operatora a*, mamy
(na*|A) = Vn(n — 1|X) = An|A), (8.36)
dlan=1,2,..., natomiast dla n =0
(0]a*|A) = A(0|X) = 0. (8.37)

Jezeli A = 0, to z (8.36) wynika, ze (n — 1|]A) = 0 dlan = 1,2,..., tzn. [A) = 0. Jedli A # 0,
to <O|5\> = 0, stad po ponownym zastosowaniu (8.36) wynika (n\5\> =0dlan=1,2,..., a zatem
|A) = 0. Nie istnieja wiec wektory wlasne |A) rézne od zerowego i speniajace zwiazek (8.35).
Rozpatrzmy obecnie nastepujacy problem: czy dla z — 2’ zachodzi réwniez |z) — |2') (oczywiscie

w sensie normy), tzn. rozwazamy problem ciaglodci stanéw koherentnych. Mozemy napisaé

l12) = 1217 = (zl2) = (2/|2) + (2']2")

= 2(1 — Re(z]2")). (8.38)
Poprzednio mieli$my (z|z') = e=4, gdzie

1
A=—In(z|') = §|z — 2?2 —iIm (),
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zatem
12) = 12"} 1* = 2[1 = Re (2[2")]
A A 1
=2—e¢ A= /efrdz + /effdx = / (AeiAx +ZeiAx)
0 0 0
< 2/ |A67Ax| dz < 2/ |Aldz < 2(|Re A| + |Im A])
0

=l = 2P+ 22" = 7| < 2(l2| + |2z — 2.

Nieréwnosé
l1z) = 1201 < 2(|2] + 2|2 — 2| (8.39)
implikuje zbieznosé wedtug normy (silng zbieznosé) |z) — |2'), gdy z — 2’.

Niech teraz |¢) € H. Zbadamy wtasnosci funkeji postaci

o0 -

$(2) = (2l = e~ A/DIE 3 (n!;("lmmw), (8.40)

n=0
gdzie z € C.

Przede wszystkim dowolna funkcja postaci (8.40) jest ograniczona,

W) = [(=l)] < (=12)2 ()2
= @ < oo (8.41)
oraz ciggla, gdyz z nieréwnosci
[ (2) = ()] = |((2] = (')¥) (8.42)

< ) = 1290 - )l < 120121 + 12Dz = 2[1V2[[[)]

wynika zbieznosé ¢ (z) — ¢ (2') dla z — 2/.
Funkcja postaci (42.10) jest réwniez analityczna. Udowodnimy, Ze suma

oo

> N j(l 5 ()

jest bewzglednie zbiezna, poniewaz |(n|y)| < |[|¢)||. Uwzgledniajac nieréwnosé |[(n|y) < |||¥)l,

otrzymujemy
o0

ETL
> WK”W )] Z 1/2) (8.43)
n=0
Stad za$, stosujac kryterium d’Alemberta, tatwo przekonujemy sie, ze ostatni szereg jest zbiezny,
gdyz stosunek a,, /a,—1 = |Z|/+/n dazy do zera dla n — oo oraz dla dowolnego z € C. Szereg wzgle-
dem zmiennej zespolonej, ktory jest wszedzie bezwzglednie zbiezny, okreéla funkcje calkowita.

Wyrazenie
o0

10 =3 ez tnli) = e (3128 vie) (3.4
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jest wiec funkcja catkowita zmiennej Z dla dowolnego wektora |¢). Dowolna funkcja postaci (8.40)

moze by¢ zatem przedstawiona w postaci

v(e) =exp (- 51:F) £ (5.45)

i jest funkcja nieskonczenie rézniczkowalng zmiennych z i Z.

8.3 Reprezentacje ciggle

Przejdziemy teraz do omoéwienia tzw. reprezentacji ciaglych opatrtych na stanach koherentnych.
Wektory wlasne operatoréw niehermitowskich w ogdlnosci nie rozpinaja calej przestrzeni Hilberta.
Operator niszczenia a nie jest operatorem hermitowskim, zatem powstaje problem, czy jego wek-
tory wlasne (stany koherentne |z)) rozpinaja przestrzen Hilberta. Okazuje sie, ze stany koherentne
|z), dla z € C rozpinaja cala przestrzen Hilberta. Zachodzi mocniejsze twierdzenia. Mianowicie,
jak sugerowal von Neumann, a udowodnili V. Bargmann i inni,? juz podzbiér wszystkich stanéw
koherentnych |z) z warto$ciami z = /m(¢ + im), gdzie £ i m - to dowolne liczby calkowite, a i
jest jednostka urojona, jest zbiorem wypuklym w przestrzeni Hilberta.Fizycznie oznacza to,
ze zbior wszystkich standéw rozpianany jest przez takie wektory |p,q), dla ktérych punktu p i ¢
tworza prostokatna sie¢ w przestrzeni fazowej o polach komorek réwnych h = 27h. W ten sposéb

otrzymujemy odwzorowanie przestrzeni Hilberta na przestrzen funkeji catkowitych (Bargmanna)

H3 ) = (p.qly). (8.46)

Mozna pokazaé, ze operator jednostkowy I daje sie wyrazi¢ poprzez stany koherentne w nastepujacy

sposdb:

=1 /d% 12)(2], (8.47)

7r
gdzie d?(z) = d(Re z) d(Im z) i catkowanie jest rozciagniete na calg ptaszczyzne zespolong. Rozklad
(8.47) jest odpowiednikiem rozkladu I = )" |n)(n|. Dowdd relacji (8.47) znajduje si¢ w skrypcie
R.S. Ingardena ” Elektrodynamika klasyczna i kwantowa” (Cz.II, Rozdz.2).

Dla elementéw macierzowych (A1) mamy natomiwat rozklad

(Aus) = / M)l (3.48)

gdzie |\) i |¢) sa dowolne. Udowodnimy ostnia réwnosé. Wykorzystujac (8.40) mozemy napisaé

zwiazek

) = ¢ [ 2 expl-2P) Z Fer ,)1/2<A|m><nw>

3V. Bargmann, P. Butera, L. Girardello, J.R. Klauder, On the completeness of the coherent states, Reports on
Mathematical Physics 2 (1971) 221-228.
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d?z = r drdf, otrzymujemy

oo 21
1 OO >‘|m nW’ m+n i0(n— m) —r?
; (min)) TN // rdrdf
m,n=0 0 0
_2i )\|m nW) /6 r2 2n+1d
0

=Y _(Am){aly) = (|v),
n=0

co nalezalo wykazac.

Zmieniajaé kolejnoéé catkowania i sumowania i wprowadzajac zmienne biegunowe: z = re®,

(8.49)

Pomiedzy abstrakcyjna przestrzenia Hilberta H a przestrzenia Bargmanna 5B mozna ustalié

odpowiednioéci wedlug nastepujacego schematu:
dla wektoréw:
) = (z]9),
dla iloczynu skalarnego
(wlo) < 1 [ @alela el
dla operatoréow

O +— (2|07,

dla dziatania operatora

o) +— (|Of) = /f'amwww»

Dla dowolnego wektora i dowolnego operatora zachodza zwiazki

W)= [ @l el0,

1
0= [ Eadaala)(2]0]) (]

Niech operator O w (8.53) bedzie operatorem jednostkowym. Woéwczas

(l) = /f’mwww»

Zatem reprezentant dowolnego wektora [¢) spelnia réwnanie caltkowe z jadrem postaci

1 1
k(z,2') = (z]2) = exp [—2|z|2 +7z2' — §|z’|2 .

Latwo zauwazyé, ze

k(z,2") = k(7 2).

Dalej, ktadac ) = |2"), otrzymujemy z (8.55) zaleznosé

/d2 /Z|Z ‘Z”>
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lub, w innych oznaczeniach,
1 1 2/ / / 1
K(z,2") == | d°Z k(z, 2 )k(Z, 2"). (8.59)
7r

Widzimy, ze jadro calkowe spelnia réwnanie, przez ktore jest generowane. W istocie rownanie
(8.59) jest warunkiem idempotenodci dla jadra x(z, 2’).

Druga réwnosé w (8.54) dla O = I przyjmuje postaé

1
1= [Eadala) )l (8.60)

Jezeli poréwnamy ten rozklad jednosci z rozkladem (8.47), wéwczas widaé, ze istnieja dwa istotnie
rézne rozktady jednego i tego samego operatora wzgledem danego ukladu stanéw. Mozliwoéé
istnienia duzej liczby istotnie réznych rozktadow wiaze sie z nadzupelnoscia zbioru wszystkich
stanéw koherentnych (zupelny jest juz zbidr stanéw koherentnych postaci |/7(1+im))). Efektem
nadzupelnosci zbioru wektoréw jest istnienie liniowych zaleznosci miedzy wektorami bazowymi. Z
(8.54) otrzymujemy

)= 1 [ @alaa), (3.61)
gdzie z 1 2’ sa dowolnymi stanami koherentnymi. Ostatnia réwnos$¢ wyraza |2') poprzez wszystki9e
stany koherentne. Przedstawimy teraz z we wspdlrzednych biegunowych

n_ind

|2) = |T6i0> = exp (;7’2> Z 27571/2\71) (8.62)
n=0 '

Stad
2w

/eipe re’®) do =0, dla p=1,2,..., (8.63)
0
a mnozac te rownoé¢ przez rPr i caltkujac po wszystkich r, otrzymujemy wynik

/zp|z>d22 =0, p=1,2,.... (8.64)

7 drugiej jednak strony dowolny skonczony zbiér stanéw koherentnych jest zbiorem liniowo nieza-

leznym, tzn. z réwnosci
N

ch|zk> =0

k=1
wynika, ze ¢, = 0 dla wszystkich k. Dopiero dla niekoniczonej ilosci stanéw koherentnych pojawiaja
sie zwigzki liniowe miedzy nimi,
Problemy zupelnosci i nadzupelnosci zbioréw stanéw koherentnych byty szczegétowo badane

2

przez V. Bargmanna i wspélpracownikéw w cytowanej wyzej pracy ” On the completeness of

coherent states” . Pokazali oni, ze jezeli wprowadzimy oznaczenie

ey ={lz): z=~v(m+in)},

przy czym m,n - to dowolne liczby catkowite, wéwczas zachodzi nastepujace twierdzenie:
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1. Jezeli 0 < v < y/m, wowcezas ¢, jest zbiorem nadzupelnym;
2. Jezeli v > \/m, wowczas ¢, nie jest zbiorem zupelnym;
3. Jezeli v = \/m, wowczas ¢, jest zbiorem zupelnym.

Bez dowodu punkt 3 byt juz podany przez J. von Neumanna.*

8.4 Przyklady reprezentacji wektoré6w i operatoréow
w stanach koherentnych

Rozpatrzymy obecnie kilka przyktadéow znanych uktadéw kwantowych, aby pokazaé¢ wykorzystanie
ciaglej reprezentacji w stanach koherentnych. Wezmy stany wlasne oscylatora hatmonicznego w

rozwinieciu na stany koherentne:

(22) = (n!)~Y/2 3" exp <—;|z2> . (8.65)

Powyzsze funkcje odpowiadaja funkcjom Hermite’a bedace funkcjami wlasnymi oscylatora w repre-
zentacji Schrodingera. W tej reprezentacji operatorowi ) odpowiada mnozenie przez x, a operator

P ma posta¢ —ihd/0x. Operator Hamiltona dla oscylatora z jednostkows czestoscig i masa ma

1 2 07

Rozwigzania zagadnienia wlasnego dla operatora w prosty sposob wyrazaja sie poprzez funkcje

postaé

Hermite’a

_1\n 2 n
hn(€) = (2"51'\1/)%)1/2 exp (i) % exp(—&?). (8.67)

Stosujac regule Bakera-Hausdorffa, otrzymujemy

(p, qlb) = (0]?@P=PQ)/ M|y
= (0|e(i/2MaP=(i/MpQ+(i/2m)P |y 565)

{=1¢)

= (0]e(¥/2MaP o=/ MpQEG/ZMP |y

W reprezentacji Schrodingera (8.68) przyjmuje postaé

woale) = [ (2= §) e (a4 2. (5.69)

gdzie o(x) = (wh)~1/* exp(—x? /2h) jest unormowanym stanem wlasnym hamiltonianu (8.66) oraz

wykorzystalismy réwnosé

exp (%) $(z) = exp (iqfx) va) = (x+9) (8.70)

4J. von Neumanna, Mathematical Foundations of Quantum Mechanics, Princeton 1955, s. 406.
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wynikajaca z rozwiniecia exp[(1/2)¢d/0z] na szereg i prawdziwa dla kazdej odpowiednio regularnej
funkcji. Tak wiec otrzymalismy zwiazek

(p,q|Y) = (wh)_1/4/exp [—(56_2;11/%2 — ;px} P (m + %) dx. (8.71)

Ostatni wzér ustala odpowiednio$é¢ pomiedzy funkcjami w reprezentacji Schrodingera i funkcjami
rozwinigtymi w reprezentacji stanéw koherentnych. Dokonujac zamiany zmiennych, mozna prze-
pisaé¢ (8.71) w postaci

aal) = () [ e [—@2‘;) ity (- 4)] vt (8.72)

Przy pomocy transformacji Fouriera mozemy otrzymacé zwiazek odwrotny

b(y) = [2nhpg(—y)] " / (. 29[ dp. (8.73)

Jezli bedziemy rozwazali czastke materialna w jednowymiarowej przestrzeni, wéwczas funkcja

falowa () jest amplituda prawdopodobiefistwa, tzn. p(z) = |[¢(7)|? jest gestoscia prawdopo-

dobiefistwa znalezienia czastki w punkcie x. Nalezy podkredlié, ze wielko$é |(p, g|1)|? nie jest
gestoscig prawdopodobienstwa tego, ze czastka znajduje sie w punkcie ¢ i ma ped p. W tym
przypadku poszczegdlne zdarzenia nie sa niezalezne: rozklady p i g zachodza na siebie.

Przejdziemy obecnie do rozpatrzenia postaci i dzialania operatorow w reprezentacji stanéw
koherentnych. Niech operator B bedzie diagonalny w reprezentacji liczby obsadzen:
(n|Blm) = bpdpm. Taki operator dziala nastepujaco na stany koherentne:

oo

Bl') = e W mbnm (8.74)

n=0
a jego elementy macierzowe maja postac
o0 = /\n
—(1/2)]2? ,—(1/2)|2' |2 bn(z 2)
(z|BlZ') = e (1/2)1217 ,—(1/2)|2"]| Z”T (8.75)
n=0
W szczegdlnosei dla operatora ewolucji w czasie oscylatora exp(—itN) mamy b, = exp(—int) i

elementy macierzowe maja postac

—i _ L2 2 > (ze—it ;\"
(z|em V| ) = e~ (W2l =121 nz_o(n!)
1 2 | =, —it 1 12 —it it

Widzimy, ze podczas ewolucji w czasie stany koherentne przechodza w stany koherentne.

Niech operator B zalezy od a* i a w ten sposéb, ze wszystkie operatory tworzenia a* stoja
na lewo od wszystkich opetratoréw niszczenia a. Operatory tej postaci nazywamy normalnie
uporzadkowanymi. rizklada sie na szereg potegowy wzgledem a i a*, to szereg ten ma postaé

B(a*,a) = ) bps(a®)"a’ (8.77)

r,5=0
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z odpowiednimi wspoétczynnikami b,.; € C. Elementy macierzowe takiego operatora majg postaé
(z1B(a",a)z") = B(z,2)(z]z")

3 b2 () (1), (8.78)

7r,5=0

Jezeli operator B nie jest normalnie uporzadkowany, wéwczas mozna mu przyporzadkowaé¢ nowy
operator, ktéry bedziemy oznaczali : B :, w ktérym juz wszystkie operatory a* stoja na lewo od
wszystkich operatoréw a. Zazwyczaj dla dowolnego operatora O : O :# O. Na przyklad, jezeli
O =aa*, to:aa* :=aa* — 1 # aa™, co wynika z relacji komutacji [a, a*] = 1. Oczywiscie zachodzi
0 O :=: O :. Normalne uporzadkowanie zalezy od wyj$ciowej postai operatora, np. [a,a*] =11
: [a,a*] :== 0, lecz : 1 := 1. Dla pewnych O mozemy zapisaé¢ : O : w jawnej postaci przy pomocy

zwyklych wyrazen. Zachodzi
o?0" %0 . gra”—Fa _ ,(1/2)|5]* yra”~Za_ (8.79)
W tym przypadku uporzadkowanie normalne zmienia operator o czynnik multiplikatywny. Rozpa-
trzmy teraz operator O(a*,a) = exp(ra*a)
(z] €™ ) = €7 (2]d)

1 1
exp (2|z|2 +(147)z' — 2z’|2> . (8.80)

Poréwnujac to wyrazenie z (8.76) i kladac 1+ 7 = exp(—it), czyli —it = In(1 + 7), otrzymujemy
cexp(ra*a) := exp [In(l + 7)(a"a)], (8.81)
to znaczy uporzadkowanie normalne zmienilo stalag. Réwnowazna postacia do (8.81) jest
rexp [(e7" — 1) a*a] := exp[—it(a*a)). (8.82)
Ktadac 7 — —1 (lub it — +00) otrzymujemy
s exp(—a”a) :=10)(0]. (8.83)
Rozpatrzmy teraz dzialanie operatora a*. Wiemy, ze (z|a* = Z(z|, zatem
(zla®|y) = Z(z|¢), (8.84)

czyli w przestrzeni funkeji (z]1) operator a* sprowadza si¢ do mnozenia przez z. Dla operatora a

mamy

1 1
(zla|z’y = 2'(z]Z) = 2 exp (—2|z|2 +7z2 — 2|z’|2>

_ z 8 1 2 =/ 1 712
= (2+8z>exp< 2\z| +zz 2|z|

_ (2 + az> (2]21. (8.85)
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Ostatnia réownos¢ bedzie oczywiscie prawdziwa dla dowolnej kombinacji liniowej Zp cplzy), stad
za$ wynika réwnosé

Glal) = (5 + 22) (o). (850

Widaé stad, ze w przestrzeni funkcji (z|¢)) operatorowi a odpowiada operator rézniczkowy

(z/2 + 0/0%z). W tej reprezentacji mamy np.

. |z, 0 _ _
Gl a"119) = |5 + 227 el = G0, (5.57)
a ogdlniej dzialanie dowolnego operatora W = W(a*, a) mozna przedstawi¢ w postaci
. _z 0
(z|W(a*,a)|tp) =W (z, 3 + 82) (z|). (8.88)

Postugujac sie przedstawieniem

i tozsamoscia
1, 5\ 0 1 5 0 =z

otrzymujemy

(zlW(a”, a))

Il
@
o]
kel
/|\
x
[\v]
~——
A/
R
Sl
~——
@
o]
kel
A/~
DO |
™
e
~——
—~
.
SN
=

1, 9 _ 0 _
o (~32) W (2.2 ) 1) (390)
Jako przyklad rozewazmy operator exp(—ita*a). Zauwazmy, ze
(z]le” ") = exp —1|z|2 exp —it?g f(@)
2 0z
—exp (L12P ) exp (it = 22 ) Flexp (n2)] = exp (2122 7 fexp(inz —it)]
- P\ T AT mz ) P TP T P

= exp (;|z|2> f(e7"2) = (e"z[y). (8.91)
Podstawiajac w (8.88) |2’} zamiast |¢), otrzymujemy
W) =w (75 + 2) 1) (392)
2|Wi(a*,a)|z’) = Z 5+ g ) (2120 i

Poniewaz
/ 1 2 = ! 1 112
(212 = exp =5l + 71" = 512 )

zatem z tozsamos$ci

(a2 el) = = 2

IS

wynika, ze

_z 0\ , _ 20
%% (z, 5 + 8z> = (z|2" )W (27 5 + 6z> , (8.93)
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gdzie pozostala pochodna dzialta na te Z, ktére zawarte sa w samym W. Gdy : W := W, wowczas
(W (a*,a)|z") = W(z,2")(z|). (8.94)
Jezeli diagonalne elementy macierzowe operatora W sa réwne zeru,
(z|]W|z) =0, (8.95)
dla wszystkich z, wéwczas dla operatorow W dowolne elementy macierzowe sa réwne
/ 1 2 1 /12
(zW]z') = exp | —lz" = 5[] (8.96)

x Yy Ejl)!m(f)B/Qme).

n,m=0

Widzimy, ze dla spelnienia warunku (8.95) powyzsza funkcja catkowita dwéch zmiennych z i 2/
powinna zerowa¢ sie na podzbiorze {2’ = z}. Z teorii funkcji wielu zmiennych zespolonych wynika
jednak, ze funkcja dwu zmiennych réwna sie zero na podzbiorze {z’ = z} dla wszystkich z jest
réwna zeru tozsamosciowo. Zatem, jezeli (z|W|z) = 0 dla wszystkich z, to (z|WW|z’) = 0 dla wszyst-
kich z oraz z’. Operator W jest zatem jednoznacznie okre$lony przez swoje elementy diagonalne,
jednoczeénie za$ moze by¢ przedstawiony przez odpowiednia funkcje W(z).
Dla danego operatora W (a*,a) diagonalne elementy macierzowe mozna otrzymac z (8.93) kla-
dac 2/ = z:
(z|W(a*,a)|z) =W (Z,z + i) . (8.97)

8.5 Stany koherentne ukladu o wielu stopniach swobody

Wtlasnosci tanéw koherentnych dla wielu stopni swobody sa prostym uogélnieniem wlasnosci dla
jednego stopnia swobody. Niech uklad ma K stopni swobody, ktérym odpowiadaja operatory ilosci

kwantéw N = ajar, k=1,2,..., K i zbiér unormowanych wektoréw wtasnych
[ny,ma, ..o ng) = [{ng}). (8.98)

Stany koherentne definiujemy teraz wzorem

maoma i) = () (5.99)
oo K

- €x 1 PAE M n

_{n%:—o{kl_—[l p< 2' ¢ > (nk/!)1/2}|{ k})-

Sposéb tworzenia standéw sprzezonych jest oczywisty.

Stany |{z1}) okazuja sie stanami wlasnymi operatoréw ay

ar' {z1}) = 20 {21 }) (8.100)

171



dla wszystkich k' = 1,2,..., K. Utwérzmy teraz iloczyn skalarny dwéch stanéw koherentnych

K
1 _ 1
(i1 = TL oo (3l + 7t - g1kl
k=1

K
1 1
= exp l— Z <2zk|2 — Zp2p + 2|2:;/€|2>‘| (8.101)

k=1

K
1
= exp {—Z |:2|Zk _Z;g|2 +ZIm(ZkZ;€):| } .

k=1
Stad tatwo widaé, ze stany |{z}) sa unormowane.

Operator jednostkowy moze by¢ obecnie przedstawiony w postaci

1 K
I = —&|[.. Hzr ) ({2} d?z
= / / k k k]:;[l k
- / / e} Lz (), (8.102)

gdzie
du({z}) = K] ﬁ iz
a d*z, = d(Re z;)d(Im z;). Tloczyn skalarny dwéch st:r;ﬁlw |¥) 1 |) ma teraz postaé
(oly) = /<<P|{Zk}><{Zk}|w>du({2k})~ (8.103)

Przestrzen fazowa dla K stopni swobody wprowadza sie przy pomocy rozkladu

Wi\ 1/2 . 1 1/2
= (== .104
2k (%) qk +1 <2hwk> Pk (8.104)

dla k=1,2,..., K. Jak zwykle, oznaczamy |{pg, qx}) = [{zx})-

Teraz reprezentant stanu podstawowego |0) = [{0}) ma postaé

eo{pr-ar}t) = ({pr,ax}0) (8.105)
K
1<~ [(1/2) 0k + widi)
k=1
Rozklad jedno$ci w przestrzeni fazowej wyglada nastepujaco:
1= [ 1) e aldutipn,an)). (5.106)
gdzie
T dpidas
= .1
du({pk, qx }) kl;[l ol (8.107)

a catkowanie rozciaga sie na calag K-wymiarows przestrzen fazowa. fLatwo mozna sprawdzié, ze

funkcja zdefiniowana wzorem (8.105) spelnia réwnosé
[ Olpra) (o ) 0)du ()
~ [Iattprah Pautiprad) = 1 (5.108
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Obecnie przedyskutujemy przejécie K — oo. Przejscie to jest niezbedne przy opisie pola

elektromagnetycznego. Zakladamy, ze operatory
N=> Ni, H=> huNy (8.109)

maja sens (sa okreslone). Dla ich okres$lonosci wystarczy, by kazdy z ogdlnych stanéw wlasnych
operatorow liczby kwantow:

|ny,ng,...) = |{ne}), (8.110)

spelnial nieréwnosé > p- | ng < o0o.
Chcac okreslié¢ stany koherentne dla nieskonczonej iloéci stopni swobody, rozpatrzmy najpierw
stany postaci
[e'e) oo (Zk’) k!
A= 3 T 20 b ) (s.111)
(nr}=0 k=1 ()
Powyzsze stany nie dla wszystkich zj sa normowalne, poniewaz norma wektora |A):

|2nk/

00 ‘Zk’
(Al = > {m}=0 H o) (8.112)
k=1
|Zk’ 2 2
SR oL- =) i
nk/
k' =1n,,=0 k=1
jest skonczona, jesli zachodzi nier6wnos$é
(oo}
> Jaw]? < oo (8.113)

k=1
Dalej bedziemy zakladali, ze ostatni warunek jest spelniony. Stad wynia, ze dopuszczalne ciagi
{2z} sama tworza przestrzen Hilberta Z (rézna od kwantowomechanicznej przestrzeni H). W

przestrzeni Z iloczyn skalarny zdefiniowany jest wzorem
(e da}) =z, (8.114)
k=1

a kwadrat normy jako
o0

Hze P = Lok fad) = D . (8.115)

k=1
Stany koherentne dla K — oo okre$lamy wzorami

21,20, = [{2)) = exp <—;Z|zk,|2> 14) (8.116)

k=1
o0 o0
1 2\ (zw)"
-y { T exp (~3leu?) {25957 b I
{ner=0 Lk'=1
przy zalozeniu, ze zachodzi warunek (8.113). Sposéb tworzenia stanéw koherentnych sprzezonych
jest oczywisty. Iloczyn skalarny takich dwéch stanéw koherentnych ma teraz postac

() = TLew (—3lal +35 - 31aP)

k=1
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k=1

— exp {_ > B|zk P — il (2 z,g)} } |

k=1

(1 1
= exp [— Z (2|zk|2 —Zr 2, + 2|z§€|2)] (8.117)

Zbiezno$¢ nieskonczonych iloczynéw i sum zapewniona jest warunkiem (8.113). Analogicznie

mozna dowiesé, ze
I1{ze3) = {21 < 2 (= P+ H{z31P) (12 — 223 - (8.118)

Zatem ”bliskim” wektorom w przestrzeni Z odpowiadaja bliskie wektory w przestrzeni H.

Niech bedzie zadany wektor |{z}) o skladowych z, # 0 dla wszystkich k. Ze wzgledéw fizycz-
nych stan ten mozna zastapi¢ stanem [{z; }), dla ktérego z = z;, dla wszystkich k < M i 2’k =0
dla k > M przy dostatecznie duzym M. Taki "obciety” ciag oznaczymy przez {zj ar}. Wobec tego

z (8.118) i z nieréwnosci ||[{zx,a|| < |[{zx}|| wynika nieréwnosé

|||{Zk}>I{Zk,M}>|I2§4{Zk}{ > ZkIQ}- (8.119)

Prawa strona ostatniej nieréwnosci dazy do zera, gdy M dazy do nieskonczonosci, a stad wynika
ciaglosé¢ przyporzadkowania {zx} — {zk .

Rozwinigcia na stany koherentne wprowadzamy przez rownosé

V({ze}) = {zrtly). (8.120)

Niech ¥({zx,m}) = 0 dla wszystkich {z,} i dla wszystkich M, tzn. dla wszustkich ”obcigtych”

ciagow. Wéwcezas dla dowolnego stanu |{z}) spelnione sa nieréwnosci

[({zr ) < [z a )+ 1({ze ] = {zp00 )

< Kzxd) = Kz DI )] (8.121)
~ 1/4
S2II¢>II~II{%}II1/2'{ > |z,€2} :
k=M+1

Ostatnia wielkos¢ mozna uczyni¢ dowolnie malta poprzez wyboér odpowiednio duzego M. Inaczej
mowiac, z (8.121) wynika, ze ¥ ({zx}), a zatem i |¢)), staje sie zerem dla wszystkich ciagéw {zx}.

Formalnie iloczyn skalarny mialby obecnie (K = co) postaé

(pl) = /<<P|{Zk}><{zk}|¢>du({zk})~ (8.122)

W powyzszym wyrazeniu nalezaloby liczy¢ catke wzgledem nieskoinczonej iloéci zmiennych. Réw-

no$¢ (8.122) nalezy interpretowaé nastepujaco

(plh) = Jm (ol 2k }) Lz, 0 H0)dp({ze, 01 }) s (8.123)
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gdzie dp({zk,m}) = limas—oo H£4:1 d?z,. Rzeczywiscie, jezeli zdefiniujemy ciag operatoréw rzuto-

wych Py, M =1,2,...

00 M
Lz} Par{z)) = exp Z (l2rl® + 122 + > Zrat| - (8.124)
k: k=1

to latwo mozna sprawdzié, ze Py Pyyr = Py Py = Py dla M < MY oraz limpy oo Py = I. Dalej

mozna pokazaé, ze na podstawie (8.124) zachodzi réwnosé

/<{z§g}|{2k7M><{Zk,M}\{Z”}>du({Zk,M}) = {=3Pul{z}), (8.125)

stad zas wynika nastepujace przedstawienie operatora Pys:

P = [ 1)) (Cenan) dit (o). (8.126)

Zatem iloczyn skalarny dowolnych wektoréw [¢) i |¢) przyjmie postac

(pl¥)

Jim (| Parly) (8.127)

= N}inoo (e ze,0r) {zr,m HO) dp({zi,00 }),

a operator jednostkowy zapiszemy w postaci

= hm /\{sz {zim Hdp({zrm})- (8.128)

8.6 Zastosowanie stan6w koherentnych dla opisu pola elek-
tromagnetycznego

Obecnie ograniczymy sie do rozpatrzenia swobodnego pola promieniowania oraz do pola ze zréd-
tami typu klasycznego (zrédlo c-liczbowe). W tym drugim przypadku operator niszczenia (A, k)-

tego modu ma postaé

ax(k, t) = e “tai™(k) + cx(k, t), (8.129)

gdzie w = w, | = |k|. Tutaj cx(k,t) wyraza si¢ przez c-liczbowy prad Jy(k,t) wzorem

t
ex(k, t) = i(2hw) "/ 2e it / et Jy(k, t')dt'. (8.130)

— 00

Jezeli przez [{nx(k)}) oznaczymy stany wlasne operatoréw
Ni"(k) = ai"(k) a¥"(k), (8.131)
wowczas stany koherentne [{z(k)}) spelniaja warunki

ay' (k)[{zxn(k)}) = 2x(k)|[{zx(k)})- (8.132)
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7 drugiej strony zalezne od czasu operatory anihilacji spelniaja réwnoaé

ax(k, t)[{za(k)}) = [e7 2n(k) + ex(k, )] {za(K)}), (8.133)

zatem stany koherentne sa takze stanami wlasnymi operatora ay(k,t).

Zal6zmy, ze operator ewolucji w czasie ma postaé¢ analogiczna do (7.13):

¢
Ut) =T exp |- <;L> / H()d | S, (8.134)
gdzie hamiltonian H okreslony jest wzorem
H(t) = Y ehwgay(k,t)ax(k,t) (8.135)
Ak

- () [enmten + ).

Wéwezas zachodzi zwiazek
ax(k,t) = U(t) " tai"(k)U(t). (8.136)

Mnozac (8.133) przez U (t), otrzymujemy

ay' (K)U () {za(k)}) = 2x(k, )U (1) {za(k)}), (8.137)
to za$ oznacza, ze
U{aa)}) = e {an(k, )}, (8.138)
gdzie (t) jest pewna funkcja fazowa. Zatem w obecosci zewnetrznych c-liczbowych zrédet Jy (k, t)
stany koherentne przechodza w stany koherentne. (Dla zrédet kwantowych nie musi tak by¢).Obliczmy

teraz prawdopodobienstwo znalezienia n foronéw dla danego A, k:

p{ma)MD) = [{na(R)IU#)] {2k, 1))

[({na(k)}{za(k, ) 1) (8.139)
H |Z)\ k t |2n;(k

exp [—[2x(k, )],

otrzymany rozkltad jest iloczynem rozkladow niezaleznych, z ktérych kazdy ma postaé rozkltadu
Poissona.

W przypadku pola swobodnego bez zewnetrznych pradow dla kazdego modu mamy

ar(k,t) = e “'af'(k),
ok, t) = e @inM(k). (8.140)

Niech ey (k), (A = 1,2) beda wektorami jednostkowymi wyznaczajacymi polaryzacje; mozemy

zdefiniowaé¢ nowe wektory
ak,t) = Ze)\ Jax(k,t),

z(k,t) = ZeA )za(k, ), (8.141)
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ktére spelniaja relacje

a(k,t)[{z}) = z(k,t)[{z}), (8.142)
gdzie |{z}) = |{za(k)}). W przestrzeni polozen poprzez transformacje Fouriera otrzymujemy
(+) 1 BV
AT (1) = L3/2 Z <2w60) el ),
Kk
+) 1 B\ ik
V( (X7t) = m Z <2weo> el xz(k7 t); (8143)
Kk

Af(x,t), VP (x, 1) sa sygnalami analitycznymi wprowadzonymi w podrozdz. 3.2 (Rozd. III). Pole

elektryczne ma postac

o @ 1 P\ 1/2
+ _ A _ ikx
E'V(x,t) =—-A" '(x,t) = T3 gk (26()) e"a(x,t). (8.144)

Analogicznie wprowadzamy pole

e(x,t) = -V (x,1) L3/2 Z (260)1/2 e g (x, ). (8.145)
Pole magnetyczne okreslone jest wzorem
H) (x,t) = V x AP (x,1), (8.146)
a dodatkowo wprowadzamy pole
n(x,t) =V x VI (x,1). (8.147)

Stany koherentne stanowia stany wlasne dla wszystkich powyzszych operatoréw, mianowicie:

APz} = V=),
ENxt){z)) = ebt)l{z}), (8.148)
HY(xt)[{z}) = n(xt){z}).

Operatory te opisuja pola o dodatnich czestoéciach. Pola o czesto$ciach ujemnych sa opisywane

przez operatory sprzezone:

[AH)(x,t)r — A (x,1),
[EH)(x,t)r - EO)(x,1) (8.149)
[H<+>(x,t)]* — HO(x,1).

Wektor z(k,t) mozna przedstawi¢ w postaci

2(k,t) = (%)I/Q ak,t) — i (%)W &(k,1). (8.150)
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przy czym

5k,t) = &(-kt) (8.151)

Na podstawie tych warunkéw funkcje

1 .
ak,t) = mzemxé(ki),
k
1 )
ek, t) = LWQZe“‘xé(k,t) (8.152)
k

sg rzeczywiste. Zachodzi rowniez zwiazek
h(k,t) = ik x a(k,t) (8.153)
i jego przedstawienie w przestrzeni potozen

1 L
h(x.1) = 755 > e™h(k,t). (8.154)
k

Funkcje e(x) i a(x) okreslaja ciag {zx(k)}, a zatem i stan koherentny. Dla podkreslenia tego faktu

wprowadza sie rowniez dla stanéw koherentnych oznaczenia
le,a) = |e,h) = [{za(k)}). (8.155)

Dla przykladu wyprowadzimy wyrazenie dla stanu podstawowego w zaleznosci od e i h. Z (8.141)

oraz (8.150) wynikaja zaleznosci

exp [ 5 320 | = exp (—;le(kV)
Ak

k
= exp (—4;“ [lek))* + w2|&(k)|2]> : (8.156)
k
Wykorzystujac relacje
R = [k x k)] - [k x a(k)] = k2Ja(k) (8.157)

i réwnoé¢ w? = k?, mozna przepisa¢ (8.156) w postaci

exp (415 Zufl [|é(k)|2 + |}~1(k)|2}> . (8.158)
Kk

Ostatnie wyrazenie mozna réwniez przepisaé¢ w postaci zaleznej od zmiennych przestrzennych;
wykorzystujac relacje

1

ék) = T3 e ke(x)d3,
- 1 ,
h(k) = T3 / e~ h(x)d3z, (8.159)
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oraz

ik(x-y) ik(x-y)

lim - §° ¢ ! / € 43k

L—oo L3 - k| (2m)3 k|

1

C2m? x -y

otrzymujemy
vo(e,h) = (e, h|0)
y)+h(x) -h(y)] 5 3
= d’zd .
exp{ 87T2ﬁ// |x—y\2 ray

Fizycznie ostatni wynik przedstawia amplitude prawdopodobiefistwa w stanie, dla ktérego

Dla iloczynu (e, hle’,h’) mozna znalezé wyrazenie nastepujace:

(e,h|e’,h’) = exp {Z [|z(k) — 2'(k)|* — iImZ(k) - 2’ (k)] } :
k
Funkcje ® = >, Imz(k) - z’(k) mozna przedstawi¢ w postaci
> = — [e(k)-a'(k) —a(k) - €&'(k)]

_ 2hzw2[ kx B(l) + k x b+ & (k)]

. W przestrzeni konfiguracyjnej oraz w granicy L — oo, wykorzystujac réwnosé

1 ik etk(xy)

1 ke G P — 1
NGRS - dnlx -yl

® = 8wh//[ Vix— Y\ *H)

e’(y)] >z d3y.

otrzymujemy

— h(x)-V— x
) Ix — vl

(8.160)

(8.161)

(8.162)

(8.163)

(8.164)

(8.165)

(8.166)

(8.167)

Dalsze wlasnoéci stanéw koherentnych pola promieniowania podamy w nastepnych rozdziatach.

179



180



Rozdziat 9

Funkcje korelacyjne

9.1 Funkcje korelacyjne pola kwantowego

Rozwazamy pole promieniowania oddzialujace z materia, dazac do stworzenia licznika fotonéw. Dla
prostoty postuzymy sie fenomenologicza metoda opisu, podang w pracach Glaubera.! Zakladamy,
ze proces detekcji fotonéw polega na ich absorpcji przez uklad zliczajacy (detektor),, tak ze ab-
sorpcja fotonu zmienia odpowiednio stan detektora. W procesie tym detektor przechodzi ze swego
stanu podstawowego do stanu wzbudzonego. Hamiltonian oddzialywania pola promieniowania i

atomu (jako element detektora) ma postaé
1
H=-5[p Alr) +A(r)-p, (9-1)

gdzie p oznacza operator pedu (odpowiedzialny za przejscia atomowe), a A - operator pola, kto-
remu odpowiada przejscie 1-fotonowe.

Dla przyktadu rozpatrzymy proces absorpcji fotonu o wektorze polaryzacji e w punkcie r i w
chwili t. Operator A(H) (7, t), okreslony zwiazkiem (8.144), jest operatorem anihilacji, kt6ry opisuje
anihilacje fotonu w punkcie r i w chwili ¢. Operator, wydzielajacy fotony o polaryzacji e, bedzie
mial postaé

A (e ) =e- AP (x,1). (9.2)

Prawdopodobiefistwo przejscia w jednostce casu ze stanu |¢) w stan | f) pola promieniowania wywo-
tanego absorpcja fotonu przez detektor, liczone na jednostke czasu, jest proporcjinalne do kwadratu

modutu

FIAD @, nl| (9.3)

ze wspOlczynnikiem proporcjonalnosci a.  Wspélezynnik ten zalezny jest od kwadratu modulu

macierzowego elementu przejécia dla uktadu atomowego. Mozzalozy¢, ze wspoélczynnik a nie zalezy

Ip. np. artykul R. J. Glaubera w ksigzce: Quantum Optics and Electronics, edit. C. de Witt,, A. Blandin, C.
Cohen-Tannoudji,, New York, 1964, istn. tlum. rosyjskie.
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od poczatkowego czy tez koncowego stanu pola promieniowania, ani od wyboru chwili czasu, w
ktorej dokonywana jest detekcja. Pelne prawdopodobienstwo przejécia w jednostce czasu ze stanu

|7) ma postaé

a4 0] = a3 GIAC e, 1) (1A D))
f f
= a(i| AT (x, ) AP (x, 1)]3). (9.4)

Rozwazmy proces detekcji przez wiecej detektorow. Amplituda prawdopodobienstwa przejscia dla

absorpcji fotonu w punkcie (r1,¢1) i drugiego fotonu w punkcie (ro, t2) jest réwna
(FIA) (xg,12) AP (xy, 11)]d). (9.5)

Modelem takiej detekcji ztozonej bylo doswiadczenie Hunburry-Twissa,opisane przez nas uprzed-

nio. Analogicznie, pradopodobienstwo absorpcji n fotonéw o polaryzacji e w punktach ry, ¢, k =

1
<z’ z> . (9.6)

Wyrazeenie (9.6) jest $rednia wartoscia operatora normalnie uporzadkowanego i w ogélnosci rézne

(0 )

Dalsze uogdélnienie wyrazenia typu (9.6) polega na uwazglednieniu fotonéw o réznych polaryzacjach.

, ..., 1 jest réwna
n n

H A(_) (I‘k, tk) H A(+) (1'57 tg)

k=1 {=1

jest od wyrazenia
n

H I‘k tk A(+)(I‘k tk)

Oznaczajac indeksem jj;, skladowe wektoréw pola, otrzymamy zamiast (9.6)

> . (9.8)

Wprowadzajac dla tréjki zmiennych (v, ¢, jx) oznaczenie xy, zapiszemy (9.8) w prostrzej postaci

s )

Wyrazenie to oznacza gesto$é¢ prawdopodobienstwa w wypadku, gdy uklad znajduje si¢ w stanie

n

(i
k=1

H Ag:)(rk,tk H I‘gﬂf@

n

H J)k HA(+) 33@)

k=1 (=1

czystym. Jezeli uklad znajduje sie w stanie mieszanym, opisanym operatorem gestosci p, wowczas

zamiast (9.9) rozwazamy wyrazenie

<f[ AOE) ] A(+)($z)> = Tr {p T4 ] A<+>m>} S (9.0)
k=1 =1 k=1 =1

W wypadku licznikéw o skorficzonej czulosci nalezy uzy¢ funkeji rozmywajacych (p. 4.10). Podobnie

jak w 4.10 rozwazamy pole efektywne

AP (z) = ADS (¢ Z/Sw —r AP () dPa’ dt, (9.11)
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gdzie tensor S;;: jest uogdlniona admitancja k-tego detektora, okreslajaca pole efektywne. Osta-

tecznie wiec liczniki dowolnego typu opisane sa funkcjami korelacyjnymi

n 2n
GU™ (2,0 T Tpgay .oy Loy = <H A (z) H A(+)(.Z‘g)>
k=1

{=n+1
=Tr {ﬁA(_)(xk) f[ A(+)(x¢)}. (9.12)
k=1 l=n+1

Znajac wszystkie funkcje korelacyjne i admitancje detektoréw, oblicza¢ mozna predkosci zliczen

korelacji n-fotonowych. Jednoczesénie za posrednictwem funkcji (9.12) oblicza¢ mozna $rednie

<ﬁ EC) () ﬂ E(+)(93fz)>a (9.13)

k=1 l=n+1

<ﬁ H (a) 1_"[ H(+)($z)>, (9.14)
k=1

l=n+1

gdyz wektory elektryczny i magnetyczny zwiazane sa z wektorem A réwnaniami
E=-AiH=VxA.
Dotychczas rozwazaliSmy funkcje korelacyjne typu (9.12), 2w ktérych iloéci operatoréw kreacji

i anihilacji byly réwne. Jest to szczegdlny przypadek funkcji korelacyjnych ogélniejszego typu:

GU™ (21,0 T Ty 1y - ey Tgm) = <H A (x,) H A(+)(1‘g>>
k=1

{=n+1

=Tr {p ﬁ AT (z) ﬁ A<+>(xe)} : (9.15)
k=1

l=n+1

Zachodzi réwniez zwiazek
W(xl, ey T Ty e s Tnbm) = G(m) (T1, T Tt 1y - -+ Tk (9.16)
(kreska u géry oznacza, jak zwykle, sprzezenie zespolone, ktéry wynika stad, ze
[A(H(x)r = A (z).

Dla pola swobodnego kazda z funkcji G wzgledem kazdego z argumentéw spelnia réwnanie

falowe
62
Vi 25 |G eyt ) = 0. (9.17)
oty
Odpowiednio do rozwazan 8.6 , operatory anihilacji dla pola w objetoéci L? przedstawié mozna w
postaci
1 [2w)"? .
ar(k,t) = éx(k) -a(k,t) = 57 (h) / e~ k(g (k) A (x, t)d> . (9.18)
Dla operatoréow kreacji analogiczny zwiazek ma postaé
1 20\ [,
ai(k 1) = ex(k) - a’(k,1) = o <h> / e*® e, (k) AT (x, t)d3z. (9.19)
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Oznaczajac a(t) = axr(k,t), a*(t) = a}(k,t), wprowadzamy funkcje korelacyjne

g(n,m) (kl7 tla sy kna tn7 kn+17 tn+17 .. kn-i—mv tn-i—m) (920)
n m—+n
- v oIl T me).
r=1 s=n-+1
Zaleznos$é od czasy wyrazenia (9.20) wyprowadzimy ze zwiazkéw (8.140):
ax(t) = exp(—iwkt)ar(0) =: exp(—iwgt)a. (9.21)
Stad
g(n,m) (kla tla SRR knv tn; kn+1; tn—i—l, s kn+m; tn—i—m) (922)
n m—+n
= H exp (iwg, tr) H exp(—iwp, ts)G ™™ (k1,0,. .. kn, 05 kni1,0, . kg, 0) .
r=1 s=n—+1

Z (9.22 wynika, ze wystarczy rozpatrywaé¢ wyrazenia G (mm) dla zerowych argumentéw czasowych

G (ky, .k ks - Engm) (9.23)
n m+n n m-+n

E<Hazr H aks>:Tr{p Hazr H aks}.
r=1  s=n+l r=1  s=n+l

Podobnie jak funkcje G(™™) funkcje korelacyjne G(™) posiadaja wlasnosé
G (kyy . ki kngts e Engm) = GO ™ (K1, ks Fngts o Engn) - (9.24)

Korelacje dowolnego rzedu oblicza¢ mozna znajac funkcje tworzaca

<exp (Z ukaz> erp (— Zuka;;) > (9.25)
k=1 k=1

Tr [p exp (Z uka,’;> exp (— Zu;ﬂi)} ,
k=1 k=1

gdzie {uy} jest ciggiem liczb zespolonych o wlasnosci Y po ; Jug|? < co. Funkeje korelacyjna g(nm)

Cn({ux})

obliczamy za posrednictwem funkcji tworzacej poprzez rézniczkowanie

g(n,m) (kla coskni kg, kner) (926)
n a n+m 6
- {r_[ g 11 (—(M)} O ({1 10

Z funkcja tworzaca, bedaca funkcjonalem normalnie oporzadkowanym (wszystkie af sa na lewo od

ar), zwiazany jest funkcjinal charakterystyczny C({u}):

<exp Z(ukaz — ak)] > (9.27)
k=1
oxp (; 3 uk|2> C({ur})-
k=1

C({ur})
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Powyzsza zaleznosé otrzymalismy korzystajac z formuly Bakera-Hausdorffa (p. réwniez (8.24)).

Wyrazenia na Cn ({ux}) i C({u}) zapisa¢ mozna w przestrzeni polozen jako

Cn{S} <exp (SA(_)) exp (—§A(+))> ,

c{s} = <exp(SA<*L§A<+>)>, (9.28)

gdzie
SAM = /§(r)A(+>d3r - (SA(_)>*7

a S(r) jest funkcja catkowalna z kwadratem, tzn.
1S(r)[2d®r < oo.

Zauwazmy, ze w dotychczasowych rozwazaniach, w szczegdlnoéci, w okresleniach $rednich typu
(9.4) i dalszych ((9.4-9.15), (9.23), (9.25) itd.) nic nie méwi sie o rozktadzie prawdopodobienstwa,
z jakim liczy sie dana Srednia. Zgodnie z duchem metody teorioinformacyjnej stosowanej przez
nas w niniejszym skrypcie, poczawszy od Rozdz. II, rozklad prawdopodobienstwa (klasyczny lub
kwantowy) wyznaczony jest jednoznacznie (o ile oczywiscie zagadnienie jest regularne) poprzez
procedure maksymalizowania entropii (informacji). W danym przypadku za zadane $rednie uwazaé
mozna korelacje réznych rzedéw pola elektromagnetycznego. Z kolei, majac wyznaczony rozktad
reprezentatywny dla makrostanu generowanego np. przez okreslony zbiér korelacji nizszego rzedu,
oblicza mozna korelacje wyzszych rzedéw jako funkcje zadanych korelacji nizszego rzedu. Dla
ilustracji rozwazmy nastepujacy przyktad.? Niech badane pole elektromagnetyczne (np. we wnece o
skonczonej objetosci) opisane bedzie skoficzona iloscia modéw o operatorach tworzenia i niszczenia
a)l,...,an;af,...,ay. Jak juz powiedzieliémy, funkcje korelacyjne pola daja si¢ sprowadzi¢ do

postaci (9.23). Zal6ézmy, ze znane sa (np. z do$wiadczenia) wszystkie funkcje korelacyjne 1-go i

2-go rzedu
GrI(j) = (aj) =@, (j=1....N),
GOV () = (aj) = ay, (9.29)
G0, 5) = GO H)GTV () = (a] af) — (a})(a]) =: Ry,
G2, ) = GOV (HGOV () = (aia;) — (ai){a;) = Ry,
G0, j) = GHO DGOV () = (a} af) — (ai){a]) =: Sy, (7 =1,...,N).

Korelacje te generuja nastepujacy makrostan ®:

o = {p:Tr(pai)::ai, (al) = oy,

?przyktad dotad nie publikowany
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(aiaj) — (ai){a;) = Rij,

(ai aj) = {ai)(a;) = Si

p>0, Trp= 1}.

Jedli makrostan ® jest regularny, wéwczas istnieje operator gestodci pg € @, taki ze

S(po) =supS(p), S(p)=:=Tr(pIn p).

ped

(9.31)
Stawiamy nastepujacy problem: jak wyznaczyé korelacje wyzszych rzedéw (tzn. (G™) n4m > 2)

jako funkcje zadanych korelacji rzedu 1-go i 2-go, czyli, jak méwimy, estymowac je na makrostanie

(9.50). Zgodnie z zasadami termodynamiki informacyjnej warto$é¢ srednia estymowana funkeji

(f(ay,...,ak,a1,...,an) na makrostanie (9.50) jest réwna

(flo = Tr(pof),
gdzie po jest operatorem reprezentatywnym dla ®,, tzn. spelniajacym (9.31). W przypadku
korelacji dogodnie postuzyé sie funkcja tworzaca (9.25) i formula (9.26). Dla rozwiazania naszego

problemnu wystarczy znalez¢ estymowna funkcje tworzaca

N N
Cn(o,7) = <exp (Z amf) exp ZTjaj > ) (9.32)
i=1 j=1

®
wéwezas korelacje dowolnego rzedu wyznaczamy za posrednictwem formuly (9.26), przy zastapieniu

U, — Ok, , —Uk, — ok,.. Operator reprezentatywny dla makrostanu (9.50) ma postacé

N
po = Z71! exp{— Z (Aijafaj + ﬁijafaj + ,uijaiaj)
t,j=1
N
— ) (kear + Feaj } (9.33)
=1
gdzie
N
Z = Tr expexp{ Z (Nijaja; + mijaial + pijaa;)
ij=1
N
Z(Hgag + K(az)}. (9.34)
=1

Makrostan @ jest regularny, o ile zachodzi Z < oo. Wéwczas nieoznaczone mnozniki Lagrange’a

Aij, Mij, ki 1 odpowiednio ich sprzezone zwiazane sg z zadanymi wielkoSciami R;j, Si;, a; poprzez
relacje

a'__aan a___aan
¢ Ok, ’ T OFR; ’
R.: + cuous OlnZ Py OlnZ
ij iy aliij ) ij ey 8ﬁ7;j ,
olnZ
S+ =-So0, ij=1,...,N. (9.35)
8)\ij
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Suma stanéw Z (9.34) jest zbiezna, jesli spelnione sa 2 warunki:

1. istnieje unitarna transformacja U, ktéra diagonalizuje forme kwadratowa wystepujaca w

(9.34), tzn. jedli af, a; dadza sie przedstawi¢ w postaci

a; = Z (Aimbm + Bimby,) + i,

m

(sumacja przebiega od 1 do N)), takiej, ze

N
Z — Tr exp —ZAjb;bj +C|; (9.37)

2. dla operatoréw b; i liczb A; zachodzi nieréwnosé

N N
ZTr {b;;bk exp < ZAibz‘ b)} < 00. (9.38)
=1

k=1

Jesli warunki (9.36-9.38) sa spelnione, wéwczas operator reprezentatywny po sprowadza si¢ do

postaci
po=2""exp < Z A; bl ) (9.39)
gdzie
} } N
Z = Z(Ay,...,Ax) = Trexp (—ZAib;‘ bi>
i=1
N
= H [1—exp(—A)] " (9.40)
=1
Operatory b, b; (i = 1,..., N) sa operatorami bozonowymi spelniajacymi te same, co a}, a;, relacje
komutacji
[bi, 51— = i, [bi; bj]— = [b7, b5]- =0, (9.41)

dlai,j =1,..., N. Oznaczajac

N
[bfbr] = np = Z7 1 Tr |b] by exp <— ZAibfbi>] , k=1.....N, (ng >0) (9.42)
i=1
mamy )
Omz
AL ng =e 1, (9.43)
a stad
N
Z =[]0 +m). (9.44)
k=1
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Jak wiadomo, iloczyn powyzszy jest zbiezny, o ile zachodzi

N
an < 00, (9.45)
k=1

ktora to zbieznoséé zatozyliSmy w (9.38. Ze wzgledu na zachowanie relacji komutracji wspélczynniki
transformacji A;;, B;; maja nastepujace wlasnosci

N N
> (AipBjp — AjpBip) = > (A Bjy — A, Bip) =0,

=
Il

-
=

—

N
> (AipAj, — BiyBjp)— = 6jp (9.46)
p=1
Zwiazki (9.36) narzucaja pewne ograniczenia na dopuszczalne wartosci érednich R;;,.S;;, mamy
bowiem
N
Ry = ) (AkpBuy + Ay Bip) i
p=1
N
Sk = Z(AkpAép + kang)’yp — Ok, (9.47)
p=1
i odpowiednio dla wielkosci sprz¢zonych, v, zdefiniowane jest jako
1, . 1
’Yp = §<bpbp + bpbp> = np + 5 (948)

Poniewaz v, > 0 dla p = 1,..., N, wigc by relacje (9.47) mogly by¢ spelnione, musi zachodzié
nieréwnosé

N

> [ Rij + 5,7, Rij + miti; (Sij + S5)] > 0 (9.49)

i,=1
dla dowolnego ciaggu liczb zepolonych 1y, ...,ny takich, ze

N

Z [mil* > 0.

i=1
Po tych spostrzezeniach mozna przystapi¢ do rozwiazania gltéwnego problemu, tzn. wyznacze-
nia estymowanej funkcji tworzacej. Skorzystamy z nastepujacych relacji: jesli operatory a i a*

komutuja z komutatorem [a, a*], wowczas

* * ]‘ *
exp(xa”) exp(pa) = exp <90a +xa" = 5ex la,a ]) ; (9.50)

p. réwniez (8.79). W naszym przypadku

Cn(o,1) = <exp <Z Jmf) exp ZTjaj >
= <exp {Z(oiaf + Tia;) — ;Zoin}> (9.51)

%

1
exp {Z <Ui041' + Ty — 2@'%‘) } exp (Z 51‘7'1‘%) )

%
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gdzie, przy wykorzystaniu (9.36), zastosowali$my formule

Tr(e??” exbe_'yb*b)
Tr exp(—~b*b)

= exp (e x (D)),

(9.52)
Tr [b*b exp(—yb*b)]

(b70) := Tr exp(—vb*b)

oraz

Z OiTiYi = Z(Ukzki + 7 Bii) (0eBei + 10 Avi )i
i ikt

W powyzszych wzorach sumowanie przebiega od 1 do N. Ostatecznie, uwzgledniajac (9.47) i

(9.46), otrzymujemy wyrazenie na funkcje tworzaca w nastepujacej postaci:

i=1

N N
1 _
CN(O',T) = eXP{Z(Uiai + T,;Oéi) + 5 ;UkO'ngg (953)

L N
+ 5 ;TkTZRM + Zamské}-

ke
Formuta powyzsza, w polaczeniu z (9.26), pozwala na obliczenie korelacji dowolnego rzedu, jako
funkcji zadanych a;, o, R;;,9;; 1 ich sprzezonych. Dla przykladu obliczmy nastepujaca funkcje
korelacyjna 4-go rzedu:

* * 84
G2 (m,n,p,q) = {ay, ay, ap ag) = WC’N(WT)' (9.54)
Dla uproszczenia potézmy a; = @; = 0. Otrzymamy wowczas
(ap ay apaq) = (ay aq){ay, ap) + (ay, ap){ar,aq)
+  ({ap, ap)(apag). (9.55)

Otrzymany wzor jest szczegdlnym przypadkiem formuly Wicka-Blocha - de Dominicisa, o ktérej

mowa w nastepnym podrozdziale.

9.2 Koherencja pola kwantowego

Koherencji pola klasycznego poswiecilismy Rozdzial 3. Do opisu koherencji wprowadzono tam
pojecia: funkcji koherencji wzajemnej I'"J) (uzywamy tu wskaznikéw gérnych w analogii do

wprowadzonych w poprzednim podrozdziale funkeji korelacyjnych), gdzie np.
LD (e, tir ) = D(r, 0, t') = (V' )V (x, 1),

oraz zespolonego stopnia koherencji v:

L(r,t; ', t')
[C(r,t;r, )0(x, ;0 t)])H/2

(e, t;r' ) = (9.56)

przy czym, jak widaé, 0 < v < 1. Funkcje V(r,t) sa odpowiednimi sygnalami analitycznymi.

Rozréznilismy pole:
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1. calkowicie koherentne, gdy |y| = 1,
2. czeSciowo koherentne, gdy 0 < |y| < 1,, oraz
3. calkowicie niekoherentne, gdy |y| = 0.

W przypadku kwantowym role funkeji 1) przejmuje funkcja korelacyjna G-V,

Rozwazmy uklad M detektoréw rejestrujacych fotony i zmienna losowa a przyporzadkowana
temu ukladowi i przyjmujacg wartosci z,,u = 1,..., M. Przypadek catkowitej koherencji odpo-
wiada przypadkowi dynamicznemu rozwazanemu w podrozdz. 3.2 - wszystkie fluktuacje zmiennej
a sa réwne 0, tzn. zmienna moze przyjmowac tylko jedna wartoéé¢ z, ==z, p=1,...,M. W tym
przypadku

LM
i Zzﬁ ={(a") =2" = (a)"
p=1

oraz
((a— (a))") = <Z [k] a* (a) k> = (a)" > (-1)* [k] .
k=0 k=0
7 drugiej strony, jezeli zalozy¢, ze obserwowalny jest tylko modul zmiennej losowej, wowczas rozwa-

za¢ mozna przyapdek catkowitej koherencji ”modutowej”. W tym wypadku zachodzi faktoryzacja

typu
(@ a™) = (@" (&)™

W wypadku pola kwantowego méwimy o stanie catkowitej koherencji pola., jesli funkcje ko-

relacyjne G("™) faktoryzuja sie w nastepujacy sposob:

n n+m
G(n7m)(x1a-~-axn;xn+la'"7xn+m) = Hv(xk) H V($[), (957)
k=1 l=n+1

dla kazdego n i m, gdzie V(xy) sa pewnymi funkcjami. Liczby n, m przybieraja wartoséi 0,1,2,. . .,

gdzie
GOY = 1
GLO(z) = <A<f>($1)> = V(21), (9.58)
GOV = (AD) = Vi)

p. réwniez wzory (9.15). Najczesciej uzywane sa funkcje korelacyjne typu G(™): dla nich wzér

(9.57) przybieta postaé

n 2n
G(n’n)(xlw--»xn;anrla-- s Tngm) = Hv(xk) H V(LU[) (959)
k=1 l=n+1
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Dla funkeji G(™™) bedacych przestrzennymi transformatami Fouriera funkcji G(™™) (p. wzor

(9.20)), warunki pelnej koherencji zapiszmy w postaci

G (ky ki gty - kngm) (9.60)

n+m n+m

n n
" _
~ (TTet T oo ) = 1150 T 2+
r=1 s=1 r=1 s=1
Warunki pelnej koherencji pola zapisa¢ mozna réwniez w postaci

2 2n
= H G(l'l)(xk,xk)7 (9.61)
k=1

‘G(n,n) (1’1, To, ... 733277,)

dla kazdego n.
Jesli warunki na pelna koherencje pola nie sa spelnione, wéwczas mamy do czynienia ze stanem

czeSciowej koherencji pola. Zalézmy, ze znane sa tylko koherencje I rzedu postaci
G (@, y) = V(2)V(y) (9.62)

dla kazdego z i y. Rozwazmy problem wyrazenia koherencji wyzszych rzedéw G(™™) poprzez

koherencje I rzedu. Uwzgledniajac (9.62) otrzymujemy
2
GO (@, y)| = 60D (@, 2) GOV (g, y). (9.63)
W dalszym ciagu opuszczamy wskazniki (1,1). Kladac
Gz, y) = exp[w(z,y) +iv(z,y)] (9.64)

i uwzgledniajaé, ze G(x = G(y, z), co wynika z (9.62), otrzymujemy warunki na funkcje w(z
gle Jac, Y Y, ), y ) ymujemy ) Y

io(z,y)
w(z,y) = wy,),
el y) = —ely,), (9.65)
a stad
w(e,y) = 3 e, 2) + w(y,v). (9.66)

Wprowadzajac oznaczenie
1
B(z) :=exp {Qw(x,x)} ,
zapiszemy (9.64) i (9.66) w postaci

G(x,y) = B(x) B(y) exp [ip(z,y)] . (9.67)

7 definicji mamy

Gla,y) = (A (@)AD ()
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i nastepujaca forma kwadratowa jest dodatnio okreslona
ZéjckG(:Uj, xR) = Z B(xj)B(xk)¢;er exp [i p(xj, xk)] > 0, (9.68)
3k gk
co mozna zapisa¢ w postaci nieréwnosci
> djdp My > 0, (9.69)
ik
gdzie wielkodci My, := expli p(x;, x1)] sa elementami macierzowymi pewnej macierzy M. Z okre-
Slenia elementéw M)y, oraz z nieréwnosci (9.69) wynika, ze | M| = 1 dla dowolnej pary wskaznikéw
(j, k) oraz ze macierz M jest dodatnio okreslona i hermitowska. Dla dowolnej macierzy dodatnio

okreslonej A kazdy jej podwyznacznik gléwny musi by¢ nieujemny, tzn. spelnione s nieréwnosci

ail ai2 a1 . a1k
a1 >0, ’ ’ >0,... (9.70)

a1 a2 ag1, --., Qkk

(ajx to elementy macierzy A). Rozwazmy macierz M rzedu 3 x 3. Jej wyznacznik jest réwny
detﬂ =2Re (M12M23M31 - ].) (971)

co do modutu, |[MiaMasMsz| = 1, wige det M < 0, ale z drugiej strony, z dodatniej okreslonosci

macierzy M wynika, ze det M > 0, musi wigc zachodzi¢ det M = 0, a stad
Mo Moz M3z, = 1. (9.72)

Z (9.72) wynika, ze funkcje ¢(z,v),¢(y,2) 1 ¢(z,z) (ozna. z = z, x9 = y, x3 = z) spelniaja

warunek
oz, y) + oy, z) + o(z,z) = 0. (9.73)
Oznaczajaxc o, (y) = —p(y, z), warunek powyzszy zapiszemy jako
e(@,y) = a:(y) — oz (2). (9.74)

Lewa strona tej réwnosci nie zalezy od z, wiec i prawa strona nie zalezy od z, co zapiszemy w

postaci
e(z,y) = a(y) — a(z). (9.75)

Funkcja a(y) réwna jest a,(y) z dokladnoscia do stalej addytywnej. Ostatecznie otrzymujemy

zaleznosé

G(z.y) = B(z) e @ B(y) e ™) = V() V(y). (9.76)

Zalézmy teraz, ze znamy koherencje (a} a¢) pownego pola kwantowego, przy czym

(ag ae) =7y 2 (9.77)
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dla kazdego ki¢ (k,£ =1,...). Operatory a}, ay sa odpowiednio operatorami tworzenia i niszczenia
dla pewnego pola oscylatorow. W zwiazku z tym zachodzi nieréwnosé Z,:';l Zk 2z < 00, gdyz
inaczej w rozwazanym polu znajdowalaby sie nieskonczono$é czastek. Uklad nieskoniczenie wielu

czastek zastapi¢ mozna jednym oscylatorem, opisanym przez operator b, gdzie

[ee) [e’e) ) _1/2
b= ZUgCLg = ngag <Z zmzm> (978)
(=1

(=1 m=1

oraz
o0
E Uguy = Opk-
—

Operatory b i odpowiednio zdefiniowany operator b* spelniaja te same relacje komutacji co opera-

tory aj,ae, gdyz

[b, b*] = Z Ugﬂk[ag,a,t] = ZUgUg =1. (9.79)
4

0,k=1

Srednia warto$é operatora ilosci czastek dla oscylatora b jest réwna

<b*b> = Z ugﬂk<aga;;>

£,k=1
(o) (o]
= Z UgURZ e = Z Zmzm > 0. (9.80)
£k=1 m=1
Wprowadzamy teraz, oprécz modu b, nieskonczenie wiele innych modéw by, bs, . . ., traktujac wpro-
wadzone wyzej b jako by, tzn.
o0
b, :Zungag, n=12,.... (9.81)
=1

Zalézmy, ze {une} jest transformacja unitarna, czyli
(oo}
Z UneUme = Onm.-
‘

W tym wypadku, oznaczajac

—1/2 —-1/2
=% | D Zhu =T | D Znz :
£,k=1 £,k=1
obliczamy $rednia (b b™):
<brnbn> = Z ﬂmk,un€<aza€> (982)
k=1
= Z UmkUneU1kULe (Z ZTZT‘> = 5m15n1 <ZZTZT> ’
k=1 r=1 r=1
a stad
(b5 bn) =0 (9.83)
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dla m,n # 1. Innymi slowy, pole dysponuje tylko jednym modem efektywnym (obsadzonym),

spelniajacym warunek (9.80). Dla tego modu wprowadzamy stany
|2) := (n!)~1/2(b*)"|0). (9.84)

Macierz gestosci p w reprezentacji |7) postaé

p=_ |Wpumiml, (9.85)

n,m=0
przy czym
B*b) = nppn =Y Zrz > 0. (9.86)
n=0 k=1
Wprowadzmy czyynik liczbowy
<b*nb77l>

gn,m = 7<b*b>(”+m)/2 (987)

oznaczajacy stosunek korelacji wyzszego rzedu do odpowiedniej potegi korelacji I rzedu. Jesli stan
pola jest stanem czystym (calkowicie koherentnym), wéwczas gn,m = 1 dla dowolnych m i n.

Wykorzystujac transformacje
o0
ag =" Tpmibm, (9.88)
m=1
bedaca odwrdceniem transformacji (9.81), otrzymujemy

(ag, .- .ag Gg, ... Gpy) = Uk, ... Ug, U1 - . Upp (B™"D™)

=7z Zk 2 z, <b*nbm>
= Rky - Rkp Ll - - - Zdm (Z;ozl Z;Zp)(”+m)/2
= gn,m(zkl e 2R, 201 ng). (989)
Stad otrzymujemy zwiazek
G(”’m)(arl, e T Ty - - s Tobm)
n n+m
= 9n,m H V(xk) H V(JW) (9.90)
k=1 {=n+1

zachodzacy dla polas, w ktérym zadano koherencje I rzedu typu (9.62). Warunek 1-modowosci

pola odgrywa przy wyprowadzeniu zwiazku (9.90) bardzo wazna role. Mielidmy bowiem
{b7,bn) =0
dla m,n # 1 (p. (9.83). Zalézmy teraz, ze zamiast (b3b2) = 0 mamy warunek
(B3b) = e < 1. (9.91)

Liczba ¢ moze byé¢ dowolnie mata, np. niech e = 107137, Macierz gestosci p speknia teraz nastepu-

jace warunki

Trp=1, (9.92)

Tr (pb3bs) = &, (9.93)
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ktére wyznaczaja wspolczynniki «, 8, wystepujace w rozwinieciu
= a)0)(0| + B Z |n2 (9.94)
na=1""

(p- (9.85). (Przy wyznaczaniu macierzy p na podstawie warunkéw (9.92)mozna by korzystaé z
zasady maksimum entropii). Macierz p wyznaczona przez (9.94) posiada nastepujaca wlasnosé

Tr (pb32b3) = —e + 3 Z (9.95)

na=1""

Widaé stad, ze nawet niewiele rézne od zera korelacje modéw (b5, b,,), m > 2 powoduja, ze wynik
(9.90) przestaje by¢ stuszny.

Zauwazmy, ze przy obliczaniu $redniej we wzorze (9.89) nic nie powiedziano o rozkladzie praw-
dopodobienstwa, z jakim liczono te érednia. Zgodnie z duchem metody teorioinformacyjnej, rozktad
prawdopodobienstwa wyznaczony jest jednoznacznie przez zadane $rednie, w tym wypadku - ko-
relacje I rzedu. Srednia (9.89) jest wiec érednig estymowana z rozkladem prawdopodobiefistwa
reprezentatywnym dla makrostanu generowanego przez zbiér korelacji I rzedu. Jesli np. zaltozy¢,

ze znany jest Sredni hamiltonian uktadu oscylatoréw, oraz Srednie ilosci czastek

= <Z aZakek> . g, = (apax),
k

woéwcezas rozklad reprezentatywny dla makrostanu generowanego przez te $rednie jest wielkim roz-
ktagdem kanonicznym typu
_ =P (=8 (X k enarar — 3y apar)]
Trexp [=8 (3, evagar — p 2 agar)]

Dla $rednich liczonych z tym rozkladem zachodzi tzw. twierdzenie Wicka-Blocha-de Domini-

cisa:® Wartosé érednia iloczynu operatoréw kreacji i anihilacji (A, Ag, - .. Ak, ) jest réwna su-

mie wszystkich mozliwych zupelnych ukladéw potaczen tego iloczynu. Jezeli w iloczynie 2m

operatoréw Ay, Ay, ... Ax,,, wszystkie operatory sa podzielone na grupy po dwa ze soba po-

laczone, tak ze kazdy operator wchodzi w sklad jakiego$ polaczenia (polaczenie = $rednia ilo-

czynu 2 operatoréw), to iloczyn wszystkich polaczen bedziemy nazywali zupelnym uktadem pola-

czen iloczynu Ay, Ay, ... Ay, . Na przyklad dla uktadu 4 operatoréw Ay, Ay, Ak, A, mozliwe

sa 3 zupelne ukltady polaczen: (Ag, Ap,)(AksAky)s N{ Ak Aks) (Aky Aky) (A Ay ) (A A ) (n =

+1 dla operatoréw opisujacych pole bosonowe i 7 = —1 dla operatoréw opisujacych pole fermionowe).
W rozwazanym przypadku rozktadu prawdopodobienstwa estymowanego na makrostanie gene-

rowanym przez korelacje I rzedu, funkcje korelacyjne G(™™) zapiszemy w postaci

2n

n
G(”’")(xl, e T Ty - s Top) = HV k) H V(z), (9.96)
k=1 t=n+1

3G.C. Wick, Phys. Rev. 80(1950),268.
C. Bloch,, Nucl. Phys. 7(1958), 459,
p. réwniez J. Lopuszanski i A. Pawlikowski, Fizyka statystyczna, PWN, Warszawa 1969, s. 376.]
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gdzie
<b*n bn> >

In ‘= Gnn = W > 0. (9.97)
Jesli g, = 1 dlan =1,..., M, wéwczas méwimy, ze pole kwantowe posiada koherencje M-tego
rzedu (pojecie wprowadzone przez Glaubera). Jesli g, = 1 dla dowolnego n = 1, ..., wéwczas pole

posiada calkowitg koherencje modulowa (koherencja calkowita istnieje wtedy, gdy gn.m, = 1 dla
dowolnego n,m > 2).

Rozwazmy dla przykladu operator b*b = N. Zgodnie z (6.68) mamy

b by (N(N—1)...(N—n+1 N! 1
by e DEDNE
Srednie wystepujace w (9.98) obliczymy dla 2 typéw macierzy gestosci.
1. Niech p = |m)(m|. Wowczas
#Ln)' dla n S m,
In = ' (9.99)
0 dla n>m

W tym stanie pola jest dokladnie m wzbudzen. Dla skoniczonej liczby modéw wspdlezynniki
gn znikaja poza pewnym m, wiec pole nie moze by¢ catkowicie koherentne. Pole catkowicie

koherentne zawiera¢ musi dowolnie duza (nieskoficzona) ilo$é modéw (fotondw).

2. Niech
. =1 -
- (Tre—ﬂN) e BN (9.100)

Jest to rozkad reprezentatywny dla makrostanu generowanego przez <N ). Oznaczmy

A = exp(—f). Wowezas

T]r{(N'e ﬁN} Z M (9.101)

1 nIA"
d)\" Z A 1—X (I— )t

Korzystajac z tego wyniku mamy

Tre AN

1=-1" (9.102)

Ai(l — AN t=21-N"2

TreiBNN Y

Ostatecznie wiec, poréwnujac (9.98), (9.101) i (9.102), otrzymujemy w przypadku 2:

nIA" (1 — )t
NI A"

gn = (1—N) =nl. (9.103)

Dyskutowany wyzej problem estymowania korelacji wyzszego rzedu, jesli znane sa korelacje nizszego

rzedu, moze by¢ w ogdlnosci rozwigzany przy uzyciu metod teorioinformacyjnych.
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Zalézmy teraz, ze spelniony jest warunek
gn =1
dla kazdego n, a wiec warunek pelnej koherencji modulowej pola:
(H*™™) = (b*b)n.
Korzystamy z nastepujacych zwiazkow:

<: A :> < In (14+A)b* b> mijzo (14 N)™ - (9.104)

Stad

> 4N o = ) (9.105)
m=0

Otrzymalismy pewien szereg Taylora: wspotczynniki rozwiniecia p,,,, obliczymy ze wzoru

1 dam .
— A(b7D)

_ O™ ey
prum =~ _ O ), (9.106)

|
A=1 m!

Oznaczajac (b*b) = p, rozklad (9.106) zapiszemy w postaci
Prom = —e H. (9.107)

Jest to rozklad Poisoona. Na podstawie otrzymanego wyniku sformulowaé mozna nastepujacy
wniosek: Warunkiem koniecznym dla pelnej koherencji pola jest, by elementy diagonalne macierzy
gestosci posiadaly rozklad Poissona.

Otrzymane wyniki stuszne sg w duzym stopniu na gruncie koherencji pola klasycznego. Zaste-

pujac funkcje G™™) funkcjami T(»™) warunek (9.105) zapiszemy jako
T (@, )|* = T (2, 2)T 0D (y, ), (9.108)

natomiast faktoryzacje (9.90) zapiszemy jako

rm) (T1y ey T Tog Ly - e vy Tem) = 7Y (9.109)

=
H::]
<

dla pewnej funkeji V(z). Wspélczynniki v, ., bedace odpowiednikami wspdlczynnikéw g, n,
wyrazaja sie tu jako

B <5n ,Um>
nm = /2 (9.110)

dla pewnej zmiennej losowej v. Dla n = m otrzymujemy

B <5n ,Un>
Y = o > 0. (9.111)

W przypadku klasycznym wspélczynniki v, tworza niemalejacy ciag

l=p<yn<yn<...%m< .. (9.112)
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Dla dowodu oznaczmy X =vv i

(X™) = | X"o(X)dX, gdzie o(X)dX = 1.
/ /

Teraz v, = (X™)/(X)™ i dalej

Tn+1 — In

() e ) (e

<<X> - 1) o(X)dX = 0. (9.113)

Stad wynikaja nieréwnosci (9.112). Widaé, ze w przypadku klasycznym wspo6tczynniki v, maja
zupelnie inne wtasnoéci niz ich odpowoiedniki kwantowe g,. W polu kwantowym o skorniczonej
liczbie czastek g, = 0 dla n wiekszego od pewnego m, co byloby niemozliwe w wypadku klasycznym
ze wzgledu na nieréwnosci (9.112).

Rozwazmy jeszcze sprawe stopnia koherencji dla pola kwantowego. W wypadku klasycznym
stopieni koherencji okreslony jest wzorem (9.56) i spelnia nieréwno$é 0 < |y| < 1. W teorii kwan-

towej podano rézne propozycje okredlenia stopnia koherencji: Glauber? wprowadzit funkcje

2n 1/2 -1
ggl)(xl,...,:cgn)G("’”)(xl,...,xgn){H{G(l’l)(xk)} } . (9.114)

k=1
Ze wzoru (9.61) wynika, ze warunek |gg) (1, ...,22n)] = 1 dla wszystkich argumentéw i wwszyst-
kich n zapewnia pelng koherentno$é pola. Wyrazenie (9.114) jest tak skonstruowane, ze zerowanie
sie¢ mianownika implikuje zerowanie sie licznika. Mehta® wprowadzil funkcje postaci

G(nn) (Il, e 71‘2n)

n n/2°
{ H G (xk; Tl - - - 7xk)}

k=1

gg\/rfl)(l‘h"-aan) = (9115)

Aby ta wielko$¢ byta okreslona, pole powinno zawiera¢ n lub wiecej fotonéw. Mehta pokazal, ze
jezeli dla danego n(= ng) i wszystkich argumentéw zachodzi réwnosé |g(Mn) (x1,...,22n)] = 1, to
réwnosé ta zachodzi dla wszystkich n > ng i dla wszystkich argumentéw. Nastepnie Sudarshan®

wprowadzil wspdlczynnik postaci

98" (1, w2n) (9.116)
o G(n’n)($1,...,1’2n)
(G (2y, 0 T Ty v 1) G (T o Ty 1 Ta 1y - - 5 T2 )] /2

4R.J. Glauber, ” Quantum Optics and Electronics” , ed. C. de Witt, A. Blandin, and C. Cohen Tannoudji, N.Y.

1964.
5C.L. Mehta, J. Math. Phys., 8 (1967), 1798.
SE.C.G. Sudarshan and N. Mukunda, J. Math. Phys. 20, 1801 (1979).
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Mozna pokazaé, ze zachodzi nierownosé
n
0< |gs)(9:1,...,z2n) <1

dla wszystkich n i wszystkich argumentéw, dla ktérych jest okreslone wyrazenie (9.116). Dla
ukladéw o nieokreslonej liczbie czastek mozna rozwazaé rowniez wyrazenie postaci
G(n,n) (3:1, RPN ,xgn)

n 2n :
[1 GO (xg) [T GON(a)
k=1 l=n+1

g(”)(xl,...,xn) =

Dokladniejsza dyskusja stopnia koherencji znajduje si¢ w wielokrotnie cytowanej przez nas mono-

grafii J. Klaudera i E.C.G. Sudarshana.

9.3 Rozklad prawdopodobienistwa rejestracji dla 1 modu
Do opisu modéw uzywamy operatordw
a*(t) = a*e'vt,
at) = ae ¥t (9.117)
Predkosci rejestracji fotonéw, w I-szym rzedzie rachunku przyblizen, sa rowne
7(p) = abn{a*(t1)...a*(tp) a(ty)...a(t1)). (9.118)

Wspétezynnik «qp zdefiniowany jest jako

ah

= —-— -11
5oL3 (9.119)

Qo

gdzie a jest tzw. wspolczynnikiem efektywnoéci kwantowej, zwiazanym z momentem dipolowym

atomu rejestrujacego. Ze wzgledu na (9.117) predkosé zliczen nie zalezy od argumentéw czasowych:
7(p) = ap{a™PaP). (9.120)

Rozwazamy proces, w ktérym zachodzi jednoczesna absorpcja p fotondéw. By pole mogto ” utracié”
p fotonéw, musi znajdowaé si¢ w stanach p+ 1,p+ 2, ..., p+ n fotonowych. Prawdopodobienstwo

tego, ze pole znajduje sie¢ w stanie (p + n)-fotonoeym, jest réwne
P(p+n)=Tr{plp+n)p+nl} (9.121)

Sposréd (p+n) fotonéw wybraé¢ mozna p fotonéw na (p+mn)!/n! sposobdw, wiec predkosé p zliczen

jest réwna

7(p) = af 7' P(p+n). (9.122)
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Ze wzgledu na (6.72) mamy

In) = ﬁa*"\()), (9.123)
a stad
n)! a*)ptn
LRy ) = o) = vl (9.124)
i dalej
m(p) = af 3 Tr{pa|n)(nfa’} = af(a"a?), (9.125)
n=0

tzn. otrzymali$my wynik (9.120).
Obliczymy teraz prawdopodobiefistwo P(m,T) zarejestrowania m fotonéw przez N-atomowy
detektor w okresie (0,7"). Kazdy z atoméw detektora ma swa ” czulo$é” s rzedu 1/N. Prawdopo-

dobienstwo tego, ze p wybranych atoméw zarejestruje w czasie T’ p fotonow, jest rowne

V]
s

T T
/.../(a*pa”>dt1 ... dty = sP TP (a™PaP)
0 0

(sTa*a)? :). (9.126)
Czas T spelniaé¢ musi warunek
(: (sTa*a)? ;) < 1. (9.127)

Ze wzoru (9.126) wynika, ze prawdopodobiefistwo zdarzenia polegajace na tym, zea (p — 1) wybra-

nych atoméw absorbuje fotony, a jeden nie absorbuje, jest réwne
(: (sTa*a)P™" 1) = (: (sTa*a)? :) = (: (sTa*a)’"' (1 — sTa*a)). (9.128)
Ogdlnie, jesli zalozymy, ze (p—r) zadanych atoméw pochtania fotony, a r nie pochlania, jest réwne
(: (sTa*a)P~"(1 — sTa*a)") . (9.129)

Teraz mozna juz obliczy¢ prawdopodobienstwo pochloniecia m fotonéw przez N-atomowy detektor.

Mianowicie
N!

Pim,T) = (N —m)m!

(: (sTa*a)™(1 — sTa*a)N ™). (9.130)

Przechodzac do granicy: N — oo, s — 0, tak, by Ns = qp < co, otrzymujemy

P(m,T) = <: Meﬁ%“*a :> . (9.131)
m:

Wynik ten przypomina rozklad Poisoona, ale pod znamkiem Sredniej wystepuje znak uporzadko-
wania normalnego, w ogdlnosci wiec (9.131) nie musi by¢ rozktadem Poissona. Obliczmy funkcje

tworzacy

QAT) = 30— A"P(m,T)

m=0
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m!
mO

< e $ (L= D(@oTa"a))” >

e—0Ta"a (1-NagTa"a :> (9.132)

o0

- ¢
< e~ 0Ta’a :> = Z (_p)!OPaSTpm*pap)
-

eln (I-AaoT)a™ a> = Z(l — )\aOT)”P(n).

n=0
Wykorzystano tu zwiazek (8.81)

ceTela 6ln(lJrT)a a

P(n) oznacza rozklad fotonéw w okreslonym modzie. Funkcja P(m,T) ma okresla¢ prawdopodo-

biefistwo, spetniaé¢ wiec musi warunki

0<Pm,T)<1, .Y PmY)=1. (9.133)
0

m=
Jesli 0 < X\ < 1, to réwniez
0<\T)<1 (9.134)

dla kazdego T. Rozwazmy pole ng fotonowe, takie ze P(ng) = 1,P(n) = 0 dla n # ng. Dla

takiego pola, przy warunku 0 < A\ < 1, zachodzi nieréwnosc¢
QNT) = (1= AyT)™ <0,
jesli czas T jest wigkszy od (Aapg) ™!, tzn. dla
T> M)t >apt. (9.135)

Z nieréwnosci (9.135) wynika ograniczenie na T funkcja P(m,T) bedzie miala wlasnosci prawdo-

podobienistwa, jesli
3
T < i 2wL
~ ap ah

(9.136)

(p. (9.119). Maksymalny mozliwy czas Tj,q. proporcjonalny jest do objetodci wneki kubicznej L3.
Przechodzac z L do nieskoniczonosci réwniez otrzymalibySmy Thna. — 0o. Ograniczenie (9.136)
wynika z istoty uzytego tu w 1-szym przyblizeniu rachunku zaburzen. Zalézmy np., ze pole zawiera

tylko 1 foton; wéwczas

P(m,T) = P(m,T) = <1 : (O‘Oaﬂe—%“*a : |1> : (9.137)
a stad
P(0,T) = 1-aoT,
P(1,T) = T, (9.138)
P(2,T) = 0,
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Zaltozylismy wiec, ze

(1) = agla®a) = ay,

w(p) = 0 dla p>2. (9.139)

Jest to wynik dobry przy zalozeniu, ze do chwili pomiaru nie zarejestrowano zadnego fotonu.
Gdyby zarejestrowano wczeéniej foton, woéwcezas zmienitby sie stan pola.
Chcac stworzy¢ teorie doktadniejsza, nalezaloby przyjac, ze

t+T
PO,T) =" (1—aqdt)” =e 7, (9.140)
t

a stad
P(1,T)=1—P(0,T) =1 — e 2T, (9.141)

co jest wynikiem niewatpliwie bardziej sensownym od (9.138), gdyz tutaj

0< P(0,T) <1,

0<P(1,T)<1

dla kazdego T.
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Rozdziat 10

Teoria laseré6w gazowych

10.1 Wstep

Dodatek niniejszy zawiera material wykladu monograficznego, prowadzonego przez autora dla
studentéw V r. fizyki i Studium Doktoranckiego w roku akadem. 1970/71. Wyklad obejmuje
teorie laseréw w ujeciu W.E. Lamba.! Przedstawienie pracy Lamba, bedacej jak dotad najwaz-
niejsza préba teoretycznego opisu zjawisk zachodzacych w laserach, a nastepnie zreferowanie prac
Riskena,’ma na celu stworzenie podstaw do rozwoju teorii laseréw metodami termodynamiki in-
formacyjne;j.

Przypominamy, ze pierwsza praca teoretyczna na temat laseréw ukazala sie w r. 1958,% nato-
miast pierwszy laser (laser gazowy) skonstruowano w r. 1961.° Pierwsze prace Lamba dotyczace
generatoréw kwantowych ukazaly sic w r. 1960.5 Prace te dotyczyly teorii maseréw. Teoria ta

61 7 referowane sg

zostala rozwinieta w pracy p.t. ” Quantum Mechanical Amplifiers” .”Prace
réwniez w wykladach z Les Houches'.
Jako uzupelnienie wykladu polecamy nastepujacy wyboér pozycji dotyczacych laserow.
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10.2 Wstepne uwagi o oscylatorach

Do opisu laseréw uzywaé bedziemy 2 typdw oscylatoréw: elektromagnetycznego, ktéry jest scharak-
teryzowany wspoOlrzedna z, tadunkiem e, masa m i wspolczynnikiem sprezystosci k, oraz ” pradowego ”
(czyli obwodu drgajacego), opisanego pojemnoscia C, indukcyjnoscia L i oporem R.

Rozwazmy drgania obwodu elektrycznego, opisane réwnaniem

. .1
LI+RI+ zI=0, (10.1)

i zalézmy, ze opér R zalezy od natezenia I zgodnie ze wzorem
1 2
R==(—a+48I%), (10.2)
v

v oznacza tu czestosé kotowa (zwykle oznaczana przez w), bliska czestodci drgan wlasnych, ai f -

to dodatnie parametry. Zaleznie od znamu R mozliwe sa 3 przypadki:
1. R< 0, wzmocnienie drgan (pompowanie),
2. R =0, drgania swobodne z czestoscia w = (LC)~Y/2 |
3. R>0 drgania tltumione.

W przypadku ogdlnym przedyskutowaé nalezy rozwiazania nieliniowego réwnania rézniczko-
wego (10.1), ktére, uwzgledniajac (10.2), przepiszemy w postaci

. 11 .
T+ —=(—a+4B8I*) I + w31 =0. 10.
+ 15 (ca+4pl) I+ w1 =0 (10.3)

Stosowane sa dwie metody rozwiazywania réwnania typu (10.3), zwanego réwnaniem Van der
Pola.. Pierwsza metoda zaproponowana przez Krylowa i Bogolubowa,® polega na poszukiwaniu
rozwiazania w postaci

I(t) = A(t) cos[vt + ¢(t)], (10.4)

8p. np. N.N. Bogolubov i N.M. Krylov, Vvedenije w nielinejnuju mechaniku, Izd. AN USSR, Kijew 1937.
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gdzie A i ¢ sa wolnozmiennymi funkcjami czasu. W metodzie drugiej, zaproponowanej przez Van

der Pola,? poszukujemy rozwiazania w postaci
I(t) = A(t) cosvt + B(t) sinvt, (10.5)

gdzie A1 B sa wolnozmiennymi funkcjami czasu. W dalszym ciagu postuzymy sie metoda Bogolubowa-

Krylowa-Mitropolskiego. Rézniczkujac wyrazenie (10.4) wzgledem czasu, otrzymujemy

I —(v 4 @) Asin(vt + ) + Acos(vt + @),

i

—(v+ @) Acos(vt + ) — 2v Asin(vt + @), (10.6)

przy czym opuszczono czlony zawierajace @,A i gbA, dzieki zatozeniu wolnozmiennosci ¢ i A.
Korzystajac z (10.2), otrzymujemy dalej
. 1
RI = =|—a+4BA%cos® (vt + (p)] [—VA sin(vt + )
v
— @A sin(vt + @) + Acos(vt + @)] : (10.7)
Korzystajac z tozsamosci
1
sinz cos®x = z(sinx + sin 3x), (10.8)
i opuszczajac wyrazenie sin3xz (gdyz nie interesuja nas rozwiazania wyzsze harmoniczne) oraz
wyrazy ap, f¢, oA i BA, otrzymujemy
RI = (A — BA®)sin(vt + o). (10.9)

Podstawiajac (10.9) do (10.1), otrzymujemy réwnanie

A[—(v+@)* +w?] cos(vt + )
+% [ozA —2LvA — BAﬂ sin(vt + ¢) = 0. (10.10)

Réwnanie (10.10) powinno by¢ stuszna dla dowolnego ¢, wige wspdlezynniki przy funkcjach trygo-

nometrycznych powinny znikac:

(v+¢)? —w? =0, (10.11)

aA —2LvA — BA® =0, (10.12)

przy czym nie rozwaza sie trywialnego rozwiazania A = 0. Réwnanie (10.11) nazywaé bedziemy
réownaniem fazowym. ROwnanie to calkuje sie w spos6b elementarny: biorac rozwiazanie do-
datnie réwnania

v+ ¢ =w, (10.13)
otrzymujemy

vt+p=wt+ po. (10.14)

9B. Van der Pol, Proc. IRE, 22(1934),1051.
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(D D

Rysunek 10.1: Wykres funkeji A = A(A)

Zachowanie sie A(t) przedyskutujemy na podstawie zaleznosci A od A, wynikajacej z (10.12):

. 8 3 « 1 9
A=—-A —A=—(—BA A. 10.1
2Ly + 2Ly 2Ly ( s + a) (10.15)

Wykres funkeji A = A(A) przedstawiony jest na rys. 10.1. Wykres A = A(A) posiada 2 miejsca
zerowe, (I): A =0, oraz (IT): A= +/a/B. Punkt (I) nie jest punktem stacjonarnosci rozwiazan
réwnania (10.12). Niech bowiem A niewiele rézni si¢ od zera, np. A = a < 1, tak ze wielko$é a?

mozna pominaé¢. Wtedy z (10.12) otrzymujemy

. (0%
Stad
(%

gdzie C' - pewna stala, wiec A roénie eksponencjalnie z czasem, dopdki stuszne jest przyblizenie

a? ~ 0. Punktem stacjonarnym réwnania (10.12) jest punkt (II). Podstawmy bowiem

A= \/ng a, (10.18)

gdzie a jest pewng liczba mala, wéwczas z (10.12) otrzymujemy

o
1 i ]. .].
a % (10.19)

a stad
A(t) =, /% cos(wt + o). (10.20)
Tak wiec mate odchylenie od polozenia (IT) wywoluje powstanie tlumienia i uktad bedzie wyko-

nywal drgania zgodnie z réwnaniem (10.20).
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Dotychczas dyskutowaliSmy drgania uktadu zawierajacego pojemnos¢ i samoindukcje, w ktérym
opér elektryczny w pewien szczegdlny sposob zalezal od natezenia pradu. Przechodzimy teraz do
dyskusji klasycznego oscylatora elektromagnetycznego: elektronu w jakie potencjalu. Réwnanie
ruchu elektronu ma postac

mi = —mwr, (10.21)
gdzie x to wspolrzedna elektronu. Energia wypromieniowana przez elektron na jednostke czasu
(czyli moc promieniowania) wyraza si¢ wzorem?°

1 62 2

=-—(2)7, 10.22
25 @) (10.22)
gdzie e oznacza ladunek elektronu, a ¢ - predkos¢ swiatla. Tzw. sila reakcji pola, dazaca do

zahamowania elektronu, jest réwna

262 .
Freakcji = 50*3 xz (1023)
Zatézmy, ze
T= —wi. (10.24)
Roéwnanie (10.21), zwane réwnaniem Lorentza,, z uwzglednieniem sity (10.23), ma postaé
mi = —kx — yma, (10.25)
gdzie
2 e2w? 2 row 219
_Z e e 10.26
T3 3 ¢T3 A “ ( )

gdzie A= c/omega oraz ro = e?/mc®. Wielko$é ry zwana jest klasycznym promieniem elek-

tronu. Rozwiazanie réwnania (10.25) ma postaé
z(t) = 20”72 cos(wt + 6). (10.27)

jesli v jest wielkoscia dostatecznie mala, wéwczas drganie elektronu jest nietlumione (stabo tlu-

mione). Biorac transformate Fouriera wyrazenia (10.27)

_ o —t/2 —ivt
z(v) = —/dte V< cos(wt+0) e
V2
™o
1 —1i0 i0
- - [ € — ° , (10.28)
227 [v/2+i(v—w) v/24+i(v+w)
i obliczajac natezenie
d
I(W)dv « |z(v)2dv o - v (10.29)

21 (v —w)? + (1/2)242°
otrzymujemy wyrazenie na lorentzowski ksztalt linii widmowej (rys. 10.2) Pole, wypromieniowane
przez atom opisywany przez oscylator z potencjatem anharmonicznym zawiera sktadowe

harmoniczne w, 2w, 3w, ... (p. rys.10.4

10p. np. W. Heitler, Kwantowa teoria promieniowania, PWN, Warszawa 1959, $ 4 (s.40).
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I(v)

v

Rysunek 10.2: Lorentzowski ksztalt linii widmowej

oscylator z potencjatem oscylator z potencjatem
harmonicznym i
A y V(x) A anharmonicznym

ylve

Rysunek 10.3: Oscylator z potencjatem harmonicznym i anharmonicznym

AANA

Y

V(x)

I(y)

Rysunek 10.4: Natezenie pola ze sktadowymi harmonicznymi w, 2w, 3w
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Rysunek 10.5: Schemat rezonatora

10.3 Teoria laser6éw. Pierwszy rzad rachunku zaburzen

Modelem lasera bedzie u nas rezonator, w ktérym znajduje sie pewien osrodek aktywny, oraz
zadane jest pole elektromagnetyczne. W teorii Lamba pole elektromagnetyczne traktowane jest
klasycznie, natomiast do atoméw w rezonatorze stosuje si¢ prawa mechaniki kwantowej. Dziatanie
pola elektromagnetycznego na oérodek powoduje powstanie polaryzacji, ktéra opisywaé bedzie
wektor polaryzacji P(r,t). Z drugiej strony, zgodnie z réwnaniami Maxwella, polaryzacja jest
zrodtem pola elektromagnetycznego. W ten sposéb powstaje ” samouzgodnienie - pole indukowane
powinno byé réwne polu wyjsciowemu. O atomach znajdujacych sie w rezonatorze zakladamy, ze
posiadaja one jedynie dwa poziomy energetyczne a i b, Rozwazany rezonator umieszczamy wzdtuz
osi z ukladu. Rezonator ten jest wneka otwarta o dlugosci L. (p.rys. 10.5) rzedu 100 cm. Wneka
taka, jak wynika z rozwazan Foxa i Li,'' posiada przeliczalng iloéé quasimodéw, czyli modéw
wlasnych o zespolonych wartoéciach wtasnych. Kazdy quasi mod posiada pewien wspotczynnik
straty (ucieczki), scharakteryzowany wskaZnikiem dobroci . Chodzi tu o straty energii przy
odbiciach od zwierciadel. Straty sa mate, jesli @ — oco. Spoérdéd quasimoddéw wneki najwicksza

dobro¢ posiadaja mody o symetrii osiowej, roztozone wzdluz osi z, o czestoéciach kolowych
Q= —, (10.30)

gdzie ¢ - to predkosé Swiatla, a n to tzw. wskaznik modu Dla modéw optycznych bierze sie n
rzedu 2 x 108, Oprécz tych modéw o maksymalnej dobroci istnieja mody nieparzyste, o mniejszej

dobroci, o czestosciach réznigcych sie od czestosci modow parzystych o ok. 1 MHz.

11A.G. Fox and T. Li, Bell. S.T. Journ., 40 (1961), 61.
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10.3.1 Roéwnania pola elektromagnetycznego

Roéwnania Maxwella dla pola elektromagnetycznego we wnece maja postaé

rot E = fa—B, divD =0

ot
D
rotH=J+ 867’ divB =0, (10.31)
D=¢E+P, B=puH, J=0E. (10.32)
Jedli chodzi o réwnanie J = oE. to rzeczywistego pradu nie ma, natomiast o zwiazane jest

ze wspélczynnikiem dobroci @) i wyraz oE opisuje straty energii, np. na zwierciadlach itd. Za

pomoca prostych przeksztalcen z ukltadu réwnan (10.31-10.32) otrzymujemy réwnanie falowe

O°E 0°P

trot E — = U0 =75
rotro + Uoo o2 Ho o2

ot =+ to€o

(10.33)

Ze wzgledu na symetrie urzadzenia laserowego (p. rys. 10.5) interesowaé nas bedzie jedynie z-owa
sktadowa operatora rot rot: rotrot — —9E?/022%, gdzie E oznacza poprzeczng sktadowa wektora

E. Sktadowe 92/0y?, 0% /02 pomijamy. Pola E i P rozktadamy na funkcje modéw whasnych:

E(z,t) = > Aut)Un(2), (10.34)

P(z,t) = Y Pu(t)Un(2), (10.35)
! L

P,(t) = %/dzp(z,t) sin K, z. (10.36)
0

U, (z) jest funkcja wlasna modu (nie znormalizowana)

Un(z) =sin Kz, (10.37)
gdzie K, jest liczba falowa modu
nt  Q,
K,=—=—, 10.
L c (10.38)

n - duza liczba dodatnia, €2, - czesto$é n-tego moddu. Wstawiajac rozwiniecia (10.34)-(10.36) do

réwnania (10.33), otrzymujemy réwnanie na namplitudy A, i P,

2 2
PAy o dhy oy 1d Pu(t)

10.39
dt2 €0 dt €0 dt2 ( )

Roéwnanie (10.39) jest zwyklym réwnaniem oscylatora harmonicznego tlumionego. Dalsze przy-
blizenie polega na tyn, ze faz¢ P,(t) traktujemy jako monochromatyczna o czestosci kotowej v,
przy czym v ~ €, ~ w (v - czesto$¢ fali wychodzacej, €2, - czesto$¢ modoéw wneki, w - czestosé
rezonansowa atomu). Przy zalozeniu monochromatycznosci Py, (t):

0?P,(t)
ot?

~ V2P, (1). (10.40)
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Przewodnos¢ o okreslona jest wzorem
€V

o=— 10.41
0. (10.41)
Po uwzglednieniu (10.40) i (10.41) réwnanie (10.39) przybiera postaé
d?A, v dA, V2
— 0%A, =—P,. 10.42
dt2 Qn dt + " €0 ( )

W zwyklym laserze odstep miedzy modami A jest rzeadu 150 MHz i jest znacznie wiekszy od
szerokosci linii modu rezonatora v/Q,,, ktéra jest rzedu 1 MHz.

Rozwiazan réwnania (10.42) poszukujemy w postaci

An(t) = Ey(t) cos[cosvpt + ¢, (t)], (10.43)

P(t) = Cy(t)cos[vnt + @n(t)] 4+ Sn(t) sin[vnt + on(t)] (10.44)

gdzie E,(t), on(t),Cn(t) 1 Sn(t) - to wolnozmienne funkcje czasu. C,, nazywamy wspétczynni-
kiem kwadratury, a S,, wspdlczynnikiem fazowym. Niewiadomymi sa F,, (t), o, (t), Cp(t), Sn(t)
i czestoscl vy,. Obliczajac pochodne czasowe wyrazenia (10.43) i odrzucajac czlony zawierajace dru-

gie pochodne, otrzymujemy
4, = E, cos(Unt + @n) — En(Vn + ©n) sin(vnt 4+ ©n),
A, = —2En(l/n + on) sin(vpt + on) — En(vn + %)2 cos(Unt + pn) (10.45)

= 72E'n(1/ + on) sin(vpt + 0n) — En (I/TQL + 2¢0nvp) cos(Vnt + ).

Podstawiajac (10.45) i (10.44) do réwnania (10.42) i poréwnujac czynniki przy funkcjach sinus i

cosinus (zgodnie z naszymi zalozeniami (v, + ¢, ), otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan:

1
(Vn + Qon - Qn)En = 7710n; (1046)
260
. 1 v 1v
E,4+-——FE,=———85,. 10.4
+ 50, 2605 (10.47)

10.3.2 Polaryzacja osrodka

Uktad atomowy znajdujacy sie w rezonatorze, to po prostu gaz o pewnej temperaturze (dyskutu-
jemy teorie laseréw gazowych).

Atomy gazu poruszaja sie z pewna predkoscia v, wigc jesli w chwili ¢y atom byl w punkcie rg,
to w chwili ¢ > ¢y bedzie w punkcie ro + v(t — tg) (jesli pomijamy zderzenia) Rozwazane atomy
we wnece posiadaja 2 stany energetyczne a i b, wiec funkcje falowa atomu przedstawi¢ mozna jako
kombinacje liniowa;:

) = a(t)]a) + bOIB), (10.48)
przy czym

la> + 6> =1, (ala) =1, (b]b) = 1.
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Jesli moment dipolowy atomu oznaczymy przez D, przy czym

0
D= ©,

o 0

woéwcezas element macierzowy przejscia miedzy stanami a i b jest réwny
g = (a|D|b). (10.49)

Jesli na atomy we wnece dziala pole E(r, t), to w chwili ¢ > ¢, dziataé bedzie pole E[ro+v(t—to), t].

Oddziatywanie pola z atomem okresla zwiazek
rV (t) = —pE[ro + v(t — to), ], (10.50)
natomiast Srednia warto$¢ operatora momentu dipolowego jest w tym wypadku réwna
(¥|Dy) = (@b + ab)p, (10.51)

g jest rzeczywiste. Sktadowe a(t) i b(t) spelniaja réwnania

i = Wea+V(t)b— %z”ya
. 1
ib = Wib+V(ta— i, (10.52)

gdzie v, 1 v, sa pewnymi stalymi wspélczynnikami fenomenologicznymi:1/vy, i 1/, - to czasy
zycia atomu na poziomach a i b, AWa i AW, - to niazaburzone energie stanéw a i b, a element
macierzowy V (t) dany jest przez (10.50).

Atom opisamy jest funkcja falowa (10.48), mozna réwniez opisywaé¢ macierza gestosci p:

a 2 a/g aa a
p(a7r07t07vat) = | | = p pab 5 (1053)

ab |b|? Pba  Pbb

ktéra spelnia nastepujace réwnanie ruchu'?

p=—ilH, p] - (1/2)(Tp+ pI), (10.54)
gdzie I jest macierza ttumienia
o« 0
r—| " , (10.55)
0

natomiast H oznacza hamiltonian uktadu,

W, V(t)
H= . (10.56)
V() W,

12Formalne rozwiazanie r. (10.54) ma postaé p(t) = S(t)p(0)§' (t) przy czym
S(t) = Texp[—1 foto (H(t') —T'/2)dt], gdzie T oznacza operator uporzadkowania chronologicznego. Poniewaz S nie

jest operatorem unitarnym, zatem réwniez r. (10.54) nie zachowuje $ladu.
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Czynnik —(1/2)(T'p + pI'), wystepujacy w réwnaniu (10.54) i zwany operatorem dyssypacyj-
nym (lub dyssypatywnym), jest czynnikiem odpowiedzialnym za nieodwracalnosé i powodujacym
stochastyczne przejécia do stanu podstawowego. Zalozenie, ze macierz gestosci zmienia sie w
spsodb okreslony przez réwnanie (10.54) (réwnanie von Neumanna + czynnik nieodwracalny), jest
istotnym punktem teorii Lamba.

Jako stan poczatkowy dla ewolucji okreslonej przez (10.54) wybieramy stan

10
p(aerat()aV,t) = . (1057)
0 0
Srednia warto$¢ momentu dipolowego D jest réwna
(D) = p(pa + po)- (10.58)

Dla obliczenia polaryzacji P(r,t) (wielkosci makroskopowej) podsumowaé nalezy przyczynki po-
chodzace od wszsytkich atoméw znajdujacych sie w stanie a i w chwili ¢ bedacych w punkcie r i
analogiczne przyczynki pochodzace od atoméw w stanie b. Oznaczajac przez A\, (ro,to, V) liczbe
atomoéow wzbudzonych do standéw o = a,b w jednostce czasu przypadajacych na jednostkowa obje-

tos¢ oraz jednostkowy interwal predkosci, otrzymujemy

Prt) = p Y /tdto/dro/dv)\a(ro,to,v)

a=a,b_ "

X [pab(oz, ro, to, v, t) + pa(a, ro, to, Vv, t)} (5(1‘ —rp—v(t— to)). (10.59)

Po przecatkowaniu po drg otrzymujemy

P(rit) = o Y, /tdto/dro/dv)\a(ro,tg,v)

a=a,b_"

X [pap(a,r = v(t —tg), to, v, 1) + c.c], (10.60)

skrét c.c. oznacza czlony zespolone sprzezone (od ang. complex conjugated). Uzywaé réwniez
bedziemy macierzy gestosci, opisujacej atomy, ktére w chwili ¢ znajduja si¢ w punkcie r i posiadaja
predko$¢ v, niezaleznie od rg,ty i ich stanéw wzbudzenia o = a,b. Oznaczajac te macierz przez

p(I‘, v, t) mary

t
p(I‘,V, t) = Z / dto/dl‘o/dV/\a(I'o,to,V)

a=a,b

X

pla,ro, to, v, 1) (r —ro — vt + vip)). (10.61)

10.3.3 Calkowanie réwnan ruchu

Rozpisujac réwnanie ruchu (10.54) na odpowiednie sktadowe, otrzymujemy

Pab = —iwpab — YavPab + 1V (t)(Paa — prb),
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gdzie

paa =  —YaPaa + ’LV(t) (pab - Pba),

oo = —Ypro — iV (t)(Pab — Pra),
Pba — ﬁalﬂ
1
Yab = 5(% + ),

w = W,—Wy,>0.

(10.62)

(10.63)

(10.64)

Rozpatrzymy na poczatek przypadek, kiedy ¢t = g, paa = 1,000 = pp = pra = 0. Rozwiazanie

w dowolnym rzedzie rachunku zaburzen otrzymujemy metodsa iteracji. W zerowym przyblizeniu

mamy

w pierwszym rzedzie

w trzecim rzedzie

gdzie

pg;)(aa ro, to, v, t) = eXp[—'ya(t - tO)L

sz) (aa ro, t07 v, t)

= i/dt’V(t’) exp|(Vap + iw)(t" — 1) + 74 (to — t')],

0

t

P2 (a,ro, to, v,t) = i/dt/V(t’)[pg%)(mrmtmv,tl)

to

_pl()i) (au To, t07 v, t)] eXp[(’Yab + ZUJ) (tl — t)]7

tl t//
parostov.t) = [t [arrvieyvien)
to to

< {explya(t” =) + (yab + iw) (" = t") + va(to — )] + c.c}

t/ n

o2 (a,0, to, v, t') / dt” / "V V(")
to to

X {expyp(t”" — ") + (Yap + iw)(#" —t") + valto — t")] + c.c} .

10.4 Pierwszy rzad rachunku zaburzen

Dla wyznaczenia polaryzacji P(r,t) obliczy¢ trzeba calke

t

pfﬁ)(a,r,v,t) = /dtop(%)(a,ro =1 — vt + vig, to, v, t).

— 00
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W powyzszym réwnaniu zaburzenie V (t') oddzialywuje na atom, scharakteryzowany wielkosciami

rg =r — vt + vtg, tg, v, tg. Dla tych argumentéw zaburzenie
n_ 8 N !
V(') = —gE(r —v(t—1t),t) (10.71)
nie zalezy od tp, wiec mozna w (10.70) wycalkowaé po to i podstawié A\, = A, (t = to) (przy
zalozeniu ze A, jest wolnozmienna funkcja ¢g). Rozpatrujemy teraz wyrazenie typu

t t
/dto/dt'F(t,t’)exp[’ya(to —t")], (10.72)
— 00 to

charakterystyczne dla I-go rzedu rachunku zaburzefi. Zamieniajac w (10.72) porzadek catkowania,

otrzymujemy
t t’
/dt’ / dtoF(t,t") explya(to — t')]
—00 —00
t

1
=— [ dt'F(t,t). (10.73)

Zakladamy obecnie, ze generacja promieniowania laserowego zachodzi na M modach rezonatora,

tak ze

M
E(r,t) = > E,(t)Uy(r) cos (V#t + %(t)), (10.74)

pn=1

gdzie E,(t)i ¢, (t) sa wolnozmiennymi funkcjami czasu. Wstawiajac (10.74) do (10.71) i (10.66) i

pomijajé wyrazenia zawierajace exponenty typu expli(w + v,,)t'], otrzymujemy

1o da(r,vit) S5
(1) _ g2 AqlX, V,
poy (@, r, v, 1) = —5ir E / dt'E, (") Uu(r —v(t —t))

=Ty

x exp[—i(vut + u(t'))] expl—vap + i(v, — w)|(t —t'). (10.75)

Zakladajac dalej, ze E,(t') i ¢,(t') nie zmieniaja si¢ zbytnio w czasie 1/7,, mozna uznaé je za

stale i réwne swym warto$ciom w chwili ¢. Podstawiajac 7" =t — ¢’ otrzymujemy

1 o Au(r,v,t) M
1 . a\ly vV, .
phy (0w, v, 1) = —5i 5 SR S TR (1) exp {—ilvat + (1))}

oo
X /dT’UH(I‘ —v7')exp{—[Vap + i(w — v,)]7'}. (10.76)
0
Odpowiednio polaryzacja o$rodka w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen jest réwna

i 9% Aa(r, v, 1) o
P (a,r,v,t) = —§f+ Z E, ()< exp[—i(v,t + ¢,)]
a =1

X /dTIUM(I' —v1') exp{—[Yap + i(w — VH)]T/}} + c.c. (10.77)
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stan podstawowy

Rysunek 10.6: Przejscia ze stanu a do b

Funkcje Ay (r,v,t) (o = a,b) przedstawi¢ mozna w postaci
Aa(r,v,t) = W(V)Au(r,t), «=2zb, (10.78)

gdzie W (v) jest pewna funkcja rozktadu predkosci atoméw (np. rozktad typu Maxwella), a A, (r, )
jest liczba atoméw wzbudzonych do stanu a w jednostce czasu i jednostce objetosci. Poniewaz
zalozylismy, ze pole E zalezy tylko od jednej wspolrzednej z, wiec zamiast W (v) rozwazaé bedziemy
W(v), gdzie v jest zetowa skladowa predkosci v. Odpowiednio, zamiast r bedziemy mieli z. W
wypadku atoméw, znajdujacych sie w stanie b, sytuacja nieco sie komplikuje, bowiem jednym ze
sposob6éw wzbudzenia do stanu b sg spontaniczne przejécia ze stanu a (p. rys. 10.6). Zjawisko to
uwzgledni¢ mozna, zastepujac A\y(2,v,t) przez A\p(z,v,t) + flgammagp)aa(z,v,t), przy czym f jest
tzw. czynnikiem rozwidlenia:

p(a — b)
pla — b) +pla—0)’

f =
p(a — b) oznacza przwdopodobienstwo przejs$é ze stanu a do stanu b. Dla prostoty przyjmuje sig,
ze f = 0. W tej sytuacji polaryzacja P(b, z,v,t) atoméw znajdujacych sie w stanie b wyrazi sie
w sposéb analogiczny do (D2.44), z tym, ze trzeba zamieni¢ miejscami indeksy a i b. Calkowita
polaryzacja
P(Z7 v, t) = P(CL, Z, 0, t) + Pb(Z, U, t)
proporcjonalna bedzie do wielkosci

N(z,t) = A"z’t) - Ab(;b’ 28 (10.79)

ktora nazywa sie gestoscia wzbudzenia (wzglednie inwersja populacji). Polaryzacja P (z,t) wyrazi

sie teraz jako

PO (z,1) = p / duW (v) [pfﬁ,) (a,2,0,8) + p3) (b, 2,0, 1) + c.c.] (10.80)
ZnaleZ¢é teraz musimy skladowa polaryzacji odpowiadajaca n-temu modowi rezonatora (wneki):
) L
P(t) =+ /dzP(l)(z,t)Un(z). (10.81)
0
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W (10.81) pojawi sie wyrazenie typu U, (2)U,(z — vt’), ktére moze by¢ zapisane jako

sin K,z sin K, (z — ot’) = % cos{(L, — K,)z + K,vt'}

—%cos{(Kn +K,)z— K,ur'}, (10.82)
p réwniez (10.36) 1 (10.37). Drugi czlon w wyrazeniu (10.82) jest wyrazeniem szybko zmiennym,
ponadto rozklad W (v) jest na ogdl parzysta funkcja predkosci, tak wiec z (10.82) istotny wkiad

do catkowania da wyraz

1
5 cos (L, — K,,)z] cos Kvt'.

Opuszczjac indeks p (wszystkie rozpatrywane mody maja zblizone liczby falowe K = v/c), otrzy-

mujemy nastepujace wyrazenie na polaryzacje

P(l) Z t) exp[—i(vut + )] Nn—p
X / dvW (v)[D(w — v, + Kv)] + c.c., (10.83)

gdzie wprowadziliény oznaczenie

1
Dw)= ——, 10.84
(w) P (10.84)
natomiast
. L
Tz
Ny = 7 /dz N(z,t) cos [(n - u)f] (10.85)

0
jest przestrzenng skladowa fourierowska gestosci wzbudzenia N(z,t). Zakladamy, ze rozktad W (v)

jest rozktadem predkosci Maxwella:
W (v) = (um)'/? exp(—v*/u?), (10.86)

gdzie u? jest érednim rozktadem pfredkosci, zwiazanym z temperatura bezwzgledna gazu T znanym
zwiazkiem

1
5mu2 = kgT, (10.87)

przy czym m to masa atomu, a kp - stala Boltzmanna. Przecatkowujac (10.83) z rozkladem

(10.86), otrzymujemy

Pgbl)(t) = 2hKu{ZE ) exp[—i(vt + @pu(t))]
X Npsu(t)Z(v, —w)+ c.c}7 (10.88)
gdzie funkcja Z(v — w) zdefiniowana jest jako
Z(v —w,YapKu) = iKu/OOdT expli(v — w)T — YabT — iKguzTg]. (10.89)

0
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Wprowadzjac nowe zmienne

C=¢+in, (10.90)
gdzie
v—w

$=Zeu (10.91)
= Z{“Z (10.92)

zapiszemy funkeje (10.89) w postaci

¢
Z(¢) =2i / dt exp [—(t* + ¢?)] . (10.93)
—oo+i

Funkcja Z(() jest funkcja zmiennej zepolonej ¢ i jest znana z teorii dopplerowskiego rozszerzenia
linii widmowej (tzw. caltka dopplerowska). Istnieja tablice funkcji Z (¢ +in)*? (tzn. odpowiednio
czedel rzeczywiste] Re Z 1 urojonej Im 7).

Uwzgledniajac réwnanie (10.44), otrzymujemy

1 p* —
W = 2 ® Nz, -wkE 10.94
Sy 57 g Vi (v — w)E,, (10.94)
oM — 1 o’ NRe Z(v,, —w)E, (10.95)

" 2h Ku ’
gdzie
. L

N = Ny(t) = Z/dzN(z,t) (10.96)

0

jest gestoscia wzbudzenia, usredniona po objetodci wneki. Z réwnania (10.47) otrzymujemy

1 1
" B, -LsWm, (10.97)

B lv
2Qn . 2¢9 "

Jezeli E, = 0, wéwczas otrzymujemy proste réwnanie
2
O — 1
NIm Z (v, —w) = —.
hKu (v ) Q.

Z réwnania tego wyznaczy¢ mozna v, (tzw. przesuniecie czestosci - ang. frequency pooling, wzgl.

(10.98)

frequency pushing), gdy pozostate wielkosci sa znane.

Dla dalszej dyskusji potrzebne nam beda pewne wlasnosci catki dopplerowskiej (10.93). Cal-
kowanie w (10.93) przebiega po plaszczyznie zespolonej, (rys. 10.7) po konturze A0, B, C(£ oraz n
zdefiniowane sa wzorami (10.90) i (10.91)). Calke po drodze A0, B, C' mozna rozbié¢ na sume calek:

[ =]

A0BC A0 0B BC

13p. np. B.D. Fried and S.D. Coute, The Plasmon Dispersion Function (Hilbert Transform of the Gaussian), New
York 1961.
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C('naé)
‘4— B(0.9)

(n0) 0

Rysunek 10.7: Plaszczyzna calkowania caltki dopplerowskiej

czyli
1 23 1§—n
7z = 2ie ¢ §7r1/2—|—/e_t2dt—|— / e ay
| 0 3
r 3 -n
= 2 ¢ %wl/eri/eIQd:c +2i672i5”+’72/67“3/272”5@3'.
L 0 0
Zakladajac, ze
Yab
= 1
"= Ku <h

mozna z dobrym przyblizeniem stosowaé nastepujace rozwiniecie
¢ = e (EHin)? L —€7-2in

= (1 - 2ien), (n* — 0).

7 kolei

-n

22 _9iex!
/e—‘l/ 2i€x d(E/ ~ —.
0

Uwzgledniajac powyzsze approksymacje, otrzymujemy

1
Z(€,n) ~ (1 — 2ien)e™¢ |in?/2 — Q/ewzdx — 2in.
0

Cze$é rzeczywista i urojona wyrazenia (10.100) sa odpowiednio réwna

3
ReZ(&,n) = Z, = et —Q/eﬁdac—l—%mrl/z ,
0
£
ImZ(¢,n) = Zi=e * 4§n/e”2dx+7r1/2 —om.
0

220

(10.99)

(10.100)

(10.101)



Dla matych n wyrazenie (10.101) zastapi¢ mozna przez

¢
Z, o~ _26752/612@:’

0
Zi =~ qpi/2e€, (10.102)

Podstawiajac wyrazenie na Z; do réwnania (10.98), otrzymujemy

2 2
P w12 Up — W 1
——N - = —. 10.1
hKu ™ exp[ ( 0 ) 1 0. (10.103)

Przy uzyciu A = 27/ K - dlugodci fali, przepiszemy (10.103) w postaci

ez ¢, p®— Vp — W 2 1
2 —A—N - =—. 10.104
ﬁ471’€0h6 ut e P [ ( Ku > Qn (10.104)

Czynnik e?/(4meghc) jest znang w teorii linii widmowych staly struktury subtelnej , oznaczana

przez a i réwna w przyblizeniu 1/137. Wielko$é NA(g/e)? wyznacza liczbe atoméw wzbudzonych,
znajdujacych sie w cylindrze o dlugoéci A i powierzchni przekroju poprzecznego (gp/e)?. Dla
generacji promieniownia niezbedne jest, by gestoéé wzbudzenia N nyta proporcjonalna do exp|(v, —
w)?(K u)~?]. Czestosé wypromieniowanej fali obliczamy z réwnania (10.95) i po potozeniu ¢,, = 0

otrzymujemy

Zy (v — w). (10.105)
Z réwnania (10.98) wyliczamy N i wstawiamy do (10.105):

1 v Z(vp —w)

= =5 5 10.106
v 2 Qn Zz(Vn - W) ( )
Wielkosci v,, — 2, oraz v, — w nazywamy rozstrojeniami (ang. detuning).
Uwzgledniajac przyblizenie (10.102), otrzymamy
1 6’”
174 2
Up —Qp = —— /dmez , (10.107)
VT Qn
jesli yap/Ku < 1, oraz &, = (v, —w)/Ku. Rozwijajac catke fo " exp(x?)dx w szereg
&n
z?2 1 3
dze® =&, + gfn +... (10.108)
0
i biorac tylko pierwszy wyraz rozwiniecia, mamy
Vp —Q 1 v
n LRy =S 10.109
Up — W VT Qn Ku ( )

Lamb nazywa S czynnikiem stabilizacyjnym (ang. stabilization factor). Dla laseréw S < 1, np.

S = 1/800, natomiast dla maseréw (np. dla masera amoniakalnego) S > 1. Wzér (10.109) wyraza
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liniowe przeciaganie czestosci (ang. linear pulling) - rozstrojenie v, od ., jest proporcjonalne do

réznicy w— v, Uwzgledniajac drugi wyraz rozwiniecia (10.109), otrzymujemy ” liniowe przecigganie

1/Q,—w 2
1+3< u )] S, (10.110)

L
czestoscl”

przy zalozeniu 4/ Ku < 1.

10.5 Trzeci rzad rachunku zaburzen

10.5.1 Obliczenie polaryzacji w trzecim rzedzie rachunku zaburzen
Obliczymy teraz skladowa polaryzacji PT(LB)(t)7 korzystajac z réwnan (10.36), (10.60), (10.67)-
(10.69). Zgodnie z tymi réwnaniami
L
Gy = 2 [ PO (s )i
Pt = 7 P (z,t) sin(Kpz) (10.111)
0

t 00

L
2
— fp Z /dz/dto/dv/\a(z,to,v)
a=a,b

’ — 00 — 00

X |:pz(z?l))) (a,z —v(t —to),to,v,t) + c.c} .

Zgodnie z (10.67)-(10.69)
t t/ t”
Py (@, z = vt = to), to, v, 1) = —i / dt’ / dt” / dt"'v (V" )V (")
to to to
X{@Xp[’ya(t” —t/) + (P)/ab +iw)(t/” —t/,) +’Ya(t0 —t”/ﬂ

—exp [y (" —t') + (Yab + iw) (" —t") + valto — )] + c.c.}
X exp(Yap + iw) (" —t). (10.112)

We wzorze (10.112) wystepuje catkowanie typu

t t t t"’
/ dto / dt’ / dt” / dt""F(t, 't ") exp[—v. (£ — t0)],
—0o0 to to to

ktore po zamianie granic catkowania sprowadza sie¢ do
t
/ dto exp|—va[(t" — to)]

t t/ t”
/ dt’ / dt" dt’ / dt’"' dt’

t t/ t”
1
=— / dt’ / dt”/dt”’F(t,t’,t”?t’”)‘
rya—OC —00 — o0

1"
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Po zamianie zmiennych
T=t—t, =t -t =t -t (10.113)

i odtzuceniu skladnikow, ktére moga mieé¢ charakter nie-rezonansowy, otrzymujemy nastepujace

wyrazenie na pﬁ) (z.0,t)
psz)(z.ut) = glﬁ (z,t ZZZE E,E,

X {exp [—i(uut + o) Hi(vpt +¢p) —i(@ot + ¢o)

X /dT//dTH/d "U(z = v U,u(z — o’ —0r")U, (2 — o7’ — 07" —07"")
0 0

"

+ exp [— [(Yab — iy + iV — v + iw)T + (Yo + iv, — iVe)T

T (ab i — i)t ]] T exp[ (v + pu) — i(upt + 9p)ilwat + 00)]

o0 oo oo
X /dT//dT///dTWUH(Z — o \Uu(z — v’ — o U, (2 — v’ — 07" —07")
0 0 0

1

X exp { [(Yab — iV + iV — v + iw)T + (Yo + iv, — iVe)T

+  (Yab +iw — m,)T”']] }
+ to samo z przestawionymi indeksami a i b. (10.114)

(3)

Przy liczeniu P,;”’ pojawiaja si¢ calki typu

L

% /dz N(z,t) Up(2)Uu(z — 7" )Uu (2 — 7" — 07" )U,u(z — o7’ — 07" —07™").
0

Uwzgledniajac (10.37) i odrzucajac czlony szybko zmienne oraz nieparzyste wzgledem v (bedziemy
catkowaé z czynnikiem exp(—v?) w granicach —oo,+00) z kombinacji 4 funkcji U,,U,,U,,U,

pozostanie

1
3 cos(K, — K, + K, — K,,) z cos Kv(t"" — 7')
+cos(K, — K, — K, + K,) z cos Kv(t" — 7') (10.115)

+cos(K, + K, — K,, — K,,) z cos Kv(7" + 27" + 7" |.

223



Wstawiajac (10.115), (10.114), (10.78) do (10.111), otrzymujemy
. 1. et
3)(4) —
0= LYY B,
wop o

X {exp {—i(uﬂt + o) +i(vpt + ¢p) —i(at + gog)}

o0 o0 o0 1
X /dT'/dT”/dT'" (Npgﬂtn exp {—4(Ku)2(7'/” —’7'/)2:|
0 0 0

1

1
4(Ku)2(7"” + T/)2:| + Npto—p—n €Xp {—

J'_pra*;ﬂrn exp |: 1 (K’u,)Q(T/ + 27" 4 7_///)2:|>

X exp [—(%b — Wy + i, — e +iw)T = (Yo + i, — )T

—(Yap +w — iVU)T///:| + exp {—i(uﬂt + o) — iVt + ¢,)

oo oo 1
+i(ygt+gog)] X /dT’/dT”/dT”’ o—o+j—n XD {4(Ku)2(7”/ T/)2:|
0 0 0

1

1
+Np—g—ptn €Xp [—4(Ku)2(7'”' + 7'/)2} + Npto—p—n€xXp { 4(Ku)2(7'/ + 27" + 7"”)2}

X exp [(%b — iy — Vp iy +iw)T — (Y — i) + Vo) T — (Yap + Ve — z‘w)T”’] }
-++to samo z przestawionymi indeksami a1ib. (10.116)
Wz6r (10.116) upraszcza sie znacznie w 2 przypadkach:
1. dlaw =0, tzn. T = 0 (zero bezwzgledne,
2. dla Ku>> yap = (1/2)(7a + %) (tzw. granica dopplerowska.

W przypadku 1) wzér (10.116) redukuje sie do
P<3>(t—i'p—4 E.,E,E
0= G EEE B

X exp {—i(uut + @) +Hi(vpt + ¢p) —i(pat + cpg)]
X[Np—otp—n+ No—o—ptn + Npto—p—n] (10.117)

xD(v, — v, — Vs +w) {Da(yp — Vo) + Dy(v, — 1/0)]

X [D(w — V) + D(v, — w)] +c.c.,

gdzie D(w) okreslone jest przez (10.84), natomiast

B 1
Y Fiw’

D, (w) a=a,b. (10.118)

W przypadku 2) catkowanie z funkcja exp[—(1/4)(Ku)?(7"" —1')?] zastapi¢ mozna przez catkowanie

z funkcja delta Diraca

2y/m m
Tou o(r" —1"). (10.119)
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Po wycatkowaniu z funkcja (10.119) i pominigciu innych wyktadnikéw typu exp[—A(Ku)?], gdzie
A > 01 nie zalezy od w, (10.116) zredukuje sie do

P7(LB)(t) = % [(Kihg,)] ZZZ ENE)UEU

1 1
XNp—o—O—,u—n{D ((.L) — 51/# + 5 p — I/U)

X {Da(up — V) + Dy(v, — 1/0)] (10.120)
X exp [z‘(uﬂ —Vp + V)t —i(pp — pp + %)]

1 1
+D <_2’/u ~ 5V + VU> [Da(yg —v,) + Dy(ve — l/p):|

X exp[—i(l/# + v, — Vo)t — iy + 0p — gog)] } + c.c.

10.5.2 Przypadek 1-modowy

Wzér (10.120) opisywal sytuacje, kiedy bylo N modéw we wnece (rezonatora) i sumowanie po
11, p i o przebiegalo do 1 do N. W przypadku 1-modowym z potréjnej sumy > >° >, w (10.120)

pozostaje 1 wyraz

iv/aNp*
PP(t) = 163y Ku Yab [D(w — vy) + D(0)]

xE® exp|—i(vpt +¢n)]  + cec. (10.121)

W celu wstawienia do réwnan ruchu (10.46), (10.47) obliczamy cze$é rzeczywista i urojona wyra-

Zenia (10.121)

\/7?* 94%117
CcP(t) = 5 Ve Ku (w—vp)L(w — 1) E3, (10.122)

ﬁ N 9471117
SE(t) = 3 N Sy Ku [1+72,L(w—vy,)] E3, (10.123)

gdzie L(w — vy,) jest funkcja Lorentza

1
L(w— = . 10.124
(OJ l/n) 'ng + (UJ _ 1/)2 ( )
Poniewaz w 3-cim rzedzie przyblizenia
C, = CcWyod®
S, = SIM4+83, (10.125)

gdzie OV i SV sa dane wzorami (10.94) i (10.95), wigc réwnanie (10.125) przepisa¢ mozna w
postaci

En = —anE, — BnE3, (10.126)
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gdzie

2
v ~ K
n = - N Zi(vp —w), 10.12
« 50, TN oe nrcn Ll =) (10.127)
V\/EN@AL 2
L= VTN 2 )] 10.128
b 16€e9h v, v Ku [ bl - )] ( )

Wspétezynniki v, 1 8, wyrazimy przez wzgledne wzbudzenie N, zdefiniowane jako
N
N=—, (10.129)
N
gdzie Nt jest tzw. wzbudzeniem progowym (T od ang. threshold (prég)). W l-szym rzedzie

przyblizenia mieli$my
2
o

L N
Q, €ehKu T

co odpowiada réwnania (10.98) dla w = v, (rezonans). Obliczajac Nt z warunku (10.130) i

(10.130)

wstawiajac do poprzednich réwnan, otrzymujemy

v [ Zi(v, —w) B
= 55~ [ Z.0) N 1] (10.131)
oraz
. ﬁ 14 92
=35 4 N i) (1 e o)

Zakladajac, ze E,, # 0, otrzymujemy z réwnania (10.126) nastepujacy warunek stacjonarnosci (tzn.

stant E, = 0)

2 _ an _ 8lZi(vn — )N = Zi(0)]yayeh?
P = Bn VAL +12L(m —w)Ng? (10.133)

Z réwnania (10.46), ktadac ¢, = 0, otrzymamy nastepujace wyrazenie na czesto$é drgan vy,:

1 v .
— _ - (1) (3)
v, = Q, PN (C’n + Cy ) . (10.134)

Zakladamy, ze v, ~ ,, podstawiajac wiec we wzorze (10.122) Q,, zamiast v, otrzymamy

Vp = Q4 0 + ppn B2, (10.135)
gdzie

-

v N
n = Zr (8 — w), 10.136
7 2¢phKu ( w) ( )

Vvt N

n = ——a————Yab(n — w) L(Qp — w). 10.137
P = Toeoltmugmkn b(2n — w) L(Qn — w) ( )

Whprowadzajac do powyzszych wzoréw wzbudzenie A (10.129). otrzymujemy
vl N(Q, —w)

= e W) 10.1
" T9Q, Zi(0) (10-138)
oraz
VU N
n = b2 — w) L(,, — w), 10.139
o= 16 Qui Zi(0) P ) EEn ) 0159
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tak, ze po podstawieniu do (10.133) mamy

anZ PnQn _ v Zz(Qn - W)N 1 ';/ab(Qn - W)
6n 2 Qn Zi(o) 27@1) + (Qn - W)Z
= vy —Qn—0n. (10.140)

Uwzgledniajac tylko pierwszy rzad rachunku zaburzen, otrzymali$ny wynik (10.106):

1 v Z(vy —w)
Y3 = 2Qn Zi(vn —w)’
w ktérym czestos$é lasera byla funkcja jedynie rozstrojenia (detuning). Natomiast w (10.140) zalezy
réwniez od poziomu mocy promieniowania (E2).

Prawa strona w (10.133) jest réwniez funkcja 2 wielkosci &, i N, gdzie

Q, —w
bn = Ku -~
Analogicznie
Vp — Q= f(&n,N) = A, N + By, (10.141)

gdzie A,, B, - pewne stale. Interesuje nas znak zmiany czestosci, tzn. czy Q, < v,, vzy tez

odwrotnie. Traktujac v/Q, jako stalg (u Lamba jest ona rzedu 106s71), otrzymujemy

A _ 14 Zr(Qn — w)[2fy§b + (Qn B W)Q]
" 2Q, 2792, 4+ (2 — w)?
Zi( — w)Yap(§n —w) | (10.142)
27ap> + (2n — w)?] - Zs(0)
Warunek 4, < 0 daje
Zl(Qn — w)
9 O —w)? < —ap (D — 10.14
Yo + (@ =) < (@ ) L (10.143)
W przyblizeniu &, < 1
Zi(Qn —w) _ 7!/ exp(—€2) __ VT _Ku (10.144)
Zr(n —w) 2 exp(—&2) fog exp(z?)dx 2 O -w
i warunek na zmniejszenie czestosci (10.143) przyjmuje postaé
2z + (Qp — w)? < VT2 yap K w. (10.145)

Wprowadzimy teraz bezwymiarowe natezenie I,, (nazywane réwniez parameterm nasycenia)

1 (9En)? _ 4 Zi(Qp —w) = N1
2 B2y, VT 1492 L(Q —w)

_ 4 {exp l (Q’;(;“)Z] /\/1}

Warto$é progowa wzglednego wzbudzenia N, otrzymana z (10.146), jest réwna

NN wn =\’ (10.147)
—NT—eXp *u . .

I, =

-1
14 vab? £L(Q, — w)] . (10.146)
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® vn —>

Rysunek 10.8: Zaleznosé parametru nasycenia I, (v,)

Odpowiada ona zerowaniu sie I,,. Wyrazenie w mianowniku (10.146) spelnie nieréwnosé
1< 1492, L(Q, —w) < 2 (10.148)
i ma ostre maksimum dla w,, = w. Zaleznos¢ I,,(v,,) (p. rys. 10.8) ma 2 maksima, jesli
2
Yab )2 1 QF —w
-— —<¢1- — 10.149
(K w) T2 { P ( Ku ’ ( )

gdzie Q0 — w to rozstrojenie, przy ktérym nastepuuje przerwanie generacji promieniowania lase-

rowego dla danego poziomu wzbudzenia. Stad podwéjne maksimum pojawia sie dla wzglednego
wzbudzenia N spelniajacego nieréwnosé
R
>|1-2(22)] =N 10.150
N> i-2(3e)] = (10.150)

Istnienie dwéch maksiméw w promieniowaniu laserowym stawierdzone zostalo eksperymentalnie.'

45, R.A. McFarlane, R. Bennet, and W.E. Lamb, Appl. Phys. Lett., 2(1963), 189; p. takze A. Szoke and A.
Javan, Phys. Rev. Lett., 10 (1963), 521.
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Wysokoéé linii na rys. 10.8 wyznaczona jest przez

IO _ 1 (pEn)Z ~ 4 Yab

E— ~ 1.
I (Ku)? <

10.5.3 Przypadek wielomodowoy

Jak zaobserwowano, przy wzglednym wzbudzeniu o wartosci wigkszej od progowej dla drgan jedno-
modowych, w widmie lasera pojawiaja sie fale o réznych czestosciach. Pierwsza teoria generatora,
mogacego pracowaé na kilku czestosciach, zostala jeszcze w r. 1921 podana przez Van der Pola.'®
Van der Pol rozpatrywal obwdd drgajacy, sktadajacy sie z dwéch obwodéw RLC o czestosciach re-
zonansowych €5 i 25. Okazalo sie, ze obwdd drga albo z czestoscia bliska 21, albo albo z czestoécia
bliska {29, natomiast niemozliwa jest rownoczesna generacja dwoch czestosci.

W naszym przypadku gazowego lasera rozpatrywaé¢ bedziemy wyrazenie na polaryzacje PT(L?’)
(10.120) dla M = 3, tzn. indeksy u,p,0 i v moga przyjmowaé wartosci 1,2 i 3. Wszystkie
mozliwe kombinacje (jest ich 27) indekséw zebrane sa w Tablicy 10.1. W Tablicy 10.1 przyjeto,
ze v1 = 0, vo = 150 MHz,v3 = 301 MHz. Ze wszystkich wartosci d,, ktore pojawiajg sie w Tab.
10.1 , interesuja nas tylko te, ktére naleza do przedziatu (0, 300 MHz) i bliskie sa trzem gléwnym
czastoéciom vy, Vg, V3. Z 27 kombinacji (Tab. 10.1) pozostaje zatem 19 kombinacji zebranych
w Tab. 10.2. Polozono tam

A ~ 150 MHz. (10.151)

Przepiszemy wyrazenie (10.120) w postaci
: 4
PO = VT [_p E.E,E,

X exp {i(uﬂ — Vv, + Vo)t —i(p, — o, + cpg)}

1 1
X {Np_(ﬂ_“_nD <w — 51/[‘ Ve + I/p)
+No—ptp—n Do (v — Vo)}

1 1
+No—pyp—nD (—2uﬂ — 5%— + up>

X [Dq(vy — Vo) + Dy(v, — )] + c.c

W kolumnach 5,6 i 7 Tab. 10.2 podane sa indeksy wystepujace w mianownikach wyrazen wielkosci

(10.152), razem z wielkosciami v, s 1 Yap. Przez vio oznaczyliSmy

P ;r =y (10.152)

Wstawiajac do (10.152) wspétezynniki z tab. 10.2 i opuszcajac wyrazy A=3, A=4 ..., otrzymujemy

15B. Van der P01, Proc. IRE, 22 (1934), 1051.
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Tablica 10.1: 27 mozliwych wartosci indekséw u, p, o, ktére odpowiadaja sktadnikom w réwnaniu

(10.120) w przypadku 3-modowym

Wop O UV, —Vyt+U, Typowa wartos¢

0, =y —v,+vs) —v1) MHz

1 1 1 1z 0

1 1 2 2 150
1 1 3 Vs 301
1 2 1 2v1 — gy -150
1 2 2 V1 0

1 2 3 vi+rv3—1s 151
1 3 1 2v1 — g -301
1 3 2 vi+uvs—u3 -151
1 3 3 1 0

2 1 1 Vo 150
2 1 2 29 — 11 300
2 1 3 wvwt+rvs—u 451
2 2 1 12 0

2 2 2 Vo 150
2 2 3 Vs 301
2 3 1 wvi+uvy—uv3 -151
2 3 2 29 — g -1

2 3 3 Vo 150
3 1 1 Vs 301
3 1 2 wvy+4vs—1g 451
3 1 3 2us — 1 602
3 2 1 wvi+4+vs—us 151
3 2 2 Vs 301
3 2 3 2u3 — vy 452
3 3 1 2 0

3 3 2 Vo 150
3 3 3 V3 301
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Tablica 10.2: Rézne kombinacje indelséw p, p, o, n, niezbedne do obliczenia wyrazenia (10.120) dla

M=3

wop 0N V,— Vs w—%uu %uu—iug Vy —Vp+ Vs p—0 o—p
—|—%up—1/a —%ug—i—yp +u—-—n +pu—mn
1 1 1 1 0 w—1 0 1 0 0
1 2 2 1 0 w— V1o %A 1 0 0
1 3 3 1 0 W — Uy A V1 0 0
2 2 1 1 A w = 3A oz 2 0
3 3 1 1 2A w—1 A 1 4 0
2 3 2 1 A w — Uy A U9 — 13 2 0
2 2 2 2 0 w— vy 0 v 0 0
11 2 2 -A w — Vs —3A 2 -2 0
2 1 1 2 0 w— 112 —1A 2 0 0
2 3 3 2 0 W — Va3 1A v 0 0
3.3 2 2 A w — v 3A 2 2 0
1 2 3 2 —A w — o3 70”7 v+ v — s -2 0
3 2 1 2 A W — V1o 70”7 V1 +v3— s 2 0
3 3 3 3 0 w—v3 0 Vs 0 0
1 1 3 3 —2A w — U3 AN V3 -4 0
2 2 3 3 -A w—v3 —3A V23 -2 0
3 1 1 3 0 W — Uy —A V3 0 0
3.2 2 3 0 W — Va3 —3A Vs 0 0
2 1 2 3 —A w — a3 —A 209 — 11 -2 0
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PO = ’% [(thg)} HE{’N Jab (D(w — 1) +D(0)>

Ya Vb

_ A
+ EEEN (D(w — 1)+ D ())
Ya Vb 2

=~ la 1 1—
+ E1E§NJ; (D(w — )+ D(A)) N <2N2D(w — 1)+ D(A) + 2ND(A))
a’lb

< (D@ + @) + B (3N0Dw )+ JND))
X (Da(QA) + Dy(24)) } exp[—i(vit + ¢1)] (10.153)

+ E3E2 <N2D(w — Vi) + ND(A)) <DQ(A) + Db(A))

X exp (—i(21/2 —v3)t +i(2p2 — @3)) +c.c.
Cf) i S§3) sa odpowiednio dane wzorami:
4
3 VT op ~ Yab
Cf - S T {E%N’Ya% (w—11)L(w—11)

_ 2
EE2N Y (w0 — 149 L(w — =
P

. 1
+ E1E§N ab {(w —v12)L(w— o) + }

Ya Vb A
LW —

+ E22E1N2’yab(w — 11 + A)%

1 _
+ BB Niym(w—vi + 2A)% (10.154)
+ E22E3A_2{N2fyab(w —v12 + A)L(w — v12) cos
+ +[Na(2y — Alw = v12)) L(w — v12) — N| Sinw}},

gdzie
P = (QVQ — v — Ug)t + (2<p2 — 1 — (pg) (10.155)

nazywamy wzglednym katem fazowym,
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§®  _ VT ot | EIN[2L(w — ) +1]
! 8h3 Ku Ya Vb

2*721; 4
+ EENQ|:,CLUV +]
12 Ya Vb ( 2 AZ)

o Vab 1
E|E2N 1o — —
+ ELEj By [ﬁ(w u2+A2)}

+ EEiAT? [Ng ('ng - Aw— yl))ﬁ(w - — QN)]

+ iElEgA—Z [Na(v2, — 2(w — v1)A) L(w — vy — 2N)] (10.156)

+ E3E3AT° {[Nz (vap — 2(w = v12)A) L(w — v12) — N] cos
—  Noyap(w — vi2 + A)L(w — v12) sin 14 }

Na sktadowe pola otrzymamy réwnania bedace uogdlnieniem réwnania (10.126)

Ei = a1E— B E} —©1E E2 — O3B E2

—  (n23cosy) + Exgsiney) B3 Es,
Ey = «gBy— BoFS — 09 ERE? — Qa3 EsF3

—  (macost + &a3sine)) By Eo E3, (10.157)
Es = a3FE3 — B3E; —©1,FE E2 — O3, E3E?

—  (n21costp + &y 8ine) E%El_

Wspélezynniki a,, 1 8, sa okreslone przez (10.127) i (10.128), natomiast pozostale wyrazaja sie

wzorami:

2
O, = C:- {Nm [E(w — Ulg) + 4A_2} (10158)
YaYo

— 2NA724 N,A72 hﬁb —(w— Vl)A} L(w— Vl)},
O3 = C)- Nﬁ [L(w—rv2) +A77] (10.159)

N Ny,
E + E [’7ab — 2(0.) — 1/1)] £(UJ — Vl)},

1 —
23 = Cl E {NQ [’ygb — 2(w — V12)A} E(w - VIQ) - N} )
1
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2
O21 Cy- {N,yab [E(w — 1/12) —+ 4A72]
YaYo
N. 2N
Kg [’ygb - (w - VQ)A] ﬁ(w — V2) — AQ}’
2
~ Jab 4
S N—& _ =
©23 (& { po— [ﬁ(w va3) + AQ]
N. oN
Kz (72, — (w — 12)A] L(w —va) — AQ}’
1
513 —01 . ENQ’yab [(w — V93 — A)[,(w — y23)
(w—=rvi2 +A)L(w — 1/12)},
1 2
M3 & A2 Na [V + (w — v23) A] L(w — va3)
Ny [72b —(w— 1/12)A],C(w —v12) + QN},
2
N ,Yab 1
N fab _ L
a1 1 { NaTo [L’(w v2) + AQ]
N. 2N
o [+ 20— 1)) £~ v5) - m}
~ ’7217 4
On = Ci AN L)+ 1
N 2N
Ki ['Y(%b + (w — Vg)A] L(w—v3)— W}’
1 JR—
= G A2 {Ny [v2, + (w — va3)A] L(w — v23) = N},
1
521 _Cl . ENQ'Yab [(w — V23 — A),C(w — 1/23),
Stala Cy okreslona jest wzorem
Vgt
Cy=- YOV
1660h3K’u

Czestosci i fazy obliczamy z réwnan

vi+¢1 =0 + o1+ p1 E? 4+ 112 ES + 113 E3

+ B3B3 By (103 sinep — Ea3 cos 1y,
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(10.161)

(10.162)

(10.163)

(10.164)

(10.165)

(10.166)

(10.167)

(10.168)

(10.169)

(10.170)



Vo + po = Qo + 09 + po B3 + 701 B} + o3

+E3E1(m3siny — &3 cos ), (10.171)
vs + 3 = Qs + 03 + p3E3 + 131 B} + 132 E3
+E22E1E§1(n21 siny — a1 cos 1y, (10.172)

gdzie wspoélezynniki o, i p, dane sa przez (10.136) i (10.137), 0 i &x przez (10.160), (10.163),
(10.164) i (10.168). Wspdlczynniki 75 (j, k = 1,2, 3) okreslone sa wzorami:

N7, 2
T2 = Cl{ ,y;/y: [(w — V12)£(w - 1/12) + A:|
Nova
n 272 (w—v1+ A)L(w— ul)}, (10.173)
o N"Yab 1
T13 = Cl{ T |:(w I/Q)E(w — VQ) =+ A:|
Navap
+ 1A (w—v1+2A0)L(w — 1/1)}, (10.174)
N7, 2
To1 = _Cl{’y:}/bb [(w — Vlg)ﬁ(w — V12) — A:|
Novg
+ %(w —vp— A)L(w— Vg)}, (10.175)
_ N’Yab 2
T23 — Cl{ T [(w I/gg)[:(w V23) + A:l
N-
+ Zy;b (w—rv2+A)L(w— Vg)}, (10.176)
_ Nvab 1
T3 = 01{ Y {(W ve)L(w — 12) A]
N4’yab
+ 1A2 (w—v3 —2A0)L(w — 1/3)}, (10.177)
_ N’Yab 2
T32 = Cl{ b [(w l/gg)ﬁ(w V23) A:|
N-
+ %(w — vy — A)L(w — y3)}. (10.178)
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10.5.4 Przypadek 2-modowy

Przypadek ten opisany jest rownaniami
Ey=aF, — B E? —01,E E2, (10.179)
Ey = ayFy — O FoE? — By E3, (10.180)
ktére otrzymuje sie z réwnan (10.157), kltadac F3 = 0. Wspdlezynniki «,, 8,012 1 O2; dane sa

wzorami (10.127), (10.128), (10.158) i (10.161). Mnozac réwnanie (10.179) przez 2E;, a réwnanie
(10.180) przez 2Es, otrzymujemy uklad réwnan

2F\ By =200 E? — 26, E} — 20, E?E2, (10.181)
2FyFy = 200 E2 — O E2E? — By F3, (10.182)
ktore po podstawieniu kwadratowych amplitud
X =E?, Y = E3 (10.183)
przybiera postaé
X = 2X(o) — 1 X — O1,Y),
Y = 2Y(ag— BY — 09 X). (10.184)

Przypadek stacjonatny X = 0, ¥ = 0 przedyskutujemy graficznie na plaszczznie X,Y. Dla

dyskusji wazne sg 4 proste

Ly: Q1 — 51X — 012 = 0,

Ly : ag — Y — 021X =0,

Ls : X =0, (10.185)
Ly: Y =0.

Rysunki... przedstawiaja zaleznosci Y = Y (X) dla nastepujacych warosci wspélezynnikéw ay,, B,

oraz @21 i @122

1.
ar =1, ay=0,4,
B = P2 =2, (10.186)
O12 = 021 =1,

2.

p1= P2 =2, (10.187)
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0.5 9

Rysunek 10.9: Rysunek do danych przypadku 1, (10.186)

p1=p2=1, (10.188)

Poniewaz w tym przypadku §182 = 4 > 012027 = 1, méwimy o stabym sprzezeniu modéw.
Slabe wystepuje réwniez w przypadku 2) (8182 = 4 > ©1202; = 1), natomias w przypadku
3 wystepuje silne sprzezenie modéw (8182 < ©1202; = 4). Fizycznie oznacza to tyle, ze przy
stabym sprzezeniu mozliwa jest generacja 2 czestosci z réwnym natezeniem, natomiast przy sil-
nym sprzezeniu wystepuje ”przeciaganie ” czestodci, jeden mod ” niszczy “drugi. W zwiazku z
tym na rysunkach przypadkéw 1 i 2, odpowiadajacym przypadkom stabego sprzezenia, wszystkie
krzywe zbiegaja si¢ w jednym punkcie, bedacym punktem réwnowagi trwaltej (punkt (0.5,0)) na
rys. 10.9 punkt przecigcia Ly i Lo na rys. 10.10 , natomiast na rys. 10.11 krzywe ” uciekaja ”do
2 punktéw. Wybér punktu (a wiec czy mod 1 7 zniszezy 72, czy odwrotnie) zalezy od warunkéw

mpoczatkowych, mamy tu wiec swego rodzaju zjawisko histerezy.
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Rysunek 10.10: Rysunek do danych przypadku 2, (10.187)
y
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Rysunek 10.11: Rysunek do danych przypadku 3, (10.188)
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10.5.5 Wyliczenie faz i amplitud dla sera 2-modowego

Stacjonarne (tzn. E,=0,n=1, 2) rozwiazania réwnan (10.179,10.180) maja postaé

04152 — 01202

B1B2 — 012021

51062 — 02101

B2 = /= = 10.189
2 B1B2 — ©1209; ( )

Roéwnania (10.170), (10.171) i (10.172) na czestodci i fazy sprowadzaja sie dla przypadku 2-

E} =

modowego do réwnan

vi+¢r = Q4o +pmE} +moF3,

vat¢s = Qo+oy+peES + B (10.190)

Dla uproszczenia kladzie sig ¢1 = ¢o. Podstawiajac do réwnan (10.190) E? i EZ wyliczone z
uktadu (10.189), mozna réwniez postuzy¢ sie wielkosciami E,, wzietymi z eksperymentu. Rozwazmy
przypadek, kiedy w = v12 = (1/2)(v1 + v2) (7 strojenie $rodkowe ”), w — v; = (1/2)A = 15 — w.
Wéwezas dla wspo6lezynnikéw wystepujacych w uktadzie réwnan (10.189) stuszne jest nastepujace
oszacowanie

onN

P11~ P2~ O12 & O =: B, (10.191)
VYaYo
2Ya
po = —pp = ’YA*’B = p, (10.192)
Ti2 & —T21 & —p. (10.193)

Zakladajac, ze Q1 = Q2 = @, otrzymamy nastepujaca posta¢ wspdlczynnika «:

v [NZi(A)2)
~ =—|— 1| = . 10.194
a1 ™~ g 20 [ 7:0) ! ( )
Przy powyzszych zalozeniach otrzymujemy E? — E3 = (1/2)(a/f3) oraz
«
v, = Q+o—p,
g
ve = Qotost p%. (10.195)
Czsto$¢ v — v1, zwana czestoscig dudnien, jest w tym wypadku réwna
dygpar
vp —vi A+ (0g —01) + (10.196)

N
Zauwazmy, ze przy zalozeniach (10.191)-(10.194) 182 = ©1202;, wigc otrzymujemy 0 w mianow-
nikach wyrazen (10.189). Nalezy wiec dokladniej wyznaczyé parametry 51 ©. W tym celu trzeba
zauwazy¢, ze wyrazenie (82 — ©2)/(N + N,) ma staly znak. Wielko$é N + N, musi byé¢ dodat-
nia, gdyz jest to warunek generacji promieniowania. Przy konstrukcji lasera trzeba stworzy¢ takie
warunki, by N > 0 i Ny < N, co uzyskuje sie przez odpowiednie charakterystyki wytadowania

gazowego wewnatrz wneki.
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10.5.6 Laser 3-modowy

Rozpatrzymy pewne szczegdlne przypadki réwnan (10.157) i (10.170-(10.172). Przy stabilnej pracy
modéw kat fazowy 1 jest liniows funkcja czasu, a efekty z wystepowaniem ¢ w réwnaniach (10.157),
(10.170-(10.172) uéredniaja sie i mozna pominaé czlony trygonometryczne w tych réwnaniach. W

wypadku stabilnej pracy modéw E, = 0 i ktadac ©1 = ¥ = ¥3 = 0 otrzymujemy nastepujace

zwiazki
_ 2 2 2
ap = [1E] +O01F; +013F3,
ay = (B3 + O E} + Og3E;, (10.197)
a3 = B3B3+ 03 FE] +03F3,
oraz
vi = Q401+ p1E} + B3 + 1133,
ve = Sy +oo+ ng% + T21E12 + ngEg, (10.198)
vs = Q3+ 03+ psE; + 1B} + m52E3,

. W wypadku, kiedy nie mozna pominaé¢ efektow zwiazanych z katem fazowym v, dyskutuje sie
istnienie tzw. tondéw kombinacyhnych, ntzn. tonéw o czestosciach v = 2vs — vy 1 1) = 211 — va.
Rozwazmy sytuacje, w ktorej natezenie Fs jest wiele mniejsze od natezen Ej i Fo, tzn. wielko$¢
wzbudzenia jest mala w stosunku do progu wzbudzenia generacji 3-modowej. Zakladajac, ze

Yab K A <K Ku ivg = w, mamy

G
S TR

21 0. (10.199)

(N +2Ny),

1

Jesli v} = v, wéwezas kat fazowy ¢ bliski jest zeru, tak ze sinty = 0, | cost| = 1, a na natezenie E3
otrzymujemy z (10.157) wyrazenie

n21E3 Ey cos
az — 0317 — O3,E3°

jo=~ (10.200)

Wyrazenie

oy = a3 — O3 E7 — O3,F5 (10.201)

opisuje wzmocnienie modu trzeciego w obecnos$ci modow 11 2, tzn. generacja modu 3 jest mozliwa
dla ag > 0. Ze wzoréw (10.199) i (10.200), przy zalozeniach sini 22 0, |cos¢| = 1, otrzymujemy,
ze -

|N + 2N, |E3 By
A2(043 — @31E% — @32E§) ’

Jest to wyrazenie na natezenie tonu kombinacyjnego. Jesli chce si¢ eksperymentalnie obserwowacd

By = —-C

(10.202)

ton kombinacyjny (2v2 — v1), stroi sie rezonator w ten sposéb, ze ; jest blizej czestosci przejscia
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a — b. w niz Q3, natomiast 2 jest nieco powyzej w. Woéwezas pomijajac czlony zawierajace A =2,

mamy
~ 1 v (10.203)
a3 —— .
’ 2Q3G3’
gdzie
— 1
N Z;(A)
21— —7F . 10.204
G [ NTZi(O)] (10204)

Z powyzszych wyrazen otrzymujemy, ze stosunek natezenn Fs/E7, ktéry jest wielkoScia mierzalnag

eksperymentalnie, wyraza si¢ jako

Es _ 2C —
Ej o~ TA; QsG3[N + 2N,|. (10.205)

Korzystajac ze zwiazkéw (10.179,10.180) dla n = 3, zapiszemy (10.205) w postaci

w|(2)] 00

By 1 (9B2) am
Ei 8 R2y,m AZ P

2N.
1+ =2
N

10.5.7 Zjawisko synchronizacji modéw

16 zaobservovane po raz pierwszy przez Javana

Zjawisko to zwane rowniez zamykaniem czestoSci,
i Forka, polega na tym, ze jesli laser pracuje w rezimie 3-modowym (v1,v2,v3) i czestosci dudnie-
niowe (v2 — 1), (V3 — va) réznig sie niewiele od siebie (np. (v2 —v1) — (V3 —1a) =210 — vy — 13
jest rzedu 1 kHz), wéwczas nastepuje silny skok dudnienia. Efekt ten tlumaczymy w nastepujacy
sposéb. Z réwnan (10.170)-(10.172), przy zalozeniach 2vy — vy — vg — 0 oraz 2Qs — 3 — Q3 — 0,
wyliczamy 1

1 =0+ Asinvy + Bcos, (10.207)

gdzie
0 =209 — 01— 03, (10.208)

a 1 jest dane przez (10.155). A i B sa wolnozmiennymi funkcjami F,,, &, 1 pm. Dla wyliczenia

Ai B zalozymy, ze v, < A < Ku. Woéwczas

2C (—
n23 = 7721%*A721 [N —2Ns],
o
ms = —g [N+2N,], (10.209)

oz =2 o1 E &3 =0.

Zakladajac, ze 1 & Fs3, otrzymujemy

2C — _
= TQI {(N +2N2)E3 + 2(N — 2N,)E} },
~ 0. (10.210)

6ang. frequency locking
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Rozwigzanie réwnania rézniczkowego (10.207) ma postaé

» d Y+J i
€z Y
t = = _— 10.211
W) /U—l—ASinx—i—Bcosx / o+ rsiny’ ( )
Yo Po+19
gdzie
. A B
r=+vA%2+4+ B?, sind=—, cost¥=—. (10.212)
r r
Calka nieoznaczona wystepujaca w (10.211) jest réwna
2 t 2)+ 2 2
dy —=— arctan T f}% -, gdy 0% > r?, 0213
o+ rsin - 1 o tan(y/2)+r—vr2—o2 2 9 :
Y VrZ—o2 In otan(y/2)+r+vVr2—a2 |’ gdy om <

W zwiazku z powyzszym charakter funkeji (10.211) zalezy od tego, czy
VA% + B? <|o|, czy A2+ B2 > |o|. (10.214)

1. Niech v A% 4+ B2 < |o|. Wéwczas asymptotycznie (tzn. dla ¢ — 00) 1) = ot 4 const. Podsta-
wiajac te wielko$é do réwnan (10.170)-(10.172), otrzymujemy

op =0, +o,. (10.215)

2. Niech vV A2 + B? > |o|. Zapiszmy zdrugie z roaziazan (10.213) w postaci

otan(y/2) +r

nh—r2 —

2 2 _ 2
_\/ﬁarta (o% < r%). (10.216)

Dowodyzi sie, ze wielko$é¢ ta zmierza do niesko niczonosci dla

o B
Ny arctan T (10.217)

(v bierze sie¢ stad, ze wyrazenie (10.216) trzeba wziazé w granicach calkowania (g + 9,9 + 9).

1 — —arcsin

Innymi stowy

1) — —arcsin (10.218)

o
VA? + B2
dla t — oo(B/A — 0 zgodnie z (10.210). Wzgledny kat fazowy przyjmuje wiec stala wartosé

) o
P = 2p9 — 1 — 3 = — arcsin T e (10.219)

co daje w efekcie ustalenie (” zwarcie ”) sie czastodci vy, va,v5 (ang. self locking, wzglednie mod
locking). Krytyczna warto$é |o|, przy ktérej nastepuje ten efekt, przy zalozeniu Es > Ey = Ej,

jest réwna

1N+2N2 pEQ 2 14
=—-——2"= —. 10.22
- (%) 5 (10:220)

Efekt ” zamykania” czastosci obserwuje sie réwniez w pewnych uktadach elektrpnicznych (gene-

ratory na triodach, uktady Cutlera).
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10.5.8 Zagadnienie zmian i pulsacji populacji

Za gestoéci obsadzen pozioméw energetycznych a i b odpowiedzialne sa elementy macierzowe

Paas Phbs KtOre zostaly okreslone przez (10.61). Przepiszemy ten wzér w postaci

Paa(z,t) / dv / dto/dz) (z — z0 + vt — vitp) (10.221)
X Z )\a(507t07V)Paa(avz()athUat)-
a=a,b

Biorac drugi rzad przyblizenia (p. (10.68)) i podstawiajac tam odpowiednie wyrazeniana V (¢) i V(¢""'),

otrzymamy po przecatkowaniu

_ Aa(z,1) Aa(2,t)  Ap(2,1)
pua(2t) = Y ( Ya T )
1 p .
XS Tn ; zp:{E E,Do(v, —v,)iZ(w —v,) (10.222)

. Tz
x exp(i[(vy — vp)t + (o — @p)]) + c.c} cos [(“u - np)f}
Pominigto tu szybkozmienne oscylacje przestrzenne, tak ze pozostaly tylko czestosci wolnozmienne

- dudnieniowe. W przyblizeniu 1- modowym

Aa(z,t) 1 (pEr)?
T — {N(z t)4 v Ku Zi(w — 1/1):| , (10.223)

Paa(z,1) =

gdzie, jak poprzednio
Ao(2,1)  Ap(z,2)

Ya Mo

N(z,t) =
Przy zalozeniach upraszczajacych vap ~ v, > A oraz A < Ku otrzymujemy wyrazenie

= 2 w — V1 2
paa(zvt)N(Z’t)iICfv {E2 [()]

e )

FN(z,t )i;; AElEQ{exp{ m} (10.224)

+exp {—W} } cos (%) sin(vs — 1)t

Wielkosci wystepujace w tym wzorze trudno jest na ogdédl mierzyé doswiadczalnie.

Wyznaczyé
natomiast mozna z eksperymentu stosunek amplitudy pulsacji o czestoéci A = vy — v do zmiany
populacji, ktéry wyraza sie w przyblizeniu wzorem

2E1Ey v, Tz

BT+ B2 A cos -
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10.5.9 Prostsza wersja teorii Lamba

W jednej ze swuch prac podatl Lamb uproszczona wersje teorii dzialania lasera.!'” Uproszczenie
to polegato na zaniedbaniu ruchu atomoéw znajdujacych sie we wnece rezonansowej lasera. Uktad
atoméw opisany jest macierza gestosci p(r, t) (atom wzbudzony w czasie ty < ¢, w chwili ¢ znajduje

sie w punkcie r). Rozpatrujac jak poprzednio réwnanie ewolucji w czasie
. 1 .
ip=[H,p]— §(I‘p + pI') +iA, (10.225)

gdzie operator Hamiltona jest dany jako macierz

Wa  V(t)
H = ,
Vi) W
I" jest wyrazem dyssypacyjnym
« 0
r=|" 7
0

natomiast A odpowiada za pompowanie optyczne

A, O
0 A

A=

Lamb nie przeprowadza dyskusji wlasnosci operatora A, ktéry w ogdlnoéci powinien byé taki,
by zachowywal wlasnoéci macierzy p (dodatnia okreslono$é). Oznaczajac w = W, — W, oraz

Yab = (Yo + ) /2, otrzymujemy z (10.225 réwnanie

Pab = —1WPab — YabPab + 1V (1) (Paa — pob)- (10.226)

Zatézmy, ze paq — ppp = const. Podstawiajac

V(t) = —%% Z E,(t)U,u(2) exp[—i(vut + ¢u)] + c.c (10.227)
Iz
otrzymujemy, ze
b = 52 S EuOULD = 1) (o — o0
X exp [fil(Ll/ﬂt + ¢u)] +c.c (10.228)

Majac pap, otrzymujemy z réwnan (10.62)

paa =  —YaPaa + R(Pbb - paa) + Aa;

oy = —YaPob + R(paa — pry) + Ay, (10.229)

I7"W.E. Lamb, jr, Lectures in Theoretical Physics, Vol. II, eds. W.E. Brittin, B.W. Downs, New York 1960, s.
472.
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I(v)

Kv=v TR

Rysunek 10.12: Efekt ”wypalonych dziur ”

gdzie

i (%)QZZE;LE,\UH(Z)UA(Z)
A
X D(w—wy)expli(vy — vyt +i(or — pu)| +cc (10.230)

?

R nazywane jest ” stala predkosci ” (ang. rate constant). Jezeli pominaé¢ pulsacje R i czlony

zalazne od oddzialywania modéw (A ;é 1), wowczas otrzymamy

%2 %b Z EXU2(2)L(w — vy). (10.231)
Dla rozwiazan stacjonarnych
As A 2vapR] "
Pae — Doy = ( - b) {1 + ”} . (10.232)
Ya b Ya Vb

Wyrazenie to opisuje stan nasycenia, wystepujac po pewnym czasie pracy lasera.

Poniewaz ” stala predkosci” R jest rowniez funkcja wspolrzednej z, w efekcie ksztalt krzywej,
opisujacej natezenie linii wysylanej przez laser, bedzie réznil si¢ od lorentzowskiego tzw. “wypa-
lonymi dziurami” '® p.rys.10.12.

Jednak wlasciwy efekt “wypalania dziur 7 otrzymamy wprowadzajac zaleznosé z = z(t), a wiec

na powr6t uwzgledniajac ruch atoméw. Z réwnan (10.60), (10.79), (10.81) i (10.232) otrzymujemy

P(z,t) = p(pab + Pap) (10.233)
oraz
L
S _ % L(w E/dzU2 N(z,1)
n LA Yab n
0

18ang. hole burning. Termin wprowadzony przez W.R. Benneta, Jr., Journ. Appl. Opt., Suppl., 1(1962),24
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2’7abR(Z)] -
Ya Vb ’
w— Uy

Cn = Sn, (10.234)
Yab

X [1—&—

przy czym S, i C,, sa wyrazeniami wystepujacymi w réwnaniach (10.44), (10.46) i (10.47). Dla
wypadku 1-modowego wyrazenie na S,, przybiera postaé
2 2

L
S = 28 quE, / d=U2(2)N (2, 1) (10.235)
0

HONS
X [’ng + (w =)’ + 100 EL, 20 .

Jezeli N(z) jest wolnozmienng funkcja z, wéwczas (10.235) zapisuje sie jako

2

S, = —%Nﬁ(w — ) f(W)En, (10.236)
gdzie
2 2
% En 2
= L(w— vy, 10.237
i ) ( )
i
FOW) = % [1 — 1+ w)"2] (10.238)

10.5.10 Rozszerzenie dopplerowskie
W uproszczonej wersji teorii Lamba, przedstawionej w podrozdziale 10.5.9, mozna uwzgledni¢ ruch
atomoéw, wprowadzajac nieliniowa przenikalno$é osrodka, w ktérym poruszaja sie:

—_— Pn
o GoEn '

X(w — vp, Ey) (10.239)

Dla atomu, poruszajacego sie z predkoscia v, czestos¢ rezonansowa zwieksza sie, zgodnie z efektem

Dopplera, o Aw = wv/c. Dlatego wprowadzamy przenikalnosé efektywna

Xef = / dv W (v) x (w - wfcv - l/n7En) , (10.240)
—00

gdzie W (v) jest pewnym rozkladem predkosci. Przy takim uwzglednieniu ruchu atoméw wielko$é

Yab Nalezy zastapi¢ przez odpowiednia wielko$é efektywna

(pEn)T 2 .

h2yave

Yab {1 + (10.241)

Jesli wielkosé (10.241) jest wiele mniejsza od Ku, wowczas wysylana przez laser linia ma ksztalt
lorentzowski z normalng szerokoscia dopplerowska. Dalsza dyskusje efektow znalezé mozna w

cytowanych wyzej wyktadach Lamba w Les Houches.
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10.5.11 “Wpypalanie dziur ”

Efekt ten, o ktérym wspominaliSmy uprzednio, mozna wyttumaczyé, uzywajac prostszej wersji teo-
rii Lamba, referowanej w podrozdziale 10.5.10, uwzgledniajac tym razem fakt, ze atomy posiadaja
pewien rozklad predkosci W(v). WeZzmy pod uwage atom o predkosci v, wzbudzony w punkcie zg

i w chwili ¢g. Zaburzenie, wprowadzone przez taki atom, wyraza sie wzorem
V(t) = —% Z E, U, (20 + vt — vtg) cos(vut + ¢p). (10.242)
“w

Ze wzgledu na swoj ruch atom “widzi” pole o czestosci v, = Kv, zamiast pola o czestosci v,.
Ocenimy teraz réznice obsadzen p,q(v,t) — puy(v,t), korzystajac z wyrazenia (10.232), w ktérym

R nie zalezalo od predkosci atoméw. Przy uwzglednieniu ruchu atoméw wspélczynnik R bedzie

funkcja v:
1 2
R(v) = SYab g S EX[L(vy —w+ Kv) + L(v, — w — Kv)]. (10.243)
"
Odpowiednio réznica obsadzen wyrazi sie jako
poal®) = pis(t) = [ pual0.8) = pua(w. W (0)do (10.244)
— 00
r Ae A 2y, R(v)] !
— /dvW(v) (ab> [1+%‘b(v)} ]
K Ya Yo Ya Vb

Z powyzszego zwiazku wynika, ze wskutek efektéw nasycenia, na rozkladzie W (v) pojawiaja sie
“dziury 7. “Dziury ” te beda powstawaé wtedy, gdy R(v) bedzie poréwnywalne z v,7vs/2Vab, tzn,
gdy Kv = £(v, —w), tak ze dla kazdego modu rezonansowego powstaja 2 dziury (p. rys. 10.12).
Sytuacje przedstawiona na rys. 10.8 interpretowa¢ mozna jako zlanie sie dwéch dziur w przypadku

Kv==%(y, —w) — 0.

10.6 Teoria Lamba w wersji zmodyfikowanej

Material przedstawiony w tym podrozdziale opiera sie w duzym stopniu na pracy P. Staszew-
skiego.1?
Jednym z podstawowych zalozen prac Lamba dotyczacych laseréw bylo przyjecie rownania

ruchu dla macierzy gestoéci w postaci

o _

1
= (Tp+ pl), (10.245)

—GlH. o — =
iH, p] — 5
gdzie T' oznacza pewien operator dyssypatywny postaci (10.55, a H jest hamiltonianem ukladu

postaci (10.56). Réwnanie (10.245) zapiszmy w postaci

dp _
dt

19P, Staszewski, Dyssypacja atomowa w laserze gazowym. Praca magisterska, UMK Rorun 1970.

—i[H, p| + D p, (10.246)
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gdzie D oznaczaé¢ bedzie superoperator (operator dziatajacy na operator) dyssypacji. Jak wy-

2

kazano,?" najogdlniejsza postaé¢ superoperatora dyssypacji dla uktadu N niezaleznych spinéw 1/2

jest nastepujaca (bez pompowania)

N
1 . . .
Dp==5" |7a (cho}) o (ehod) +0(p = )] (10.247)
j=1
gdzie zastosowano konwencje sumacyjna dla indekséw «, 3,y przebiegajacych wartosci 1,2, 3, e -

to sktadowe wektorow bazowych, wiec
exel = dap (delta Kroneckera), (10.248)

natomiast g, 0 - to macierze Pauli’ego

10 01

op = , o1 = ,
0 1 1 0
0 —1 1 0

09 = 5 03 = 5 (10249)
1 0 0 -1

oraz
Yo =7+ +73  Ya20. (10.250)

Poprzez odpowiedni dobér jednostek bazy superoperator (10.247) sprowadzi¢ mozna do postaci

N
1 o o
Dp = -3 [w (ofpol + dood)
=1
+ Yodeoh + 2yl + ) (P - 0’6)] ; (10.251)

przy czym i = y2 = 1, Y3 = 7). Superoperator w postaci (10.247) zachowuje wlasnoéci macierzy

gestosci, tzn.

Dp

(Dp)*,

TtDp = 0. (10.252)

Okazuje sie, ze uzycie superoperatora D w postaci proponowane przez Lamba, tzn. (10.245) i

Dp=—(1/2(Tp + pI'), prowadzi do niezachowania $ladu macierzy gestosci. Mamy bowiem
Trp = Tr [—fracl2(Tp + pT')] = —(YaPaa + VoPob), (10.253)

zatem Trp jest funkcja malejaca. Proponowana nizej modyfikacja teorii Lamba polegaé bedzie

na tym, ze zamiast wyjSciowego réwnania (10.245) uzy¢ réwnania (10.251). Podamy teraz kilka

20p. A. Kossakowski, Preprint 192, IF UMK Torun, 1972.
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wazniejszych wynikéw. Zgodnie z réwnaniami (10.251) i (10.246), wzietymi dla jednego atomu,
otrzymujemy rownania
paa = ZV(t) (pab - pba)

1
— (L +7))Paa — YLpwe + VL + 37

poo = —iV(t)(pab = Pba)

= (v +M)pvy — YiPaa + 71+ %7”, (10.254)
pab = iV (t)(paa — pev) — (Y.L + iw)pab,
Poa = —iV(t)(paa — pob) — (YL — iW)Pba,

odpowiadajace réwnaniom (10.62) w teorii Lamba. Roéwnania te, przy wykorzystaniu warunku

Paa + po» = 1 = Tr p, zapisa¢ mozna w postaci

) 1 )
Paa = _5’7H(paa - pbb) + ZV(t)(pab - Pba),
. 1 .
pro = 57 (Paa — pvb) — iV (t)(Pab — Pba), (10.255)
P = —(vL +iw)pap + iV () (paa — Pob)-

Poréwnujac z réwnaniami (10.62) widaé, ze stala v, odpowiada stalej vop = (74 + V) /2, wyste-
pujacej w pracy Lamba.
Z réwnan (10.255), przy warunkach poczatkowych

paa(to) =1, pep(to) = pab(to) = pralto) =0, (10.256)

i oznaczeniach

paa(a/v ro, t07 v, t) - pbb(a'a To, th v, t) = M(aa To, t07 v, t) (10257)

otrzymujemy po scatkowaniu

M(aa To, th v, t) = €xp [’YH (tO - t)]
t/

+2i / deV (t') exp [y (¢ — )] [Paa(as o, fo, v, ') + e.d] (10.258)
to
pab(a7r07t07vat) (10259)

t

= i/dt’V(t’) exp [(vL +iw)(t' —t)] M(a,ro,to,v,t").

to
Interpretacja fizyczna statych v, i1, zwanych réwniez statymi dyssypacji,jest nastepujaca: stala
71 jest stala zaniku elektrycznego momentu dipolowego migdzy stanami a i b, natomiast stala -
jest stala zaniku inwersji populacji. Interpretacje taka otrzymujemy, obliczajac moment dipolowy
przejscia a — b:

Dap = poap- (10.260)
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Dla braku oddziatywania atomu z polem (V(¢) = 0), z réwnan (10.255) mamy

Poa(t) = poa(to) exp [—vL (t — to) + iw(t — t0)] , (10.261)

a stad
Dba(t) = Dba<t0) exp [—’YJ_(LL — t()) + iw(t — to)} . (10.262)

Interpretacja stalej v wynika z zaleznosci

Paa(t) — puy(t) = exp [—y(t —to)] , (10.263)

wynikajacej z (10.257) w pierwszym rzedzie przyblizenia M (a, g, tg, v,t).
Uwzglednienie wprowadzonych wyzej zmian w teorii lasera w pierwszym rzedzie rachunku za-

burzen (10.3) prowadzi do nastepujacych wynikéw

(1) Lpl o
Pap (@1, v, 1) = _ilg,y*‘l ZEH( ) exp[—i(vut + ¢p(t))]
X / dt'U,(r — vt + vt') exp[(—v1L + i(vy — w) + pu(t))] (10.264)
1 ip
_%T” Z E,(t) exp[—i(vut + ¢u(t))]
X / dr'U,(r — vr') exp[—(yL +i(w — vu))7']. (10.265)
0

Odpowiednio dla polaryzacji P(l)(a7 r,v,t) otrzymamy

P(l)(a,r,v,t) _ip )\h; v.t) ZE {GXP (vt + @ul(t ))]
[t

X / dr'U,(r — vr')exp[—(yL +i(w — v,))7'] } + c.c. (10.266)
0

Poréwnujac z (10.77) widaé, ze w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen nie ma réznic w mstosunku
do teorii Lamba. Po przecalkowaniu po v z rozkladem W (v) otrzymujemy dla skladowej P,(Ll)
wyniki analogiczne do podrozdzialu (10.3) (w szczegdlnodcei p. (10.88), (10.89)). Powazne rdznice
wystapia natomiastr przy braniu trzeciego rzedu rachunku zaburzen. Zamiast (10.116) otrzymamy
wynik o polowe krétszy: nie bedzie drugiej czesci wzoru z przestawionymi indeksami a i b, gdyz w
tym ujeciu jedna stata v odpowiada stalym ~y, i 7, u Lamba. Poza tym w dalszych wyrazeniach

typu [Da(vp — Vs) + Dy(v, — vo)] wystegpowaé bedzie czton Dy (v, — vy ), zdefiniowany jako

1
Dy(vy—vy) = ——. (10.267)
I Y+ i(vp — vo)
Analogicznie, zamiast funkcji typu
1
D(w -
Vab + iw
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wystapia tu funkcje

1
D = —. 10.268
L) = (10.268)

Ostatecznie poprawiona wersja teorii Lamba, powstala w wyniku zastosowania poprawnej postaci
superoperatora dyssypacji, daje w zasadzie te same wyniki, co pierwotna teoria. Pewne wzory
upraszczaja si¢ i skracaja. Zgodnos¢ obu wersji teorii pochodzi stad, ze czynnik v, ), jakkolwiek
ma inng interpretacje fizyczna jak czynnik v,7vp, jest wielkosciag tego samego rzedu co v,7v,. Stad
teoria Lamba, oparta na niewlasciwym réwnaniu ewolucji, data wyniki dobrze zgadzajace sie z
danymi elsperymentalnymi.

W trzecim rzedzie rachunku zaburzen zamiast (10.114) i (10.120) otrzymujemy
p((lb)(ztt) thZZEEE

X{exp[ i(vut +ou) + (vt + ) 7Z(l/gt+(pa)]

o oo oo
X /dT'/dT” / dr"'U,(z — v\ U,(z — v’ — o) Uy (2 — o7’ — 07" — 07"")

0 0 0
X exp [— (YL — vy + v, — e +iw)T 4+ (7 + iy — )T + (7L +iw — iVJ)T///):|

x exp[—i(Vut + ) — i(vpt + ) +i(vet + 95)]

dr’ / dr"
0
(¢

X exp{

X dr"'U,(z — v \U,(z — o7’ — 0" Uy (2 — o7’ — 07" — 07")

YL — Wy — Wy + iy + i) T+ () — i, + )T
(s — i +ive)™")] },
gdzie

N(z,t) = ’Y1| [Aa(z,t) — Ap(z,1)] .

g _ T !
PP =6 [(Kuh‘g)} 2.2 2 Bl Novosper
wop

1 1 )
X {Dl (w ~ 5V + SV~ 1/0> Dy (vp — vo) exp|—i(vu — vy + vo )t

. 1 1
—i(pu — ¢p+ o) + D1 (21@ — 5% + Vg> Dy(vo —1vp)

X exp[ Wy +vp — Vo)t —i(pp +@p — @U)] } +c.c.
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Wspodlezynniki 0{3) iSF’) przybierajg postaé

El—(w — ul)ﬁ(w — Vl)

N
+E1E§7— [(w—r12)L(w—rvi2+2A7%)] + E1E§7— [(w—12)L(w— vy +2A71)]
ll l

+E§E1N2A_2 [’yH(w — Vl) + ’}/J_A] ,C(w — Vl)

1
+1E§E1N4A_2 ['yH(w —v1) + QWLA] L(w—11)

+EjE3AT? {N2 () (w = 112) + 7L A) L(w — v12) cos P

+N2 (v — (W — v12)A) L{w — v12) Sinlﬁ} }7

4
(3) ﬁ (o] 3 N 2
=Y E —u)+1
51 8 h3KU{ Yy [ViLw =) +1]

N
+E B2 —— [y L(w —vi2) +92A72
S (Y1 L(w —v12) +71A77]
+E1E§1 [V L(w—12) +71A72]
“YL’YH
—|—E1E§ [Ng (yyyu —(w— Vl)A)ﬁ(w —v) — 2m
—|—E1E§A_2 [N4(—2(w - Vl)A)ﬁ(w - Vl) - QN]

+E22E3A_2 [<N2 (’}/J_’y“ — (w — Vm)A)E(UJ — 1/12) — N) COS’L/J

=N (v (w — v12) + 7L A) L(w — v12) sin w} },

gdzie
L(w ) 1
Ww—v)=—5———.
SRR
Natomiast zamiast wsp6lczynnikéw (10.158)-(10.168) otrzymujemy
_ N JL —2 A —2
@12 = Cl{N [E(w - Ulg) +4A ] —2NA
N

+ NoA? [y + (w—v1)A] Lw — Vl)},
03 = Ci {N?;J_ [[,(w — 1/2) + A_z] — ZNA2
I
1
+ ZN4A*2 [’ygyu — 2w — I/l)A] L(w— 1/1)},

23 = ClA2{N2 [FYL’VH — (w — 1/12)A] ﬁ(w — Vl) — N},

o3 = —C’lAZ{Nz [’Yn(w —vig) + ’YLA] L(w— 1/12)},
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Oy = G {N?ﬁ [L(w = v12) + 4A77]
+ NoAT? [y — (w—12)A] L(w — 1) — 2NA‘2},
O = O {N:LI [L(w — vs) +4A72]
+ NAE [y — (w0 — 1) A] L(w — 1) — 2NA2},
f13 = 01A2N2{ [Yi(w = v23) — YL A] L(w — va3)
+ [ —vi2) + A Lw — Vlz)},
hs = C1A_2{N2 [y 4 (w = v23) A] L(w — v23)
+ No[yiy — (w—ri2)A] L(w = vi2) + 2N},

@31 = C1{N%_ [E(w — Vg) + A_Z]
ol

632 = Cl{N’YL [,C((.d - 1/23) + 4A72]
+ NoA™? (Y1) + 2(w — v3)A] L{w — v3) — QNAQ},
N21¢ = O1A2{N2 ['YL'YH + (w - V23)A] E(w - 1/23) - N},

fn = —ClA_2{N2 [Yi(w = v23) — YL A] L(w — V23)}~

Wspélezynniki 7;, wystepujace w réwnaniach (10.170)-(10.172) maja tu postaé

N
T12 — —Cl — w—l/lg,Cw—Vlg QA_I
{2 - et 251
+ Np,A™2 [ (w—=rv1) + 7L A] L(w — 1/1)},

= - g w— v w — U -1
T3 = Cl{,yl [( 2)5( 2)+A ]

1
+ 1N4A*2 [fyu(w —v)+ Q’MA} L(w— Vl)},
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T21

T23

731

T32

N -1
_01{7' [(w — Ulg)ﬁ(w — V12) —2A ]

NoA~2 ['y“ (w—19) — %_A] L(w— ug)},

N
—Cl — (W — V12 L(w— Va3 2A_1
(2 - et 251

NoA7? [y (w = v2) + Y1 A] L{w — 1/2)}’

N
—O014 = [(w =) L(w—15) — AL
(2 - o - a7

3N4A72 [ (w —v3) =27 A] L(w — Vg)},

_Cl{ivl [(w — vo3) L(w — vo3) — ZA_l]

NoA~2 [’y” (w—v3)— ’)/J_A:I L(w— 1/3)}.
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Rozdziat 11

Teoria laseré6w gazowych

11.1 Wstep

Przedstawiona w poprzednim rozdziale teoria Lamba dotyczaca lasera gazowego jest przykladem
toaaowania metod heurystycznych. Jak wiadomo, teoria ta data na ogét dobra zgodnos$é¢ z do-
Swiadczeniem i przewidziala nawet pewne nowe efekty, potwierdzone potem przez eksperyment.
Mankamentem tej teorii jest jednak wprowadzenie podczas obliczen wielu pozornie oczywistych
i zwykle stosowanych zalozen, ktére, nie zawsze uzasadnione, latwo uchodza uwadze czytelnika.
Obecnie przedstawimy prébe skonstruowania teorii lasera na ciele stalym, opartej na jasno sformu-
towanych zatozeniach i konskwentnej pod wzgledem matematycznym. Podstawa do sformutowania
tej teorii beda nowe wyniki w zakresie mikroskopowej teorii proceséw nieodwracalnych (tzw. nie-
hamiltonowska mechanika kwantowa [1]-[3] oraz termodynamiki informacyjnej [4]-[12], uzyskane
ostatnio w Toruniu. Cytowane powyzej prace podane sg w Bibliografii na koncu biezacej mono-

grafii.

11.2 Kwantowa mechanika statystyczna ukladow

niehamiltonowskich

Niech H oznacza osrodkowa przestrzen Hilberta zwigzana z danym ukladem fizycznym. Zbiér

wszystkich operatorow gestosci opisujacych stany uktadu bedziemy oznaczali przez W, tzn.
W =W(H) = {pEL(H):pZO, Trpzl}, (11.1)

gdzie L(H) jest zbiorem wszystkich operatoréw liniowych dzialajacych w przestrzeni H, a nier6w-
nos¢ p > 0 oznacza dodatnig okreslono$¢ operatora p. Rozwazany przez nas uklad kwantowy moze

by¢ zamkniety (izolowany, hamiltonowski) lub otwarty (nie izolowany, niehaltonowski). Przez ruch
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uktadu bedziemy rozumieli dowolne odwzorowanie
A: W(H) - W(H). (11.2)
Najmniejsza przestrzenia liniowa zawierajaca zbiér standéw W jest rzeczywista przestrzen Banacha

B;(H) operatoréw samosprzezonych o skoficzonej normie

ol = sup Y~ |(@n, pyn); (11.3)

n=1
gdzie supremum jest brane po wszystkich zupelnych bazach {z,},{y,} w przestrzeni H, a (,)

oznacza iloczyn skalarny w ‘H. Mamy zatem

BiH) = {pe LH) 1 p=p* [l < oo} (11.4)

Przestrzen dualna do B;(H), tzn. zawierajaca wszystkie rzeczywiste, liniowe i ciagle funkcjonaly

na Bj(H) bedziemy oznaczali przez Boo(H). Mozna pokazaé (p. np. Dunford & Schwartz, [13]),
ze kazdy liniowy i ciagly rzeczywisty funkcjonal na Bj(#H) ma postaé

<A,p> = TI'(A[)), pEe Bl(H)a (115)

gdzie A jest ograniczonym samosprzezonym liniowy operatorem na H. Wprowadzenie w B (H)

normy

[Alloo == sup [(A, p)| = sup [l Az[,

llplli=1 [l=l[<1

A€ Bo(H), |l2]]? = (w.), (11.6)

czyni z Boo (M) takze przestrzen Banacha. Operatory dodatnio okreslone, nalezace do przestrzeni

B1(H) tworza w tej przestrzeni stozek, tzn. zbiér
Bf(H) = {p € Bi(H): p> 0}7 (11.7)
o nastepujacych wlasnosciach:
1 jezeli pr,pa € Bf (H), to p1 + p2 € Bf (H),
2 jezelip€ B (H), i\ >0, to\p € B (H), (11.8)
3 jezelip € B (H), to —p¢ Bf (H).

Warunki typu (11.8) stuza zwykle jako definicja stozka w dowolnej przestrzeni liniowej.

Dla elementéw zbioru By (H) zachodzi réwnosé

lplly = Trp, (11.9)

ktora oczywiscie ogélnie w przestrzeni Banacha Bq(#) nie jest prawdziwa: istnieja bowiem w
Bi(H) operatory o ujemnym $ladzie. Powyzsze uwagi pozwalaja napisa¢ definicje zbioru W w

nieco innej formie, mianowicie

W=wH) = {peBfH): lloli =1}. (11.10)
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Widaé stad, ze zbiér wszystkich operatoréw gestosci stanowi przeciecie stozka By (H) ze sfera
jednostkowa w przestrzeni By (H).

Symbolem BZ (H) oznaczaé bedziemy stozek dualny do B (H), tzn zbiér wszystkich A €
Boo(H) takich, ze (A, p) > 0 dla wszystkich p € Bf (H).

Zbior B (H) wszystkich liniowych, ograniczonych operatoréw na Bi (H) (superoperatoréw wzgleem
przestrzeni H) jest przestrzenia Banacha wzgledem normy

1Al = sup [1Aplls, p € Bi(H), A € By(H). (11.11)
el
Kazdemu superoperatorowi A € B1(H) mozna przyporzdkowaé superoperator dualny A* dzia-

lajacy w przestrzeni Bo,(H) zdefiniowany jako
(A, Ap) = (A"A,p), A€ B(H), p € B1(H). (11.12)
Zbiér wszystkich superoperatoréw dualnych A* tworzy przestrzen Banacha B, (H) z norma
1Al = sup 1474 (11.13)

Liniowy operator A € Bj(H) nazywaé bedziemy dodatnim endomorfizmem w przestrzeni

B;(H, gdy spelnia on 2 warunki

1 A: Bf(H — B (1),

2 |Apll=llpllis p € B (H). (11.14)

Dodatni endomorfizm w By (H) odwzorowuje zbiér W () w siebie, a zatem opisuje ruch ukladu
kwantowego. Ruch taki nazywaé¢ bedziemy ruchem liniowym. Mozna pokazaé [1], ze kazdy

dodatni endomorfizm jest operatorem zwezajgcym, tzn.

Al < ol (11.15)

dla kazdego p € B1(H).
Zbiér W (H) wszystkich stanéw jest wypukly, a jego punkty ekstremalne (i tylko one) sa stanami
czystymi, tzn. maja postac

p=P, zeH, (11.16)

gdzie P, oznacza operator rzutu na kierunek wyznaczony przez wektor x.

Klasyfikacje ruchéw, tzn. odwzorowan (11.2), przeprowadzi¢ mozna przede wszystkim ze
wzgledu na charakter stanu poczatkowego i koncowego. Dla stanu poczatkowego mozliwe sg jedy-
nie 2 przypadki: stan jest czysty, co oznaczymy przez P, wzglednie stan mieszany - ozn. M. Dla
stanu koncowego przy danym charakterze stanu poczatkowego istnieja 3 mozliwosci: P, M, oraz
C' - stan kombinowany (czysty lub mieszany, zaleznie od innych wladciwosci stanu poczatkowego).

W ten sposob otrzymujemy nastepujaca klasyfikacje = Dalej podane beda przyktady ruchéw 2
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Tablica 11.1: Klasyfikacja stanéw

stan stan
poczatkowy koncowy
1 2 3 4 5 6 7 8 9
P P P M M C c ¢ P M
M M P M P C r M C C

i 3, natomiast typ 1 realizowany jest przez ruchy hamiltonowskie (ruchy ukladéw izolowanych).
Problem istnienie ruchéw typu 4,5, ...,9 jest dotychczas otwarty.
Jezeli zalozymy, ze dany ruch A jest ciagly na By(H) (zbieznos$é p, — p) rozumieny w sensie

zbieznosci wzgleem normy) i spelnia warunek A(0) = 0, wéwczas mozna udowodnié, ze warunek

A(p1p1 + p2p2) = p1Ap1 + p2pip1Ap2 (11.17)
dla wszystkich p1,p2 € Bi(H), p1,p2 > 0, p1 + p2 = 1, implikuje liniowo$¢ ruchu, tzn. wlasnosé
Aapr + Bps) = a Apr + BA py (11.18)

dla wszystkich p1,p2 € Bi(H) i «,5 € R.
Dla danego odwzorowania jednorodnego A odwzorowanie niejednorodne postaci Ap + pg wy-

prowadzone moze by¢ od jednorodnego nastepujaco:
Ap+po = (A+ pTr) = ANp, (11.19)

gdzie A’ jest juz operatorem jednorodnym w W(H) (bo Trp = 1).
Biorac czas jako parametr, rozwazaé¢ bedziemy procesy opisywane przez liniowe rownania roz-
niczkowe rzedu pierwszego. Ruch uktadu hamiltonowskiego opisywany jest przez réwnanie von

Neumanna
dp
1— =
ot

gdzie H oznacza hamiltonian ukladu, a [,] komutator (p. rozdz. 7).. Dla opisu ruchu uktadéw nie

[H, p), (11.20)

izolowanych réwnanie von Neumanna wymaga uogélnienia. Uogdlnienie takie zostalo dokonane
przez Kossakowskiego poprzez podanie aksjomatyki wzw. dynamicznych poétgrup, ktérych gene-
ratory pozwalaja na podanie réwnan ogdlniejszych od (11.20). Podamy teraz definicje pélgrupy
dynamiczne;j.

Jednoparametrowa rodzina S(#) = {A(t),t > 0} endomorfizméw w przestrzeni B;(H) jest

pélgrupa dynamicznag, jesli spetlnione sa nastepujace warunki:

1. A(t): Bf(H) — B (H), dla kazdego t > 0,
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2. JAWPI = Iolh, p € BY () dla kaidego t > 0,
3. A(t) jest ciagla funkcja parametru ¢ dla kazdego t > 0, (11.21)
4. lim A(t)p = p, dla wszystkich p € B;(H), (zbieznoéé¢ wzgledem normy),

t—2+0
5. A(t)A(s) = A(t + s) dla wszystkich t,s > 0.

Warunki 1 i 2 implikuja, ze A(t) (t > 0) jest dodatnim endomorfizmem w przestrzeni B;(H).
Warunek 5 wyraza fakt, ze rodzina S(H) jest jednoparametrowa pélgrupa. W oparciu o powyzsze

definicje udowadnia sig, ze rodzina S*(H)
S (M) == {A*(t), t >0}, (11.22)
endomorfizméw A*(t) w przestrzeni By (H) dualnych do A(t) € S(H) spelnia nastepujace warunki

1. A*(t) : Boo(H) — Boo(H), dla wszystkich ¢ > 0,
2. A () I =1, t >0, (I jest operatorem jednostkowym w H),
3. [IA*(£)Allso < || Alloo; dla wszystkich A € B (H),
4. A*(t) jest ciagla funkcja parametru ¢t dla wszystkich ¢ > 0,

5. tlir_r:() A*(t)A = A dla wszystkich A € By (H), (zbieznosé w sensie normy),
—

6. A (t)A*(s) = A*(t + s) dla wszystkich ¢,s > 0.

Rodzing §*(H) dualna do S(H) bedziemy nazywali dualng pélgrupa dynamiczna uktadu kwan-

towego. Z definicji odwzorowania dualnego wynika, ze zachodzi réownosé
(A, A(t)p) = (A*(A, p) (11.23)

dla wszystkich p € Bi(H) i A € Boo(H) oraz t > 0.

Pélgrupy S(H) i S*(H) sa izomorficzne i opisuja ewolucje ukladu fizycznego odpowiednio w
obrazie Schrodingera i obrazie Heisenberga.

Z réwnosci (11.23) wynika, ze wartosé érednia ograniczonej obserwabli dla czaséw ¢ > 0 jest
niezalezna od obrazu.

Teoria jednoparametrowych pélgrup zwezajacych w przestrzeni Banacha rozwinieta zostata
przez E. Hille’a i K. Ypside np. [14]). Wprowadzili oni pojecie infinitezymalnego operatora L
polgrupy i przedyskutowali warunki jego istnienia. Stad wiadomo, ze istnieja infinitezymalne
generatory L i L* odpowiednio dla pétgrup S(H) i S*(H), okreSlone na gestych podzbiorach
D(L)(; B1(H) i D*(L) C Boo(H), takie ze spelnione sa réwnania:

4 (M) = L(A(D)) = A() (Lp), (11.24)
dla p € D(L), oraz
d

i (A*(t)A) = L* (A*(t)A) = A= (t) (L = A), (11.25)
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dla A € D(L*). Oba réwnania przepisa¢ mozna w postaci catkowej
p(t) == A(t)p, A(t) := A" (t)A. (11.26)

Wystepujace powyzej operatory L i L* nazywaé bedziemy uogdlnionymi operatorami Lio-
uville’a.

Gdy w warunkach (11.21) okreslajacych pétgrupe dynamiczna zastapimy warunek 2 przez

[A@)pllr = NIl
dla wszystkich p € By(H) it > 0, wéwczas udowadnia sig, ze istnieje jednoparametrowa grupa
GH):={U({), t € R} (11.27)
operatoréow unitarnych dzialajacych w H, taka, ze
At)p=U(t) pU™ (1) (11.28)

dlat > 0ip € Bi(H). ruch tego typu (opisany przez superoperator A(t)) jest ruchem ha-
miltonowskim, odwracalnym. Ruch odwracalny wiaze sie ze spelnieniem warunku 2 (11.21) dla
wszystkich p € Bj(H), natomiast dla ruchdéw nieodwracalnych warunek ten jest spelniony przez
p E Bf' (H). W dalszym ciagu dyskutowane beda przyklady ruchéw niehamiltonowskich i ich
powiazanie z teorig laseréw. Przeprowadzone wyzej rozwazania zaliczymy do mechaniki staty-
stycznej (hamiltonowskiej lub nie) - czyli mechaniki operatoréw gestosci z zadanymi warunkami
poczatkowymi. Réwnania (11.24)-(11.26) nazwiemy uogolnionymi réwnaniami Fockera-Plancka.
Znajomosé¢ stanéw poczatkowych pozwala (chociazby teoretycznie) catkowaé te réwnania. Zna-
jomos¢ standéw poczatkowych zwiagzana jest jednak w zasadzie z wykonaniem nieskonczonej ilosci
pomiaréw, co w praktyce jest niewykonalne. Najczedciej, poprzez pomiary makroskopowe, znamy
skoniczong ilo$é Srednich, ktére wyznaczaja cale klasy stanéw, czyli makrostany (p.podrozdzial
5.4). By wykorzystaé¢ wiec réwnania (11.24)-(11.25), nalezy wskaza¢ metode uzycia tych réwnan
przy zadanej skonczonej ilosci srednich. Metoda ta jest wielokrotnie dyskutowana w tej monografii

metoda termodynamiki informacyjnej.

11.3 Nieodwracalna termodynamika statystyczna

W podrozdz. 5.4 dyskutowane byly elementy klasycznej termodynamiki statystycznej stanéw row-
nowagi. W biezacym podrozdziale przejdziemy do kwantowej termodynamiki statystycznej, przy
czym, wykorzystujac wyniki podrozdz. 11.2; dyskutowaé bedziemy ewolucje w czasie uktadow
kwantowych. Wprowadzone przez nas pojecia makrostanéw, rozkladéw reprezentatywnych, tem-
peratur uogélnionych itp. dla przypadku klasycznego w podobny sposéb zdefiniowane sa dla przy-

padku kwantowego, z tym ze zamiast gestosci rozkladu prawdopodobiefistwa p(p, ¢) w przestrzeni
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fazowej I' mamy operator gestosci p, natomiast caltkowanie z p(p, q) po przestrzeni fazowe] zasta-
pimy przez operacje brania sladu.
Rozwazmy uklad n obserwabli Ay, ..., A, (niekoniecznie ograniczonych) uktadu fizycznego two-

rzacych zespél regularny termodynamicznie, , czyli zespol obserwabli

a) liniowo niezaleznych,
b) takich, ze istniejq liczby rzeczywiste a1, ..., a,, ze
n
Tr exp —Zaj Aj | < oo (11.29)
j=1
Dokonujac w chwili ¢ = 0 pomiaru wartosci érednich obserwabli Ay,..., A, otrzymujemy n
wartosci
U;j(0)=U; :==(Aj,p)=Tr(Ajp), j=1,...,n, (11.30)

gdzie p € W(H), p. (11.1). Przez makrostan M w chwili ¢ = 0 rozumieny zbiéw
M = {p e WH): T (A;p) =Uj, 1,....n } (11.31)
Entropie makrostanu definiujemy wzorem

S=5M):= sgﬂ;;{(—Tr (pInp)). (11.32)

Gdy przestrzen H jest skonczenie wymiarowa, istnieje stan py; € M taki, ze
S(M) = =Tr (pam Inpar). (11.33)

Stan pp; nazywamy stanem reprezentatywnym dla makrostanu M. Dla skonstruowania ma-
krostanu w chwili ¢ > 0 zakladamy, ze wszystkie operatory p € W(H) zmieniaja sic w czasie

zgodnie z réwnaniami (11.24)-(11.25):

dp(t
L0 Lot). plt) = A®)p(0). (11.34)
Réwnania te spelnia rowniez stan py;:
pm(t) = A@) pu(t), t>0. (11.35)

Przy pomocy pas(t) definiujemy wartosci $rednie estymowane obserwabli A; dla chwili ¢ > 0:
Uj(t):==Tr (A pm(t)), 5=1,...,n; t >0, (11.36)

problem polega na znalezieniu réwnan dla estymowanych ( a wiec nie mierzonych) wartosci U (¢),
jesli znane sa warunki poczatkowe U;(0) oraz réwnania (11.34) dla operatora gestosci. Wielkosci

Uj(t) generuja nakrostan M (¢):

M(t) = {p e W(H) : T (A;p) = Us(t), 1,...,n; t > 0}. (11.37)
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Zbiér M (t) nie jest pusty - nalezy do niego w szczegdlnosci stan pps(t). Stan pas(¢) nie jest jed-
nak stanem reprezentatywnym dla M () - ten ostatni oznacza¢ bedziemy przez o (t) lub pas).
Stan reprezentatywny o (t), znaleziony, jak zwykle, przy uzyciu mnoznikéw nieoznaczonych La-

grange’a, ma postaé

ou(t) = Z 7 exp | =) Bi(0)A; |, (11.38)
j=1
gdzie
Z=2Z(B1(t),-..,Bn(t)) =Trexp | — Zgj(t)Aj , (11.39)

przy czym mnozniki 3;(t) zwiazane sa z wielkosciami Uj;(t) poprzez réwnania

B 0
9B;(t)

(7=1,...,n; t > 0). Mimo swojej ogdlnosci wyliczenie U;(t) na podstawie powyzszych réwnan

U;(t) = n Z(Bi(t), .., Bu(t)), (11.40)

jest wykonalne jedynie w bardzo szczegdlnych przypadkach, nawet gdy ruch jest hamiltonowski.
Trudnodci tkwia w catkowaniu réwnan ruchu (11.34) i znalezieniu pys(¢t). Dlatego skorzystamy z

pewnego przyblizenia. Z réwnan (11.36) otrzymujemy

dUdjt(t) = Tr (Ajdpz(t)> = Tr (4; Lpu(t), j=1,....n. (11.41)
Kladac
pu(®) = o (®) + (pri(®) = out (1) (11.42)

i zaniedbujac ppr(t) — opr(t) (przyblizenie ruchu izoentropowego) otrzymujemy uklad réwnan

%jﬂ =Tr (A; Loy (t) = F;(Usr(t),...,Un(1)),

(j=1,...,n; t >0), (11.43)

gdyz o (t) = o[Ui(t),...,Un(t)], przy warunkach poczatkowych U;(0) = U;. Uklad réwnan
(11.43) jest uktadem zamknigtym i calkuje si¢ go przy warunkach poczatkowych U;(0) = U;: po

scatkowaniu mozemy obliczy¢ wielkosci §; = f;(t), czyli tzw. temperatury odwrotne oraz entropie

S=5() = ESJI\l}Zt) (Tr (=p In p)) = Tr (—on(t) In on(t)), (11.44)

dla t > 0. Dla ruchu niehamiltonowskiego otrzymujemy w ogélnosci wzrost entropii w casie, o ile

nie dostarczamy informacji do uktadu.

11.4 Operatory dyssypacji i pompowania

Réwnanie (11.34)
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bedace uogdlnieniem réwnania von Neumanna dla operatoréw p(t) opisujacych uklady nieizolo-
wane, zawiera superoperator L nazwany przez nas uogélnionym operatorem Liouville’a, bedacycm
liniowym operatorem dzialajacym w zbiorze D(L) gestym w By (H). Przez dluzszy czas otwarty
byl problem warunkéw, jakie spelnia¢ musi superopetrator L, by operator p(t) zachowywal pod-
stawowe wlasnosci operatora gestosci, tzn. by p(t) > 0 oraz Tr p(t) = 1 dla dowolnej chwili ¢ > 0.

Proble ten zostal ostatnio rozwiazany przez A. Kossakowskiego. Zdefiniujmy wielkosci age
ALy :TI‘(PkLPg), (1145)

gdzie operatory Py sa dowolng rodzina operatorow rzutowych tworzacych rozktad jednoéci. Wa-
runkiem koniecznym i dostatecznym na to, by superoperator L zachowywal dodatnia okreslonos¢
i dlad p w czasie, jest by liczby ax¢ spelnialy relacje

1) akkgo, k:1,2,...,

2) ape >0, k#l kL=1,2..., (11.46)

3) Zauzo, (=1,2,....
k

W ogélnosci roztozyé mozna superoperator L na dwie czeéci Lo oraz Lq:

L=1Ly + Ly, (11.47)
gdzie czesé Ly
1
Ly = Z[H, -, (11.48)
tzn.
1
Lop =~ [H, 7] (11.49)

(¢ oznacza tu jednostke urojona, poza tym polozylidmy A = 1), opisuje zwykly ruch hamiltonowski
(p. podrozdz. 7.1, w szczegdlnosci (7.2)) okre$lony przez operator Hamiltona (samosprzezony,
niekoniecznie ograniczony operator liniowy dzialajacy w ziorze D(H), gestym w B (#H), natomiast
L1, nazywany przez nas dalej operatorem dyssypacji opisuje wplyw otoczenia na nasz uktad i
jest zrodtem jego nieodwraca;nego zachowania.

Operator L wystepujacy w réwnaniu (11.34) nie jest zupelnie dowolny: istnieje pélgrupa dy-

namiczna superoperatoréw A(t) dziatajacych w By (H), dla ktérej

_ AQ)p—p
Lp= lim ===, peD(L). (11.50)

Podamy teraz kilka przyktadéw operatoréw dyssypacji.
Rozwazmy liniowy oscylator harmoniczny (kwantowy) o czestoéci w 1 hamiltonianie H = wa*a,
gdzie a jest operatorem anihilacji, natomaist a* operatorem kreacji. Dla takiego oscylatora mozna

podaé 2 przyktady operatora dyssypacji (patrz [11]).
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1. Kladac p(0) := p definiujemy
o) =Atpi= [ U2l (ol 2)z 20, (11.51)
zeC

gdzie C jest plaszczyzng zespolona, d?z = dxdy, z —x + iy, Z = v — iy, =,y € R, i oznacza

jednostke urojona, oraz

Ul(t, z) := exp(—iwa®a) exp(za® — Z a), (11.52)
t,z) = - . 11.
p(t, 2) stz P < atn ) " >0 (11.53)

Operator dyssypacji dla pétgrupy A(t) zdefiniowanej przez (11.51) ma postaé

Lp(t) = :[wa*m p(t)} +1 {[a, p(t)La*}, t>0, (11.54)

a zatem
Lop(t) = 1[wa*a7 p(t)}, (11.55)
Lip(t) =1 {[a, p(t)La*}, t>0. (11.56)

2. Oznaczajac, jak poprzednio, p(0) := p, definiujemy

p(t) = A(t)p = / V(t,2)pV*(t, 2)p(t, 2)d*z, t >0, (11.57)
.o
gdzie
V(t,2) = exp {—t(/f +iw) (a*a - expii(n - iw)]) } L 5> 0, (11.58)
p(t,2) = m oxp {—1_6}&;'(2_%@} . (11.59)
Tym razem otrzymujemy
Lo(t) = % {wa*a, p(t)} + n{[a, p(t)a*] + [ap(t), a*]}, (11.60)
a stad
Loplt) = [wa*a, p(t)} 7 (11.61)
Liptt) = {fap(00') + fan(0).a}.
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Okreslamy $rednig energie w chwili ¢ jako $rednia warto$¢ hamiltonianu H = wa*a:

E(p(t)) = (H. plt)) = Tr (H p(1)). (11.62)

Dzialanie operatora L z przyktadu 1 powoduje wzrost $redniej energii w czasie

dE(p(t)
4—%J:UM%+MMW=WH>O (11.63)
Natomiast dzialanie operatora L; z przyktadu 2 prowadzi do tego, ze w granicy ¢ — oo operator

gestosei przechodzi w operator Py rzutowania w stan prézni (stan podstawowy).:

lim p(t) = P, (11.64)

t—o00
niezaleznie od stanu poczatkowego p(0) (ruch tego typu nazywamy ergodycznym). Obecnie w
pracach dotyczacych laseréw uzywa sie kombinacji opetratoréw L, z przykladéw 1 i 2 i pisze

réwnanie ruchu dla operatora p(t) w postaci

d%t) _ 1[wa*a,p(t)]—&—/@{[a,p(t)a*]+[a/0(t)aa*]}

+ o {[a, p(t)], a*} . (11.65)

Prawa strona ostatniego réwnania jest najogdlniejszym wyrazeniem zawierajacym jedynie poje-
dyncze opearory a i a* i zachowujacym $lad operatora gestosci. Rownanie to réwniez opisuje ruch
ergodyczny, poniewaz niezaleznie od stanu poczatkowego otrzymujemy asymptotycznie operator

gestosci w postaci

p(oo) = lim p(t) = Z7*(B) exp(—Ba” a). (11.66)
gdzie
Z(B) =Tr (exp(—Ba*a)) = (1 - 6_6)71 . (11.67)

Wspélezynnik 5 wiaze sie z temperatura energetyczna T: S = 1/T, i w naszym wypadku jest
funkcja statych & in:

1 n
=—=-1 . 11.68
=7 Yokt (11.68)
Dla wysokkich temperatur stuszne jest przyblizenie
2K
Dla stanu p(oco) $rednia energia jest réwna
wexp(—=f) _ wn
B _ ] 11.70
(p() 1—exp(—8) 2x’ ( )
a entropia
- Bexp(—p)
S(p(c0 = —In(1—-eF) 4+ 722
(P( )) ( ) 1 — exp(—f)
n n o 28—7
= —In(1- — 1 . 11.71
. ( 2k + 77) + 2K . n ( )
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Zaréwno entropia, jak i Srednia energia moga by¢ mniejsze, wieksze lub rowne ich warto$ciom w
chwili poczatkowej, niezaleznie od wplywu otoczenia na rozwazany uktad.

Obecnie przejdziemy do oméwienia drugiego uktadu waznego dla badan nad laserami, mia-
nowicie ukladu o spinie 1/2, bedacego najprostszym ukladem kwantowym. Przestrzen Hilberta
jest 2-wymiarowa. Dowolny liniowy operator X w 2-wymiarowe]j przestrzeni Hilberta moze by¢

przedstawiony w postaci kombinacji

3
1 1 1
X = 5 oo + jZl.’EjO'j = 51’00’() + §X0'7 (1172)
gdzie xg, ..., x3 € C (liczby zespolone), natomiast oy, . . ., o3, to macierze Pauli’ego (patrz (10.249))
10 0 1
0o = y 01 = 5
0 1 10
0 —i 1 0
02 = ) g3 =
i 0 0 -1
Macierze te spelniaja relacje
0?2 =09 (s=0,1,2,3) (11.73)
3
0o = 0,00 + 1 Z €ke0T0,
(=1

gdzie €;x¢ jest symbolem Levi-Civity. Operator

To+ T T — 1T
X —— 0T o3 2 (11.74)
T, +1try To— X3

jest hermitowski (samosprzezony) wtedy i tylko wtedy, gdy wspélezynniki zs (s = 0,1,2,3) sa

liczbami rzeczywistymi. Macierz (11.74) posiada wartosci wlasne postaci

&10=mx0+\/2} + 2%+ 2} =120+ x| (11.75)

Zatem warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by macierz (operator) X byla dodatnio okre-

o >0, |x|=4/2? + 2%+ 23 < x. (11.76)

W zwiazku z tym dowolny operator gestosci dzialajacy w 2-wymiarowej przestrzeni Hilberta |

Slona, sg nieréwnosci

bedacy operatorem dodatnio okreslonym i o §ladzie réwnym 1, moze by¢ przedstawiony w postaci
1
p= 5(95000 +x0), |x|<1. (11.77)

Whprowadzajac oznaczenie

1 .
p(xg,x) = 5(3:000 + ), (11.78)
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zapiszemy operator (11.77) jako p(1,x). Mozna pokazaé, ze operator L w postaci

Lp 12{ WM’} {éj, [éj,p]], (11.79)

gdzie b jest 3-wymiarowym wektorem rzeczywistym, e;(j = 1,2, 3) tworza baz¢ ortonormalna w
R3, a state v1,72,73 sa tzw. stalymi dyssypacyjnymi problemu, jest najogélniejszym operatorem

transformujacym p(1,x) w p(1,y). Dla konkretnych zastosowan polozymy
e =0k, j=1,2,3, m=7=7L>0, 93 =79 >0. (11.80)

Wéwezas, wylaczajac operator Ly, otrzymujemy z (11.79)

1

L = —8{’”([0’1,[01,[)]]"‘[UQa[U%p]])

+ 2y =)o (03, 0]] } (11.81)

Dzialanie lasera jest zwykle opisywane jako rownowaga pomiedzy dyssypacja a pompowaniem. W
przytoczonych wyzej przyktadach 11 2 operatory dyssypacji (11.56) i (11.61) moga by¢ traktowane
jednoczesnie jako operatory pompowania, poniewaz “pompuja ” one pewien stan poczatkowy do
okreslonego stanu koncowego. W tych procesach entropia moze male¢ i uklad jest “pompowany” .
Jezeli jednak stanem poczatkowym nie jest dowolny stan p € W, lecz okreslony stan p € M (na og6t
makrostan M wyznaczony jest poprzez Srednig energie), wéwczas pompowanie nie jest mozliwe i
mamy do czynienia jedynie z dyssypacja. Zatem przejscie od dyssypacji do pompowania zalezy od
typu zbioru stané poczatkowych.

Rozwazmy 2-wymiarowa przestrzen Hilberta zwiazana z uktadem o spinie 1/2. Operator p ma

postaé p(1,x). Transformacje p(1,x — )p(1,y) zapisa¢ mozna w postaci

At)p(1,x) = p(1, A(t)x), (11.82)

gdzie A(t) : R? — R3 i |A(t)x| < |x| dla kazdego x € R3, oraz A(t)A(s) = A(t + s) dla t,s > 0.
Jezeli zalozymy, ze y € F(L), gdzie

Fo)={yeri <1 2 <1), (11.83)
Z(y) = Sup. sup [A(t)x +y — A(t)yl, (11.84)

woéwcezas transformacja )
p(t) = p(L.x(t)) = A(t)p(1,x) = p(1, A(t)x + y — A(t)y) (11.85)

zapewnia dodatnia okreslonosé p(t) dla t > 0 oraz zachowanie Sladu. Zbiér F(L) nazywamy

obszarem pompowania operatora dyssypacji L. Réwnanie ruchu przybiera postaé

B0 _ L(o(t) - o). (11.56)
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gdzie pp € F(L) it > 0. Dla zastosowan dotyczacych laseréw kladziemy

¢ jest parametrem pompowania, a f(v1,7|) jest pewna funkcja statych dyssypacji.

11.5 Model lasera na ciele stalym

Whprowadzona w poprzednich podrozdziatach teoria moze by¢ stosowana do lasera na ciele stalym.
Zakladamy, ze uklad laserowy sklada sie z 2 podukladéw, oddziatujacych miedzy soba wraz z

otoczeniem, a w szczegolnosci z

1. uktadu N dwupoziomowych atoméw o ustaloch potozeniach, na tyle odlegtych miedzy soba,
ze mozna zaniedba¢ oddzialywanie wzajemne. Rozpatrywane poziomy sa poziomami ze-
emanowskimi i odleglo$é miedzy nimi (w skali energetycznej) jest mala w poréwnaniu z
odlegtoscia tych pozioméw od stanu podstawowego. Zakladany, ze atomy sa identyczne, ale
rozréznialne poprzez polozenia w przestrzeni i numerujemy je indeksem j =1,2,..., N. Jest
to wiec uklad N “energetycznych” spinéw 1/2 z indeksem j, ktérych 3-cia sktadowa (1/ 2)0%
jest proporcjonalna do operatora energii j—tego atmu. Oddziatywanie atoméw z polem elek-
tromagnetycznym okreslone jest przez operator momentu dipolowego, o ktérym zktadamy, ze
jest proporcjonalny do 1-szej sktadowej j—tego spinu (1/ 2)0{. Pozostate poziomy atomu sa
rozwazane jako cze$é otoczenia, ktérego dziatanie na poszczegdlner atomy opisuja operatory

dyssypacji;

2. jednego modu promieniowania elektromagntycznego we wnece (oscylator harmoniczny o cze-
sto$éi w w rezonansie z atomami), podczas gdy inne mody uwazamy za odlegte (w sensie
energetycznym) i zakladamy, Ze tworza one czeéé otoczenia. Wplyw otoczenia jest opisy-

wany poprzez operator dyssypacji postaci (11.65).

Zgodnie z tymi zalozeniami zapiszemy réwnanie ruchu dla p(t) w postaci

d%t) - %[H’p(t)] + LY (p(t) = po(€)) + LS p(1), (11.88)

gdzie indeks a odnosi si¢ do atoméw, e - do pola elektromagnetycznego, oraz

H:= ;wiog+wa*a—g(a+a*)§:a{, (11.89)
j=1 j=1

Lo = (LgU ® LY ®--~®L§N)), (11.90)

Ly = k([a, pa’] + lap,a’]) = n[[a, p},a”], (11.91)

p(€) = 2LN N, (6} +€03), E=Ng, (11.92)
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a L(lj ) jest postaci (11.81). Stala g jest stala sprzezenia miedzy ukladem atomowym a polem
elektromagnetycznym, £ oznacza parametr pompowania atomu, przy czym obsza pompowania
wyznaczony jest przez |{| < 1, || < N. Operator p(t) dziala w przestrzeni Hilberta, okreslonej
jako iloczyn tensorowy 2-wymiarowych przestrzeni zwigzanych z poszczegdlnymi stanami praz
nieskonczenie wymiarowej osrodkowej przestrzeni Hilberta zwiazanej z oscylatorem harmonicznym
(modem promieniowania).

Nastepnie wybieramy nastepujacy uklad obserwabli podstawowych, do ktérego zastosujemy

metode termodynamiki informacyjnej:

N N N
A=) ol A=) o), A3=> ol (11.93)
j=1 j=1 j=1

Ay=a"4+a, As=i(a"—a), As=a"a, (11.94)
Ay =a"a* +aa, Ag=i(a*a" —aa), (11.95)
Ag=a"aa"+a"a*a+aa’a+a’aa, (11.96)
Aloi(: a*aa*—i—a*a*a—aa*a—a*aa), (11.97
Ay =a*aaa* = A2 (11.98)

Obserwable te tworza ukltad liniowo niezalezny i termodynamicznie regularny. Dla prostoty wy-
bieramy wszystkie obserwable jako bezwymiarowe, jednak im wiecej bierzemy obserwabli A;(i =
1,...), tym dokladniej mozemy opisa¢ dzialanie lasera. Np. wybierajac obserwable As i Ag,
nie otrzynaliby$my w ogéle akcji laserowej (brak zjawiska tzw. progu), dla ukladu obserwabli
Ay, ..., Ag otrzymujemy zjawisko progu akcji laserowej, ale nie wystepuje tan tzw. druga tempe-
ratura energetyczna istotna dla statystyki fotonéw (patrz [9]). Druga temperatura energetyczna
pojawia sie dopiero przy uwzglednieniu pelnego ukladu Aq,..., A1;. Opis dzialania lasera, oparty
na ukladzie operatoréw (11.93)-(11.98) jest juz dostatecznie dokladny, by oddaé istotne cechy pracy
lasera. Nie uwzgledniamy w nim korelacji miedzy podukladami (obserwable mieszana z operato-
réw podukladéw), gdyz to ostatnie jest istotne dopiero dla promieniowania spontanicznego (tzw.
nadpromieniostosé¢ Dicky’ego), a nie dla wymuszonego (p. praca [15]). Promieniowanie sponta-
niczne daje stabe, ale mierzalne przyczynki do szumu kwantowego i w dokladniejszej teorii mozna
je uwzglednié jako poprawke. Poniewaz, jak sie okaze, obserwable wyzszych rzedéw nie wnosza na
ogdt poprawek do wartosci srednich obserwabli nizszych rzedéw, wigc teoria z rozsadnie dobranym
rzedem daje makroskopowo wystarczajacy opis lasera.

Z réwnan (11.43) otrzymujemy nastepujace rozwiazania dla stanu asymptotucznego (t — o0),

w przyblizeniu “fali wirujacej ” tzn. wydzielajac czesto$é¢ w.

1. Ponizej progu akcji laserowej, tj. gdy
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U1=U2=U4=U5=U7=U8=U9=U10=O7 (11.99)

gdzie
Uj{Aj,p) = Tr(4;p),
oraz
Us =52, Us=2, Un= @ — Us(2Us + 1), (11.100)

(Warunek sy, /2k? < N jest warunkiem dziatania lasera, gdy nie jest spelniony, dany laser

nie moze dziatac).

2. Powyzej progu, tj. gdy 2o <= < N:

29 29
U, = U Us = ——U Us=E 11.101
4 kto 1 5 p 2, 3 ) ( )
NN i= =
Us=—+—(=—=y), 11.102
67 K + 2/6( 0) ( )
natomiast dla j = 7,...,11 otrzymujemy

Uj =F;(Uh,Ug), j=7,...,11, (11.103)

gdzie F}; sa pewnymi znanymi funkcjami. Dla Uy = Us = 0 réwniez

Up = Us = Uy = Uyg = 0, (11.104)
natomiast
Un =5 {77+ . [+ 5 (= =0)| - (11.105)

7 powyzszego rozwigzania widaé, ze ponizej progu istnieje rozwigzanie ergodyczne, wyznaczone
catkowicie przez stale wystepujace w rownaniach i rozwiazanie to jest niezalezne od warunkow
poczatkowych. Dla obu podukladéw lasera operator p przybiera w tym przypadku operatora
rozktadu kanonicznego,odpowiednio o réznych i niezaleznych temperaturach zwiazanych ze statymi
=2 1 n (pierwszej odpowiada temperatura ciata stalego, drugiej temperatura promieniowania we
wnece). Laser nie dziala.

7Z kolei powyzej progu akcji laserowej pojawia sie zaleznosé wszystkich srednich od dwu z nich
(a wiec ergodyczno$é znika), tzw. érednich sygnalowych Uy i Uy (lub Uy i Us). Laser zaczyna
reagowaé na ten sygnal, pojawia sie rowniez sprzezenie miedzy $rednimi podukladéw, ktérego
wyrazem jest proporcjonalno$é¢ sygnaléw elektromagnetycznych do atoméw polaryzacji. Sytuacje
taka nazwaé mozna pélergodyczna, gdyz od innych parametréw $érednie nie zaleza. Szczegdlne
znaczenie ma pojawienie sie istotnie nowej temperatury zwiazanej ze $rednia U; (temperatura
energetyczna 2-go rzedu dla pola fotonowego), niezaleznej od U jak ponizej progu. Powyzej progu
termodynamika lasera staje si¢ wiec termodynamika wielotemperaturowa. Wszystkie podane
wyniki zgadzaja sie ze znanymi rezultatami badan doswiadczalnych i teoretycznych nad laserami

na ciele stalym.
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Termodynamika informacyjna, w polaczeniu z nowymi wynikami dotyczacymi teorii ewolucji
uktadéw kwantowych w czasie, pozwala wiec na otrzymanie znanych wynikéw w sposob znacznie
prostszy i bardziej systematyczny od metod heurystycznych.

PrzedstawiliSmy powyzej stan zaawansowania termodynamiki informacyjnej laseréw z konca
1971 roku. Badania trwaja dalej, a nowe wyniki podane zostana w cze$ci drugiej skryptu, ktéra

poswiecona bedzie zaawansowanej teorii laseréw.
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