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Streszczenie

Celem niniejszej rozprawy doktorskiej jest klasyfikacja wzgledem kongruencji Gra-
ma ~y lub =, oraz spektralna klasyfikacja Coxetera nieujemnych oznakowanych graféw
krawedziowo-dwudzielnych (bigrafow) A = (Ay,A;) bez petli o skoriczonym zbiorze wierz-
chotkéw Aq = {ay, ...a,,} oraz skoficzonym zbiorze krawedzi A; oznakowanych symbolami
z dwuelementowego zbioru {—1, +1}, a takze budowa narzedzi algorytmicznych umoz-
liwiajacych przeprowadzenie tej klasyfikacji.

Graf krawedziowo-dwudzielny A z ustalong numeracja wierzchotkéw jest jednoznacz-
nie zdefiniowany przez niesymetryczna macierz Grama G, € M,,(Z) rozwazana jako
odpowiednio zmodyfikowana macierz sgsiedztwa grafu oznakowanego. Méwimy, ze A
om > 1 wierzchotkach, jest nieujemny korangi 0 < r < m — 1, jeéli symetryczna macierz
Grama G, := %[GA +GH1 € M,,(Q) jest dodatnio pétokreslona rzedu m — 7.

Nieujemne grafy krawedziowo-dwudzielne A o m > 1 wierzchotkach bez petli bada sie
wzgledem spektrum Coxetera specc, C C sktadajacego sig ze wszystkich zespolonych m
wartoéci wlasnych macierzy Coxetera Cox, := —G, - CZ” e M,,(Z), oraz z doktadnoscia
do dwéch Z-kongruencji Grama: stabej A ~; A" oraz silnej A =, A, gdzie

A~y A e Gy =B"-Gy-B, dlapewnejmacierzy B € M,,(Z), detB = +1,
A=y AN o Gy =B"-G,-B, dlapewnejmacierzy B € M,,(Z), detB = +1.

GlIéwne wyniki spektralnej klasyfikacji Coxetera przedstawione w niniejszej dysertacji
dotyczg graféw krawedziowo-dwudzielnych bez petli korangi dwa. Sa to:

(a) petnaklasyfikacja z doktadnoscig do Z-kongruencji Grama ~ 7 wszystkich sp6jnych
nieujemnych graféw krawedziowo-dwudzielnych bez petli korangi dwa,

(b) zdefiniowanie rodziny rozszerzonych bigraféw Euklidesa, ktére z doktadnoscig
do Z-kongruencji Grama ~ sa wszystkimi spéjnymi nieujemnymi grafami krawedziowo-
dwudzielnymi bez petli korangi dwa,

(c) konstrukcja algorytmu inflacyjnego, ktéry m.in. wyznacza Z-odwracalng macierz
definiujaca stabg Z-kongruencje Grama ~ dla spéjnych nieujemnych graféw krawedzio-
wo-dwudzielnych bez petli korangi dwa,

(d) konstrukcja pierwiastkowa (A", u,v) — A'[[u,v]], ktéra umozliwia skonstruowanie
w prosty sposéb dowolnego spdjnego grafu krawedziowo-dwudzielnego bez petli korangi
dwa z bigrafu korangi zero (dodatniego) oraz pary jego pierwiastkéw u, v,

(e) sprowadzenie klasyfikacji spéjnych bigraféw bez petli korangi dwa o co najwy-
zej 6 wierzchotkch wzgledem silnej Z-kongruencji Grama =, do klasyfikacji sieciowych
geometrii pierwiastkéw wzgledem izomorfizmu pewnych graféw skierowanych,

(f) konstrukcja algorytméw kombinatoryczno-graficznych umozliwiajgcych oblicze-
nie Z-odwracalnej macierzy definiujacej silng Z-kongruencje Grama = dla spéjnych
nieujemnych bigraféw bez petli korangi dwa o co najwyzej 6 wierzchotkch.

Wiekszos¢ z przedstawionych wynikéw zostata opublikowana w artykutach [38-42, 96-98].
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Abstract

The aim of this dissertation is the classification up to the Gram congruences ~; and
~7 and Coxeter spectral classification of non-negative loop-free edge-bipartite graphs
(bigraphs) A = (Ag, A1) with finite set of vertices Aq = {a,, ...a,,} and a finite set of edges A,
(labelled with symbols from the two-element set {—1, +1}), as well as the construction of
algorithmic tools to perform this classification.

Any edge-bipartite graph A with a fixed numbering of vertices is uniquely defined by
the non-symmetric Gram matrix G, € M,,,(Z) viewed as a modified adjacency matrix of
a signed graph. We call A with m > 1 vertices, non-negative of corank 0 < r < m — 1, if
the symmetric Gram matrix G, := %[GA + G’X] € M,,(Q) is positive semi-definite of rank
m—rt.

The non-negative edge-bipartite graphs A with m > 1 vertices are studied by means
of the Coxeter spectrum specc, C C which is the set of all m complex eigenvalues of the
Coxeter matrix Cox, := —GA . GZ” € M,,(Z), and up to two Gram Z-congruences: weak
A ~7 A’ and strong A =5 A, where

A~; AN o Gy =B"-G,-B, forsomematrix Be& M,,(Z), detB = +1,
~; A & Gy =B"-G, B, forsome matrix B € M,,(Z), detB = +1.

The main results of the Coxeter spectral classification presented in the dissertation are
in the case of connected loop-free non-negative edge-bipartite graphs of corank two. These
are:

(a) a complete classification up to the Gram Z-congruence ~ of all connected loop-
free non-negative edge-bipartite graphs of corank two,

(b) definition of the family of extended Euclidean bigraphs, which up to the Gram
Z-congruence ~ 7, are the only connected loop-free non-negative edge-bipartite graphs of
corank two,

(c) construction of inflation algorithm that among others computes a Z-invertible
matrix that defines a weak Gram Z-congruence ~ 5 for all connected loop-free non-negative
edge-bipartite graphs of corank two,

(d) a construction (A, u,v) — A'[[u,v]] of all connected loop-free corank-two non-
negative edge-bipartite graphs from a corank one (positive) bigraph A" and a pair of its
roots u,v,in a simple way,

(e) reducing the classification of connected loop-free corank-two non-negative edge-
bipartite graphs with at most 6 vertices up to the Gram Z-congruence =, to the classifica-
tion of the mesh translation quivers up to the isomorphism of certain directed graphs,

(f) aconstruction of combinatorial and graphical algorithms that compute Z-invertible
matrices which define the strong Gram Z-congruence = for connected loop-free corank-
two non-negative edge-bipartite graphs with at most 6 vertices.

Most of the presented results have been published in the articles [38—42, 96-98].
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Rozdziat 1

Wstep

W niniejszym rozdziale przedstawiamy informacje o najwazniejszych wynikach roz-
prawy, a takze omawiamy strukture dysertacji.

Rozprawa po$wiecona jest wybranym problemom klasyfikacji Grama i Coxetera-Grama
nieujemnych oznakowanych graféw krawedziowo-dwudzielnych A = (Ay,A;) bez petli
(zdefiniowanych w [81], zobacz definicja 3.2) o skoficzonym zbiorze wierzchotkéw Ay =
{ay,...a,,} oraz skoficzonym zbiorze krawedzi A; oznakowanych symbolami z dwuelemen-
towego zbioru {—1, +1}. Jednym z gtéwnych celé6w niniejszej dysertacji jest przedstawienie
spektralnej klasyfikacji Coxetera nieujemnych graféw krawedziowo-dwudzielnych A =
(Ag,Aq) korangi dwa bez petli.

W rozprawie przedstawiamy m.in. algorytmy kombinatoryczne i kombinatoryczno-gra-
ficzne umozliwiajace rozwigzywanie probleméw spektralnej klasyfikacji Coxetera graféw
krawedziowo-dwudzielnych korangi dwa bez petli wymienionych jako problemy 1.3, 1.4
oraz 1.5 w dalszej cze$ci wstepu. Problemy te zostaly sformutowane na seminariach dokto-
ranckich prowadzonych przez promotora w latach 2010-2015, a takze w jego publikacjach
[80-83] oraz [54-56] (wspdlnych z S. Kasjanem).

Jedna z inspiracji badania niezmiennikéw spektralnych graféw krawedziowo-dwu-
dzielnych (oméwiong szeroko w artykutach [79-81]) byly problemy spektralnej klasyfikacji
Coxetera algebr skoficzonego wymiaru nad cialem K i ich zwigzkéw z tzw. pochodng
réwnowaznoscig algebr badang od wczesnych lat osiemdziesigtych XX wieku, zobacz
prace Gabriel-Roiter [29], Zhang [102], Happel [45], Lenzing-Pefia [60, 61], Mro6z [68],
Mro6z-Pefia [69, 70] oraz Simson [80].

Inng wazng inspiracja byty problemy bliskie X Problemowi Hilberta: budowania al-
gorytmow (najlepiej graficznych) opisujacych geometrycznie zbiér wszystkich catkowito-
liczbowych rozwigzan v = (vy,...,v,,) € Z™ réwnan diofantycznych q(x,...,x,,) = 4,
gdzie d € Z jest liczba calkowitg oraz q(xy, ..., x,,) € Z[x4,...,x,,] jest jednorodng catko-
witg formg kwadratowa, zobacz [79, 80] oraz monografia [13, Chapter II]. Problemy te
sg intensywnie badane przez wielu autoréw, zobacz monografie [1, 29, 74, 92, 93], oraz
artykuty naukowe [3, 6-8, 10, 11, 22, 28, 39, 40, 53, 55-57, 69, 73, 80, 95, 96, 98].

Bardzo waznym obszarem inspiracji do tych badarn sa réwniez klasyczne problemy
i metody spektralnej teorii graféw i skoficzonych graféw oznakowanych. Stosuje si¢ je m.in.
do opisywania i badania r6znych proceséw zachodzacych w przyrodzie, analizie sieci
elektrycznych, a nawet analizy zjawisk badanych w socjologii spotecznej, w tym konfliktéw
grup spotecznych, zobacz monografie [17, 18] oraz artykuly [46, 52, 58, 101]. Aspekty te
krétko omawiamy w podrozdziale 2.1.

W catej rozprawie symbolami N C Z C Q C R C C oznaczamy: zbiér liczb natural-
nych, pierscien liczb catkowitych, ciato liczb wymiernych, liczb rzeczywistych oraz liczb
zespolonych. Dla danej liczby naturalnej m > 1 produkt kartezjariski Z™ traktujemy jako
przemienng grupe wolng wzgledem dodawania wektoréw, natomiast Q”, R™ oraz C™
rozwazamy jako przestrzenie liniowe nad ciatem @Q, R oraz C, odpowiednio. Dla ustalonej
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Rozdziat 1. Wstep

liczby naturalnej m > 1 symbolami M,,(Z) C M,,,(Q) C M,,(R) oznaczamy algebry ma-

cierzy kwadratowych A = [a;]; j<,,, wymiaru m x m, odpowiednio o wspétczynnikach w Z,

Q oraz R. Dla danej macierzy A € M,,,(R) symbolem A" € M, (R) oznaczamy macierz

transponowang do A. Ponadto przyjmujemy A~ = (A")~1 = (A=1)", gdy det A # 0.
JedliAy, ..., A, sg skalarami z ciata R, to symbolem

diag(Ay,...,A,,) € M, (R)

oznaczamy macierz diagonalng B = [b;] € M,,,(R), w ktorej wspolczynnikami na gléwnej
przekatnej sg liczby by = Ay, byy = A,, ..., b, = A,,, natomiast pozostale wspoétczynniki
sq zerami, tzn. b; = 0 dlai # j.

Przypominamy z artykutu [81] (zobacz réwniez definicja 3.2), ze grafem krawedziowo-
dwudzielnym (w skrécie: bigrafem) nazywamy czwoérke A = (Ag, A1, A7,A7), gdzie A =
(Ag,Ay) jest skoficzonym grafem, natomiast A7, AT sg rozlagcznymi podzbiorami zbioru
krawedzi A, takimi, ze A} = AT UA7 oraz A (a,b) = A (a,b) lub A (a,b) = A7 (a,b), dla
dowolnych wierzchotkow a # b. Taki graf krawedziowo-dwudzielny traktujemy jako graf
oznakowany (w sensie [101]) nastepujaco:

¢ krawedzie ze zbioru A7 (4,b) oznaczymy symbolem ,—1" i realizujemy geometrycz-
nie jako krawedzie ciaglte a——b,

* krawedzie ze zbioru Af (a, b) oznaczamy symbolem ,+1" i realizujemy geometrycznie
jako krawedzie przerywane a- - - -b.

Innymi stowy, grafem krawedziowo-dwudzielnym nazywamy graf oznakowany, w ktérym
wszystkie krawedzie pomiedzy dowolnymi dwoma jego wierzchotkami sg oznakowane
tym samym znakiem. Oczywiscie dowolny oznakowany graf prosty jest krawedziowo-
dwudzielny. Ponadto dowolny graf A = (4j,A;) traktujemy jako oznakowany graf krawe-
dziowo-dwudzielny A = (Ag,A1,A7,AT), w ktérym A7 (a,b) = A (a,b) oraz Af (a,b) jest
zbiorem pustym, dla dowolnych wierzchotkéw a # b, tzn. kazda krawedz w A jest ciggla.

11. Wybrane problemy badawcze spektralnej analizy Coxetera

W omawianej tu spektralnej klasyfikacji Coxetera graféw krawedziowo-dwudzielnych
wazng role odgrywaja powszechnie znane klasy graféw: jednorodne diagramy Dynkina
oraz jednorodne diagramy Euklidesa (nazywane réwniez jednorodnymi rozszerzonymi
diagramami Dynkina) przedstawione w tabelach 1.1-1.2. ! Zostaly one wprowadzone po
raz pierwszy w 1946 roku przez E. B. Dynkina w artykule Knaccuguxayusa npocmuix epynn
Au ? do klasyfikadji prostych grup Liego.

TaBELA 1.1. JEDNORODNE DIAGRAMY DYNKINA

A?‘l: 1 2 n—-1 n (1’1 > 1),
[ ] [ ] [ ) [ ]
20 6e®
Dn: 1 3 n-1 n (n24); ]E6 1 2 3l 4 5
[ ] [ ] [ ) [ [ ) [ [ ] [ ] [ ]
5@ 40
]E7: 1 2 3 4 6 7 ]ES 1 2 3‘ 5 6 7 8
*e—0 —0— 00— 06— 0 *e—0 — 06— 00— 00— 06— 0

!Grafy przedstawione w tabelach 1.1-1.2 s réwniez znane w literaturze pod nazwg zredukowanych
graféw Smitha oraz graféw Smitha, odpowiednio, poniewaz zostaly zastosowane przez J. H. Smitha w 1969
roku do klasyfikacji graféw o promieniu spektralnym < 2, zobacz: J. H. Smith, Some properties of the spectrum of
a graph, Combinatorial Structures and their Applications (Proc. Calgary Internat. Conf., Calgary, Alta., 1969),
Gordon and Breach, New York, 1970, 403-406.

2Artykut E. B. Dynkina Kaaccugpukayus npocmuix epynn Au, opublikowany w Marematudeckmit c60pHIK
18(1946), 347-352, przez Poccuiickast akaaeMmst Hayk, Marematirdaeckmni vHCTUTYT M. BA Crexaosa Pocemit-
cKolt akapeMyy Hayk, dostepny jest na stronie: http: //eudml . org/doc/65313, zobacz [23].
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1.1. Wybrane problemy badawcze spektralnej analizy Coxetera

TABELA 1.2. JEDNORODNE DIAGRAMY EUKLIDESA

Ay 2 i . (n=1)
° . ° ° e

__ 2e ne - ie

Dn: 1 3 et | ne1 (12 4); ]E6: 1 > sl 6 7
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

N 5e N ie

IE:7 1 2 3 4‘ 6 7 8 ]ES 1 2 3‘ 5 6 7 8 9
*e——— 0 — 0 — 00— 00— 0 —— 0 *O——— 0 — 0 — 0 — 00— 00— 00— 0

Graf krawedziowo-dwudzielny A z ustalong numeracjg wierzchotkéw ay, ... ,a,,, m > 1,
jest jednoznacznie wyznaczony przez niesymetryczna macierz Grama G, € M,,(Z)
(zobacz definicja 3.5). Z takg macierza G, € M, (Z) w artykulach [55, 81-83] stowarzysza

sie nastepujace charakterystyki Coxetera (por. definicja 3.37):
(a) macierz Coxetera Cox, := —CA . GZ” e M,,(z),
(b) wielomian Coxetera, tj. wielomian charakterystyczny cox, (t) := det(t- E — Cox,) €
Z[t] macierzy Cox, € M,,(Z),
(c) spektrum Coxetera specc, C C skladajace si¢ ze wszystkich m zespolonych wartoéci
wlasnych macierzy Coxetera Cox,; réwnowaznie zbiér wszystkich m zespolonych
pierwiastkéw (wraz z krotno$ciami) wielomianu Coxetera cox, (t) € Z[t] bigrafu A.

W spektralnej analizie Coxetera wyrdznia sie nieujemne grafy krawedziowo-dwudzielne
korangi 0 < v < m — 1 w sensie artykuléw [81, 87], tj. takie A o m > 1 wierzchotkach, ze
ich symetryczna macierz Grama G, := %[GVA +GY1 € M,,,(Q) jest dodatnio pétokreslona
rzedu m — r nad cialem liczb wymiernych Q.

Jedli A jest spéjnym nieujemnym korangi 0 < r < m — 1 grafem krawedziowo-dwu-
dzielnym o m > 1 wierzchotkach bez petli, to w [86, Definition 2.5] stowarzysza si¢ z nim
jednoznacznie typ Dynkina Dyn, € {A,,_,m—r > 1,D,,_,m —r > 4,Eg, E;, Eg}, tj.
jednorodny diagram Dynkina o m — r > 1 wierzchotkach przedstawiony w tabeli 1.1.

Jednym z probleméw rozwazanych w dysertacji jest klasyfikacja graféw krawedziowo-
dwudzielnych o m > 1 wierzchotkach z doktadnoscig do dwéch Z-kongruencji Grama:
stabej A ~; A" oraz silnej A =5 A’, zdefiniowanych w artykule [81] nastepujgco:

A~z A o Gy =B"-Gy-B, dlapewnejmacierzy B € M,,(Z), detB = +1,
A=z AN e Gy =B"-G,-B, dlapewnejmacierzy B € M,,(Z), detB = +1.

W pracach [81, 82] pokazano, ze jeSli A =, A',to A ~5 A, cox,(t) = coxy (t) oraz
specc, = specc,,. Ponadto w [86, 97] udowodniono, ze dla nieujemnych bigraféw A, A’
bez petli: A ~, A" wtedy i tylko wtedy, gdy Dyn, = Dyn,. Stad w spektralnej klasyfika-
cji Coxetera nieujemnych graféw krawedziowo-dwudzielnych rozwaza si¢ nastepujace
naturalne problemy sformutowane w pracach [54-56, 81, 82, 87].

Problem 1.3. Dla danej klasy A spéjnych grafow krawedziowo-dwudzielnych bez petli znalezé
minimalng podklase A* C A takg, ze dla dowolnego bigrafu A € A istnieje A* € A* stabo
Z-kongruentny z A, tj. A ~5 A* (odpowiednio, silnie Z-kongruentny z A, tj. A =5 A*).

Problem 1.4. Znalez¢ szerokq klase spéjnych graféw krawedziowo-dwudzielnych bez petli, dla
ktorych réwnos¢ typéw Coxetera-Dynkina

(specc,, Dyn,) = (speccA,, Dyny,)
implikuje silng Z-kongruencje Grama A =4 A'.

Problem 1.5. Zbudowa¢ algorytmy pozwalajgce, dla danej pary bigrafow A, A’ bez petli spet-
niajgcych relacje A ~5 A’ (odpowiednio, relacje A =5 A’), obliczy¢ pewng macierz B € M,,,(Z)
definiujgcq te Z-kongruencje Grama A ~5 A’ (odpowiednio, A =5 A'), tzn. B € M,,,(Z) takg, Ze
detB = +1o0raz G, = B - G - B (odpowiednio, G, = B - G, - B).
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Czeéciowe rozwigzania probleméw 1.3-1.5 dla nieujemnych graféw krawedziowo-
dwudzielnych bez petli korangi zero (inaczej: dodatnich) oraz jeden (inaczej: gtéwnych)
przedstawione sg w artykutach [6, 7, 28, 33, 34, 39, 53-57, 64, 73, 81, 83, 86, 87] i krétko
omoéwione w rozdziale 3 niniejszej dysertacji.

W niniejszej rozprawie przedstawiamy petne lub czeSciowe rozwigzania probleméw
1.3-1.5 dla spéjnych nieujemnych graféw krawedziowo-dwudzielnych bez petli korangi
dwa. Przedstawione rezultaty dysertacji znajduja zastosowanie w klasyfikacji nieujemnych
bigraféw dowolnej korangi, zobacz [86, 87, 97].

1.2. Gtowne wyniki i ich zastosowania

Jednym z najwazniejszych osiggnie¢ niniejszej rozprawy jest znalezienie nastepujacej
rodziny rozszerzonych bigraféw Euklidesa A2,n > 1, D2, n > 4, E2, E2, E2 (definicja 4.1):

nt+l@ I " "= @n+2
2
A 1 2 n—1 n (n>1) 5@
*o— 0 — — @ ‘
<0 2e ne ® n+2 > 40 3
. " "
Dn- 1 3l et | " (n>4); E6 1 2 3l 5/\;7
*o— 0 — o — @n+l *e—0— 0 —0— 0
o ®9 ~ 40 10
IEZ ‘ /1\ ]EZ ‘ /(\
71 2 3 6 7 8 8 1 2 3 5 6 7 8 19
e—eo—0—0—0—0—0 oe—eo—0—0—0—0—0—0

Konstrukgja tych bigraféw wykorzystuje diagramy Dynkina oraz odpowiadajace im
jedyne maksymalne dodatnie pierwiastki (konstrukcja 5.5, zobacz przyktad 5.8).

Glownymi wynikami klasyfikacyjnymi niniejszej rozprawy sa nastepujace twierdzenia
klasyfikujace spéjne nieujemne bigrafy korangi dwa bez petli z doktadnoscig do dwdéch
réwnowaznoéci Grama. Stanowig one pelne lub czeSciowe rozwigzania probleméw 1.3-1.5.

(I) Twierdzenie 5.1, w ktérym pokazujemy, ze z doktadnoscig do stabej Z-kongruencji
Grama ~, dowolny spéjny nieujemny graf krawedziowo-dwudzielny korangi dwa
jest jednym z rozszerzonych bigraféw Euklidesa A2,n > 1,D2,n > 4, E2, E2, E2.
Jest to pelne rozwigzanie problemu 1.3 dla klasy A wszystkich spéjnych nieujem-
nych graféw krawedziowo-dwudzielnych korangi dwa bez petli wzgledem stabej
Z-kongruencji Grama ~ 7, gdzie podrodzing klasyfikujacg jest rodzina rozszerzonych
bigraféow Euklidesa A* = {A2,n > 1,D2,n > 4,E2, E2, E2).

(I) Twierdzenie 6.4, w ktérym pokazujemy, ze z doktadnoscig do silnej Z-kongruencji
Grama =;, dowolny spéjny nieujemny graf krawedziowo-dwudzielny korangi
dwa bez petli o co najwyzej szedciu wierzchotkach, jest jednym z nastepujacych 13
bigraféw K%,l' K%,l' A/%,zr K%,l' K%,zf Kill Kizr Kiarﬁil/ﬁi,zfﬁﬁ,3fﬁﬁ,4rﬁi,53

=4

N 2 3 2s22=4 4s==:5 2s:-:5

A7 //\\\\\\ A%l ‘>< 2" ‘><‘ A3, % A3, %\
—3 1—2 _ o P A

Az, % Az, : % Az, % ™2, \‘/

1—

/\

Stanowi to rozwigzanie problemu 1.3 wzgledem silnej Z-kongruencji Grama =
dla klasy A4 wszystkich spéjnych nieujemnych graféw krawedziowo-dwudzielnych
korangi dwa bez petli o co najwyzej 6 wierzchotkach. W tym przypadku rodzing



1.2, Gtéwne wyniki i ich zastosowania

’lf}asy’fikujch jest A3 = (AT ,,A3,,A3,, As v A3, A4 1 A4 2 A4 5 D31, D3, D5,
D4 Dis)-

(IlI) Twierdzenie 6.30, w ktérym dla spéjnych nieujemnych graféw krawedziowo-dwu-
dzielnych A korangi dwa bez petli o co najwyzej n + 2 < 6 wierzchotkach kon-
struujemy nieskoriczony zbiér R, C Z"+? skladajacy sie z ®,-orbit wszystkich
pierwiastkéw R, := {v € Z"*2; v-G,-v'" =1} bigrafu A oraz @ ,-orbit pewnych wek-
toréw zjadra Ker g, := {v € Z"*2; v - G, - v'" =0} wraz ze strukturg @ ,-sieciowej
geometrii. Jest ona nieskoriczong suma:

(i) nieskonczonych w dét i gére tub klepsydralnych rangi 2 oraz 3:

SOW:

(iii) ptaskich kolczanéw nieskoriczonych w kazdym kierunku nastepujacej postaci:

(IV) Twierdzenie 5.28, w ktérym podajemy metode konstrukgji algorytmu 5.48 (tzw.
algorytm inflacyjny). Algorytm ten wyznacza w czasie wielomianowym (twier-
dzenie 5.50) pewna macierz B € M, ,(Z) definiujacq staba Z-kongruencje Grama
A ~z D? pomigdzy dowolnym spSjnym nieujemnym bigrafem A = (4,A;) korangi
dwa o n + 2 > 3 wierzchotkach bez petli i typie Dynkina D,,,, oraz rozszerzonym
bigrafem Euklidesa D2 € {A2,n > 1,D2,n > 4, EZ, E2, E2}. Macierz ta jest opisana
przez zlozony operator inflacji t7 :=t, | o..ot; reduku]qcy A do bigrafu D2:

Aoty Amty, (4, A) = - = t;A=Dj.



V)
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W konsekwencji otrzymujemy pelne rozwigzanie problemu 1.5 wzgledem stabej
Z-kongruencji Grama ~.

Twierdzenie 6.43, na podstawie ktérego konstruujemy wydajne algorytmy kombi-
natoryczno-graficzne (m.in. algorytmy: 6.52, 6.68), umozliwiajgce obliczenie macie-
rzy definiujacych silng Z-kongruencje Grama A = ,D%,s, gdzie 5%,5 € {Kil, K%,y
A%, A3,,A3, A%, A%, A, D2, D}, D3}, D3, D35} dla dowolnego spéjne-
go nieujemnego grafu krawedziowo-dwudzielnego A korangi dwaon + 2 < 6
wierzchotkach bez petli. W konsekwencji otrzymujemy rozwigzanie problemu 1.5
wzgledem silnej Z-kongruencji Grama =~ dla spéjnych nieujemnych graféw krawe-
dziowo-dwudzielnych korangi dwa bez petli o co najwyzej 6 wierzchotkach.

Innymi waznymi osiggnieciami rozprawy sa:

(A)

(B)

©

konstrukcja pierwiastkowa (konstrukgja 5.5, ktérej wlasnosci opisujemy w twierdze-
niu 5.11):
A" u,w) — A'[[u, w]]

umozliwiajgca konstrukcje spdjnego nieujemnego bigrafu korangi dwa bez petli,
z dowolnego spdjnego nieujemnego bigrafu A’ korangi zero (tj. dodatniego) bez petli
oraz pary jego pierwiastkow u,w € Ry 1= {v € Z™; v- G, - 0" =1};

twierdzenie 5.16 opisujgce strukture dowolnego sp6jnego nieujemnego grafu krawe-
dziowo-dwudzielnego bez petli. Wyniki te pozwalaja w prosty sposéb skonstruowac
dowolne spéjne nieujemne grafy krawedziowo-dwudzielne bez petli korangi dwa
z bigraféw dodatnich. W ten spos6b konstruujemy tez rozszerzone bigrafy Euklidesa
AZ,n>1,D2,n > 4,E2 E2, EZ (zobacz przykiad 5.8);

algorytm 5.22 realizujacy konstrukcje pierwiastkowq i umozliwiajacy obliczenie
wszystkich spéjnych nieujemnych bigraféw korangi dwa bez petli.

Wyniki niniejszej dysertacji maja istotne znaczenie w spektralnej analizie Coxetera
spéjnych nieujemnych graféw krawedziowo-dwudzielnych A = (A, A,) bez petli. W szcze-
golnosci znajduja nastepujace zastosowania w rozwigzywaniu probleméw opisanych
w podrozdziale 2.3:

(a)

(b)

klasyfikacje pewnych klas catkowitych jednolitych nieujemnych funkcjonatéw kwa-
dratowych w powigzaniu z diagramami Dynkina i rozszerzonymi diagramami Eu-
klidesa sprowadzamy do klasyfikacji spdjnych nieujemnych graféw krawedziowo-
dwudzielnych korangi dwa bez petli (zobacz definicja 3.9(b)), udowodnionej przez
nas w rozdziale 5;

przedstawione przez nas w rozdziale 6 narzedzia oraz algorytmy kombinatoryczno-
graficzne

¢ sprowadzajg problem silnej Z-kongruencji Grama spdéjnych dodatnich (nie-
ujemnych korangi dwa o co najwyzej 6 wierzchotkach) bigraféw bez petli do
problemu klasyfikacji zredukowanych nieprzywiedlnych ®-sieciowych syste-
moéw pierwiastkéw (P-sieciowych geometrii pierwiastkéw), por. [25-27, 54-56,
79-83, 85, 87],

¢ pozwalajg na opis algorytmiczno-graficzny catkowitoliczbowych rozwigzan
pewnych kwadratowych réwnan diofantycznych g(x, ..., x,,) = d (W powigza-
niu z X problemem Hilberta, por. [79, 80]);

prezentowane wyniki spektralnej analizy Coxetera nieujemnych graféw krawedzio-
wo-dwudzielnych bez petli majg zastosowanie w spektralnej analizie Coxetera nie-
ujemnych zbioréw czeéciowo uporzadkowanych oraz ich reprezentacji macierzo-
wych, zobacz podrozdziat 2.4.



1.3. Struktura dysertacji

Zauwazmy, ze prezentowane w dysertacji wyniki moga mie¢ zastosowania (wykracza-
jace poza Scisty obszar tematyczny prezentowany w niniejszej dysertacji) w klasyfikacji
kategorii pochodnych D? (modR). W szczegélnoéci, w badaniu zaleznoéci struktury tubu-
larnej kofczanéw (graféw skierowanych) Auslandera-Reiten w powigzaniu z rozktadem
wielomianéw Coxetera coxg () € Z[t] na iloczyn wielomianéw cyklotomicznych. Wyniki
tego typu przedstawione sg w artykutach [34, 80] oraz [68-70].

Jednym z wynikéw niniejszej dysertacji jest rtéwniez przygotowanie implementacji
algorytméw oméwionych w dysertacji w postaci autorskiego pakietu (umieszczonego na
plycie dotaczonej do rozprawy oraz na stronie internetowej [99]) do kombinatoryczno-
obliczeniowej analizy bigraféw przy uzyciu narzedzi komputerowych.

Tak przygotowane implementacje mogg zosta¢ zastosowane do dalszych eksperymen-
talnych badan, weryfikowania trudnych hipotez, dla ktérych nie s3 znane dowody teore-
tyczne, oraz przeprowadzania dowodéw wspomaganych komputerowo. W konsekwengji
poszerzamy o kolejne algorytmy dostepne narzedzia obliczeniowe do badania probleméw
spektralnej analizy bigraféw.

Gléwne wyniki przedstawione w niniejszej dysertacji zostaly opublikowane w naste-
pujacych czasopismach naukowych:

* Linear Algebra and its Applications [40, 41, 97],

* European Journal of Combinatorics [39],

* Fundamenta Informaticae [42, 98],

* Algebra and Discrete Mathematics [38],

e International Journal of Mathematics and Mathematical Sciences [96].

Wyniki rozprawy zostaly réwniez zreferowane na nastepujacych miedzynarodowych
konferencjach naukowych i opublikowane w recenzowanych materiatach konferencyjnych:

* Combinatorics 2012, Perugia [95],

* International Symposium on Symbolic and Numeric Algorithms for Scientific Computing,
Timisoara, SYNASC 2012 [35], SYNASC 2013 [64] oraz SYNASC 2014 [37].

1.3. Struktura dysertacji

Rozprawa sktada sie z szeSciu rozdzialéw, w tym wstep, oraz jednego dodatku. W roz-
dziale 2 omawiamy wybrane problemy spektralnej analizy graféw i graféw oznakowanych
oraz stosowane tam narzedzia. Przedstawiamy réwniez geneze spektralnej analizy Co-
xetera graféw krawedziowo-dwudzielnych i jej zastosowania w spektralnej klasyfikacji
Coxetera zbioréw czesciowo uporzadkowanych (zobacz twierdzenie 2.16).

W rozdziale 3 przedstawiamy definicje, problemy i narzedzia do analizy spektralnej
Coxetera grafow krawedziowo-dwudzielnych bez petli. Przyblizamy znane wyniki klasyfi-
kacji spektralnej Coxetera-Grama graféw krawedziowo-dwudzielnych bez petli korangi
zero (dodatnich) oraz jeden (gtéwnych), zobacz [57], [81, Section 3], [54, Section 6] oraz
twierdzenie 3.64. Omawiamy narzedzia uzywane w tej klasyfikacji i umozliwiajace roz-
wigzanie probleméw 1.3-1.5.

W rozdziale 4 definiujemy rodzine rozszerzonych bigraféw Euklidesa A2n > 1,
D2,n > 4,E2, E2, EZ, ktora klasyfikuje wszystkie spéjne nieujemne grafy krawedziowo-
dwudzielne korangi dwa bez petli, z doktadnoscia do stabej Z-kongruencji Grama. Ponadto
omawiamy te ich wlasnosci, ktére sg istotne w klasyfikacji spektralnej Coxetera.

W rozdziale 5 podajemy pelne rozwigzanie problemu klasyfikacyjnego (problem 1.3)
dla klasy wszystkich sp6jnych nieujemnych graféw krawedziowo-dwudzielnych korangi
dwa bez petli o n + 2 > 3 wierzchotkach. Dowodzimy, ze rodzing klasyfikujaca takie
bigrafy (z doktadnoscia do stabej Z-kongruencji Grama) jest piecioelementowa rodzina
rozszerzonych bigraféw Euklidesa K%, nz 1,7153%, n>=4, E%, Eg, Eé.
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W podrozdziale 5.2 przedstawiamy konstrukcje pierwiastkowa (konstrukcja 5.5), umoz-
liwiajgcg konstrukcje spéjnego nieujemnego bigrafu korangi dwa bez petli, ze spéjnego
dodatniego bigrafu A’ bez petli oraz pary jego pierwiastkéw. W podrozdziale 5.4 przed-
stawiamy algorytm 5.22 uzywajacy tej konstrukcji do zbudowania wszystkich spéjnych
nieujemnych bigraféw korangi dwa bez petli o ustalonej liczbie wierzchotkéw.

W podrozdziale 5.5 podajemy idee konstrukgji algorytmu inflacyjnego dla spéjnych
nieujemnych bigraféw korangi dwa bez petli, ktéry wyznacza typ Dynkina Dyn, =
D, € {A,,n 2 1,D,,n > 4,E, E;, Eg} (definicja 4.20) oraz Z-odwracalng macierz
B € Gl(n + 2, Z) definiujaca stabg Z-kongruencje Grama A ~ T)ﬁ, gdzie 5% € {K%, n=1l,
D2, n > 4,E2, E2, E2} jest rozszerzonym bigrafem Euklidesa. W podrozdziale 5.6 przed-
stawiamy realizacje tego algorytmu (algorytm 5.48).

W rozdziale 6 sprowadzamy klasyfikacje spdjnych bigraféw korangi dwa bez petli
(z doktadnoscig do silnej Z-kongruencji Grama) do klasyfikacji @ -sieciowych geometrii
pierwiastkéw (z doktadnoscig do izomorfizmu graféw skierowanych ,,z dodatkowgq struk-
turg”, zobacz definicja 6.20). Pokazujemy, ze dla spéjnych nieujemnych graféw krawedzio-
wo-dwudzielnych A korangi dwa bez petli o co najwyzej n + 2 < 6 wierzchotkach, zbiér
R C Z"*2 sktadajacy sie ze wszystkich pierwiastkéw R, := {v € Z"*?; v- G, - 0" =1} bi-
grafu A oraz pewnych wektoréw zjadra Ker g, := {v € Z"t2 .G A - 0" =0}, ma strukture
d 5-sieciowej geometrii bedacej nieskorficzong suma:

(i) nieskoniczonych w dét i gére tub klepsydralnych rangi 2 oraz 3,
(ii) toruséw rangi 3,4,5 oraz 6,
(iii) ptaskich kotczanéw nieskoniczonych w kazdym kierunku.

Wykorzystujac idee redukcji do geometrii sieciowych, konstruujemy wydajne algorytmy
kombinatoryczno-graficzne (algorytmy: 6.52, 6.68), umozliwiajagce wyznaczenie macie-
rzy definiujacych silng Z-kongruencje Grama, co stanowi rozwigzanie problemu 1.5 dla
spojnych nieujemnych graféw krawedziowo-dwudzielnych korangi dwa bez petli o co
najwyzej n + 2 < 6 wierzchotkach.

W podrozdziale 6.1 dowodzimy, Zze z doktadno$cig do silnej Z-kongruencji Grama,
dowolny spéjny nieujemny graf krawedziowo-dwudzielny A korangi dwa bez petli o co
najwyzej n + 2 < 6 wierzchotkach, jest jednym z 13 bigraféw A% |, A3, A%, A%, A3,,
A%, A3, A2, D}, D}, D}, D3, D35 przedstawionych w tabeli 6.5. Stanowi to roz-
wigzanie problemu 1.3 wzgledem silnej Z-kongruencji Grama dla spéjnych nieujemnych
graféw krawedziowo-dwudzielnych korangi dwa bez petli o co najwyzej n + 2 < 6 wierz-
chotkach.

Dodatek zawiera analize nastepujacych algorytméw stosowanych w spektralnej klasy-
fikacji Coxetera graféw krawedziowo-dwudzielnych bez petli:

¢ algorytm A.3 testujacy spdjnoé¢ danego bigrafu,

e algorytm A.7 sprawdzajacy nieujemnosé¢ danego bigrafu i obliczajacy jego korange,
* algorytm A.21 (tzw. algorytm ograniczonego zliczania) obliczajacy zbiér pierwiast-

kéw dodatniego spéjnego bigrafu,
e algorytm A.30 wyznaczajacy redukt R’ C R, (definicja A.25),
* algorytm A.39 do obliczania liczby Coxetera dodatniego spéjnego bigrafu bez petli,

* algorytm A.55 obliczajacy zredukowang liczbe Coxetera oraz liczbe Coxetera spéjne-
go nieujemnego bigrafu bez petli,
* algorytm inflacyjny dla spéjnych dodatnich bigraféw bez petli (algorytm A.59) oraz
dla gtéwnych bigraféw bez petli (algorytm A.66),
wraz z analizg ich pesymistycznej ztozonosci obliczeniowej wzgledem liczby wykonanych
operacji arytmetycznych.



Rozdziat 2

Geneza spektralnej analizy Coxetera bigrafow

Rozprawa poswiecona jest spektralnej klasyfikacji Coxetera graféw krawedziowo-dwu-
dzielnych A = (Ay,4;) o m > 1 wierzchotkach (zobacz definicja 3.2), ktérych symetryczna
macierz Grama G, € M,,,(Q) (zobacz definicja 3.4(b)) jest nieujemnie okreslona. Bada-
nia te zalicza si¢ w literaturze naukowej do spektralnej teorii graféw: rozwazana klasa
graféw krawedziowo-dwudzielnych jest podklasg multigraféw oznakowanych, znanych
w literaturze anglojezycznej jako signed graphs, zobacz [18, 46, 101].

W niniejszym rozdziale przypominamy podstawowe definicje i fakty zwigzane ze spek-
tralng analizg graféw i jej zastosowaniami, zobacz [15, 17-19, 30, 65, 75]. Przedstawiamy
rowniez krétko geneze spektralnej analizy Coxetera graféw krawedziowo-dwudzielnych
oraz jej wykorzystanie w klasyfikacji spektralnej zbioréw czesciowo uporzadkowanych,
zobacz [8-11, 22, 33-35, 37, 39, 40, 55, 56, 72, 73, 76-78].

21. Spektralna analiza grafow i oznakowanych grafow prostych

Przypominamy teraz podstawowe definicje i problemy klasycznej spektralnej teorii
graféw, stosujgc terminologie wprowadzong w monografiach [18, Chapter 1] oraz [19,
Chapter 1.1].

Jednym z celéw klasycznej spektralnej teorii graféw jest badanie wiasnosci wybranych
klas graféw przy wykorzystaniu wtasnosci spektrum macierzy sasiedztwa lub zmodyfiko-
wanej macierzy sasiedztwa, zobacz monografie [18, 19] oraz podrozdziat 2.2.

Definicja 2.1. (a) Grafem nazywamy pare A = (Ay, Ay), w ktérej Ay jest niepustym skoriczo-
nym zbiorem wierzchotkéw oraz A jest skoriczonym zbiorem krawedzi. Symbolem Ay (a,a’) C
Ay oznaczamy zbiér krawedzi incydentnych z wierzchotkami a,a’ € A.
(b) Grafem prostym nazywamy graf A = (Ay, Ay) ktéry nie posiada petli ani wielokrotnych
krawedzi, tzn. A (a,a) = @ oraz |A(a,a’)| < 1, dla dowolnych wierzcholkéw a,a’ € A,

Definicja 2.2. Zatézmy, ze A = (Ao, Ay) jest grafem prostym, w ktérym wierzchotki Ag =
{ay,...,a,,} ponumerowane sq liczbami 1, ... ,m, dlam > 1.

(a) Macierzqg sqsiedztwa grafu A nazywamy macierz symetryczng

1, jesliistnieje krawgdZ a;,—a;,

Ay = [a‘?j]lgi,jgm e M,,(Z), gdzie af} = { (2.3)

0, jesli nie istnieje krawedz a;—aj .

(b) Spektrum grafu A nazywamy skoriczony zbiér spec, C R, wszystkich (rzeczywistych)
m 2= 1 pierwiastkéw wielomianu charakterystycznego P,(t) = det(t - E — Ay) € Z[t]
symetrycznej macierzy sgsiedztwa A, grafu A.



Rozdziat 2. Geneza spektralnej analizy Coxetera bigrafow

Uwaga 2.4. Posta¢ macierzy sasiedztwa A, grafu A zalezy od numeracji wierzchotkéw
ay, ..., a4,, natomiast wielomian P, (t) oraz spektrum spec, grafu A zaleza jedynie od A
(zobacz monografia [18, Chapter 1]).

Z uwagi 2.4 wynika, ze jesli grafy A = (Aj,A;) oraz A" = (A(,A)) sa izomorficzne,!

to spec, = spec,,. Poniewaz implikacja przeciwna nie zawsze jest prawdziwa (zobacz
[18, Chapter 4.2] oraz przykiad 2.10), w spektralnej teorii graféw rozwaza si¢ nastepujacy
problem kospektralnosci graféw.

Problem 2.5. (a) Dla jakich par graféw A oraz A’ réwno$c spektrow spec, = spec,, implikuje
istnienie izomorfizmu grafow A = A'.
(b) Znalez¢ klasy grafow A, ktore sq jednoznacznie wyznaczone przez spektrum spec, C R,
z doktadnoscig do izomorfizmu.

Problem ten jest szczegétowo oméwiony w monografii [18]. Nastepujgce twierdzenie
udowodnione w [18] orzeka, Ze jedng z takich klas grafow sg grafy 2-regularne, tzn. grafy
proste, w ktérych kazdy wierzchotek posiada doktadnie dwie krawedzie z nim incydentne.

Twierdzenie 2.6. Dowolny graf 2-regularny A jest wyznaczony przez swoje spektrum spec, C
R jednoznacznie, z doktadnoscig do izomorfizmu.

Innym waznym problemem spektralnej teorii graféw jest wskazanie takich wlasnosci
graféw A, ktore s jednoznacznie scharakteryzowane przez wlasnosci spektrum spec, C R.
Przyktadem takiej klasy sg grafy (wierzchotkowo) dwudzielne, tzn. grafy A posiadajgce
taki nietrywialny podzial Ay = A, U Aj zbioru wierzchotkéw, ze dowolna krawedz taczy
pewien wierzchotek zbioru A, z pewnym wierzchotkiem zbioru Aj. Dla takich graféw
prawdziwe jest nastepujgce twierdzenie (zobacz [18, Theorem 3.2.3, Theorem 3.2.4]).

Twierdzenie 2.7. Dla dowolnego spéjnego grafu A nastepujgce trzy warunki sq réwnowazne.
(a) Graf A jest dwudzielny.

(b) Spektrum spec, C R jest zbiorem symetrycznym wzgledem zera, tzn. jesli A € spec,, to
—A € spec,.
(c) Jesli A, € spec, jest maksymalng liczbq w spec ,, to —A, jest minimalng liczbg w spec,,.

Bardziej og6lng klasa badang w teorii graféw sa oznakowane grafy proste. Przypomnij-
my, ze grafem oznakowanym nazywamy pare (4,sgn), gdzie A = (4y,4,) jest skoriczo-
nym grafem, natomiast sgn : A; — {+1, —1} jest funkcjg przyporzadkowujaca dowolnej
krawedzi B € A;(a,b) jej znak sgn(B) € {+1, —1}, zobacz [46].

Dowolny oznakowany graf prosty (A,sgn) = ((Ag,A,),sgn) o skoriczonym zbiorze
wierzchotkéw Ag = {ay, ..., a,,} jest jednoznacznie wyznaczony przez macierz sasiedztwa
Ad, = [diAj] € M,,,(Z) zdefiniowang analogicznie do macierzy (2.3), tj. przyjmujemy diAj =
sgn(a;, a;), gdy istnieje krawedz taczaca wierzchotek a; z aj, zobacz [101]. Spektrum spec, C
R takiego grafu jest skorficzonym zbiorem wszystkich (rzeczywistych) m > 1 pierwiastkéw
wielomianu charakterystycznego P, (t) = det(t - E — Ad,) € Z[t] symetrycznej macierzy
sasiedztwa Ad, grafu (4, sgn).

Uwaga 2.8. Grafy oznakowane wprowadzone zostaly w 1953 roku w artykule [46]
i zastosowane tam do opisu zachowan i relacji grup osobnikéw badanych w socjologii
spotecznej, zobacz réwniez [52] oraz [58]. Grafy te wykorzystuje si¢ réwniez w innych
dziedzinach nauki i techniki, np. w elektrotechnice do analizy sieci elektrycznych, w fizyce
do opisu modeli szkla spinowego, zobacz [2].

! Nastepujaca definicje izomorfizmu graféw podajemy za Z. Loncem [62, str. 7]: grafy A = (A, A,) oraz
A" = (Ap,A)) sa izomorficzne, jedli istnieje taka bijekcja f: Ay — Aj, ze dla dowolnej pary wierzchotkéw
a,b € Ay zachodzi: {a, b} € A, wtedy i tylko wtedy, gdy {f (a),f (b)} € A}, zobacz tez [19].
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2.2. Zmodyfikowane macierze sasiedztwa. Laplasjany

Jedna z najczesciej badanych w literaturze naukowej klas graféw oznakowanych, sg
proste grafy zbalansowane, tzn. takie, w ktérych liczba krawedzi ze znakiem —1 jest
parzysta w kazdym cyklu.

Inspiracjg do badania graféw zbalansowanych byty modele graficzne stosowane w so-
cjologii spotecznej, gdzie zbalansowanie mialo odpowiadac¢ stabilnej sytuacji spotecznej
badanej grupy osobnikéw opisywanej przez grafy oznakowane, zobacz [46].

Z nastepujacego twierdzenie wynika, ze jedng z takich klas jest klasa prostych graféw
oznakowanych (4, sgn), ktérych spektrum jest réwne spektrum grafu nieoznakowanego A
otrzymanego z A przez opuszczenie oznakowania, zobacz [101, Proposition 2.6].

Twierdzenie 2.9. Prosty graf oznakowany jest zbalansowany wtedy i tylko wtedy, gdy

spec, = specy.

Wiecej informacji o wlasnoéciach zbalansowanych graféw oznakowanych mozna zna-
lez¢ w [101]. W rozprawie zajmujemy sie badaniem wlasnosci spektralnych szerokiej klasy
graféw oznakowanych A, jakimi sg grafy krawedziowo-dwudzielne bez petli. Badamy ich
wlasnosci wyrazone w terminach zespolonego spektrum specc, C C macierzy Coxetera,
ktéra powstaje przez nietrywialng modyfikacje macierzy sasiedztwa.

2.2. Zmodyfikowane macierze s3siedztwa. Laplasjany

Zazwyczaj macierz sgsiedztwa A, € M,,,(Z) (2.3) grafu A oraz spektrum spec, C R
nie wystarczaja do jednoznacznej charakteryzacji pewnych wtasnosci graféw prostych, co
obrazuje nastepujacy przyklad pochodzacy z [18, Chapter 4.2].

Przyklad 2.10. Rozwazmy nastepujace dwa grafy proste A, A’

, A \./ , gdzie spec, = spec,, = {-2,0,0,0,2} C R.
VRN

A:

Zauwazmy, ze
» grafy A, A" sg kospektralne, tj. spec, = spec,, C R,
¢ grafy A, A’ nie s izomorficzne,

¢ graf A’ jest sp6jny, natomiast graf A nie jest spdjny.

Dlatego w spektralnej teorii graféw stosuje si¢ zmodyfikowane macierze sgsiedztwa
dostosowane do badanych klas graféw lub do badanych wiasnosci (takich jak: spéjnos¢,
wierzchotkowa dwudzielnoé¢, liczba drzew rozpinajacych). Najbardziej znanymi mody-
fikacjami sg tzw. ,Laplasjany”, w tym nastepujace trzy macierze Laplace’a (zobacz [18,
Chapter 1, Chapter 7]):

* symetryczna macierz Laplace’a L, := Dgy — Ay, € M,,(Z) grafu A, gdzie macierz
Dg, = diag(deg(ay),...,deg(a,,)) € M,,(Z) jest przekatniowa macierza stopni
wierzchotkéw ay, ..., a,, grafu A,

¢ symetryczna bezznakowa macierz Laplace’a Q, := Dgy + Ay, € M,,(Z),

. _1 _1
* symetryczna znormalizowana macierz Laplace’a L, := Dg,?L,Dg,> € M,,(R).
Wiadomo, ze sp6jnosci grafu A nie mozna opisac poprzez wiasnosci spektrum spec , , zo-
bacz [18, Figure 1.3]. Z nastepujacego twierdzenia udowodnionego w [18, Theorems 7.1.2-3,
Corollary 7.7.4] wynika, ze wlasnos¢ t¢ mozna opisa¢ w terminach spektrum macierzy
Laplace’a L, € M,,(Z) oraz znormalizowanej macierzy Laplace’a L, € M,,(R).
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Rozdziat 2. Geneza spektralnej analizy Coxetera bigrafow

Twierdzenie 2.11. (a) Liczba A = 0 jest wartoscig wiasng macierzy Laplace’a Ly € M., (Z)
oraz znormalizowanej macierzy Laplace’a L, € M,,,(Z) dowolnego prostego grafu A, a jej
krotnosé s > 1 (jako wartosci wlasnej macierzy L, € M,,,(Z)) jest réwna krotnosci liczby A =
0 jako wartosci wiasnej macierzy L, € M,,,(Z) oraz réwna jest liczbie spdjnych skladowych
grafu A. Ponadto, macierz Laplace’a Ly € M, (Z) grafu A jest dodatnio pétokreslona rzedu
m—s.

(b) Jesli A jest spéjnym grafem prostym, to krotnos¢ s’ > 1 liczby A = 0 (jako wartosci wiasnej
bezznakowej macierzy Laplace’a Q, € M, (Z)) réwna jest liczbie spéjnych sktadowych
dwudzielnych lub trywialnych.

Konsekwencjg twierdzenia 2.11 jest nastepujacy wniosek, zobacz [18, Corollary 7.7.4].

Whniosek 2.12. Graf prosty A jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy maksymalna wartosc
wlasna A, znormalizowanej macierzy Laplace’a Ly, € M, (R)  Jest rowna 2 oraz krotnosc wartosci
wlasnej /\ . Jest réwna krotnosci minimalnej wartosci whzsne] A_ tej macierzy.

Innym przyktadem zastosowania macierzy Laplace’a w badaniu wtasnosci graféw
jest nastepujace twierdzenie (znane réwniez jako twierdzenie Kirkchoffa lub twierdzenie
macierzowe o drzewach), opisujgce zwigzek spektrum macierzy Laplace’a z liczbg drzew
rozpinajacych w grafie, zobacz [18, Theorem 7.2.2].

Twierdzenie 2.13. JesliA,, ..., A,,_ sq wszystkimi niezerowymi wartodciami wiasnymi macie-
rzy Laplace’a Ly € M, (Z) spdjnego grafu prostego A o m > 1 wierzchotkach, to liczba wszystkich
drzew rozpinajgcych grafu A jest réwna t(A) = % A A

Uwaga 2.14. Innymi modyfikacjami macierzy sasiedztwa oznakowanego (multi)grafu
A om = 1 wierzchotkach s3: niesymetryczna macierz Grama G A € M, (Z) oraz syme-
tryczna macierz Grama G, = %[GA + GZ] € M,,,(Q) zdefiniowane w pracy [81], zobacz
rozdziat 3.

W rozprawie badamy spektralne wtasnosci szerokiej klasy graféw oznakowanych A
w terminach macierzy Grama G,, G, € M,,(Z) oraz zespolonego spektrum specc , CC
macierzy Coxetera Cox, := —Gy - GZ” e M,,(Z).

W naszych badaniach wykorzystujemy pewne idee i fakty pochodzace ze spektralnej
teorii graféw oraz metody spektralnej analizy Coxetera graféw krawedziowo-dwudziel-
nych wprowadzone w pracach [80, 81, 83] oraz [87].

2.3. Spektralna analiza Coxetera

W tym podrozdziale przedstawiamy motywacje spektralnej analizy Coxetera dodat-
nich oraz nieujemnych graféw krawedziowo-dwudzielnych A = (Ay, A;) bez petli o skori-
czonym zbiorze wierzchotkéw A, = {ay,...,4a,,} oraz skoriczonym zbiorze krawedzi A,
oznakowanych symbolami z dwuelementowego zbioru {—1, +1}. Analiza ta jest gléwnym
przedmiotem badan prezentowanych w rozprawie.

W badaniu nieujemnych graféw krawedziowo-dwudzielnych A = (A,,A;) bez petli
korzystamy przede wszystkim z idei, narzedzi, metod i technik opracowanych w artykutach
[78, 80-83]. Jedng z idei jest redukcja problemu istnienia silnej Z-kongruencji Grama
A =5 A" graféw krawedziowo-dwudzielnych A, A" do poréwnania ich spektréw Coxetera
specc,, specc,, C S = {z € C; |z| = 1} zdefiniowanych we wstepie.

U podstaw spektralnej analizy Coxetera lezg rozwigzywane od wczesnych lat sze$¢-
dziesigtych XX wieku problemy klasyfikacyjne matematyki teoretycznej i matematyki
dyskretnej, w tym:
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2.4. Spektralna klasyfikacja Coxetera zbiorow czesciowo uporzadkowanych

* (ré6wnania diofantyczne) opis algorytmiczno-graficzny catkowitoliczbowych roz-
wigzan kwadratowych réwnan diofantycznych q(xy, ..., x,,) = d, rozwazany w pra-
cach Simsona [79, 80] w powigzaniu z X problemem Hilberta, a takze problemami
teorii liczb (,,przedstawialnos¢ liczb przez formy”), zobacz Borevich-Shafarevich [13,
Chapter 2];

¢ (formy kwadratowe) klasyfikacja catkowitych form kwadratowych (stabo dodatnio-
okreslonych oraz stabo dodatnio-pétokreslonych) w powigzaniu z diagramami Dyn-
kina i Euklidesa, zobacz monografie [1, 29, 74, 76, 92, 93] oraz publikacje Barot-de
la Pefia [3], Bondarenko [8-11], Bongartz [12], Drozd [21, 22], von H6hne [48], von
Hohne-de la Pena [47], Marczak-Polak-Simson [63], Ovsienko [71], Simson [78, 85],
Zhang [102, 103];

* (zbiory czesSciowo uporzadkowane) klasyfikacja zbioréw czesciowo uporzadkowa-
nych oraz ich reprezentacji macierzowych, zobacz monografie Gabriel-Roiter [29],
Simson [76] oraz artykuly Drozd [22], Bondarenko-Stepochkina [10, 11], Bondarenko-
Futorny-Klimchuk-Sergeichuk-Yusenko [8], Gasiorek [32], Gasiorek-Simson-Zajac [35,
39, 40], Gasiorek-Zajac [42], Simson [77, 78, 85], Simson-Wojew6dzki [94], Simson-
Zajac [96];

* (Z-kongruencja macierzy catkowitoliczbowych) problem istnienia Z-kongruencji
catkowitoliczbowych macierzy A oraz A" € M,,,(Z) sformulowany w pracach Horn-
Sergeichuk [50], Gerasimova-Horn-Sergeichuk [43], Simson [82, 83], zobacz artykuly
Felisiak-Simson [25-27], Gasiorek-Simson [33, 34], Mr6z [68], Simson-Zajac [96];

¢ (zredukowane systemy pierwiastkéw) klasyfikacja zredukowanych nieprzywiedl-
nych systeméw pierwiastkéw w sensie Bourbaki [14] oraz ®-oczkowych systemow
pierwiastkéw w sensie [80], oméwiona w artykutach Simson [79-83, 85, 87], Felisiak-
Simson [25-27], Kasjan-Simson [54-56] oraz rozprawie doktorskiej Felisiak [24];

* (teoria reprezentacji algebr) klasyfikacja kategorii pochodnych D?(modR) w sen-
sie Verdiego dla skoniczenie wymiarowych K-algebr R nad ciatem algebraicznie
domknietym K, oraz opis struktury tubularnej stowarzyszonych kofczanéw (gra-
fow skierowanych) Auslandera-Reiten w powigzaniu z rozkladem wielomianéw
Coxetera coxg (t) € Z[t] na iloczyn wielomianéw cyklotomicznych, zobacz artykuty
Happel [45], Lenzing-de la Pefia [60, 61], Simson [80, 87], Zhang [102, 103], Mréz [68],
Mréz-de la Pefia [69, 70].

2.4. Spektralna klasyfikacja Coxetera zbiorow czeSciowo
uporzadkowanych

Omoéwimy teraz pokrétce zastosowanie spektralnej analizy Coxetera graféw krawe-
dziowo-dwudzielnych (sformalizowanej w pracach [81, 83]) do spektralnej analizy Coxete-
ra skoriczonych zbioréw czesciowo uporzadkowanych (I, <) sformutowanej w pracach
Simson [76-78], uzupetnionych w pracy Simson-Zajac [96] oraz oméwionej w rozprawie
doktorskiej M. Gasiorek [32].

Z dowolnym skoniczonym zbiorem cze$ciowo uporzgdkowanym I = (I,<),om > 1
elementach a4, ..., a,, i relacji czeSciowego porzadku < (tj. relacja < jest zwrotna, przechod-
nia i antysymetryczna), stowarzysza sie (zobacz [78]) macierz incydencji C; € M,,(Z)
oraz symetryczng macierz Grama G; € M m(%Z)

1, gdya; <g

,oraz G;:= = (C,+Ci"y e M, (27).
0, gdya; £a =2 (G0 m(34)

CI = [Cij] (S MW(Z), gdZie Cij = {

Poniewaz detC; = 1 [96], wiec macierze C;!,Cox; € M,,(Z) sg dobrze zdefiniowane
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Rozdziat 2. Geneza spektralnej analizy Coxetera bigrafow

w pierScieniu M,,,(Z), gdzie macierz
Cox; := —=C;- C;'" € M,,,(Z), det(Cox;) = (—=1)™,

nazywamy macierza Coxetera zbioru czesciowo uporzadkowanego I, zobacz [77, 78, 96].
Ponadto, z dowolnym m-elementowym zbiorem cze$ciowo uporzagdkowanym I = (I, <)
stowarzyszamy [76-78, 96]:
¢ wielomian Coxetera cox;(t) zbioru czeSciowo uporzadkowanego I definiowany ja-
ko wielomian charakterystyczny

cox;(t) := det(t - E — Cox;) € Z[t],

macierzy Cox;,

* spektrum Coxetera specc, zbioru czgsciowo uporzadkowanego I, ktory jest zbio-
rem specc, C C wszystkich m > 1 zespolonych rozwigzan (wraz z krotnoéciami)
réwnania cox;(t) = 0.

W spektralnej klasyfikacji Coxetera skoriczonych zbioréw czeSciowo uporzadkowanych

I rozwazany jest nastepujacy problem [80, 96].

Problem 2.15. Wskaza¢ niezmienniki, ktore wyznaczajg skoriczone zbiory czesciowo uporzgd-
kowane jednoznacznie, z doktadnoscig do dwuliniowej Z-réwnowaznosci =, gdzie

I =4 ] wtedy i tylko wtedy, gdy macierze incydencji C; oraz C; sq Z-kongruentne,
tzn. istnieje taka macierz B € M,,,(Z), ze C; = B".C;-Boraz detB = +1.

W artykutach [39, Theorem 1.2(b)] (por. [33, 34]) oraz [42, Theorem 1.3] (por. [36,
38-40]) dowodzimy, ze takimi niezmiennikami sg: spektrum Coxetera specc, oraz typ
Dynkina Dyn; zdefiniowany jako jednorodny diagram Dynkina (zobacz tabela 3.32)
stowarzyszony jednoznacznie ze sp6jnym zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym (zobacz
[39, 40]). W dowodach stosujemy metody wypracowane w spektralnej analizie Coxetera
grafow krawedziowo-dwudzielnych.

Nastepujace twierdzenie zostato udowodnione w [39, Theorem 1.2(b)] oraz [42, The-
orem 1.3].

Twierdzenie 2.16. (a) Jesli m < 10 oraz symetryczne macierze Grama G, Gy € Mm(%Z)
spojnych zbioréw czesciowo uporzgdkowanych I, | sq dodatnio okreslone, to

I~y J wtedy i tylko wtedy, gdy specc; = specc;.

(b) Jesli m < 16 oraz symetryczne macierze Grama G, G; € Mm(%Z) spéjnych zbioréw
czgsciowo uporzgdkowanych 1, | sq dodatnio polokreslone rzgdu rzg(Gp) = 124(G)) €
{m—-2,m-—1}, to

I =7 J wtedy i tylko wtedy, gdy specc; = specc; oraz Dyn; = Dyn,.

Wyniki tego typu mozna znalez¢ w artykutach [8-11, 22, 39, 40, 73, 78]. Wybranym
problemom spektralnej analizy Coxetera zbioréw cze$ciowo uporzadkowanych I z do-
datnio poétokreslong macierza Grama G;, poswiecona jest rowniez rozprawa doktorska
M. Gasiorka [32].
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Rozdziat 3

Grafy krawedziowo-dwudzielne bez petli

W tym rozdziale przedstawiamy definicje grafu krawedziowo-dwudzielnego (w skré-
cie: bigrafu) A = (Ay,Ay) o m > 1 wierzchotkach oraz podstawowe narzedzia do analizy
spektralnej Coxetera bigraféw. W szczeg6Inosci podajemy definicje niesymetrycznej macie-
rzy Grama G, € M,,,(Z), symetrycznej macierzy Grama G, € M,, (%Z) oraz funkcjonatu
Grama g, : Z™ — Z, ktére jednoznacznie wyznaczaja graf krawedziowo-dwudzielny bez
petli. Sg to narzedzia umozliwiajace korzystanie z wynikéw teorii catkowitych funkcjona-
t6w kwadratowych w analizie graféw krawedziowo-dwudzielnych bez petli. Z drugiej
strony, wyniki klasyfikacji graféw krawedziowo-dwudzielnych majg odzwierciedlenie
w klasyfikacji catkowitoliczbowych macierzy gérnotréjkatnych, wymiernych macierzy
symetrycznych oraz funkcjonatéw kwadratowych, zobacz [74].

Przyblizamy réwniez znane wyniki klasyfikacji spektralnej Coxetera-Grama dodat-
nich oraz gléwnych graféw krawedziowo-dwudzielnych bez petli. Ponadto omawiamy
narzedzia uzywane w tej klasyfikacji i umozliwiajace rozwigzanie probleméw 1.3-1.5.

31. Podstawowe definicje

Przez skoriczony graf! bedziemy rozumieli pare A = (4, 4;), gdzie A jest skoriczonym
niepustym zbiorem wierzchotkéw, natomiast A, jest skoficzonym multizbiorem krawedzi
(dopuszczamy wiecej niz jedng krawedz miedzy ustalong parg wierzchotkéw). Dla pary
wierzchotkéw a,b € Ay, symbolem A, (a,b) oznaczamy multizbiér wszystkich krawedzi
grafu A incydentnych z wierzchotkami a oraz b. Krawedzie nalezace do multizbioru A, (a, a)
nazywamy petlami incydentnymi z a. Méwimy, ze A = (A, A,) jest grafem bez petli, jesli
dla dowolnego wierzchotka a € Ay multizbiér A, (a,a) jest zbiorem pustym.

Uwaga 3.1. Dla uproszczenia zapisu, w dalszej czedci dysertacji, zamiast: multizbiér
krawedzi, bedziemy pisaé: zbior krawedzi, pamietajac jednak, ze dowolne dwa wierzchotki
moga by¢ potaczone wiecej niz jedna krawedzia.

Przypominamy, ze grafem oznakowanym nazywamy pare (4, sgn), gdzie A = (4,,4,)
jest skoficzonym grafem natomiast sgn : A; — {+1, =1} jest funkcjg przyporzadkowujaca
dowolnej krawedzi § € A;(a, b) jej znak sgn(B) € {+1, —1}. W artykule [81] wprowadzono
definicje nastepujacej klasy graféw oznakowanych, tzw. gratéw krawedziowo-dwudziel-
nych.

Definicja 3.2. (a) Grafem krawedziowo-dwudzielnym (w skrocie: bigrafem), nazywa-
my czworke A = (Ag, Ay, A7, A7), gdzie A = (Ag,Ay) jest skoticzonym grafem, natomiast

INa ogo6t w literaturze przez graf rozumie sie graf prosty, tj. graf bez wielokrotnych krawedzi, a grafy
z wielokrotnymi krawedziami nazywane sa multigrafami, zobacz [19, str. 24]. W tej rozprawie przez graf
rozumiemy multigraf.
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Rozdziat 3. Grafy krawedziowo-dwudzielne bez petli

A7, AT sq roztgcznymi podzbiorami zbioru krawedzi Ay takimi, Ze Ay = A} U A7 oraz
Aqi(a,b) = Af (a,b) lub Ay (a,b) = A7 (a,b), dla dowolnych wierzchotkéw a # b.

(b) Dla ustalonej liczby naturalnej m > 1 symbolem Bigr,, bedziemy oznacza¢ zbiér wszystkich
grafow krawedziowo-dwudzielnych A = (Ay,Aq) o zbiorze Ag = {ay, ..., a,,} wierzchotkéw
aiy, ..., a,, ponumerowanych liczbami naturalnymi 1, ..., m.

(c) Symbolem UBigr, bedziemy oznaczac podzbiér zbioru Bigr,, skladajgcy sig ze wszystkich
bigrafow A = (A, Ay) € Bigr,, bez petli o m wierzchotkach ay, ..., a,,.

Uwaga 3.3. (a) Dowolny graf krawedziowo-dwudzielny A = (A, A, A7, AT) bedziemy
traktowac jako graf oznakowany nastepujaco:

e krawedzie ze zbioru A7 (4, b) beda oznakowane znakiem ,,—1” oraz realizowane
geometrycznie jako krawedzie ciggte a——10,

e krawedzie ze zbioru A{ (a,b) bedg oznakowane znakiem ,,+1” oraz realizowane
geometrycznie jako krawedzie przerywane a----b.

(b) Graf krawedziowo-dwudzielny A = (Ay,A;,A7,AT) bedziemy oznaczaé sym-
bolem A = (Ay, A1), o ile nie bedzie to prowadzito do nieporozumienia.

(c) Dowolny graf nieoznakowany A = (Aj,A;) bedziemy traktowa¢ jako graf
krawedziowo-dwudzielny A = (Ay,A,,A7,AT) przyjmujac A7 (a,b) = A(a,b) oraz
AT (a,b) = @, dla dowolnych wierzchotkéw a # b, tzn. taki A, w ktérym kazda krawedz
jest ciagta.

Zauwazmy, ze graf oznakowany A : a 2~~~ "° b nie jest grafem krawedziowo-

dwudzielnym, poniewaz nie jest spelniony warunek zachowania dwupodziatu krawe-
dzi, §j. Af N AT = {(a,b)} # 0, gdzie AT = {(a,b)} oraz A7 = {(a,b)}. Natomiast graf

!

A a

réwnym All_ = {(a,b),(a,b)} oraz pustym zbiorem krawedzi przerywanych A/1+ = 0.

b jest grafem krawedziowo-dwudzielnym ze zbiorem krawedzi cigglych

Podobnie, grafem krawedziowo-dwudzielnym jest graf oznakowany A" :a =~~~ ""= b

ze zbiorem krawedzi przerywanych réwnym A'1'+ = {(a,b), (a,b)} oraz pustym zbiorem
krawedzi ciaglych A7~ = 0.

Nastepujace definicje, pochodzace z artykutu [81], pelnig istotng role w spektralnej
klasyfikacji Coxetera graféw krawedziowo-dwudzielnych bez petli. W naszych badaniach
zajmujemy sie gléwnie spektralng analizg bigraféw bez petli. Spektralna analiza Coxetera
graféw krawedziowo-dwudzielnych z przerywanymi petlami oméwiona jest w artykutach
[54-56].

Definicja 3.4. Niech A = (Ay,A,) € Bigr,, bedzie grafem krawedziowo-dwudzielnym bez
petlioraz Ay = {ay, ..., a,,} zbiorem wierzchotkéw ponumerowanych liczbami naturalnymi 1, ..., m.

(a) Niesymetryczng macierzq Grama G, € M,,(Z) bigrafu A € URBigr = nazywamy

macierz _
1 d?Z d?’i e d?m
. 1 d§3 e d?m
Gy = L eMu@), (3.5)
0
. . m—1m
1
gdzie

A_ {—IAl_(al-, a;)l, jeslii < j oraz istnieje krawedZ ciggla a,—4a;,
ij

AT (a;,a))|,  jeslii < joraz istnieje krawedZ przerywana a;--- a;.

Ponadto przyjmujemy diA]. = 0, jesli wierzcholki a;, a; nie sq polgczone krawedzig lub i > j.
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3.1. Podstawowe definicje

(b) Symetryczng macierzq Grama bigrafu A nazywamy macierz
Gy = 3(Gy+GY) EM,,(32). (3.6)
Przyklad 3.7. Rozwazmy nastepujacy graf krawedziowo-dwudzielny:
Av T e o----m,
Wierzchotki bigrafu A mozna ponumerowaé miedzy innymi w nastepujacy sposéb

o----m

. @ O----n I. @
A'1 S 3orazA.3 2 2.

Przy tych numeracjach wierzchotkéw macierze Grama bigraféw A, A’ sg réwne:

1-10 1-2 0 1 141 1 1-1
Ga=1011|,Gy=|-31 1|,0razGy =[0 1 0, Gy =321 0[.
0 01 03 1 0 01 -3 01

Uwaga 3.8. (a) Zauwazmy, ze macierz Grama G, € Mm(%Z) oraz niesymetryczna
macierz Grama G, € M, (Z) wyznaczajg jednoznacznie graf krawedziowo-dwudzielny
A = (4y,4,) € Bigr,, zponumerowanym zbiorem wierzcholkéw réwnym A, = {1, ..., m}.

(b) Definiowanie bigrafu A = (Ay,4,) € Bigr,, z ponumerowanymi wierzchotkami
przez podanie niesymetrycznej macierzy Grama G, € M,,(Z) jest szczegdlnie wygodne
do obliczeni symbolicznych algebry komputerowej, w ktérej obliczenia wykonuje sie na
macierzach.

(c) W spektralnej klasyfikacji Coxetera graféw krawedziowo-dwudzielnych bez petli
podstawowymi narzedziami do analizy sg wielomian charakterystyczny i spektrum ma-
cierzy Coxetera Cox, := —G, - G5 € M,,,(Z) (definicja 3.37), ktére zalezg od macierzy
Grama G, € M,,(Z), wiec w ogélnym przypadku zalezg od numeracji wierzchotkéw
bigrafu A € UBigr, (zobacz twierdzenie 3.46(c) oraz przyklad 3.50).

(d) Poniewaz w catej rozprawie przedstawiamy wyniki analizy graféw krawedziowo-
dwudzielnych A = (Ay, A1) € LL;Bigrm,m > 1, o zbiorze wierzchotkéw ponumerowanych
liczbami naturalnymi 1, ..., m, oraz ,rozréznialnymi” niesymetrycznymi macierzami Gra-
ma (uwaga (c)), to w konsekwencji uwag (a)-(c), mozemy przyjaé, ze dla graféw krawe-
dziowo-dwudzielnych zbiér wierzchotkéw jest rowny Ay = {1, ..., m}.

Zauwazmy, ze kazdy graf krawedziowo-dwudzielny A bez petli, mozna utozsamiac
z jednolitym funkcjonatem kwadratowym g, : Z"™ — Z zdefiniowanym nastepujaco
(zobacz [3, 48, 64,71, 74, 79]).

Definicja 3.9. Niech m > 1 bedzie ustalong liczbg naturalng.

(@) Zatozmy, ze A = (Ay, A1) € UBigr,, jest grafem krawedziowo-dwudzielnym bez petli
o zbiorze wierzchotkéw Ay = {1, ..., m} oraz G, = [dl-A]-] € M,,,(Z) jest jego niesymetrycz-
ng macierzg Grama. Funkcjonalem Grama bigrafu A nazywamy funkcjonat catkowity
ga : Z™ — Z zdefiniowany przez forme

Ga(x) = ga(Xq, eee, Xp)

X3 4 e+ X2 4 Y doxx;
1 j m zg} ijr ity (310)
= x-Gy-xt"=x-Gy-xl,
gdzie G, € Mm(%Z) jest symetryczng macierzq Grama (3.6) bigrafu A oraz x = [xq, ..., X,,]
jest wektorem zmiennych xy, ..., X,,.
(b) Niech q: Z™ — Z bedzie jednolitym funkcjonatem catkowitym (ang. integral unit form)
zdefiniowanym wzorem
g(x) = x3 + -4 x3, + Z qijXi%;s
i<j
gdzie q;; € Z. Graf krawgdziowo-dwudzielny bez petli A := bigr(q) wyznaczony przez
q: Z™ — Z definiujemy nastgpujgco:

® zbiér wierzchotkow bigrafu A := bigr(q) jest rowny Ay=A{1,...,m},
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Rozdziat 3. Grafy krawedziowo-dwudzielne bez petli

¢ dla dowolnychi,j € {1, ..., m} zbiér A, (i,) sktada si¢ z doktadnie
—q;; krawedzi ciaglych postaci i i T jesl 95 <0,
q; krawedzi przerywanych i ::: _g_::: j, jesliq; >0,
* pomigdzy wierzchotkamii,j € {1,..., m} nie ma krawedzi, jesli q;; = 0 lubi = j.
Nastepujacy przyklad ilustruje definicje 3.9.

Przyklad 3.11. Niech gq: Z°> — Z bedzie jednolitym funkcjonalem kwadratowym
zdefiniowanym wzorem
g(x) = X3 + X3 4+ X3 + X5 + X2 + XXy — X1X4 — XpX3 + 2X3%, — 2X3X5 + X4 X5.
Graf krawedziowo-dwudzielny A := bigr(g) funkcjonalug: Z°> — Z ma nastepujacg postaé
4
A := bigr(q): AN

N
v N

15--2—3=—5
a funkcjonat Grama g, : Z°> — Z bigrafu A jest rtéwny g, = q: Z° - Z, tzn. g,(x) = q(x).

3.2. Pierwiastki bigrafow nieujemnych

Istotng role w spektralnej analizie Coxetera nieujemnych graféw krawedziowo-dwu-
dzielnych A € UBigr, bez petli (definicja 3.12(b)) pelnig zbiory: pierwiastkéw z liczby
catkowitej d > 1 (3.13) oraz jadro funkcjonatu g, : Z™ — Z (3.15), w sensie nastepujacej
definicji, pochodzacej z [81, Section 2].

Definicja 3.12. Zatézmy, ze m > 1 oraz A = (Ay,A) € UBigr,, jest grafem krawedzio-
wo-dwudzielnym bez petli o zbiorze wierzchotkow Ay = {ay, ..., a,,} ponumerowanych liczbami
naturalnymi 1, ..., m. Niech G, € Ml,,, (Z) bedzie niesymetryczng macierzq Grama (3.5) bigrafu A.

(a) Dla danej liczby catkowitej d > 1 zbiér
Rp(d) =R, (d) :={v € Z™; qp(v) =d} C Z™ (3.13)
nazywamy zbiorem pierwiastkéow bigrafu A (funkcjonatu q, : Z" — Z) z liczby d.
W szczegdlnosci, zbiorem pierwiastkow bigrafu A (funkcjonatu q, : Z™ — 7Z) nazy-
wamy zbiér

Ra =Ry, ={vEZ™; gpv) =1} C Z", (3.14)
natomiast jgdrem funkcjonatu q, : Z" — 7Z nazywamy zbidr
Ker gy = {v € Z™; gp(v) =0} C Z"™, (3.15)

pierwiastkow z liczby d = 0.

(b) Bigraf A = (A, Ay) nazywamy dodatnim (nieujemnym), jesli funkcjonat Grama q, :
ZM — Z (3.10) jest dodatni (nieujemny), tzn. g, (v) > 0 dla dowolnego niezerowego wektora
v e Z" (odp. qp(v) = 0, dla dowolnego v € Z™).

(c) Korangq r > 0 bigrafu nieujemnego A nazywamy range v > 0 grupy wolnej Ker q,, tzn.
liczbe r > 0 elementéw Z-bazy grupy Ker q,. Przyjmujemy r = 0, gdy Ker g, = {0}.

(d) Bigraf A = (Ay, A1) nazywamy gléwnym, jesli A jest nieujemny korangi 1 (tzn. funkcjonat
catkowity q,: Z™ — Z jest nieujemny oraz grupa Ker q, C Z™ jest cykliczna i nieskoriczona).

Uwaga 3.16. Jesli graf krawedziowo-dwudzielny A = (4A,,4,) € UBigr,, jest nie-
ujemny, to zbiér Ker g4, = {v € Z™; q,(v) = 0} C Z™ jest grupa (na podstawie [79,
Proposition 2.8], zobacz tez dowdéd lematu 3.21(b)).

W artykutach [81, Definition 2.3(b), Lemma 2.1(b)], [79, Proposition 2.8] udowodniono
nastepujacy fakt.
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3.2. Pierwiastki bigraféw nieujemnych

Fakt 3.17. Zatézmy, ze m > 1oraz A = (Ay, A1) € U;Bz’grm jest grafem krawedziowo-
dwudzielnym bez petli o m > 1 wierzchotkach Ay = {1, ..., m}.
(a) Bigraf A € UBigr, jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy rzeczywista symetryczna macierz
Grama G, € M,,,(R) jest dodatnio okreslona.
(b) Bigraf A € UBigr, jest nieujemny korangir < m —1, wtedy i tylko wtedy, gdy rzeczywista
symetryczna macierz Grama G, € M, (R) jest dodatnio pétokreslona rzedu m — r nad R.

Nastepujacy przyktad ilustruje definicje dodatnich oraz nieujemnych bigraféw bez
petli.

Przyklad 3.18. (a) Rozwazmy bigraf A = (A, 4,) € UBigr, bez petli o dwuelemento-
wym zbiorze wierzchotkéw A, = {1,2} potaczonych d4, krawedziami:

A 2
A:l M 2 poniewas ga(xq, %) = (x1 + %quxz) + (1 - }—l(qu)z) x3,
to bigraf A € UBigr, jest nieujemnie okreslony wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi nie-
réwnosé (1 — }l(qu)z) > 0, ktora jest spelniona dla dfz € {—2,-1,0,1,2}. Ponadto, bigraf
A € UBigr, jest spojny, jesli df, # 0. Zauwazmy, ze bigraf A € UBigr, jest dodatni, jesli
zachodzi nieréwnoé¢ (1 - i(qu)z) > 0, ktora jest spetniona dla d4, € {-1,0,1}.
(b) Niech n =2 oraz niech A = (4,,4,) € UBigr, bedzie bigrafem
1 2 o< | 1-3 _ 1| 2-3 1
A .C. , gdzie G, = [ o 1] € M,(Z) oraz G, = 5[_3 2] € M,(572).
Analizujac posta¢ kanoniczng funkcjonatu kwadratowego g,: Z2 — Z zdefiniowanego
wzorem g (x) = ‘1} (2x — 3x2)2 — gx%, fatwo sprawdzi¢, ze bigraf A nie jest nieujemnie
okreslony.

Uwaga 3.19. Poniewaz kazdy podgraf krawedziowo-dwudzielny A" nieujemnego bi-
grafu A jest nieujemny, zatem z rozwazan przedstawionych w przyktadzie 3.18 wynika, ze
jesli bigraf A jest nieujemny bez petli, to dl-A]- € {-2,-1,0,1,2}. Innymi stowy:

* jesli bigraf A jest nieujemny bez petli, to dowolne dwa incydentne wierzchotkia, b €

Ay sa polaczone jedng lub dwiema krawedziami (cigglymi lub przerywanymi),

* jeslibigraf Ajest dodatni bez petli, to dowolne dwa wierzchotkia, b € A, sa potaczone
co najwyzej jedng krawedzig (ciagly lub przerywanga).

Uwaga 3.20. Zbiory pierwiastkéw bigraféw dodatnich bez petli petnig istotng role
w analizie spektralnej Coxetera. W artykutach [25-27] oraz [55, 56] udowodniono, ze jesli A
jest dodatnim sp6jnym bigrafem bez petli (dodatnim spéjnym bigrafem Cox-regularnym
w sensie [55, 56]), to zbidr pierwiastkow R, (odpowiednio, zbidr pierwiastkow R} zdefi-
niowany w [55]) jest zredukowanym systemem pierwiastkéw w sensie Bourbaki [14].

W lemacie 3.21(a) przypominamy z [80, Proposition 4.1(a)] oraz [74, str. 3], ze zbi6r
pierwiastkow R (d) z catkowitej liczby d > 1 dodatniego bigrafu A € UBigr, jest skori-
czony. W dowodzie uzywamy argumentéw Drozda [22], tj. podajemy ograniczenie na
warto$¢ kazdej wspoétrzednej v; wektora v = [vy, ...,v,,] € Ra(d) C Z™.

Aby pokazaé, ze zbiér pierwiastkow R, jest nieskoriczony w przypadku spéjnych
nieujemnych bigraféw A € UBigr, , ktore nie s3 dodatnie (lemat 3.21(b)), korzystamy
z faktu, ze jadro Ker g, # {0} funkcjonatu g, : Z™ — Z nieujemnego bigrafu A korangi
r 2 1 jest nieskoriczong podgrupa Z", zobacz [79, Proposition 2.8].

Lemat 3.21. Niech A € UBigr, ,m > 1, bedzie nieujemnym spdjnym bigrafem bez petli.
(a) Jesli A jest dodatni, to zbior pierwiastkow R (d) z catkowitej liczby d > 1 jest skoriczony.

(b) Jesli A nie jest dodatni, to jgdro Ker q, funkcjonatu q, : Z™ — Z bigrafu A korangir > 1
jest nieskoriczong podgrupg Z™ oraz zbior pierwiastkéw R, C Z™ jest nieskoriczony.
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Rozdziat 3. Grafy krawedziowo-dwudzielne bez petli

Dowéd. (a) Niech A € UBigr ,m > 1, bedzie sp6jnym dodatnim bigrafem bez petli.
Rozwazmy funkcjonat g, : Z" — Z (3.10) jako funkgje ciggla g, : R — R, ktéra dla do-
wolnego niezerowego wektora przyjmuje wartosci dodatnie (zobacz [1, 3.4. Proposition]):

ga(v) >0 dla 0#ve R™
Poniewaz (m — 1)-wymiarowa sfera S"l:={ueR™ |ul=1w przestrzeni Euklidesa
R™ jest zbiorem zwartym, to istnieje punkt v, € S"~1, na ktérym g,/ g1 : R™ - R osigga
kres dolny, tzn. inf qA(Sm_l) = (qp(vg) > 0.

Ustalmy liczbe catkowita d > 1 oraz dowolny wektor v := [v4,...,v,,] € Z™ taki,
ze g (v) = d. Zauwazmy, Ze ||| > 0 oraz norma wektora ”—Z” € R™ jest rowna 1, wiec
o € S"~1i w konsekwencji otrzymujemy nieréwnosci

0 < ga(0p) = inf g(S™ 1) < g5 (75) = ﬁ (D) = # (3.22)
z ktérych wynika nastepujace ograniczenie na wartoéci v; wspéirzednych v € R, (d)

0 < IIoll := 02 + ... + 02, < —s, dla1<i<m. (3.23)

Poniewaz wspoéirzedne v; wektora v € Rp(d) = {u € Z™; q5(u) = d} sa catkowite, to
otrzymujemy nastepujgce nieré6wnosci

d d
_[VqA(UO) ] <vi< [V‘M(Uo) ]’

gdzie [a] € Z jest czescig catkowita liczby a € R. Stad wynika, ze zbiér pierwiastkow

RA(d) C {-N%]N%]}m c zm (3.24)

z catkowitej liczby d > 1 dodatniego bigrafu A € UBigr, jest skoficzony i jego moc jest

ograniczona przez m
IRA(d)] < (2-[,/%5’—%)]“) -1 (3.25)

(b) Niech A € UBigr ,m > 1, bedzie spéjnym nieujemnym bigrafem bez petli, ktéry
nie jest dodatni, tzn. Ker g, # {0}. Przypominamy (zobacz [79, Proposition 2.8(b)]), ze
prawdziwa jest réwnos¢

h-G, =0 dla dowolnego i € Ker g,4. (3.26)
S’?Ac% /{iP}a+d/{)’VIX’C))lr:1yg\lhhil—h;\% ,§<.e1é Z A (())IEZ_'_/\;\/’\P’[’%Z: otrzymujemy nastepujgcg réwnosc¢
=A%h-Gy- BT+ (A2 -Gy - (W) + ANH -Gy - BT + AV R -Gy - (W) =

ktéra dowodzi, ze zbior Ker g, jest nieskoriczona podgrupa grupy Z".

Ustalmy wektory h € Ker g, oraz v € R ,. Pokazemy, ze wektor v + h jest pierwiastkiem
bigrafu A. Zauwazmy, ze prawdziwa jest rté6wnoé¢ -G, -v'" = v-G, - h'" (poniewaz macierz
Grama G, € M, (%Z) jest symetryczna) i w konsekwengcji otrzymujemy

gaw+h)=@+h) -Gy 0+ =0-Gy- 0" +h-Gy-h"+2-h-G,-0" =1. (3.27)
Stad zbiér R, zawiera nieskoriczony podzbidr v + Ker q,, wiec jest nieskoriczony. O

W przypadku zbioru pierwiastkéw z jedynki R, := {u € Z™;q,(u) = 1} dodatniego
bigrafu A € Bigr,, w [63, Corollary 2.8] mozna pokazaé wiecej: wspéirzedne v; pierwiast-
kéw v = [vy, ...,v,,] € R, dodatniego bigrafu A € Bigr,, (dodatnio okreslonego funkcjo-
natu g, : Z™ — Z) sa ograniczone przez liczby —6 oraz 6, tj. —6 < v; < 6 dla dowolnego
pierwiastka v = [vy,...,7,,] € Ry, gdziel <i < m.

Twierdzenie 3.28. Niech m > 1 oraz q: Z" — Z bedzie dodatnim funkcjonatem kwadrato-
wym zdefiniowanym formg kwadratowg q(x) = q(xy,...,%,,) € Z[x4, ...,X,,] postaci

G(X) = 11X3 + oo+ QX2 + Z qix:X;, gdzie q; € Z. (3.29)

i<j
Jesli wektor v = [vy,...,0,,] € Z™ jest pierwiastkiem funkcjonatu q: Z™ — Z, tj. q(v) =1, to
—-6<v;<6dlal1<i<m
Dowéd. Zobacz [63, Corollary 2.8]. O

20



3.3. Klasyfikacja grafow nieujemnych

Uwaga 3.30. Dowdéd lematu 3.21(a) wraz z ograniczeniami przedstawionymi w twier-
dzeniu 3.28 mozna wykorzysta¢ do zbudowania algorytmu umozliwiajgcego wyznaczenie
zbioru pierwiastkow spdjnych dodatnich bigraféw bez petli, zobacz [80, Algorithm 4.2].
Konstrukcje algorytmu obliczajacego zbiér pierwiastkow spéjnego dodatniego bigrafu
bez petli omawiamy w podrozdziale A.2.

3.3. Klasyfikacja grafow nieujemnych

W nastepujacym twierdzeniu przypominamy z [81] klasyfikacje wszystkich nieujem-
nych graféw (réwnowaznie: bigraféw bez przerywanych krawedzi) bez petli. W szczeg6l-
nosci, z twierdzenia 3.31 wynika, ze nie istniejg grafy nieujemne korangi r > 2 bez petli
(zobacz twierdzenie 3.36).

Twierdzenie 3.31. Niech D = (Dy, D) € UBigr,,,m > 1, bedzie spéjnym bigrafem bez
petli i bez przerywanych krawedzi, tzn. D = (D, Dy) jest spéjnym grafem bez petli.
(a) Graf D jest nieujemny korangi v = 0 (tzn. jest dodatni) wtedy i tylko wtedy, gdy jest jednym
z jednorodnych diagraméw Dynkina A,,m > 1,D,,,m > 4, E¢, E,, Eg (tabela 3.32).
(b) Graf D jest nieujemny korangi r > 1 (tzn. jest nieujemny, ale nie jest dodatni), wtedy i tylko
wtedy, gdy jest jednym z jednorodnych diagraméw Euklidesa A,,_y,m > 2,D,,_,m > 5,
Ee, E,, Eg przedstawionych w tabeli 3.33.

Dowéd. Poniewaz w grafie D = (Dy, D) € U%Bigr,,, m > 1, nie ma krawedzi przerywa-
nych, wiec funkcjonal kwadratowy g : Z™ — Z (3.10) mozna utozsami¢ z funkcjonatem
kofczanu w sensie definicji [1, Proposition VIL.4]. Stad dowéd wynika z [1, Proposition

I1.4.5].
VIL43] TABELA 3.32. JEDNORODNE DIAGRAMY DYNKINA =

Ant 1 2 n—1 n (n21)
[ ] [ ) [ ) [ ]
2e 6e
D,: .+ 5 n-1 n (n24) Eg: > 3l 4 5
[ ] [ ) [ ) [ ] [ ) [ ] [ ) [ [ ]
se ie
E,: 2 3 4 6 7 Eg: 2 3l 5 6 7 8
*o—0—0—0—0— 0 *e—0 — 00— 00— 00— 00— 0

TaBELA 3.33. JEDNORODNE DIAGRAMY EUKLIDESA

n+l ®
~
An . 2 n-1

(n21);

1 n
° . . . 5e
_ 2e ne - ie
Dn Y 5 et | np1 (n=4); Ee, 1 2 3l 6 7
° . PS . . ° ° .
. 5e ~ ie
E, 1 2 s a4l 6 7 8 Eg 1 2 3l 5 6 7 8 9
e—  o— o—e——o—o—o e o6— 06— o—o— 06— 0o—o

Uwaga 3.34. (a) Jesli ﬁm € {Km, m > 1,@,%, m >4, E6, E7, Eg} jest jednym z jedno-
rodnych diagraméw Euklidesa, to D,, jest rozszerzeniem o jeden wierzchotek odpowied-
niego jednorodnego diagramu Dynkina D,, € {A,, m > 1,D,, m > 4,E4, E,, Eg}. Stad
jednorodne diagramy Euklidesa nazywane sg jednorodnymi rozszerzonymi diagramami
Dynkina, zobacz [51, 78].

(b) W niniejszej dysertacji uzywamy nastepujacej konwencji oznaczen: przez D,, rozu-
miemy jednorodny diagram Dynkina o m > 1 wierzchotkach, natomiast przez D,, rozu-
miemy jednorodny diagram Euklidesa o m + 1 > 2 wierzchotkach bedacy rozszerzeniem
o jeden wierzchotek grafu D,, (tak jak w tabeli 3.33).
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Rozdziat 3. Grafy krawedziowo-dwudzielne bez petli

(c) Jesli nie prowadzi to do nieporozumieri, w niniejszej dysertacji, zamiast pisac:
jednorodne diagramy Dynkina (Euklidesa), uzywamy skréconego okre$lenia: diagramy
Dynkina (Euklidesa).

Twierdzenie 3.35. Niech D,, € {A,,, m>1,D,,, m > 4, Eg, E,, Eg} bedzie jednorodnym
diagramem Dynkina o m > 1 wierzchotkach ponumerowanych jak w tabeli 3.32.

(a) Liczba elementéw |Rp, | zbioru pierwiastkow Ry, ~bigrafu D,, jest réwna

D, A,m>1 D, m>4 E; E, Eg
Rp | m-(m+1) 2-m-(m—1) 72 126 240

(b) Maksymalny* dodatni pierwiastek up € Rp C Z™ bigrafu D,, jest rowny odpowiednio

. 1 . 2 . 2 . 3
up € 11 11/, 12 21, 12321/, 123432, 2465432 (s

gdzie wektory up € Z™ sq przedstawione w formie graficznej odpowiadajgcej ksztattowi
bigrafu D,,,.

Dowdd. Wszystkie pierwiastki funkcjonatu Grama qp, : Z™ — Z (3.10) jednorodnego
diagramu Dynkina D,, przedstawione s3 w monografii [14], zobacz réwniez [74]. O

Twierdzenie 3.36. Niech ﬁm S {Km, m > 1,®m, m >4, Eé, E7, ES} bedzie jednorodnym
diagramem Euklidesa o m +1 > 2 wierzchotkach ponumerowanych jak w tabeli 3.33. Bigraf D,, jest
gléwny oraz wektor hy, € Z™+1 generujgcy grupe cykliczng Ker gz = Z - hy,  ma nastgpujgeq
postac

1
hf)m €{ 110 11 12 21 123217 12343217 24854321

Dowdd. Teza wynika z przedstawienia formy kwadratowej g5 (x) definiujacej funkcjo-
nat Grama g35 : Z"*! — Z bigrafu D,, w postaci kanonicznej, zobacz [1, Lemma VIL.4.2].
Przyktadowo, postaé¢ kanoniczna funkcjonatu Grama bigrafu D,, jest nastepujaca:

m—2

1 1 1 1 1 2

G, (%) = 7201 —x3)2 4+ 7 (20 —23)% + 5 (X1 =X — X1 1) 2+ 5 (X =X 1) %+ 5 Z(xi—xiH) 3
=3

Stad tatwo wynika réwnos¢ Ker g5 = Z - hy; . O

3.4. Elementy spektralnej analizy Coxetera bigrafow

Podstawowymi narzedziami uzywanymi w spektralnej klasyfikacji Coxetera graféw
krawedziowo-dwudzielnych sa transformacja Coxetera, wielomian i spektrum Coxetera,
a takze liczby Coxetera, wprowadzone w artykufach [79-81].

Definicja 3.37. Niech A = (Ay, A1) € UBigr,, bedzie grafem krawedziowo-dwudzielnym
bez petli, Ay = {ay, ..., a,,} zbiorem wierzchotkéw ponumerowanych liczbami naturalnymi 1, ..., m,
gdziem > 1. Niech G, € M,,,(Z) bedzie niesymetryczng macierzq Grama bigrafu A (3.5).

(a) Macierzq Coxetera bigrafu A nazywamy macierz Z-odwracalng
Cox,y = —GA . GZ” € M,,,(Z) o wyznaczniku (=1)™.
(b) Transformacjq Coxetera bigrafu A nazywamy funkcje liniowg @, : Z™ — Z™ zdefinio-

wang wzorem
D, (v) =v-Coxy,

dla kazdego wektora v € Z™.

*Wektor v = [v; ..., v,,] € Z™ nazywamy maksymalnym w zbiorze R C Z", jesli v; > w; dla kazdego
w=[w;..., w,] ER.
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3.4. Elementy spektralnej analizy Coxetera bigrafow

(c) Wielomianem Coxetera bigrafu A nazywamy wielomian charakterystyczny
cox, (t) := det(tE — Cox,) € Z[t]
macierzy Coxetera Coxy.

(d) Spektrum Coxetera bigrafu A nazywamy zbiér specc, C C wszystkich m zespolonych
wartosci wlasnych macierzy Coxetera Cox,; réwnowaznie zbiér wszystkich m zespolonych
pierwiastkow (wraz z krotnosciami) wielomianu Coxetera cox, (t) bigrafu A.

(e) Liczbg Coxetera c, bigrafu A nazywamy® minimalng liczbe naturalng s > 1 takg, ze
@5 (v) = vdla kazdego v € Z™. Jesli taka liczba nie istnieje, to przyjmujemy c, = oo.

(f) Zredukowang liczbg Coxetera ¢, nieujemnego bigrafu A nazywamy* skoriczong mini-
malng liczbe naturalng 1 < s < oo takg, ze @5 (v) — v € Ker g, dla kazdego v € Z™.

Uwaga 3.38. Kombinatoryczny dowdd twierdzenia, ze zredukowana liczba Coxetera
¢, nieujemnego bigrafu A istnieje i jest skoriczona (twierdzenie A.43), przedstawiamy
w podrozdziale A.4. Zastosowane tam argumenty s3 analogiczne do przedstawionych
w og0lnym i abstrakcyjnym dowodzie [79, Theorem 4.7].

Podane definicje ilustrujemy na nastepujacych przyktadach.

Przyklad 3.39. (a) Jesli A jest dodatnim krawedziowo-dwudzielnym grafem

1-1-1 100 0 110-1000
0 1 10-100 00007100

4 — 3 _ 0 01-1-10 0 0011100
A::/:\5\/‘,toGA: 0o 001000 Coxy=[11-1-100 0],
172/ o 0 000 1-11 0000O0O0O0-1
0 000O0 1-1 -1 0-1 0-1 0 1

[0 00000 1] | 0000 0-1-1|

Ga(X) = X2 + x5 + x5 + X2 + x2 + X2 + X2 — x1X5 — X1 X3 + X1 X4 + XpX3 — Xp X5+
- X3X4 - X3x5 - x5x6 + x5x7 - x6x7 -
1 2,1 2,1 2
= 1 (2x1 —xZ—X3+X4> + 12 (3X2+X3+X4—2X5) + g(zx:}_X4—X5) +
1 2 1.2 1.2 1.2
+ 5 (X5 = X6 + X7)" + 5x5 + 5X5 + 57,
transformacja Coxetera @, : Z7 — Z’ dla kazdego v € Z” ma posta¢
Dy (V) = [0 +04— Vg, V) +0y, V3—0y— Vg, =0y +03—0y, Uy +U3—0s, =7, V540 —0],
liczby Coxetera sa réwne ¢, = ¢, = 20, wielomian Coxetera jest réowny

coxy(h) =t + P+ 12+ 1= (t+1) (P +1) (t* - ++*—t+1), oraz

J
1-v5 , V10+2y5; )
7t T ! ! 15 V10-2y5.
1+J§+ \/10—2J§i speccAz{T— i
1 1
1+V5 | V10-2y5 .
i T3 b
= ! R 145 _ V104245,
1 T b
1-v5 " ‘/10+2‘Ei
1 VI
145 \/10—2J§i 1 i}
4 4 7 7 .
15 _ ¥10+2V5, -1
4 4

SLiczbe Coxetera bigrafu A definiuje sie réwnowaznie jako minimalng liczbe naturalng ¢, > 1 takg, ze
Cox* = E, zobacz [81, Definition 2.3 (c2)].

4 Zredukowang liczbe Coxetera bigrafu A mozna zdefiniowa¢ réwnowaznie jako skoriczong minimalng
liczbe naturalng 1 < s < oo taka, ze wiersze macierzy ConA —E naleza dojadra Ker g, funkcjonatug,: Z™ — Z.

23



Rozdziat 3. Grafy krawedziowo-dwudzielne bez petli

Zwracamy szczeg6lng uwage na fakt, ze spektrum Coxetera specc , jest podzbiorem okregu
jednostkowego S = {z € C;[z| = 1} C C i sktada sie z pierwiastkéw z jedynki (wraz
z krotnoéciami) zaznaczonych na wykresie zielonymi punktami, aczkolwiek 1 & specc ,,
zobacz fakt 3.41. Ponadto liczba Coxetera jest skoriczona i jest rowna zredukowanej liczbie
Coxetera, zobacz lemat 3.43.

(b) Jesli A jest nastepujacym krawedziowo-dwudzielnym grafem

funkcjonat Grama g, : Z° — Z ma nastgpujacg postaé kanoniczna
ga(x) :}L (2x7—x5 + X6 + x8)2+é (3x2—2x3—x6—x8)2+21—4 (4x3—3x5—x6—x8)2+
+1 (2x4+x6—x7+x8)2+ %(53{5 — xg — xg — 4x9) +
7x6 — 5%y + 7xg — 2%9)% + % (x; — x9)2,

+140(

a niesymetryczna macierz Grama oraz macierz Coxetera sa nastepujace

11000101 0]| 00000O0O0-1-10]
0 1-100-10-10 011000110
0 010-10000 000010000
5 0 00101-110 000-1010-10
Ga=|loo0oo001000-1[, Coxa=[0100071101
0 00001-120 000-102-1=20
0 00000 1-1-1 111111111
0 000000O0T10 000-101-1-10
0 00000O0O 1| 1-2-1 0-1-1-1 0-1

Stad tatwo sprawd21c ze bigraf A jest nieujemny korangl dwa, Ker g, = Z hDeZ.
h®, gdzieh™ =10,1,1,0,1,1,1,0,1],h®» =[0,1,1,0,1,0,1,1,1 |, spektrum Coxetera
specc, jest podzbiorem okregu jednostkowego S' = {z € C;[z| = 1} C C i sklada si¢
z pierwiastkéw z jedynki (wraz z krotno$ciami) zaznaczonych na wykresie zielonymi
punktami, oraz

J
1, V3, .
) + 71 1 §
cy=00,C4 =6,
coxy (1) = 10— 13— 7 — 154 2154 244 13— 12141
= Lo =D+ 1) (P +t+1)7,
1 JE
13, : — 5+ %i,-1,1,1,1,1}.
272! —

Zauwazmy, ze 1 € specc, w przeciwienistwie do przypadku (a), zobacz fakt 3.41.

Przedstawimy teraz te wlasnosci transformacji Coxetera, ktére odgrywaja istotng role
w konstrukcji @ ,-sieciowych geometrii pierwiastkéw.
Lemat 3.40. Niech A € UBigr, ,m > 1, bedzie spéjnym nieujemnym grafem krawedziowo-
dwudzielnym bez petli oraz @ : Z™ — Z™ niech bedzie transformacjg Coxetera.
(@) Pp: Z™ — Z™ jest automorfizmem liniowym, gdzie funkcja @71 : Z™ — Z™ zdefiniowana
jest wzorem @31 (v) = v - Cox;! dla dowolnego wektora v € Z’”
(b) ga(PA(v)) = g (v) dla dowolnego wektorav € Z™.
(c) P,(h) = hwtedy i tylko wtedy, gdy h € Ker g4.
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3.4. Elementy spektralnej analizy Coxetera bigrafow

(d) Zbior Ra(d) jest ®p-niezmienniczy, tzn. P,(R(d)) = Rp(d), dla dowolnej catkowitej
liczby d > 1.

(€) Ppr(Ry) = Ry.
Dowéd. Zobacz [80, Proposition 4.3] oraz [79, Proposition 2.8(b)]. O

W odréznieniu od rzeczywistego spektrum spec, C R grafu A rozwazanego w klasycz-
nej teorii graféw, rozpatrywane przez nas spektrum Coxetera specc, C C nieujemnego
bigrafu A bez petli ztozone jest z liczb zespolonych. Co wigcej, specc, C C jest podzbio-
rem okregu jednostkowego i sktada si¢ z zespolonych pierwiastkéw z jedynki (zobacz
przykiad 3.39). Dowdéd tego faktu mozna znaleZzé pracach [3, 81].

Fakt 3.41. Niech A € UBigr, ,m > 1, bedzie spéjnym nieujemnym bigrafem bez petli.
(a) Spektrum Coxetera specc, bigrafu nieujemnego A jest podzbiorem okregu jednostkowego
S' = {z € C;lz| = 1} C C oraz dowolny z € specc, jest pierwiastkiem z jedynki.
(b) Bigraf nieujemny A jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy 1 & specc,,.

W lemacie 3.43 opisujemy pewne wtasnosci liczby Coxetera oraz zredukowanej liczby
Coxetera nieujemnego bigrafu bez petli.

Uwaga 3.42. (a) Lemat 3.43 wraz z jego dowodem postuza nam w nastepnym podroz-
dziale do zbudowania kombinatorycznych algorytméw umozliwiajgcych obliczanie liczby
Coxetera oraz zredukowanej liczby Coxetera.

(b) Kombinatoryczne argumenty uzyte w dowodzie sg niezbednym elementem do
oszacowania zfozonosci obliczeniowej zaproponowanych algorytmoéw, zobacz twierdze-
nie A.34 oraz twierdzenie A.43.

(c) Argumenty zastosowane przez nas w dowodzie lematu 3.43 s3 analogiczne do
przedstawionych w [79, Theorem 4.7]. Jednak dowdéd lematu 3.43 ma charakter kombina-
toryczny, a dowdd [79, Theorem 4.7] ma charakter ogdlny i abstrakcyjny.

Lemat 3.43. Niech A € UBigr, ,m > 1, bedzie spéjnym nieujemnym bigrafem bez petli.
(a) Jesli A jest dodatni, to liczba Coxetera c, bigrafu A jest skoriczona.

(b) Liczba Coxetera c jest skoriczona wtedy i tylko wtedy, gdy jest réwna zredukowanej liczbie
Coxetera c, = Cy4.

Dowéd. Zatozmy, ze m > 1oraz A € UBigr, jest spéjnym nieujemnym bigrafem bez
petli. Aby udowodni¢ (a) zal6zmy, ze bigraf A jest dodatni.
Poniewaz zbior pierwiastkéw R 4 jest @ ,-niezmienniczy (lemat 3.40), to dla dowolnego
v € Ry orazi € Z otrzymujemy .
DY (v) € Ry. (3.44)
Poniewaz zbiér R, jest skoriczony (lemat 3.21), wiec istniejg liczby catkowite 1 <s <7,
takie, ze w ciggu ) . .
0, Pp(v), P4 (0V), ..., D3 (V), ..., D) (V), ...
zachodzi réwnos¢ @ (v) = @/ (v). Transformacja Coxetera @, : Z™ — Z™ jest automor-
fizmem grup, wiec funkgja @31: Z™ — Z™ jest automorfizmem i stad prawdziwe sa
réwnowaznosci

D5 (v) = PL(v) o D5 (PE(0)) =P (PL(v) & v=D ().

W konsekwengji dla dowolnego v € R, istnieje liczba catkowita s, > 1 taka, ze
(DSA”(U) = vorazs, < [Ryl < oo (3.25). Poniewaz bigraf A nie ma petli, wiec wektory
jednostkowe e; € Z™,...,e,, € Z™ sa pierwiastkami funkcjonatu gq,: Z™ — Z. Stad
istnieja liczby catkowite sy, ..., s,, ograniczone przez liczbe [R 4| < oo (3.25) takie, Zze

S S
@Al(el) =€y, ..., diA"l(em) =e,.
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Rozdziat 3. Grafy krawedziowo-dwudzielne bez petli

Niech odpowiednio sy, ..., s,, beda minimalnymi liczbami o tej wtasnosci. Poniewaz do-
wolny wektor v € Z™ ma przedstawienie

V=1[01,...,0,] =011+ ... + 0, -€,,
to tatwo sprawdzi¢, ze @5 (v) = v, gdzie s = NWW(sy, ..., s,,). Zatem liczba Coxetera jest
skonczona i réowna ¢, = s.

(b) Teza wynika wprost z definicji liczby Coxetera oraz zredukowanej liczby Coxetera,
zobacz tez [98, Theorem 2.11]. O

Przedstawimy teraz wielomiany Coxetera oraz liczby Coxetera jednorodnych diagra-
moéw Dynkina. Bedziemy z nich korzystaé w dalszej czesci rozprawy w spektralnej analizie
Coxetera nieujemnych bigraféw korangi dwa bez petli.

Twierdzenie 3.45. Jesli D,, jest jednym z diagraméw Dynkina przedstawionych w tabeli 3.32,
to wielomian Coxetera coxp, (t) oraz liczba Coxetera ¢, nie zalezg od numeracji wierzchotkow
i sq przedstawione w nastepujgcej tabeli

D,, coxp (t) p,,
A, T+t 24t 4+1 m+1
D, "+t rt+1 2(m—1)
E, t°+r—-t3+t+1 12
E, t/+t°0—t*—B+t+1 18

Eg B84+t -t -t - +t+1 30

Dowdd. Przedstawione formuly zostaly udowodnione w [81, Proposition 2.2-2.3]. [

W przeciwienistwie do wielomianu charakterystycznego grafu (zobacz monografia
[18, Chapter 1]), wielomian Coxetera bigrafu w ogélnym przypadku zalezy od numeracji
wierzchotkéw. W nastepujacym twierdzeniu przedstawiamy wszystkie mozliwe postaci
wielomianu Coxetera grafu Euklidesa Km, m 2 1, w zaleznosci od numeracji. Postaci te,
wraz z wielomianami Coxetera jednorodnych diagraméw Dynkina D,,,, m > 4, E¢, E;, Eg,
beda wykorzystywane w dalszej czgsci rozprawy w spektralnej analizie Coxetera nieujem-
nych bigraféw korangi dwa bez petli.

Twierdzenie 3.46. (a) Jesli D,, jest jednym z diagraméw Euklidesa D,,,m > 4, ¢, E,, Eg
przedstawionych w tabeli 3.33 (0 m + 1 wierzchotkach), to liczba Coxetera cp, ~ jest nieskori-
czona oraz wielomian Coxetera coxp, (t) jest przedstawiony w nastgpujgcej tabelz

ﬁm coxbm(t)

D,, trmlgpm =2 32 441
Ee t7+t0-2t4—2884¢t+1

E, S+t7 -t -2 - 4t+1

By 24+ -ttt 4t+1

(b) Jesli f) = Am,m 1, to wielomian Coxetera cox~+ x, (t) zalezy od numeracji ay, ...
wierzchotkéw bigrafu A, oraz jest jednym z wielomianéw

71

m

5, gdym jest liczbg parzysty,

m+1

FO 1), F® (p), ..., EV (4, edzie u,, =
Am( ) Am( ) Ay (1), gazie iy, ——, 8dy m + 1 jest liczbg parzysty,

zdefiniowanych wzorem
7 = T 4 dlaf = (3.47)

W szczegolnosci, dla m = 1 bigraf Ay : ) — 2 jest grafem Kroneckera, y,, = 1 oraz

coxg, () = FP(H) = £ =2t +1 = (t = 1)
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3.5. Rdwnowaznosci Grama w spektralnej klasyfikaciji bigrafow

(c) Dla 'f)m = Km orazs € {1,..., u,,}, wielomian Fg) (t) jest wielomianem Coxetera nastepu-
jgcego grafu rozwazanego jako bigraf

—_— m+1 @
Ay st
s s—1 1 s+1 m—1 m
_— e *e———@o [ ]

Dowéd. Przedstawione formuly zostaly udowodnione w artykutach [81, Proposition
2.2-2.3], [61]. Zauwazmy, ze macierz Coxetera bigrafu Km,sl wprowadzonego w [73, (2.10)],
ma nastepujaca postaé, z ktérej bedziemy korzystali w rozdziale 4:

1 2 5 s+1 m+1

r 11 0|1
Coxg, = 3 2 }, 0
, 21 0 = 0
110
2 21 1 1 0- ol 1 (1++++.- 1

' Coxy = )
. () m,s 0 1‘ S+
Coxf&m1 = 0 , O ) O

I T 1 | mn

dla2 <s <y, O

3.5. RownowaznosSci Grama w spektralnej klasyfikacji bigrafow

W nastepujacym podrozdziale omawiamy podstawowe wtasnoéci uzywanych przez
nas stabej oraz silnej Z-kongruencji Grama. Réwnowaznosci te (zdefiniowane w [81]) sa
uogolnieniem izomorfizmu graféw.

Definicja 3.48. (a) Grafy krawedziowo-dwudzielne A, A" € UBigr,,, m > 1, nazywamy sta-
bo Z-kongruentnymi (ozn. A ~5 A'), jesli istnieje macierz Z-odwracalna B € Gl(m, Z)
taka, ze G, = B'" - G, - B, gdzie

Gl(m, Z) := {B € M,,(Z); det B = +1} (3.49)

jest petng grupg Z-liniowg. W takim wypadku méwimy, ze Z-odwracalna macierz B €
Gl(m, Z) definiuje stabg Z-kongruencje Grama A ~; A’ (ozn. A ~8 A’).

(b) Bigrafy A, A" € UBigr,, nazywamy silnie Z-kongruentnymi (ozn. A =5 A'), jesli istnieje
macierz B € Gl(m, Z) taka, ze G, = B - G, - B. W tym wypadku méwimy, e macierz
B € Gl(m, Z) definiuje silng Z-kongruencjge Grama A ~y; A' (ozn. A =5 A').

Latwo sprawdzi¢, ze bigrafy izomorficzne sg stabo Z-kongruentne, natomiast nie
muszg by¢ silnie Z-kongruentne, co pokazuje nastepujacy przyklad.

Przyktad 3.50. Rozwazmy nastepujace izomorficzne grafy krawedziowo-dwudzielne

AN € LL;Bigr6
5

/\ /\
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Rozdziat 3. Grafy krawedziowo-dwudzielne bez petli

ktérych niesymetryczne macierze Grama majg postac

1 0-10-10 1-1 0 0-1 0]
0 1-1 0-1 0 0 1-1-1 1-1
~ 00 1-1 1-1 ~ 0010-10
Gy = M (Z), Gp = M. (Z).
A 0001—1066()’4 0001—1oe6<)
000011 000011
00000 1| 000001

Zauwazmy, ze bigrafy te sg spdjne i nieujemne korangi dwa, poniewaz
1 2,1 2,1 2,1 2
Ga(x) =7 (20, = X3 = X5)" + 1 (20 — X3 = X5)" + 5 (3 =X — %) + 5 (X4 — X5 —X6)",

1 2 1 2 1 2 1 2
Gar(x) =7 (2% =X —X5)" + 5 (X2 =Xy —X)" + 3 (X3 =X — X5)" + 53 (X4 — X5 — Xg)",

astadKergy =Z-hV @ Z -h® orazKer gy = Z - WV @ Z - h'?, gdzie
Y =11,1,21,01], h® =[1,21,1,0,1], oraz
h® =1[0,0,-1,0,1,-1], h'® =1[0,-1,0,0,1,-1].

Latwo sprawdzic’, Ze macierz

100000
001000
_|o10000

B=|500100/|EGClG62),
000010
000001

definiuje stabg Z-kongruencje Grama A ~5 A’ tzn. prawdziwa jest rtéwnosé G, = B"-G,-B.
Z drugiej strony, z twierdzenia 3.53 wynika, ze bigrafy te nie s silnie Z-kongruentne,
poniewaz coxy =16 — 282 —t* + 43 — 12 — 2t + 1 #coxy =0 — 2 — 4+ 283 — 2 —t + 1
(bigraty silnie Z-kongruentne maja ten sam wielomian Coxetera).

Nastepujacy lemat, udowodniony w [78, 81] opisuje podstawowe wlasnosci relacji
stabej Z-kongruencji Grama graféw krawedziowo-dwudzielnych, do ktérych to wtasnosci
bedziemy odwotywali si¢ w dalszej czesci dysertacii.

Lemat 3.51. (a) Jesli bigrafy A,A’ € UBigr,, sq stabo Z-kongruentne oraz macierz B €
Gl(m, Z) definiuje Z-kongruencje Grama A ~5 A', tzn. G, = B - G, - B, to przemienny jest

diagram
g qaa’

= mls ar .52)

gdzie hyg : Z™ — Z™M jest izomorfizmem grup zdefiniowanym wzorem hg(v) = v - B, dla
vezZm.
(b) Jesli przemienny jest diagram (3.52), gdzie B € Gl(m, Z), to

Gy =B"-Gy-BorazA ~5 A'.

(c) Jesli przemienny jest diagram (3.52), to izomorfizm hg : Z™ — Z™ przeprowadza zbiér
pierwiastkow R 5 bigrafu A" na zbior pierwiastkow R, bigrafu A oraz IR 4| = IR/l

(d) Jesli przemienny jest diagram (3.52) oraz A’ jest nieujemny, to A jest nieujemny oraz o-
graniczenie hy izomorfizmu hg : Z" — Z™ do podgrupy Ker q,, jest izomorfizmem grup,
tj. h : Ker qu > Ker q,. Jedli ponadto bigraf A’ jest korangir > 1, to A jest korangi r > 1
oraz wektory hV, ... W tworzq Z-baze grupy Ker g, wtedy i tylko wtedy, gdy wektory
(WD), ..., g (W) tworzg Z-baze grupy Ker g,.

Silna Z-kongruencja Grama implikuje stabg Z-kongruencje Grama, natomiast implika-
cja przeciwna na ogot nie jest prawdziwa.
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3.6. Operatory inflacji

Twierdzenie 3.53. Jesli bigrafy A, A" € UIBBigr,, sq silnie Z-kongruentne oraz B € Gl(m, Z)
definiuje silng Z-kongruencjg Grama A =, A', to

* macierz B definiuje slabg Z-kongruencjg Grama A ~5 /',

e macierze Cox,, Cox, sq sprzgzone przez macierz C = B, tzn. Cox, =C - Cox, - C71,

® coxy(t) = coxu (t), specc, = specc,,, €y = Cy 07AZ Cp = Cpr.

Implikacja przeciwna nie zawsze jest prawdziwa.

Dowdd. Zatézmy, ze B € Gl(m, Z) definiuje silng Z-kongruencjg Grama A ~, A’, tzn.
Gy = B'"- G, - B. Udowodnimy, ze zachodzi réwnoéé Cox,, = C-Cox, - C1, gdzie C := B".
Z definicji macierzy Coxetera (definicja 3.37(a)) otrzymujemy:

Coxy = —GpGy!" = —(B"GAB) (B"GB) ™" = —B"G,G,""B~"" = B"Cox,B~"".

Stad fatwo wynika réwno$¢ wielomianéw charakterystycznych macierzy Cox,. oraz Cox,
(a zatem specc, = specc,,) oraz ré6wnos¢ ¢, = ¢, Przyktad 3.50 pokazuje, ze implikacja
przeciwna nie musi by¢ prawdziwa. O

Uwaga 3.54. Znanymi w literaturze metodami rozwigzywania problemu wyznaczania
macierzy B € Gl(m, Z) definiujacej slabg (silng) Z-kongruencje Grama A ~8 A" (4 ~5 A")
pomiedzy parg spéjnych dodatnich (lub gtéwnych) bigrafow 4,A" € UBigr, bez petli
(problem 1.5) sa nastepujace.

* Dla stabej Z-kongruencji Grama A ~% A’ spéjnych bigraféw A, A" € UBigr, dodat-
nich oraz gtéwnych, problem konstrukcji macierzy B € Gl(m, Z) redukuje si¢ do
wyznaczenia odpowiedniego ciggu operatoréw inflacji, zobacz podrozdziat 3.6.

* Dla silnej Z-kongruencji Grama A ~5 A’ sp6jnych bigraféw dodatnich A,A" €
URBigr problem konstrukcji macierzy B € Gl(m, Z) redukuje si¢ do problemu
istnienia pewnych @, @ ,.-sieciowych geometrii pierwiastkéw, zobacz [25-27, 54-56,
79-83, 85, 87] oraz podrozdziat 6.2.

Petne rozwigzanie problemu 1.5 dla relacji A ~; A" oraz dla nieujemnych bigraféw bez
petli podajemy w artykule [97], w szczegdlnosci rozwigzanie dla nieujemnych bigraféw
korangi dwa bez petli podajemy w podrozdziale 5.5. Natomiast rozwigzanie wzgledem
silnej Z-kongruencji Grama A =7 A’ oraz ,malych” nieujemnych bigraféw korangi dwa
bez petli podajemy w rozdziale 6 oraz publikacji [98].

3.6. Operatory inflacji

W badaniu klas réwnowaznosci graféw krawedziowo-dwudzielnych A, A" € UBigr,,
wzgledem sfabej Z-kongruencji Grama A ~; A’ istotng role odgrywaja dwa typy operato-
réw inflacji _ B

At A oraz A=t A,
uzywane w konstrukcji algorytmu inflacyjnego, zdefiniowanego w pracach [57, 67, 81, 97],
zobacz réwniez podrozdziat A.5 oraz podrozdziat 5.6. W tym podrozdziale przedstawiamy
definicje (pochodzaca z [81, Definition 3.1]) oraz gtéwne wlasnosci operatoréow inflacji
(zobacz uwaga 3.57).

Przypominamy réwniez twierdzenie 3.64 (zobacz [57], [81, Section 3], [54, Section 6])
klasyfikujace z dokadnoscig do stabej Z-kongruencji Grama dodatnie oraz giéwne bigrafy
bez petli. Z twierdzenia tego korzystamy w dalszej czeéci dysertacji.

Definicja 3.55. Zalozmy, ze A € UBigr,, jest grafem krawedziowo-dwudzielnym bez petli.
Przyjmijmy nastepujgce oznaczenie d%, := |A{ (a,b)| — 1A (a,b)|, tj. liczba krawedzi lgczgcych
wierzchotki a,b € Ay z zachowaniem znaku.
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Rozdziat 3. Grafy krawedziowo-dwudzielne bez petli

(a) Dla dowolnego wierzchotka a € A definiujemy nowy bigraf A’ := t; A € UBigr,, otrzymany
z A" poprzez zamiang znakéw wszystkich krawedzi incydentnych z wierzchotkiem a.
Przyporzgdkowanie A — t; A nazywamy inflacjg bigrafu A w punkcie a € Ay lub zamiang
znakéw krawedzi bigrafu A w wierzchotku a.°

(b) Dla dowolnej pary wierzchotkéw a,b € A, polgczonych przynajmniej jedng przerywang
krawedzig a- - - -b (tzn. d%, > 0) definiujemy nowy bigraf A’ := t,A € UBigr,, otrzymany
z grafu krawedziowo-dwudzielnego A w nastgpujgcy sposéb:

o wszystkie krawgdzie przerywane a 7~ _::: b w zbiorze AT (a, b) zamieniamy na ciggle
— A gA . A
a i = b, tzn. df), = dj, = —d;,

* dla kazdego wierzchotka c € A, takiego, ze a # ¢ # boraz Ay(a,c) # @, zbior A} (b, c)
sktada si¢ z doktadnie

—d? krawedzi ciggtych postaci b C ¢, jesli d5 <0,
d? krawedzi przerywanych b j::::: ¢, jesli d >0,
gdzie dY =d4 :=dd —dids,,
* pozostate krawedzie nie sq modyfikowane.

Przyporzqdkowanie A — t; A nazywamy inflacjq bigrafu A wzgledem pary punktéow
a,b € Ay polgczonych krawedzig przerywang.

Uwaga 3.56. (a) Standardowe obliczenia dowodzg, ze forma kwadratowa g, (x) de-
finiujgca funkcjonat g, : Z™ — Z bigrafu A’ := t;A € UBigr,, powstaje z formy g, (x)
(3.10) bigrafu A w wyniku podstawienia x, := —x,, tzn. g, (x) := o (xl, .-, ) dlaa € A,
zobacz [81, Lemma 3.1(a)].

(b) Forma kwadratowa g, (x) definiujaca funkcjonat g, : Z™ — Z bigrafu A" powstaje
z formy g, (x) (3.10) bigrafu A := t;A € UBigr,, przez podstawienie x, := x, — d4,x;, tzn.
Gar(X) := A (Xl .o _a0 x, ), 8dZi€ 4, b € Aq 53 parg wierzchotkéw pofaczonych przynajmniej
jedna przerywang krawedzig, zobacz [81, Lemma 3.1(b)].

Uwaga 3.57. (a) Zauwazmy, ze Barot-de la Pefia [3], von Hohne [48] oraz Ovsienko [71]
rozwazaja operatory ,inflacji” T, (analogicznie: ,deflacji” T,), ktére mogg prowadzi¢
od spéjnych bigraféw bez petli do bigraféw niespdjnych, zawierajacych petle. Inflacje
w sensie definicji 3.55 redukuja spdjny bigraf bez petli do spéjnego bigrafu bez petli.

(b) W artykule [21, Section 3] stosuje si¢ operatory ,,inflacji” oraz ,deflacji”, zdefinio-
wane w terminach form kwadratowych i nazywane transformacjami Gabrielova. Operator
sinflacji” zdefiniowany jest tam analogicznie jak w definicji 3.55.

Nastepujacy przyklad ilustruje uzycie operatoréw inflacji. W szczegélnosci, w pod-
punktach (b) oraz (c) tego przyktadu pokazujemy, ze zazwyczaj t;,A # t, A, dla pary
punktéw a,b € Ay polaczonych w bigrafie A krawedzig przerywana.

Przyklad 3.58. Niech A € UBigr, bedzie nastepujacym bigrafem bez petli

22224
Az, oraz gu(x) = X3+ X5 4+ X3 + X5 4 XX — X1X5 + X124 + XpXz + 20X, + X3Xy.

1 3
(a) Inflacjg bigrafu A w punkcie 1 jest nastepujace przyporzadkowanie
2:2°4 t 2:2°4
AZ :\></: — A’::tl_AZ |X:,
1 3 1---3

W teorii graféw oznakowanych, operacja inflacji w punkcie znana jest pod nazwg ,switching”. Mozna
pokazaé, ze jednym z jej niezmiennikéw jest wlasnos¢ zbalansowania w grafach oznakowanych, zobacz [101].
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3.6. Operatory inflacji

gdzie w bigrafie A’ niebieskim kolorem oraz pogrubiong krawedzig wyrézniono zmienione
krawedzie bigrafu A. Réwnowaznie, forma kwadratowa g, (x) definiujgca funkcjonat

Grama g, : Z* — Z bigrafu A’ ma posta¢
Gar(X) = Ga(Xly o) = X3 + X5 + X3 + X5 — XX + X1 X3 — Xy Xy + XpX3 + 200y + X3X;.

(b) Bigraf A" € URBigr, otrzymany w wyniku inflacji t;, wzgledem pary punktow

1,2 € Ay zdefiniowany jest nastepujgco:
2:04 t 2---4
PN —— A=A Ny

A: N y
. AJREN Vi
IS 20

SN

3

1—3 1
.:_1,

* krawedz przerywang (1,2) zamieniamy na ciagla, tzn. d5, = d5; :
¢ modyfikujemy krawedzie (2,3) oraz (2,4) zgodnie ze wzorem
d =dsy:=1—(=1)-1=2 oraz dy, =d4,:=2—-(1)-1=1,

¢ pozostatych krawedzi nie modyfikujemy,
gdzie zmienione krawedzie wyrézniono niebieskim kolorem oraz pogrubieniem. Réw-

nowaznie, forma kwadratowa g, (x) definiujaca funkcjonal Grama g, : Z* — Z bigrafu
A’ := t],A ma postac
G (X) 1= o (Xl iy, —x,) = XT + X5 + X5 + X5 — X1Xp — X1 X5 + X1 Xy + 2003 + XXy + XXy
(c) Bigraf A" € URBigr, otrzymany w wyniku inflacji t;; wzgledem pary punktow
-4

2,1 € Ay ma postac:
2224 t; z
A }} = Ali=t5A |/},t]
1 3 1=—=3
¢ krawedz przerywang (2,1) zamieniamy na ciggla, tzn. déi = dfé = -1,

¢ modyfikujemy krawedzie (1,3) oraz (1,4) zgodnie ze wzorem
d, =df :==-1-(1)-1=-2 oraz d{, =df;:=1-(2)-1=-1,
* pozostalych krawedzi nie zmieniamy.
Forma kwadratowa g, (x) definiujgca funkcjonat g, : Z* — Z ma posta¢
Gar(X) = Gp (Xl yimn,—x,) = X5 + X5 + X5 + X5 — X1Xp — 201X — XXy + XpX3 + 20Xy + XXy
Gléwne wilasnosci operatoréw inflacji zawarte s3 w nastepujacym twierdzeniu udo-
wodnionym w pracach [81, Section 3], [54, Section 6] oraz [97, Proposition 2.2].

Twierdzenie 3.59. Zatézmy, ze A € UBigr,, jest grafem krawedziowo-dwudzielnym bez
petli oraz niech A’ := t~A € UJBigr,, oznacza bigraf otrzymany przez jeden z operatoréw inflacji

A t;Alub A - A, gdziea, b € A,.
(a) Bigraf A" := t~A nie ma petli. Ponadto A’ := t~ A jest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy bigraf

A jest spojny.
(b) A ~5 A’ oraz nastepujgcy diagram jest przemienny
~ (3.60)
e %

Zm
gdzie h := t}, : Z" — Z™ jest izomorfizmem grup przyporzqdkowujgcym dowolnemu
, W, 1 € Z™ zdefiniowany nastepujgco

-0, dla t =t (3.61)

wektorowi v € Z" wektor t}, (v) := [wy,
v, +dov,, dla t =t
31
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Rozdziat 3. Grafy krawedziowo-dwudzielne bez petli

(c) Jeslit™ =t , oraz v = [vq,...,0,,] € Z™ jest takim wektorem, Ze v, > 0, to prawdziwa jest
nieréwnos¢ v, < wy, i réwnosci v; = w; dla i # a, gdzie w = [wy, ..., w,,]:=t}, (v) €Z™.

W [57] oraz [81, Section 3] (zobacz takze [54, Section 6]) udowodniono nastepujace dwa
twierdzenia, por. twierdzenie A.58.

Twierdzenie 3.62. Zalozmy, ze A € UJ3igr,, jest spéjnym grafem krawedziowo-dwudzielnym
bez petli o m > 1 wierzchotkach.
(a) Bigraf A jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zfozenie t~ skoriczonej liczby operatoréw
inflacji takich, ze bigraf DA := t™A jest jednym z graféw Dynkina A, m > 1,D,,,m > 4,
E¢, E,, Eg przedstawionych w tabeli 3.32.
(b) Jesli A jest dodatni, to zbior R := {v € Z™; qu(v) = 1} pierwiastkow bigrafu A jest
zredukowanym systemem pierwiastkéw w sensie Bourbaki [14].

Dowéd. Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w artykutach [57, Theorem 4.2], [81,
Theorem 3.1], zobacz réwniez [55] oraz [32]. O

Twierdzenie 3.63. Zatozmy, ze A € UI3igr,,., jest spéjnym grafem krawedziowo-dwudziel-
nym bez petli o m + 1 > 2 wierzchotkach.
(a) Bigraf A jest glowny (tzn. A jest nieujemny korangi 1) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
zlozenie t~ skoriczonej liczby operatorow inflacji takich, Ze bigraf DA := t”A jest jednym
z graféw Euklidesa Am,m >1, ]D)m, m>4, IE6, IE7, ]E8 przedstawionych w tabeli 3.33.

(b) Jesli bigraf A jest gléwny oraz h = [hy, ..., h,,] € Ker q, jest wektorem generujgcym grupe
Ker gy, tzn. Ker gy = Z - h, to

(b1) —6 < h]- < 6, dla dowolnego j € {1,...,m},
(b2) istnieje indeks s € {1,..., m} taki, ze h, € {—1,1}.

Dowéd. Dowéd czeéci (a) mozna znalezé w artykutach [57, Theorem 5.2], [81, Theorem
3.2]. Czes¢ (b) zostala udowodniona w [54, Proposition 6.7(a)]. O

Jako wniosek z twierdzenia 3.59, twierdzenia 3.62 oraz twierdzenia 3.63 otrzymujemy
nastepujace twierdzenie klasyfikujace z dokladnoscig do stabej Z-kongruencji Grama
wszystkie dodatnie oraz gléwne bigrafy bez petli.

Twierdzenie 3.64. (a) Kazdy spdjny dodatni bigraf A € URBigr, ,m > 1, bez petli, z do-
ktadnoscig do stabej Z-kongruencji Grama, jest jednym z graféw Dynkina A,,m > 1,
D,,, m > 4,Eg, E,, Eg (tabela 3.32).

(b) Kazdy spojny gldwny bigraf A € UBigr, ,m > ’ZV, bez petli, z fii)khzdnoéciq d?v shiljej ?—
kongruencji Grama, jest jednym z graféw Euklidesa A,,_y,m > 2,D,,_,,m > 5,E¢, E,, Eg
(tabela 3.33).

Dowoéd. Wynika z zastosowania twierdzen 3.59, 3.62 oraz twierdzenia 3.63, zobacz
réowniez [1, Chapter 6]. O

Nastepujacy lemat podaje posta¢ macierzy B € Gl(m, Z) definiujacej stabg Z-kon-
gruencje Grama A &, A’ pomiedzy bigrafami A oraz A’ := t~4, tj. spelniajacg réwnosé

Gy = B - G, - B, gdzie t~ jest jednym z operatoréw inflacji t;, t;,, zobacz [81, Lemma 3.1].

Lemat 3.65. Zalozmy, ze A € UBigr,,,m > 1, jest spéjnym grafem krawedziowo-dwudziel-
nym bez petli, oraz a,b € A,,.
(a) Symetryczna macierz Grama G, bigrafu A' = t;A jest réwna G, = E;" -G, - E5,
gdzie macierz E; := diag(l,...,1,-1,,1, ..., 1) powstaje z macierzy jednostkowej E przez
zamiang a-tego elementu na przekgtnej na —1.
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3.6. Operatory inflacji

(b) Jesli krawedz a---b jest przerywana, to symetryczna macierz Grama G, bigrafu A’ := t, A
jest réwna Gz = (E;)"" - G, - E,, gdzie

E,, :=E—dje,; € M, (Z)

oraz ey, € M, (Z) jest macierzq z jedyng niezerowg wartoscig 1 w a-tym wierszu oraz b-tej
kolumnie.

Dowdd. Stwierdzenia (a)-(b) otrzymujemy wprost z definicji inflacji (definicja 3.55) oraz
definicji symetrycznej macierzy Grama G, (3.6), ktéra jednoznacznie wyznacza bigraf
A e UBigr,,. O

Zastosowanie operatoréw inflacji zilustrujemy nastepujacym przyktadem.

Przyklad 3.66. Rozwazmy nastepujacy graf krawedziowo-dwudzielny

1 0-1 0-1-1-1
6 0 10-1-100
; - 0010100

A ‘ , gdzieGy =0 001 0-1 1€ M,(2).
747 9 53> 0 000110
\_/ 0 000010
0000001

Bigraf A jest spéjny i dodatni, gdyz
1 1 3 2 2 1 3 1 1 1
Ga(x) = 35+ 5X6)% + 3 (g — 5X6 + %7 — 3X5)% + 7(X3 + 3X5 — 36 — 3X7)°+

1 1 2 1 1 1 1 2 1.2 1.2
+(x2 — EX4 — §x5> + (Xl — EX3 — §x5 - §x6 — EX7) + Zx6 + §x7.

Pokazemy, Ze cigg operatoréw inflacji t3;, t;,, 5, to,, tog, 65, ts,, t5;, £, ty; redukuje bigraf
A do diagramu Dynkina

Przedstawiamy kolejne bigrafy A, Al, ..., A%, ktére powstaly po zastosowaniu operatoréw
inflacji z przedstawionego ciggu, przy czym na kazdym etapie krawedzie zmodyfikowane
w wyniku przeprowadzonej operacji inflacji oznaczamy niebieskim kolorem oraz pogru-
bieniem.

6
A 7”74/;>\ & Al: /;\ R

\2} 1 — iz U 1
CA = 6, CAI = 30,
coxp (1) =#7=2t04 3> —t4 — 3+ 3t2 -2t +1, coxpi (t) = 7 — 10+ +12—t+1,

6
I

6
————— | = "(,/”¢ 3 ©
2 =" I 56 3 - . S 67
Ac: 7222 5 — A% ;=== —

.

5

2 = 30, cps = 30,
coxpz(t) = 7 =10+ +12—t+1, coxps(t) = 7 — 10+ +12—t+1,
/6\ 6\
At 4 2/:_/_L \\\3 1 &A527\4/2’<5 \\\3 1&
cp =12, s =12,
coXpa(t) = 7 O+t +13 1241, coxXps (t) = 7/ =P+t +13—12 41,
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Rozdziat 3. Grafy krawedziowo-dwudzielne bez petli

A6: 7 3 1
CA6 = 18,
CoXpe (1) = 7 +10—t4—13+1+1,
6
|
ASZ 7 4 —— 2 5 3 1
W
CA8 - 18,
coxps (t) = 7 +t0—t4— 13+t 41,
6
\
A9: 7 4 2 5 3 1
CAQ = 18,

CoXpo (t) = t7 +t0—t4— 134141,

c, = 14,
coxz (t) = t7+1,
6
cpo =18,
CoXpo (t) =t/ +10—t4—13+1+1,
co
S VAR SRR S SR} SR SR

Zauwazmy, ze wielomian Coxetera oraz liczba Coxetera nie sg niezmiennicze ze wzgle-

du na operacjg inflacji t,, .

specc, , # specc, oraz C-A # ¢, dlapewnych a #b,a,b € A, .

Zgodnie z opisem przedstawionym w lemacie 3.65, budujemy Z-odwracalng macierz

0
0
1
0 e GI(7,7),
0
0

[eleoNoNeNoRal
[cNeNoNeNol o)

00 001

jako iloczyn macierzy odpowiadajacym operatorom inflacji z zastosowanego ciagu, tj.
E™ = E35-Ey7 - Ese - Eg7 " g " B3 Esg  E57 - Eo7 - Edye

Macierz E~ € GI(7, Z) definiuje stabg Z-kongruencje Grama A ~ E;, to znaczy zachodzi
ré6wnos¢ (E7)" - G, - E~ = Gg,. Zmieniajac numeracjg wierzchotkéw w E7, otrzymamy

graf Dynkina E; z numeracja standardowgq taka jak w tabeli 3.32, gdzie macierz permutacji
1234567

_ . A . 2
c={,3 4% 5 4 = ;) wierzchotkéw E; ma nastgpujaca postac

0000001

0010000

0000010

M,=|010000 0|eGI72Z).

0001000

0000100

| 100000 0f
Zauwazmy, ze macierz B € Gl(7, Z) definiujgca rtéwnos¢ B - G, - B = Gy ma postac

0000001

-1 010-100

000-1110
B:=E~-M,=|210000 0|&Gl(72).

0001200

-1 000100

1000000

Podsumowujac, pokazalisémy, ze macierz B € Gl(7, Z_) definiuje stabg Z-kongruencje
Grama bigrafu A z diagramem Dynkina E,. Poniewaz

coxp(t) =7 =20 4317 —t* — 3 4312 =2t + T # cox () =t/ +1° —t* =2 + 1 +1,
wiec na podstawie twierdzenia 3.53 bigrafy A oraz E; nie sg silnie Z-kongruentne.
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Rozdziat 4

Rozszerzone bigrafy Euklidesa w klasyfikacji
nieujemnych bigrafow korangi dwa bez petli

Przypominamy, ze jednym z celéw badawczych niniejszej dysertacji jest skonstruowa-
nie rodziny bigraféw klasyfikujacych wszystkie spéjne nieujemne grafy krawedziowo-
dwudzielne korangi dwa bez petli, z doktadnoscig do stabej Z-kongruencji Grama ~,
(problem 1.3). Nastepujace obserwacje pokazuja, Ze jest to zlozone zadanie.

(a) Ztwierdzenia 3.31, zawierajacego klasyfikacje wszystkich spéjnych nieujemnych
graféw bez petli, wiemy, ze nie istnieja spdjne nieujemne grafy korangi dwa bez petli.

(b) Stad rodzina spdjnych bigraféw, ktére klasyfikuja spéjne bigrafy korangi dwa bez
petli, musi sktada¢ sie z bigraféw zawierajacych przynajmniej jedng krawedz przerywana.

(c) Poszukiwana rodzina klasyfikujgca spéjne nieujemne bigrafy korangi dwa bez petli
powinna by¢ jak najprostsza. Najlepiej, aby sktadata si¢ wylacznie z bigraféw prostych
(. bez wielokrotnych krawedzi), analogicznie jak w przypadku graféw Dynkina, ktére
klasyfikujg wszystkie bigrafy dodatnie (z doktadnoscig do relacji ~).

(d) Juz dla spéjnych nieujemnych bigraféw korangi dwa bez petli o 7 wierzchotkach
otrzymujemy duzg przestrzen przeszukiwan zadanej rodziny bigraféw réwna 41 081 600.

(e) Wskazane bigrafy powinny by¢ , naturalnymi” rozszerzeniami diagraméw Dynkina
D, € {A,,m>1,D,, m>4,E,E, Eg} oraz Euklidesa D,, € {A,,, m > 1,D,,, m > 4,
E6, E7, ES}, ktére z doktadnoscig do relacji ~, klasyfikuja wszystkie bigrafy dodatnie
oraz gtéwne, zobacz twierdzenie 3.64.

(f) Wyznaczona rodzina klasyfikujaca powinna by¢ efektywnym wyborem z punktu
widzenia algorytméw. Innymi stowy, dowolny spéjny nieujemny bigraf korangi dwa
powinien sie redukowac¢ algorytmicznie do bigraféw ze wskazanej rodziny (problem 1.5).

Skonstruowana przez nas rodzina rozszerzonych bigraféw Euklidesa (definicja 4.1)
spelnia stawiane wymagania (w szczegdlnosci z punktu widzenia konstrukgji efektywnych
algorytmow), z wyjatkiem warunku (c), poniewaz wskazane bigrafy zawieraja podwojng
krawedz przerywana. Wyniki tego rozdziatu zostaty opublikowane w artykutach [37, 41].

W podrozdziale 4.1 podajemy definicje rozszerzonych bigraféw Euklidesa oraz przed-
stawiamy te ich wlasnosci, ktore s3 istotne w spektralnej klasyfikacji Coxetera.

W podrozdziale 4.2 wprowadzamy definicje specjalnej Z-bazy jadra Ker g, funkcjo-
natu Grama q,: Z"** — Z nieujemnego bigrafu A € UBigr, ., korangi dwa bez petli.
Natomiast w podrozdziale 4.3 podajemy algorytm 4.14, ktéry wyznacza specjalng Z-baze
jadra Ker g, funkcjonatu Grama g,: Z"*? — Z dowolnego spéjnego nieujemnego bigrafu
A korangi dwa bez petli.

W podrozdziale 4.4 podajemy definicje typu Dynkina Dyn, oraz Coxetera-Dynkina
CDtype dla spéjnych nieujemnych graféw krawedziowo-dwudzielnych korangi dwa A €
UBigr, ., , bez petli.
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Rozdziat 4. Rozszerzone bigrafy Euklidesa w klasyfikacji nieujemnych bigraféw korangi dwa bez petli

41. Rozszerzone bigrafy Euklidesa

W niniejszym podrozdziale definiujemy rodzine rozszerzonych bigraféw Euklidesa
(zobacz [41, Definition 2.1] oraz [37, Definition 3.1]) A2,n > 1,D2,n > 4, E2, E2, EZ, ktéra
klasyfikuje wszystkie sp6jne nieujemne grafy krawedziowo-dwudzielne korangi dwa bez
petli, z doktadnoscig do stabej Z-kongruencji Grama (zobacz twierdzenie 5.1).

W dalszej czesci podrozdziatu przedstawiamy te wlasnosci rozszerzonych bigraféw
Euklidesa, ktére s istotne w klasyfikacji spektralnej Coxetera nieujemnych bigraféw bez
petli korangi dwa.

Definicja 4.1. Niech n > 1 bedzie ustalong liczbg naturalng. Rozszerzonym bigrafem
Euklidesa nazywamy kazdy z graféw krawedziowo-dwudzielnych o n + 2 wierzchotkach przed-
stawionych w nastegpujgcej tabeli.

TaBELA 4.2. ROZSZERZONE BIGRAFY EUKLIDESA

n+le@ - " "= e@n+t2
—~
2. .
An ©1 2 n—T n (nz1);
*o— 0 — — 0 — @ 5e
<5 2e ne ® n+2 ~o 40 38
n "
Dn 13 et | " (n>4) ]E6 1 2 sl 6/\)7
o—eo — o — @n+l oe—eo—o0o—0—o
- 5 X . 10 ®10
]EZ. ‘ /«\ ]EZ. ‘ /,\
7 1 2 3 6 7 V18 8 1 2 3 5 6 7 8 V19
o—90o—0—0—0—0— o—90—90—0—0—0—0—

Uwaga 4.3. (a) Jesli ﬁn S {Kn, n = 1,7]5),1, n >4, E6, E7, ES} jest jednym z bigraféw
Euklidesa o n 4+ 1 > 2 wierzchotkach, przedstawionych w tabeli 3.33, to T)n jest rozszerze-
niem o wierzchotek n + 1 odpowiedniego diagramu Dynkina D, € {A,,n >1,D,,n > 4,
E¢, E;, Eg} o n > 1 wierzchotkach, przedstawionego w tabeli 3.32.

(b) Jesli DZ € {A2,n > 1,D2,n > 4, EZ, E2, E3} jest jednym z rozszerzonych bigraféw
Euklidesa o 142 > 3 wierzchotkach, przedstawionych w tabeli 4.2, to ﬁ% jestrozszerzeniem
o wierzchotek n + 2 i bigraf Kroneckera o=--=¢ odpowiedniego grafu Euklidesa D,, €
{Kn, n= 1,7]5)7,, n>=4, E6, E7, ES} on+1 > 2 wierzchotkach, przedstawionego w tabeli 3.33.

(c) Zauwazmy, ze dla n = 1 graf Euklidesa A jest grafem Kroneckera |, — 2, a jego
rozszerzenie o wierzchotek 3 oraz bigraf Kroneckera o=~ -=e ma nastepujaca postac
2. . 1-2-2 1-2 2
A?: 2o, gdzieGgo=| 0 1 2| oraz Coxze=| 2 32|
1& AR ;\3 ! 0 01 ' 2 2-1
Zatem jego liczba Coxetera jest réwna ¢z, = 2 oraz wielomian Coxetera ma postac
1

cox()zz = 2 —2—t+1= (t—1)%(t + 1). Poniewaz funkcjonal Grama a2 73 > 7
zdefiniowany jest przez forme kwadratowa Ix2 (X1,X0,X3) = (X1 — Xy — X3)2, tO bigraf K%

jest nieujemny korangi dwa, a wektory h®" = [1,1,0],h® = [1,0, 1] tworza Z-baze grupy
Ker Oz, tzn. Ker Iz = Z-hDeZ h®,

W nastepujacym twierdzeniu przedstawiamy istotne w spektralnej klasyfikacji Coxetera
wlasnoéci rozszerzonych bigraféw Euklidesa. Wyniki te zostaly opublikowane w [41,
Proposition 2.2] oraz [37, Proposition 3.5].

Twierdzenie 4.4. (a) Kazdy z rozszerzonych bigrafsw Euklidesa A2, n > 1,D2,n > 4, E2,
2, B2 jest spéjnym nieujemnym grafem krawedziowo-dwudzielnym korangi dwa.
(b) Jeslin > 4 oraz D? jest jednym z bigrafsw D2, E2, E2, E2, to wielomian Coxetera coxgs, (t) €

Z[t] oraz liczba Coxetera ¢y, nie zalezq od numeracji wierzchotkéw bigrafu D? oraz sq
przedstawione w nastepujgcej tabeli
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4.1. Rozszerzone bigrafy Euklidesa

5% coxﬁﬁ(t) CpH2
D2 2l -l 32 41 2(n—1)
B2 B8—t"—to+24—2—t+1 12
E2 P-B8 -t +5+t-2-t+1 18
EZ #0404+t —2—-t+1 30

W szczegdlnosci liczba Coxetera bigrafu D? jest rwna liczbie Coxetera ¢ diagramu Dynkina
D,, otrzymanego z D2 przez opuszczenie bigrafu Kroneckera === =e. Ponadto coXpp (£) =

(t—1)2. coxp (1), gdzie (t — 1)2 jest wielomianem Coxetera bigrafu Kroneckera.
(c) Jeslin > 2 oraz D2 = A2, to wielomian Coxetera coxga (t) € Z(t] zalezy od numeracji

wierzchotkéw bigrafu A2. W wypadku, gdy wierzchotki bigrafu A? sq ponumerowane tak jak
w tabeli 4.2, liczba Coxetera ¢z, jest réwna liczbie Coxetera ¢, = n + 1 diagramu Dynkina

A, natomiast coxgp, (£) = "2 — "1 —t +1 = (t = 1)% - coxy (1)

Dowdd. (a) Zatézmy, ze n > 1 oraz D? jest jednym z rozszerzonych bigraféw Euklidesa
A2, D2, E2, E2, EZ, o n + 2 wierzchotkach ponumerowanych tak jak w tabeli 4.2. Proste
obliczenia pokazuja (zobacz twierdzenie A.14), ze forma kwadratowa Ip2 (x) definiujaca

funkcjonat Grama gz, : Z"+2 — Z bigrafu D? posiada nastepujaca posta¢ kanoniczna:

1 2,1 2

qf&% (x) = 2 (xl_xn+1_xn+2) +§ (xn_xn+1 n+2) +3 ZZ 1 (x i+1) ’

Ip2(X) = 1(2x = x3)% + (20 — x3)2 + 3 (X — Xy — X1 — Xy2) 2+

-2

+%(xn — Xny1 — xn+2)2 + % 2?23 (xi - xi+1)2/

gz (x) = i (2, — ) + % (3xy — 2%3)° + i (4x5 — 3x, — 3x5)” +
+% (5xy — 4x5 — 3x6)2 + % (2x5 — x6)2 + i (xg —2x, — 2x8)2

gz (x) = i (2, — ) + % (3xy — 2x3)2 + i (4x5 — 3x4)2+$ (5xy — 4xs5 — 4x6)2+
+% (Bx5 — 2x6)2 + % (2xg — 3x7)2 + 411 (x; — 2xg — 2x9)2,

qﬁé(X) = % (2x1 — X2)2+ % (3x2 — 2X3)2+ 21—4 (4:.X3 — 3X4 — 3X5)2+ % (5X4 — 3X5)2 +
+4lo (4xs5 — 5x6)2+ ﬁ (3xg — 4x7)2+ % (2x, — 3x8)2+ }‘ (xg — 2x9 — 2x10)2.

Stad wynika, ze bigraf D? jest nieujemny dla dowolnego diagramu Dynkina D,,.
Niech hgz), ;32;23 € Z"*? bedzie parg wektoréw (przedstawionych w formie graficznej
odpow1ada]qce] ksztattowi bigrafu) zdefiniowanych nastepujaco:

: (1 _ 10 (2) _ 01 2 — X2
(1) T = 1111 oraz hz; = ., 1, dla D;=A;n>1,
n n
.s 1) _ 1 10 2) _ 1 11 52 T2
(ii) = 12021 oraz hz; = 15 5o dla D; =Ds:,n >4,
n n
1 1
1) _ 2 0 2) _ 2 1 T2 — T2
(ii) hyg, = 1,55, oraz hz; = 1,5.0 dla D; = Eg,
n n
: (1) _ 2 0 (2) _ 2 1 ™2 _ 52
(IV) 'Dz — 1234321 oraz 'Dz — 1234320 dla Dn_]E7I
n n
(1 _ 3 0 (2) _ 3 1 2 _ 32
(V) 55_24654321 oraz 5121_24654320 dla Dn_]ES

Wykorzystujac przedstawione postaci kanoniczne funkcjonatow Grama gz, : Z? > 7

hd (2)

bigraféw D2, tatwo wykazujemy, ze wektory D2

nalezq do grupy Ker g5, C C Zn"+2
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Rozdziat 4. Rozszerzone bigrafy Euklidesa w klasyfikacji nieujemnych bigraféw korangi dwa bez petli

oraz tworzg jej Z-baze, tzn. Ker gy, = Z - hg) ®Z- hN2> Stad bigrafy D2 s nieujemne
korangi dwa.

(b) Zatézmy, ze n > 4 oraz D? jest jednym z rozszerzonych bigraféw Euklidesa
D2, E2, E2, E2, o n + 2 wierzchotkach ponumerowanych tak jak w tabeli 4.2. Obliczymy te-
raz macierz Coxetera COXDz, liczbe Coxetera Cp52 OTaz wielomian Coxetera COXp5 (t) € Z[t]
dla poszczegdlnych rozszerzonych bigraféw Euklidesa.

Standardowe obliczenia pokazuja, ze macierza Coxetera Coxg, = — VD% . CVJH:)ZT €
M,,,,(Z) bigrafu D% = D? jest macierz
011
COXDn -1 1 101. 0
Coxgs, = 0 0 | €M,,,(Z),gdzie Coxp = 0 L | eEM,(Z)
o1 0[3 -2 1
1...1 0‘2—1 A-1-1... -1

jest macierza Coxetera grafu Dynkina D, o n 2 4 wierzchotkach. Poniewaz macierz Coxg,
jest macierzg blokowa, wigc jej s-ta potega Coxyy,, s 2 1, jest macierza postaci

COXSD k® s
n
Coxs, =
D3 w0 (41—
w's) 0© - +1

gdzie wektory w'® € Z" oraz (k)" € Z" zdefiniowane sq wzorami
w® =[1,--,1,0] (Cox?])jn1 + - +Cox%n), k® = (Coxﬁ)jn1 + ---+Cox%)") [0,-,0, -1, O]tr,

liczba ¢ € Z jest rowna ¢ = (w1 + .. + w®) . 0,0, =1, 0 ]tr + 2s, natomiast po-
staci macierzy Coxy, € M, (Z) dla grafu Dynkina I, ponumerowanego jak w tabeli 3.32
sg nastepujgce:

1 2 3 s+1 s+2 n
1612 1++-- 11110---- 0 |1
CpyCpp 1eeee 1{1]0---- 0
01 O
COXBHZ . 0 . ) eM,(Z), dlas=1,...,n-2,
111 1)1 |1 1 f
-1 0 0
_1 0 n

gdzie dla s parzystego c;; = 1,c1, = 0,cp1 = 0,c5, = 1, a dla s nieparzystego c;; = 0,
¢1p = Leyy = 1,65 = 0. Ponadto Coxg! = —E, a stad Coxy, = —E - Coxj; """ dla
S="Mn,..,Cp = 2-(n—=1).

Poniewaz CoxD” = E oraz Coxﬂ;f’" + R Cox%n = [0], gdzie cp = 2(n — 1), wigc do
udowodnienia, ze liczbg Coxetera bigrafu D2 jest ¢, = 2(n — 1) wystarczy pokazad, ze
(20=1) = 0. W tym celu przypomnijmy, ze Coxj L+’ = —Coxy, dlas=1,...,n~1, oraz
zauwazmy, ze

(—en_s_l + En_s+1)tr dla s= 1,..., n—4,

—e; —e, +e4)" dla s =n-3,

Coxg, +[0,,0,-1,0]" = E—el—ez+e4>+e)” e
1 2 3 n S =n-z,

elr dla s =n-1.
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4.1. Rozszerzone bigrafy Euklidesa

Stad otrzymujemy nastepujace réwnosci

QRO=1) = (CE-D-D 4 ... 4 M) .[0,--,0, 1, 0]” +2.2mn—1) =
=[1,+,1,0]((n=1) (Coxiz 2+ +Coxy ))[0,-,0,-1,0]" +2-2(n—1) =
=(n=D)[1,,1,0](Coxs2[0, ,0,~1,0] - + Coxd) [0,-+,0,-1,0]" ) +4(n—1)=
=(n-1[L, -1, 0](~2¢; —2e, +¢,)" +4(n—1) = -4(n — 1) + 4(n—1) = 0,

co nalezalo pokaza¢. Obliczymy teraz wielomian Coxetera coxg (t) bigrafu D2:

0
t-E — Coxp,, 1 4
COXgyz (1) := det(t - E — Coxgyn) = det 00
" " 1....-1 0|t3 2
I P | 0| -2 t+1

(*)
Po wykonaniu na macierzy (*) nastepujacych operacji elementarnych

Wyi2 = Wyyp — Wy, kn+1 = kn+l + kn+2/
gdzie w;, k; oznaczaja odpowiednio i-ty wiersz oraz i-ta kolumne macierzy (*), otrzymuje-
my rownos¢

0
t'E—COXDn 0 -1
det(*) = det 0 0
1.----1 0|t1 2
0---- 0 0| 0 t-1

(%)

Na podstawie rozwiniecia Laplace’a wzgledem wiersza n + 2 oraz kolumny n + 1 uzysku-
jemy réwnosc¢ det(#x*) = (t — 1)2coan(t). Poniewaz coxp (t) =" + t"~1 +t + 1 (zobacz
twierdzenie 3.53), to otrzymujemy coxgz (f) = "2 — "1 — 1 4 4171 4 £ — 2 — 4 1.

Analogicznych argumentéw mozna uzyé w wypadku, gdy D? jest jednym z roz-
szerzonych bigraféw Euklidesa E2, E2, EZ lub tez dow6d otrzymaé przez proste obliczenie
z wykorzystaniem komputera.

Aby zakoniczy¢ dowdd stwierdzenia (b), wystarczy udowodnié, ze wielomian Coxe-
tera coxpy (t) oraz liczba Coxetera ¢z, nie zalezg od numeracji wierzchotkéw kazdego
z rozszerzonych bigraféw Euklidesa D2 € (D2, E2, E2, E2).

Dowéd tego faktu dla n = 4 oraz bigrafu D2 = D3 uzyskujemy przez obliczenia
komputerowe, stosujgc algorytm umozliwiajacy obliczenie wielomianéw oraz liczby
Coxetera bigrafu D? dla dowolnej sposréd 6! = 720 permutagji zbioru wierzchotkéw
Ay ={ay,a5,05,04,05,05).

Dowdéd w wypadku ogélnym mozna uzyskaé przez zastosowanie metody odbic¢ zdefi-
niowanej w roku 1973 w pracy Bernstein-Gelfand-Ponomariev [5] dla liniowych reprezen-
tacji kolczanéw, powszechnie znanej pod nazwga sink-source reflection technique. Modyfikacja
tej metody na obszar graféw krawedziowo-dwudzielnych zostata opisana w artykule [81]
i zastosowana w [81, Proposition 2.2]. Modyfikacje t¢ z pewnymi niebanalnymi uzupet-
nieniami stosujemy do rozszerzonych bigraféw Euklidesa D? € {D2, E2, E2, E2}. Dowéd
ten opisujemy w artykule [41, Proposition 2.2]. Poniewaz jest on doé¢ zmudny i wymaga
wprowadzenia nowych poje¢, twierdzen i rozwinigcia techniki odbi¢ dla bigraféw, wiec
nie przedstawiamy go w niniejszej dysertacji.

(c) Dlan = 4 oraz A = A2 w wyniku standardowych obliczeri komputerowych
z zastosowaniem algorytmu umozliwiajgcego obliczenie wielomianéw Coxetera oraz
liczb Coxetera bigrafu A2 dla kazdej spoéréd 6! = 720 permutacji zbioru wierzchotkéw
Ay = {ay,0a,,0a3,0a4,a5,a4}, otrzymamy nastepujace trzy wielomiany Coxetera:
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o [i(Hh =t -t —t+1,

o Fo(t) =t -3t +3t* =213+ 31> -3t + 1,

o Fo(t)y =t0 -2 — 4+ 42 — 2 -2t + 1,
i odpowiadajgce im liczby Coxetera ¢; = 5, ¢; = oo oraz ¢ = oo, co dowodzi zapowiadanej
w (c) zalezno$ci od numeracji wierzchotkéw.

Aby udowodnié pozostata czesé stwierdzenia (c) zal6zmy, ze wierzchotki bigrafu A2 sa
ponumerowane tak jak w tabeli 4.2. Korzystajac z definicji macierzy Coxetera, otrzymujemy
nastepujacq posta¢ macierzy Coxetera Coxy. bigrafu K%

11
Cox 0 ° 0
Coxp, = " 1| € M,,5(Z), gdzie Cox, = 0 ;| EM,(2)
i > 1...1]3 2 I T 1
2 1...1|2

jest macierzg Coxetera grafu Dynkina A, n > 1. Poniewaz macierz Coxy jest macierza
blokowg, wigc jej s-ta potega Cox,.,s > 1, jest macierzg postaci

Cox’y k©®  —k®
n
Coxs_, = eM, . ,(Z),
Al w0 (41 —© "
w' 0® - 41

gdzie wektory w'® € Z" oraz (k®)" € Z" zdefiniowane sg wzorami
tr

w® =1[2,1,, 1] (Coxy !+ +Cox ), k® = (Coxy ' +--+Cox) )[-1,0,--,0, =17,
liczba £®) € Z jest rowna ) = (w1 + ... + 0w ™). [ -1,0, -, 0, -1 ]tr + 25, natomiast
postaci macierzy Coxj € M, (Z) bigrafu Dynkina A,, ponumerowanego jak w tabeli 3.32
sg nastepujace:

0 .0
0 .
s _ 0 1 | ns _ _
COXA” =\ T aah ol € M, (Z), dla s = 1., =1
1 0
.0
0 0
1|0
-1
Poniewaz Cox;f’; = E oraz Coxf@: + -+ Cox%n = [0], gdzie c, , = n + 1, wigc do

udowodnienia, ze liczbg Coxetera bigrafu A? jest ¢ a, = n+ 1 wystarczy pokazac, ze
¢+ = 0. W tym celu zauwazmy, ze

(—e,_1 +2e,)'" dla s=1,
Cox, [ =1,0, -, 0, 1 ]tr _ (et 26, 41— €p_s42) dla s=2,..,n-1,
" (2e; — ey dla s=n,
elr dla s =n+1.

Stad otrzymujemy nastepujgce réwnosci
1) — (w<n) 4o w(l)) . [_1,0,..., 0, -1 ]tr+ 2n+1)=
2,1,--,1 ](Coxjg;l +2- Cox’/gjlz + o tn- Cox%n)[ -1,0,---,0, —1 ]tr-l— 2(n+1)=

=1
= [2, 1., 1](Zi-Cox'/§;i[ -1,0,---,0, -1 ]t7> +2(n+1)=
i=1
(2,1, 1](=(n+1) - e;)" +2(n+1) = —2(n + 1) + 2(n+1) = 0,
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co nalezato pokaza¢. Obliczymy teraz wielomian Coxetera cox, () bigrafu A2

1 -1
t-E—Cox,, 0
CoXp () = det(t - E — Coxy,) = det L
z n 2 1....-1|t3 2
2 —1.+...-11]-2 t+1
(%)

Po wykonaniu na macierzy (*) nastepujacych operacji elementarnych
Wyi2 "= Wy — Wyt1s kn+1 = kn+1 + kn+2/

gdzie w;, k; oznaczajg odpowiednio i-ty wiersz oraz i-tg kolumne macierzy (*), otrzymuje-
my réwnos¢

0 -1
t-E—Coxy, | 0
det(x) = det 0 -1
2 deee--1 (1 2
0 0----0|0 t1
(%)

Na podstawie rozwiniecia Laplace’a wzgledem wiersza n + 2 oraz kolumny n + 1 uzy-
skujemy réwnos¢ det(**) = (f — 1)2coxAn(t). Poniewaz cox, (t) =" + et 41
(zobacz twierdzenie 3.53), to otrzymujemy cox. (t) = T L

Dowéd twierdzenia zostat wiec zakoﬁczony.” O

Nastepujacy lemat uzupetnia czesé (c) twierdzenia 4.4 o wszystkie wielomiany Coxetera
bigrafu K% w zaleznoéci od numeracji wierzchotkéw, zobacz [41, Remark 2.3].

Lemat 4.5. Dla n > 1 wielomian Coxetera coxz, (t) bigrafu A? zalezy od numeracji wierz-
chotkéw oraz jest jednym z wielomianéw:

n+2 .
coxg)(t),cox@(t),.. cox%’{;)(t) € Z[t], gdzie p, = {E' gy n > ZZESt pc'lrzyste,
==, gdyn =1 jest nieparzyste.
Wielomian
(i) cox(l) (t) 1= t"+2 — "1 —t 4 1 jest wielomianem Coxetera bigrafu A2 ponumerowanego
jak w “tabeli 4.2,

(i1) COX(S) (1) := M2 _opn+l + 1 — fn+3-s + Dpnt+2—s _ pn+l-s _ s+l 4285 — 51 + 2 _ ¢ +1
dlas=2,...,u,, jest wielomianem Coxetera nastepujgcego bigrafu
Hur] gpujgcego vig

s Z — n+2

A2, / P g gdzien > 2.

s—1 s+1

W szczegdlnodci, dla s := p,, otrzymujemy

cox%‘; (£) 1= 1772 — 2+l g Dt g A Dt 4 2 _Dp 4 ],

gdy n > 2 jest parzyste, oraz

cox(i‘" (1) 1= 742 — 2t 1 g a2 gt i il L f2 _DF 4

dla n > 3 nieparzystego.
Wielomian Coxetera bigrafu A2, dlas = p, +1,...,n jest réwny coxz, (t) = coxz (D).

+2-s

Dowod. Stwierdzenie (i) jest czeScig twierdzenia 4.4 (c). Udowodnimy teraz stwierdze-
nie (ii). Dla n = s = 2 sprawdzamy, ze bigraf K%,z ma nastepujaca postaé
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3121
2---=4
— |12 B 4443 2 _
AZ,: M ,astquoxAiz_ o o 1| 0razcoxg; ()=t 413 4+ 612 — 4t + 1.
1 101-1-4

n+2 .
—== d > 2jest te,

Zatozmy, ze n > 3oraz2 < s < p,, dlapy, = {nil' sy Jest parzyste
= gdyn>

Pokazemy, ze COX 72 (t) = (t— 1)2cox7§w1 . (1), gdzie ’Afnfs jest grafem Euklidesa

—_ n+l ®

Ayt
s s—1 1 s+1 n-1 n
oe———eo e———@0 oe——@0

oraz coxy (t) = t"*1 — "=+l _ 5 4+ 1, zobacz twierdzenie 3.46. Stosujac definicje pokazu-
jemy, ze macierza Coxetera Cox;, bigrafu

1 jest nieparzyste.

s

K%/S : /

T on+2

AN

n+1

s—=1—— 1———s+1

jest macierz

1 01 1 11 |
Coxgo =| -1 O 2 1 121 2 |« € M, ,(Z).

n,s
1 1--- 1 1 O
-1 -1----1 2 1 | w1
1 0+ 0 1 =1+ -1 nt2

W szczegolnosci dla s = 2 (oraz n > 3) macierz Coxetera Coxy. bigrafu K%/s ma postac

2 0 2 1---1 1
-1 2-1-1----1 2
1
Coxy, = 0 .
n,2 .
1 1 O .
-1 -2 1
I -1

Obliczymy teraz wielomian Coxetera COXz2 (t) bigrafu K%,S:

1 2 s—1 s s+l
t-1 -1 O 0 -1
t".

-1 F0 -1 -1----1 -1 |«
coxy, (t):=det(t-E —Coxy, )=det| 1 O =2 1 1--- 1 2 |s .
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4.1. Rozszerzone bigrafy Euklidesa

Po wykonaniu na macierzy (*) nastepujacych operacji elementarnych
Wg =Wy — Wyyo, kn+2 = kn+2 + kst
Wyio = Wyyo + Wiy, kn+1 = kn+1 - kn+2/
gdzie w;, k; oznaczaja odpowiednio i-ty wiersz oraz i-tq kolumne macierzy (*), otrzymuje-

my réwnos¢
1 2 s—1 s s+1

t-1 -1 0 0 -1
f 0
-1 2
-1 t 0 -1 -1----1 0 -1 !
0 t-1 0 0
det(*) = det O t -1 O
S
-1 -1----1 -1 O t 0 -1
1 1 1 2 0 t-1 1 | a1
2 1 1T Teeeennns 1 0 #+1 | ne2

(%)
Na podstawie rozwiniecia Laplace’a wzgledem kolumny n + 1 oraz s-tego wiersza, uzy-
skujemy réwnos¢ det(++) = (+ — 1)? - det(f - E — Coxy N gdzie Coxy .. € M, (Z)
jest macierza Coxetera bigrafu Kn—l,s—l przedstawiong w dowodzie twierdzenia 3.46.
Poniewaz coxy  (f) = #"+1 —pm=s+1 _ 5 4+ 1 (zobacz twierdzenie 3.46), to otrzymujemy

coxz (1) =det(x#) = (t=D2coxg () = (=D =" -1 4 1) =
— tn+2 _ 2tn+l +tn _ tn+3—s + Ztn+2—s _ tn+1—s _ t5+1 + 25 — ts—l + t2 _ 2t+1.

n+2
2 7
%, gdy n > 1 jest nieparzyste,

coxg (1) € Z[t] bigrafu A2 _ obliczamy przez proste podstawienie:

gdy n > 2 jest parzyste,

W szczeg6lnosci, dla s = p,, := { wielomian Coxetera

coxg () = (t=1D2(t" =5+ — 71 +1) =

B {(t —1)2(#" = 2tM71 4 1), gdy n > 2 jest parzyste,
2

(t—1)2(t" — thn — =1 4 1), gdy n > 1jest nieparzyste.

W konsekwencji dla nn > 2 parzystego wielomian coxx 2, (t) € Z[t] ma nastepujgcq postac
coxz (1) = g2 g+l ottt l A Dpta—l 42 _Dp 4 ],
adlan >3 niepa,rzystego wielomian ten jest réwny
COXgry () = #7142 = 24"+ 7t — 2 g gttt gl — ] 2 D 41,
Dlas =y, + 1,...,ndowdd jest analogiczny. Najpierw pokazujemy, ze zachodzi réwnos¢
coxfg%,s (t) = (t— 1)2<:oxr/§”71,571 (t), a nastepnie coxX%,S(t) = cox~ (t).

Do zakoniczenia dowodu lematu nalezy pokazaé, ze w1elom1any COX(l)(t),

coxg) @, ..., coxf{;‘”) (t) € Z[t] s jedynymi mozliwymi wielomianami Coxetera ponu-

merowanego blgrafu A2 W tym celu wezmy dowolng permutacje o € S, wierzchotkéw
ay, ..., A4, bigrafu A2 z numeracja taka jak w tabeli 4.2. Oznaczmy symbolem A2 bigraf
otrzymany z A2 przez permutacje c wierzchotkéw ay, ..., a,,,. Jesli o = id, to wielomian
Coxetera ma postac cox(1> (t) na podstawie (i).

Zatozmy, ze o # id. W dowodzie stosujemy metode odbié stworzong przez Gelfanda,
Bernsteina i Ponomareva w pracy [5] dla kolczanéw oraz adoptowang w artykule [81] do
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Rozdziat 4. Rozszerzone bigrafy Euklidesa w klasyfikacji nieujemnych bigraféw korangi dwa bez petli

analizy spektralnej Coxetera graféw krawedziowo-dwudzielnych. Polega ona na przypo-
rzagdkowaniu dowolnemu bigrafowi A posiadajgcemu wierzchotek poczatkowy a € A,
(odpowiednio, koricowy b € Ay) nowego bigrafu s,A (odpowiednio, s,A) o tym samym
zbiorze wierzchotkéw A tak, ze operacja odbiciowa A — s,A (odpowiednio, A — s,A) nie
zmienia wielomianu Coxetera.

Analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 4.4 stosujac technike odbi¢ oraz zmudne
rozwazania kombinatoryczne dowodzi sie istnienia skoriczonego ciggu operacji typu
A~ s,AorazA — s,Aredukujacych bigraf cA2 (po zastosowaniu skoriczonej liczby takich
operacji) do bigrafu A2 , gdzie s € {2, ..., ,,}. Poniewaz stosowane operacje odbiciowe
nie zmieniaja wielomianu Coxetera, wigc otrzymujemy pierwsza teze lematu, co koriczy
dowad. O

W nastepujacym przykladzie przedstawiamy mozliwe postaci wielomianéw Coxetera
bigrafu A2 w zaleznoéci od numeradji jego wierzchotkéw, zobacz twierdzenie 4.4(c) oraz
lemat 4.5.

Przyklad 4.6. (a) Niech A2 bedzie rozszerzonym bigrafem Euklidesa

—~ 8==-__”-”--2=2=9
AZ: /)Q ,

1=2—3—4—5—6—7

gdzie wierzchotki bigrafu A2 ponumerowane s tak jak w tabeli 4.2. Macierz Grama
Az € M, (Z) oraz macierz Coxetera COXK% € M, (Z) bigrafu K% s réwne:

OO OO OO

QOO O R~ O

QOO R R OO

ODOO0OO R, OOO
|
QOO R R OOOO

, COXK% =

NN
|

OCORrR P OOO OO

OR R OO0 OOR

PFNPRPROOOOOR

NNPR,POOOOOO

e NeNeNeNeN

_R R, OO0 RrRr OO

H R R, OO, OOO

HF R ROROOOO

_H e mmO000 00

NWRrOOOOOoOR

QOO O
PR PRP,OOO0OORrO

PFNR,OOOOOR
~

—t+ 1, zobacz tez twierdzenie 4.4(c).
7+1

(b) Poniewaz n = 7, wiec u,, > =
K%,s dla s = 2, 3,4 maja nastepujace postaci:

_ _19_ 48
a stad COXA%(t) 7 —t

4 (lemat 4.5) oraz grafy krawedziowo-dwudzielne

1—=3—4—5—6—7—=28 2=1—4—5—6—7—28 3=2—1—5—6—7—238

Macierze Grama oraz macierze Coxetera tych bigraféw maja nastepujace postaci:

1-1-1 0 0 0 0 0-1 202111111
010000O0-12 -1 2-1-1-1-1-1-1-2
001-1 00000 000100000
- 0001-1 0000 000O010U0O0O
X2 = 000O0OT1-100 0], COXKZ: 000O0O0OT1Q0TU0O0
72 000O0O0OT1-100 7.2 000O0OOT1TQO0TO0
000O0O0O0OT1-10 110000010
000O0O0OO0OGO0T1-1 -1-2 000 00 01
000O0O0OO0OO0O 01 [ -1 1-1-1-1-1-1-1-1]
1-1 0-1 0 0 0 0O 110100000
01-1 00 00 0-1 100111111
001000O0-12 -1 0 2-1-1-1-1-1-2
- 0001-1 0000 000010000
X2 = 000O0OT1-100 0], Cox»A@: 0000O0OT10T00
7.3 000O0O0T1-100 7.3 000O0O0OO0OT1T00O0
000O0O0O0T1-10 111000010
000O0O0OO0GO0T1-1 -1-1-2 00 00 01
000O0O0OO0OO0TO 01 -1 0 1-1-1-1-1-1-1
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4.2. Specjalna baza jadra funkcjonatu Grama bigrafu korangi dwa

[ 11 0 0-1 00 0 0] 11001000 0]
01-1 000000 0010000TO0O
001-1000 0-1 1700011111
. 000100 O0-12 100 2-1-1-1-1-2
Gr. = 00001-100 0], Coxy, = 00000100 Q0]
74 000O0O0OT1-100 74 000O0O0OO0OT1O0O0O0
0000O0O0T1-10 1111000710
0000O0GO0GO01-1 1-1-1-2 00 0 0 1
| 00000000 1] -1 0 0 1-1-1-1-1-1]
Stad wynika, ze wielomiany Coxetera majq nastepujace postaci:
coxg; () = cox@a)— £ -3t +3t7 — 16— 3 +3t2 -3t + 1,
coxg; () = cox@(t) 19— 218 4210 — 15 — 4 4 23 — 2t 4 1,
coxg () = cox,fg()z)(t): 284+ o+ S+t B+ 12 -2t +1,

zobacz tez lemat 4.5.

4.2. Specjalnabaza jadrafunkcjonatu Grama bigrafu korangi dwa

W tym podrozdziale przedstawimy definicje (j;,,)-specjalnej Z-bazy grupy Ker g, C
Z"*2, gdzie q,: Z"t? — Z jest funkcjonalem Grama spéjnego nieujemnego bigrafu
A € UBigr, ,, korangi dwa. Pelni ona istotng role w klasyfikacji (z doktadnoscig do
stabej Z-kongruencji Grama A ~; A’) sp6jnych nieujemnych graféw krawedziowo-dwu-
dzielnych bez petli korangi dwa. Definicja ta pochodzi z [41, Definition 3.1], zobacz tez [37,
Proposition 4.1], a jej idea zawarta jest w [79, Theorem 3.2(b)].

Definicja 4.7. Zalézmy, ze n > 1 jest liczbg naturalng, j, < j, jest parg liczb naturalnych nie
wiekszych od n + 2 oraz A jest spéjnym nieujemnym grafem krawedziowo-dwudzielnym bez petli
korangi dwa o n + 2 > 3 ponumerowanych wierzchotkach ay, a,, ... ,a,.,,. Wektory hU»), hU2) e
Ker g, tworzg (j1,j,)-specjalng Z- bazg grupy przemiennej Ker q C Z™? rangi dwa, jesli
h(h) =1, h(]z) =1, h(h) =0, omzh]2 =0.

W dalszej czgsci pracy, dla danej pary réznych indekséw s, r € {1, 2, ..., n + 2}, symbo-
lem A®" (odp. symbolem A®)) oznaczamy krawedziowo-dwudzielny podgraf grafu A
otrzymany z A przez opuszczenie wierzchotkéw a,, 4, oraz incydentnych z nimi krawedzi
(odp. przez opuszczenie wierzchotka a; oraz krawedzi incydentnych z a;).

Nastepujace twierdzenie, ktére jest uogélnieniem [79, Theorem 3.2(b)], dowodzimy
w [41, Theorem 3.2], zobacz tez [37, Proposition 4.1].

Twierdzenie 4.8. Zalozmy, ze n > 1 jest liczbg naturalng oraz A jest spéjnym nieujemnym
grafem krawedziowo-dwudzielnym bez petli korangi dwa o n + 2 > 3 ponumerowanych wierz-
chotkach aq,a,, ..., a4, ,.

(@) Grupa przemienna Ker g, C Z"*? rangi dwa posiada (j,, j,)-specjalng Z-bazg hUv, h(2) €
Z"*2 takg, ze podbigrafy AUV, AU2) bigrafu A sq spéjne i gtowne, tzn. korangi jeden.

(b) Zatézmy, ze j, < j, < n + 2 sq liczbami naturalnymi oraz hVv), hU2) € Z"*2 jest
(j1,]2)-specjalng Z-bazq grupy Ker g, C Z"+2 rangi dwa.
(b1) Krawedziowo-dwudzielny podgraf AV172) grafu A jest dodatni i spdjny.
(b2) Kazdy z krawgdziowo-dwudzielnych podgrafow A" := AUV, A" := AU bigrafu A jest

gltowny i spéjny. Ponadto Ker g, = Z - hg\zé)) oraz Ker qun = Z - h‘(A] },), gdzie wektory
0

hl(f,) h(] 1,) € Z"*! powstajg z wektoréw hUv) W92 € Z"+2 po usunigciu wspdtrzednej
j1 oraz ]2, odpowiednio.
(b3) Jesli{1,2,...,n+2} \ {j1,jo} = {i1,ip, - , iy}, to grupa Z"+? posiada rozktad na sume

prostg grup Z”+2 Ker gp ® Ze; & Ze;, ® ... & Ze;
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(c) Zatézmy, ze A" € UBigr, , jest spéjnym nieujemnym grafem krawedziowo-dwudzielnym
korangi dwa takim, ze A~ A'. Jesli WV, hU2) € Z"*2 jest (jy,j,)-specjalng Z-bazq Ker q,
oraz hv W2 € Z+2 jest (j1, j5)-specjalng Z-bazg Ker q,,, to podgraf krawedziowo-dwu-
dzielny AY72) bigrafu A jest stabo Z-kongruentny z podgrafem krawedziowo-dwudzielnym
AT bigrafu A, tzn. ATV~ AT,

Dowdd. Zat6zmy, ze A € UBigr, , , jest spojnym nieujemnym grafem krawedziowo-
dwudzielnym bez petli korangi dwa o n + 2 > 3 wierzchotkach. Dla danej liczby s €
{1,2,...,n + 2} forma kwadratowa definiujaca funkcjonat Grama podgrafu krawedziowo-
dwudzielnego A® bigrafu A jest réwna gae (X) = g4 (X)ly o Stad wynika, ze bigraf A®
jest nieujemny korangi < 2, gdyz funkcja

. _ 5 2
u, : Ker g0 — Ker g5, v=[v4,...,0,01] — 0=[vq,...,05_1,0,0,,...,0,,.1] € Z"*

jest monomorfizmem grup.

Dowéd stwierdzenia (a) dzielimy na dwa etapy. W pierwszym etapie dowodzimy
indukcyjnie wzgledem n > 1, ze istnieje liczba naturalna j < n + 2 oraz istnieje wektor
h € Ker g,, w ktorym h; = 1. Nastepnie, w drugim etapie przechodzimy do konstrukgji
specjalnej Z-bazy grupy Ker g,.

Etap 1. Udowodnimy indukcyjnie wzgledem n > 1, ze istnieje liczba naturalnaj < n+2
oraz istnieje wektor h € Ker g, w ktérym h; = 1.

Da n = 1 wszystkie sp6jne nieujemne bigrafy korangi dwa bez petli o trzech wierz-
chotkach (wraz z odpowiednimi wektorami h®¥, h® € Ker g, generujagcymi Ker g,) s3

réwne:
1 1 1 1

S N N

=3 2/\3 24\3\3 Zéfa
hV=110-1] h®=[101] h®=1[10-1] h®=[10 1]
h® =00 1-1] h®=[01-1] h®=[011] h@®=[01 1]

Zalézmy, ze n > 2 oraz teza indukcyjna jest prawdziwa dlan—1 > 1, tzn. dla wszystkich
bigraféw A’ korangi dwa o n — 1 + 2 > 3 wierzchotkach. Niech A bedzie bigrafem korangi
dwa o n + 2 > 4 wierzcholkach.

Zauwazmy najpierw, ze istnieje liczba s € (1,2,...,n + 2} dla ktérej podbigraf A
bigrafu A nie jest dodatni. W przeciwnym wypadku bigraf A € le;’BigrnH, n+2 >4
bytby P-krytyczny w sensie [81, Definition 2.3] i na podstawie [81, Lemma 2.1(c), Theorem
2.1] oraz [63, Theorem 2.3], bigraf A®®) bylby gtéwny, tzn. korangi jeden, co przeczytoby
zatozeniu, Ze A jest korangi dwa.

Ustalmy indeks s € {1,2, ..., n + 2} taki, ze nieujemny bigraf A®® nie jest dodatni. Jesli
koranga bigrafu A jest réwna dwa, to na podstawie zatozenia indukcyjnego zastosowa-
nego do bigrafu A’ = A, istnieje indeks j < n + 1 oraz wektor h' € Ker g, takie, ze
hi = 1. Zatem wektor uy(h’) = h’ € Ker g, spelnia zagdane warunki.

Zal6zmy, ze bigraf A® jest korangi jeden, tzn. A® jest gtéwny i grupa Ker g, jest
generowana przez pewien wektor h’ = [h], ..., h;_ ;] € Ker g, rézny od zera. Na podsta-
wie twierdzenia 3.63 oraz [54, Proposition 6.7], istnieje indeks j < n + 1 taki, ze h]’- = +1.
Zatem jeden z wektoréw h = h’ € Ker g, lub h = —h’ € Ker g, spelnia zgdane warunki,
co koriczy indukcyjny krok dowodu.

Etap 2. Na podstawie pierwszego etapu, znajdujemy wektor h = [hy, ..., h,»] € Ker g,
oraz indeks s < n + r takie, ze hy = 1. Definiujmy homomorfizm grup

rtg: Ker gy = Z-h CKer g4, v+ 71,(0) :=0,-h.

Poniewaz 7, (h) = h, to istnieje rozktad Ker g, = Z - h @ Ker 77, na sume prosta grup. Stad
wynika, ze grupa Ker 7, jest wolna rangi rk Ker 7y, =2 -1 =1.
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4.2. Specjalna baza jadra funkcjonatu Grama bigrafu korangi dwa

Rozwazmy podbigraf A® € UBigr, ., bigrafu A. Latwo wida¢, ze Ker g, = Ker g%’
oraz monomorfizm grup

u,: Ker gy0 - Kerg,, v= vl,.. ]K — 0=[01,...,05_1,0,05, ..., 0y 11] € Z”+2
deflmu]e izomorfizm grup u,: Ker g, — Ker 7, pomewaz wektor w = [wy, ..., w,,,] €

Z"*2 nalezy do Ker 7, wtedy i tylko wtedy, gdy g,(w) = 0 oraz m,(w) = w,-h = 0;
lub réwnowaznie, wtedy i tylko wtedy, gdy w, = 0 oraz q%’ () = g (@) = 0, gdzie
W € Z"*! jest wektorem otrzymanym z wektora w przez usuniecie s-tej wsp6irzednej.
Zatem w = uy(w) oraz W € Ker g5+, a takze o = u,(v) € Ker 7, dla dowolnego wektora
v € Ker gp¢.

Poniewaz rk Ker g4« = rk Ker 77, = 1, to bigraf A® € UBigr,,, jest nieujemny
korangi jeden. Na podstawie twierdzenia 3.63, istnieje wektor h' = [k}, ..., k!, ] € Z"*!
taki, ze Ker gy = Z - h' oraz h~ = 1 dla pewnej liczby j < n + 1. Stad wynika, ze wektor

= [hy, - 1,0, hg, o By g

h h’ tworza Z-baze grupy Ker g,. W przypadku, gdy j < s — 1 przyjmujemy j; =j,j, =,
hv =R, orazhV? =h—h,; -h.Jeslij > s, to przyjmujemy j; =s,j, =j+ 1, hV2 =/,

] € Ker t, C Z"*? generuje grupe Ker 71, oraz wektory

orazh) =h—h; -h'. Latwo sprawdzi¢, ze w obu wypadkach wektory hU), h¥2) tworza
(j1,J2)-specjalng Z-baze grupy Ker q,. Wprost z konstrukcji wynika réwniez, ze podbigrafy
AUV oraz AU2) bigrafu A sg gtéwne, co koriczy dowdd stwierdzenia (a).

(b) Zatézmy, ze j; < j, < n + 2 sa liczbami naturalnymi oraz hV?, hV2) € Z"*?2 jest
(j1,j2)-specjalng Z-baza grupy Ker q, C Z"*? rangi dwa. Istnienie rozkladu na sume
prosta grup w stwierdzeniu (b3) otrzymujemy przez obliczenia korzystajace z wtasno$ci
specjalnej Z-bazy grupy Ker g, C Z"*+2.

Aby udowodni¢ (bl), zal6zmy dla uproszczenia zapisu, ze j; = 1,j, = 2 oraz i; =
3,...,i, = n + 2. Wtedy rozktad na sume prosta grup uzyskany w (b3) przyjmuje postaé
Z”+2 Ker gy, ® Z -e3&® - ® Z - e, ,. Rozwazmy nastepujacy diagram grup abelowych
i ich homomorfizméw p

Ker gy «— zn+2 — M,

o l (4.9)

gdzie M,, = Z"*2/ Ker q, jest grupg ilorazowg grupy Z"+? wzgledem podgrupy Ker g,,
funkcja p : Z"*? —» M,, kanonicznym epimorfizmem ilorazowym przyporzadkowujgcym
dowolnemu wektorowi v € Z"*2 warstwy p(v) =7 = v + Ker g, € M,, oraz j, : M,, > Z
jest funkcjg zdefiniowang wzorem §, () = g,(v), dla dowolnego v € Z"+2 Yatwo widad,
ze §, jest jedynym odwzorowaniem uzupelniajgcym diagram (4.9) do przemiennego
tréjkata, tzn. g, o p = ga.

Poniewaz funkcjonat Grama g, : Z"*? — Z jest dodatnio p6tokreslony, wiec definicja
funkdcji 4, : M,, > Z jest poprawna. Z réwnosci Z"2 = Ker g, ® Z - e3® - ® Z - ¢,,,»
wynika, ze grupa M,, jest wolna rangi n > 1 oraz zbiér e = {e;,...,€,,,} C M, jest jej
Z-baza, tzn.M,, = Z-e3®---® Z-e,, . Proste rozwazania pokazuja, ze funkcja §, : M,, = Z
jestjednorodnym funkcjonatem Z-kwadratowym ktérego symetryczna macierz Grama G,
w bazie e jest réwna symetrycznej macierzy Grama G i, podbigrafu AV172) bigrafu
A. Latwo réwniez sprawdzié, ze funkcjonat §, : M,, — Z jest dodatnio okre$lony, tzn.
ga(@) > 0, dla dowolnego wektora © = v + Ker g4 € M,, r6znego od zera. Zatem graf
krawedziowo-dwudzielny AV172) jest dodatni, gdyz G i, = Gg..

Aby zakoriczy¢ dowéd stwierdzenia (b1), udowodnimy najpierw, ze podbigraf A =
AYvI2) bigrafu A jest sp6jny. W celu uproszczenia i utrzymania wiekszej przejrzystosci
dowodu zalézmy, ze j; = 1 and j, = 2. W dowodzie wykorzystamy nastepujaca réwnosc¢

1
b
€3

H-G,-H'" = , gdzie H := (4.10)

00 (;AU1J2

Cny2
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Zauwazmy, ze macierz H € M,,,,(Z) jest Z-odwracalna, poniewaz h®¥, h® jest (1,2)-
specjalng Z-baza grupa Ker g, C Z"*2.

W dowodzie réwnosci (4.10), wykorzystamy podwojong symetryczng macierz Grama
Gp:=2-Gy = G4 + G € M,,,,(Z) bigrafu A oraz podwojona symetryczna polaryzacje
by : Z"2 x 22 - Z funkcjonatu Grama g, : Z"*? — Z zdefiniowang wzorem

by(u,w) :=u-Gp-w'" = g,(u+w) — ga(u) — ga(w).
Zauwazmy, ze macierz H - G, - H ma postaé

h® .G, -h®r KD .G, h@r s
—~ —(2)
H-G,-H"=| h® .G, -h®" h® .G, . h®" | h ,EM,,,,(Z)
gdzie
V= [hV .Gy el ..., hD - o1 B = [h® .Gy e, ...,h® .G, el )] € 7"

oraz macierz @(1 2 e M W(Z) otrzymu]emy z macierzy G, przez opuszczenie pierwszych
dwéch wierszy oraz plerwszych dwoch kolumn. Zatem G(1 2 = Gy 4 = GAi1»- Poniewaz
bigraf A jest nieujemny, wiec bA( ,h) = 0, dla dowolnego wektora h € Ker g,, tzn.
zachodza réwnoéci u - G, - h'” = 0 oraz h - G, - u'” = 0, dla dowolnego wektora h € Ker g,

oraz dowolnego wektora u € Z"+2, zobacz [79, Proposition 2.8(b)], stad H(l) = 0 oraz

—
h" = 0. Zatem macierz H - G, - H'" ma postac (4.10).

Udowodnimy teraz, ze podgraf krawedziowo-dwudzielny A = AY1/2) bigrafu A jest
sp6jny. Zatézmy, przez sprzecznoéé, ze bigraf A jest roztaczng sumg dwéch podgraféw
krawedziowo-dwudzielnych A" oraz A”. W celu uproszczenia i utrzymania wiekszej przej-
rzysto$ci dowodu zatézmy, ze Ay = {as, ..., a,} oraz A = {as,q, ..., 8,42}, gdzie3 < s < n+2.
Zatem podwojona symetryczna macierz Grama G = G4* bigrafu A4 = AU172) ma posta¢
blokowa

Poniewaz macierz odwrotna H~! do macierzy H zdefiniowanej w (4.10) ma posta¢

1 0 —u”
H-1— 0 1|—-w —w"
o | =
gdzie ' :=[h", ..., VL u" = (hy, o L w = hSY, o WL w = ThE), o ), to
macierz G, (4.10) ma nastepujacy postaé blokowa
2 0 —M’G\A: —M”G\Au
—~ O 2 _wlé\ U _w”é "
Gy=H"'. CHt = —~ — —4 -1 @11)
(_urGA’)tr (—ZU/GA/)H GA’
(—MHG\AH)N (—w"G\Au)” 0 éArI

Poniewaz wektory h'r), h® nalezg do grupy Ker g, oraz tworzg jej specjalng Z-baze,
wiec wektory
h® —¢, =10,0,4/,0,...,0] + [0,0,...,0,u"],

h® —e, =[0,0,,0,...,0] + [0,0,...,0,w"]
sq pierwiastkami bigrafu A, co tatwo sprawdzi¢:
Ggath® —e) = by(hD — ¢, hD —¢;) = by (h?, h®D) —2b, (WD, ¢;) + bp(e;,e;) = gale) =1,
dlai = 1,2, zobacz [79, Theorem 3.2(a)]. Poniewaz bigraf A = G, jest rozlaczng sumga
bigraféw A" and A”, wiec
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4.2. Specjalna baza jadra funkcjonatu Grama bigrafu korangi dwa

1=q,(hV —e)) =g ') + gp (") oraz 1 = go(h® —ey) = gu (W) + gpn(W").
Stad wynika, ze dokfadnie jeden z wektoréw u’, u” jest zerowy oraz dokltadnie jeden
z wektoréw w', w” jest zerowy, gdyz bigrafy A’ oraz A” sa dodatnie. Z postaci macierzy
blokowej (4.11) wynika, ze bigraf A nie jest spdjny, co przeczy zalozeniu. UdowodniliSmy
wiec, ze podgraf krawedziowo-dwudzielny A = AY172) bigrafu A jest spéjny.

(b2) Stosujac argumenty uzyte w pierwszej czedci dowodu, pokazujemy, ze podgrafy

krawedziowo-dwudzielne A" := AUV, A" := AU2 bigrafu A s gléwne oraz Ker q, =
Z - h‘(fé),Ker Gpr = Z - hgé). Wystarczy wiec wykazac ich spéjnosé.

Zalézmy przez sprzeczno$é, ze bigrafy AU oraz AY2) nie sg spéjne. Poniewaz pod-
bigraf A = AV172) bigrafu A jest spéjny, wiec nie istnieja krawedzie taczace wierzchotek

a;, z wierzchotkami bigrafu A oraz nie istnieja krawedzie faczace wierzchotek a;, z wierz-

chotkami bigrafu 4, tzn. dﬁjl = 0 oraz de,jz =0, dla dowolnegoj € {1, ..., 1 + 2} \ {j1, ]}
Jesli hUv, h'2) € Z" sa wektorami otrzymanymi z wektoréw h¥? oraz h¥2) przez
pominiecie wspoétrzednych j,, j;, to

0= qA(h(jl)) — qu(ﬁ(jl)) +1oraz0 = qA<h(j2)) — qj(ﬁ(h)) +1,

co przeczy dodatnioéci bigrafu A. Udowodnili$my wiec, ze bigrafy AU oraz AV2) sg spéine,
co koniczy dowdéd stwierdzenia (b2), a tym samym dowéd (b).

(c) Zatézmy, ze A, A" € UBigr,  , sa stabo Z-kongruentnymi spéjnymi nieujemnymi
bigrafami korangi dwa. Zat6zmy réwniez, ze istnieje staba Z-kongruencja Grama A ~; A’
zdefiniowana przez macierz B € Gl(n+2, Z), tzn. G, = B'"-G,-B. Z dowodu czesci (b) oraz
zlematu 3.51 wynika, ze ograniczenie izomorfizmu grup h := hg : Z"*? — Z"*2,0 > v-BY,
do podgrupy Ker g, definiuje izomorfizm grup /i: Ker g, — Ker g, oraz przemienny jest
nastepujacy diagram

Ker gy «— gn+2 P M,
B = h| = 7 n
P

Ker gy «— zn+2 M,

n

(4.12)

gdzie M,, = Z"*?/Ker q, = Z",M,, = Z"*?/Ker q, = Z", funkcje p,, oraz p;, sa kanonicz-
nymi homomorfizmami ilorazowymi, funkcje §, oraz §,  sa jednorodnymi funkcjonatami
Z-kwadratowymi indukowanymi przez funkcjonaly g, oraz g, zdefiniowanymi w dowo-
dzie czesci (b) twierdzenia (zobacz diagram (4.9)), natomiast h:M, - M, jest izomorfi-
zmem grup indukowanym przez h zdefiniowanym wzorem h@) = h(v)) = pn(h(v)), dla
dowolnej warstwy o = v +Ker g, w grupie ilorazowej M,,. Latwo udowodni¢, ze wszystkie
trojkaty i wszystkie kwadraty w diagramie (4.12) sa diagramami przemiennymi.

Aby uprosci¢ zapis formut w dowodzie stwierdzenia (c) zaktadamy, ze j; = 1,j, =
2,iy =3,...,i, =n+2orazj; =n+1,j, =n+2,i; =1,...,i;, = n. Na podstawie (b2),
istniejg rozktady na sumy proste grup

Z'?2 =Ker g\ ®Z -e3® - ®Z-e,,,0razZ"*?> =Ker gy ® Z -, ® - ® Z - e,.

Stad wynika, ze kazda z grup M,, oraz M, jest wolna rangi n > 1 oraz zbiory wektoréw
e=1{e,..,6,,0} CM,, e ={e,...,e,} C M, sa wolnymi Z-bazami grup M,, oraz M,
odpowiednio.

Niech G7, G ;,' € Gl(n, Q) beda symetrycznymi macierzami Grama indukowanych
odwzorowan kwadratowych g := §, : M,, - Z oraz q' := g, : M,, = Z (4.9) odpowiednio
wzgledem Z-bazy e oraz e’. Oznaczmy symbolem C € Gl(n, Z) macierz izomorfizmu
h wzgledem Z-baz e C M,, oraz e C M,,. Na podstawie odpowiedniego twierdzenia
znanego z wyktadu algebry liniowej zachodzi réwnos¢ G qe,' =CI". Gy -C
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Poniewaz G, = Gya» = GJ oraz GAU'&J’z) = Gz = qu,' (na podstawie (b1)),
wiec G ) = qu,' = C". Gy - C = C"- Gy - C, co oznacza, ze macierz C definiuje
Z-kongruencje Grama AU172) ~, A'U172) a tym samym koniczy dow6d stwierdzenia (c)
i dowdd twierdzenia. O

Whniosek 4.13. Zatézmy, ze n > 1 oraz A jest spéjnym nieujemnym grafem krawedziowo-
dwudzielnym bez petli korangi dwa o n + 2 > 3 wierzchotkach. Jesli hUvV, hV2) € Z"+2 jest
(j1,j2)-specjalng Z-bazg grupy Ker q, oraz h'v), W92 € Z"+2 inng (ji, j,)-specjalng Z-bazq tej
grupy, to podgrafy krwedziowo-dwudzielne AY172) oraz AV172) bigrafu A sq stabo Z-kongruentne,
tzn. A(fl/fz) ~yz A(]llf],z)

Dowdd. Stosujac twierdzenie 4.8 i jego dowdd do bigrafu A" = A korangi dwa bez
petli z (j}, j5)-specjalng Z-bazg hv), h'2 € Z"*+2 grupy Ker g, oraz do macierzy B =
E otrzymamy h = id w przemiennym diagramie (4.12) i stabg Z-kongruencje Grama
AT~ AUV, O

Algorytm konstruujacy (ji, j,)-specjalna Z-baze grupy Ker g, sp6jnego nieujemnego
bigrafu A korangi dwa bez petli realizujacy procedure opisang w dowodzie twierdzenia 4.8,
przedstawiamy w nastepnym podrozdziale jako algorytm 4.14.

4.3. Obliczanie specjalnej Z-bazy jadra bigrafow korangi dwa

Przedstawimy teraz algorytm 4.14, ktéry wyznacza specjalng Z-baze jadra Ker g, funk-
cjonatu Grama g,: Z"*? — Z dowolnego spéjnego nieujemnego bigrafu A korangi dwa
bez petli. Algorytm ten odgrywa istotng role w konstruowanych przez nas algorytmach
do analizy spéjnych nieujemnych bigraféw A korangi dwa bez petli.

W jego konstrukgji stosujemy metody przedstawione w dowodzie twierdzenia 4.8,
zobacz tez [98, Algorithm 3.6].

Algorytm 4.14. Liczba catkowita n > 1 oraz macierz Grama G, € M,,,(Z)
spdjnego nieujemnego grafu krawedziowo-dwudzielnego A = (4y,4;) € UBigr, , bez
petli korangi dwa.

Specjalna Z-baza H = {h"W), h')} grupy Ker q, C Z"*2, gdzie q,: Z"*? - Z
jest funkcjonatem Grama bigrafu A, tj. g, (v) = v - G, - 0" dlav € Z"+2.

Przyjmujemy Gp:=G,+ GtAr e M, ,,(Z).

Szukamy giéwnego podgrafu krawedziowo-dwudzielnego A’ bigrafu A (na
podstawie twierdzenia 4.8, taki gtéwny podgraf krawedziowo-dwudzielny zawsze
istnieje) w nastepujacy sposéb:
przyjmujemy i := 1 oraz CA, = CA,
usuwamy pierwszy wiersz oraz pierwszg kolumne z Gy € M, +3-i(Z),
jesli rzad macierzy G, € M,,,,_;(Z) jest rtéwny n — i + 1, przechodzimy

do kroku 3,
przyjmujemy i := i + 1i przechodzimy do kroku 2.2.
Rozwigzujemy catkowitoliczbowo uktad n + 2 — i réwnan liniowych
G, -hi" =0, (4.15)
korzystajac z catkowitoliczbowej eliminacji Gaussa. Poniewaz bigraf A’ jest gtéwny,
wiec h # 0 (definicja 3.12(d)). Jesli NWD(h) # 1, to przyjmujemy h := NTBIOR

Wektor h € Z"+2~" bedacy rozwigzaniem ukladu (4.15) jest generatorem grupy
Ker g, C Z"*?~ (zobacz (3.26) w dowodzie lematu 3.21(b) oraz twierdzenie 4.8),
zatem na podstawie twierdzenia 3.63(b) istnieje indeks j taki, ze h; = +1.
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Przyjmujemy i, = j 4+ i oraz h:=10,...,0, hj -h] € Z2"*2.

Definiujemy macierz G\[Aiz] = GA + GtAr oraz zerujemy w niej wiersz i, oraz
kolumne i,.

Rozwigzujemy catkowitoliczbowo ukiad 7 + 2 réwnan liniowych @XZ] -h'tr =
0. Analogicznie jak w kroku 4, poniewaz bigraf A% powstaly z A po usunieciu
wierzchotka 7, jest gléwny (zobacz twierdzenie 4.8), wiec istnieje indeks i, dla ktérego
hi = +1.Jeslih; = -1, to przyjmujemy h’ := —h'.

Przyjmujemy h := h' oraz h® := h —h; -h@_ Jeslii; > i, zamieniamy
h@ oraz h2). Wynikiem jest # = {h("), h®)}.

Fakt 4.16. Pesymistyczna asymptotyczna ztoZonos¢ obliczeniowa algorytmu 4.14 jest rzedu
O(n*) wzgledem liczby wykonywanych operacji arytmetycznych.
Dowdd. Aby uzasadnié¢ ztozonoé¢ obliczeniowg algorytmu 4.14 zauwazmy, ze w algo-
rytmie 4.14 uzywamy catkowitoliczbowej eliminacji Gaussa
e w kroku 2.3 do obliczenia rzedu macierzy,
* w krokach 3 oraz 7 do rozwigzywania catkowitoliczbowo uktadéw odpowiednio
n + 2 —ioraz n 4+ 2 réwnan liniowych.
Poniewaz w catkowitoliczbowej eliminacji Gaussa uzywa sie O(n®) operacji arytmetycz-
nych, wiec pesymistyczna ztozonos¢ obliczeniowa kroku 2.3, 3 oraz kroku 7 algorytmu 4.14
wzgledem liczby wykonywanych operacji arytmetycznych jest rzedu O(n%). Ponadto
* krok 2.3 powtarzamy co najwyzej n razy (bigraf gtéowny A” € UBigr, ,, . ma co
najmniej dwa wierzchotki), a stad krok 2 ma ztozonosé rzedu O (m?),
* krok 6 ma ztozonosé rzedu O(m?), poniewaz dodanie dwéch macierzy wymiaru
n + 2 wymaga uzycia (n + 2)? dodawan liczb,
¢ krok 8 wymaga uzycia n + 2 operacji mnozenia oraz odejmowania liczb,
co sumarycznie daje ztozonoé¢ rzedu O(m*) wzgledem liczby wykonywanych operacji
arytmetycznych. O

Nastepujacy przyktad ilustruje uzycie algorytmu 4.14 do obliczenia specjalnej Z-bazy
H = {(h') h@)} grupy Ker q, C Z"*2, gdzie q,: Z"*? — Z jest funkcjonatem Grama
nieujemnego bigrafu korangi dwa A € UBigr, . , bez petli.

Przyklad 4.17. Niech A € URBigr, bedzie nastgpujacym grafem krawedziowo-dwu-
dzielnym

OO~

— ONI= —=N=

OO R RO
|
OR PR O

_ O RN

e Ms(Z),G, = € M5(32Z).

NI ON|= =
|
= ORI RN=

OO OO
NIFRIR RN = O
|
S =NI=ONI=

Poniewaz rzad macierzy G, jest rowny rzg(G,) = 3, oraz funkcjonat Grama g, : Z° — Z
bigrafu A mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci

2 2
_ X2 X4 X5 3 2x3 X4 2 2
B =m-3-3+3) +1(u-F-%-x) +30-x),

wiec fatwo sprawdzi¢, ze bigraf A jest nieujemny korangi dwa (zobacz fakt 3.17).

Przyjmujemy

2 -1
~ - - 12
GA = GA+Gtr— 0-1
10
1-2
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Szukamy gléwnego podgrafu krawedziowo-dwudzielnego A’ bigrafu A, tj.:
przyjmujemy i := 1 oraz G, = G,,
usuwamy pierwszy wiersz oraz pierwsza kolumne z Ga, otrzymujac
2-1 0-2
Gu = (1) € My (Z),
2

-1 2-1
0-1 2
210

sprawdzamy, ze rzad macierzy G, € M,(Z) jest rtéwny 3 (poniewaz
czwarta kolumna powstaje z pierwszej po przemnozeniu przez —1), wiec prze-

chodzimy do kroku 3.
Rozwigzujemy catkowitoliczbowo uklad 4 réwnan liniowych
~ —h;+2h, —h;+h;, = 0 3h, —2h = 0
LR — 1 2 — Nz Ty 2 3
Gy-h"=0e _h, + 2h, _ 0 © h, _ 0 (4.18)

Otrzymujemy h, = h; = 0 oraz h; = h,. Po podstawieniu h, = 1 wektor h € Z* ma
nastepujacg postaé: h = [1,0,0,1] € Z4.

Dla wektora h = [1,0,0,1] € Z* bedacego rozwigzaniem (4.18) orazj = 1,
spelniona jest réwnos¢ h; = 1.

Przyjmujemy i, = j +i =2 oraz h:= [0,1,0,0,1] € Z°.

Definiujemy macierz @XZ] := G, + GY oraz zerujemy w niej wiersz i, oraz
kolumne i,. Otrzymujemy

20 0-1 1
i) 00000
Gy =002 1| € M;5(2).
-1 0-120
10102

Rozwigzujemy catkowitoliczbowo uktad 5 réwnan liniowych

2h) —h,+h; = 0 2h} —hy +hy = 0
| 0 -0 2hy —h,+hy = 0
G2l ptr — 0o | 2h, —h’, + h’ = 0 &1 h)+h =0 (4.19)
A 3 4 5 4 5
—h) —hy+2h;, = 0 0 =0
h +hy+2h; = 0 0 0

Otrzymujemy h; = h; = h,; = —h;. Po podstawieniu hs = 1, wektor h’ € Z° ma
nastepujacg postaé: h' = [-1,0,—1,—1,1] € Z°. Poniewaz dla i; = 1 spelniona jest
rownosé h;l = —1, wiec przyjmujemy h' := —h'=[1,0,1,1,-1] € Zo.
Przyjmujemy ht:=h" = [1,0,1,1, —1] oraz h® ::ﬁ—ﬁi1 -h =10,1,0,0,1],
gdzie i; = 1,i, = 2. Wynikiem jest (1,2)-specjalna Z-baza
H= {[1/ 0/ ]-1 1/ _1]/ [0/ 1/ O/ 0/ 1]}
grupy Ker g, C Z°.

4.4, Typ Dynkina i typ Coxetera-Dynkina bigrafu korangi dwa

W niniejszym podrozdziale przedstawiamy definicje typu Dynkina oraz typu Coxetera-
Dynkina, uzywane do klasyfikacji Grama bigraféw nieujemnych korangi dwa oraz do spek-
tralnej klasyfikacji Coxetera takich bigraféw. Pojecia te zostaly wprowadzone w artykule
Gasiorek-Simson-Zajac [41, Definition 3.8] jako uogélnienie pewnych koncepcji zawartych
w pracy Barot-de la Pefia [3] oraz w dwdéch naszych artykutach [39, 40] poswieconych spek-
tralnej klasyfikacji Coxetera zbiorow czesciowo uporzadkowanych korangi co najwyzej
dwa.
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4.4. Typ Dynkina i typ Coxetera-Dynkina bigrafu korangi dwa

Definicja 4.20. (a) Typem Dynkina Dyn, spdjnego dodatniego bigrafu A on > 1 wierz-
chotkach nazywamy diagram Dynkina Dyn, = D,, taki, ze A ~4 D,,.

(b) Typem Dynkina Dyn, spojnego glownego bigrafu A on + 1 > 2 wierzchotkach wzgle-
dem j,-specjalnej Z-bazy grupy Ker q, C Z"*! rangi jeden nazywamy diagram Dynkina
Dyn, = D,, 0 n > 1 wierzchotkach taki, ze AY" ~, D,

(c) Zatézmy, ze n > 1 jest liczbg naturalng oraz A € UBigr, ., jest spéjnym nieujemnym
grafem krawedziowo-dwudzielnym bez petli korangi dwa o n + 2 > 3 wierzchotkach. Typem
Dynkina Dyn, bigrafu A nazywamy diagram Dynkina Dyn, = D, € {A,, n > 1,
D, n =4, Eq, E;, Eg} taki, ze D,, jest stabo Z-kongruentny z bigrafem AY172), powstatym
z A wzgledem (jy, j,)-specjalnej Z-bazy grupy Ker q, rangi dwa.

(d) Typem Coxetera-Dynkina bigrafu spojnego nieujemnego A € UIBigr,,, , korangi dwa bez
petli nazywamy pare CDtype , = (speccA,DynA),gdzie specc, C Sl:={zeC; |z =
1} jest spektrum Coxetera bigrafu A oraz Dyny jest jego typem Dynkina.

W nastepujacym lemacie dowodzimy, Ze definicje typu Dynkina oraz typu Coxetera-
Dynkina sa poprawne, zobacz [41, Lemma 3.9].

Lemat 4.21. (a) Typ Dynkina D = Dyn, dowolnego spéjnego dodatniego bigrafu Aon>1
wierzchotkach istnieje oraz jest wyznaczony jednoznacznie przez A, z dokladnoscig do nume-
racji wierzchotkéw diagramu Dynkina D € {A,,n > 1,D,,n > 4, E¢, E;, Eg}.

(b) Zatézmy, ze n > 1 jest liczbg naturalng oraz A € UBigr, ., jest spéjnym nieujemnym
grafem krawedziowo-dwudzielnym bez petli korangi dwa o n 4+ 2 > 3 wierzchotkach.

(b1) Typ Dynkina D = Dyn, bigrafu A istnieje oraz nie zalezy od wyboru (jy, j,)-specjalnej
Z-bazy grupy Ker q, rangi dwa, z dokladnoscig do numeracji wierzchotkéw diagramu
DynkinaD € {A,,n >21,D,,n > 4,E4 E,, Eg}.

(b2) Jesli A" € UBigr,,,, jest spojny oraz A ~5 A', to A’ jest nieujemny korangi dwa oraz
DynA = DynA/.

(b3) Jesli A" € UBigr,,,, jest spéjny oraz A =5 A', to A’ jest nieujemny korangi dwa oraz
CDtype, = CDtype,,..

Dowdd. (a) Na podstawie twierdzenia 3.64(a), dla dowolnego spéjnego dodatniego
bigrafu A o n > 1 wierzchotkach istnieje diagram Dynkina D taki, ze A ~5 D oraz dia-
gram (3.60) jest przemienny, w ktérym A" = D. Stad wynika, ze |R,| = [Rpl. Jesli istnieje
inny diagram Dynkina D’ taki, ze A ~; D', to liczby wierzchotkéw bigraféw A, D oraz
D’ sa identyczne oraz [Rp| = R, = |[Rp/l. Stad wynika, Zze grafy Dynkina D oraz D’ sg
izomorficzne (na podstawie twierdzenia 3.35 zawierajgcego liczby pierwiastkéw poszcze-
golnych diagraméw Dynkina), co koriczy dowéd stwierdzenia (a).

(b1) Na podstawie twierdzenia 4.8, grupa Ker g, posiada (j;,j»)-specjalng Z-baze oraz
bigraf AV172) jest spojny i dodatni. Zatem na podstawie (a) typ Dynkina Dyn,,, ;,, bigrafu
AUI2) jstnieje oraz graf Dynkina Dyn ¢, ») jest wyznaczony jednoznacznie, z doktadnoscia
do numeracji wierzchotk6w, przez bigraf AV172). Przyjmujemy Dyn, := Dyn,¢, »,. Na pod-
stawie wniosku 4.13, graf Dynkina D = Dyn ,;, ;,, nie zalezy od wyboru (jy, j,)-specjalnej
Z-bazy grupy Ker g,, z doktadnoscig do izomorfizmu graféw.

(b2) Zat6ézmy, ze A, A’ € UIBigr, ., sa spojne bez petli, bigraf A jest nieujemny korangi
dwa oraz A ~7 A’. Na podstawie lematu 3.51 i przemiennoéci diagramu (3.52) bigraf A" jest
nieujemny korangi dwa. Ustalmy (j}, j,)-specjalng Z-baze hUv), h'U2) € Z"+2 grupy Ker g,
Na podstawie twierdzenia 4.8(c), istnieje staba Z-kongruencja Grama AY172) ~, AUv2),
a na podstawie stwierdzenia (a) typ Dynkina bigrafu AY172) jest réwny typowi Dynkina
bigrafu AY172), z doktadnoscig do izomorfizmu graféw. Zatem Dyn, = Dyn,,, co koficzy
dowdd stwierdzenia (b2).
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Rozdziat 4. Rozszerzone bigrafy Euklidesa w klasyfikacji nieujemnych bigraféw korangi dwa bez petli

(b3) Jesli A" € UBigr, ., jest spojny oraz A ~; A’, to na podstawie twierdzenia 3.53
istnieje staba Z-kongruencja Grama A ~; A’ oraz specc, = specc,,. Na podstawie lema-
tu 3.51 i przemiennoéci diagramu (3.52) bigraf A’ jest rtéwniez nieujemny korangi dwa.
Zatem uwzgledniajgc (b2), otrzymujemy réwnos¢ CDtype, = CDtype,,, co koriczy do-
wod lematu. O

Whiosek 4.22. Jesli D2 jest jednym z rozszerzonych bigraféw Euklidesa AZ,n>1,1D2,n>4,
£, B7, E3, to D7, jest nieujemny korangi dwa oraz typem Dynkina Dynys, jest podbigraf Dynkina
D,, otrzymany z D3 przez opuszczenie podbigrafu Kroneckera e====e.

Dowéd. Na podstawie twierdzenia 4.4, sp6jny bigraf A = D2 jest nieujemny korangi

dwa oraz wektory h,(Dlz), h(bz; przedstawione w punktach (i)-(v) dowodu twierdzenia 4.4
tworza (j1,j»)-specjalng Z-baze grupy Ker g, gdzie j; = n+1and j, = n + 2. Poniewaz
A2 = D, , wiec Dyngs, = D,,. O

Przyklad 4.23. Rozwazmy nastepujacy graf krawedziowo-dwudzielny

1-1-11-1 1] 1111041
01 0-10-1 101011
A 0 01-10-1 oraz Cox, = 110011
0 00 1-12 100 2-1-=2
0000 1-1 1-1-12 0 1
[0 0000 1] 100 1-1-1

Poniewaz funkcjonat Grama g, : Z® — Z bigrafu A jest réwny
ga(x) = 1 (2x; — X, — X3+ Xy — X5+ X6)" + 5 (B0 — x5 — x4 — X5 —x6) +

1 2 1 2
+ 2 (203 = x4 — X5 = X6)" + 5 (X4 — X5 + %),

wiec bigraf A jest nieujemny korangi dwa, oraz wektory
h* =[1,11,110], h®=[1,1,1,0,1,1]
tworza (4, 6)-specjalng Z-baze grupy Ker q,. Stad typ Dynkina bigrafu A jest réwny

3
DynA = A(4'6) = D4: ‘

2 1

Wielomian Coxetera cox, (t) € Z[t] bigrafu A jest rowny
coxy (D) =10 =205 — 443 — 2 —2t+ 1= (t— D* (t +1)?,
wiec typ Coxetera-Dynkina jest nastepujaca parg: CDtype A= {-1,-1,1,1,1,1}, D,).

Poniewaz coxgs: () = 10— 5 — 4 + 213 — 12 — t + 1, wiec

CDtype, # CDtyper, = (-1,-1,1,1,1 - Li, 1 + £, D).
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Rozdziat 5

Klasyfikacja Grama nieujemnych bigrafow
korangi dwa. Konstrukcja pierwiastkowa

W niniejszym rozdziale podajemy pelne rozwigzanie problemu klasyfikacyjnego (pro-
blem 1.3) dla klasy wszystkich spéjnych nieujemnych graféw krawedziowo-dwudzielnych
korangi dwa bez petli o n+2 > 3 wierzchotkach wzgledem stabej Z-kongruencji Grama ~ .

Udowodnimy m.in., Ze rodzing klasyfikujacg (z doktadnoscig do stabej Z-kongruencji
Grama) takie bigrafy jest piecioelementowa rodzina rozszerzonych bigraféw Euklidesa
K%, n= l,’]]\j)%, n=4, Eg, E%, E% przedstawionych w tabeli 4.2 w podrozdziale 4.1.

W podrozdziale 5.1 przedstawiamy twierdzenie 5.1(a) klasyfikujace wszystkie spéjne
nieujemne bigrafy korangi dwa bez petli. W dowodzie twierdzenia 5.1(b) podajemy sposéb
konstrukcji macierzy definiujacej stabg Z-kongruencje Grama dla pary stabo Z-kongru-
entnych spéjnych nieujemnych bigraféw korangi dwa bez petli.

W podrozdziale 5.2 podajemy konstrukcje pierwiastkowa (konstrukcja 5.5), umoz-
liwiajgca konstrukcje spéjnego nieujemnego bigrafu korangi dwa bez petli, na podstawie
tréjki (A', u, w), gdzie A" jest spéjnym dodatnim bigrafem bez petli, a wektory u, w € Z"
sq parg pierwiastkéw funkcjonatu Grama g,.: Z" — Z bigrafu A'.

W podrozdziale 5.3 pokazujemy, ze dowolny spdjny nieujemny bigraf korangi dwa
bez petli mozna uzyskaé stosujgc przedstawiong konstrukgje 5.5. Ponadto konstrukcje
te stosujemy w podrozdziale 5.5 do zbudowania algorytmu inflacyjnego dla spéjnych
bigraféw korangi dwa bez petli (algorytm 5.48), zobacz dowdd twierdzenia 5.28. Algorytm
ten (w czasie wielomianowym, zobacz twierdzenie 5.50) wyznacza typ Dynkina (definicja
4.20) spdjnego nieujemnego bigrafu korangi dwa bez petli (zobacz uwaga 5.43) oraz oblicza
macierz B € Gl(n + 2, Z) definiujacg staba Z-kongruencje Grama A ~8 A’ pomiedzy parg
spéjnych stabo Z-kongruentnych bigraféw A, A" € UBigr, ., bez petli korangi dwa.

Przedstawiamy tez macierzowa wersje algorytmu inflacyjnego (zobacz algorytm 5.48),
ktéry wyznacza Z-odwracalng macierz B € Gl(n + 2, Z) definiujaca stabg Z-kongruencje
Grama A ~; D2, gdzie D € {A2,n > 1,D2,n > 4, E2, E2, E2} jest rozszerzonym bigrafem
Euklidesa przedstawionym w tabeli 4.2 (z dokltadno$cig do numeracji wierzchotkéw).

Wyniki tego rozdziatu zostaly opublikowane w artykutach [37, 41, 97].

51. Twierdzenie klasyfikujace

Przedstawimy teraz gtéwne osiaggniecie tego rozdziatu oraz jedno z gtéwnych osiag-
nie¢ calej rozprawy. Jest nim pelna klasyfikacja klas rownowaznosci spéjnych grafow
krawedziowo-dwudzielnych bez petli korangi dwa o n + 2 > 3 wierzchotkach wzgledem
stabej Z-kongruencji Grama A ~; A'.

Klasyfikacja ta jest zawarta w nastepujacym twierdzeniu (opublikowanym w artyku-
le [41]), ktore jest rozwigzaniem problemu 1.3 dla bigraféw korangi dwa. Jest réwniez
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Rozdziat 5. Klasyfikacja Grama nieujemnych bigrafow korangi dwa. Konstrukcja pierwiastkowa

rozszerzeniem na wypadek bigraféw korangi dwa twierdzenia 3.64, zawierajacego kla-
syfikacje Grama spéjnych dodatnich (tj. korangi zero) oraz gtéwnych (tj. korangi jeden)
bigraféw bez petli.

Twierdzenie 5.1. (a) Spdjny graf krawedziowo-dwudzielny A € UBigr, .., bez petli, o n+2
> 3 wierzchotkach, jest nieujemny korangi dwa typu Dynkina D,, = Dyn, wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje rozszerzony bigraf Euklidesa

D; € (A%,n>1,D7,n > 4,3, B3 E)
oraz staba Z-kongruencja Grama A ~ D2
(b) Jesli A, A’ jest parg spéjnych nieujemnych krawedziowo-dwudzielnych grafow korangi dwa
bez petli o n + 2 > 3 wierzchotkach, to staba Z-kongruencja Grama A ~ 5 A istnieje wtedy
i tylko wtedy, gdy Dyn, = Dyny,.

Dowéd. Zalézmy, ze n > 1 jest liczbg naturalng oraz A jest spéjnym grafem krawedzio-
wo-dwudzielnym bez petli o n + 2 > 3 wierzchotkach.

(a) , =" Z twierdzenia 4.4 wynika, ze sp6jny bigraf D? jest nieujemny korangi dwa.
Zatem z lematu 4.21(b) oraz z istnienia stabej Z-kongruencji Grama A ~; D? wynika, ze
bigraf A jest nieujemny korangi dwa. Poniewaz na podstawie wniosku 4.22 otrzymujemy
réwnos¢ D, = Dynyy,, to z lematu 4.21(b) wynika, ze Dyny = Dyngy, = D,,.

,=" Zalézmy, ze gpc’)jny graf krawedziowo-dwudzielny A jest nie&jemny korangi dwa
oraz Dyn, = D, € {A,,D,, E4 E;, Eg} jest typem Dynkina. Poniewaz na podstawie
wniosku 4.22 bigraf D? jest nieujemny korangi dwa oraz D,, = Dyng,, to dowodzona
implikacja jest konsekwencjg stwierdzenia (b) udowodnionego ponizej.

(b) Na podstawie lematu 4.21(b), istnienie stabej Z-kongruencji Grama A ~; A’ impli-
kuje réwnos¢ Dyn, = Dyny,.

Aby udowodni¢ implikacje przeciwng zal6zmy, ze A oraz A’ s3 sp6jnymi nieujemnymi
bigrafami korangi dwa oraz Dyn, = Dyn,,. Ustalmy (j;, j»)-specjalng Z-baze hUv), h¥2) €
Z"+2 grupy Ker g, oraz (j}, j,)-specjalng Z-baze h'V1), h'V2) € Z"+2 grupy Ker q,,. Wprost
z definigji typu Dynkina bigrafu wynika, Ze zalozenie Dyn, = Dyn,, implikuje istnienie
stabej Z-kongruencji Grama AU172) ~, A’U172) Poniewaz Z-kongruencja Grama A” ~
A" danych bigrafow A”, A" jest niezmiennicza wzgledem permutacji wierzchotkéw tych
bigraféw, wiec bez utraty ogélnosci rozwazan, mozemy zatozy¢, ze (j;,j,) = (n+1,n + 2)
oraz (ji,j5) = (n+1,n+2).

Niech C € Gl(n, Z) bedzie macierza definiujaca Z-kongruencje Grama AV172) ~,
A'Uv12) oraz utwérzmy nowg macierz C = [ g (1) 8 ] € Gl(n + 2, Z). Stosujac (4.10), otrzy-

001
mujemy réwnosci

; G i | 00 , " G i
H-G,-H'"= 0 00| €M, ,(Z)orazH' -G, - H'"= 0 00 | €M, »(2),
0 00 0 00
gdzie " o
H:i=| ¢ |€Gln+22%), orazH :=| e, eGln+2,7).
h(71+1) hl(n+1)
h(n+2) h/(n+2)

Zatem, po uwzglednieniu réwnoéci G A C'" - G 4140 - C, otrzymujemy réwnosci

_ o Gy |00 C" G- C |00 G iy |00
Cl".(H-G,-H'™)-C = C'". 0o Jool|-C= ‘00 = 0 ‘00 =

0
0 00 0 00 0 00
:HI'GAI _H/t}",

z ktérych wynika:
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5.1. Twierdzenie klasyfikujace

GA’ = H-1. (C\h’ - (H - GA X Htr) i C\) CHICt = (Htr X C\ H/—tr)tr . GA . (Htr i C\ Hl—tr) —
—B".G,-B,

gdzie B := H'" - C-H ' eGl(n+2,7). Udowodnilismy wiec, ze Z-odwracalna macierz
B definiuje staba Z-kongruencje Grama A ~; A’, co koriczy dowdd stwierdzenia (b), a tym
samym dowdd catego twierdzenia. O

Uwaga 5.2. Klasyfikacja spéjnych graféw krawedziowo-dwudzielnych korangi > 3 bez
petli, analogiczna do przedstawionej w twierdzeniu 5.1 podana jest w [86, Theorem 2.12].

Nastepujacy przyktad ilustruje opisang w dowodzie twierdzenia 5.1 konstrukcje ma-
cierzy B € Gl(n + 2, Z) definiujacej stabg Z-kongruencje Grama A ~; A" dla spéjnych
bigrafow A, A’ € UBigr, ., korangi dwa bez petli, jesli Dyn, = Dyn,,.

Przyklad 5.3. Rozwazmy nastepujace dwa nieizomorficzne grafy krawedziowo-dwu-
dzielne

A:\//\ \ /\

oraz A’ :

Pokazemy, ze bigrafy A, A’ s nieujemne korangi dwa oraz ich typy Dynkina sg réwne
Dyn, = Dyn, = Ds, a stad bigrafy A,A’ s stabo Z-kongruentne. Ich symetryczne
macierze Grama majq postaci:

[1 0-1-1 0 0-1] [1 0-1 0 0 0 0]
0 1-2 0000 0 1-2 0000
3410440 34 14440

Gy=|3 001010 EM;(3Z),Gy=|00-%11% -3 EM(Z2),
0 0-2 0100 0 0-2 21 0-3
0 0-2 201 1 0 0-2 201 1
-3 00 0 0 5 1f [0 0 0-5-5 5 1}

natomiast funkcjonaly kwadratowe gy, g, : Z7 — Z zdefiniowane sg wzorami

ga(x) = i (2x] —x3 — x4 — x7)2 + i (2x, — x3)2 + % (2x3 — x4 — 2x5 — 2x4 — x7)2 +
+ % (5x4 — 2x5 + 2x4 — 3x7)2 + ?—) (x5 — xg — x7)2,
2 2 2 2
Qa () = (207 —x3)" + 5 (20 —x3)" + 5 (X — X4 — X5 — %6)" + 5 (X4, —x7)" +
+ % (x5—x6—x7)2.

Stad bigrafy A, A’ sa nieujemne korangi dwa, oraz wektory {h®, h”}, {(h'® K7}
h®=[1120110], h®=[1120110],
h)=[21,21101], W =[1,1,21101],

tworza odpowiednio (6,7)-specjalng Z-baze Ker g, oraz (6,7)-specjalng Z-baze Ker g,

Na podstawie twierdzenia 4.8 bigrafy A®”,A'(67) s dodatnie. Korzystajac z algo-

rytmu inflacyjnego (zobacz algorytm A.59) pokazujemy, ze bigrafy A®7), A'®7) sg stabo
Z-kongruentne z diagramem Dynkina D5, gdzie macierze

00010 10000
10000 01000
Chy=|00100[€GI52Z),Ch=|00100|eGCGI52),
00001 000 1-1
01000 00001
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definiuja odpowiednie stabe Z-kongruencje Grama D5 ~52 A©7) oraz Dy ~52" A'67),
a stad Dyn, = Dyn,, = D5. Ponadto macierz

00011
10000
C=Cy-Cil=]00100[€GI52Z)
00001
01000

definiuje stabg Z-kongruencje Grama A®7) ~, A’(¢7)_ Definiujmy Z-odwracalne macierze
(zobacz dowdéd twierdzenia 5.1(b))

0001100 1000000 1000000
1000000 0100000 0100000
_ |oo10000 0010000 0010000
C={oo0oo00100f, H=|0o0o001000|, H=[000100 0f{€Gl72).
0100000 0000100 0000100
0000010 1120110 1120110
0000001 2121101 1121101
Z obliczen przedstawionych w dowodzie twierdzenia 5.1(b) wynika, Ze macierz

T e+

0

B:=Hi".C.-H~'" = e Gl(7,Z)

ORr OO0 O OO
NN eNoNeNe)
[l elelNoNoNo
O OO0 OO
O O OOk o
[cNeNeN oo Ne)

el eoNoNeN - )

definiuje stabg Z-kongruencje Grama A ~; A’, tzn. G, = B - G, - B.

Uwaga 5.4. Niech A € UBigr, ., bedzie sp6jnym nieujemnym grafem krawedziowo-
dwudzielnym korangi dwa bez petli.
(a) Konstrukcje uzyta w dowodzie twierdzenia 5.1 oraz zilustrowang w przyktadzie 5.3
mozna zastosowaé do zbudowania algorytmu, ktéry umozliwia

* wyznaczenie typu Dynkina Dyn, = D,, dla dowolnego spéjnego nieujemnego
bigrafu A bez petli korangi dwa, oraz macierzy definiujgcej stabg Z-kongruencje
Grama A ~ D2 do rozszerzonego bigrafu Euklidesa D2.

¢ skonstruowanie macierzy B € Gl(n + 2, Z) definiujacej staba Z-kongruencje
Grama A ~; A’ dla pary A, A" € UBigr, ., dowolnych spéjnych bigraféw korangi
dwa bez petli takich, ze Dyn, = Dyny,.

(b) Algorytm opisany w podpunkcie (a) wymaga obliczenia macierzy definiujacej staba
Z-kongruencje Grama pomiedzy diagramem Dynkina D,, a dodatnim podgrafem
krawedziowo-dwudzielnym AY172) bigrafu A wyznaczonym przez (j;, j,)-specjalng
Z-baze grupy Ker g,. Takg macierz obliczamy uzywajac algorytmu inflacyjnego dla
dodatnich bigraféw bez petli (zobacz algorytm A.59), ktéry wyznacza typ Dynkina
dodatniego bigrafu (por. [86, Algorithm 2.16]).

(c) Na podstawie uwagi 5.4(b), naturalne sa pytania: czy dla spéjnych nieujemnych bigrafow
korangi dwa bez petli mozna zbudowac skoriczony cigg operatoréw inflacji (algorytm inflacyjny
zbiezny do jednego z rozszerzonych bigraféw Euklidesa)? oraz: czy taki algorytm wyznacza
typ Dynkina?

(d) Pozytywnej odpowiedzi na pytania sformutowane w podpunkcie (d) udzielamy w pod-
rozdziale 5.5 (zobacz dowdéd twierdzenia 5.28), gdzie konstruujemy algorytm inflacyjny
dla bigraféw korangi dwa bez petli (zobacz algorytm 5.48), ktéry jest efektywnym
sposobem na wyznaczenie typu Dynkina dowolnego spdjnego nieujemnego bigrafu
korangi dwa bez petli (zobacz uwaga 5.43).

(e) Uwagizawarte w podpunktach (b)—(d) uzasadniajg brak potrzeby implementacji zmud-
nego algorytmu opisanego w podpunkcie (a).
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5.2. Konstrukcja pierwiastkowa i jej wtasnosci

Przedstawimy teraz zapowiadang we wstepie rozprawy algorytmiczng konstrukcje
pierwiastkowg (A’, u, w) — A'[[u, w]], wprowadzong w [41, Construction 4.2]. Umozliwia
ona konstrukcje dowolnego spdjnego nieujemnego grafu krawedziowo-dwudzielnego A
bez petli korangi dwa o n 4 2 > 3 wierzchotkach, z pewnego dodatniego spdjnego bigrafu
A" on > 1 wierzchotkach oraz pary pierwiastkow u, w € R, bigrafu A"

Konstrukcja 5.5. Zal6zmy, ze n + 2 > 3 jest liczbg naturalng oraz dana jest tréjka
(A, u,w), w ktérej A" € UBigr, jest spéjnym dodatnim grafem krawedziowo-dwudziel-
nym bez petli o n > 1 ponumerowanych wierzchotkach a4, ..., a,, oraz u, w jest parg pier-
wiastkéw bigrafu A’, tzn. parg niezerowych wektoréw u, w € Z" spelniajacych réwnosci
ga(u) :=u- Gy -u'” =1 oraz g (w) := w- Gy - w' =1

Dla danej tréjki (A", u, w) konstruujemy graf krawedziowo-dwudzielny

AN =Dy ANy = AN[[u,w]] € UBigr, ., (5.6)
bez petli o n + 2 > 1 wierzchotkach nastepujaco.
(i) Zbioér wierzchg{kéw Ay = {ay,...,a,} powiekszamy o dwa nowe wierzchotki a,, ,,
oraza, o, tzn. A'g ={ay, ..., a,,0,,1,0,47}
(ii) Oznakowanymi krawedziami bigrafu A’ pomiedzy wierzchotkami ay, ..., 4, s kra-
wedzie bigrafu A’.
(iif) Aby zdefiniowa¢ krawedzie taczace wierzchotki a, ..., a,, z wierzchotkami a,, | oraz
a, ., definiujemy dwa wektory

T=[dy,.., 0, :=—u-Gy €Z", T =[W,...,T,] := —w-Gy € Z",

gdzie Gy = 2G5 = Gu + GY € M, (Z) jest podwojona symetryczng macierza
Grama dodatniego grafu krawedziowo-dwudzielnego A" € U/Bigr, . Nastepnie,
zbiér krawedzi zdefiniowanych w (ii) powiekszamy o:

¢ multikrawedzie oznakowane ajLan 41 oraz a]-lLun +» »dla kazdego
wierzchotka g; bigrafu A’, jesli liczby #; oraz W; sa r6zne od zera.

e multikrawedza,,,, —~4—q, ,,, gdzie 0., := u-G, -w'.Jesli ¢, = 0, to wierzchotki
a,.1 oraza,,, nie sg polaczone krawedzia.

Przypominamy, ze przez multikrawedZz a—"—a" oznakowanag liczbg m > 1 pomiedzy

wierzchotkami a oraz a’ rozumiemy m przerywanych krawedzi pomiedzy a oraz a’, nato-
miast przez multikrawedZ oznakowang liczba ujemng m < —1 pomiedzy wierzchotkami a
oraz a’ rozumiemy —m > 1 krawedzi cigglych pomiedzy a oraz a’.

Nastepujacy schemat graficzny jest ilustracjg konstrukgji (5.6)

A = A[[u,w]]: (5.7)

Zanim przedstawimy wlasnosci konstrukgji (5.6), podamy dwa przyktady jej zastosowania.

Przyklad 5.8. Niech A" = D,, bedzie jednym z diagraméw Dynkina D,, € {A,, n > 1,
D,, n >4, Eg, E;, Eg} on > 1 wierzchotkach ay, ..., a,, ponumerowanych jak w tabeli 3.32.
Niech u € Z" oraz w € Z" beda réwne maksymalnemu dodatniemu pierwiastkowi
up € Z" bigrafu D,, (twierdzenie 3.35(b)), tzn.
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2465432

dlaD,=A,,n>1,

dlaD, =D, n >4,

dla D, = Eq, (5.9)
dla DVl = ]E7,

Graf krawedziowo-dwudzielny A’ = D, [[ u p,, Up, 1] otrzymany w konstrukgji 5.5 jest roz-
szerzonym bigrafem Euklidesa, tj. D,,[[ up , up 1] € {Kﬁ,n > 1,715)%, n =4, E%, TE%, Eg},
gdzie na nastepujacych rysunkach dodane wierzchotki oraz krawedzie wyrézniamy kolo-

rem szaroblekitnym:

n+leg_._"50n+2
An[[uAn,uAn]]: 1 2 n-1 n 5@
*e—eo — e—e
20 ne ®+2 4@ o8
n n
g, ), L L1/ Eelmseue)e, 0
*o— o — o —e07+1 oe—o0—0—0—0
5@ 9 4 e 10
n n
]E7[[uE7’uIE7]]: 1 2 3 4 6 7/::8 Es[[uEg’uEs]]: 1 2 3‘ 5 6 7 s/lul‘)
e—eoe—0—0—0—0—0 e—eo—0—0—0—0—0—0

Przyklad 5.10. Rozwazmy nastepujacy spéjny graf krawedziowo-dwudzielny A" €

UBigr, o 5 wierzchotkach bez petli:

1.
[N
3 1-1110
) \ ‘ PN 0 1 0-10
A | 1, gdzieGy =[0 01 0-1
v 5 0 0011
\; 0 0001
\
|
2—4
Poniewaz

2-1 110

~ -1 20-10
orazGy =| 1 0 2 0-1| €& M5(Z).

1-1 021

00-112

1 2 2 1 2
[/]A/(X) :Z(le—x2+X3+X4> +11_2(3.X2+X3—X4) +ﬂ(4X3—X4—3xS) +

1 2 2
+ 35 (5xy +3x5)" + 343,

wiec fatwo sprawdzi¢, ze bigraf A’ jest dodatni. Korzystajgc z algorytmu inflacyjnego A.59,
pokazujemy, ze bigraf A" jest stabo Z-kongruentny z diagramem Dynkina D5, gdzie staba

-1 00 1-1
-1-1 1.0 0
Z-kongruencje Grama D5 ~; A’ definiuje macierzB = | 1 0 0 0 o| € GI(5,Z). Jedli
0-1 00 1
01000
w konstrukgji 5.5 za u oraz w przyjmiemy nastepujace pierwiastki u := e; oraz w := —e5

bigrafu A’, to wektory u, w sg réwne

i:=-u-Gy=[-1,0,-201], @:=-w-G,=[00-1,12],

oraz {0, == u- @A, -w' = 1. Zatem graf krawedziowo-dwudzielny A = A'[[u,w]] ma

postac
1- 6
V3
Fe=Nww)]: | X
V5. '
2—4 ----7
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Proste obliczenia pokazujg, Ze forma kwadratowa g4 (x) definiujgca funkcjonat Grama
gz : Z7 — Z bigrafu A" posiada nastepujgcg postaé kanoniczna:

1 2,1 2
Gp =7 (2 =Xy + X3+ x4 — %)+ 75 (B + X3 — x4 — X6)" +

1 2 1 2,2 2
+ 57 (4x3 — x4 — 3x5 — 4xg — 3x7)" + 35 (5x4 +3x5 + 3x7)" + £ (x5 + x7)”.

Zatem bigraf A’ jest nieujemny korangi dwa, oraz (6,7)-specjalng Z-baze grupy Ker g
tworzg wektory h©® = [ 0,0,1,0,0,1,0 ],h(7) = [ 0,0,0,0,-1,0,1 ] . Poniewaz
Ay z Ds, wiec typ Dynkina bigrafu 4 jest réwny Dyny, = Ds.

Najwazniejsze wlasnosci konstrukgeji 5.5 przedstawiamy w nastepujacym twierdzeniu,
udowodnionym w [41, Theorem 4.7]. Ponadto w kolejnym podrozdziale pokazemy, ze
z doktadnoscig do numeracji wierzchotkéw, dowolny spéjny bigraf A € UBigr,,, , jest po-
staci A = A'[[u, w]], dla pewnej tréjki (A’, u, w) o wlasnodciach zadanych w konstrukgji 5.5.

Twierdzenie 5.11. Zatézmy, Ze n > 1 oraz (A',u, w) jest tréjkq takq jak w konstrukcji 5.5.
Graf krawedziowo-dwudzielny A = A'[u,w]] posiada nastgpujgce wiasnosci.

(a) Niesymetryczng macierzg Grama bigrafu A’ jest macierz

GA, ‘ ﬁtr wtr
Al = 0 .ee 0 1 u GAlwtr S Mn+2(Z), (512)
0.0 0 1

gdzie G, € M,,(Z) jest niesymetryczng macierzq Grama dodatniego bigrafu A' oraz wektory
U, W € Z" sq takie jak w konstrukcji 5.5.

(b) Bigraf A7 jest spéjny, nie posiada petli, jest nieujemny korangi dwa oraz wektory
h, :=[uy,...,u,,1,0]orazh,, := [wy, ..., w,,0,1] tworzqg (n +1, n +2)-specjalng Z-baze
grupy Ker qz.

(c) A[[—u,w]] = t, A'llu,wl] oraz A'[[u, —w]] = t; A'[[u,w]], tzn. graf krawedziowo-
dwudzielny A'[[—u, w]] powstaje z bigrafu A'[[u, w]] przez zamiang znakéw wszystkich
krawedzi incydentnych z wierzchotkiem a,, . oraz bigraf A'[[u, —w]] powstaje z bigrafu
A'[[u, w]] przez zamiang znakéw wszystkich krawedzi incydentnych z wierzchotkiem a,, .

Dowdd. Stwierdzenie (a) otrzymujemy wprost z konstrukgji bigrafu A’ oraz defini-
cji 3.4(a) niesymetrycznej macierzy Grama Gy, € M,,,,(Z).

Udowodnimy teraz stwierdzenie (b). Z postaci (5.12) niesymetrycznej macierzy Grama
G wynika, ze funkcjonat Grama g, : Z"+? — Z bigrafu A’ zdefiniowany wzorem g, (x) =
X - GZ' - x'" ma nastepujgca postac

9 (x) :qA’OE) + xﬁ+1 + x;21+2 —(u- G\A’ : itr) *Xp1 T (w - GA’ : itr> “Xpy2t

R (5.13)
+ -Gy W) - X1 X040,

gdzie x =[xy, ..., X, X, 41, Xpi0] € Z"*? Oraz ¥ =[x, ..., x,] € Z" sq wektorami zmiennych.
Poniewaz u,w € Z" sa pierwiastkami bigrafu A, tzn. g, (1) = g, (w) = 1, to wektory
h, :=[uy,...,u,,1,0] oraz h,, := [wy, ..., w,,0,1] nalezg do jadra Ker g3 funkcjonatu g5,
gdyz:

gz (h,) =q5 (uy, ..., u,,1,0) = gu(u) +1 — (u- @A, ul"y 1T =quu) +1—29,w) =0,
qg,(hw) =4z (W, ..., w,,0,1) = gp(w) +1 —(w - CA}A, Sy -1 = ga(w) +1 —=2g,(w)=0.

Stosujac argumenty uzyte w dowodzie formutly (4.10), otrzymujemy réwnosci

Gy |0 0 ‘1
H-G;-H"=| 0 [1 0|, gdzieH:=| ¢, |. (5.14)
0 (0 1 R
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Poniewaz macierz H € M,,,,(Z) jest Z-odwracalna oraz bigraf A’ jest dodatnio okreslony,
wiec bigraf A jest dodatnio pétokreslony korangi dwa oraz wektory h,, = (u4,...,u,,1,0),
h, = (wy,...,w,,0,1) € Ker g5, tworzg (n + 1,n + 2)-specjalng Z-baze grupy Ker g5..
Aby udowodnié¢ spéjnoéé bigrafu A’ = A'[[u, w]], przypomnijmy, ze bigraf A’ jest spéjny.
Wystarczy wiec udowodni¢, ze wierzchotek a,,, 1 jest potaczony krawedzig z pewnym
wierzchotkiem a; bigrafu A’ oraz wierzchotek g4, , jest potaczony krawedzig z pewnym
wierzchotkiem a; bigrafu A" lub z wierzchotkiem a,, .1, zobacz rysunek (5.7). Zauwazmy,
ze gdyby wierzchotek a,, | lub wierzchotek 4, , nie byl potaczony krawedzig z zadnym
wierzchotkiem bigrafu A’, to na podstawie konstrukgcji 5.5 otrzymaliby$Smy

H=—-u-Gy=00razw=—-w-G, =0,
co implikuje sprzeczne réwnosci
0 = —U- G\A/ . utr = _2qu(l/[) =-2 oraz 0 = —w- G\A/ . wtr = —ZqA/(w> = _2,
poniewaz kazdy z wektoréw u oraz w jest pierwiastkiem bigrafu A’, tzn. 2q,,(u) = 2 oraz
2g,(w) = 2. Dow6d stwierdzenia (b) zostat wiec zakoriczony.
(c) Zat6zmy tak jak w konstrukeji 5.5, ze kazdy z wektoréw u oraz w jest pierwiast-

kiem bigrafu A’. Zatem wektory —u oraz —w sa réwniez pierwiastkami bigrafu A’ oraz
prawdziwe sg réwnosci

()= —(~u) - Gy = [Ty, o, =T, (mW0) 1= —(=w) - Gp = [Ty, .., =T0,,], (5.15)

clpi=(=u) -Gy -w'" = =4, Ly i=u-Gy - ()" ==, 0, '
z ktérych wynika, ze bigraf A'[[—u, w]] powstaje z bigrafu A'[[u, w]] przez zamiane¢ na
przeciwne znakéw wszystkich krawedzi incydentnych z wierzchotkiem a,,, 1, oraz bigraf
A'[[u, —w]] powstaje z bigrafu A'[[u, w]] przez zamiang na przeciwne znakéw wszystkich
krawedzi incydentnych z wierzchotkiem a,, . ,. Zatem pokazaliSmy, ze zachodzg réwnosci
All-u,w]] = t;mA’[[u,w]] oraz A'[[u, —w]] = t;n+2A’[[u,w]], gdzie t; jest operatorem
inflacji w punkcie a,,, co koriczy dowdd stwierdzenia (c) oraz catego twierdzenia. O

5.3. Opis struktury krawedziowo-dwudzielnych grafow
korangi dwa

W niniejszym podrozdziale opisujemy strukture dowolnego spéjnego nieujemnego
grafu krawedziowo-dwudzielnego A € UBigr,,, bez petli korangi dwaon +2 > 3
wierzchotkach. W szczeg6lnosci pokazemy, ze (z doktadnoscig do permutacji zbioru

wierzchotkow) A=A[u,w]]

dla pewnego dodatniego spéjnego bigrafu A’ € UJ3igr, bez petli oraz pary jego pierwiast-
kéwu,w € Ry ={v € Z",q,(v) = 1}.

Twierdzenie 5.16. Zatozmy, ze n > 1 oraz A € UBigr,,, , jest spéjnym nieujemnym grafem
krawedziowo-dwudzielnym bez petli korangi dwa o n + 2 > 3 wierzchotkach. Niech D,, = Dyn,
bedzie typem Dynkina bigrafu A. Zalézmy réwniez, ze hUv), h'Y2) € Z"*? jest (j,, j»)-specjalng
Z-bazq grupy Ker g, oraz A' := AV12) jest podgrafem krawedziowo-dwudzielnym bigrafu A
otrzymanym z A przez opuszczenie wierzchotkow a; , a;, oraz incydentnych z nimi krawedzi.

(a) Bigrafy AUV oraz AY2) otrzymane z A przez opuszczenie wierzchotkéw a;, oraz a;, sq spijne,
gléwne (tzn. korangi jeden) oraz stabo Z-kongruentne z diagramem Euklidesa D,, otrzymanym

z diagramu Dynkina D,, przez naturalne rozszerzenie o jeden wierzcholek (uwaga 4.3).

(b) Bigraf oA otrzymany z A przez transpozycje dwéch par wierzchotkow a; ,a,, 1 oraz a; ,a, »

ma postac —
A=A =AT[u,w]],

gdzie u,w € Z" sq pierwiastkami bigrafu A’ otrzymanymi z wektoréw h"+1, h(+2) g Z1+2
przez opuszczenie wspotrzednych n+1 oraz n+2. Ponadto bigrafy glowne cA™+2) = A'[[u]]
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oraz oA"Y = A'[[w]] otrzymujemy z bigrafu A'[[u, w]] przez opuszczenie wierzchotka
a, ., 0raz a, ., odpowiednio.

Dowéd. Zalézmy, ze n > 1 oraz A € UBigr, ., jest spdjnym nieujemnym bigrafem bez
petli korangi dwa o n + 2 > 3 ponumerowanych wierzchotkach. Na podstawie twierdze-
nia 4.8 krawedziowo-dwudzielne podgrafy AY?) oraz AU2) bigrafu A sg sp6jne oraz gtéwne.

Ponadto wektory h<]1])2), hgzj)l) € Z"*! powstate z wektoréw hV), hV2) € Z"+2 przez usu-

niecie odpowiednio wspolrze;dnej J» oraz j,, tworza specjalne Z-bazy grupy Ker g ¢, oraz
Ker q,i,, odpowiednio. Stagd otrzymujemy Dyn ,;,, = Dyn i,y = Dyn, = D,,. Poniewaz
bigrafy A7, AV2) s gléwne, to sq stabo Z-kongruentne z jednym z diagraméw Euklidesa
D,, (twierdzenie 3.64(b)), takim, ze Dyn~ = D,. Zatem D,, jest diagramem Euklidesa
otrzymanym z diagramu Dynkina D,, = = Dyn, przez naturalne rozszerzenie o jeden wierz-
chotek (uwaga 4.3).

(b) Na podstawie twierdzenia 4.8, grupa Ker g, posiada (j;,j,)-specjalng Z-baze
hUv, hY2) € Z"*? oraz krawedziowo-dwudzielny podgraf A’ := AY1/2) bigrafu A jest
dodatni oraz spéjny. Poniewaz wektory

(1) _ —_ U (1) (1) D) G 1) 2
RO =, =Ty byt Oy B 5 Oy By p 1 € 27 (5.17)

h'2 — ¢, =[h{”, .., h/>,0,h/2 . h(> 0,h/2 . w2 e 72
sq pierwiastkami bigrafu A (zobacz [79, Proposition 2.8(b)]), wiec wektory u,w € Z"
otrzymane z wektorow h'v —e; ,hV2) —e; przez opuszczenie jego zerowych wspéirzednych
o indeksach j;oraz j,, sa pierwiastkami bigrafu A’ = AY1/2). Zatem funkcjonat Grama
ga: Z"*? — Z bigrafu A zdefiniowany jest wzorem

ga(x) = gp (X) +x].21 +x].22 —(u-Gp -3 "Xj, — (w- Gy - 57 "X, + (u-Gy -w'h) -x;x;,, (5.18)

gdzie wektor ¥ = xU172) otrzymujemy z wektora x = [xy, ..., X,,,,] przez opuszczenie jego
wspotrzednych o indeksach j;, j,, zobacz [63, Proposition 3.7(a2)] oraz [40, Theorem 3.4(a)].

Zatem dla j; = n + 1orazj, = n + 2, funkcjonat Grama (5.18) jest réwny (5.13), a stad
niesymetryczna macierz Grama Gop EM,,,»(Z) bigrafu A posiada postaé blokowa (5.12),
gdzie o € S, jest takg permutacja, ze 0 (j;) = n + 1 oraz o (j,) = n + 2. W konsekwencji,
graf krawedziowo-dwudzielny cA ma postaé cA = A" = A'[[u,w]]. Ponadto wektory
h+D .= ghUV h®*2) := ¢h¥2) tworza (n + 1,n + 2)-specjalng Z-baze grupy Ker g, ,.
Zatem, na podstawie twierdzenia 4.8, krawedziowo-dwudzielne podgrafy cA"+2) oraz
oA+ bigrafu cA = A'[[u, w]] otrzymane przez opuszczenie odpowiednio wierzchotkéw
(1 OrazZa, 1,53 spojne oraz gléwne. Korzystajac z postaci (5.12) niesymetrycznej macierzy
Grama G,, € M,,,,(Z) bigrafu cA = A’ = A'[[u,w]] pokazujemy, ze niesymetryczne
macierze Grama bigraféw cA"+2, g A"+ g3 postaci

o G , —t?’ - G , —tT
Garuy = [ O...AO 1 ] € M, 1(Z), oraz Gup)) = [ O...AO 1 ] €M, 1(Z),

co dowodzi réwnosci cA" 2 = A'[[u]] oraz cAT+Y = A'[[w]] i koficzy dowdd stwier-
dzenia (b) oraz catego twierdzenia. O

Z twierdzenia 5.16 otrzymujemy nastepujacy opis struktury dowolnego spéjnego
nieujemnego grafu krawedziowo-dwudzielnego A € UBigr,,, bez petli korangi dwa
on + 2 > 3 wierzchotkach, zobacz [41, Corollary 4.12].

Whniosek 5.19. Zatézmy, zen > 1 oraz A € UBigr, ., jest spéjnym nieujemnym grafem
krawedziowo-dwudzielnym bez petli korangi dwa o n+2 > 3 wierzchotkach a,, a5, ... ,a,,0,,1, 0,
Jesli WUV W2 € Z"*2 jest (jy,,)-specjalng Z-bazq grupy Ker q,, to bigraf A ma postaé

A =0 A[u,w]],
gdzie
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* 0 €S, jest takq permutacjg, Ze 0 (j,) =n+ loraz o(j,) =n+2,

o A := AUVI2) jest podgrafem krawgdziowo-dwudzielnym bigrafu A otrzymanym z A przez

opuszczenie wierzchotkéw a; , a;, oraz incydentnych z nimi krawedzi,

* u,w € Z" sq pierwiastkami bigrafu A’ otrzymanymi z wektoréw hUv —e; , W2 —e; przez
opuszczenie jego zerowych wspdtrzednych o indeksach j, oraz j,, zobacz (5.17).

Przyklad 5.20. Rozwazmy nastepujacy spojny graf krawegdziowo-dwudzielny.
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Poniewaz forma kwadratowa g, (x) definiujaca funkcjonat Grama ga : Z° — Z bigrafu A
posiada nastepujacag posta¢ kanoniczna:

ga(x) :i (2x1 + x5 + x3)2+% (3xy + x3)2+i (4x3 — 3xy — 3x5)2+% (5x4 +x5 —4x6)2+
+ % (3x5 — 2x6)2 + % (2xg — 3x, — 3x8)2 + 41; (xy —xg — 2x9)2,
to bigraf A jest nieujemny korangi dwa, oraz wektory h® =[-1, -1,3,2,2,3,1,1,0],

h® =[-1,-1,3,2,2,3,2,0,1] tworza (8,9)-specjalng Z-baze grupy Ker g,.
Stad bigraf A’ = A® jest spéjny i dodatni, gdzie

1
A =AB .
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funkcjonat Grama g, : Z7 — Z bigrafu A’ posiada nastepujacg postac:

gar (x) :}—1 (2x1 + x5 + x3)2+% (3x2+x3)2+i (4x3 — 3xy — 3x5)2+% (5x4+x5 — 4x6)2+

1 2,1 2,1
+ 55 (Bx5 —2x)" + 15 (2% — 3x7)" + 747

oraz wektory u = [-1,-1,3,2,2,3,1], w = [ -1, -1, 3, 2, 2, 3, 2| sa pierwiastkami
bigrafu A’, tzn. g, (1) = qa (w) = 1. Zatem bigraf A ma posta¢ A = A'[[u, w]].

Poniewaz bigraf A" jest stabo Z-kongruentny z diagramem Dynkina E,, to Dyn, = E,,
E, ~; A® oraz E, ~; A, gdzie macierze
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definiujg odpowiednie stabe Z-réwnowazno$ci Grama, to znaczy zachodzg réwnosci
GIE7 = B'tr . G/_»\r . B’, GE = Bér . GA<8) . B8 oraz GE7 = Bg . GA<9> . Bg.
5.4. Algorytm realizujacy konstrukcje pierwiastkowa

W tym podrozdziale przedstawiamy algorytm 5.22 konstruujacy wszystkie spdjne nie-

ujemne bigrafy A € UBigr, . ,,n > 1, korangi dwa bez petli. W algorytmie 5.22 uzywamy
konstrukgji 5.5 oraz korzystamy z nastepujacych spostrzezeni.
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5.4. Algorytm realizujacy konstrukcje pierwiastkowa

Uwaga 5.21. Zalézmy, ze n + 2 > 3 jest liczbg naturalng oraz dana jest tréjka (A, u, w),
w ktorej A’ € UBigr, jest spéjnym dodatnim grafem krawedziowo-dwudzielnym bez
petli o n > 1 ponumerowanych wierzchotkach ay, ..., a,, oraz u, w jest parg pierwiastkow
bigrafu A’.

(a) Na podstawie twierdzenia 5.16(b), aby obliczy¢ wszystkie spdjne nieujemne bigrafy
é\ € URBigr, , korangi dwa bez petli, do zbioru wynikowego dodajemy bigrafy
A’ = A'[[u, w]] (5.6) uzyskane w konstrukgji 5.5 oraz bigrafy ¢A’ powstate w wyniku
transpozycji kazdej pary 4; , 4,1 oraza; , a,,,, wierzchotkéw bigrafu A = A, w]l,
gdziej,,j, € {1,...,n}.

(b) Aby zmniejszy¢ liczbe obliczeri wykonywanych w algorytmie 5.22, zauwazmy, ze
wektory —u oraz —w sg pierwiastkami bigrafu A’. Stad, na podstawie réwnosci
(5.15) do zbioru wynikowego Llﬁigrwrz dodajemy bigrafy A'[[—u, w]],A'[[u, —w]],
A'[[-u, —w]], gdzie wartodci (—u) = —u, (—w) = -, b, = Lw = —uly,
(—iyl—w) = ulyw otrzymujemy na podstawie dowodu twierdzenia 5.11(c).

(c) Stosujac uwage (b) w algorytmie 5.22, przed zastosowaniem konstrukgji 5.5, dla
kazdego pierwiastka v € R, usuwamy ze zbioru R, pierwiastek —v.

(d) Na podstawie twierdzenia 4.8(c), typ Dynkina Dyny, = D, (zobacz definicja 4.20)
bigrafu A" = A'[[u,w]] € UBigr, ., uzyskanego w konstrukgji 5.5 jest rtéwny typo-
wi Dynkina Dyn,, = D, dodatniego bigrafu A" € U®Bigr . Dlatego, aby obliczy¢
zbiér LL;Bigrb% wszystkich spéjnych nieujemnych bigraféw korangi dwa stabo Z-
kongruentnych z rozszerzonym bigrafem Euklidesa D2, rozwazamy zbior UBigr,
wszystkich spéjnych dodatnich bigraféw stabo Z-kongruentnych z grafem D,,. '

Algorytm 5.22. Liczba catkowita n > 1 oraz zbiér UBigr,, macierzy Grama

G, € M,,(Z) wszystkich spéjnych dodatnich bigrafow A" € UBigr, stabo Z-kongruent-
nych z grafem Dynkina D,,.

Zbior UBigry, macierzy Grama G, € M,,,,(Z) wszystkich spéjnych nieujem-
nych bigraféw A dﬁiégrn +2 korangi dwa stabo Z-kongruentnych z rozszerzonym bigra-
fem Euklidesa D2 o 1 + 2 > 3 ponumerowanych wierzchotkach.

Inicjalizujemy puste zbiory konstrukcja, = { } oraz transpozycje, = { }.
Dla kazdej macierzy Grama G, € M,,(Z) bigrafu A’ ze zbioru URBigry, :

Wyznaczamy zbiér R, pierwiastkéw bigrafu A’, zobacz algorytm A.21.

Dla kazdego v € R, usuwamy ze zbioru R,  pierwiastek —v, zobacz
uwaga 5.21(c). Obliczamy G, = G, + GY, € M,,(Z).

Dla kazdej pary u,w € R, pierwiastkéw bigrafu A’:
obliczamy % = —u-Gy,, @ = —w-G, € Z", oraz A, = —u-w' € Z,
do zbioru konstrukcja, dodajemy macierze Grama Ga'((ur w1 bigra-
fow
A'l[u,w]], A'[[=u,w]], AT, —w]], A'[[-u, —w]]
zdefiniowanych zgodnie z konstrukcjg 5.5, to znaczy

GA/ ‘ * * %
0...0 |1 ===
0...0(0 1

Garfrur ) = € M,,1,(Z),

. s . —tr —t —tr —t
gdzie wartoSci (x, *%, *x*x*) sg réowne (W ,w ,0,), (-0, @, =0,
tr —t —tr  —t -

@', -w', -, oraz (-u',-w", L,), odpowiednio, zobacz uwaga 5.21(b).
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Rozdziat 5. Klasyfikacja Grama nieujemnych bigrafow korangi dwa. Konstrukcja pierwiastkowa

Krok 2 jest realizacjg konstrukcji 5.5 udowodnionej w twierdzeniu 5.11. Stad zbi6r
konstrukcja zawiera macierze Grama spdjnych nieujemnych bigraféw korangi dwa
bez petli.

Dla kazdej macierzy Grama G, € M,,,,(Z) bigrafu A ze zbioru konstrukcj a:

dla indekséw j; € {1, ..., n}, jesli macierz CT A bigrafu TA otrzymanego
z bigrafu A przez transpozycje T = (ji,n + 1) wierzchotkéw a; oraz a, ., (zo-
bacz uwaga 5.23), nie nalezy do zbioru konstrukcja , to dodajemy jg do zbioru
transpozycje ,

dlaindeksoéw j, € {j; +1,...,n+1}, jeéli macierz GT,TA bigrafu 7'tA

otrzymanego z bigrafu T7A przez transpozycje T’ = (j,, 1 + 2) wierzchotkéw a;,
oraza,,, (zobacz uwaga 5.23), nie nalezy do zbioru konstrukcja , to dodajemy

ja do zbioru transpozycje .

Krok 3 jest realizacjg twierdzenia 5.16(b), zobacz tez uwage 5.21(a), i pozwala na
uzyskanie wszystkich mozliwych numeracji wierzchotkéw spéjnych nieujemnych
bigraféw korangi dwa bez petli.

Jako wynik zwracamy zbi6r UBigr, := konstrukcja U transpozycje .

Uwaga 5.23. Macierz Grama G, bigrafu TA otrzymanego w kroku 3.1 algorytmu 5.22
z bigrafu A przez transpozycje T = (ji,n + 1) wierzchotkéw g; oraz a, ., realizujemy
poprzez zamiane kolumny j; z kolumna n + 1, wiersza j; z wierszem n + 1, a nastepnie do-
prowadzamy tak powstalag macierz do postaci gérnotréjkatnej, tj. do wartosci elementéow
powyzej przekatnej dodajemy wartosci elementéw ponizej przekatnej, a nastepnie zeruje-
my warto$ci elementéw znajdujacych sie ponizej przekatnej. Analogicznie postepujemy
w kroku 3.1.1 algorytmu 5.22.

Analiza zlozono$ci obliczeniowej

Przeprowadzimy teraz analize ztozonosci obliczeniowej algorytmu 5.22.

Uwaga 5.24. (a) Zlozono$¢ obliczeniowa kroku 2 algorytmu 5.22 zalezy od mocy zbio-
ru UBigr, podanejw tabeli A.63. Dla kazdej z macierzy Grama ze zbioru UBigr , :

e w kroku 2.1 wykonujemy co najwyzej O(13" - n?) operagji arytmetycznych, zobacz
uwaga A.22,

¢ w kroku 2.2 zmniejszamy moc zbioru R, o potowe, zobacz uwaga 5.21(c),

e w kroku 2.3.1, dla kazdej pary pierwiastkéw ze zbioru mocy leA" wykonujemy jedno

dodawanie macierzy, dwa mnozenia wektora przez macierz oraz jedno mnozenie
wektoréw, co sumuije si¢ do n? + n? + n? + n = 3n? + n operadji arytmetycznych.

Na podstawie lematu 3.51(c), twierdzenia 3.64 oraz twierdzenia 3.35(a) otrzymujemy réw-
noé¢ |R| = O(n?), a stad pesymistyczna ztozonos¢ obliczeniowa kroku 2 algorytmu 5.22
wzgledem liczby wykonywanych operacji arytmetycznych jest rtéwna

2
‘LtéBz’grDJ . [0(13” -n?) + (@) - (Bn? + n)] = |Uﬁ3igan| -[0@3"-n?) + O (n®)].
(b) Zlozonos¢ obliczeniowa kroku 3 algorytmu 5.22 zalezy gtéwnie od mocy zbioru

konstrukcja, obliczonego w kroku 2 algorytmu 5.22, gdzie
DynA = Dn Al Az A3 A4 D4 A5 D5 A6
lkonstrukcja | 4 72 2304 80000 59904 3110400 12083200 135531648
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5.4. Algorytm realizujacy konstrukcje pierwiastkowa

Zauwazmy, ze w kroku 3.1 wykonujemy n operacji transpozycji, a w kroku 3.1.1 wyko-
nujemy co najwyzej n - n operacji transpozycji dla kazdej z macierzy Grama ze zbioru
konstrukcja, . Poniewaz operacjg transpozycji realizujemy przy uzyciu % dodawan
liczb (zobacz uwaga 5.23), wiec zfozonos¢ obliczeniowa wzgledem liczby wykonywanych

operacji arytmetycznych kroku 3 jest rzedu [konstrukgcja, |- O(n?).

Ze wzgledu na czas trwania obliczert implementacji algorytmu 5.22 oraz duza moc
wynikowych zbioréw, algorytm ten stosujemy dla n < 5.

24godz | 83564,671s ~ 23,21g0dz
3godz +
5268,031s ~ 1,46g0dz m
2Smin | 1368,415s ~ 22, Sminlll
4min |
30s +
2]
(a0
g
5S T ‘_‘\
1

RysunEk 5.25. CzASY WYKONYWANIA ALGORYTMU 5.22 OBLICZAJACEGO SPOJNE NIEUJEM-
NE BIGRAFY KORANGI DWA BEZ PETLI SLABO Z-KONGRUENTNE Z ROZSZE-
RZONYM BIGRAFEM EUKLIDESA ’A/% (OZNACZONE ZIELONA KROPKA I POLA-
CZONE NIEBIESKA LINIA CIAGELA) ORAZ ﬁﬁ,ﬁ% (OZNACZONE CZERWONYM
KWADRATEM I POLACZONE CZERWONA LINIA PRZERYWANA)

Uwaga 5.26. (a) Czasy obliczeni algorytmu 5.22 bedacego realizacjg pierwiastkowej
konstrukgeji 5.5 wszystkich spéjnych nieujemnych bigraféw korangi dwa bez petli, zaim-
plementowanego w Pythonie i uruchomionego przy pomocy interpretera PyPy przed-
stawiamy na wykresie 5.25. Obliczenia zostaly wykonane na komputerze wyposazonym
w procesor AMD taktowany zegarem 3,6 GHz, wyposazonym w 32GBpamieci RAM.

(b) Ze wzgledu na duza liczbe wynikowych bigraféw (zobacz tabela 5.27), w praktycz-
nych zastosowaniach algorytm wykonujemy dla bigraféw o matej liczbie wierzchotkéw.
Dlan = 6 oraz Dg = D¢ obliczany zbiér

UBigr-, = {A € UBigr

5 Ajest spéjny oraz A ~ D2},

n+2’

wszystkich spéjnych nieujemnych bigraféw korangi dwa bez petli stabo Z-kongruentnych
z rozszerzonym bigrafem Euklidesa D? nie zmiescit sie w 32GB pamieci operacyjnej kom-
putera, na kt6rych obliczenia byty wykonywane.! Moc zbioréw wynikowych [UBigr, |
prezentujemy w tabeli 5.27. '

TaBELA 5.27. LiczBA ILL;’BigrfDZI SPOJNYCH BIGRAFOW AE Uﬁigrnﬂ, n <6, Ko-
RANGI DWA BEZ PETLI, SLABO Z-KONGRUENTNYCH Z D>
D2 A2 Az A3 A2 D? Az D2 Az
|d£8ig1’f52| 4 104 4480 197920 135520 9408000 31673600 486830848

!Precyzyjniej: w 32GB pamieci operacyjnej komputera nie zmiescit sie nawet zbi6r sygnatur wartoéci nad
przekatng macierzy Grama wynikowych bigraféw, czyli wartosci funkcji mieszajacej (ang. hash).
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Rozdziat 5. Klasyfikacja Grama nieujemnych bigrafow korangi dwa. Konstrukcja pierwiastkowa

5.5. Operatory inflacji w klasyfikacji bigrafow korangi dwa

Celem tego podrozdziatu jest budowa efektywnych narzedzi algorytmicznych po-
zwalajacych na petng klasyfikacje spéjnych nieujemnych graféw krawedziowo-dwudziel-
nych A € U%Bigr,,, korangi dwa bez petli wzgledem stabej Z-kongruencji Grama (pro-
blem 1.5).

W tym celu konstruujemy zlozony operator inflacji t; redukujacy dowolny spéjny
nieujemny graf krawedziowo-dwudzielny A € UBigr, ., korangi dwa bez petli do rozsze-
rzonego bigrafu Euklidesa D? przedstawionego w tabeli 4.2 (z doktadnoécig do numeradji
wierzchotkéw). Konstrukcje takiego ztoZzonego operatora t; :

_ e “A = T2
A - talblA — ta2b2<ta1b1A) = e 1A =D,
przedstawiamy w dowodzie nastepujacego twierdzenia. Opiera si¢ ona na wynikach

omoéwionych w rozdziale 4 oraz twierdzeniu o strukturze spéjnych nieujemnych bigraféw
korangi dwa bez petli, zobacz [97, Theorem 3.7].

Twierdzenie 5.28. Zatozmy, ze A € UBigr,.»,n > 1, jest spéjnym grafem krawedziowo-
dwudzielnym bez petli o m > 1 wierzchotkach. Bigraf A jest nieujemny korangi dwa typu Dynkina
D, =Dyn, € {A,,n>1,D,,n >4, Eg E,, Eg} wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje operator
inflacjity := 1t , o...ot,, bedgcy zlozeniem skoriczonej liczby operatorow inflacji

At , At (6, 48) » = t;A=D;,

redukujgcy bigraf A do jednego z rozszerzonych bigrafow Euklidesa D% € {A2,n > 1,D2,n > 4,
E2, £2, E2) przedstawionych w tabeli 4.2.

Dowéd. Implikacja ,,<"” wynika z twierdzenia 3.59 oraz z twierdzenia 5.1. Stad wystar-
czy udowodni¢ implikacje ,=".

Zatézmy, ze n > 1 oraz A € UBigr,,,, jest spéjnym nieujemnym grafem krawedziowo-
dwudzielnym bez petli korangi dwa oraz Ay = {(1,...,n,n + 1,n + 2}. Niech

DVI = DynA S {AYI' 1 D n 4 ]Eé, ]E7, ]ES}’
bedzie typem Dynkina bigrafu A. Zatézmy réwniez, ze hU"), hV2) € Z"*2 jest (j;,j,)-
specjalng Z-bazg grupy Ker q,. Dowéd przeprowadzamy w dwéch etapach, w ktérych
wyznaczamy ztozenie t, A o t; A operatoréw inflacji redukujace bigraf A do rozszerzonego
bigrafu Euklidesa D?:
A oo A=A > o o T 0TA=D2,

Etap 1. Konstruujemy operator t; bedgcy ztozeniem skoniczonej liczby operatoréw
inflacji typu t;,, gdziea,b € Ay \ {j1,j2}
taki, ze podgraf krawedziowo-dwudzielny AY172) bigrafu A := t; Ajest diagramem Dynkina
D,, = Dyn, o zbiorze wierzchotkéw A, = Ay \ {j;, j»} nastepujaco.

Jedli w bigrafie A nie ma krawedzi przerywanych postaci a; ----- b; , gdzie a;, b; €
Ao \ {j1,J2}, to przechodzimy do etapu drugiego. W przeciwnym wypadku przyjmujemy
t, =t b, OTaZ A=t b A- Dopoki w bigrafie A := T;A istniejq krawedzie przerywane

postaci ay ----- by , gdzie ay, by € Ay \ {j1,j»}, to podstawiamy:

t; = to, oty oraz A:=TA.
Niecht; := top, © - oty bedzie tak otrzymanym zlozonym operatorem inflacji

ta_ibi’ gdZie Lll-, bi & AO \ {jl,jz}. (530)
Pokazemy, ze dowolny zlozony operator inflacji t;, ktéry moze zostaé uzyty w tym etapie

sktada si¢ ze skoriczonej liczby co najwyzej 3 - (n — 2) - (n — 3) operatoréw typu (5.30).
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5.5. Operatory inflacji w klasyfikacji bigrafow korangi dwa

Na podstawie lematu 3.51 oraz twierdzenia 3.59(b), wektory
R = (W), W2 =T (W) g Z"+2
tworzg Z-baze grupy Ker g5, gdzie przyjmujemy ] := tp, © oty dlaizomorfizméw

grup th, : Z"2 - Z"*2 (3.61) przyporzadkowujacych dowolnemu wektorowi v € Z"+2
wektor t¥, (v) 1= [wy, ..., w,,,] € Z+2 zdefiniowany nastepujaco

w, =, +div, oraz w; := v, dla i # a. (5.31)

Z doboru operatoréw (5.30) oraz definicji (5.31) wektory h¥), h'2) tworza (j;, j,)-spe-
djalng Z-baza grupy Ker q;. Na podstawie twierdzenia 4.8 bigraf A’ := AU172) jest dodatni
i sp6jny. Stad, jesli pierwiastek v € Ry bigrafu A ma nastepujacg postac

0= [Ull"'lv]'1—1/01 U]-1+1, ,sz_l,O, Uj2+1’ ,Un+2] (S Zﬂ+2, (5.32)
to wektor
0= U(]l']2> = [Ul, ...,Ujl_l,vj1+1,...,vj2_1,0j2+1, ...,Un+2] e Z" (533)

jest pierwiastkiem dodatniego bigrafu A" := A01/2) € UBigr, .
Na podstawie twierdzenia 3.59(c) dla 1 < i < n + 2 oraz wektoréw jednostkowych e;
otrzymujemy nieréwnosci: 0 < e; < tJ (e;), wiec z lematu 3.51(c) wektory

t(eq), o (e 1), W (g 1) e HE (0 1), B (0 40), 0 TS (010) € Z7F2 (5.34)

s3 nieujemnymi pierwiastkami bigrafu A i majg posta¢ (5.32). Stad dlai € {1,...,n + 2} \

{j1,j>»} wektor L ~ P
Ji)2 y B (e) =t (ep ) € 2" (5.35)

maja postaé (5.35) i s3 nieujemnymi pierwiastkami dodatniego bigrafu A’ := AU172) ¢
UBigr, .Na podstawie twierdzenia 3.28, dlakazdegoi € {1, ..., n+2}\ {j;, j»} otrzymujemy
nastepujace ograniczenia na wspoétrzedne

0<0,<6 (5.36)

pierwiastkéw o := t} (vei) € Ry (5.35) bigrafu A a stad réwniez pierwiastkéow v :=
ti(e;) € Ry (5.34) bigrafu A.
Niech k, ;,, > 0 oznacza liczbg operatoréw inflacji t;, dlaa;, b; € Ay \ {jy, jo} uzytych

w redukgji: -
Ao s A=tA (5.37)

Po k, , -krotnym zastosowaniu operadji t*, : Z"*? — Z"*2 (5.31) na wektorze jednostko-
wym v := e, , otrzymujemy nastgpujacg rownosc

_ A
vui - kal-b,- : dul.bl. : Uh,./

gdzie vy, 2 1 oraz dgb_ € {1,2} (zobacz uwaga 3.19) i w konsekwencji:
Vg, > e =k (5.38)

agb; “Op;

Na podstawie (5.36) oraz (5.38) otrzymujemy nastepujace ograniczenie
6 2 vai 2 kaz'bi

na liczbe k, , > 0 operatoréw inflagji t;, uzytych w (5.37).
W konsekwencji przedstawionych rozwazan, dla dowolnej krawedzi przerywanej

a;----- b; wbigrafie A, gdzie a;, b; € Ay \ {jy, o}, operator inflacji t, moze zostac uzyty
w (5.37) co najwyzej ka,-b,- = 6 razy. Poniewaz wszystkich par a;, b;, gdzie a;, b; € Ay \ {j1, ]2},

jest co najwyzej w (w przypadku bigrafu pelnego), operator t; postaci (5.29) sktada
sie ze skoniczonej liczby co najwyzej 6 - m_z)zﬂ
t t

“1b1' ooy akbk‘

=3 (n—2)- (n—3) operatoréw inflacji
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Poniewaz w skonstruowanym dodatnim bigrafie A’ := AU1/2) nie istniejg przerywa-
ne krawedzie, wiec na podstawie twierdzenia 3.31(a), graf A’ jest jednym z diagraméw
Dynkina A" := D,, przedstawionym w tabeli 3.32, gdzie D,, = Dyn,.

Etap 2. Udowodnimy, Ze istnieje operator [ bedacy ztozeniem skoriczonej liczby ope-
ratoréw inflagji typu L gdzie a; € Ay \ {j1,/»} oraz b; € {ji,j,}, redukujacy bigraf A,
uzyskany w pierwszym etapie, do rozszerzonego bigrafu Euklidesa A =D

~

A o > :t._Zz 5%
Rozwazamy dwa przypadki w zaleznosci od tego, czy w bigrafie A istniejg krawedzie

przerywane a; ----- b; ,gdziea,; € ZO \ {j1,j2} oraz b; € {j;,j»}-

Przypadek 1. Zat6zmy, ze w bigrafie A nie ma krawedzi przerywanych a; --- - - b;,

gdzie a; € Ay \ {j1,j»} oraz b; € {j;,j,}. Pokazemy, ze A jest jednym z rozszerzonych
bigraféw Euklidesa D? przedstawionych w tabeli 4.2.

Poniewaz 4 jest spéjny nieujemny korangi dwa oraz wektory hUv, h'2) tworza (jy,,)-
specjalng Z-baze grupy Ker g5, to na podstawie twierdzenia 4.8 bigrafy AV, AU2) s spéjne
oraz nieujemne korangi jeden.

Z zalozenia wszystkie krawedzie w AU oraz AU2) s3 ciagle, zatem na podstawie twier-
dzenia 3.31, kazdy z bigrafow A" oraz AV2 jest jednym z graféw Euklidesa A, D,,,
E¢, E,, Eg. Ponadto wektory h' := H‘%’Z(]?l) oraz h" := ﬁl%j(,-)z) € Z"*! powstale z wektor6w

0 0
hU2) hUv) € Z"+2 przez usuniecie odpowiednio wspélrzednej j; oraz j,, tworza specjalne
Z-bazy grupy Ker g5, oraz Ker g5, .

Poniewaz kazdy z graféw Euklidesa A7+D oraz A""+?) jest rozszerzeniem o jeden
wierzchotek grafu Dynkina Al = D, € {A,,D,, Eq E;, Eg} (zobacz uwaga 4.3), wiec
kazdy z nich jest grafem Euklidesa D,, € {A,, D,, B¢, E,, Eg). Stad wynika, ze wektory
h',h" € Z"*! s rtéwne oraz u := h‘lﬁ‘gl'&) = h%g1,j2> € Z" jest pierwiastkiem grafu Dynkina
A =D,.

Na podstawie twierdzenia 5.16, bigraf Ama postac A = A'[[u,u]] (5.7). Poniewaz W=
2(u - GDH Suthy = Zan (u) = 2, wiec wierzchotki j; oraz j, bigrafu A sa potaczone dwiema
krawedziami przerywanymi i w rezultacie otrzymujemy réwnosé bigraféw A = D2.

Przypadek 2. Zat6zmy, ze w bigrafie A istnieje krawedz przerywana a; -- - - - b; , gdzie
a; € By \ {j1, jo} oraz b; € {j1, o). 3

Udowodnimy, ze istnieje operator t; := to 4y, © - oty , bedacy zlozeniem skonczonej
liczby operatorow inflacji t;, , gdzie a; € Ag \ {j1,j2} oraz b; € {jy, j»}, redukujacy bigraf
A, uzyskany w pierwszym etapie, do bigrafu A= A

Ao oo A=14,
ktoéry nie posiada przerywanych krawedzi postaci ay - - - - - by , gdzieay € Ay \ {j,,j,} oraz
b € {1, ]2} ) N o

Przyjmujemy t; := t_, oraz A= tu_,-h,-Z' Dopoki w bigrafie A := t, A istniejq krawedzie

przerywane postaci a4y ----- by , gdzie ay € Ay \ {j1,j»} oraz by € {ji,j,}, to podstawiamy:

Tf: =1t o:t: oraz A := :t,‘Z. (5.39)
Na podstawie lematu 3.51 oraz twierdzenia 3.59(b), wektory
ROV =T R0, RU2 =T (R0 e z7+2
tworzg Z-baz¢ grupy Ker g5, gdzie przyjmujemy = t;—kbk °...0 t;lbl dla izomorfizmow
grup th, : Z"2 — Z"+2 (3.61). Co wiecej, na podstawie konstrukji (5.39) oraz definicji
(56.31) prawdziwe sg nieréwnosci:
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R0 <hUY  oraz RU2 < R0, (5.40)

Na podstawie twierdzenia 5.16 wektory u, u’ € Z" otrzymane z hov, o> przez opusz-
czenie wspéhrzednych o numerach j; oraz j, sa pierwiastkami bigrafu AV172 = A" =
D, € {A,,D,, Eq Ey, Eg}. Poniewaz zbiér R, C Z" pierwiastkow bigrafu Dynkina D,
jest skoriczony, wiec pierwiastki u, u’ sg mniejsze lub réwne jedynemu maksymalnemu
dodatniemu pierwiastkowi up,_bigrafu D,,, zobacz (5.9):

— 60 (m =G Gy TG G1)
U= [h1 h h] s h] _1,h] L1 hn+2] up oraz

() (] ) ) ) FGa) () ” (41)
LA 2 2 2 2 2 2
wi=[hY?, R R R R R ] < g
W konsekwengji, prawdziwe s nieréwnosci (definiowane ,, po wspoétrzednych”):
ho = [ul,...,u]-l_l,l,ujl,...,ujz_z,O,u]-Z_l,...,un] < %;,
" (5.42)

%(' ) — / I 1 ’ / (2)
ho2 _[ul,...,14].1_1,0,1,1].1,...,u]2 21, ”]2-11---/”n] < D527

1) (2)
D2’
zostaly przedstaw1one w dowodzie twierdzenia 4.4.

Stad istnieje operator T = top, © - oty bedacy zlozeniem skonczonej liczby opera-

gdzie wektory h-_ € Ker g, (z dokladnoscig do numeracji wierzchotkow bigrafu D?)

toréw inflacji typu t, , gdzie a; € Ay \ {j1,j2} oraz b; € {jy, j»}, redukujacy bigraf A do
bigrafu A= A, ktéry nie posiada przerywanych krawedzi postaci a, ----- b, , gdzie
ay € Ag \ {j1,j2} oraz by € {jy,j,}. Istotnie, w przeciwnym wypadku otrzymaliby$Smy ros-
ngcy nieskonczony cigg nieréwnosci postaci (5. 40) co przeczy ograniczeniom (5.42).

Na podstawie twierdzenia 3.59, bigraf A := T, A jest spSjny nieujemny korangi dwa
oraz istnieje staba Z-kongruencja Grama A ~, A. Poniewaz bigraf A nie posiada krawedzi

przerywanych postaci ay ----- by , gdzie ay € Ay \ {j1,j»} oraz by € {ji,j,}, wiec stosuje

sie do niego przypadek pierwszy tego dowodu. Zatem A jest rozszerzonym bigrafem
Euklidesa D2, co koriczy dowéd. O

Algorytm inflacyjny opisany w dowodzie twierdzenia 5.28 przedstawiamy w nastep-
nym podrozdziale jako algorytm 5.48.

Uwaga 5.43. Typ Dynkina Dyn, spéjnego nieujemnego bigrafu A korangi co najwyzej
dwa bez petli mozna otrzymac przez zastosowanie jednego z algorytmow inflacyjnych
A.59, A.66, 5.48.

(a) Typem Dynkina Dyn, spéjnego dodatniego bigrafu A o n > 1 wierzchotkach nazy-
wamy diagram Dynkina Dyn, = D,, wyznaczony przez algorytm inflacyjny A.59.

(b) Niech A bedzie sp6jnym gtéwnym bigrafem bez petli o n + 1 > 2 wierzchotkach oraz
niech D,, ~ A bedzie grafem Euklidesa wyznaczonym przez algorytm inflacyjny A.66.
Typem Dynkina Dyn, bigrafu A nazywamy diagram Dynkina Dyn, = D,, taki, Zze
bigraf D,, jest rozszerzeniem o jeden wierzchotek bigrafu D,,, zobacz uwaga 4.3.

(c) Niech Abedzie spéjnym bigrafem korangi dwa bez petli o n+2 > 3 wierzchotkach oraz
niech D2 ~, Abedzie rozszerzonym bigrafem Euklidesa wyznaczonym przez algorytm
inflacyjny 5.48. Typem Dynkina Dyn, bigrafu A nazywamy diagram Dynkina Dyn, =
D,e{A,n>1D, n >4, Eg,E,, Eg} taki, ze bigraf 5,21 jest rozszerzeniem bigrafu
D,, o dwa wierzchotki, zobacz uwaga 4.3.

Przedstawiona w dowodzie twierdzenia 5.28 konstrukcja operatoréw T, oraz Ty jest
podstawg zbudowanego przez nas algorytmu inflacyjnego dla sp6jnych nieujemnych bi-
graféw korangi dwa bez petli. Algorytm ten (algorytm 5.48 opisany w podrozdziale 5.6)
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jest jednym z gtéwnych osiggnieé niniejszej dysertacji, poniewaz pozwala na pelne rozwia-
zanie problemu 1.5 wzgledem stabej Z-kongruencji Grama ~, zobacz uwaga 5.62.

Konstrukcje ztozonego operatora t; = t, of, stosowanego w dowodzie twierdzenia 5.28
oraz sposob wyznaczenia typu Dynkina zgodnie z uwagg 5.43 ilustrujemy w nastepujacym
przykladzie.

Przyklad 5.44. Rozwazmy nastepujacy graf krawe;dzwwo dwud21elny
1 10000011
9 0 1-1 000000
L 0 01-100000
! \\ 0 001-10-100
A ,gdz1eGA_ 0 0001-110 0f€My(Z).
L 0000010 0-1
L \ 000000 1-10
000000011
000000001

Poniewaz funkcjonat Grama g, : Z9 — Z bigrafu A jest rowny
ga(x) = % (xy; — xg)2 + 411 (2x) +x, + x5 + x9)2 + 11—2 (3xy — 2x53 — xg — xg)2 +
+ i (4x3 — 3x4 — xg —xg)2 + 81—4 (7xg + x7 — xg — 7x9)2 +
+ % (5xy — 4xs — 4x, — xg — Xo)° + 61—0 (6x5 — 5xg + X7 — Xg — Xg),
wiec bigraf A jest nieujemny korangi dwa, oraz wektory
h®=1-1,1,1100110],h® =[-1,1,1,1,1,1,0,0,1]
tworzg (8,9)-specjalng Z-baze grupy Ker g,.

Pokazemy, ze ztozony operator inflacji t; = tooty zbudowany zgodnie z opisem
zastosowanym w dowodzie twierdzenia 5.28, gdzie

T, =t 0t5, 0y, oraz by =ty oty o g,
redukuje bigraf A do bigrafu A2

~9 s~ T =@
t;A=A7:
1/ \7

L] L] L] L ° o °
w szesciu krokach, gdzie na kazdym etapie krawedzie zmodyfikowane w wyniku zastoso-

wania operatora inflacji oznaczamy niebieskim kolorem oraz pogrubieniem.
9

\
-5

h® .= h(8>:[—1,1,1,1,0,0,1,1,0], h = tf,(h{)=[0,1,1,1,0,0,1,1,0],
h{ :=h®=[-1,1,1,1,1,1,0,0,1], h(Y = tf,(h{’)=[0,1,1,1,1,1,0,0,1],

t57

9 9

i t, i AR /
AZ : I — 3 I 8 = 7

1 1 2—3—4—5
h) =t (h$))=10,1,1,1,1,0,1,1,0], h® =t () =[0,1,1,1,1,1,1,1,0],
he) = t,h{))=00,1,1,1,1,1,0,0,1],  h{) :=t5")=[0,1,1,1,1,1,0,0,1],

Zauwazmy, ze dla bigrafu A := ;A = t, o t5, o t;,A = A% powstalego po zastosowaniu

do A ztozonego operatora inflacji T, := tg; o t5, o t, opisanego w dowodzie twierdze-

nia 5.28, podgraf krawedziowo-dwudzielny A®), powstaly z bigrafu A po opuszczeniu
wierzchotkéw 8,9, nie zawiera przerywanych krawedzi i jest grafem Dynkina A,
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A7. [ ] [ d [ L] (4 o [d

1 2 3 4 5 6 7"

Zgodnie z opisem przedstawionym w dowodzie twierdzenia 5.28, w kolejnym etapie
budujemy ztozenie operatoréw inflacji t, := t5, o tj, o tig, ktére redukuje bigraf A := ;A =
A% do rozszerzonego bigrafu Euklidesa t; 4 = t5, o t, o tjgA = AZ:

9:

- 6
tis 1 \\\\\ / \ o
— A% 8 7 —

1—2—3—4—5

h%=10,1,1,1,1,1,1,1,0], h =t (h(¥)=[1,1,1,1,1,1,1,1,0],
h(=10,1,1,1,1,1,0,0,1], h(? = tf,(h())=[0,1,1,1,1,1,0,0,1],

= 6 9. 6
ASH 8 7 — A°: 8§ —7
/ /

1—2—3—4—5 1—2—3—4—5
WY =t =[1,1,1,1,1,1,1,1,0], h® =t (W) =[1,1,1,1,1,1,1,1,0],
he) =t (0 =[1,1,1,1,1,1,0,0,1], hY) = t,(h?)=11,1,1,1,1,1,1,0,1].

Pokazali$my, ze zlozony operator inflacji t; := Tot = tgotigotigoty, oty ot],
redukuje bigraf A do bigrafu t;A := 1, o 1;A = A® = A2.
8 9

mzm:m:/-/ﬂx\

1 2 3 4 5 6 7

Wielomiany Coxetera, liczby Coxetera oraz zredukowane liczby Coxetera dla kolejnych
bigraféw A, AL, ..., A, ktore powstaly po zastosowaniu ztoZzonego operatora inflacji t; =

T, oty =ty oty o tg o t;, o 15, o t7, 53 rowne odpowiednio

cox,(t) =12 =28 4216 — 15 — 4 + 243 — 2t 4+ 1, cy = oo, ¢, =10,
coxpi(t) =2 — 18 =247 + 215 + 243 — 242 —t + 1, Cp1 = o0, =4,
coxpe(t) =12 =218 426 — 5 — 14 + 243 — 2t 4+ 1, Cp2 = 0, ¢ =10,
coxps(t) =t =8 —t+1, cps =8, Cps =8,
coxpa(t) =2 =218 + 216 — 15 — 14 4 213 — 2t + 1, Cps = 0, &y = 10,
coxs(t) =2 — 18 —t +1, Cps =8, és =8,
coxpe(t) =t =8 —t 41, Cpe =8, Cpe = 8.

Pokazalidmy, ze typ Dynkina Dyn, bigrafu A jest réwny Dyn, = A, (zobacz uwa-
ga 5.43). Ponadto bigraf A jest stabo Z-kongruentny z rozszerzonym bigrafem Euklide-
sa AZ, tzn. zachodzi r6wnoéé¢ B - G, - B = GK;~ Macierz B € My (Z) definiujgca stabg
Z-kongruencje A ~5 A2 jest iloczynem macierzy odpowiadajacych operatorom inflacji
z zastosowanego ciggu operatoréw inflacji (lemat 3.65) i ma nastepujaca postac

QOO OO K

=N NeoloNoNoNoNolS

B=E}, E5;-Eg -Efg-Ejg-Ezg = € My (Z).

HOR R R OOOR
L

r
[cNeNoNeNoNeNoRaR
OO OORr OO
QOO R OOO
[cNeoNoNal NoNoNeNe)
QOO ROOOCOO
OOHH»‘AOOOO
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Poniewaz
coxa(t) = 17 =25+ 210 — 7 — 4 + 27 — Dt + 1 # coxgy () =17 =15 —t + 1,

otrzymujemy CDtype, # CDtypey;, cona podstawie twierdzenia 3.53 oznacza, ze bigrafy

A oraz A2 nie s3 silnie Z-kongruentne.
7

Uwaga 5.45. W twierdzeniu 5.50 pokazujemy, ze pesymistyczna zlozono$¢ oblicze-
niowa algorytmu inflacyjnego zbudowanego zgodnie z opisem przedstawionym w do-
wodzie twierdzenia 5.28 jest rzedu O(n?) wzgledem liczby zastosowanych operatoréw
inflacji: etap 1 ma wielomianowa zfozonos¢ obliczeniowg rzedu O(n?), a etap 2 ma liniowg
ztozonos¢ obliczeniowq rzedu O(n) wzgledem liczby zastosowanych operatoréw inflacji.
W praktycznych obliczeniach zastosowana liczba operatoréw inflacji jest znacznie nizsza.

W nastepujacym przykladzie przedstawiamy przypadek, gdzie w pierwszym eta-
pie algorytmu inflacyjnego opisanego w dowodzie twierdzenia 5.28 nie wykonujemy
zadnych obliczeni, a zbudowany ztozony operator inflacji jest rowny t; := [ powstaje
w drugim etapie algorytmu inflacyjnego opisanego w dowodzie twierdzenia 5.28. Stad
zozonos¢ obliczeniowa zastosowanego algorytmu inflacyjnego w tym przypadku jest
liniowa: rzedu O(n) wzgledem liczby zastosowanych operatoréw inflacji (zobacz dowdéd
twierdzenia 5.50).

Przyklad 5.46. Niech A € UBigr,  bedzie nastepujacym grafem krawedziowo-dwu-
dzielnym

4 -9
// !\
I
A: // /‘/’I
1—2—3—5—6—7 8 — 10
oraz
[ 1-1 0000000 0] 1-10oo0o000000
01-1 0000000 -2 1- 0000000
001-1-1 00000 0-3 1-2-2 00000
0001000000 00-2 1000000
~ 000O0T1-10000 00-!01- 0000 1
Gp= € My(Z), G, = > 2 e My(52).
47l 00000 1-1000 10(2), Ga 0000-21-1000 10(32)
1 1 1 1
000000T1-111 00o000-21-1 11
00O0O0OO0OO0OO OT1-1-1 000000_%1_%_%
000O0O0OO0OO0OTQ OT1T2 000000%_%11
| 000O0O0O0O0O0O0 1| 000000%_%11

Z przedstawienia formy kwadratowej g, (x) funkcjonatu g, : Z'° —» Z w postaci kanonicz-
nej
_ 1.\2 .3 2.2, 2 3 3.\2., 5 3.\?2
ga(x) = (xl - §x2) +7 (x2 - §x3) +3 (x3 — 7% — ZxS) +3 (x4 - §x5) +
2 2 2 2
+ % (x5 - Zxé) + % (x6 - §x7> + 11—2 (x; —3xg)" + (%x7 - %xg + X9 + x10)
wnioskujemy, Ze bigraf A jest nieujemny korangi dwa oraz wektory
h<9) = [_2/ _4/ _6/ _3/ _5/ _4/ _3/ _1/ 1/ 0]/ h(10> = [_2/ _4/ _6/ _3/ _5/ _4/ _3/ _1/ O/ 1]

tworzg (9,10)-specjalng Z-baze grupy Ker g, C Z.
Wskazemy zlozony operator inflacji t; zbudowany zgodnie z opisem przedstawionym
w dowodzie twierdzenia 5.28, redukujacy bigraf A do bigrafu E2:

4 9

B3 S
v

1—2—3—5—6—7—8—10
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Poniewaz dodatni podgraf A®19 krawedziowo-dwudzielny bigrafu A nie posiada
przerywanych krawedzi, wiec zgodnie z pierwszym etapem algorytmu inflacyjnego opi-
sanym w dowodzie twierdzenia 5.28 podstawiamy A = A i przechodzimy do drugiego
etapu algorytmu inflacyjnego opisanego w dowodzie twierdzenia 5.28. Na nastepujacym
rysunku podgraf A’ := A0 zaznaczamy kolorem szarobtekitnym:

4 -9

-

~ // /A
A:=A: ,/ /'\,'.

] —2—3—5—6——7—38 10

~ -
~ -

Zgodnie z opisem przedstawionym w dowodzie twierdzenia 5.28, w drugim etapie
budujemy zlozony operator inﬂacji:t,—. Na podstawie dowodu twierdzenia 5.50 etap ten ma
liniowa ztoZzonos¢ obliczeniowa rzedu O(n) wzgledem zastosowanych operatoréw inflacji:
operator Ec,‘ jest ztozeniem co najwyzej 24 - n = 24 - 8 = 192 (5.51) operatoréw inflagji.

Skonstruowane zlozenie operatora t; := T redukuje bigraf A = A do rozszerzonego

bigrafu Euklidesa E2: . -
A=A = B2

przy uzyciu nastepujacych 119 operatoréw inflacji wzgledem par a;,b; wierzchotkéow
bigrafu A potagczonych przerywang krawedzia, gdzie a; € Ay \ {9,10} oraz b; € {9,10}:
= tsgotygotggotsgotygotygothgotygotsgotygotigotygotygotsgotygo
ofigot;gotggotygot;gotigotygotgotygotygotygotygot;gotyypo
ctippotgipotspotypotipetipetipotypots oty potspoty e
ctippetspotgpotipotsnetbpetspotypotspotypotyipotsipe
otjppetzpotypotigotipotypotypotypotsgotypothgotygot g
otggotygotigotgotsgotygotyjpotgotggotygotsgotygotygotygo
ctigotygotggotsgotygotygotygotygotsgotygotygotsgoty goty e
ctyjpotgpotspetypotypot;petgpotspotypetypotypotypo
ctyjpotypotspetypoty ooty
Typ Dynkina bigrafu A jest rtowny Dyn, = Eg (zobacz uwaga 5.43) oraz bigraf A
jest stabo Z-kongruentny z rozszerzonym bigrafem Euklidesa EZ2, tzn. zachodzi réwnoéé
) g y y g
B".G,-B = Gpz.- Macierz B € M,((Z) definiujgca staba Z-kongruencje A ~B E2 jest
iloczynem macierzy odpowiadajacych operatorom inflacji z przedstawionego ciggu opera-
toréw inflacji (lemat 3.65) i ma nastepujacg postac

|
SRS
I
® B
|

I
I
SN
)
|
SN

B:=Egg-E;g-...-E5,-E;g = € GI(10, Z).

|

o = W o ®
|

= O W o ®

SO O O O O o o o~ O
O O O O O o o~ o O
O O O O o o= o o o
o O O O O r O o o o
O O O O = O O o o o
o O O r OO O o o o
S O R O O O O O O O
|

—_

?

Juy

(=]

r
O O O O O O O o o -

5.6. Algorytm inflacyjny dla bigrafow korangi dwa

W niniejszym podrozdziale przedstawiamy algorytm inflacyjny (algorytm 5.48) dla
spojnych nieujemnych bigraféw korangi dwa bez petli. Pozwala on na pelne rozwigzanie
problemu 1.5 wzgledem stabej Z-kongruencji Grama ~j (zobacz uwaga 5.62) oraz na

75



Rozdziat 5. Klasyfikacja Grama nieujemnych bigrafow korangi dwa. Konstrukcja pierwiastkowa

efektywng klasyfikacje (pesymistyczna ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu 5.48 jest wielo-
mianowa rzedu O(n?) wzgledem liczby zastosowanych operatoréw inflacji, zobacz twier-
dzenie 5.50) sp6jnych nieujemnych graféw krawedziowo-dwudzielnych korangi dwa bez
petli, zobacz problem 1.3 oraz twierdzenie 5.28. W konsekwengiji jest jednym z gtéwnych
osiggnie¢ przedstawionych w niniejszej dysertacji.

Uwaga 5.47. Jednym z najwazniejszych osiagnie¢ o charakterze algorytmicznym ni-
niejszej dysertacji jest konstrukcja algorytmu 5.48. W konstrukgji tego algorytmu najtrud-
niejszym zadaniem bylo okreslenie warunku stopu, w tym:

(a) wybor bigraféw, do ktérych algorytm jest zbiezny,

(b) okreslenie wektora lub wektoréw sterujgcych algorytmem i gwarantujacych za-
trzymanie sie algorytmu na wybranej rodzinie bigraféow.

Algorytm 5.48 przy uzyciu odpowiednio wyznaczonego ciggu operatoréw inflacji
redukuje dowolny spéjny nieujemny graf krawedziowo-dwudzielny korangi dwa bez
petli do jednego z rozszerzonych bigraféw Euklidesa. Wybranie rodziny rozszerzonych
bigraféw Euklidesa D2 € {A2Z,n > 1,D2,n > 4,E2 E2, E2} okazalo sie optymalnym
wyborem rodziny, do ktérej skonstruowany algorytm jest zbiezny.

Przedstawione przez nas rozwigzanie wynika z twierdzenia o strukturze dowolnego
spéjnego nieujemnego bigrafu A € UBigr, ., korangi dwa bez petli (zobacz twierdze-
nie 5.16 oraz wniosek 5.19), i korzysta w duzej mierze z twierdzenia 4.8 o istnieniu specjalnej
Z-bazy jadra Ker g, C Z"*? funkcjonatu Grama q,: Z"*? - Z.

W niniejszym podrozdziale do zbudowania algorytmu inflacyjnego dla spéjnych bi-
graféw korangi dwa bez petli stosujemy konstrukcje uzyta w dowodzie twierdzenia 5.28.
W rozprawie przedstawiamy macierzowg wersje tego algorytmu, w ktérym obliczamy
Z-odwracalng macierz B € Gl(n + 2, Z) definiujaca stabg Z-kongruencje Grama A ~, D2,
gdzie D2 € {A2,n > 1,D2,n > 4,2, E2, 2} jest rozszerzonym bigrafem Euklidesa przed-
stawionym w tabeli 4.2 (z doktadnoécig do numeracji wierzchotkéw), oraz wyznaczamy
typ Dynkina Dyn, =D, € {A,,n > 1,D,,n > 4, E4, E,, Eg} (definicja 4.20).

Algorytm 5.48. Liczba catkowita n > 1 oraz symetryczna macierz Grama
G, e M, +2(%Z) spojnego grafu krawedziowo-dwudzielnego A korangi dwa bez petli.

Symetryczna macierz Grama G, € M, +2(%Z) rozszerzonego bigrafu Euklidesa
D? e {K%, n= 1,7])/)%, n>=4, Eé, TE%, E%}, stabo Z-kongruentnego z bigrafem A, typ Dynkina
Dyn, = D € {A,,n > 1,D,,n > 4,E4, E,, Eg} (definicja 4.20) zakodowany w postaci
symetrycznej macierzy Grama Gp € Mn(%Z), oraz macierz B € Gl(n + 2, Z) definiujgca
staba Z-kongruencje Grama A ~, D?.

Wyznaczamy (jy, j,)-specjalng Z-baze grupy Ker g,, zobacz algorytm 4.14.
Inicjalizujemy macierze Gp. =[d;]:=G, € Mmz(%Z) oraz B:=E€M,,,(Z).
Dopdki istniejg takie indeksy i, je{1, ..., n4+2\{jy, jo} W macierzy Gy, Ze dij> 0:

przyjmujemy Ggs, = (Ei_j)” -Gpe - Ejj oraz B := B - Ej; € M, (%), gdzie
Ei; :=F — (dij + d]-i)ei]- € M,,,,(Z), zobacz lemat 3.65.
W kroku 3 budujemy zlozony operator inflacji t; opisany w dowodzie twierdzenia 5.28
(etap 1).
Dopdki istniejg takie indeksy i € {1,...,n + 2} \ {j;,/»} orazj € {j;,j>} w ma-
cierzy Gss., ze dl-j > 0:

przyjmujemy Gps, 1= (E;)tr -Gpe - Ejj oraz B := B - Ej; € M, (Z), gdzie
E; == E— (dy +d;)e; € M, ,»(Z), zobacz lemat 3.65.
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W kroku 4 budujemy zloZony operator inﬂacji:t: opisany w dowodzie twierdzenia 5.28
(etap 2).

Definiujemy macierz Grama Gp, := G%lz'j 2 e M, (%Z), ktéra powstaje z syme-
trycznej macierzy Grama Gp. € M, +2(%Z) poprzez usuniecie wiersza i kolumny
o indeksie j, oraz usuniecie wiersza i kolumny o indeksie j;. Macierz G, := G%lz’j =
M, (%Z) wyznacza jednorodny diagram Dynkina D € {A,,n > 1,D,,n > 4,
E¢, E;, Eg} przedstawiony (z doktadno$cig do numeracji wierzchotkéw) w tabeli 3.32.

Zwracamy macierze: Gy, € MMZ(%Z), Gp € Mn(%Z) orazBe Gl(n +2,7Z)
jako wynik.

Zanim przejdziemy do analizy zlozonosci obliczeniowej algorytmu 5.48, przedstawia-
my nastepujacy przyklad ilustrujacy jego zastosowanie.

Przyktad 5.49. Niech A € U/Bigr, bedzie nastepujacym grafem krawedziowo-dwu-
dzielnym

A 1 110 1 144201
SN . 01 1-1-1 1111

A // s\ orazGy =10 011 0|EM;5(Z),Gy,=|3 3110 EM5(%Z).
;\\\ 0 0011 0-2 21 %
s 0 0001 17 031

Z przedstawienia formy kwadratowej g, (x) funkcjonatu g, : Z° — Z w postaci kanonicznej

1 1 1.\2,3 1 2 2 2 2
ga(x) = (x1+§x2+§x3+§x5) +Z(x2+§x3—§x4—x5> + 5 (x5 +x4)

wnioskujemy, Ze bigraf A jest nieujemny korangi dwa.

Uzywajac algorytmu 4.14 wyznaczamy specjalng Z-baze grupy Ker g,. Obli-

kt
SO 2 1,0,-1,1,-13, 0@ = 0,1,-1,1,0)
tworza (1,2)-specjalng Z-baze grupy Ker g,.

Inicjalizujemy macierze

NI= = N=EN= O

= NI= O NIENI-

S M5(%Z) oraz B:=E = e M5(2Z).

O NIk R NI NI
o O © O
o O O = O
o O R, O O
o = O O O
= o O O O

o)t

N

I

PN

I
NI= © NIRN[= =
NI=N=N= = N

Dopoki istniejg takie indeksy i,j € {3,4,5} w macierzy Gpy, ze d;; > 0:

Dlai=3,j =4orazdz, = % > 0 przyjmujemy:

1 1 1 1
1 5 5-5 3 1 00 0O
21 1-1-3 01000
o— —\tr - — 1 1 1 Fy— - —
Gﬁz «— (E1]> GDZEI] - ? 2 }—5 ? oraz B-—BEl] —_— 00 1-10
+-1-2 1 1% 00010
1 1 1
11011 00001
. . 1 . .
Dlai =4,j =5orazd,s = 5 > 0 przyjmujemy:
1 1 1
11119 1000 0
21 213 01000
G§2::(Ei})t’-G'DZ'E§: 13 1-2 1 oraz B:=B-E;=| 00 1-1 1
-z -1-2 1-1 000 1-1
1 1 1
14 1.1 00001
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Dlai=3,j =5orazdss = % > 0 przyjmujemy:

11 1-3 2 10000
11110 01000

py— —\tr - — 1 1 1 1 pp— - —
Gpe = (Ej)" - Gpe - Ejj = : }—5—5 oraz B:=B-E; =] 00 1-1 0f.
11110 000 1-1
%0_%01 0 0001

Zozony operator inflacji Ty := t55 o tj5 o t5, zbudowany jest zgodnie z opisem przed-
stawionym w dowodzie twierdzenia 5.28 i realizuje krok 3 algorytmu 5.48. Stad pod-
graf D krawedziowo-dwudzielny bigrafu D? (powstaly po usunieciu wierzchotkéw 1
oraz 2) nie posiada przerywanych krawedzi. Ilustrujemy to na nastepujacym rysunku,
gdzie graf D zaznaczamy kolorem szaroblekitnym:

3---1---5

Zgodnie z opisem przedstawionym w dowodzie twierdzenia 5.28, w kolejnych kro-
kach budujemy zlozony operator inflacji t; := t; o t5; o t5, o t5; © t5, o t5; realizujac
krok 4 algorytmu 5.48.

Dopdki istniejg takie indeksy i € {3,4,5} oraz j € {1,2} w macierzy G, ze
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dij > 0:

Dlai=3,j =1orazds = % > 0 przyjmujemy:

1 0-2 01 10000
01 3-10 01000
p— —\tr - — 1 1 11 pp— - —
G’Dz «— (El]> 'G’Dz'Eij— -3 3 1—5 -3 oraz B-—B'Eij— -1 0 1-1 0.
0-1-2 10 000 1-1
10-2 01 00001
. . _ 1 . . .
Dlai =3,j =2orazd;, = 5 > 0 przyjmujemy:
1 1
11101 10000
1 1 1 1
t 1 1-2-1 1 01000
o— —\1Ir - — 11 11 ppe— - —
Gpe = (Ej)" - Gpa - Ejj =|-3-3 1-3-3|oraz B:=B-E;=|-1-1 1-1 0f.
0-1-1 10 000 1-1
1 1
1 3-3 01 0 0001
Dlai=5,j = 1orazds; =1 > 0 przyjmujemy:
1 1
1-1 104 10000
1 1 1 1
t 11311 01000
o— —\1r - — 1 1 1 1 o— - —
Gpe = (E)" - Gpa-Ejj=| 33 1-3-3|oraz B:=B-E;=|-1-1 1-1 0]|.
0-2-3 10 200 1-1
1 1
-1 -3 01 -2 0 0 01
C e _1 o .
Dlai =5,j =2orazds, = 5 > 0 przyjmujemy:
1 1
11 1o0a 10000
21 0-3-2 01000
o— —\tr - 1 11 «— - —
Gpe = (Ej)" - Gpa-Ejj=| 3 0 1-3-3|oraz B:=B-E;=|-1-1 1-1 0]|.
07%7%10 21 0 1-1
_1_%_%01 -2-1 0 0 1
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Dlai=3,j =1orazds = % > 0 przyjmujemy:

1 1 1 1
1 5-5 35-35 1 00 0O
21 0-3-2 01000
Gpz = (Ej)" - Gpe-Ej; =|-3 0 1-3-4|oraz B:=B-E;=|-2-1 1-1 0
1 1 1
11119 210 1-1
1 1 1
23201 2-100 1
Dlai:4,j:10razd41:%>0przyjmujemy:
1 1
11 0-%-2 10000
11 0-3-1 01000
Gz 1= (Ei—j)”-sz-Ei_j: 00 1-1-1]oraz B::B-E;: 1-1 1-1 0
1 1 1
S1liliqg 110 1-1
1 1 1
23301 2-100 1
Definiujemy macierz
1-1_1
G = Uid2) _ | 1 i(z) e M 1Z
=GP =11 5(32),
L9 1
2

ktéra powstaje z symetrycznej macierzy Gy, € M5(%Z) przez usuniecie wiersza
i kolumny o indeksie 2 oraz usuniecie wiersza i kolumny o indeksie 1.

Jako wynik otrzymujemy trzy macierze: Gy, € MS(%Z), Gp € M3(%Z) oraz B € GI(5,7Z),
gdzie
* macierz G, € M 5(%2) jest symetryczng macierzg Grama rozszerzonego bigrafu
Euklidesa D? = A2

110-3-2
1 1
— 1ol 2502 _ 11 0-5-3
AZ: / \ ,gdzie Gz :=Gpa=|00 15
4 3 5 2-2-2 10
[ ] [ ] ] 1 1 1
37373 01
¢ typem Dynkina Dyn, = D bigrafu A jest graf Dynkina D = A4
A3 H 2. 1 03 7
1-3-4
wyznaczony przez symetryczng macierz Grama G, :=Gp=|-5 1 0| € M3(%Z),
-1 o1
2
® macierz
10000
01000
B=E; -E5;-E5,-E5;-E5,-E5 - E55-EfsE5y=|-1-1 11 o €GIG5,Z)
110 1-1
2-100 1

opisuje zlozony operator inflagji t; := :t: oty 1=ty o5 otg,0t5; oty 015 o550t s oty
i definiuje staba Z-kongruencje Grama A ~; D? = A3, tzn. prawdziwa jest rtéwnosé

Btr'GA'B = G’Dz = GK%.
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Analiza zlozonosci obliczeniowej

Przedstawimy teraz oszacowanie pesymistycznej ztozonosci obliczeniowej wzgledem
liczby zastosowanych operatoréw inflacji algorytmu inflacyjnego (algorytm 5.48) opisanego
w twierdzeniu 5.28 dla spojnych bigrafow A € UBigr n 2 1, korangi dwa bez petli.

n+2’

Twierdzenie 5.50. Niech n > 1 bedzie ustalong liczbg naturalng. Dla dowolnego spdjnego
nieujemnego bigrafu A € UBigr, ,, korangi dwa bez petli pesymistyczna zlozonos¢ algorytmu
inflacyjnego (algorytm 5.48) opisanego w dowodzie twierdzenia 5.28 jest wielomianowa rzedu
O(n?) wzgledem liczby zastosowanych operatoréw inflacji.

Dowdd. Ustalmy liczbg n > 1. Niech A € UBigr, ., bedzie spéjnym, nieujemnym
bigrafem korangi dwa bez petli, oraz Ay = {1, ...,n,n 4+ 1,n + 2} zbiorem wierzchotkéw.
Na podstawie twierdzenia 4.8 istnieje (j;,j,)-specjalna Z-baza {hV), hU2)} grupy Ker g,.
Stad bigraf AU172) jest dodatni i sp6jny.

W dowodzie twierdzenia 5.28 pokazujemy, Ze pesymistyczna zlozonos¢ obliczeniowa
etapu 1 algorytmu inflacyjnego (kroku 3 algorytmu 5.48) jest wielomianowa rzedu O(n?)
wzgledem liczby zastosowanych operatoréw inflacji. Uzywajac analogicznych argumentéw
pokazemy, ze w kroku 4 algorytmu 5.48 (etap 2 dowodu twierdzenia 5.28) wykonujemy
CO Najwyzej

2:12-n=24-n (5.51)
operatoréw inflacji typu t ,, gdzie a € Ay \ {j;,j»} oraz b € {j;,j,}. Stad pesymistyczna
ztozono$¢ obliczeniowa wzgledem liczby operatoréw inflacji kroku 4 algorytmu 5.48 jest
rzedu O(n).

Niech t; bedzie ztozeniem operatoréw inflacji zastosowanym w etapie 1 dowodu
twierdzenia 5.28 (w kroku 3 algorytmu 5.48). Przypominamy z dowodu twierdzenia 5.28,
ze dla A := T;A bigraf A’ := AU1/2) jest dodatni i spéjny (zobacz twierdzenie 4.8) oraz
wektory RO = (WD), RO2) = F (h02) € Z+2
tworza (jy,j,)-specjalng Z-baze grupy Ker g, gdzie przyjmujemy t{ := t;kbk °...0 t;lbl
dla izomorfizméw grup t', : Z"*? — Z"*2 (3.61) przyporzadkowujacych dowolnemu
wektorowi v € Z"*2 wektor t¥, (v) := [wy, ..., w,,,] € Z"*? zdefiniowany nastepujaco

w, =0, + dfbvb oraz w; :=v; dla i # a. (5.52)

Na podstawie twierdzenia 3.28, dla kazdego i € {(1,...,n + 2} \ {j;,/»} otrzymujemy
nastepujace ograniczenia na wspoétrzedne

—6<h’ <6 oraz —6<h’ <6 (5.53)

wektoréwNﬁUl),ﬁ(fZ).
Niech t,; bedzie zlozonym operatorem inflacji zastosowanym w etapie 2 dowodu
twierdzenia 5.28 oraz w kroku 4 algorytmu 5.48, . 1, :=t,, o...ot,, jest takim zozeniem
. .. 1¥1 kYk
operatoréw inflacji

tu_ibi/ gdZie al' [~ AO \ {j],jz} oraz bi [ {jl,jz}, (554)

ze bigraf A:= t;Anie zawiera przerywanych krawedzi z wyjatkiem krawedzi incydentnych

z wierzchotkami j; oraz j,. Na podstawie lematu 3.51 oraz twierdzenia 3.59(b), wektory
hov =T R0, RO =T R)) € 772

tworzg (j1, j»)-specjalng Z-bazeg grupy Ker gx. Na podstawie twierdzenia 5.16 wektory

TG0 TG
h. U he

~

n+2

. =) =G 26 =)
U= [hlh ,...,hjill,hjilﬂ,... ., h1 ] € Z" oraz

(5.55)

[0 TG FG) TG TG T(2) n
w = [h?, R R0 R R R ez

n+2
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otrzymane z h/, h'2) przez opuszczenie wspétrzednych o numerach j; oraz j, sg pier-
wiastkami dodatniego grafu AV1/2) = D, € {A,, D, E4, E,, Eg}. Stad na podstawie twier-
dzenia 3.28, dla kazdego i € {1, ...,n + 2} \ {j,j»} otrzymujemy nastepujace ograniczenia
na wspotrzedne

1<h% <6 oraz 1<h% <6 (5.56)

wektorow hv), h02) i w konsekwengji otrzymujemy nieréwnosci:
—6 <R <h <6 oraz -6 <R <h% <6 (5.57)
Ustalmy liczbe k, ; > 0 operatoréw inflacji t;; dlaa; € A \ {j1,j»} uzytych w redukgji:

~

A o oA (5.58)
Po zastosowaniu operadji ti : Z"+2 — Z"+2 (5.31) na wektorze R0 otrzymujemy:

00 G+ G 01 ARG A
6 >h{" =T ®), =hJ" +k,, -d RV > —6+k, -di 1,

gdzie d,;A: i € {1,2} (zobacz uwaga 3.19). Stad wynikaja nastepujace nieréwnosci

12>k, -dfy =122 22 >k (5.59)

a1

a1’

ktore pokazujg, ze w redukgji (5.58) uzywamy co najwyzej 12 operatoréw inflacji t; ;
dla ustalonego wierzchotka a; € Aj\{j1, j»} potaczonego przerywang krawedzia z wierz-
chotkiem j,.

Poniewaz |Ag\ {j1,j>}|=n oraz |{j,, j,}| =2, wiec w redukgji (5.58) uzywamy co najwyzej

2-12-n=24-n (5.60)
operatoréw inflacji typu t,, gdzie a € Ay \ {j1,j»} oraz b € {j;,j,}. Stad pesymistyczna
zlozonos¢ obliczeniowa wzgledem liczby zastosowanych operatoréw inflacji kroku 4 algo-
rytmu 5.48 opisanego w etapie 2 dowodu twierdzenia 5.28 jest liniowa: rzedu O(n).

W konsekwencji pesymistyczna ztozono$¢ obliczeniowa wzgledem liczby zastosowa-
nych operatoréw inflacji algorytmu inflacyjnego (algorytm 5.48) opisanego w twierdze-
niu 5.28 jest wielomianowa rzedu On?). ]

W fakcie 5.61 pokazujemy, ze algorytm 5.48 ma wielomianowg pesymistyczng ztozo-
no$¢ obliczeniowg wzgledem liczby wykonywanych operacji arytmetycznych.

Fakt 5.61. Niechn > 1 bedzie ustalong liczbg naturalng. Dla dowolnego spéjnego nieujemnego
bigrafu A € URBigr, , , korangi dwa bez petli pesymistyczna ztozonos¢ algorytmu 5.48 jest rzedu
O (n®) wzgledem liczby wykonywanych operacji arytmetycznych.

Dowdd. Na podstawie twierdzenia 5.50 pesymistyczna zfozonos¢ algorytmu 5.48 jest
rzedu O(n?) wzgledem liczby zastosowanych operatoréw inflagji.

Obliczenie macierzy G := (Ei;)” -Gp - Ejj oraz B := B - Ej; € M, (Z) odpowiadajg-
cych operatorom inflacji zastosowanym w krokach 3.1 oraz 4.1 (lemat 3.65) wymaga wyko-
nania O(n®) operacji arytmetycznych (przy uzyciu standardowych algorytméw mnozenia
macierzy; ze wzgledu na niski wymiar analizowanych macierzy nie stosujemy algorytméw
szybkiego mnozenia macierzy). W konsekwencji otrzymujemy pesymistyczng ztozonos¢ al-
gorytmu 5.48 rzedu On°) wzgledem liczby wykonywanych operacji arytmetycznych. [

Uwaga 5.62. (a) W artykule [97] przedstawiamy algorytm inflacyjny [97, Algorithm
3.18], ktoéry jest konsekwencja [97, Theorem 3.7] i opisujemy inng konstrukcje ztozonego
operatora inflacji redukujacego spdjny nieujemny graf krawedziowo-dwudzielny A €
UBigr,., dowolnej korangi r > 0 do standardowego rozszerzonego bigrafu Dynkina
DY e (A" n>1DY,n>4, Eg), EY, Eg)} (zobacz [86, Definition 2.2]). Zauwazmy, ze
dlar = 0 bigraf D\’ jest grafem Dynkina, dla r = 1 jest grafem Euklidesa, a dla r = 2 bigraf
DY jest rozszerzonym bigrafem Euklidesa.
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(b) Na podstawie wynikéw [97], algorytm 5.48 mozna tatwo zmodyfikowaé do wersji
konstruujacej cigg operatoréw inflacji redukujacych spéjny nieujemny graf krawedziowo-
dwudzielny A € UBigr,,,, dowolnej korangi r > 0 do standardowego rozszerzonego
bigrafu Dynkina DN e AV, n>1D",n>4, Eg), E;”, Eé”}. W tym celu nalezy:

¢ w kroku 1 wyznacza¢ (jy, ..., j,)-specjalng Z-baze grupy Ker g, [87, Appendix],

¢ w kroku 3 przeprowadza¢ inflacje wzgledem wierzchotkéw i,j € {1,...,n + 7} \
{j1,---,J,} polaczonych przerywang krawedzig,

¢ w kroku 4 przeprowadzac¢ inflacje wzgledem wierzchotkéw i,j € A, potaczonych
przerywang krawedzig, gdziei € {1,...,n +r} \ {j1,...,j,} orazj € {ji,...,j,}.

Tym samym przedstawione przez nas rozwigzanie jest uogélnieniem algorytmu A.59 dla
spojnych dodatnich bigraféw bez petli, oraz uproszczeniem algorytmu A.66 dla spéjnych
glownych bigraféw bez petli.

(c) Autorska implementacje algorytmu inflacyjnego dla spéjnych nieujemnych bigra-
fow A € UBigr, bez petli dowolnej korangi 0 < r < m — 1 umieszczamy na plycie
dotaczonej do rozprawy, a takze na stronie internetowej [99]. W konsekwencji poszerza-
my dostepne narzedzia obliczeniowe uzywane w spektralnej analizie bigraféw o kolejne
algorytmy gotowe do przeprowadzania takiej analizy.
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tralnej klasyfikacji Coxetera nieujenych bigra-
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W tym rozdziale prezentujemy (w pewnym skrécie) wyniki eksperymentalne, z kt6-
rych wiekszos¢ zostata opublikowana w artykule [98]. Celem tych badan jest budowa
narzedzi algorytmicznych, umozliwiajacych klasyfikacje wszystkich spéjnych nieujem-
nych bigraféw korangi dwa, z doktadnoscia do silnej Z-kongruencji Grama ~ . Niestety,
w przeciwienistwie do wynikéw prezentowanych w poprzednim rozdziale o klasyfikacji
wzgledem stabej Z-kongruencji Grama ~ 7, uzyskane wyniki nie umozliwiaja petnej klasy-
fikacji wzgledem kongruencji =, wszystkich bigraféw, a jedynie pozwalajg na klasyfikacje
wzgledem silnej Z-kongruencji Grama ~ bigraféw o matej liczbie wierzchotkéw. Sytuacja
ogolna bedzie przedmiotem naszych dalszych badan.

W podrozdziale 6.1 przedstawiamy twierdzenie klasyfikujace z doktadnosciag do sil-
nej Z-kongruencji Grama =, wszystkie grafy krawedziowo-dwudzielne A € UBigr
korangi dwa bez petli o co najwyzej n + 2 < 6 wierzchotkach.

W podrozdziale 6.2 przypominamy podstawowe definicje i twierdzenia stosowane
w klasyfikacji @ ,-sieciowych systemoéw pierwiastkow.

W pozostalych podrozdziatach przedstawiamy idee konstrukgji algorytméw umoz-
liwiajgcych obliczenie macierzy B € M,,,,(Z) definiujacych silng Z-kongruencje Grama
A =z A" pomiedzy spéjnymi bigrafami A,A” € URBigr, ,, korangi dwa o n + 2 wierz-
chotkach, gdzie 3 < n + 2 < 6, przy zatozeniu, ze taka kongruencja istnieje.

n+2

6.1. Twierdzenie klasyfikujace dla bigrafow o matej
liczbie wierzchotkow

Jednym z celéw tego rozdziatu jest rozwigzanie probleméw 1.4 oraz 1.5 spektralnej
klasyfikacji Coxetera sformutowanych we wstepie niniejszej dysertacji. Problemy te dla
spojnych nieujemnych bigraféw sa rozwazane m.in. w publikacjach [56, 68, 86, 87]. Podob-
nie jak w artykutach [54-56, 82, 84] oraz [39—41, 98] pierwszy z nich formutujemy dla
bigraféw korangi dwa nastepujaco.

Problem 6.1. Czy réwnos¢ typéw Coxetera-Dynkina
CDtype, = (specc,, Dyn,) = (specc,, Dyn, ) = CDtype,

implikuje istnienie silnej Z-kongruencji Grama A =, A’ spéjnych nieujemnych grafow krawedziowo-
dwudzielnych A, A" € UBigr, ., korangi dwa?
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W dalszej czesci, za [86, Definition 3.1 (i)], symbolami
UBigry, = {A € UBigr
UBigry, ={AeUBigr

n,j

D

100 Ajest spojny oraz A ~y ﬁ%},

' i o (6.2)
A jest spojny oraz A ~y Dn,j}’

n+2’

oznaczamy zbiory wszystkich nieujemnych spdjnych bigraféw korangi dwa bez petli stabo
Z-kongruentnych z rozszerzonymi bigrafami Euklidesa D? (przedstawionymi w tabeli 4.2),
oraz odpowiednio, silnie Z-kongruentnych z bigrafami ﬁ%,j' j = 1 (przedstawionymi w ta-
beli 6.5). Korzystajac z wprowadzonych oznaczen, dla bigraféw korangi dwa problem 1.5
formutujemy nastepujaco.

Problem 6.3. Dla danego rozszerzonego bigrafu Euklidesa D%,n > 1, z tabeli 4.2, zbudowa¢
algorytm konstruujgcy dla dowolnej pary spdjnych bigrafow A, A" € UBigry, spetniajgcych relacje
~y A pewng macierz B € M, definiujgcg silng Z-kongruencje Grama, tzn. G, = B -G, - B.

W dalszej czeSci rozdzialu pokazemy, ze problemy 6.1 oraz 6.3 posiadaja pozytywne
rozwigzanie dla wszystkich spdjnych nieujemnych bigraféw korangi dwa o co najwyzej
szedciu wierzchotkach. Wyniki te zostaly opublikowane w artykule [98], zobacz uwaga 6.9.

Dla ustalonego rozszerzonego bigrafu Euklidesa D2 € {A2,n>1,D2,n >4, E2, E2, E2),
symbolami

CPolm = {coxA(t); Ae Uﬁrigrsz },
CNpz = {(ca8a); A € UBigrp, },

oznaczamy zbiory wszystkich wielomianéw Coxetera cox,(t) € Z[t] oraz par (cy,C,)
liczb Coxetera spéjnych bigraféw A € UBigry, stabo Z-kongruentnych z D2. Ponadto

symbolem
CPolys, ©CNpo = {(coxA(t),cA, Cp); coxy(t) € CPolysz, (€4,€4) € CNoy2 _},

n n,j n n,j
oznaczamy zbiér wszystkich tréjek (cox, (1), ¢y, €4), gdzie cox, () € CPOZD%, (cyp,€4) €
CNp: , oraz A € UBigrs, jest spjnym bigrafem slabo Z-kongruentnym z D3.

n,j n

Konsekwencja obliczefi komputerowych przedstawionych w artykule [98] jest nastepu-
jace twierdzenie klasyfikujace.

Twierdzenie 6.4. (a) Jesli3 < n+2 < 60raz D2 € {A2,n > 1,D2,n > 4,52, B2, E2),
jest rozszerzonym bigrafem Euklidesa, to

(al) zbiodr bigraféw UBigry, jest skoriczony, a jego moc mozna odczytac z tabeli 6.6,
(a2) zbiér CPolys, © CNps, jest skoriczony i sklada sig z trdjek ( LD])z (1), c%l,é%l) przed-
stawionych w tabeli 6.6.
(b) Dowolny spéjny nieujemny bigraf A € UBigr, ., korangi dwa o co najwyzej szesciu wierz-
chotkach jest silnie Z-kongruentny z jednym z bigrafsw D%, € {A%,,A%,,A3,, A3,

A3, A%, A%, A%, D3, D}, D}, D3, D3 5} praedstawionych w tabeli 6.5. Para bi-
grafow D7, ., Dj,  z tabeli 6.5 jest silnie Z-kongruentna wtedy i tylko wtedy, gdy D}, ; = D3 ..

(c) Jesli3 < n+2 < 6oraz A, A € UBigr, , , sq spéjnymi nieujemnymi bigrafami korangi
dwa takimi, ze CDtype, = CDtype,,, to istnieje silna Z-kongruencja Grama A =, A'.
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TaABELA 6.5. LiSTA REPREZENTANTOW SPOJNYCH BIGRAFOW KORANGI DWA
Ae Uﬁigr o M+2<6, WZGL]@DEM zZ

W naste;pu]qce] tabeli przedstaw1amy zbiory CPOZD2 S) CJ\/ b2 dlad <n+ 2 6 oraz
liczby [UBigr 2 | spéjnych nieujemnych graféw krawedziowo-dwudzielnych korangi dwa

silnie Z- kongruentnych z bigrafem D? nr 8dzie D? Jj+J 2 1, sa bigrafami przedstawionymi
w tabeli 6.5. Zauwazmy, ze D? | := D2,

TaBELA 6.6. ZBIORY CPol}s; © CN’D% pLA3 < n+2<6

D2 D2, CPoly, = { g%(t)}Km C Ny = { %)2, (”} U Bigrs, % |
A? A2 F%;a):t?’ —2—t+1 C%%:Z, E%%—z 4
AZ A2, F(l)(t) =t —t+1 c%é:ﬁ’», E%§:3 72
Az, F%;a) =t* — 413 + 612 — 4t + 1 c%é: oo, a%%: 1 32
AZ A2, P(l)(t) =ttt —t+1 ch=4, €o=4 2 560
3 3
A2, F%é(t) =153t + 23 + 212 -3t + 1 c%: oo,E%é:IZ 1920
A3 A, FOO =t - —t+1 =5 &9=5 100000
4 4 4
Az, P%é(t) =10 —3t5 434 — 23 + 312 — 3t + 1 c%: 00,5%:3 51 840
A, ngé(t) =10 — 215 —t* 4413 — 12 — 2t + 1 c%’%: 00,6%22 46 080
D? D3, PL”(t) =t - -t 23— —t+1 c%%:@ a%%:s 51 840
D2, F<2>(t) — 26543t — 4P + 32 -2t +1 c)=4, cC)=4 20 480
4 4 4
~ 3 3 %(3
D%, F%é(t) =025 — 1 — 4P — 242t 41 =2, =2 1280
D2, F%%(t) =16 —3t5 4314 — 23 + 312 - 3t + 1 c%%: oo,é%%:[% 38 880
D2, F,gé(t) =10 — 215 —t* 4413 — 12 — 2t +1 c%:oo,é%:Z 23 040

Dowdéd twierdzenia 6.4. (a) Dow6d ma charakter obliczeniowy.

Etap 1. Korzysta]qc z algorytmu 5.22, 0b11czamy zblory
Uﬁ%zgr = LLJBzgr Y Uﬁzgr W UaBzgr W Uﬁ%zgr W UBzgr
wszystkich spo]nych meu]ernnych grafow krawqdzmwo dwud21elnych Ae LLBzgr
korangi dwa bez petli o co najwyzej szeSciu wierzchotkach oraz typie Dynkina Dyn, =
D, € {A,A,, A;, Ay, Dy}. Czasy obliczerr przedstawiamy w tabeli 5.25.
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Etap 2. Dla kazdego bigrafu A € Uﬁ?wigr%z stabo Z-kongruentnego z bigrafem D2, przy
uzyciu obliczen algebry komputerowej oraz algorytmu A.55, obliczamy wielomian Co-
xetera cox, (t) oraz liczbe Coxetera c, i zredukowang liczbe Coxetera ¢, bigrafu A. Otrzy-
mang tréjke (cox,(t), ¢y, €4) dodajemy do zbioru CPolb% e CN’D'% _przedstawionego
w tabeli 6.6. ’

Wyniki zastosowanego podziatu przedstawiamy w tabeli 6.6, co koriczy dowdd czesci (a).
(b) Da n = 1 nastepujace bigrafy

2 2 2 2
X2 - [\ - CAN A2, . A2 -
1,1° \\\\ 4 1 1,1° //// \\\\ ’ 2 1,1° //// ’ 3 11 !
N) " N "
1—/——3

1-====3 1——=3 1=27==3
sq jedynymi spéjnymi nieujemnymi bigrafami A € UB3igr, korangi dwa bez petli o trzech
wierzchotkach, gdzie t; : UBigr — URBigr jest operatorem inflacji A — t;A bigrafu A
w punkcie a € A, zobacz definicja 3.55(a). Na podstawie lematu 3.65(a) macierz B := T;,
i = 1,2,3, definiujaca silng Z-kongruencj¢ Grama A% | ~& A := t;/A? | ma nastepujaca
postac:

-1 00 1 0 0 10 0
TT=10 1 0|, T;=(0 -1 0f, T3 =)0 1 0 |.
0 01 0 0 1 0 0 -1

Dla 2 < n < 4 dowéd ma charakter obliczeniowy. Dla kazdego spdjnego nieujem-
nego bigrafu A € UBigr,  , korangi dwa bez petli o n + 2 wierzchotkach, macierz

B € Gl(n + 2,7Z) definiujacy silng Z-kongruencj¢ Grama G = B - G, - B, gdzie
n,j

thz,j € {A%,v A%,zz A%,l/ A%,zr Aiv Aigr Azzmr ]Di,v Dizr Di3, DZA/ Dis}r obliczamy ko-

rzystajac z algorytmow kombinatoryczno-graficznych przedstawionych w artykule [98]

oraz nastepnych podrozdziatach.
Obliczenia przeprowadzamy w nastepujacy sposéb.
Etap 1. Dla kazdego bigrafu D2, € {A3,, A3, A%, A3, A}, A}, A, D3, D3,
Di,sr Di,zy Dzzw}:
Etap 1.1. dla kazdej klasy UBigr, :
n,j

Etap 1.1.1. dla kazdego sp6jnego nieujemnego bigrafu A € URBigr, ., korangi
dwa bez petli, nalezacego do klasy UBigry, :

n,j
Etap 1.1.1.1. obliczamy macierz B € Gl(n + 2,Z) definiujaca silng Z-kon-
gruencje Grama G, = B - G, - B korzystajac z jednego z dwéch typow
n,j

algorytmoéw zaleznych od rozwazanego przypadku bigrafu T)%l,]..

Uzyte algorytmy zostaly zaimplementowane w jezyku Python i uruchomione przy
pomocy interpretera PyPy. Ich implementacja dostepna jest na ptycie dofgczonej do dy-
sertacji oraz na stronie internetowej [99]. Poszczeg6lne czasy obliczer:: minimalny t,,;,,
maksymalny t,,,,, Sredni f,,,, oraz catkowity £, dla wszystkich bigraféw A € Uﬁ%igr%z

i

silnie Z-kongruentnych z bigrafami 'D%J, przedstawiamy w tabeli 6.7.

TaBELA 6.7. CZASY OBLICZEN: MINIMALNY {, ;., MAKSYMALNY f,, .., SREDNI tavgs
DLA2 < n<4

~

~. T2
CALKOWITY £, MACIERZY DEFINIUJACE] A~z D, /,

2 2 2 2 2 2 2 2 752 752 752 752 752
Dy, Azq Azp Az Az, Al Ag, Ags D34 D3, D35 D34 Dis

tmin 0,06s 0,03s 0,04s 0,04s 0,06s 0,06s 0,06s 0,06s 0,06s 0,06s 0,06s 0,05s
tmax 0295 0,04s 0,21s 0,14s 0,19s 0,19s 0,25s 0,17s 0,16s 0,13s 0,21s 0,16s
t 0,10s 0,03s 0,05s 0,05s 0,07s 0,07s 0,08 0,07s 0,08 0,07s 0,08 0,07s

avg

tsum 7,65 1,1s 2,5min 1,7s 129min 67min 67min 63min 27min 1,5min 57min 27min
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Catkowity czas pracy jednego procesora! obliczajgcego macierze B € Gl(n + 2, Z)
definiujace silng Z-kongruencje Grama A ~, D2 ;, gdzie D2, € {A%,,A3,, A3, A2,
A%, A%, A3, D}, D}, D}, Dj 4,®Z/5} jest jednym z bigraféw z tabeli 6.5, dla wszyst-
kich 338 024 sp6jnych nieujemnych bigraféw A € URBigr, , , korangi dwa bez petli 0 4 <
n + 2 < 6 wierzchotkach wyniést 7 godzin i 43 minuty. Obliczone macierze definiujace
silng Z-kongruencje Grama A =, ﬁi,j dostepne sg na stronie internetowej [99].

Jesli para bigrafow ’Dfl/j, D2, przedstawionych w tabeli 6.5 jest silnie Z-kongruentna,
to na podstawie lematu 4.21(b) prawdziwa jest réwnos¢

CDtypeDz = (spech2 ,Dyng ) = (spech2 , Dyngs, ) = CDtype;; . (6.8)
n,j n,s n,s

Na podstawie tabeli 6.6 ré6wnos¢ (6.8) jest prawdziwa w przypadku, gdy 52 =D2..

Jesli D? i F D2, to na podstawie twierdzenia 3.53 bigrafy D j oraz D2, nie sg silnie
Z-kongruentne

(c)Niech3 <n+2<6orazA A € dﬁzgr , beda para spéjnych nieujemnych graféw
krawedziowo-dwudzielnych korangi dwa bez pe;tli, takich, ze CDtype, = CDtype,.. Aby
udowodni¢ istnienie silnej Z-kongruencji Grama A =, A’, korzystamy z przechodnio$ci
operadji ~7 oraz z wynikéw podpunktu (b). Jesli D2 ; € {Kil, A%, A3, A3,, A%, A%,
Az, A%, D?,, D%, D?,D3:,D; 5} oraz prawdziwe sg réwnosci Gz, = BY -G, B, oraz
~ ’ ’ v, ’ ’ ’ ’ n,]'
Gp: = BY. -Gy - By, gdzie By, By € Gl(n + 2, Z), to macierz B := B, - BZl eGln+2,7)

n,j

definiuje réwnoéé G, = B - G, - B, co koniczy dowéd. O

Uwaga 6.9. (a) W artykule [98] przedstawiamy klasyfikacje spéjnych nieujemnych
bigraféw korangi dwa bez petli, ktéra wykorzystuje inng liste reprezentantéw bigrafow
od tych w tabeli 6.6 (ktére wyznaczaja te bigrafy jednoznacznie z doktadnosécig do silnej
Z-kongruencji Grama), zobacz [98, Theorem 3.9] oraz twierdzenie 6.4.

(b) W twierdzeniu klasyﬁkujqcym [98, Theorem 3.9] rozwazamy bigrafﬁﬁ, natomiast
w twierdzeniu 6.4 rozwazamy bigraf D2 ponumerowany jak w tabeli 4.2 gdzie

ﬁi: \‘/ ,oraz’ﬁ]j)‘z1 \‘/

3——4—2 1—3—5

co nie zmniejsza og6lnosci wynikéw, poniewaz UBigr 2 = LLBzgr zobacz twierdze-
nie 4.4(b).

(c) W twierdzeniu klasyfikujagcym 6.4 rozwazamy rozszerzone bigrafy Euklidesa A2
(przedstawione w lemacie 4.5), natomiast w [98, Theorem 3.9] rozwazamy nastepujace

bigrafy:

DZI

1 1 2 1 3 1—2—3 1 2—14
At o AR RS AT T R
'y AR soN . N AR 4 A N
2723 473 4722 5:--4 5:-=3
l——2—3—4 _  1-—2—4 5__ 1—2—5—3
Aj \\:\+\ e Afy: XA Al \ N
625 653 6524
(d) Zauwazmy, ze dla n > 7, bigrafy typu 1&2 _1 [98, Table C, Table D] pozwalaja
na wyznaczenie wiekszej hczby klas bigraféw degr (6.2) niz rozszerzone bigrafy

rq'l

Euklidesa A2 | (zobacz podpunkt (f) tej uwagi), gdzie stosujemy oznaczenie /AT%,O = A2,

10bliczenia zostaly wykonane na komputerze wyposazonym w procesor AMD taktowany zegarem 3,6 GHz,
wyposazonym w 32 GB pamieci RAM.
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(e) Ze wzgledu na spojnos¢ dysertacji oraz ograniczenie na liczbe wierzchotkéw
1 < n+ 2 < 6, bigrafy typu Dynkina Dyn, = A, przedstawione w twierdzeniu kla-
syfikacyjnym 6.4 sa rozszerzonymi bigrafami Euklidesa A2 ;. Nie zmniejsza to og6lnosci
wynikéw, poniewaz Uﬁ%igr%i = Uﬁ%igr%% dlal<n+2<e.

(f) Przyktadowo, dla nastepujacego grafu krawedziowo-dwudzielnego X%/z eUBigr,

—==4

przedstawionego w przykladzie 3.39(b), wielomian Coxetera cox (t) € Z[t]
coxgy (f) = t9—t8—t7—t6+2t5+2t4—t3—t2—t+1

jest r6zny od wielomianéw Coxetera COX(l) (D), COX(2) (1), cox;:z’fz) (1), coxfg()z) (t) e Z[t], roz-

szerzonego bigrafu Euklidesa A2 w zaleznosc1 od numeraql jego wierzchotkéw (zobacz
tez twierdzenie 4.4(c) oraz lemat 4.5) przedstawionych w przyktadzie 4.6:

COX@ () = coXz; = -8 —t+1,

cox@ () = coxgy = P-34+37—t0—FP+32 -3t +1,
cox@(o = Xy, = £ 28 426 — 5 4 4 28 2t 4 1,
cox(f)z)(t) = coxp, = £ —28 417 — 1O+ Pt — P 4 2 -2+ 1.

Przypominamy, ze bigraf K%,s ma postac

A, T

s—1— 1—s+1 —38

dlas = 2,3,4 oraz wierzchotki bigrafu K% s ponumerowane jak w tabeli 4.2.

Na zakoriczenie niniejszego podrozdziatu przypominamy istniejagce metody obliczania
macierzy definiujacych silng Z-kongruencje Grama A =5 A’ dla pary spéjnych nieujemnych
bigraféw bez petli.

Uwaga 6.10. Metody obliczania macierzy definiujacych silng Z-kongruencje Grama
A =7 A" pomiedzy spéjnymi nieujemnymi bigrafami A, A" bez petli przedstawione s3:

(a) wniniejszym rozdziale oraz w artykule [98] dla sp6jnych nieujemnych bigraféw ko-
rangi dwa bez petli, gdzie budujemy algorytmy kombinatoryczno-graficzne umozliwiajace
obliczenie macierzy definiujgcej silng Z-kongruencje Grama wykorzystujace geometrie
P ,-oczkowe pierwiastkéw, zobacz tez uwaga 6.25,

(b) w artykule [42, Algorithm 3.5], gdzie podany jest heurystyczny algorytm dla sp6j-
nych nieujemnych zbioréw czeSciowo uporzadkowanych, ktéry moze by¢ stosowany réw-
niez w przypadku spéjnych nieujemnych graféw krawedziowo-dwudzielnych bez petli; co
prawda nie gwarantuje on znalezienia szukanej macierzy, ale wyznacza szukang macierz
w wielu przypadkach, zobacz [32, 42],

(c) w artykule [68] proponowana jest metoda poprawiania macierzy definiujacej stabg
Z-kongruencje Grama A ~; A’, tak aby zmodyfikowana macierz definiowata silng Z-
kongruencje Grama A ~; A’. Jednak metoda ta ([68, Algorithm 3.7]) korzysta z grup
izotropii diagraméw Dynkina i jest stosowana oraz udowodniona jedynie w przypadku
spojnych dodatnich bigraféw bez petli, zobacz tez [86, 87].
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6.2. 0 geometriach & ,-sieciowych pierwiastkow bigrafow dodat-
nich

Niniejszy podrozdziat poswigcony jest krétkiemu oméwieniu metody zapowiedzianej
w uwadze 6.10(a). Rozpoczniemy od przypomnienia podstawowych definicji i twierdzen
stosowanych do redukgji problemu klasyfikacji spéjnych dodatnich bigraféw bez petli
(z doktadnoscig do silnej Z-kongruencji Grama), do problemu klasyfikacji ®-sieciowych
systemow pierwiastkéw (z doktadnoscig do izomorfizmu kofczanéw P-oczkowych).

W tym celu przypominamy metode konstruowania ®,-oczkowych kotczanéw
r (ﬁA, ®,), definiowanych w artykutach [80-82, 87] i inspirowanych ideg stosowania kot-
czanéw Auslandera-Reiten (zobacz na przyktad [1, 74]).

Idea zastosowania kofczanéw @ ,-oczkowych I (R, ®,) opiera sie na nastepujacym
fakcie udowodnionym w [87, Theorem 3.13], [7, Theorem 2.4]. Jeéli istniejg ,,odpowiednio
dobrze dobrane” ®,, ®,-oczkowe kotczany I'(R,, @4), ' (R, ) dodatnich spéjnych
bigrafow A, A" € UBigr, bez petli, to istnienie macierzy B € M, (Z) definiujacej silng
Z-kongruencjg Grama pomiedzy bigrafami 4,A" € UBigr, redukuje sig do istnienia izo-
morfizmu I’ (ﬁA, D) =T (7’€A,, P, ) stowarzyszonych kotczanéw @4, @ ,,-oczkowych (gra-
fow skierowanych ,,z dodatkowq strukturg”), zobacz [87, Theorem 3.13], [7, Theorem 2.4].

Niech A € UBigr, bedzie spéjnym dodatnim bigrafem bez petli, R5(d) = {v €
Z"; qu(v) = d} zbiorem pierwiastkow z catkowitej liczby d > 1 bigrafu A € Uﬁ?)igrm
(definicja 3.12(a)), ®5: 2" — Z™,P,(v) = v - Cox, transformacjg Coxetera (defini-
cja 3.37(b)).

(@) Zbidr R 4(d) jest skoriczony oraz skoriczona jest liczba Coxetera ¢, < co (lemat 3.43(a)).
(b) Dla dowolnego wektora v € R, (d) jego P,-orbita
Orb(v) := {P(v); k € Z} C Rp(d), (6.11)

jest skoriczona. Przedstawiamy ja graficznie na ptaszczyznie euklidesowej R? w po-
staci grafu skierowanego

O@W): — PR) < D) -~ 0 < D31 (V) <~ P;2(0)

(c) Czesto w przedstawieniu @ ,-orbity Orb(v) wektora v € R, (d) pomijamy kierunek
strzatek, a sam graf przedstawiamy w nastepujacej (skorficzonej) postaci

O@: v - &) - D2 &9 ) - o (@)

W [80, Definition 3.1] wprowadza si¢ pojecie @ ,-oczka szerokosci k > 1 nastepujaco.

Definicja 6.12. Niech A € UBigr,  bedzie nieujemnym bigrafem bez petli, ®p: Z™ — Z',
@, (v) = v - Cox, transformacjg Coxetera. Méwimy, ze wektory v,o, ..., 0% € Z™ tworzg

D p-oczko M, ) a1 szerokosci k > 1
o)
/ e \
. \
levu) ,,,,, ok-1)7 D /,,,j,,% ,,,,,, (pgl (v) -
\ /
U(k_l)/
o®

jesli spetnione sq nastepujgce warunki:
(i) v+ D5 () = o + ... + 0P, oraz

(ii) Dy-orbity wektoréw v,01,..., 0% sq parami rézne, tzn. Orb(v) # Orb(?) oraz
Orb(v®) £ Orb() dlal1<i#j<k
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bigrafow korangi dwa

W [80, Definition 3.3] wprowadza sie definicje kolczanu ®-oczkowego I'(R, @) na
zbiorze R C R™ nastepujgco.

Definicja 6.13. Niech ®@: Z™ — Z™ bedzie nietrywialnym automorfizmem grup oraz R C
Z™ zbiorem P-niezmienniczym, tzn. P(R) C R. Mowimy, ze zbior R C Z™ ma strukture
kotczanu ®-oczkowego I' (R, P), jesli wszystkie P-orbity wektorow u € R polgczone sg P-oczkami
tak, Ze dla kazdego u € R petny wypukty podkotczan (indukowany podgraf skierowany) zawierajgcy
P-orbite Orb(u) sklada sig z P-oczek i ma nastepujgcg postac

OwMy: ------------ DMy - oD mm e
O(U(%)) : \: ””” / @(U(z) *\*:***Z: 0(2) \ fffff 7//
Ow): --- PV) —=-----v---- U - o 1(v) ---

: . . \ . .
O(U(k_l)) . /K*****XAQ(UU{ 1))/,,,Xv(k l)/ ,,,,,, \
O@WRy: —---emem - PRy - o) mmee e

W artykule [80], dla dodatniego bigrafu A € U/Bigr , wprowadza si¢ pojecie jego ®4-
sieciowej geometrii orbit pierwiastkéw nastepujaco.

Definicja 6.14. Kolczan @ -oczkowy I' (R, @) nazywamy @ ,-sieciowq geometrig  ,-orbit
pierwiastkéw dodatniego bigrafu A € UBigr , jesli

(a) ﬁA C Z" jest zbiorem P s-niezmienniczym, tzn. @A(ﬁA) C ﬁA,

(b) Rp C Z" zawiera skoriczony zbiér R 5 wszystkich pierwiastkéw A z liczby d = 1,

(c) T (R4, D) jest minimalnym kotczanem ® 4-oczkowym spetniajgcym (a) oraz (b).

Problem istnienia @ 4-sieciowych geometrii pierwiastkéw dla bigraféw dodatnich nie
zostat jeszcze rozwigzany, cho¢ z nowych prac promotora [88-91] wynika, ze dla bigraféw
dodatnich typu D,,,n > 4, E¢, E,, Eg przedstawionych w tabeli 3.32, oraz B,,n > 2,C,,
n 23,74, 9, przedstawionych w [55, Table 3.11] takie geometrie istnieja.

Dla bigraféw dodatnich A typu D5 o wielomianie Coxetera cox,(t) = #> + 3 + 2 + 1
taka geometria I’ (R4, ®,) zostata skonstruowana w artykule [7]. Mozna jednak pokaza¢,
ze w tym wypadku jest wiecej niz jedna @ ,-oczkowa geometria pierwiastkéw I'(R,, @)
z doktadnoécig do izomorfizmu.

Z nowych wynikéw promotora [88-91] wynika, ze dla dowolnego dodatniego spdj-
nego bigrafu Cox-regularnego [55, Definition 3.1] A z petlami istnieje (doktadnie jedna)
geometria @,-oczkowa I'(R,, @,). Analogiczny wynik nie jest jeszcze udowodniony dla
bigraféw bez petli.

Jesli bigraf A jest spojny i dodatni oraz istnieje geometria ®,-oczkowa I'(R 5, D4) (tzn.
Rp = Ry), to kotczan I'(R,, @,) nazywamy ®,-sieciowym systemem pierwiastkéw
I'(Rj, @p), zobacz [80, Definition 4.13] oraz [80, Remark 4.15].

Przyktady bigraféw dodatnich A posiadajacych @ ,-oczkowa geometrie pierwiastkéw
I'(Ry, @,) podajemy w dalszej czesci tego podrozdziatu, zobacz przyktad 6.19 oraz 6.24.

W zastosowaniach buduje sie na ogét geometrie @ ,-oczkowe spelniajgce pewne dodat-
kowe warunki wynikajace z charakteru problemu, ktéry rozwigzujemy.

Nastepujace twierdzenie udowodnione w [80, Proposition 4.5] zawiera opis minimalnej
konstrukcji rozszerzenia dowolnego ®,-oczka M = M., , C Z" szerokosci dwa do
kolczanu @ 4-oczkowego I'(M, @,). Konstrukcje te bedziemy tez stosowaé w nastepnym
podrozdziale w budowie geometrii sieciowych dla bigraféw korangi dwa.

Twierdzenie 6.15. Niech A € UBigr, ,m > 2, bedzie spdjnym dodatnim bigrafem bez petli,
D,: ZM — Z™ transformacjg Coxetera, ¢, < oo liczbg Coxetera. Kazde P 4-oczko:

Mw,v Pw------ Dl (w) , (616)
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6.2. O geometriach @ ,-sieciowych pierwiastkow bigraféw dodatnich

gdziew,v € Z" oraz v' 1= w + @Zl(w) — v € Z™, mozna jednoznacznie uzupetnic do nastgpu-
jacego kotczanu @ 5-oczkowego
D1 (v[-2])

: A N
o[-1] - - - P (v[-1])

— \y A N
I'(M, ®,) : £ 0[0] - - - - @31 (0[0]) , (6.17)

NS N
o[1] - -=- &3 (v[1])

NS
v[2]

w ktérym M = M, , oraz P ,-niezmienniczy zbior M = M,,, C Z™ zdefiniowany jest
nastepujgco M =M,, = | J{Orbwk)) C zm, 6.18)
tj. sktada si¢ z wektoréw nalezgcych do @A—okr%zzt Orb(v[k]) wektoréw v[k] € Z™, gdzie v[0] =
w,v[1] =0, v[-1] = P, (v), oraz dla kazdego k > 1 zachodzg réwnosci:

* o[ k1= v[0] + ...+ P*(@[0]) — (P (v[-1]) + ... + D (v[-1])),

o v[—k] = — (P, (@[0]) + ... + DK (W[0O])) + v[-1] + ... + DA (v[-1]),

* v[cy] = v[0] oraz CDZA(v[k]) = v[k], tj. kolczan I'(M,®,) lezy na torusie 723[0] rangi c,.
Jesliv = 0 (tzn. M., ,, jest oczkiem szerokosci jeden), to wektory v[—1] := @, (v) oraz v[cy —1] =
v[—1] sq zerowe, tj. @ 4-oczkowy kolczan T (M, @ ) lezy na skoriczonym cylindrze C21) rangi c,.

Ksztalty koltczanow I’ (M, D ») skonstruowanych w twierdzeniu 6.15 schematycznie
przedstawiamy na nastepujacym rysunku, gdzie kolorem niebieskim oznaczamy & ,-orbity
wektoréow v[i],i = 0,...,cy — 1. Sg to odpowiednio torus 7;2[0] rangi ¢, oraz cylinder C¢ A[O]
rangi ¢, (zobacz [79, 80]):

;[0] ::::::/= _____ \ [¢1]
o) ittt ~
7:0[0]2 U[l]] :::::::L E il U[CA—4] ,CfA[O]: i l

* . .

. . . . i
\v[k] _-_&__, /__ v[k+1]/ vlcp-2] 27T Tz== l

_______ —_ = - - __ -

W nastepujacym przykladzie ilustrujemy definicje @ ,-sieciowego systemu pierwiast-
kéw na przyktadzie grafu Dynkina A,.

Przyklad 6.19. Rozwazmy nastepujacy spdjny dodatni graf krawedziowo-dwudzielny
bez petli

Ay 1*2*374,gdzierA4: }OraZCA4:5.

Zbiér R 5, pierwiastkéw bigrafu A, sklada si¢ z 20 wektoréw, jest sumg czterech
® 4, -orbit kazda dtugosci ¢, = 5 i ma nastgpujacg strukture @, -sieciowego systemu
pierwiastkéw:

****** 1034 ~= - €qg ------- €3 ------- € ------- €
o N 0N NN SN S
234F """ €123 =~~~ €34 ------ €3 ------ €12
I'(Rp,, Pa,): TN N N N N
€34 -~~~ - €1p =~ €234 ------ €123 ------ €34
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Stosujemy oznaczeniae, . :=e€, +...+e,,0:= —v. Latwo zauwazy¢, ze I'(Ry,, Pp,) =
I'(M, ®,,) gdzie M jest nastepujacym P, -oczkiem szerokosci jeden

Kotczan I'(R A, Pa,) ma ksztalt skoriczonego cylindra Cgl rangicy, =5, gdzie zielonym
kolorem oznaczamy wektory v[1] := e, v[2] := —e,34,0[3] := —ep3,v[4] := —e, Wyznaczo-
ne w twierdzeniu 6.15, a szarym tlem wyrézniamy wektory jednostkowe eq, e, e5,e4 € Z*
stanowiace standardowg Z-baze grupy Z*.

W [79, 80, 82, 84, 87] pokazuje sie, ze jesli ,,odpowiednio dobrze dobrane” kolczany
®,, P ,-oczkowe I'(R,, @A), T (R, P4) dodatnich bigraféw bez petliA, A" € LLBigrm, sq
izomorficzne (oraz ¢ definiuje taki izomorfizm), to A, A" sa silnie Z-kongruentne. Innymi
stowy, prawdziwa jest rownowazno$é

B — @ N
Axy AN o T(Ry Py =T Ry, Py

W tym celu korzysta sie z nastepujacej definicji izomorfizmu kotczanéw P-oczkowych
(mesh translation quiver isomorphism) wprowadzonej w [87, str. 63].

Definicja 6.20. Kotczany @, P 5i-oczkowe I (ﬁA, D), T (R A P ) nazywamy izomorficz-
nymi, jesli istnieje izomorfizm @: I (R, @p) — T'(Rp, @) grafow skierowanych, ktory
(i) przeprowadza @ 4-orbite O(v) C R, dowolnego pierwiastka v € R, z catkowitej liczby
d > 0 na @ -orbite pierwiastka ¢ (v) € Ryzd>0

(ii) przeprowadza dowolne @ -oczko M., ) &1 szerokosci k > 1 kotczanu I’ (Ry, ®p) na

D p-0czk0 M1y 000y, p(otk-1) SZ€TOKOSCi k 2 1 kotezanu T(Rp, @), t.
o) e ")
PN L
v< : :455%) @ q)(?l(v)) = @, (9(0))
k=1 \ﬁ(v(k 1>)
o® (p(v(")>
(iil) oraz dla kazdego v € R, prawdziwa jest réwnosé ¢(—v) = —@(v).

Przypominamy teraz ideg zastosowania ®,-oczkowych geometrii pierwiastkéw w bu-
dowaniu algorytméw kombinatoryczno-graficznych opisujacych macierz B € M,,(Z) defi-
niujacy silng Z-kongruencje Grama A’ =5 A, o ile taka istnieje. Idea ta zawarta jest w naste-
pujacym twierdzeniu, ktérego czeé¢ (a) pochodzi z [80, Proposition 4.8(c)], a czeé¢ (b) z pra-
cy [87, Theorem 3.13], por. [79, 82, 84].

Twierdzenie 6.21. Niech A, A" € UBigr, ,n > 1, bedq dodatnimi spdjnymi grafami krawe-
dziowo-dwudzielnymi bez petli oraz @, Py 2 Z" — Z" transformacjami Coxetera.

(a) Zalozmy, ze macierz B € Gl(n, Z) definiuje Z-kongruencje Grama A" =8 AorazT (R, D)
jest ustalong P s-oczkowg geometrig pierwiastkéw R 5 bigrafu A. Wtedy
(al) homomorfizm hg: Z" — Z",v — v - B grupy Z" jest automorfizmem,
(a2) istnieje doktadnie jedna ® ,-oczkowa geometria pierwiastkow I' (R, @) bigrafu A'
taka, Ze ograniczenie hg: Z" — Z" do F(ﬁA, D,) C Z" definiuje izomorfizm
Pp = hB: F(ﬁA, ®A) - F(ﬁAII (DAr)
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6.2. O geometriach @ ,-sieciowych pierwiastkow bigraféw dodatnich

kotczanéw @5, D p-oczkowych. Ponadto macierz B ma postac

B = qu = [ ¢B(31)tr’ e, goB(enylr ],
gdzie e, ..., e, € Z" jest standardowq Z-bazq grupy Z". Innymi stowy, j-tq kolumng
macierzy B jest wektor p(e;)) € Z" dlaj=1,...,n.

(b) Jeslip: T’ (ﬁA, D) - T (ﬁA,, D) jest izomorfizmem ustalonych geometrii P, P 5-oczko-
wych takim, Ze macierz
B(p = [ q)(el>tr/ -, q)(en)tr ] c MH(Z)
jest Z-odwracalna oraz ¢ (v) = v - B, dla dowolnego wektora v € R4, to zachodzi réwnoéé
G, = By - Gy - B, tzn. B,, definiuje Z-kongruencje A’ z;"’ A.

Idea dowodu. Zatézmy, ze A, A" € LLéBigrn,n 2> 1, sa dodatnimi spéjnymi grafami
krawedziowo-dwudzielnymi bez petli, Cox,, Cox, € M,,(Z) macierzami Coxetera oraz
Dy, Py 2" — Z" transformacjami Coxetera.

Czeé¢ (a) zostata udowodniona w [80, Proposition 4.8(c)]. Dowdd czeéci (b) w przy-
padku, gdy A jest jednym z graféw Dynkina A,,n > 1,D,,,n > 4, E4, E;, Eg, jest podany
w [87, Theorem 3.13]. Metode dowodu mozna zastosowaé w sytuacji rozwazanej w (b).
W tym celu wykazuje si¢, ze zalozenia w implikacji (b) implikujg réwnosé:

Cox, - B = B} - Coxy. (6.22)
Stad Cox, = prr -Coxy: - Bq;”. Na podstawie [83, Theorem 3.3] (zobacz tez [82, Notes added
in proof]) prawdziwe sa réwnosci
Gy =2-G,-(E—Coxy)™ ", Gy =2-Gy - (E—Coxy)?, (6.23)
i w konsekwengji otrzymujemy nastepujace réwnosci
Gy =2-Gp- (E—=Coxy) ™ =2-Gp- (BY - B,!" — By - Cox, - B,") ™" =
=2-G, - (Bl - (E=Coxy) - B,)™" =2-G, - B,' - (E—Coxy)™"" - B, =
=2-BY-Gu - B, Byl (E~Coxs) ™" B, =Bl -2-Gp - (E— Coxy) ™" - B, =

— Rt .
- B(;. * GA’ * BQO’
co nalezalo pokaza¢. O

Nastepujacy przyktad ilustruje zastosowanie twierdzenia 6.21.

Przyklad 6.24. Rozwazmy nastepujacy graf krawedziowo-dwudzielny bez petli
1111 00 0-1

i , Cox, = é (1) 8:1 oraz c,=>5.
1 00 1-1

A: i o770, gdzie Gy=
> |

O R

01
00
00
Bigraf A € UBigr, jest dodatni, gdyz
1 2,1 2,1 2,5
Ga() =7 (201 + X2 + X3+ X4)" + 553 Bxp + X3 +2x4)" + 57 (43 +x4)" + 343,
Latwo sprawdzi¢, ze zbiér R, pierwiastkéw bigrafu A sktada sie z 20 pierwiastkéw
RA :{61,62,83,64,61 + éz,el + 6?3,61 + é4,82 + é3,€2 + é4,€3 + é4}U
] {él,éz,é3,é4,é1 + ez,él + 63,6?1 + 64,é\2 + 33,é2 + 64,53 + 34},
jest rozlgczng suma czterech @, orbit kazda dltugosci ¢, = 5, oraz ma strukture naste-

pujacego P ,-sieciowego systemu pierwiastkéw I'(R,, P,) w ksztalcie skoriczonej tuby
(cylindra) C! rangi ¢, = 5:
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Stosujemy oznaczenie ? := —v. Ponadto zielonym kolorem zaznaczamy sa wektory
v[1] := ey, 0[2] := e,,v[3] := e3,0[4] := ey, wyznaczone w twierdzeniu 6.15. Latwo
zauwazy¢, ze geometria ®@,-oczkowa I'(R,, @,) C 75 jest izomorficzna z geometrig
I'(Rp,, Pa,) przedstawiong w przykltadzie 6.19. Szarym ttem wyréznione sa wektory
odpowiadajace przez naturalny izomorfizm ¢ wektorom bazowym ey, e,, €5, ¢4 € Z* w izo-
morficznym z kolczanem I'(R,, ®,) C Z° kotczanie & a,-0czkowym I'(Ry,, Py,) C Z>.
Zgodnie z twierdzeniem 6.21, izomorfizm ¢: I'(R Ay Pa,) = I'(Ry, ®4) wyznaczony jest
nastepujaco

e;, dlav=e, e; + 6, dla v =eqy,
é,, dlav=e,, 63, dla v=ey;,
@(v) =1 é3+ey dla v=e3, @(v)=1 &, +ey dla v=-e3, oraze(—v)=—¢(v),
6y, +e3, dla v=o¢, e, + &3, dla v =eqy3,
er + 6, dla v =eq534, 6, dla v=eysy,

gdzie stosujemy oznaczenia e, =€, +...+e, oraz¥:= —v.

soee Ay

Latwo sprawdzi¢, ze macierz B, = [@e), p(ex)', p(e3), p(ey)™] jest Z-odwracalna
01c‘1az' definiuje silng Z-kongruencje Grama A ~; Ay, tzn. det B, = 1 oraz B - G,-B o= G Ay
gdzie

€ M, (Z).

€1 €
Bir — e1-Coxy _ —ey |
¢ — | egCoi |7 |—estes|” _

e-Cox3, —eéxtes

O OO
= =00
O R RO

[N eNoRy

Uwaga 6.25. (a) Zagadnienie konstrukcji kotczanéw @ ,-oczkowych rozwazano m.in.
w artykule [80], gdzie zdefiniowano algorytmy wyznaczajace kotczany @ ,-oczkowe (tzw.
mesh tubular algorithm oraz mesh toroidal algorithm). W artykule [80] podano ksztatty geo-
metrii @p-sieciowych dla graféw Dynkina D € {A,,,m > 1,D,,,m > 4, E,, E,, Eg}. W [87,
Theorem 3.13] wykazano nastepujaca réwnowaznoéc¢

B
[(Rp, ®p) £T(R,, &) & Dy 4, (6.26)

gdzieD € {A,,m > 1,D,,m > 4,Eg E,, Eg} jest jednym z graféw Dynkina przed-
stawionych w tabeli 3.32. Geometrie ®4-oczkowe pierwiastkéw pewnych bigraféw gtow-
nych A e LLBigrm przedstawione sa w artykutach [79, 80].

(b) Opisana w twierdzeniu 6.21 idea budowania algorytméw umozliwiajacych obli-
czenie macierzy B € M, (Z) definiujacych silng Z-kongruencje Grama A =5 A’ pomiedzy
spSjnymibigrafamiA, A" € Bigr,, wykorzystujacych izomorfizm I'(R,, ) = I' (R, Pp)
kotczanéw @ ,, @ ,-oczkowych stosowana jest

* przez nas w tym rozdziale oraz artykule [98] dla spdjnych nieujemnych bigraféw
korangi dwa bez petli o co najwyzej 6 wierzchotkach,

* w [82, Lemma 4.6] dla dodatnich bigraféw bez petli silnie Z-kongruentnych z diagra-
mami Dynkina o co najwyzej n < 8 wierzchotkach,

* w [34, Procedure 7.2] dla dodatnich zbioréw cze$ciowo uporzadkowanych silnie Z-
kongruentnych z diagramami Dynkina Eg, E,, Eg,

* w [38, Procedure 3.6, Theorem 1.9] dla gtéwnych zbioréw czeéciowo uporzadko-
wanych o co najwyzej n < 15 elementach, silnie Z-kongruentnych z diagramami
Euklidesa Km, m > 1,715),71, m >4, E6, E7, Eg przedstawionymi w tabeli 3.33,

* w [7, Theorem 3.4] dla macierzowych morsyfikacji diagraméw Dynkina,

* w [87, Theorem 3.13] dla dodatnich bigraféw Cox-regularnych [55, Definition 3.1]
silnie Z-kongruentnych z grafami Dynkina A, m > 1,D,,,m > 4, E¢, E,, Eg przed-
stawionymi w tabeli 3.32, oraz silnie Z-kongruentnych z bigrafami B,,,m > 2,C,,,
m 23,7 ,,59,, przedstawionymi w [55, Table 3.11].
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6.3. O geometriach ¢ ,-sieciowych pierwiastkow bigrafow
korangi dwa o co najwyzej 6 wierzchotkach

Analizujac geometrie P-sieciowe, konstruujemy algorytmy umozliwiajace obliczenie
macierzy B € M,,,(Z) definiujacych silng Z-kongruencje Grama A ~; A’ pomiedzy
spojnymi bigrafami A, A" € dﬁigrn 2 korangi dwa o n + 2 wierzchotkach, gdzie 3 <
n + 2 < 6, przy zalozeniu, ze taka kongruencja istnieje.

W niniejszym podrozdziale oraz artykule [98] pokazujemy, ze dla dowolnego spdjnego
nieujemnego bigrafu A € UBigr, , , korangi dwa bez petli o 1 + 2 < 6 wierzchotkach, na
zbiorze R, = R, U Ker g, istnieje geometria & ,-sieciowa I'(R, U Ker g4, @,).

W calym podrozdziale przyjmujemy, ze A € UBigr, , jest spéjnym nieujemnym
grafem krawedziowo-dwudzielnym korangi dwa bez petli o n + 2 > 3 wierzchotkach.
Z bigrafem A stowarzyszamy kotczan ®,-oczkowy I'(R,, ®,), gdzie @, Z'2 — Z1+?
jest transformacja Coxetera bigrafu 4, a zbiér R, C Z"*+? réwny

Rp:=R, lub R,:=R,UKer gy C Z"*2, (6.27)

jest @ -niezmienniczy, zobacz lemat 3.40(d).

Poniewaz zbi6r pierwiastkow R, C Z"*2 jest nieskoficzony (zobacz lemat 3.21(b)),
wigc do konstrukdji i opisu nieskoriczonego kotczanu @4-oczkowego I'(R,, @,) wyko-
rzystujemy pojecie reduktu R C R, zbioru pierwiastkéw R, wprowadzone w [79,
Definition 3.6]:

R = {v € Ry; v, =v;, =0} C Z"*?, (6.28)
gdzie indeksy (j;,j,) wyznaczone sg przez (j,, j,)-specjalna Z-baze grupy wolnej Ker g,
rangi dwa, zobacz definicja A.25 w podrozdziale A.3 oraz [79, (3.10)].

Schemat (6.17) konstrukgji @ ,-oczkowych kotczanéw I'(R,, ®,) z powodzeniem sto-
sujemy do budowy kotczanéw @ ,-oczkowych dla spéjnych nieujemnych bigraféw A €
URBigr korangi dwa o co najwyzej 6 wierzchotkach. W dalszej czgsci korzystamy z na-
zewnictwa i oznaczeri wprowadzonych w [79, 80].

Uwaga 6.29. Niech A € UBigr bedzie spéjnym nieujemnym bigrafem bez petli oraz
D,: Z™ — Z™ transformacjg Coxetera. Przypominamy, ze jesli h € Ker g,, to @, (h) = h
(zobacz lemat 3.40(c)). Stad ®,-orbita dowolnego wektora z jagdra h € Ker g, sktada sie
z jednego wektora i € Ker g,. W konsekwencji, w ®,-oczkowych kotczanach I'(R , @)
calg @ ,-orbite wektora z jadra h € Ker g, utozsamiamy z pojedynczym punktem (innymi
stowy, sklejamy ja do punktu) i € Ker g,, zobacz [79, 80].

(a) Jesli @,-oczkowy kotczan I'(R,, ®,) ma ksztalt nieskoriczonej tuby oraz zawiera
P ,-orbite wektora z jadra € Ker g,, to w miejscu tej orbity powstaje przewezenie, od
ktérego pochodzi nazwa wynikowego ksztattu: tuba klepsydralna, zobacz [79, 80].

(b) Jesli @,-oczkowy kotczan I'(R,, ®,) ma ksztalt torusa oraz zawiera & ,-orbite
wektora z jadra h € Ker g,, to w miejscu tej orbity powstaje przewezenie, co ilustrujemy na
nastepujacym rysunku:

W dowodzie twierdzenia 6.30 pokazujemy, ze dla spdjnych nieujemnych bigraféw

A € URBigr, ,, korangi dwa bez petli o n + 2 < 6 wierzchotkach, na zbiorze ®,-orbit
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zbioru R, U Ker g, istniejg geometrie ®,-sieciowe pierwiastkéw I'(R, U Ker g4, D,)
bedace nieskoriczong suma:

(i) nieskoniczonych w dét i gére tub klepsydralnych rangi 2 oraz 3:
v

Twierdzenie 6.30. Niech 1 < n < 4 oraz E%,j' j = 1, bedzie spéjnym nieujemnym grafem
krawedziowo-dwudzielnym korangi dwa przedstawionym w tabeli 6.5.
(a) Zbior @bglj-orbit zbioru szw, U Ker B2, C Z"*2 ma strukturg @D%J-sieciowej geometrii
I'(Rps2 UKer gp52 , Py ) pierwiastkéw bigrafu D? j W postaci nieskoriczonej sumy
n,j n,j n,j ’.
(al) torusdw rangi cp, <co dla D% e(A},, A3, A}, D3, D3,
(a2) nieskoriczonych w doét i gore tub klepsydralnych rangi Cp2 = 2dla ﬁi,j € {K%,l,ﬁﬁ,3},
(a3) ptaskich kolczanéw nieskoriczonych w kazdym kierunku dla ﬁﬁ’j = K%/z,
(a4) nieskoriczonych w dot i gore tub klepsydralnych rangi ¢, € (2,3} oraz plaskich
n,j
kotczandow nieskoriczonych w kazdym kierunku, dla 75% e {K%/z, Ki/z, Ki,3,ﬁi,4,
D3 5.
(b) Jesli A =% D} ; oraz hy: Z"** — Z"*2 jest izomorfizmem grupy Z"*2 zdefiniowanym wzo-

rem hg(v) := v-B" dlav € Z"*+2, to istnieje doktadnie jedna geometria ® y-oczkowa I (R4 U
Ker q,, ®,) taka, ze ograniczenie hg: Z"*> — Z"*2 do I'(Rys. U Ker g2 , Pp2 ) C
n,j nj nj

Z"*2 definiuje izomorfizm kolczandw Pz , P p-oczkowych
n,j
hB: F(R’Dﬁ] U Ker qf)ﬁ/ (‘D’Dﬁ]) d F(RA U Ker qA/ @A)
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Dowdd. Niech1< n < 4orazD?; € {A3,,A3,, A3, A%, A3, A3, A}, A, D3,
D3, D3, D3} 4,'531,5} bedzie spéjnym nieujemnym grafem krawedziowo-dwudzielnym
korangi dwa przedstawionym w tabeli 6.5.

(a) W kazdym z rozwazanych przypadkow PD%J S {7\\%1, K%,v ’A%,Z, K%/l, K%/z, Kil,
A%, A3, D3}, D3}, D, D}, D35} dowdd przeprowadzamy w nastepujacych etapach.

Etap 1. Obliczamy redukt Rg;j,j C Z"*? (zobacz algorytm A.30) i na jego podstawie

wskazujemy pewne kanoniczne kolczany @5, -oczkowe zawierajace Z-baze grupy Z"*2.
n,j
W rozwazanych przypadkach skonstruowane kotczany @, -oczkowe majg ksztalt
n,j

. 1 ap v .
* skonczonych cylindréw C¢, =7, rangi Cp2, <
n,j n,j /)

ey th’ 6 +h _ 7—e4+ﬁ’,él+ﬁ’
—’6

* cylindra C, rangi cg> = 6z Pp; -oczkiem szerokosci trzy,

* nieskoniczonych w doét i gére tub klepsydralnych 7.7 rangi ¢5. € {2,3},
D%’}. n,j

e plaskich kolczané6w N*® nieskoniczonych w kazdym kierunku.

Etap 2. Podajemy metody konstrukdji kotczanéw ®p. -oczkowych t, 7.7, _,thT;“B/’éﬁﬁ’,

n,j

n,j
t, V"™ powstalych w wyniku przesuniecia kanonicznych kolczanéw @, -oczkowych

n,j

o dowolny wektor z jadra h € Ker gp. C Z"+2.
n,j

Etap 3. Dowodzimy, ze P, -niezmienniczy zbiér Ry, UKer g, C Z"*? ma strukture
n,j n,j nj

kotczanu @4, -oczkowego I'(Ry2 U Ker g55. , D552 ), bedacego nastepujaca nieskoriczong
n,j n,j n,j n,j
sumgq kotczanéw P, -oczkowych
n,j

R,é,+h'
IF'(Rpa UKer qp , Ppa )= Juwre, v e [ e

heKer g5 " heKer G52 heKer g5

n,j n,j n,j

W ten sposéb dowodzimy czesé¢ (a) w kazdym z rozwazanych przypadkéw. Szczegoéto-
wy dowod dla D ; = A3 | = A3 przedstawiamy w lemacie 6.32. Uzywajac analogicznych
argumentow, dowodzi sig prawdziwosci tezy dla bigraféw D5, € {A3 |, A3 |, A7, Dj ,,
D7 ,}, ktorych geometrie @5, -sieciowe pierwiastkéw maja ksztalty torusow rangi ¢z, <co.

4 n,j n,j
Przypadek ’D,Zl/]. = K%,l rozwazamy réwniez w [64].

W przypadku, gdy ’5%,]- = A7, szczegotowy dowod twierdzenia przedstawiamy w le-
macie 6.36. Dla bigraféw D}, ; € (A7, A3,, A3 ,, A] 3, D75, D7, D] 5}, kt6rych geometrie
P4, -sieciowe pierwiastkéw majg jeden z nastepujacych ksztattow

'] nieskoniczonych w dét i gére tub klepsydralnych oraz ptaskich kotczanéw nieskon-
czonych w kazdym kierunku,

* nieskoniczonych w doét i gére tub klepsydralnych,

¢ plaskich kotczanéw nieskoriczonych w kazdym kierunku,
w dowodzie twierdzenia uzywa si¢ analogicznych argumentéw jak w przypadku Kiz-
Przypadki D ; € {A],, A7 ,} rozwazamy réwniez w artykule [64], a przypadek D ; =
7]5)2,5 w artykule [98].

(b) Niech A € LLJBigr%ﬁl]_ (6.2) bedzie spéjnym nieujemnym bigrafem korangi dwa bez
petli silnie Z-kongruentnym z bigrafem ’Dfl,].. W dowodzie tezy wystarczy zastosowaé
argumenty uzyte w dowodzie twierdzenia 6.21, por. [79, 82, 84]. O

Przypominamy, ze zbiér pierwiastkéw R, C Z"*? bigrafu A € UBigr . korangi

n+2
dwa jest nieskoriczony (zobacz lemat 3.21(b)), a zatem ®,-oczkowy kotczan I (R, @p)

zawierajacy zbidr pierwiastkéw R, C R, jest nieskoriczony. Na potrzeby skoriczonego
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opisu @ ,-oczkowego kolczanu I'(R,, ®,) oraz budowy algorytméw kombinatoryczno-
graficznych, w kotczanie I (R, @) wyréznia sie¢ skoficzony podzbiér I'y C I’ (R4, D),
tak zwany @ ,-oczkowy obszar podstawowy, wprowadzony w [82, Definition 1.11(b)].

Definicja 6.31. Niech A € UBigr, ., bedzie spdjnym nieujemnym bigrafem korangi dwa bez
petlion+2 = 3 wierzchotkach oraz I (RA, D ,) kotczanem P 5-oczkowym. Méwimy, Ze skoriczony
podzbiér Ty C T'(Ry, @,) jest @ 4-oczkowym obszarem podstawowym @ -oczkowego kolczanu
T(Ry, @p), jesli

(i) Iy zawiera Z-baze grupy Z"*2, oraz

(if) I'y uzupetnia si¢ zgodnie ze schematem (6.17) przedstawionym w twierdzeniu 6.15 do P 4-
oczkowego kolczanu I (R, @)

Zaczniemy od przedstawienia P z-sieciowej geometrii I'(Ry; U Ker g3, @) pier-
wiastkéw bigrafu AZ przedstawionego w tabeli 6.5. Niemniej wyniki te przenosza sie na
przypadek D% € {A2 1, A2, D3,,D3,}, poniewaz zbiér Ry, U Ker g5, ma strukture

, , 7 n,j n,j
P2 ]_—51eC1owych geometrii w ksztalcie torusow rangi ¢ <o

Lemat 6.32. Niech A2 € URBigr, bedzie standardowym rozszerzonym bigrafem Euklidesa
przedstawionym w tabeli 6.5. Zbior Rz UKer gz, C Z> ma strukture P ;-sieciowej geometrii

IF'(Ryz U Ker g5z, Pg2) pierwiastkéw bigrafu A2, ktéra ma postaé
U &7 (6.33)

heKer qK%

nieskoticzonej sumy toruséw rangi ¢z, = 4.
3

Dowéd. Przypomnijmy z podrozdziatu 4.1, ze standardowy rozszerzony bigraf Eukli-
desa K% ma nastepujgcq postac:

1 -1 0-1-1 01 0-11

0 1-1 00 00100

2=A 51° % gdz1eG 0 0 1-1-1foraz Coxg, = |-1-1-1-1 1/.
0 0012 3 211 3-=2

—2——3 0 00 01 211 2-1

Poniewaz wektory h® =[1,1,1,1,0],h® = [1,1,1,0, 1] tworza (4, 5)- specjalng Z-baze
grupy Ker gz, C Z° (zobacz dowéd twierdzenia 4.4(a)), wiec redukt (6.28) jest réowny

RIA?; = {e1,€2,€3,€12, €123, €23, 81,85, 83,812, €123, 63} C Z°,

gdzie stosujemy oznaczeniae, . :=e¢€, +..+e, oraz 0 := —v. Ustalmy wektor h’ :=
h® — h® Poniewaz liczba Coxetera o =4 (zobacz twierdzenie 4.4(b)) jest skoriczona,
wiec @Kg-orbity pierwiastkéw sg skoriczone.

Etap 1. Uzywajac reduktu R%fg C Z°, wskazemy kanoniczne @K%—oczkowe kotczany

[€3)
7,2 = C}? oraz 72;?2'63“‘ ' zawierajace Z-baze grupy Z5.
3
sz . 2 1 2 .
Latwo sprawdzi¢, ze zbior RK% U RK% - RK? gdzie
R}% := Orb(ey) U Orb(éy3) U Orb(é;) C Z5 oraz R% i= ] Orb(es +k-h') C Rz,

kez

2
Azz

przez nastepujacy (P;\gg-oczkowy obszar podstawowy Ig: =T %2 Ul %2
3 3

ma strukture D x;-sieciowej geometrii I (R U R%., Paz) pierwiastkow wyznaczong

€y -------- e; + h'----- €123 + ﬁ ------ €3 e3 + h(5) ______ °
Fl, N et AN R A \AA A/ 1"}% N P
A3 eip+h'------- €3 """ 7 é1p +h A2 @5 ------ e; +h®
N 7 \ . ~N P4 -
3T € €4 ~—------ d
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gdzie wektory (wyréznione szarym ttem)
{ey +1,e5,e3,04,65) C Rz C 7> dla h':=h® —h® =¢, — ¢4

tworzg Z-baze grupy wolnej Z°.
Przedstawiony obszar podstawowy I 2 jednoznacznie wyznacza strukture @Kg-oczko-

wego kofczanu I (73 2 U Riz, A‘g) bedacego sumg dwoch kotczanéw

r(RL, 2 U Ri @) =T (RY

AZI A2) UF(RA2/ 'A’%)

Ay
lezacych odpow1edn10 na skoriczonym cylindrze Cc~2 rangi cz; = 4 oraz na nieskoriczonej

he
tubie 7;‘15233+ rangi cz; = 4.

Etap 2 Pokazemy, ze zbi6r Rz U Ker gz; ma strukture kotczanu &4 —oczkowego
(R UKer g3, Px2), bedacego rueskonczonq sumg kotczanéw P4 —oczkowych

[(Rg UKer gz, @) = | 473"
heKer qA%
W tym celu podamy metode konstrukcji kotczanéw ¢K§-oczkowych t, 7,2 powstatych
w wyniku przesuniecia kanonicznego Px; -oczkowego kotczanu 7,2 o dowolny wektor
zjadra h € Ker gz, C Z°.
Z rozkladu R« Az = Rre’i + Ker g5 C Z° (A.28) wynika, ze kazdy pierwiastek v € R+,
jest wierzchotkiem kolczanu I'(R™, Az) =TI (R}ig' Ag) przesunietego o wektor z ]qdra,

Az’
tzn.v € thF(RXZ, (DAz) gdzie

thF(RX‘zi, @Az) = F(RK‘;, Ag) + h, dla pewnego I € Ker g,. (6.34)

Co za tym idzie, zbiér Rz U Ker qg; C Z° posiada strukture @Kg-sieciowej geometrii

r (R’Kg U Ker 72/ (PfA«%) pierwiastkéw bigrafu A2, gdzie

TRy UKer gz, @) = ] tI'(REY

heKer qA%

o, &) (6.35)

oraz kotczan t,I’ (RK‘Z, €D~2) =T (Rre‘i +h, &% Az) lezy na torusie th’Tffz rangi cx A2 = 4

Pl NN LN
@ ————— ey+h'+h)---- 6 pa+h'+h ----- es+h
S A R -
bl (RS, Prz) : m ’”;523”1;"” iu+ﬁ’+’f
epoz+th'+h -----4é3+hf------ erth ------ é,+h'+h
S N e
AN N

élz3+ﬁ/+h ***** 63+h ******* ***** €1+h'+h

Zauwazmy, ze wektory ey, e5 € Rz lezg na torusach tp e _ hcs)Te oraz th<4)7§i2, od-
powiednio. Co wiegcej, wektory ey, e5 € R e nalezg réwniez do kolczanu t,I (R el Ag)
r (Rf/\% +h, (DK§ ), ktory lezy na nieskoriczonej tubie th’ﬁe;% ath® rangi Caz = 4, ktorej frag-

ment posiada nastepujacg postac:
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tzJ’<R2K§, i) ¢

--—ea+h®+h'+h -~ ey +h®+h'+h ---- e, +h® 41

N o ~ e ~ o ~
ffffff e3+th®+h)----- er+th®+h ---- ey +h®+h'+h
- \ I ~ A ~ /'
er+h@® 420 +h - -- f - e3th@+h'+h - - e, +h® +h'+h
N A > A N A AN

e;+h®13h'+h - -- ---e3+th®42h'+h - e;+h@® 1 2h' +h

O]

Omoéwimy teraz przypadek tych spéjnych nieujemnych bigraféw korangi dwa bez
petli ’Dfl,]- € {A1,, A%, A3, A3, A%, D}, D], D35}, ktére posiadajg geometrie chD%J-
oczkowe bedace sumg tub klepsydralnych rangi Ebi,/ € {2,3} oraz plaskich kofczanéw
nieskoniczonych w kazdym kierunku.

Dla ustalenia uwagi przyjmujemy f)i,j = Ki,r Niemniej wyniki tego podrozdziatu
przenosza si¢ na przypadek D3 ; € {A7 |, A3 ,, A3 ,, A7 5, D] ;, D3 ,, D] 5) poniewaz zbi6r
R’Dﬁ,]. UKer 02, ™Ma strukture @b%'j—sieciowych geometrii bedgcej sumga tub klepsydralnych
rangi EB%J € {2,3} oraz ptaskich kotczanéw nieskoriczonych w kazdym kierunku.

Zaczynamy od przedstawienia @Kiz-sieciowej geometrii I' (RKE , U Ker Az @Ki )

pierwiastkéw bigrafu Kiz przedstawionego w tabeli 6.5.

Lemat 6.36. Niech A?m € URBigr  bedzie grafem krawedziowo-dwudzielnym przedstawionym
w tabeli 6.5. Zbior Rz UKer gz C Z° posiada strukture P, -sieciowej geometrii I' (R, U
- _ . ’ . 7z . ! ~2 ., ’ ’
Ker ¢ A2, P az,) pierwiastkéw bigrafu Aj , w postaci:

U 673 (6.37)

heKer q-gi 5
nieskoriczonej sumy tub klepsydralnych t,7;* rangi Cxz = 3oraz:

FRL, ,@p U | G6IRL ,&x)u |J &I(Rigm &z )U

ALy Al
/ heKer g . heKer g
er inz er inz
UTRL, @)U | 6IRE, &)U | 4I(RL, @)
Az, T AL, h Az, T AL, h Az, T AL,
! heKer g2 g heKer g2 !
12 i2

nieskoriczonej sumy plaskich kotczanéw nieskoriczonych w kazdym kierunku.

Dowéd. Przypominamy, ze graf krawedziowo-dwudzielny ’Afiz ma nastepujacg postac:

1-1-1 0 0-1 202111
V- 0 100-12 1 2-1-1-1-=2
x2 . oo 5 _lo o100 __|looo0o100
A%, %\ ,gdzie Gz =| ¢ o o 1 4 o|orazCoxg =| 7 7 g g1 of
4 > 0 000 1-1 12000 1
1=—3—4—5 0 00001 1111411
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Latwo sprawdzi¢, ze wektory h® = [1,1,1,1,1,0],h® = [1,0,1,1,1,1] tworza (2,6)-
specjalng Z-baz¢ grupy Ker gz, C Z°, wiec redukt (6.28) skiada sie¢ z nastepujacych

wektoréow
R = {e,,61,€4,65,€13, €134, €1345, €34, €345, €as, 1,83, 4, b5, 813,134, 61345, €2, Cass, Cas )
A2, T 17/%37%4,%5, %137 %134, 1345, %34, 345, %45, %1, %3, %4, %5, %13, %134, %1345, ©34, 3457 ©45

gdzie stosujemy oznaczeniae, ., =e¢€, +..+¢, oraz 0 := —v. Ustalmy wektor h’ :=
h® — h®, Korzystajac z algorytmu A.55 przedstawionego w podrozdziale A.4, obliczamy
zredukowang liczbe Coxetera Cxz =31 sprawdzamy, Ze liczba Coxetera ¢, = oo jest

nieskoficzona.

Uzywajac reduktu R;\?idz C Z°, wskazemy kanoniczne kolczany @Kiz—oczkowe 7564,
I(RE, ,
4,2
4R, Px2 ) powstatych w wyniku przesuniecia kanonicznych kotczanéw o dowolny

4,2 4,

wektor z jadra h € Ker gz, C Z°.

@Kiz) oraz podafny metody konstrukcji kolczanéw @Kﬁrz-oczkowych t,75%,

red

Pierwiastki e3,e4,€34,65,84,634 € Rf{ijz sq jedynymi pierwiastkami ze zbioru RKE Y

ktére nalezg do skoriczonych P 2—orbit. Zatem zbi6r
Ri> ={xOrb(ey+a-h?),aeNyu{a-h®,ae 2} C Z°
4,2

posiada nastepujgca strukture ®4 _-sieciowej geometrii I (R,lA,2 ,Px2 ) lezacej na tubie
4, 4,2 ,

klepsydralnej 7;* rangi Cx2 = 3 wyznaczonej jest przez Oy z—oczko M., o:

1 .
[(RY, &g, )

2 7
42

Z rozkladu (A.28) wynika, ze jedyne pierwiastki bigrafu Kﬁ/z, ktére nalezg do skon-
czonych CDKE 2-orbit sa postacies +h,ey +h,e34 +h,é3+h,é, +h,é3, +h,gdzieh € KerfA«i R

Zatem lezg na jednej z nastepujacych tub klepsydralnych t,75* rangi Cxz, =3
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Zauwazmy, ze zbiory

Rz, =10rberass +a-@),0€ Z) C Rz C Z°,

R;))A’z = {Orb(€1 +2a-h(2>),aEZ}U{075(8134+2a.h(2))/a c Z}U{Orb(@le, 4 2a'h(2)),a€ Z},
4,2

R%\Yiz :={Orb(es +a-h?),a€ Z} U {Orb(ess+a-h®),a€ Z} U {Orb(esys+a-h?),a € Z},

maja strukture plaskiej Py -sieciowej geometrii I (R%2 ,
2 4,2

r (R%i,z' Q)Ki,z) nieskoriczonej w kazdym kierunku, odpowiednio.

3
(DK:";Z )/ F (R’A’ﬁzl ¢'A“4212 )/

2

W szczegodlnosci . -sieciowa geometria I'(R
Al A

&+ ) na zbiorze R%
2,2, Ail) Azzt,z

el ~N i N P N

S

r RZ b . R R L
—~ x . 2 > 2 2
( Az, Ai,z) €1345+h@+2h©® - - -~ - 1 €1345 ) - - - - - €1345+h@+2h©)) - - - - 15, +2hP +4h(©®

~ - N o >4 P

“raas thEHRE =<0 -~ e1345+h®+3h©®

wyznaczona jest przez @z, -oczko M gdzie dla kazdego k € Z

81345191345+h(2>+ﬁ(6)/
vlk] = e1345 —k - h'®, oraz

6.38

3

Geometria 4. -sieciowa I'(R3., ,®+. ) na zbiorze R:
Al Aiz Af, Aiz
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6.3. O geometriach & ,-sieciowych pierwiastkow bigraféw korangi dwa o co najwyzej 6 wierzchotkach

e13+h@ 2R | - o th@13h©® = - - ¢,3,+th@+h® - - ¢ +th@®12h©

g i ~ ¥ ~ E ~ .
G EEEEE e134th@+h©) - - ¢ +h@42h© - - ¢, +h@+3h©)
. A \ P N x ~ e
3 . e +h@+h® — - =< - (e | - - - - e13+h©® - - - - —- ¢,+2h©® .
F(RKZ ) (D’Aiiz) . o ~ e N s ~ x ~ .
’ . ¢134+h@+h©® ,,,,m,,” e1+h@4R©) - - - ¢,  1OR®
T e ~ re N A ~N K .
€134+2h@+2h©® - - ¢, 42h @) +h(©®) - - - f - - e13,+h®@+h®
e ~ e ~ e N Dl ~

€13+3h@+2h(®) -~ ¢, Bh@4h© - - - - ey3+2h@4R®©

wyznaczona jest przez ®$x, -oczko M, . per,sne, gdzie dla kazdego k € Z wartosci
v[3k],v[3k + 1] oraz v[3k + 2] wyznaczone sg wzorem
v[3k] = e, +2k-h®,
v[3k +1] = €134 + 2k - h@, (6.39)
v[3k +2] = e;53+k-h®,

4

Analogicznie geometria @ -sieciowa I'(R
A, A

&+> ) na zbiorze R
%,2, Aiz) A%,z

- -~ es+h@+h(® =< ¢,042h@+2R®) - ¢,,-+3h@+3h©®

\‘ / N A)v ~N 2: Y A
1 fffff e45th@+h©®) - - e5,42h@+2h© - e5+4h@+3h©®
e \ A Y E ~ K
4 es+h@+h©® - - - - - €45 ) - -~~~ e345th@+h© - - 5432 +2R©®
F(sz /(DKEZ) : Lt ~ e \\ P ~ F ~
2 ' . eys+th@+h©® - - - - - €345 f ==~ - - es+2h@+h® - - ¢, 4+3h@+2h©
. Ed - A N s - ;v .
45+2h @ 42h©) - - o) th@1h(® - - - - - - - e45+2h@+h©®
e ~ 4 ~ e N 7 S

€345 2R @ 42h©) - - - - e +h®) - - - - - - - - - e345+2h @ +h(®

wyznaczona jest przez @Kiz'OCZkO M, o +ho1he gdzie dla kazdego k € Z wartosci
v[3k],v[3k + 1] oraz v[3k + 2] wyznaczone sa wzorem
v[3k] = e5 + 2k -h®),
v[3k + 1] = e45 + 2k - h?, (6.40)
0[3k + 2] = e345 + 2k - h®),

Z przedstawionych rozwazar wynika, ze dowolny pierwiastek u € Ry | bigrafu A2,
4, 4
jest wierzchotkiem kofczanu

N - - - 2 "~ 3 -
TR, UKtz Pag,) =T (Rigy Pmg,) V- KU tl (R, Paz, )Y
EKer inz
4 " 2 "
u | WIR gz, P ) UT(RE, @3 U
heKer qxi 5 !
3 4
v U 6l (R, gz ) U ) tI(RL
heKer qxi 5 § heKer qxi 5
1
v U 6IRE, ,Pa),

heKer 9%z,

P30V

2 7
4,2
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gdzie przyjmujemy R%, := —RL, dlai=2,3,4.
4,2 4,2
Poniewaz e, = & 345 + h® oraz ey = €345 + h®, wiec wektory e,,¢, € Rz lezana
. ’ . 52 " £ . . ’
nieskoniczonym kotczanie I'(R%, , @ Ai,z)’ ktérego fragment jest nastepujacy

2 7
A4,2

é1345+h(® - — - - 51345+ﬁ(2)+h(6) - - é1345+21§(2)+3h(6>

N e S e
: 77777777 é] 345 —— — — - 51345+ﬁ(2)+2h(6) 7777777 A
I'R%, , &5 ): . @ / S
Kizl Ai,z . 61345h@+RO) — — — — 510, 4h(0) — — — - &4, - +h(2)130(6)
N et N e
******* 21345+h?) — = = = = &1345420(6) - - - - - - -
A N\ 7 N

6134520 +R(O) - — 613 o th@)4h(6) - - — . 54, -43h(0)

Podsumowujgc, zbiér Rz, U Kerg, posiada strukturg @z -sieciowej geometrii
r (RKi,z U Kerxiz,@;g%) pierwiastkéw wyznaczong przez nastepujacy @Kiz-oczkowy

obszar podstawowy in’z = I%i U 1%3 U I%i U F%ﬁ i

84 77777777 63 ”””” 634+h< ) 66 ”””””” L4
1 N T & B ™~ -~
Az, €34 ------- ey+h@ - ---- &+h® % e ----- 81345+2h @
A ™~ e ~ e R 7
h® -------. h® -------. h® 81345+ +h©) - -~ @
e;+h®43h©® ----- . es+h@R© - .
Ry / / Ry /
. €1---- e;34+h®+h® s €5----- es5+h@ +h©®
Az, < N Aln - N
€134 ~-------- o €45 --------- o
7 N e / AW e
® - e13+h@ ® - €345

gdzie wektory (wyréznione szarym ttem)
Ry> C Z°
{61162/ 33, €4, 65/ 66} C AAZLZ = Z

tworzg Z-baze grupy wolnej Z°. O

6.4. Algorytmy kombinatoryczno-graficzne

Metody konstrukcji macierzy definiujacych silng Z-kongruencje Grama A =, ﬁi/]. dla
ﬁfw- € (A2, Kﬁ,z} przedstawiamy w lematach 6.41-6.42, ktérych dowody umieszczamy
w dalszej czesci tego podrozdziatu. Sposoby konstrukcji macierzy definiujacych silng Z-
kongruencje Grama A = ﬁfl,j dla pozostatych bigraféw E%J przedstawionych w tabeli 6.5
sg analogiczne. Implementacja algorytméw kombinatoryczno-graficznych (zobacz algo-
rytm 6.52 oraz algorytm 6.68) konstruujacych takie macierze (wraz ze skonstruowanymi
macierzami definiujgcymi silng Z-kongruencje Grama A =, ﬁ%,j) dostepna jest na stronie
internetowej [99] oraz na plycie dotaczonej do rozprawy:.

Lemat 6.41. Niech A € URBigr, bedzie spéjnym bigrafem korangi dwa oraz niech wektory
h?, WY € Ker g, tworzq (i, j)-specjalng Z-bazg grupy Ker q, C Z5. Jesli

CDtype, = (2 —t* —t+1,A;) = CDtypey;,
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to istnieje taki pierwiastek e, € R, C 75, ze jedna z macierzy: B € Gl(5, Z) lub BY € GI(5, Z)
definiuje silng Z-kongruencje Grama, tj. A ~8 A%, gdzie B = BY lub B = BY oraz

@3'(e5) —h +hY ®3'(e5) —hy +hY
& &
B,= 33 (eh) , By= D% (ey)
hy — e, = 3" (e5) — @3°(ep) —hy) — ¢ — D31 (e;) — P3(e))
—h?+2n —ef) — D1 (eh) — P33 (eh) —2h$) +hY ey — D1 (e)) — D33 (ey)

Lemat 6.42. Niech A € UBigr, bedzie spdjnym bigrafem korangi dwa. Jesli
CDtype, = (t° = 3t° +3t* — 267 + 31> = 3t + 1, A;) = CDtypey: ,
to istniejg takie pierwiastki u*,v*,w* € R, C Z° oraz wektory hy,h), € Ker g, C Z°, ze

macierz B € Gl(6, Z) definiuje silng Z-kongruencje Grama A=, A2, gdzie

*

u
hy, —u* —v* — P, (v*") —w*
,Z}X-
B = e Gl(6, Z).
D, (v*)
w*
|h), —u* — 0" — Dy (v*) — w* |

Dowody lematéw 6.41 oraz 6.42 przedstawiamy na stronach 108 (jako dowéd lema-
tu 6.51) oraz 114 (jako dowdd lematu 6.65), odpowiednio.

Podstawa konstrukcji zapowiedzianych algorytméw kombinatoryczno-graficznych jest
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.43. Niech 1 < n < 4 oraz D?

wjr] = 1, bedzie spojnym nieujemnym grafem

krawedziowo-dwudzielnym korangi dwa przedstawionym w tabeli 6.5. Jesli A € UBigry, (6.2)
n,j

jest spojnym nieujemnym bigrafem korangi dwa bez petli silnie Z-kongruentnym z bigmferﬁ ﬁﬁ,j,
to macierz
B=[ e, -, e, | € M,12(Z),

definiujgcq silng Z-kongruencje Grama A = ﬁ%,j mozna zbudowac korzystajgc, analogicznie
jak w twierdzeniu 6.21(b), z izomorfizmu kolczanéw @: I' (R UKer g2 , P ) = IT'(Ry U
n,j n,j n,j
Ker gy, ®Py), tj.:
B=B, =] @), =, ¢, )" | €GCln+2,7).

Dowéd. Twierdzenie szczegétowo dowodzimy dla przypadkéw, gdy ’lv)%,j = K%,l = A2
(lemat 6.51), oraz 57211]- = Kﬁ/z (lemat 6.65). Pozostate przypadki dowodzimy uzywajac tych
samych argumentéw. Dowdd przeprowadzamy w nastepujacych etapach.

Etap 1. Dowodzimy, ze z reduktu R’ C Z"+2 (6.28) mozna wybraé pierwiastki wyzna-
czajace skoriczong liczbe kanonicznych geometrii @ 4-oczkowych izomorficznych z kano-
nicznymi geometriami ®rp ]_—oczkowymi przedstawionymi w 6.30(a). Wskazujemy metode

wyboru takich wektoréw ze skoriczonego zbioru R’ C Z"*2.

Etap 2. Dowodzimy, Ze geometrie ®,-oczkowe wskazane w poprzednim etapie za-
wierajg Z-baze grupy Z"*?. W szczeg6lnosci, ze taka Z-baze {é,, ..., ¢,,,} C Z"*? grupy
Z"*? mozna wskazac¢ na podstawie pierwiastkéw z reduktu bez koniecznosci konstrukji
kotczanéw @ 4-oczkowych.

Etap 3. Z pierwiastkow {é,, ..., é,,,} C Z""> wyznaczonych w etapie 2 konstruujemy
Z-odwracalng macierz

— str str
B=[ &, -, &,

| € M,.,»(2).
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Na podstawie twierdzenia 6.30(b) dowolna macierz B" € Gl(n + 2, Z) definiujaca silng Z-
kongruencje Grama A =% D2 - wyznacza Z-baze {¢] := ¢, - B, ... €}, := €,,, - B'} C Z"*?
grupy Z"*2, gdzie wektory {¢j, ..., €}, ,} C Z"2 naleza do obszaru podstawowego (defini-
gja 6.31), ktéry mozna uzupelni¢ do kanonicznych geometrii @ ,-oczkowych izomorficz-
nych z kanonicznymi geometriami P -oczkowymi.

Poniewaz liczba kanonicznych georhetrii @ 4-oczkowych izomorficznych z kanonicz-
nymi geometriami @»D%j—oczkowymi jest skorficzona (w rozwazanych przypadkach jest
réwna co najwyzej 12; w szczegOlnosci, jesli geometrie @ 4-oczkowe majg ksztatt cylindréw,
to liczba ta jest réwna 2), wiec liczba tak skonstruowanych macierzy B € Gl(n + 2, Z)
rowniez jest skoriczona. Stad skonstruowane przez nas algorytmy kombinatoryczno-gra-
ficzne maja wlasnosé stopu. Ponadto w skoriczonym zbiorze tak wyznaczonych macierzy
B € Gl(n + 2, Z) istnieje macierz definiujaca silng Z-kongruencje Grama. O

Macierz B € GI(5, Z) definiujacg silna Z-kongruencje Grama A = A2 konstruujemy
uzywajac wlasnosci (i")-(iv’) pierwiastkow e}, e;,e5,e;,e5 € Ry C 75> bedacych wierz-
chotkami kotczanu I'(R, U Ker g5, @p) =TI’ (RX§ U Ker 02/ @Kg) . Wiasnosci te przedsta-
wiamy w nastepujacym lemacie.

Lemat 6.44. Niech A% € URBigr, bedzie bigrafem przedstawionym w tabeli 6.5, Pzt 7° - 7>
transformacjg Coxetera, oraz Ker qz; = Z - h® @ Z - h®, gdzie wektory h® = [1,1,1,1,0],
h® =1[1,1,1,0,1] tworzq (4,5)- specjalng Z-baze grupy Ker s

a ektory {e{,€5,65,€4,65} C Rx2 C tworzgce Z-baze grupy wolne majg nastepujgce
(@) Wektory {e), e, €3,€4,€5} C Rz C Z° tworzqce Z-bazg grupy wolnej Z° majg nastepujg
wlasnosci
(i) e, + @Dg%(ez) + @;A,%(ez) + dbi%(ez) = 0oraz e, + cpggl% (€2) € R,
(i) & = P32 (e),
3
(iii) e; = PFh(e) — ', gdzieh’ = h™® —h® & Ker (el
3
(iv) e, =h® —e; —e, —eg0razes = h® —e; —e, —es.
(b) Jesli A € UBigr, jest bigrafem silnie Z-kongruentnym z A3 oraz wektory h’, Y dla 1 <
i < j < 5tworzg (i, f)-specjalng Z-baze grupy Ker q,, to istniejg wektory {e}, e, €5, ey, e5}C
R, C Z5 tworzgce Z-bazg grupy wolnej Z° oraz posiadajgce nastepujgce wlasnosci
(1) e, + Pl (eh) + D2 (eh) + D3 (eh) = 0oraz e, + Dyl (eh) € Ry,
2 A €2 a6 A (62 2 A €2
(ii') ey = 33(e)),
)

7

(iii") ¢} = d;1(e)) —h,, gdzieh, =h{’ —hY € Ker g,,

(iv) e, =h —e) —e, — e} oraz el = hg) —e] —e, —es.

Dowéd. (a) Wlasnosci (i)—(iv) fatwo sprawdzi¢ analizujgc strukture geometrii CDK%-
sieciowej przedstawionej w dowodzie lematu 6.32.

(b) Zalézmy, ze A € Uﬁ?)igVS jest bigrafem silnie Z-kongruentnym z K% oraz wektory
hX),h(Aj) dlal < i <j < 5tworza (i,))-specjalng Z-baze grupy Ker g,. Ustalmy wektor
h) :=h{ - h?. Dowéd przedstawiamy w dwéch etapach: w pierwszym konstruujemy
wektory {e],e5,e5,ey,e5} C Ry C 75, aw drugim dowodzimy, ze tworza one Z-baze grupy
wolnej Z°.

Etap 1. Pokazemy najpierw, ze w skoriczonym zbiorze R’ C R, istnieje wektor
v € R taki, ze v + @1 (v) € Ry oraz v + P31 (v) + P32(v) + P;3(v) = 0.

Poniewaz bigrafy A3, A s3 silnie Z-kongruentne, wiec na podstawie twierdzenia 6.30(b)
oraz lematu 6.32 istnieje @ ,-oczkowy kotczan

I'(RpoUKer gy, Py) = F(R;% U Ker Ix2/ @Kg) (6.45)
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izomorficzny z kotczanem I' (R4, U Ker g4, @x»), a w szczegdlnosci
3 3 3

(R}, a) = I'(Rl,, Pzz) = (R, D). (6.46)

W konsekwengiji istnieje wektor w € R, taki, ze
w+ &3 (w) € Ry oraz w + Pl (w) + P32 (w) + P33 (w) = 0. (6.47)
Z przedstawienia R, = R’ + Ker g, (zobacz (A.28) oraz [79, Theorem 3.2]) wynika, ze
w=v+h, gdzie veE R, h e Ker g,.

Poniewaz dla dowolnego wektora h € Ker g, zachodzi réwnos¢ @31 (h) = h (zobacz
lemat 3.40(c)) oraz w’' + h' € R, dla dowolnych wektoréw w’ € Ry, h' € Ker q,, wiec

v+ P =w—h+Pl(w—h) =w+ Pl (w) —2-h € Ry,
gdzie v € R, Ponadto z réwnosci (6.47) wynikaja nastepujace réwnosci
v+ PL(V) + P2(0) + PP =w—h+ PN (w—h) + P2(w—h) + PP (w—h) =
=w+ P (w) + P2 (w) + PP (w) —4-h =
= —4.-h e Ker g,.
Po podstawieniu: v := v — % € Ry, gdzieh = v + P31 (v) + P32 (v) + D3 (v), otrzymu-
jemy wektor v € R, spelniajacy wlasnos¢ (i’) i w konsekwencji wektory e, e;, €3, e}, ex
konstruujemy nastepujaco
ey =0,
¢ = @33(ey) = P2 (v),
¢ = @y (ep) —hj = @' (0) — h),
ey :=h —¢f —ey —ey =hY —v— &7 (v) — D;3(0v),
ei:=hY —e| —ey —et = —h{ +20Y — v — D11 (v) — ;3 (v).
Etap 2. Zauwazmy, ze wektory e;,¢] + h’,e5 € R, naleza do ®-orbity, ktérg mozna
jednoznacznie uzupeltnié¢ do nastepujacego kotczanu @ ,-oczkowego

ey ----- e5----eg+h' ----e-—-—. ey
NN N
F(REI@A): [ Y .f',,,ff. 77777 01
P A N N A |
®--—---—-@------ ®-----. ®----- °

Stad wynika, ze wszystkie wektory u € R ,, ktére sg wierzchotkami & ,-oczkowego kot-
czanu I’ (R}\, ®,) sg jednoznacznie wyznaczone przez wektory e5,e; + h',ef € R,, tzn.
istniejg liczby Ay, A,,A3,A4 € Z takie, ze
U= MAe] +Ayey + Azes + Ay (b —hY). (6.48)
Z konstrukcji wektoréw ey, ez € Z° wynika, ze
h =¢| +e) +e;+e, oraz h{ =e| +e)+ e} + ek (6.49)
W konsekwengji dowolny pierwiastek w € R, C Z° jest Z-liniowa kombinacja wekto-
réw e, e,, es, ey, es. Poniewaz bigraf A € UaBigrS nie ma petli, wiec wektory jednostkowe
{e1,e5,63,64,65} C Ry C Z° s3 jego pierwiastkami i w konsekwendji sg Z-liniowg kombina-
cja wektorow e}, e, e, e}, ex, 1.

e; = Ayey + Ayeh + Azel + Ayl +Ases, i=1,...,5, (6.50)
dla pewnych A1, A,,A5,A4, A5 € Z. Stad dowolny wektor w € Z° jest Z-liniowg kombinacja
wektoréw e}, e, e5, ey, ex.

Poniewaz wektory e, e, €3, 4, €5 sa Q-liniowo niezalezne, z réwnosci (6.50) wynika,
ze wektory e, e;, e3,e), ex takze s3 Q-liniowo niezalezne. Stad wektory e}, e, €5, e, 5 s Z-
liniowo niezalezne. Podsumowujac, pierwiastki e, e;, €5, ey, ez tworza Z-baze grupy wolnej
Z°, co koniczy dowdd. O
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Korzystajac z wlasnosci przedstawionych w lemacie 6.44 konstruujemy macierz B €
GI(5, Z) definiujaca silng Z-kongruencje Grama A = K%. Metode konstrukcji macierzy
definiujacej Z-kongruencje A ~; A3 opisuje nastepujacy lemat.

Lemat 6.51. Niech A € UBigr, bedzie spdjnym bigrafem korangi dwa oraz niech wektory
hX>,h(A]) € Ker q, tworzg (i,j)-specjalng Z-baze grupy Ker q, C Z>. Jesli

CDtype, = (> —tt —t +1,A;) = CDtypey:,

to istnieje taki pierwiastek e;, € R, C 7>, ze jedna z macierzy: Bt{ € Gl(5,Z) lub BY € GI(5,Z)
definiuje silng Z-kongruencje Grama, tj. A ~5 A2, gdzie B = B! lub B = BY oraz

®3'(e5) —hy +hY @;'(e5) —hY +hY
& &
By= @53 (eh) , Bo= P57 ()
hy' — e, — @31 (e5) — @57 (ey) —hy — & — D31 (ey) — P33(e)
—h{ +2h] —e, — @3 (¢p) — P33 (ep) —2h +h —e; — D3 (e5) ~ D3 (e5)

Dowéd. Zatézmy, ze A ~; A2. Z lematu 6.44(b) oraz jego dowodu wynika, ze zbiér
R4 U Ker g, posiada strukture @ ,-sieciowej geometrii I'(R, U Ker g,, @,) pierwiastkéw
bigrafu A izomorficzng z kotczanem I’ (R’Aig U Ker A2/ ©K§) oraz zawierajaca Z-baze
{e], ey, ¢5,¢),ec} C Ry C Z° grupy wolnej Z° wyznaczong przez wiasnosci (i')—(iv").

Niech wektory h{’, h(] 'dla1<i<j<5tworzg (i,j)-specjalng Z-baze grupy Ker g,
oraz podstawmy h/, := hx) hX). Zauwazmy, ze z dokladnoscig do operacji v —» —v,
wektory e} +h/,, 5, e; 0o wlasnosciach (i")(iii") naleza do tej samej @ 4-orbity, a stad kotczany

ey----eg+hy----e--—-. e é, eg+hy--—-o--—- €y
S \ o ~ / N7 N oa N 7 N o7
P LY Y E— ° ol . ol . P °
~N 7 N T N Ty A A N
el = [ ol . e el el ___Zel--_. °

sa jedynymi kotczanami @ ,-oczkowymi izomorficznymi z koltczanem I (RL X2 Kg)- Stad

macierz B € GI(5, Z) definiujaca sﬂnq Z-kongruencje Grama A ~; A2 i wyznaczona
przez izomorficzny z kotczanem I'(RL X2 Px32) kotczan @ ,-oczkowy konstruujemy na jeden
z dwoch sposobéw

g @31 (e5) B
ey ey
B =|ej| = D3 (ey) e Gl(5,Z),
A h —eh — @31(eh) — P3P (eh)
6'5 _h(l) + Zh(]) _ / _ —l (e/2> _ —3(612)
lub po zamianie wektoréw h{’ = —h?, h(] ) hX) i obliczeniu wektoréw e}, ef € Z>:
¢j :=hy —v— &7 (v) — D;3() = —h) —v — &3 (v) — ;3(v),

et = —h? + 2ﬁg) —0— 07 (v) - P (v) = hg> —2hY — v - &7 (v) — D;%(v),

(korzystamy z faktu, Ze je$li macierz B € GI(5, Z) definiuje silng Z-kongruencje Grama

A=y K3, to macierz B' := —B &€ GI(5, Z) réwniez definiuje silng Z-kongruencje Grama
Ay A2 3)
¢ @5l (e) ~ I
& e
B = || = D3 (ey) € GI(5, Z).
¢ ~hy ~ 6 = @51(e) ~ 3°(ey)
es] [—2h{ +hY —e) — 3 (ey) — D33 (eh)
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Zgodnie z przedstawionym opisem konstruujemy algorytm 6.52, wyznaczajacy macierz
B € GI(5, Z) i na podstawie przeprowadzonych obliczeri komputerowych otrzymujemy
teze. O

Nastepujacy algorytm wyznacza macierz definiujaca silng Z-kongruencje Grama A =
A2 zgodnie z opisem przedstawionym w lemacie 6.51.

Algorytm 6.52. Niesymetryczna macierz Grama G, € M5(Z) spéjnego nie-
ujemnego grafu krawedziowo-dwudzielnego A € UBigr, korangi dwa bez petli, silnie

Z-kongruentnego z rozszerzonym bigrafem Euklidesa A2, tzn. A ~, AZ.
Macierz B € GI(5,Z) := {A € M5(Z);det A = 41} definiujaca silng Z-kongru-
encje Grama A ~5 A2 pomigdzy bigrafami A oraz A2, tzn. Gngg =B'".G,-B.

Obliczamy wektory h(i),h(Aj>, tworzace (i,j)-specjalng Z-baze grupy Ker g,,
gdzie 1 < i < j < 5, zobacz algorytm 4.14. Ustalamy wektor h/, := h{’ — h(Aj).

Obliczamy skoriczony 12-elementowy (na podstawie lematu 3.51(c), twierdze-
nia 3.64 oraz twierdzenia 3.35(a)) zbiér R’ € Z> (6.28) wzgledem h{, h(A]> € Ker g,,
zobacz algorytm A.30.

Obliczamy macierz Cox;' = —GY - G;! € M5(Z), oraz przyjmujemy

& (w) = w- Coxy?
dla dowolnego wektora w € Z°.

Ze zbioru R’ wybieramy jeden wektor v € R, ktéry spelnia relacje: v +
D31 (v) € Ry, tzn. (0 + @31 (0)) -Gy - (v + @Zl(v))tr = 1. W dowodzie lematu 6.44(b)
pokazujemy, ze taki wektor zawsze mozna wybra¢ ze skoficzonego zbioru R, gdzie

~; AZ. Ponadto dowodzimy, ze dla takiego wektora v € R/ spelniona jest

nastepujaca wlasnos¢

v+ 31 (0) + P12 (v) + P13 (v) € Ker g,.
Obliczamy wektor
h, = v+ @31 (v) + P;%(v) + P32 (v) € Ker g,.
Na podstawie dowodu lematu 6.44(b) tak obliczony wektor i, € Ker g, jest podzielny
przez liczbe 4.

Jeslih, # 0, to przyjmujemy h,, := % oraz v := v—h,. Tak zmodyfikowany

wektor v € R, spelnia wlasnosé (i') lematu 6.44(b), tj. dlae; := v
s + Dl (eh) + PR2(eh) + PR3(ey) =0 oraz e + PLl(eh) € Ry,
zobacz dowdd lematu 6.44(b).
Tworzymy nastepujaca Z-baze grupy Z> (zobacz lemt 6.44(b)):

Krok 6.1.) ¢, :=7,

(Krox 62 5 := @;°(e,) = ;°(v),

(Krox 6.3.) e} := @' (e) —hj = @3 (v) —hy,

(Krok 6.4.) ¢, :=h% —¢| —e¢) —e; =h{ — v — @31 (v) — D3 (),

(Krox 6.5.) et := h(A” —e—ey—ef = —hX> + ZhX) —v— P (v) — D3 (v).

Konstruujemy macierz

DS

e} @51 (v) —h)
e, v
B=|e|= D33 (v) e GI(5,Z).
e, h(Aj) —v— P (v) — D33 (v)
es] [-hQ +2nY —v— @1 (v) — D3 (0)
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Jesli prawdziwa jest réwnos¢ GK% = B- G, - B, to zwracamy macierz B €
Gl(5, Z) jako wynik. W przeciwnym wypadku przechodzimy do kroku 9.
Modyfikujemy wektory hY’, hX) w nastepujacy sposéb:
R ) @ i
h(AZ) — _hA] , h] h()
i obliczamy wektory e}, ez:
I ﬁ(j) —o— Pl — -3 — _h(i) —v— Pl — @3
ey =h; —v o (0) o (0) A —0 W (0) 2 (0),
es = —hY + 2R — v - @3 (v) - &;3(v) =hY - 2h{’ —v - D31 (v) — D3 (v),

zobacz dowdd lematu 6.51.

Konstruuj emy macierz

e} @31 (v) -
ey v

B=|e| = D3 (v) e GI(5,2).
e, ~hy —v— P31 (v) — P33(v)

ex] [hY —2n? —v— @3l (0) — D3 ()
Na podstawie dowodu lematu 6.51, macierz B € GI(5, Z) definiuje silng Z-
kongruencje Grama A ~; A2, tj. prawdziwa jest réwnosé GK% = B-G, - B, wiec
zwracamy macierz B € Gl(5, Z) jako wynik.

Zanim przejdziemy do analizy zlozonosci obliczeniowej algorytmu 6.52, przedstawia-
my przyktad, ktory ilustruje zastosowanie tego algorytmu.

Przyktad 6.53. Niech A € U/Bigr, bedzie nastepujacym grafem krawedziowo-dwu-
dzielnym korangi dwa

2 1-2-1 1-2 10-112

//,"\ . . 01 1-12 01 1-1-2
Ary 7 17;3,gd21eGA: 0 010 1[,Coxy=|110-1-1
N 000 1-1 ~1-1-1 0 1

' 00001 00 1-1-1

oraz wielomian Coxetera jest rowny cox, (t) = t> — t* — t + 1. Uzywajac algorytmu infla-
cyjnego (algorytm 5.48) obliczamy typ Dynkina bigrafu A € UBigr, réowny Dyn, = A;.
Korzystajac z algorytmu 6.52 pokazemy, ze bigraf A € UBigr, jest silnie Z-kongruentny
z rozszerzonym bigrafem Euklidesa K%. Doktadniej, skonstruujemy macierz B € GI(5, Z)
definiujgcg réwnosé Gng% =B".G,-B.

Uzywajac algorytmu 4.14, obliczamy specjalng Z-baze grupy Ker q,. Obliczone
kt
westory h®=[1,0,0,0,1, h? =1(0,1,0,0, 1]
tworza (1,2)-specjalng Z-baze grupy Ker q,. Ustalamy wektor
h, :=h{" —h® =[1,-1,0,0,2].
Uzywajac algorytmu A.30, obliczamy zbiér R/ wzgledem wektoréw h{", h(:

d _
RXT = {e3, ey, e5,e45,03 + €5,63 + &4 + €5,83,84,85,845,83 + €5,63 + 4 + €5}.

Obliczamy macierz

1 0
2 0
Conl =11 1| € M5(Z)
1 1
2 1

tprayjmujemy &3t (w) = w- Coxyt

dla dowolnego wektora w € Z°.
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Ze zbioru R wybieramy wektor

0= [0/ 0/ _1/ 010] € RZEd/

spelniajacy relacje v + ;1 (v) € R,.

Obliczamy wektor

hy, = v+ &31(v) + D32 (v) + P33 (v) = [—4,-4,0,0,0].

Prayjmujemy h, i= % =

[-1,-1,0,0,0] oraz

v:i=v-h,=1[1,1,-1,0,0].

Tak zmodyfikowany wektor v € R, spelnia wlasnoé¢ (i) lematu 6.44(b), tj.:
v+ &3 (v) + P2 (v) + P53 (v) =[1,1,-1,0,0] +[0,0,1,0, 1]+

+ [_11_1/ 01_1/ O] + [0/0/ 0/ 1/1] = 0/

oraz v + ®31(v) = [1,1,0,0,-1] € R,.

Tworzymy nastepujaca Z-baze grupy Z°:

:=h{ —ov— &3 (v) - P;%(v) = [-2,-1,0,-1,-1],

eb:=v=[1,1,-1,0,0],

ey := @33 (v) = 0,0,0,1,1],

ey = ;' (v) —h) = [-1,1,1,0,-3],
A

e

Konstruujemy macierz

ey -1

e5 1

B = L’g = 0

A -1

es )
Sprawdzamy, ze

1-1 0

. 0 1-1

B-Go-B"=|0 01

2.0 0

-2 0 0

:= —h'V + 2h{ —v - &3 (v) — @33(v) = [-3,0,0,—1,-3].

11 0-3
1-1 0 0

o001 1|eGI5,2).

0 0-1-1

1 0-1-3

11 1 -1 0-1-1

00 0 1-1 0 0 .
-1-1|#]0 0 1-1-1| = Gp.
10 0 0012 3
21 0 0001

Zgodnie z krokiem 8. algorytmu 6.52, przechodzimy do kroku 9.
Modyfikujemy wektory h{"’, h'?’ w nastepujacy sposéb:

h{’ = -h$ =10,-1,0,0,1],

i obliczamy wektory e}, ez:

H<AZ) = —h(Al) = [_1/()/ 0/ O/ _1]

¢y :=h¥ —v— &1 (v) - ;%(0) = [-2,-1,0,-1,-1],
et = —h{’ + 2h — v — &3 (v) — P;3(v) = [-3,0,0,-1,-3].

Konstruujemy macierz

el -1
e5 1
B = L’g = 0
A -2
es -3

Macierz B’ := B'" jest réwna:

tr Ity LIty Itr ity LItr
B = [61 /€5 83" ,64" 5 ]

3
0
1| e Gl(5,7Z).
1
3

e GI(5, Z).

= =0 00
(.

— = O RN
[SSEE ==t
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Latwo sprawdzi¢, ze prawdziwa jest rownos¢ Gz, = B - G, - B, tj. obliczona macierz
3

B’ := B' definiuje silng Z-kongruencje Grama A ~5" AZ.
Oszacujemy teraz pesymistyczng ztozonos¢ obliczeniowg algorytmu 6.52.

Fakt 6.54. (a) Krok 2 algorytmu 6.52 ma wykladniczg ztoZono$¢ obliczeniowy.
(b) Kroki 1 oraz 3 — 11 algorytmu 6.52 mozna wykonac w czasie wielomianowym.

Dowéd. Niech A € UBigr, bedzie spéjnym nieujemnym bigrafem korangi dwa bez
petli, silnie Z-kongruentnym z rozszerzonym bigrafem Euklidesa A3, tzn. A ~, AZ, oraz
ustalmy 7 4+ 2 = 5. Aby uzasadni¢ ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu 6.52 zauwazmy, Ze

* na podstawie faktu 4.16 krok 1 ma wielomianowg zfozono$¢ obliczeniowg wzgledem
liczby wykonywanych operacji arytmetycznych,

* na podstawie faktu A.31 ztoZono$¢ obliczeniowa kroku 2 jest wykfadnicza,

e w kroku 3 macierz Con1 = —étA’-égl € M;5(Z) obliczamy w czasie wielomianowym
o),

» w kroku 4 znalezienie w 12-elementowym zbiorze R¢? takiego wektora v € R/,
dla ktérego prawdziwa jest réwnosé (v + @31(0)) -G, - (v + @51 (0))" = 1, wymaga
przeprowadzenia O(n?) operacji arytmetycznych dla co najwyzej 12 = [R’| wekto-
row, stad krok ten ma wielomianowgq ztozono$¢ obliczeniowa,

e krok 5: dla wektora v € R’ wybranego w kroku 4, obliczenie wektora h, = v +
&1 (v) + P37 (v) + P,°(v) € Ker g, wymaga przeprowadzenia co najwyzej O(n?)

operacji arytmetycznych, a operacja h,, := % wymaga n + 2 catkowitoliczbowych
dzielen,

* krok 6: obliczenie wektoréw e}, ..., e5 = e, , wymaga przeprowadzenia co najwyzej
O(n?) operadji arytmetycznych,

* krok 7 nie wymaga przeprowadzania operacji arytmetycznych,

¢ krok 8: sprawdzenie, czy prawdziwa jest réwnos¢ CV}A% = B-G, - B, wymaga
przeprowadzenia O(n®) operacji arytmetycznych,

* krok 9: przeliczenie wektoréw h{, hg), ey, €5 mozna zrealizowaé w czasie liniowym
O(n),

* krok 10 nie wymaga przeprowadzania operacji arytmetycznych,

¢ krok 11: sprawdzenie, czy prawdziwa jest rownosé G;g% = B-G, - B, wymaga
przeprowadzenia O(n®) operacji arytmetycznych.

W konsekwengji otrzymujemy teze. O

Macierz Be Gl(6, Z) definiujaca silng Z-kongruencje Grama A= ’Afiz konstruujemy
uzywajac wlasnosci (i')—(iv’) pierwiastkéw e/, e5, e, ¢}, ex, e, € Ry C Z° bedacych wierz-
chotkami kotczanu I'(R, U Ker g5, @) =T (RKZ,Z U Ker 9z, (DKE,Z)' Wrtasnosci te przed-
stawiamy w nastepujacym lemacie.

Lemat 6.55. Niech A, € UBigr, bedzie bigrafem przedstawionym w tabeli 6.5, P YARS
Z transformacjg Coxetera, orazKer qz> = Z-h® ®Z-h'®, gdzie wektoryh® =[1,1,1,1,1,0],
h® =1[1,0,1,1,1,1] tworzg (2,6)- sp?cjalnq Z-baze grupy Ker Ix2
(a) Wektory {e,e,,€3,64,65,64} C RK?M C Z° tworzqce Z-baze grupy wolnej Z° majg naste-
pujgce wiasnosci
(i) e5 + DL (e3) + @&32(33) =h®,

2
4,2
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(ll) 64 = @Kz (63),
(iil) P a2, @) e e e = ~h® —h©,
(iv) @3} Az (35) —e; =h® —h®,
(V) e; = h(2) — €1 — 63— ¢4 —Cs
(Vl) e = h(6) — €1 — €3 — €4 — C5.
Ponadto dla dowolnego pierwiastka v € Rzz takiego, ze h := Q;Klz (v) —v € Ker gz ,
prawdziwa jest réwnos¢ h = h® —2.h©®, ,
(b) Jesli A € UBigr, jest grafem krawedziowo-dwudzielnym silnie Z-kongruentnym z Az 101

istniejg wektory {e}, €5, e, ey, ek, e} C Ry C Z° tworzgce Z-baze grupy wolnej Z°, ktore
posiadajg nastepujgce wlasnosci
(1) €5 + Dil(ey) + P32 (ey) = hy, gdzieh, € Ker q,,
(ii") e} = Pales),
(iii") P;'(ey) —e) —ey —ey = —h, —h),, gdzie h, € Ker g, zdefiniowany jest w punkcie
(i"), a wektor hy € Ker q, obliczamy nastepujgco: dla takiego pierwiastka v € Ry, Ze
h, = @5 1(v) — v € Ker gy, stosujemy wzor

/. i,
by o= ks (6.56)

(iv’) Dt (es) —er — ey = hy —h), gdzie hy € Ker g, wyznaczony jest w punkcie (i'),
a wektor h), € Ker g, ma postac (6.56),

(V) e, =h, —¢| —ej — e, —et, gdzie hy € Ker q, wyznaczony jest w punkcie (i'),

(Vi) ey = h)y —ej —e5 — ey — e5, gdzie h), € Ker g, ma postac (6.56).

Dowéd. (a) Wlasnosci (i)—(vi) fatwo sprawdzi¢ analizujgc strukture geometrii @KE .
sieciowej przedstawionej w dowodzie lematu 6.36. '

(b) Zat6zmy, ze A € UBigr, jest bigrafem silnie Z-kongruentnym z Kﬁlz. Dowod
dzielimy na dwa etapy i uzywamy argumentéw analogicznych do uzytych w dowodzie
lematu 6.44. W pierwszym etapie konstruujemy wektory {e,e;,e5, e}, e, 65} C Ry C Z°,
a w drugim etapie dowodzimy, ze tworzg one Z-baze grupy wolnej Z°.

Etap 1. Pokazemy najpierw, ze w skoriczonym zbiorze R’ C R, istnieje wektor
e5 € R spelniajacy wlasnosé (i), tzn.

s+ D1 (es) + P12 (ey) € Ker g,. (6.57)
Poniewaz bigrafy Kﬁ 5, A s silnie Z-kongruentne, wiec na podstawie twierdzenia 3.53
¢y = Cxz, = oo oraz ¢y, = Cx A2, = = 3. Ponadto na podstawie twierdzenia 6.30(b) oraz

lematu 6.36 istnieje ®,- oczkowy kotczan

I'(RpUKer gy, @) = F(RKEJ U Ker &2,/ CDKi,z) (6.58)
izomorficzny z kolfczanem I'(R+. U Ker g4> , Px> ). W konsekwencji dowolny wektor
v € R, spelniajacy réwnosc¢ . . .

D3(v) =0 (6.59)
jest wierzchotkiem kotczanu t,I'(R}, @,), gdzie h € Ker g, oraz
I(RY, ®a) = [(RY, @z, ). (6.60)

Z przedstawienia R, = R”d + Ker g, (zobacz (A.28), [79, Theorem 3.2]) wynika, ze
v=u+h, gdzie ue Rze‘i oraz h € Ker g,.
Z réwnosci (6.59) otrzymujemy: u + h = v = &33(v) = &35 (u) + h,astad u = ;3 (u)
i @p(u) = @32(u). Ustalmy wektor w := u + &3 (1) + ;2 (u) € Z°. Poniewaz zachodzi
réownosé
Dy(w) = Pp(u) +u+ P3l(w) =u+ &3 (w) + D% (uw) = w,
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ktora jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy gdy w € Ker g, (zobacz lemat 3.40(c)), wiec
w € Ker g,, co dowodzi, ze w redukcie R’ istnieje pierwiastek v € R’¢ spelniajacy
wlasnos¢ (i’). Przyjmujemy
es =10,y := Dy(ey) oraz hy 1= e} + P;1(e}) + D2 (e}). (6.61)
Z izomorfizmu (6.58) wynika, ze istnieje kolczan

I'(R3,®,) =I'(R% ;sgz ), (6.62)

Az,

taki, ze dla dowolnego pierwiastka v € R, ktory jest wierzchotkiem kofczanu I (R3, P,)
lub F(RA,QﬁA) prawdziwa jest wlasnos¢: hA = P 1(0 ) —v" € Ker g,. Jesli hA =h,—-2-h
dla pewnego h € Ker g,, to przyjmujemy

hy = Mo hA € Ker g,. (6.63)
Z izomorfizmu (6.58) wynika, ze 1stn1e]q kotczany

[(R}, @) =T (R%, ,Pg; ) oraz I'(R}, ®y) = I'(RE

b Pm). (6.64)

W konsekwengiji istniejg pierwiastki ¢},e5 € R,, ktére s wierzchotkami kofczanéw
I'(R3,®,) lub I'(R3,®,) oraz I'(R4, ®,) lub I'(R:, @,), odpowiednio, oraz spelniaja
wiasnosci (iii’) i (iv’). Nastepnie wektory e}, e, € Z° konstruujemy nastepujaco

Az’

er:=hy—e] —ej—e; —ez,
eg:=h) —e| —ef —e; —es.
Etap 2. Aby pokazad, ze wektory e}, e, es, ey, e., e. tworza Z-baze grupy wolnej Z°, ko-
17€2,€3,€4, 65,64

rzystamy z wlasnosci przedstawionych kotczanéw @ ,-oczkowych. Ten fragment dowodu
jest zmudny i technicznie skomplikowany, wiec go tu pomijamy. O

Korzystajac z wlasnosci przedstawionych w lemacie 6.55, konstruujemy macierz B €
Gl(6, Z) definiujacy silng Z-kongruencje Grama A =, Ki,z' Metode konstrukcji macierzy
definiujgcej Z-kongruencje A =~ Kﬁz opisuje nastepujacy lemat.

Lemat 6.65. Niech A € UBigr, bedzie spdjnym bigrafem korangi dwa. Jesli

CDtype, = (1 =3t +3t* — 213 + 31> =3t + 1, A,) = CDtypey: ,
to istniejq takie pierwiastki u*,v*,w* € R, C Z° oraz wektory hy,h), € Ker q, C Z°, ze
macierz B'" € Gl(6, Z) definiuje silng Z-kongruencje Grama A=~ A2, gdzie

*

U
hy, —u*— 0" — P,(v*) —w
,Z)X-
B = e Gl(6, Z).
D, (v*)
w*
|h), —u* — 0" — Dy (v*) —w

Dowéd. Zalézmy, ze A ~5 A3 ,. Z lematu 6.55(b) oraz jego dowodu wynika, ze zbi6r
R4 U Ker g, posiada strukture @ ,-sieciowej geometrii I'(R, U Ker g,, @,) pierwiastkéw
bigrafu A izomorficzng z kolczanem I (RKﬁ,z U Ker a2,/ ®Kﬁ,z) oraz zawierajgca Z-baze
{e}, €5, €5, ey, e5,e0} C Ry C Z° grupy wolnej Z°. Zatem macierz B = [¢}"] € M4(Z) wy-
znaczona przez wlasnosci (i')—(vi’) jest Z-odwracalna. Pokazemy, Zze w zbiorze RZE"I istnieja
pierwiastki, ktére umozliwiajq Wyznaczeme macierzy B = [¢]/"] € M4(Z) definiujacej
silng Z-kongruencje Grama A =, A2 12

Pokazemy najpierw, ze zbior

R = {u € R, @33(u) = u} C R (6.66)
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ma dokladnie sze$¢ elementéw. W dowodzie lematu 6.55(b) pokazujemy, ze zbiér R}
(6.66) jest niepusty. Ustalmy pierwiastek v € R}. Zauwazmy, ze pierwiastki v oraz —v €
R}, sa wierzchotkami @ ,-oczkowego kotczanu I (Ri, ®,) izomorficznego z kolczanem
r (R%gi X CD’AYg 2). Stad wynika, ze nie istniejg i, i’ € Ker g,, dla ktorych @51 (v) = v+ h oraz
(Dgz(v) = v+ I’. W konsekwencji istniejg wektory v',v" € Rz\e‘i,v # 40 # 40" # v, oraz
h',h" € Ker g, takie, ze

& (v) =v + I oraz ®;2(v) =0 + K",
astad v',0",9,9" € R} C Rzed. Aby uzasadni¢ zawieranie
R; = {v,v,0",9,0,0"} C R

zalézmy przez sprzeczno$, ze istnieje taki pierwiastek w € R, ze ;% (w) = w oraz
w & {v,v',0",0,0',0"}. Poniewaz pierwiastki w, W € R}, sa wierzchotkami & ,-oczkowego
kotczanu I'(R}, @,), wiecw € Orb(v +a-h) lubw € Orb(d +a - h) dla pewnycha € Z,
h € Ker g,. W konsekwengji

w=v+a -Nlubw=v+a-hlub w=0v"+a"-I

6.67
(w=04+a-hlub w=9+a-hlub w=70"4+a"-h', odpowiednio) ( )

dla pewnych a’ € Z oraz h' € Ker g4.Jedlia’ = 0lubh’ = 0, tow € {v,v',0",0,0',0"},
co jest sprzeczne z zalozeniem. Jedli a’ # 0 oraz h' # 0, to réwnodci (6.67) sg sprzeczne
z konstrukcja reduktu (6.28), wiec w & R'¢%, co jest sprzeczne z zalozeniem. Otrzymane
sprzeczno$ci dowodzg, ze R, = {v,v’,v",0,?,0"}, co nalezalo pokaza¢.

W konsekwengji, do szescioelementowego zbioru R} C R nalezy pierwiastek
e, € R C R, ktory spelnia wlasnosé (i) z lematu 6.55 i wyznacza macierz B’ =
(e}, ..., eg] € Gl(6, Z) definiujacy silng Z-kongruencje Grama A = Kﬁ/z, gdzie pierwiastki
e}, e5,ey, 65, € R, spetniajg wlasnosci (ii”)—(vi’).

Podsumowujac, macierz B = [e’l”, ,e’6”] € Gl(6, Z) definiujaca silng Z-kongruencje
Grama A ~5 A3, jest rtéwna B’ = B", gdzie

[ef] [ u*
e, h, —u*—v*— P,(0") —w*
e v*

B=|73|= e Gl(6,7),
ey D, (v*) ( )
es w*
e | Lh), —u* — 0" — D, (v*) — w* ]

oraz ¢} := v* jest jednym z pierwiastkéw nalezacych do zbioru R} C R’ (6.66), a wyb6r
pierwiastkéw u*, w* € R’ spelniajacych wlasnosci (iii’)~(iv’) zalezy od wyboru e} :=v".

Zgodnie z przedstawionym opisem konstruujemy algorytm 6.68, wyznaczajacy macierz
B € Gl(6, Z) i na podstawie przeprowadzonych obliczers komputerowych otrzymujemy
teze. O

Przedstawione dowody lematu 6.55 oraz lematu 6.65 uzasadniajg prawdziwos¢ na-
stepujacego algorytmu, ktéry wyznacza macierz definiujaca silng Z-kongruencje Grama
A=y Ki 2

Algorytm 6.68. Niesymetryczna macierz Grama G, € M (Z) spéjnego nie-
ujemnego grafu krawgdziowo-dwudzielnego A € UBigr, korangi dwa bez petli, silnie

Z-kongruentnego z rozszerzonym bigrafem Euklidesa A% ,, tzn. A =, A2 ,.

Macierz B € Gl(6,Z) := {A € My(Z);det A = +1} definiujaca silng Z-kongru-
encj¢ Grama A ~8 A3 , pomiedzy bigrafami A oraz A7 ,, tzn. G?‘Kiz =B .G, B.
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Obliczamy skoniczony 20-elementowy (na podstawie lematu 3.51(c), twierdze-
nia 3.64 oraz twierdzenia 3.35(a)) zbior szd € Z5 (6.28), zobacz algorytm A.30.
Obliczamy macierze Cox, = —Gy - CK” € My (Z), Coxz! € M¢(Z) oraz

preyymujemy Pp(w) =w-Coxy, P (w) = w- Coxy!

dla dowolnego wektora w € Z°.
Inicjalizujemy puste zbiory lista, = @ oraz listaz, = 0.
Dla wektoréw z reduktu v’ € R/

jesli @Zl(v’) —v" € Ker gy, to

dodajemy wektor h,, := @, 1(v') — 0" € Ker g, do zbioru listay,.
Z geometrii Pz -sieciowych przedstawionych w lemacie 6.36 oraz z dowodu le-

matu 6.55(b) wynika, ze w zbiorze R istnieja doktadnie dwa pierwiastki o takiej
wlasnosci, a zatem |lista,| = 2.

Dla wektoréw v € R/
jesli @3°(v) = v, to
Krok 5.1.1.) dodajemy wektor v do zbioru listas,.

Na podstawie dowodu lematu 6.65, w skoriczonym zbiorze R/ istnieje dokladnie
sze$¢ pierwiastkéw o takiej wlasnosci, a zatem |[listasy| = 6.

Dla kazdej pary wektoréw (h,,v) € listay, x listag,:
obliczamy h, := v + ®;1(v) + &;%(v) € Ker g, (zobacz dow6d lema-
tu 6.55(b)),
obliczamy h, := h, — h, € Ker g, (na podstawie lematu 3.21(b) zbiér
Ker g, jest podgrupa grupy wolnej Z°),

jesli NWD(h),) # 2, to kontynuujemy od kroku 6, zobacz dowéd lema-
tu 6.55;

przyjmujemy h/ := % € Ker g,,
ze zbioru R wybieramy wektor u € R’¢,u # +v, ktéry spelnia naste-
pujaca wlasnoéc (iii") lematu 6.55(b):
@3 (1) — 1t — v — Pp(v) = —h, — h),
oraz wektor w € R, u # +w # v spelniajacy nastepujacg wlasnosé (iv’) lema-

tu 6.55(b):
u 6.55(b) &3 (w) —w — Py(v) = hy — .

Na podstawie lematu 6.55(b), takie wektory u, w € Z° istnieja w zbiorze R
Tworzymy nastepujacg Z-baze grupy Z° (lemat 6.55(b)):

Krok 6.5.1.1.) ¢ :=u,

Krok 6.5.1.2.) ¢, :=hy —e; —ef—ey —es =hy—u—0v— P, (v) —w,

Krok 6.5.1.3.] ¢; := 1,

Krok 6.5.1.4.) ¢} := P (e5) = P, (v),

KRrok 6.5.1.5.) ez :=w,

Krok 6.5.1.6.) ¢, :=h), —¢| —e; —ey —ec =h), —u—0v—P,(v) —w.

Krok 6.5.2.) Konstruujemy macierz

[er ] | u
e, hy—u—-—0v—®P,(v) —w
er v

B=| 3|= Gl(6, 7).
€y D, (v) € Gl6, 2)
es w
| eg | | h)y —u—v—P,(v) —w |
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Jesli prawdziwa jest réwnos¢ éxiz = B -G, - B, to przerywamy
przeszukiwanie i zwracamy macierz B € Gl(6, Z) jako wynik. Na podstawie
lematu 6.65, macierz definiujacg silng Z-kongruencje Grama A ~, Kﬁ/z mozna
wyznaczy¢ w ten sposob przy pomocy co najwyzej [listay| - [listag| = 12
sprawdzen.

Nastepujacy przykliad ilustruje uzycie algorytmu 6.68 do znalezienia macierzy definiu-
jaca silng Z-kongruencje Grama A ~E A2, gdzie A € ng‘??»igr%2 .
’ 4,2

Przyklad 6.69. Niech A € URBigr, bedzie nastgpujacym grafem krawedziowo-dwu-
dzielnym korangi dwa

eleeNeNei S
[eNeNe N

Obliczamy typ Dynkina Dyn, = A, (zobacz algorytm 5.48), liczbe Coxetera ¢, = oo,
zredukowang liczbe Coxetera ¢, = 3 (zobacz algorytm A.55), oraz wielomian Coxetera
coxa(t) = 0 — 3t° + 3t* — 23 4 3t2 — 3t + 1. Korzystajac z algorytmu 6.68 pokazemy, ze
bigraf A € UBigr, jest silnie Z-kongruentny z bigrafem Kiz, tj. skonstruujemy macierz
B € Gl(6, Z) definiujacg réwnosé

C’A’iz = Btr . GVA - B.
Uzywajac algorytmu A.30, obliczamy zbiér R¢:

d _ ~ ~
RX* ={es, e4,65,6,€34,€345,€34 + C, €45,€4 + Eg, €56}

U{e3, 84, 85,86, €34, €345, €34 + €6, 845,84 + €6, 56}

Obliczamy macierze Cox, = —

(%

A" CVJZ” € Mg (Z), Con1 € My (Z), gdzie

Coxz! = € My (2),

=000

oraz przyjmujemy
D, (w) =w-Coxy, Prl(w) =w-Coxjy!
dla dowolnego wektora w € Z°.

Inicjalizujemy puste zbiory lista, = @ oraz listaz, = 0.
Konstruujemy zbiér lista,, nastepujaco: dla wektoréw z reduktu o' € R

jesli @11 (v') — 0" € Ker gy, to
dodajemy wektor h, := @31 (v') — v’ € Ker g, do zbioru listay,.

Otrzymujemy dwuelementowy zbidr
lista, = {[-1,2,1,1,2,1], [1,-2,-1,-1,-2,-1]},
zobacz dowodu lematu 6.55(b).
Konstruujemy zbi6r listas, nastepujgco: dla wektoréw z reduktu v € R

jesli 03°(0) = 0, to
Krok 5.1.1.) dodajemy wektor v do zbioru listaz, (zobacz dowodu lematu 6.55(b)).
Otrzymujemy szeScioelementowy zbidr listas, = {e3, ey, €34, 83,64, 34}

Dla nastepujacych wektoréw

h, =[-1,2,1,1,2,1] € lista, oraz v =[0,0,1,0,0,0] € listas,
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Krok 6.1.

Krox 6.2.
Krox 6.3.

KRrok 6.4.
Krox 6.5.

bigrafow korangi dwa

obliczamy nastepujacy wektor z jadra funkcjonatu Grama g, : Z° — Z
hy =0+ &3 (v) + P;%(v) =[1,0,1,1,0,—1] € Ker g,,

obliczamy h/, := h, —h, = [2,-2,0,0, -2, -2] € Ker g,,

sprawdzamy, ze NWD(h)) = 2,

% = 1,-1,0,0,—1,—1] € Ker g,

ze zbioru Rzed wybieramy wektor u = [0,0,-1,-1,0,1] € Rred, ktory

przyjmujemy h/, :=

spelnia wlasnos¢ (iii") lematu 6.55(b), tj.:

Ot(u) —u—v—Py(v) = -hy —h, =[-2,1,-1,-1,1,2]

oraz wektor w = [0,0,0,0,1,0] € R’ u + +w # v, ktory spelnia wtasnos¢ (iv’)

lematu 6.55(b):

& (w) —w — Pp(v) =hy —h) =1[0,1,1,1,1,0],
zobacz lemat 6.55(b),

KRrok 6.5.1.

tworzymy nastepujaca Z-baze grupy Z°:

KRrok 6.5.1.6.

ey :=u=1[0,0,-1,-1,0,1],
eyi=hy—u—v—P,0) —w=[1,0,1,1,-1,-2],
e5 :=v=1[0,0,1,0,0,0],

e} := P, (v) =1[0,0,0,1,0,0],

et :=w = [0,0,0,0,1,0],

eg:=hy—u—-v—->,(v)-w=7[1,-1,0,0,-2,-2].

KRrok 6.5.2. Konstruujemy macierz

e 0 0-1-1 0 1
A 1 01 1-1-2
_|les]l_l0 01000
B = al=lo 00100 e Gl(6, 7).
eL 0 00010
eg 1-10 0-2-2
Krok 6.5.3.) Sprawdzamy, ze
1-2-1 0 1-2
110 0-22
S ptr_| 00 1-100 <
B-Ga-B" =790 1.0 icAiz’
-1100 10
100 0-11

wiec kontynuujemy przeszukiwanie.

Dla nastepujacych wektoréw

HA =[-1,2,1,1,2,1] € lista, oraz v =1[0,0,0,1,0,0] € listay,

Krok 7.2.
KRrok 7.3.

Kroxk 7.4.
KRrok 7.5.

obliczamy nastepujacy wektor z jadra funkcjonalu Grama g, : Z° — Z
hy :=v+ &3 (v) + P3%(v) = [1,0,1,1,0,—-1] € Ker g,,

obliczamy h’, := h, —h, = [2,-2,0,0, -2, -2] € Ker g,

sprawdzamy, ze NWD(h)) = 2,

M = [1,-1,0,0,—1,—1] € Ker g,,

[0,0,0,—1,0,1] € R, ktory

przyjmujemy h) :=

ze zbioru R’ wybieramy wektor u

spelnia wlasnoé¢ (iii’) lematu 6.55(b), tj.:

& tu) —u—v—P,(v) =-hy —h, =[-2,1,-1,-1,1,2]

oraz wektor w = [0,0,1,1,1,0] € R’ u + +w # v, ktory spetnia wlasnosé (iv’)
lematu 6.55(b):

&l (w) —w— Pp(v) =hy —h), =1[0,1,1,1,1,0],

zobacz lemat 6.55(b),
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tworzymy nastepujaca Z-baze grupy Z°:

Krok 7.5.1.1.) ¢} :=u =[0,0,0,-1,0,1],

Krok 7.51.2.) ¢, :=hy—u—-v—- P, (v) —w =1[0,0,0,0,-1,-1],

Krok 7.5.1.3.) e;:=v=1[0,0,0,1,0,0],

Krok 7.5.14.) ¢, := P,(v) =[1,0,0,0,0,-1],

Krok 7.5.1.5.) ez :=w =[0,0,1,1,1,0],

Krox 7.5.1.6.) eg:=h) —u—-v—®,(v) —w=1[0,-1,-1,-1,-2,-1].
Krok 7.5.2.) Konstruujemy macierz

el 0 00-101

ey 0 00 0-1-1

_lesl _]lo o010 0
B = el =11 000 01 e Gl(6, Z).

el 0 01110

el 0 -1-1-1-2-1

(

Krok 7.5.3.) Sprawdzamy, ze B - G, - B = Gxz , wige przerywamy przeszuki-

wanie, poniewaz macierz B € Gl(6, Z) defir{iuje silng Z-kongruencje Grama
A~E B2,

Oszacujemy teraz pesymistyczng ztozonosé¢ obliczeniowq algorytmu 6.68.

Fakt 6.70. (a) Krok 1 algorytmu 6.68 ma wyktadniczg ztozonos¢ obliczeniowg wzgledem wy-
konywanych operacji arytmetycznych.
(b) Kroki 2 — 6 algorytmu 6.68 mozna wykonaé w czasie wielomianowym.

Dowéd. Niech A € UBigr, bedzie spéjnym nieujemnym bigrafem korangi dwa bez
petli, silnie Z-kongruentnym z bigrafem A? ,, tzn. A ~5 A3 ,, oraz ustalmy n + 2 = 6. Aby
uzasadnié ztozonos¢ obliczeniowg algorytmu 6.68 zauwazmy, Ze

* na podstawie faktu A.31, krok 1 algorytmu 6.68 ma wyktadnicza zfozono$¢ oblicze-

niowg wzgledem liczby wykonywanych operacji arytmetycznych,

e w kroku 2 macierze Cox, = —GA . Gg” e Mg(Z), Con1 € Mg (Z) obliczamy

w czasie wielomianowym On3),

* krok 3 nie wymaga przeprowadzania operacji arytmetycznych,

* w kroku 4 dla kazdego wektora v’ € RZE"Z sprawdzenie réwnosci (@31 @) =7 -
G A ((Dzl (v') —v')" = 0, wymaga przeprowadzenia co najwyzej On?) operacji aryt-
metycznych dla co najwyzej 20 = [R’¢| wektoréw, stad krok ten ma wielomianowa
ztozono$¢ obliczeniowy,

 w kroku 5 dla kazdego wektorav € R sprawdzenie réwnosci @3> (v) = v, wymaga
przeprowadzenia co najwyzej O(n?) operadji arytmetycznych dla co najwyzej 20 =
IRZEdI wektoréw, stad krok ten ma wielomianowa ztozono$¢ obliczeniowa,

¢ krok 6: z geometrii QDKi,z -sieciowych przedstawionych w lemacie 6.36 i z dowodu
lematu 6.55(b) wynika, ze [lista,,| = 2; na podstawie dowodu lematu 6.65 [listaz,| = 6,
a stad kroki 6.1 — 6.5 powtarzane sg co najwyzej 2 - 6 = 12 razy,

* krok 6.1 wymaga przeprowadzenia co najwyzej O(n?) operadji arytmetycznych,

¢ krok 6.2 wymaga przeprowadzenia O (1) odejmowarn,

¢ krok 6.3: sprawdzenie, czy NWD(h),) # 2 ma zlozono$¢ wielomianows,

¢ krok 6.2 wymaga przeprowadzenia O(n) dzielen,

¢ krok 6.5: wybér dwoéch wektoréw u, w € Rge‘i, u # +v, dla ktérych

O () —u—v—P,(v) = —hy —h), oraz & (w) —w— P, (v) =h, —h),

wymaga przeprowadzenia co najwyzej O(n?) operacji arytmetycznych, dla co najwy-
zej IRZE"ZI2 = O(n*) wektoréw, stad krok ten ma wielomianowg ztozonos¢ obliczenio-
wa,
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* krok 6.5.1: obliczenie wektoréw e}, ..., e; = e;,., ma zlozonos¢ obliczeniowg rzedu
O(n),

¢ krok 6.5.2 nie wymaga przeprowadzania operacji arytmetycznych,

¢ krok 6.5.3: sprawdzenie, czy prawdziwa jest réwnos¢ G’Aig = B-G, - B, wymaga
przeprowadzenia O(n®) operacji arytmetycznych.

W konsekwencji otrzymujemy teze. O

6.5. Weryfikacja poprawnosci algorytmow kombinatoryczno-gra-
ficznych

Celem niniejszego podrozdziatu jest analiza zaproponowanych przez nas algorytméw
kombinatoryczno-graficznych pod katem ich wydajnosci oraz poprawnosci.

Przypominamy, ze w dowodzie twierdzenia 6.30 podajemy argumenty uzasadniajace,
Ze proponowane przez nas algorytmy kombinatoryczno-graficzne majg wtasnosé stopu.

Fakt 6.71. Algorytmy kombinatoryczno-graficzne rozwazane w rozprawie majg wtasnosé stopu.

Dowdd. Niech A € UBigr, ,,,n > 1, bedzie spéjnym nieujemnym bigrafem korangi
dwa. Zal6zmy, ze zbiér R, U Ker g, ma strukture geometrii @,-oczkowej. Poniewaz wy-
znaczane macierze B € Gl(n + 2, Z) konstruujemy na podstawie skoficzonego zbioru R/
(6.28), wiec rozwazane przez nas algorytmy kombinatoryczno-graficzne majg wtasnosc¢
stopu. O

Omoéwimy teraz zlozonoé¢ obliczeniowa zaproponowanych przez nas algorytmoéow
kombinatoryczno-graficznych (czasy wykonywania naszych implementacji przedstawia-
my w tabeli 6.7). Przedstawione algorytmy sg zaprojektowane dla bigraféw o co najwyzej
6 wierzchotkach, niemniej, celem naszych dalszych badan jest konstrukcja algorytmoéw
kombinatoryczno-graficznych réwniez dla spdjnych graféw krawedziowo-dwudzielnych
korangi dwa bez petli o m > 7 wierzchotkach. Dlatego przeprowadzamy teraz ogélng
analize asymptotycznej pesymistycznej ztozonosci obliczeniowej algorytméw kombinato-
ryczno-graficznych dla bigraféw o dowolnej liczbie wierzchotkow.

Fakt 6.72. Algorytmy kombinatoryczno-graficzne rozwazane w rozprawie mozna tak zaim-
plementowaé, aby ich pesymistyczna ztozono$é obliczeniowa byta wielomianowa wzgledem liczby
wykonywanych operacji arytmetycznych.

Dowédd. Niech A € UBigrn 21, bedzie spéjnym nieujemnym bigrafem korangi
dwa. Zat6zmy, ze zbiér R, U Ker g, ma strukture geometrii ®,-oczkowej. W algorytmach
kombinatoryczno-graficznych rozwazane w rozprawie wykonujemy jednokrotnie naste-
pujace operacje:

* obliczenie specjalnej Z-bazy grupy Ker g, (algorytm 4.14),

* wyznaczenie reduktu R’ (algorytm A.30),

* obliczenie macierzy Cox, = —GA . GZ” e Mg (Z), Con1 € Mq(Z),

* w niektérych przypadkach: modyfikacja wszystkich pierwiastkow z reduktu v €
R przy pomocy operacji: v := 1]+ (0+a; P4 (0) +... +a,PY (0) + by -uD + ... +b,-u?)
dla pewnych liczb 17,44, 4, by, ..., b, € R, k, & € Z oraz wektoréw u®, . ulPeznrt?

oraz wielokrotnie nastepujace operacje:

e obliczanie a; P (v) + ... +a,PY (v) dla pewnych ay, a,, k, ¢ € Z oraz wektora v € Z"*?,

e obliczanie Gﬁ,%,k =B-G, - B".
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Poniewaz liczba kanonicznych geometrii ®4-oczkowych jest skoriczona (w szczeg6lno-
Sci, jesli geometrie P 4-oczkowe maja ksztalt cylindréw, to liczba ta jest réwna 2), wiec liczba
macierzy B € Gl(n + 2, Z), ktére konstruujemy na ich podstawie réwniez jest skoriczona.
W konsekwencji, wielokrotnie powtarzane operacje wykonujemy skoriczong i ustalong
liczbe razy.

Wszystkie z wymienionych operacji, z wyjatkiem obliczania reduktu, maja wielomia-
nowg zlozonos¢ obliczeniowa wzgledem liczby wykonywanych operacji arytmetycznych.
Przypominamy, ze bigrafy korangi dwa konstruujemy z bigraféw dodatnich A" € UBigr
oraz zbioru pierwiastkéw R, (zobacz podrozdziat 5.4). Zauwazmy, ze jeSli mamy dany
zbiér Ry oraz A = A'[[u, w]], to redukt R’ wyznaczamy bez uzycia operacji arytmetycz-
nych (zobacz kroki 3 — 5 algorytmu A.30).

Stad, jesli na etapie konstrukgcji bigraféw korangi dwa (algorytm 5.22) zapamietamy
dodatkowo zbiér pierwiastkéw R,/ na potrzeby dalszych analiz, to obliczanie reduktu
mozna usungé z krokéw algorytméw kombinatoryczno-graficznych i korzystaé¢ z danych
juz wczedniej obliczonych na etapie konstrukgcji bigrafu korangi dwa. Przy tych zalozeniach
asymptotyczna ztozonos¢ obliczeniowa algorytméw kombinatoryczno-graficznych jest
wielomianowa.

Przeprowadzone eksperymenty obliczeniowe wykazuja, Ze w prezentowanych algo-
rytmach kombinatoryczno-graficznych redukt mozna zastgpic¢ zbiorem wektoréw jednost-
kowych: {£e, ..., +e,,,}. Stad krok, w ktérym obliczamy redukt, 7?,2“1 mozna pomingé
i w to miejsce korzysta¢ z pierwiastkéw ze zbioru {+ey, ..., +e,,,}. Niestety, nie mamy
innego dowodu niz przeprowadzone eksperymenty z uzyciem obliczeri komputerowych,
ze mozna dokonac takiej zamiany. O

Poniewaz w kazdym zloZonym systemie informatycznym istnieje prawdopodobieri-
stwo pojawienia sie bledéw na etapie implementacji, stosujemy dodatkowa weryfikacje
wynikéw obliczeniowych uzyskanych przy pomocy algorytméw kombinatoryczno-gra-
ficznych prezentowanych w tym rozdziale. W tym celu uzywamy nastepujacego algorytmu.

Algorytm 6.73. Zbiory déBigr%%J oraz Macierze%3 , zawierajgce odpowiednio:

Zl
spdjne nieujemne bigrafy A € Uﬁ?)igrgz korangi dwa bez petli silnie Z-kongruentne

n,j
zD?

. . ~ N . . ~Ba 792
n,j» Oraz macierze B, € Macierze3, definiujace silng Z-kongruencj¢ Grama A ~5* D, ;

D
obliczone przy uzyciu jednego z algorytméw kombinatoryczno-graficznych.

Weryfikacja poprawnosci klasyfikacji spéjnych nieujemnych graféw krawe-
dziowo-dwudzielnych korangi dwa bez petli o co najwyzej szeSciu wierzchotkach, wzgle-
dem silnej Z-kongruencji Grama, uzyskanej przy pomocy obliczefi komputerowych.

Dla kazdego bigrafu D2, € {K%A, A%, A3, A%, A%, A%, A2, D},
D}, D35 D3 4 Dzzw}‘
dla kazdej klasy UBigrs, :
n,j
dla kazdego bigrafu A € U;Bigr%%,/:

Krok 1.1.1.1.) dla macierzy B, € Macierze3, :

2 .
n,j

Krok 1.1.1.1.1.) jesli nastepujgca rownosé

BtA?’ . GVA . BA = GV’D%,j,

jest prawdziwa, to macierz B, definiuje silng Z-kongruencje Grama
i obliczenia nie zawieraja bledéw; w przeciwnym wypadku koriczymy
obliczenia z komunikatem: ,Macierz B, nie definiuje silnej Z-kongru-

4

encji pomiedzy bigrafem A a T)M .
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Rozdziat 6. Geometrie @ ,-sieciowe pierwiastkéw w spektralnej klasyfikacji Coxetera nieujenych
bigrafow korangi dwa

Zastosowanie algorytmu 6.73 potwierdza poprawnos¢ przeprowadzonej przez nas
klasyfikacji opisanej w twierdzeniu 6.4. Ponadto, analizowany zbiér wszystkich spéjnych
nieujemnych bigraféw korangi dwa bez petli o co najwyzej 6 wierzchotkach obliczyliSmy
na trzy rézne i niezalezne sposoby, stosujac:

(i) algorytm 5.22 uzywajacy konstrukcji 5.5 ze spéjnego dodatniego bigrafu A" bez petli
oraz pary jego pierwiastkéw u, w € Ry,

(ii) algorytm opisany w dowodzie [98, Theorem 3.9], korzystajacy z wyczerpujacego
przeszukiwania wszystkich mozliwych niesymetrycznych macierzy Grama spéjnych
nieujemnych bigraféw korangi dwa bez petli,

(iii) algorytm [37, Algorithm 5.2], korzystajacy z jednowierzchotkowego rozszerzania
nieujemnych bigraféw korangi r € {0,1,2} bez petli,

i za kazdym razem otrzymujac ten sam zbiér wynikowy. Stad wynika, ze dane uzyte przez
nas w klasyfikacji s3 poprawne.
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Dodatek A

Wybrane algorytmy kombinatoryczne i ich
ztozonosc obliczeniowa

W klasyfikacji Grama spéjnych nieujemnych bigraféw bez petli korzystamy z opraco-
wanych przez nas algorytméw kombinatorycznych i graficznych wykonujacych obliczenia
symboliczne i numeryczne. S to algorytmy A.3, A.7, A.21, A.30, A.39, A.55, A.59, A.66
przedstawione w tym dodatku oraz algorytmy 4.14, 5.22, 5.48, 6.52, 6.68.

Implementacja wszystkich oméwionych w niniejszej dysertacji algorytméw wraz z ich
dokumentacjq zawierajacq przyklady uzycia, zostata przygotowana w postaci autorskiego
pakietu algorytméw do kombinatoryczno-obliczeniowej analizy bigraféw przy uzyciu
narzedzi komputerowych. Pakiet ten umieszczamy na plycie dotaczonej do rozprawy, oraz
na stronie internetowej [99].

W konsekwencji poszerzamy dostepne narzedzia obliczeniowe do spektralnej analizy
bigraféw o kolejne algorytmy gotowe do przeprowadzania takiej analizy. Ponadto przygo-
towane implementacje moga zosta¢ zastosowane do dalszych eksperymentalnych badar,
weryfikowania trudnych hipotez, dla ktérych nie sg znane dowody teoretyczne, oraz prze-
prowadzania dowodéw wspomaganych komputerowo.

Wszystkie algorytmy prezentowane w rozprawie zostaly zaimplementowane w jezyku
Python 2.7 (www.python.org) z wykorzystaniem biblioteki SymPy (www.sympy.org) do
obliczeri symbolicznych. Wybrane przez nas Srodowisko obliczeniowe umozliwia korzysta-
nie z elementéw systemu algebry komputerowej (w tym: dostep do operacji macierzowych,
obliczen algebraicznych i symbolicznych) z poziomu jezyka programowania wysokiego
poziomu. Otrzymane wyniki obliczeniowe nie zawierajg bledéw numerycznych, gdyz
obliczenia wykonywane sg w arytmetyce liczb catkowitych dowolnej precyz;ji.

Poniewaz rozwazane przez nas algorytmy przetwarzajg duze zbiory danych (zobacz
tabela A.63 oraz 6.6), wiec jako srodowisko uruchomieniowe stosujemy interpreter PyPy
(www . pypy . org), ktéry wykorzystuje technike JIT (ang. just-in-time compilation): czesto po-
wtarzane fragmenty kodu sg kompilowane do wydajnego kodu maszynowego. Pozwala
to na przyspieszenie obliczeni. Przykladowo, w tabeli A.1 przedstawiamy czasy obliczeri
algorytmu A.59 zaimplementowanego w Pythonie i uruchomionego przy pomocy inter-
preteréw PyPy oraz CPython. Obliczenia zostaly wykonane na komputerze z procesorem
AMD taktowany zegarem 3,6 GHz z 32 GB pamigci RAM.

TaBeLa A.1. CzASY WYKONYWANIA ALGORYTMU A.59
n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n==6
PyPy 32-10% 3,71-10%s 2,18-103s 0,08s 0,37s 12,77s
CPython 7,31 - 10%s 8,03-10%*s 1,02-103s 0,02s 1,1s 89,13s
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Dodatek A. Dodatek: Wybrane algorytmy kombinatoryczne i ich ztozonos¢ obliczeniowa

Al. Spojnosc i nieujemnosc bigrafow

W niniejszej dysertacji analizujemy wylacznie bigrafy nieujemne (definicja 3.12(b))
oraz spdjne w sensie nastepujacej definicji pochodzacej z [81, Definition 2.1(c)].

Definicja A.2. Bigraf A € UBigr,  nazywamy spéjnym, jesli graf A powstaly z A po zamianie
wszystkich krawedzi przerywanych na ciggle, jest spéjny.

Do sprawdzenia spdjnosci bigrafu uzywamy nastepujacego algorytmu, ktéry korzy-

sta ze standardowego algorytmu przeszukiwania grafu w glab (ang. Depth First Search)
zaimplementowanego zgodnie z opisem przedstawionym w [62, str. 24].

Algorytm A.3. Liczba catkowita m > 1 oraz niesymetryczna macierz Grama
G, € M,,(Z) grafu krawedziowo-dwudzielnego A € URBigr,,.

Wartos¢ logiczna: True, jesli bigraf A jest spéjny; w przeciwnym wypadku False.

Obliczamy liste sgsiedztwa Is grafu A (zakodowang w postaci tablicy asocjacyj-
nej) nastepujgco:

inicjalizujemy tablice Is indeksowang wartodciami 1, ..., m i przechowuja-
cg dla kazdego wierzchotka v &(1, ..., m} liste jego sasiadéw obliczang w kroku 1.2,

dlai=1,...,m:
dlak=1,..,i-1
jesli GA[k] [i] # 0, to do listy Is[i] dodajemy element k,
dlak=i+1,..,m
jesli Glil[k] # 0, to do listy Is[i] dodajemy element k.
Dla wierzchotka v = 1:

Algorytm DFS

Inicjalizujemy pusty stos S = @ oraz m-elementowg tablice visited

z warto$ciami False.

Do stosu S dodajemy wierzchotek v oraz przyjmujemy

visited[v] = True.
Dop6ki S # @:

przyjmujemy u = top(S), tj. element ze szczytu stosu S,

przyjmujemy odwiedzony = True,

dla wszystkich w € Is[u], tj. sasiadéw w wierzchotka u:

jesli visited[w] = False, to:

dodajemy do stosu S wierzchotek w,
przyjmujemy visited[w] = True,
przyjmujemy odwiedzony = False,

jesli odwiedzony = True, to usuwamy element ze szczytu

stosu S.

.

Jesli dla ktéregokolwiek wierzchotka w warto$¢ visited[w] jest rtéwna False, to
jako wynik zwracamy warto$¢ False; w przeciwnym wypadku zwracamy True.

Fakt A.4. Niech A = (Ay,Ay) € UBigr,,, m > 1, bedzie grafem krawedziowo-dwudzielnym.
Pesymistyczna asymptotyczna ztoZonos¢ obliczeniowa algorytmu A.3
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A1, Spoéjnos¢ i nieujemnos¢ bigrafow

e jest rzedu O(m + |A|) wzgledem liczby wykonywanych operacji na stosie,
o jest rzedu O(m?) wzgledem liczby wykonywanych operacji poréwnan liczb,
® jest stata, tj. rzedu O(1) wzgledem liczby wykonywanych operacji arytmetycznych.

Dowéd. Aby uzasadnié¢ ztozonos¢ obliczeniowq algorytmu A.3 zauwazmy, ze
* krok 1 wymaga wykonania m - (m — 1) poréwnan liczb oraz dodawan liczb do listy,

¢ w kroku 2 wykonujemy co najwyzej O(IAq| + |A,]) = O(m + |A;]) przeszukiwan listy
(poréwnan liczb) oraz operacji na stosie, zobacz [62, str. 25],

¢ krok 3 wymaga wykonania co najwyzej m poréwnan liczb.

W konsekwengji otrzymujemy teze. O

Uzycie algorytmu A.3 ilustrujemy w nastepujacym przykladzie.
Przyklad A.5. Niech A € URBigr, bedzie nastgpujacym spSjnym bigrafem bez petli

2 3— 4 B

N
N

A ,oraz G, =

-1
1
0| € M5(Z).
0
1

OO OO
coor R
OO rRr OO
RN N eoNe)

1 5
Obliczamy liste sgsiedztwa Is grafu A (zakodowang w postaci tablicy asocjacyj-

nej): Is=[1:[2,5],2: [1,5],3: [4],4: [3],5: [1,2]].
Dla wierzchotka v = 1 wykonujemy algorytm DFS w nastepujacy sposob.

Inicjalizujemy pusty stos S = @ oraz tablice

visited = [False, False, False, False, False].

Do stosu S dodajemy wierzchotek v oraz przyjmujemy visited[v] = True,
tj: S = [1] oraz visited = [True, False, False, False, False].

Dopoki S # @:
przyjmujemy u = top(S), tj. u =1,
przyjmujemy odwiedzony = True,
dla wszystkich w € Is[1] = [2,5]:
poniewaz visited[2] = False, wiec:
przyjmujemy $ = [1,2],
przyjmujemy visited[2] = True,
przyjmujemy odwiedzony = False,
poniewaz visited[5] = False, wiec:
przyjmujemy S = [1,2,5],
przyjmujemy visited[5] = True,
przyjmujemy odwiedzony = False.
Otrzymujemy visited = [True, True, False, False, True].
Sprawdzamy, ze odwiedzony # True.
Przyjmujemy u = top(S), fj. u =5,
przyjmujemy odwiedzony = True,
dla wszystkich w € Is[5] = [1,2]:
sprawdzamy, Ze visited[1] = True,
sprawdzamy, ze visited[2] = True,

Krok 2.3.4.) Poniewaz odwiedzony = True, wiec usuwamy element ze szczytu
stosu S. Otrzymujemy: S = [1,2].
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Dodatek A. Dodatek: Wybrane algorytmy kombinatoryczne i ich ztozonos¢ obliczeniowa

Przyjmujemy u = top(S), tj. u = 2,

przyjmujemy odwiedzony = True,

dla wszystkich w € Is[2] = [1, 5]:
sprawdzamy, ze visited[1] = True,
sprawdzamy, ze visited[5] = True,

Krok 2.3.4.) Poniewaz odwiedzony = True, wigc usuwamy element ze szczytu
stosu S. Otrzymujemy: S = [1].

Przyjmujemy u = top(S), . u =1,

przyjmujemy odwiedzony = True,

dla wszystkich w € Is[1] = [2,5]:
sprawdzamy, ze visited[2] = True,
sprawdzamy, ze visited[5] = True,

Poniewaz odwiedzony = True, wigc usuwamy element ze szczytu
stosu S. Otrzymujemy: S = @ i koriczymy dziatanie algorytmu DFS.

Poniewaz visited = [True, True, False, False, True], wiec dla wierzchotka w = 3
warto$¢ visited[w] jest rowna False. Stad jako wynik zwracamy wartos¢ False.

SprawdziliSmy algorytmicznie, ze bigraf A nie jest spéjny.

Do sprawdzenia nieujemnosci bigrafu (definicja 3.12) korzystamy z nastepujacego
twierdzenia, ktére wynika z reguly znakéw Kartezjusza [66, Twierdzenie VI1.2.3.6].

Twierdzenie A.6. Bigraf A€ Bigr,,, m > 1, jest nieujemny korangi 1 < r < m — 1 wtedy
i tylko wtedy, gdy wspotczynniki wielomianu charakterystycznego

Fg (1) :=det(t- E = Gp) = fiut™ + fuat"™ ™ + . + Hot? + fit + fo € ZI[1]
podwojonej symetrycznej macierzy Grama G, := G, +GY € M,,,(Z) bigrafu A spelniajq warunki:
® fi-fiz1 <0dlar <i<m-—1,oraz
e fi=0dlai<r<m—1.

Dowéd. Poniewaz spektrum specg '={AeER; Fz ) =0} CR podwojonej syme-
trycznej macierzy Grama G, :=G, + G €M,,(Z) bigrafu A jest rzeczywiste, wiec na pod-
stawie [66, Twierdzenie VII.2.3.6] liczba pierwiastkéw dodatnich wielomianu F . (t) € Z[t]
jest réwna liczbie zmian znakéw w ciggu wspoétczynnikéw (f,,,, ..., fy) oraz na podstawie [66,
Twierdzenie XI.4.3.10] liczba réznych od 0 pierwiastkéw wielomianu F G, (t) € Z[t] jest
réwna rzedowi macierzy G, € M,,(Z).

Na podstawie faktu 3.17 bigraf A € U®Bigr, jest nieujemny korangi r < m — 1,
wtedy i tylko wtedy, gdy symetryczna macierz Grama G, € Mm(%Z) C M, (R) jest
dodatnio pétokreslona rzedu m — r nad R. Na podstawie [49, Theorem 7.2.1] macierz
G, € Mm(%Z) C M,,(R) jest dodatnio pétokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy wszyst-
kie jej warto$ci wlasne (réwnowaznie: pierwiastki wielomianu det(t - E — G,) € Z[t]) sa
nieujemne. Do zakoniczenia dowodu zauwazmy, ze macierz G, € Mm(%Z) jest dodat-
nio pétokreslona rzedu m — r nad R wtedy i tylko wtedy, gdy macierz G, € M,,(Z) jest
dodatnio poétokreslona rzedu m — r nad R. O

Nastepujacy algorytm, bedacy realizacja kryterium przedstawionego w twierdze-
niu A.6, weryfikuje nieujemnos$¢ danego bigrafu oraz oblicza jego korange (definicja 3.12).
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A1, Spoéjnos¢ i nieujemnos¢ bigrafow

Algorytm A.7. Liczba catkowita m > 1 oraz podwojona symetryczna macierz
Grama G, € M,,(Z) grafu krawedziowo-dwudzielnego A € UBigr,,.

Wartos¢ logiczna True oraz liczba 0 < r < m — 1, jesli bigraf A jest nieujemny
korangi r; w przeciwnym wypadku wartoéc¢ logiczna False oraz liczba —1.

Przyjmujemy zmiany_znakow := 0.
Obliczamy wielomian

Fg (1) :=det(t - E — GA) = ft™ + fr 1t o+ ot + fit + fy € Z[1].

Dla0<ig<m—1:

jeslif; - fii1 <0, to przyjmujemy zmiany_znakow = zmiany_znakow + 1.
Dla 0 <j < m:

jeslif; # O, to przechodzimy do kroku 5.

Jesli zmiany_znakow + j = m, to jako wynik zwracamy pare: (True,j); w prze-
ciwnym wypadku zwracamy pare: (False, —1).

Fakt A.8. Pesymistyczna asymptotyczna ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu A.7 jest wielomia-
nowa wzgledem liczby wykonywanych operacji arytmetycznych.

Dowéd. Aby uzasadnié¢ ztozonos¢ obliczeniowq algorytmu A.7 zauwazmy, ze

¢ krok 3 wymaga wykonania m mnozen oraz poréwnan liczb,

¢ krok 4 wymaga uzycia co najwyzej m + 1 operacji poréwnania liczb.

Ztozonoé¢ obliczeniowa kroku 2 zalezy od uzytego algorytmu obliczania wielomianu
charakterystycznego. W naszej implementacji do obliczenia wielomianu charakterystycz-
nego korzystamy z metody charpoly z biblioteki SymPy (dostepnej na stronie: sympy . org),
implementujacej algorytm Berkowitza [4] o ztozonosci obliczeniowej rzedu O(m*) wzgle-
dem liczby wykonywanych operacji arytmetycznych (zobacz [4]). O

Algorytm A.7 ilustrujemy w nastepujacym przyktadzie.

Przyktad A.9. Niech A € U Bigr, bedzie nastepujacym spéjnym bigrafem bez petli

A / : \ , Gy =
1—2
Przyjmujemy zmiany_znakow := 0.
Obliczamy wielomian Fg; (t) := det(t - E — G,) =3 — 612 + 9t € Z[t].
Dla i = 0 sprawdzamy, ze warto$¢ f; - f{ = 0 - 9 = 0 nie jest ujemna.

Dla i = 1 sprawdzamy, ze wartod¢ f; - f, = 9 - (—6) = —54 jest ujemna, wiec
przyjmujemy: zmiany_znakow = 1.

Dla i = 2 sprawdzamy, ze warto$¢ f, - f3 = (—6) - 1 = —6 jest ujemna, wiec
przyjmujemy: zmiany_znakow = 2.

Dla j = 0 sprawdzamy, ze fy = 0.

KRrok 4. aj = 1sprawdzamy, ze f; = 9 # 0, wiec przechodzimy do kroku 5.
Dlaj = 1 sprawdzamy, ze f; = 9 # 0, wiec przechodzimy do kroku 5
Krok 5.) Sprawdzamy, ze prawdziwa jest réwno$¢ zmiany _znakow +i=2+1=3 =m,
P Y, z€ p ) Y ]
wiec jako wynik zwracamy pare: (True, 1).

2-1-1
-1 2-1
-1-1 2

e M;(Z), oraz G, = e M;(Z).

o O =

-1 -1
1-1
01

Obliczylismy, ze bigraf A jest nieujemny korangi jeden (tj. gtéwny).
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Uwaga A.10. Przypominamy, ze w niniejszej dysertacji analizujemy wylacznie bigrafy
spdéjne i nieujemne. Poniewaz pesymistyczna zlozonos¢ obliczeniowa omawianych w dy-
sertacji algorytmoéw (za wyjatkiem algorytmu A.3 oraz A.7) jest co najmniej rzedu O(m*)
wzgledem wykonywanych operacji arytmetycznych, to dodanie do kazdego z tych algo-
rytméw kroku zerowego, w ktérym

* sprawdzamy sp6jnosé bigrafu (algorytm A.3), oraz

¢ sprawdzamy nieujemno$c¢ bigrafu (algorytm A.7),
nie zmieni pesymistycznej zlozonosci obliczeniowej wzgledem liczby wykonywanych
operacji arytmetycznych zadnego z nich.

A.2. Obliczanie pierwiastkow bigrafow dodatnich

Na podstawie uwagi 3.30, do konstrukgji algorytmu wyczerpujacego przeszukiwania
umozliwiajacego wyznaczenie zbioru pierwiastkéw spéjnych dodatnich bigraféw bez petli,
mozna wykorzysta¢ ograniczenia (3.24) przedstawione w dowodzie lematu 3.21(a). Na tej
podstawie zbudowano tzw. algorytm ograniczonego zliczania (ang. restrictively counting
algorithm) przedstawiony w [80, Algorithm 4.2]. Metode te przyblizamy w nastepujacym
przykladzie.

Przyklad A.11. Niech A € UBigry bedzie jednorodnym diagramem Dynkina Eg,
ktérego wierzchotki ponumerowane sg nastepujaco

4
A:12315678‘

Funkcjonat Grama g, : Z® — Z bigrafu A (3.10) jest réwny
Ga(x) = xF +x3 + x5 + x5 + X2 + X% + X3 + XF — X1 Xp — XpX3 — X3y — X3X5 — X5Xg — XXy — X7 Xg.

Na podstawie twierdzenia 3.35, bigraf A = Eg jest dodatni. Z lematu 3.21 wynika, ze
zbiér pierwiastkéw R, = {v € Z8; g, (v) = 1} bigrafu A jest skoficzony oraz ograniczenia
na poszczegoblne wspoélrzedne v; pierwiastkéw v € R, maja postaé

1 1
_[V’M(Uo) ] SUS [V%(Uo) ]'

ga(vg) := inf g, (S”) = 0.005478
dlasS’:={ue R |ul=1 obliczamy korzystajac z funkcji scipy.optimize.minimize
z biblioteki SciPy (dostepnej na stronie: scipy.org). Stad otrzymujemy wartoéci

1 1
[vao)] = [V0.005478] = [13,5110464] = 13,

wiec ograniczenie na wartosci wspétrzednych pierwiastkéw v € R, ma postaé:

~13< v < 13. (A.12)

gdzie wartosé

W konsekwencji , aby wyznaczy¢ zbiér R, C Z8, wystarczy sprawdzic, ktére z 278 =
282 429 536 481 wektoréw ze zbioru {—13, ..., 13}8 spelniajg réownosé g, (v) = 1.

Uwaga A.13. Zauwazmy, Ze globalne ograniczenie na warto$ci wszystkich wspoétrzed-
nych pierwiastkéw v € R, (A.12) bigrafu A = Eg podane w przykladzie jest gorsze od
ograniczenia globalnego réwnego 6 uzyskanego w twierdzeniu 3.28 (przy tym ograni-
czeniu wystarczy sprawdzi¢, ktore z 138 = 815 730 721 wektor6w ze zbioru {—6, ..., 6}®
spetniajg réwnosé g, (v) = 1). W uzywanym przez nas algorytmie A.21 obliczania pier-
wiastkéw, wyznaczamy oddzielnie ograniczenia na poszczegélne wspétrzedne.
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A.2. Obliczanie pierwiastkdw bigrafow dodatnich

Istotng role w uzywanym przez nas algorytmie wyznaczania zbioru pierwiastkow
Ry = {v € Z™; qp(v) = 1} C Z™ dodatniego bigrafu A U,Bigrm bez petli petni
przedstawienie funkcjonatu g, : Z™ — Z (3.10) w postaci kanonicznej (A.16).

Przedstawimy teraz metode sprowadzania dodatniej formy kwadratowej do postaci
kanonicznej, tzw. algorytm Lagrange’a (wersja twierdzenia Lagrange’a o uzupelnieniu do
pelnych kwadratéw, zobacz [66, XI, str. 341-344]) pochodzaca z [33, Theorem 5.3].

Twierdzenie A.14. Niech m > 1 oraz q: Z™ — Z bedzie dodatnim funkcjonatem kwadrato-

wym zdefiniowanym formg kwadratowg q(x) = q(xy,...,x,,) € Z[Xq,...,X,,] postaci
G(X) = G113 + oo + QX3 + Z qix:x;,  gdzie q;; € Z. (A.15)
i<j

Dla dowolnej permutacji (; ].m> zbioru {1, ..., m}, forme kwadratowg q(x) = q(xq,...,x,,) €
Z[xq,...,X,,] mozna przedstawi¢ w nastepujgcej postaci kanonicznej

q) = My7 + o H Aayy A, gdziey; = ¢+ g (A.16)

jim ™
oraz Ay, ..., A, € Q sg dodatnie i c;; € Q.

Dowéd. Przytoczony dowdd pochodzi z [33, Theorem 5.3]. Zauwazmy, ze wspo6tczyn-
niki g1, ..., §,um 5@ dodatnie, poniewaz funkcjonat kwadratowy g: Z™ — Z jest dodatni
okreslony. Dowdd przeprowadzamy metoda indukcji wzgledem m > 1. Dla m = 1 forma
q(x) € Z[x;] ma z definicji (A.15) posta¢ kanoniczng: g(x) = gq1x3.

Niech m > 2. Zauwazmy, ze forme¢ kwadratowa q(x) = q(xy,...,%,,) € Z[xq,...,x,,]
(A.15) mozna przedstawié nastepujaco

X1, ey X) = G Y5+ 46,0 %,), dlay;, o=, + 2q] B (T + o+ 9101,%3,)
gdzie forma kwadratowa
q<Xj2, ces ,x]-m) = q(xl, e ,xm) - q]lhy]z] (A.17)

zalezy wylacznie od zmiennych x; v, OTaz przyjmujemy ¢, = qj; dlaj < i. Do zakoricze-

......
nia dowodu wystarczy pokazaé, ze funkcjonat kwadratowy §: Z"~! — Z zdefiniowany
forma kwadratowa (A.17) jest dodatnio okreslony.

Zalézmy przez sprzeczno$(, ze istnieje taki wektor 0 # u = [u u 1€ Z"1, ze

jpr e s U
d(u) < 0. Dla wektora
= (i, gy, ] € 27, gllzie i, = =i (G105 + o+ Gy, 1, )

J17 72 7 T Tm 2‘7/'1/1

otrzymujemy

2
~ _ ~ 1 ~ _
0 <q@@, oo ty,) = Gy, (”fl o (it + e+ %‘m%)) gy, ) =
= q(ujz,...,ujm) < O.

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze funkcjonat kwadratowy §: Z"~! — Z zdefiniowany
forma kwadratowa (A.17) jest dodatnio okreslony i mozna do niego zastosowac zalozenie
indukcyjne, co koficzy dowdéd. O

Przyklad A.18. Niech A € UBigr, bedzie jednorodnym diagramem Dynkina Eg,
ktérego wierzchotki ponumerowane sa} nastepujaco

A 8

0—07 04040

Funkcjonat Grama g, : Z® — Z bigrafu A (3.10) jest rowny
Ga(x) = x3F + x5+ x5+ 33 + 32 + X% + X2 + XF — X1 Xp — XpX3 — X3, — X3X5 — X5 — XXy — X7Xg.

Na podstawie twierdzenia 3.35, bigraf A = Eg jest dodatni. Stad, korzystajac z metody
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Dodatek A. Dodatek: Wybrane algorytmy kombinatoryczne i ich ztozonos¢ obliczeniowa

przedstawionej w dowodzie twierdzenia A.14, funkcjonat g,: Z8 — Z mozna przedstawié
w nastepujacej postaci kanonicznej

ga(x) = % (2x, — xz)2 + % (3xy — 2x3)2 + ﬁ (4x5 — 3x,4 — E’>x5)2 + 41—0 (5x4 — 3x5)2 +

+ 41—0 (4xs — 5xg)” + ﬁ (3xg — 4x,)” + % (2x, — 3xg)” + }Ixé.

Uwaga A.19. Ograniczenia na poszczegdlne wspétrzedne pierwiastkéw dodatniego
bigrafu A € UBigr bez petli (dodatnio okreslonego funkcjonatu g, : Z™ — Z) mozemy
otrzymac jako wniosek z twierdzenia A.14, zobacz [33, Theorem 5.3] oraz [79, Remark 3.8]
nastepujgco.

Stosujac metode przedstawiong w dowodzie twierdzenia A.14, dodatnig forme kwadra-
towa q(x) = q(xq,...,x,,) € Z[x4,...,x,,] (A.15) mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci
kanonicznej

qg(x) = Al(c- Xi + ..+ X

2 2
2
51X, X, ) et A +o g + A2,

(er1z—1m_1xjrrz—l m—lmxjm )

gdzie A; € Q*,cﬁ € Q oraz <]11 ;n) jest permutacja zbioru {1, ..., m}. Stad, jesli v =

[01,...,0,,] € Z" jest pierwiastkiem q: Z™ — Z, tj. q(v) =1, to

/\mvfm < 1iw konsekwendji: [v; | < [ﬁ] ,
gdzie [a] € Z jest czeSciag catkowitg liczby a € R. Powtarzajac te procedure dla wszystkich
1 < j,, < m, otrzymujemy ograniczenia na warto$¢ kazdej wspotrzednej v;, 1 < i < m,
pierwiastka v = [vy,...,7,,] € Z" funkcjonatu g: Z" — Z.

Ponadto na podstawie twierdzenia 3.28 otrzymujemy nieréwnosci —6 < v; < 6 dla
1 < i < m. Stad wartosc¢ kazdej wspéirzednej pierwiastka mozna ograniczy¢ nastepujaco

[0, | < min {6, [%]} dla 1<, <m. (A.20)

Nastepujacy algorytm wyznacza zbiér pierwiastkéw R, dodatniego spéjnego bigrafu
A € UBigr, (dodatniego funkcjonatu g: Z" — Z) dlam > 1. Stosujemy w nim metode
wyczerpujacego przeszukiwania, gdzie ograniczenia na poszczegdlne wspoétrzedne pier-
wiastkow otrzymujemy zgodnie z metodg opisang w uwadze A.19, por. [33, Algorithm
5.5] oraz [79, Algorithm 3.7], [80, Algorithm 4.2]. Dlatego algorytm ten nazywany jest
w literaturze algorytmem ograniczonego zliczania (ang. restrictively counting algorithm,
zobacz [79, 80]).

Algorytm A.21. Liczba catkowita m > 1 oraz dodatni funkcjonal kwadratowy
q: Z™ — Z zdefiniowany formg kwadratowq q(x) = q(xy, ..., x,,) € Z[xy, ..., X,,] postaci

G(X) = q11X3 + oo + QX3 + Z q;%x;, gdzieq; € Z orazgq; # 0.
i<j

Skoniczony zbiér pierwiastkow Ry:={vezZ"; q(v) =1} funkcjonatu q: Z" — Z.

Inicjalizujemy pusty zbiér R, = {} oraz m-elementowg tablic¢ ograniczenia.

Dlaliczbi=1,...,m:

Algorytm Lagrange’a

przyjmujemy §(x) := q(x) € Z[xq,...,X,,],
dla takich liczb k = 1,...,m, ze k # i: 5
obliczamy (x) = §(x) = G (xi + 37 Y. %))

przyjmujemy ograniczenia[i] := min {6, [ﬁ]} € Z, gdzie A; := qi—? €
Q, zobacz (A.20).
Krok 2 jest realizacja metody opisanej w twierdzeniu A.14, zobacz uwaga A.19.
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A.2. Obliczanie pierwiastkdw bigrafow dodatnich

Dla kazdego wektora v = [vy, ..., v,,] spelniajgcego —ograniczenia[i] < v; <
ograniczenia[i], gdzie 1 <i < m:

jesli zachodzi réwnos¢ q(v) = 1, to dodajemy wektor v do zbioru R,.

Zwracamy zbior R, jako wynik.

Przeprowadzimy teraz analize ztozonosci obliczeniowej algorytmu A.21.

Fakt A.22. Algorytm A.21 ma pesymistyczng wykladniczq ztozonos¢ obliczeniowg rzedu
O(13™ - m?) wzgledem liczby wykonywanych operacji arytmetycznych.

Dowdéd. Zauwazmy, ze w algorytmie A.21

e w kroku 2.2.1 warto$¢ §(x) obliczamy m - (m — 1) razy,

e w kroku 3 warto$¢ q(v) obliczamy co najmniej 3" razy (w przypadku nastepu-
jacego ograniczenia: v € {—1,0,1}") i co najwyzej 13" razy (w przypadku gdy
v E {—6,...,6}").
Forme kwadratowg
2
q(x) = q4(x) — qkk(xk + ﬁ Z qijj)
]_jl;z]zm
wyznaczamy przy uzyciu O(m?) operacji arytmetycznych, wigc krok 2 ma ztozonosé
obliczeniowg rzedu co najwyzej O(m*).
Poniewaz warto$¢ funkcjonatu na wektorze q(v) obliczamy przy uzyciu O(m?) operacji
arytmetycznych, wiec krok 3 ma ztozono§c¢ obliczeniowg rzedu co najwyzej O(13™ - m?).
W konsekwencji pesymistyczna zlozono$¢ obliczeniowa algorytmu A.21 jest rzedu

O(13™ . m?)
wzgledem liczby wykonywanych operacji arytmetycznych. O

Nastepujacy przykiad ilustruje uzycie algorytmu A.21.

Przyklad A.23. Niech A € UBigry bedzie jednorodnym diagramem Dynkina Eg,
ktérego wierzchotki ponumerowane sg nastepujaco

4
A’1g35678'

Funkcjonat Grama g, : Z® — Z bigrafu A (3.10) jest réwny

Ga(x) = xF + 33+ x5+ 33 + %2 + X% + X2 + XF — X1 Xp — XpX3 — X3 — X3X5 — X5Xg — XXy — X7 Xg.
Inicjalizujemy pusty zbiér R, = {} oraz 8-elementowq tablic¢ ograniczenia.
Dla kolejnych liczb i = 1, ..., 8 wykonujemy krok 2 algorytmu A.21, tj. korzysta-

L

N

jac z algorytmu Lagrange’a obliczamy ograniczenia min {6, [ ]} € Z na wartoSci
poszczeg6lnych wspoétrzednych v; wektorav € R, C Z8:

e dlai =1, otrzymujemy §(x) = %x%, astad A = % oraz min {6, [\/g] =2,

——

e dlai =2, otrzymujemy §(x) = %x%, astad A, = % oraz min {6, =5,
e dlai = 3, otrzymujemy §(x) = 61—Ox§, astad A3 = 61—0 oraz min {6, =6,

¢ dlai = 4, otrzymujemy §(x) = 11—6xﬁ, astad A, = -~ oraz min

16 6,

6,

Il
o
N

dlai =5, otrzymujemy §(x) = %xg, astad A5 = % oraz min

I’#Ilollmllowlml
e
Il
IS

— —— A —

6,

Il
L

dlai = 6, otrzymujemy §(x) = ix%, astad Ay = 21—4 oraz min
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Dodatek A. Dodatek: Wybrane algorytmy kombinatoryczne i ich ztozonos¢ obliczeniowa

e dlai =7, otrzymujemy §(x) =

e dlai = 8, otrzymujemy §(x) =

+x2, astad A, = 15 oraz min {6, [\/ﬁ]}
1x§, astad Ag = }1 oraz min {6, [\/Z]} =2

4

=3,

W konsekwencji otrzymujemy ograniczenia = [2,5,6,4,6,4,3,2].

Dla kazdegoz5-11-13-9-13-9-7 -5 = 26 351 325 wektoréw catkowitych
v = [vq, 0y, 03,0y, Us, Vg, Uy, Ug], ktérych ograniczenia na poszczegélne wspoéirzedne

sg nastepujgce:
-2<01; <2,
—6<u5 <6,

-5< 0, <5,
—4 <y <4,

—6<v3<6,
_3<’U7<3/

-4 <y, <4,
—2<vg <2,

jesli zachodzi réwnos¢ g, (v) = 1, to dodajemy wektor v do zbioru R, .
Obliczony zbiér R, = R; U R, sklada sig z 240 wektoréw, gdzie R} sklada

sie z nastepujacych 120 wektoréw

[0,0,0,0,0,0,0,1], [0,0,0,0,0,0,1,0], [0,0,0,0,0,0,1,1], [0,0,0,0,0,1,0,0], [0,0,0,0,0,1,1,0],
[0,0,0,0,0,1,1,1], [0,0,0,0,1,0,0,0], [0,0,0,0,1,1,0,0], [0,0,0,0,1,1,1,0], [0,0,0,0,1,1,1,1],
[0,0,0,1,0,0,0,0], [0,0,1,0,0,0,0,0], [0,0,1,0,1,0,0,0], [0,0,1,0,1,1,0,0], [0,0,1,0,1,1,1,0],
[0,0,1,0,1,1,1,1], [0,0,1,1,0,0,0,0], [0,0,1,1,1,0,0,0], [0,0,1,1,1,1,0,0], [0,0,1,1,1,1,1,0],
[o,01,1,1,1,1,1], [0,1,0,0,0,0,0,0], [O,1,1,0,0,0,0,0], [0O,1,1,0,1,0,0,0], [0,1,1,0,1,1,0,0],
[o,1,1,0,1,1,1,0], [O,1,1,0,1,1,1,1], [0O,1,1,1,0,0,0,0], [0O,1,1,1,1,0,0,0], [0,1,1,1,1,1,0,0],
[o,1,1,1,1,1,1,0], [O,1,1,1,1,1,1,1], [0,1,2,1,1,0,0,0], [0,1,2,1,1,1,0,0], [0,1,2,1,1,1,1,0],
[0,1,2,1,1,1,1,1], [0,1,2,1,2,1,0,0], [0,1,2,1,2,1,1,0], [0,1,2,1,2,1,1,1], [0,1,2,1,2,2,1,0],
[0,1,2,1,2,2,1,1], [0,1,2,1,2,2,2,1], [1,0,0,0,0,0,0,0], [1,1,0,0,0,0,0,0], [1,1,1,0,0,0,0,0],
[1,1,1,0,1,0,0,0], [1,1,1,0,1,1,0,0], [L,1,1,0,1,1,1,0], [1,1,1,0,1,1,1,1], [1,1,1,1,0,0,0,0],
[1,1,1,1,1,0,0,0], [1,1,1,1,1,1,0,0], [1,2,1,1,1,1,1,0], [1,1,1,1,1,1,1,1], [1,1,2,1,1,0,0,0],
[1,1,2,1,1,1,0,0], [1,1,2,1,1,1,1,0], [1,1,2,1,1,1,1,1], [1,1,2,1,2,1,0,0], [1,1,2,1,2,1,1,0],
[1,1,2,1,2,1,1,1], [1,1,2,1,2,2,1,0], [1,1,2,1,2,2,1,1], [1,1,2,1,2,2,2,1], [1,2,2,1,1,0,0,0],
[1,2,2,1,1,1,0,0], [1,2,2,1,1,1,1,0], [L1,2,2,1,1,1,1,1], [1,2,2,1,2,1,0,0], [1,2,2,1,2,1,1,0],
[1,2,2,1,2,1,1,1], [1,2,2,1,2,2,1,0], [1,2,2,1,2,2,1,1], [1,2,2,1,2,2,2,1], [1,2,3,1,2,1,0,0],
[1,2,3,1,2,1,1,0], [1,2,3,1,2,1,1,1], [1,2,3,1,2,2,1,0], [1,2,3,1,2,2,1,1], [1,2,3,1,2,2,2,1],
[1,2,3,1,3,2,1,0], [1,2,3,1,3,2,1,1], [1,2,3,1,3,2,2,1], [1,2,3,1,3,3,2,1], [1,2,3,2,2,1,0,0],
[1,2,3,2,2,1,1,0], [1,2,3,2,2,1,1,1], [1,2,3,2,2,2,1,0], [1,2,3,2,2,2,1,1], [1,2,3,2,2,2,2,1],
[1,2,3,2,3,2,1,0], [1,2,3,2,3,2,1,1], [1,2,3,2,3,2,2,1], [1,2,3,2,3,3,2,1], [1,2,4,2,3,2,1,0],
[1,2,4,2,3,2,1,1], [1,2,4,2,3,2,2,1], [1,2,4,2,3,3,2,1], [1,2,4,2,4,3,2,1], [1,3,4,2,3,2,1,0],
[1,3,4,2,3,2,1,1], [1,3,4,2,3,2,2,1], [1,3,4,2,3,3,2,1], [1,3,4,2,4,3,2,1], [1,3,5,2,4,3,2,1],
[1,3,5,3,4,3,2,1], [2,3,4,2,3,2,1,0], [2,3,4,2,3,2,1,1], [2,3,4,2,3,2,2,1], [2,3,4,2,3,3,2,1],
[2,3,4,2,4,3,2,1], [2,3,5,2,4,3,2,1], [2,3,5,3,4,3,2,1], [2,4,5,2,4,3,2,1], [2,4,5,3,4,3,2,1],
[2,4,6,3,4,3,2,1], [2,4,6,3,5,3,2,1], [2,4,6,3,5,4,2,1], [2,4,6,3,5,4,3,1], [2,4,6,3,5,4,3,2],

a zbiér R, jestréwny R, = —Ry 4. R, ={-v; v € R} }.

Uwaga A.24. Zauwazmy, ze w przykltadzie A.23 ograniczenie na wsp6trzedna o in-

deksie 3 obliczone na podstawie algorytmu Lagrange’a réwne [\/@] = 7 jest gorsze od

ograniczenia globalnego réwnego 6 uzyskanego z twierdzenia 3.28, co uzasadnia koniecz-
g g y 8

no$¢ wyboru mniejszej z liczb 6, ‘/% w kroku 2.3 algorytmu A.21.

i

A.3. Obliczanie reduktu nieujemnego bigrafu korangi dwa

W niniejszym podrozdziale podajemy algorytm A.30 wyznaczajacy skoriczony pod-
zbior RZ“I (A.26) nieskoriczonego zbioru pierwiastkéw R, (zobacz lemat 3.21(b)) dla
spSjnych nieujemnych bigraféw A € UBigr,  , korangi dwa bez petli.

Algorytm A.30 pelni istotng role w konstruowanych przez nas w rozdziale 6 algoryt-
moéw kombinatoryczno-graficznych wyznaczajacych macierz definiujgca silng Z-kongru-
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A.3. Obliczanie reduktu nieujemnego bigrafu korangi dwa

encjg Grama dla spéjnych nieujemnych bigraféw A € UBigr, ., korangi dwa bez petli
03 < n + 2 < 6 wierzchotkach.

Dla spéjnych nieujemnych bigraféw A € UBigr, ,, korangi dwa bez petli redukt
R4 C R, definiujemy za [79, Definition 3.6, (3.10)].

Definicja A.25. Niech A € UBigr, ,, bedzie spéjnym nieujemnym bigrafem korangi dwa
bez petli, oraz niech wektory hVv, h'2) € Ker g, tworzq (j;, j,)-specjalng Z-baze grupy wolnej
Ker q, rangi dwa. Skoriczony podzbior R¢4 zbioru R 5 zdefiniowany wzorem

Rged ={ve ’RA; v]& = z)jz =0} C gn+2 (A.26)

nazywany reduktem R bigrafu A.

Uwaga A.27. NiechA € UBigr, ., bedzie spéjnym nieujemnym bigrafem korangi dwa
bez petli, oraz niech wektory hU, hY2) € Ker g, tworza (j;, j»)-specjalng Z-baze grupy
wolnej Ker g, rangi dwa.

(a) Na podstawie twierdzenia 4.8, podgraf krawedziowo-dwudzielny AV1/2) e UBigr,
bigrafu A otrzymany z A przez opuszczenie wierzchotkéw j; oraz j, jest spéjny
i dodatni. Stad zbiér R’ C R, jest skoriczony, gdyz funkcja

RES R ygum, 0 Ol o 20
jest bijekcja, a zbior pierwiastkéw R i, C Z" dodatniego bigrafu AV12) € UBigr,
jest skoficzony (lemat 3.21(a)).
(b) Na podstawie [79, (3.3)] istnieje rozktad

Ry = R + Ker g, C Z"+? (A.28)

i dowolny pierwiastek v € R, posiada jednoznaczne przedstawienie w postaci
v=0+7, gdzie 0 € R oraz T € Ker g,. (A.29)

Nastepujacy algorytm wyznacza zbiér R (6.28) dla spéjnego nieujemnego bigrafu
A € UBigr, korangi dwa bez petli.

Algorytm A.30. Liczba catkowita nn > 1 oraz spéjny nieujemny graf krwedzio-
wo-dwudzielny A € UBigr, ., bez petli korangi dwa o 1 + 2 > 3 wierzchotkach.

Skoriczony zbiér R C R, C Z"*2 (6.28) spetniajacy ré6wnosé
Ry = R + Ker g, C Z"+2.

Korzystajac z algorytmu 4.14 obliczamy (j;, j,)-specjalng Z-baze hUv), hU2) €
Ker g, grupy wolnej Ker g, rangi dwa, gdzie1 <j; <j, <n+2.

Korzystajac z algorytmu A.21 obliczamy skoniczony zbior R 5 C Z" pierwiast-
kow funkcjonatu Grama q: Z" — Z dodatniego bigrafu A € UBigr, , ktéry powstaje
z dodatniego bigrafu AY1/2) po naturalnym przenumerowaniu zbioru wierzchotkéw
Agl’jz) ={1,...,n+ 2} \ {j1,j»} na AVO = {1,...,n} (realizujemy je poprzez usuniecie
wiersza i kolumny o indeksie j, oraz usuniecie wiersza i kolumny o indeksie j; z ma-
cierzy Grama G, € M,,,,(Z) bigrafuA € UBigr, ,), {j. macierz Grama G; € M, (Z)
bigraquvjest réwna GAv = G(Ajl’jz) e M, (Z).

Inicjalizujemy pusty zbiér R’¢ = (.

Dla kazdego wektora v = [0y, ...,v,] ze zbioru R; C Z™:

dodajemy do zbioru R’¢? wektor

0= [vl,...,vjl_l,O,vjl,...,v

J2=
Zwracamy zbi6r R’ jako wynik.

2
2,0,0,_1,...,0,] € ARES
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Fakt A.31. Pesymistyczna asymptotyczna ztozonosé obliczeniowa algorytmu A.30 jest rzedu
O(13" - n?) wzgledem liczby wykonywanych operacji arytmetycznych.

Dowéd. Algorytm A.30 ma wykladniczg zlozonos¢ obliczeniowa wzgledem liczby
wykonywanych operacji arytmetycznych, poniewaz
¢ algorytm A.21 zastosowany w kroku 1 jest rzedu O(m*), zobacz fakt 4.16,
* na podstawie faktu A.22, algorytm A.21 zastosowany w kroku 2 ma wyktadnicza
pesymistyczng ztozono$¢ obliczeniowg rzedu O(13" - n?),

co sumarycznie daje pesymistyczng ztozonosé¢ obliczeniowg rzedu O(13" - n?) wzgledem
liczby wykonywanych operacji arytmetycznych. O

Nastepujacy przykiad ilustruje uzycie algorytmu A.30.

Przyktad A.32. Niech A € UBigr, bedzie nastepujagcym grafem krawedziowo-dwu-
dzielnym

4 11 -1 1 1 3 -2 3
g = 0 1 -2 2 L1 a0 1
A \ oraz Gy=| 012 2lemy@), = 1 0T ! e,
S 2
S O\, 0 0 0 1 I

Poniewaz rzad macierzy G, jest rowny rzg(G,) = 2, oraz funkcjonat Grama g, : Z* — Z
bigrafu A mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci

3 2 1 1 1.2
Ga(x) = 7 (xp —x3+x4)" + (xl + 5% — 5X3 + §x4) ,

wiec tatwo sprawdzi¢, ze bigraf A jest nieujemny korangi dwa (zobacz fakt 3.17).

Korzystajac z algorytmu 4.14 wyznaczamy specjalng Z-baze grupy Ker g,.
Obliczone wektory h® = [0,1,0,—-1], h® = [0,0,1,1] € Ker g, tworza (2,3)-
specjalng Z-baze grupy wolnej Ker g, rangi dwa.

Dodatni graf krawedziowo-dwudzielny A € URBigr, bez petli, ktéry powsta-
je z dodatniego bigrafu A®® : 1--_.4 po naturalnym przenumerowaniu zbioru
wierzchotkéw ma nastepujaca postaé

A:1---2,astad gz(xy) = %3 + X3 + x1x,.

Korzystajac z algorytmu A.21 obliczamy skoriczony zbiér R; := R, C Z? pierwiast-
kéw funkcjonatu Grama q;: Z2 — Z bigrafu A € URBigr,. Otrzymujemy zbior réwny

R; =101,0],10,1],11,-1],[-1,01, [0, =11, [-1, 11} .
Inicjalizujemy pusty zbiér RZ"d = Q.
Dla kazdego wektora v = [v;,v,] ze zbioru R C Z:
dodajemy do zbioru R’ wektor ¥ := [v4,0,0,0,] € Z*.
Otrzymujemy zbiér réwny
R4 = {[1,0,0,01,[0,0,0,1],[1,0,0,-1],[-1,0,0,01,[0,0,0,-11,[—1,0,0,1]} .

Obliczony zbiér R’ C Z* jest reduktem bigrafu A. Oznacza to, ze spelniona
jest rownosé Ry = R + Ker g, C Z*.
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A.4. Obliczanie liczby Coxetera i zredukowanej liczby Coxetera

W niniejszym podrozdziale prezentujemy algorytm A.39 obliczajacy liczbe Coxetera c,
dodatniego spéjnego bigrafu A € UBigr, ,m > 1, zgodnie ze ztozonoscig przedstawiona
w twierdzeniu A.34. Prezentujemy réwniez algorytm A.55 obliczajacy zredukowang liczbe
Coxetera ¢, oraz liczbe Coxetera ¢, nieujemnego bigrafu A bez petli. W przygotowaniu tych
algorytmoéw najtrudniejsza byta taka ich konstrukcja, aby ich pesymistyczna ztozonos¢
obliczeniowa byta jak najnizsza.

W oszacowaniu ztozonosci obliczeniowej algorytmu obliczajacego liczbe Coxetera c,
dodatniego spéjnego bigrafu A € UBigr ,m > 1, bez petli korzystamy z argumentéw
uzytych w dowodzie lematu 3.43(a) oraz z nastepujacego lematu.

Lemat A.33. Niech A € UBigr, ,m > 1, bedzie spéjnym, dodatnim bigrafem bez petli,
[0 ...0,,] € Z" ustalonym wektorem oraz s > 1 minimalng liczbg takg, Ze @5 (v) = v. Ustalmy
rowniez wektor w := @5@), gdzie 1 < k < s. Jesli p > 1 jest minimalng liczbg, dla ktérej
D (w) =w, top =s.

Dowéd. Niechm > 1orazA € UBigr, ,m > 1, bedzie spéjnym, dodatnim bigrafem
bez petli. Ustalmy wektor [v; ...v,,] € Z™ oraz s > 1 minimalng liczbe taka, ze &5 (v) = v.
Niech 1 < k < s oraz ustalmy wektor w = @Z(U) i minimalng liczbe p > 1, dla ktoérej
zachodzi rownosé @Z(w) =w.

Poniewaz @, : Z™ — Z™ jest automorfizmem, gdzie funkcja ®;': Z™ — Z™ zdefinio-
wana jest wzorem @Zl (v) =v- Coxg1 dla dowolnego wektora v € Z™, to CDZk(w) = v.
Z nastepujacych réwnosci

v= @5 (0) = P4 (DK (W) = D5 (P (P () = P (DK (P (DK (1)) = P (v) = P (0)
otrzymujemy nier6wnos$¢ p = s, natomiast z réwnosci

w= Pl (w) = Py (P (w) = D (DK (D5 (w))) = P (PK (P (P35 (w)))) = DL (w) = P (w)
otrzymujemy nieréwnos$¢ p < s, a zatem p = s, co nalezalo pokazac¢. ]

Twierdzenie A.34. Niech m > 1 bedzie ustalong liczbg naturalng. Liczbe Coxetera c, dowol-
nego spdjnego dodatniego bigrafu A € UBigr, bez petli mozna obliczyé wykonujge co najwyzej
O(m*) operacji arytmetycznych.

Dowéd. Ustalmy liczbe m > 1. Niech A € UBigr, bedzie spéjnym, dodatnim bigrafem
bez petli, Cox, € M,,,(Z) jego macierza Coxetera oraz @, : Z™ — Z™,v — v - Cox, trans-
formacjg Coxetera. Zgodnie z rozumowaniem przedstawionym w dowodzie lematu 3.43(a)
obliczamy minimalne liczby catkowite s, ...,s,, ograniczone przez liczbe |[R,| < oo takie,
ze

Dl (e)) = ey, ..., PY(e,,) = ey, (A.35)
gdziee; € Ry, ..., e € Ry s3 wektorami jednostkowymi. Udowodnimy, Ze takie liczby
mozna obliczy¢ korzystajac z co najwyzej O (IR | - m?) = O (m*) operacji arytmetycznych.
Na poczatek zauwazmy, ze jesli w ciggu obliczanych wektoréw

Dy(er), ..., Pi(e), Paley), ..., PR (ey), ..., Paley,), ..., Py (e,,) (A.36)

zaden z wektoréw sie nie powtarza, to cigg ten zawiera co najwyzej R 4| wektoréw. Jesli

jednak w pewnym podciggu s
] pewnym podclag Dule), ..., P(er) (A.37)

wystepuje wektor e;, j > i, to na podstawie lematu A.33 wiemy, ze s; = s;, zatem nie musimy

obliczaé podciggu s,
@A(ej),...,(DA’(ej). (A.38)

135



Dodatek A. Dodatek: Wybrane algorytmy kombinatoryczne i ich ztozonos¢ obliczeniowa

Analogicznie, je$li w pewnym podciagu (A.37) wystepuje wektor —e;,j > ioraz (—ej)sf =
—e;, to e]s.’ = ¢;, astad s; = s;, wigc nie musimy oblicza¢ podciggu (A.38).

PokazaliSmy, ze do obliczenia liczb s, ..., s, wystarczy |R 5|-krotne przemnozenie przez
macierz Coxetera Cox, € M, (Z) wektoréw wybranych w ciggu (A.36).

Latwo sprawdzi¢, ze przemnozenie dowolnego wektora [vy, ..., v,,] € Z™ przez ma-
cierz Cox, € M,,(Z) wymaga przeprowadzenia m - (m — 1) operacji dodawania liczb
oraz m? operacji mnozenia liczb. Stad otrzymujemy zfozonos¢ obliczeniowg rzedu O (m?)
wzgledem operacji arytmetycznych.

Poniewaz liczba pierwiastkéw |R 5| spéjnego dodatniego bigrafu A bez petli oraz liczba
pierwiastkow [Rp | stowarzyszonego z nim jednorodnego diagramu Dynkina D,, s3
rowne (zobacz lemat 3.51(c) oraz twierdzenie 3.64), wiec na podstawie twierdzenia 3.35(a)
otrzymujemy ré6wnos¢ O (|R,|) = O (m?).

Stad liczby sy, ..., s,, mozna obliczy¢ korzystajac z co najwyzej O (|Ry| - m?) = O (m*)
operacji arytmetycznych. Na koniec zauwazmy, Ze obliczenie warto$ci

_ . SqveS
Ch = NWW(Sl,...,Sm> = vaﬁm)

wymaga wykonania co najwyzej m — 1 operacji mnozenia liczb, jedng operacje dzielenia
liczb, oraz co najwyzej m — 1 razy obliczenia najwiekszego wspdlnego dzielnika. Do
obliczania NWD(s;, s;) uzywamy algorytmu Euklidesa wykonujacego
O(log(max(s;, s))) < Olog(IR,l)) = O(log(m?)) = O(log(m))

operacji modulo. Sumarycznie, do obliczenia ¢, = NWW(sy, ...,s,,) korzystamy z co
najwyzej O(m — 1) - O(log(m)) operacji arytmetycznych, co nie wptywa na asymptotyczna
ztozonos¢ obliczenia liczby Coxetera, gdyz O(m - log(m)) < O(m*).

O

Nastepujacy algorytm wyznacza liczbe Coxetera ¢, dodatniego spéjnego bigrafu A
Uﬁ?wigrm, m 2 1, zgodnie ze ztozonoscig przedstawiong w twierdzeniu A.34.

Algorytm A.39. Niesymetryczna macierz Grama G, € M,,(Z), m > 1, dodat-
niego spdjnego grafu krawedziowo-dwudzielnego A € UBigr bez petli.

Liczba Coxetera ¢y < oo bigrafu A.

Inicjalizujemy puste zbiory sprawdzone_e = {}, zbior_s = {}.
Obliczamy macierz Coxetera Cox, = —Gy - G5 € M,,,(Z) bigrafu A.
Dla liczby i =1,...,m:

jesli e; & sprawdzone_e :

Krok 3.1.1.) przyjmujemy s = 1, sprawdzone_e = sprawdzone_e U {¢;} oraz

w = e; - Coxy;
dopdki w # e; wykonujemy
dlaliczbk=i+1,...,m:
jesli zachodzi réwnos¢ w = +ey, to przyjmujemy

sprawdzone_e = sprawdzone_e U {¢;};

Krok 3.1.2.2.] przyjmujemy s = s + 1 oraz w = w - Coxy;
Krok 3.1.3.) przyjmujemy zbior_s = zbior_s U {s}.

Krok 3 jest realizacjg metody przedstawionej w dowodzie lematu 3.43(a), zobacz tez
dowdd twierdzenia A.34.

Obliczamy ¢, = NWW(zbior_s), zobacz lemat 3.43(a).

Zwracamy liczbe ¢, jako wynik.

136



A.4. Obliczanie liczby Coxetera i zredukowanej liczby Coxetera

Twierdzenie A.34 pokazuje, ze liczbe Coxetera ¢, spdjnego dodatniego bigrafu A bez
petli mozna wyznaczy¢ przy uzyciu co najwyzej O(m*) operacji arytmetycznych. Wy-
kazemy teraz, Ze pesymistyczna zfozonos¢ obliczeniowa algorytmu A.39 ma zfozonos¢
obliczeniowg deklarowang w tym twierdzeniu, tj. rzedu O(m?).

Fakt A.40. Algorytm A.39 wyznaczajgcy liczbe Coxetera ¢, < oo spdjnego dodatniego bigrafu
A € UBigr, bez petli ma pesymistyczng zlozonos¢ obliczeniowq rzedu O(m*) wzgledem liczby
wykonywanych operacji arytmetycznych.

Dowdéd. Aby uzasadni¢ fakt zauwazmy, Ze:

* w kroku 2 obliczenie macierzy Coxetera wymaga wykonania O(m?) operadji aryt-
metycznych (przy uzyciu standardowych algorytméw mnozenia i odwracania macie-
rzy; ze wzgledu na niski wymiar analizowanych macierzy nie stosujemy algorytmow
szybkiego mnozenia i odwracania macierzy),

* krok 3 ma zlozonosé O(m*) uzasadniong w dowodzie twierdzenia A.34; zauwazmy,
ze sprawdzania w krokach 3.1 oraz 3.1.2.1 gwarantuja, Ze nie obliczamy ponownie
wartosci sy jesli zostata obliczona na wczeéniejszym etapie,

¢ krok 4 ma zlozonos¢ rzedu O(m - log(m)).

Stad pesymistyczna ztozonoé¢ obliczeniowa algorytmu A.39 jest rzedu O(m*) wzgledem
liczby wykonywanych operacji arytmetycznych.

Jak juz udowodniliémy, obliczenie wektoréw z @ ,-orbity Orb(v) := {@S(v) Jk € Z}
ustalonego pierwiastka v € R, C Z™ wymaga przeprowadzenia co najwyzej O (m*)
operacji arytmetycznych.

Zauwazmy, ze gdyby nie wykonywa¢ sprawdzerh w krokach 3.1 oraz 3.1.2.1, to w pe-
symistycznym przypadku, kiedy wszystkie pierwiastki R, C Z™ bigrafu A € UBigr,
(w tym wektory jednostkowe: ey, ..., e, € Z™) leza w jednej P ,-orbicie

Orb(ey) := {PK(ey); k € Z}
dtugosci IR, = O(m?), to m-krotnie obliczalibySmy tg samg @ ,-orbite
Orb(ey) = ... = Orb(e,,).
W konsekwencji, bez tych sprawdzeri, pesymistyczna ztozonos¢ obliczeniowa algoryt-
mu A.39 bylaby rzedu O(m?). O

Nastepujacy przyktad ilustruje uzycie algorytmu A.39 do obliczenia skoriczonej liczby
Coxetera ¢y < oo dodatniego bigrafu A bez petli.

Przyktad A.41. Niech A € UBigr, bedzie nastepujacym grafem krawedziowo-dwu-
dzielnym

1-110000
7 S5:-m----- 6 0 1-1-1-1-1 0

i AN | g 0 010001

A é ', gdzie Gy =|0 001110
. S 0000110
TN SO 0000010

1 2 4 0 0000O0O0 1

Poniewaz funkcjonal Grama q,: Z7 — Z bigrafu A mozna przedstawié¢ w nastepujacej
postaci

galx) = (xl - %xz + %x3)2+ % (x - %xg, - §x4 - §x5 - §x6)2+ % (x3 — ix4 — %xS - }lx6 + §x7)2+
+32 (x4 + 2X5 + 226 + %x7)2 +3 (x5 + 12X + %x7)2 + = (x6 + %x7)2 + 222,
wiec fatwo zweryfikowaé, ze bigraf A jest dodatni.

Inicjalizujemy puste zbiory sprawdzone_e = {}, zbior_s = {}.
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Obliczamy macierz Coxetera bigrafu A

COXA = _GA . GZtr = |-

€ M, (Z).

OO OrR OO0
mHOoOOR OO
OO
QO R OO OO0O
ORr OO0
ochkbboro
LOOO»—‘OO

Krok 3.) Dla liczby i = 1:
y

sprawdzamy, Ze e; & sprawdzone_e, a zatem obliczamy kolejne wartosci
wektora w € Z”:

[0/01_1/0/0/ 010]/ [01010/01 01011]/ [ 0/ 1/1/ 01010/'1]1 [010/0/01011/0]/
[0/0/ 0/0/11_1/0]/ [01010111_1/0/0]/ [_1/-1/01_11010/ O]/ [11010/0101010]/

przyjmujemy sprawdzone_e = {e;, 3, €z, e;} oraz zbior_s = {8}.

Krok 3.) Dla liczby i = 2:
y

sprawdzamy, Ze e, & sprawdzone_e, a zatem obliczamy kolejne wartosci
wektora w € Z7:

[O/ 1/1101 0/1/0]/ [O/ 1 ]-/ 011101-111 [OIO/ 0,1,0,0,0], [-11_1/01010/'110]/
[01'1/0/0/'1/010]1 [01'1/'11'110101 0]/ [1/01'1/0/01011]/ [ 0/ 1101010/ O/O]/

przyjmujemy sprawdzone_e = {eq, ¢,,€3,¢,,€¢,€;} oraz zbior_s = {8}.

Dla liczb i = 3, 4:
sprawdzamy, ze ¢; € sprawdzone_e.

Dla liczby i = 5:

sprawdzamy, Ze e5 & sprawdzone_e, a zatem obliczamy kolejne wartosci
wektora w € Z7:

[010/ 0/1/0/'11011 [_11_1/0101_1/010]1 [01_1101-11010/ 0]/ [1/0/'1/0/0/010]/
[0,0,-1,0,0, 0,11, [ 0, 1,1,0, 0,0,0], [0, 1,1, 0,0,1,-1], [0,0, 0,0,1,0,0],

przyjmujemy sprawdzone_e = {e;, ¢, €3, ¢,,¢€s5,€4,€;} Oraz zbior_s = {8}.
Dla liczbi = 6,7:
sprawdzamy, ze ¢; € sprawdzone_e.

Obliczamy ¢, = NWW (zbior_s) = NWW(8) = 8.

’

Latwo sprawdzié, ze Cox5 = E oraz Coxt # Edlak = 1,...,7, a stad liczba 8 jest liczba
Coxetera bigrafu A (definicja 3.37(e)).

Obliczanie zredukowanej liczby Coxetera

W twierdzeniu A.43 pokazujemy, ze zredukowana liczba Coxetera ¢, nieujemnego
bigrafu A bez petli jest skoriczona i mozna jg obliczy¢ po przeprowadzeniu co najwyzej
O(m*) operacji arytmetycznych.

Uwaga A.42. Argumenty zastosowane przez nas w dowodzie twierdzenia A.43 s3
analogiczne do przedstawionych w [79, Theorem 4.7]. Dowéd [79, Theorem 4.7] ma cha-
rakter ogdlny i abstrakcyjny, a kombinatoryczne argumenty (analogiczne do uzytych w do-
wodzie lematu 3.43(a)) uzyte w dowodzie twierdzenia A.43 sg niezbednym elementem do
oszacowania ztozonosci obliczeniowej algorytmu wyznaczajgcego zredukowang liczbe
Coxetera.
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Twierdzenie A.43. Niech A € UBigr ,m > 1, bedzie spéjnym nieujemnym bigrafem
korangi r > 1 bez petli.
(a) Zredukowana liczba Coxetera ¢, istnieje i jest skoriczona.

(b) Zredukowang liczbe Coxetera ¢, oraz liczbe Coxetera ¢, bigrafu A mozna obliczy¢ po prze-
prowadzeniu co najwyzej O(m*) operacji arytmetycznych.

Dowéd. Zatézmy, ze m > 1 oraz A € UBigr, jest spéjnym nieujemnym bigrafem
bez petli, Cox, € M,,(Z) jego macierza Coxetera oraz ®,: Z" — Z",v — v - Cox,
transformacja Coxetera. Poniewaz zbiér pierwiastkéw R, nieujemnego bigrafu korangi
r 2 1 jest nieskoriczony, wiec korzystamy z [79, Theorem 3.2(d)], na podstawie ktérego
istnieje skoriczony zbiér R’ C R, (definicja A.25) taki, ze mamy jednoznaczny rozktad

Ry = R + Ker g,. (A.44)
Wezmy dowolny pierwiastek v € R ze skoriczonego podzbioru R zbioru R,

pierwiastkéw A. Na podstawie lematu 3.40 dla dowolnej liczby catkowitej j > 1 zachodzi
@’A(v) € R,, wiec istnieje pierwiastek v e Rzgd oraz wektor z jadra W e Ker q, takie, ze

P, (v) = o + 1. (A45)

Zbiér RZ""I jest skoriczony, wiec istnieje liczba catkowita s, > 1 taka, ze dla wektora
v = v € R prawdziwa jest réwnosé

DY (v) = v + I = v + ke, (A.46)

Poniewaz bigraf A nie ma petli, wiec wektory e; € Z™, ... e, € Z™ sa pierwiastkami
bigrafu A, tzn.e; € Ry, ..., e,, € R,, oraz maja nastepujace przedstawienie

e; = v% + h%, dla pewnych v € R’ oraz h* € Ker q,, gdziei =1,...,m. (A.47)

Poniewaz dla dowolnego j > 1 zachodzi réwnoé¢ @"A (e;) = CDQ(ZJEI‘ + ht) = (D].A(vgf) + hti
(zobacz lemat 3.40(c)), wiec istniejg liczby catkowite s; > 1 oraz wektory z jadra 1% takie,
ze prawdziwe sa réwnosci

Dji(e;) = D (0% + hor) = Py (v%) + he = v% + h + b, (A.48)

dlai =1,...,m. Niech odpowiednio sy, ..., s,, beda minimalnymi liczbami o tej wiasnosci
oraz ustalmy s = NWW(s;, ..., s,,,). Standardowe rachunki pokazuja, ze

D5 (e;) —e; =0+ h* + h — (v + h%) = h®* € Ker g4, dlai=1,...,m. (A.49)
Poniewaz dowolny wektor v € Z™ ma przedstawienie
U=1[01,...,0,] =01-€1 + ... + 0, - €,

wiec @5 (v) —v € Ker g,, a stad zredukowana liczba Coxetera jest réwna ¢, = s, co koriczy
dowdd stwierdzenia (a).

Do oszacowania pesymistycznej ztoZzono$ci obliczeniowej algorytmu A.55 stosujemy
argumenty analogiczne do uzytych w dowodzie twierdzenie A.34. Poniewaz zbi6r pier-
wiastkéw R, nieujemnego bigrafu A € UBigr, korangir > 1 jest nieskoriczony, wigc
korzystamy z przedstawienia R, = R + Ker g, (A.44), gdzie zbiér R/¢? jest skoriczony.

Zgodnie z rozumowaniem przedstawionym w dowodzie stwierdzenia (a) mozemy
obliczy¢ minimalne liczby catkowite sy, ..., s,, ograniczone przez liczbe [R7¢| < oo takie,

ze
Dl (ey) — e € Ker gy, ..., DY (e,,) — e, € Ker q,, (A.50)

gdzie e; € Ry, ...,e; € R, sq wektorami jednostkowymi. Udowodnimy, ze takie liczby
mozna obliczyé wykonujac co najwyzej O ([R5 - m?) = O (m*) operadji arytmetycznych.
Na poczatek zauwazmy, ze jesli w ciggu

Dy(ey), ..., Pi(er), ..., Paley,), ..., P (e,) (A.51)
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wszystkie wektory sa parami rézne, to cigg ten zawiera co najwyzej |R’¢¢| wektorow. Jesli

w pewnym podciggu Si
p y p qg (I)A(ei),---/@Al(ei)

wystepuje wektor +e;,j > i, to na podstawie argumentow analogicznych do uzytych

w dowodzie lematu A.33 otrzymamy réwnos¢ s; = s;, zatem nie musimy oblicza¢ podciggu

Dple)), ..., PJ(e)).
Pokazali$my, ze do obliczenia liczb sy, ..., s, wystarczy |R}|-krotne przemnozenie przez
macierz Coxetera Cox, € M,, (Z) wektoréw @’:A(ei) € Z™ wybranych w ciggu (A.51) oraz
sprawdzenie czy cD’:A(ei) —¢; € Ker g,.

Przypomnijmy, Ze przemnozenie dowolnego wektora [v; ...v,,] € Z" przez macierz
Cox, € M,,,(Z) wymaga przeprowadzenia m - (m — 1) operacji dodawania liczb oraz m?
operacji mnozenia liczb. Do sprawdzenia warunku v € Ker g,, gdzie v = qﬁjA(ei) —e;
wykonujemy operacje v - G, - 0" wymagajaca przeprowadzenia m - (m — 1) + m — 1
operacji dodawania liczb oraz m? + m operacji mnozenia liczb. Sumarycznie, otrzymujemy
zfozonos¢ O (m?) wzgledem liczby operagji arytmetycznych.

Pokazemy teraz, ze zachodzi réwnosé O (|R7¢|) = O(m?). Poniewaz A jest nieujemny
korangi r > 1, wiec na podstawie [79, Theorem 3.2(c)] oraz 4.2 istniejg indeksy iy, ..., i,
oraz wektory h'), ... h'" € Ker g, takie, ze Ker g, = Z - h'" @ ... ® Z - h"” oraz dla
kazdego i; € {iy,...,1,}

hl(:) =1 oraz h;is) =0, gdziej € {iy, ..., 1,} \ {is}. (A.52)

Ponadto A% e UBigr,  jest dodatnim spéjnym bigrafem powstatym z bigrafu A
przez usuniecie wierzchotkéw iy, ..., 7,, a zbiér Rged C Z™ jest rowny
R ={vERy; v =...=v;, =0}CZ" (A.53)

Stad wynika, ze skoriczony podzbiér R zbioru pierwiastkéw R, nieujemnego bigrafu
A € URBigr, korangir > 1jestréownoliczny ze skoficzonym zbiorem pierwiastkow R ,,...in

dodatniego spéjnego bigrafu A" e UBigr, _, tzn.
[RE| = |R jiymin| - (A.54)

Poniewaz O (|R yi,...n|) = O(m?), wigc pokazalismy, ze O (|R|) = O(m?).

Zatem pokazaliSmy, ze liczby s,,...,s,, mozna obliczy¢ wykonujac co najwyzej
O (I’Rzedl . mz) =0 (m4) operacji arytmetycznych. Na koniec zauwazmy, Ze do obliczenia
wartodci ¢4, = NWW(sy, ...,s,,) korzystamy z co najwyzej O(m - log(m)) operacji aryt-
metycznych. Poniewaz operacje te wykonywane sg jednokrotnie, wiec pesymistyczna
asymptotyczna ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu obliczajacego zredukowang liczbe Co-
xetera jest rzedu O (m*).

Korzystajac z obliczonej zredukowanej liczby Coxetera ¢,, liczbe Coxetera c, obliczamy
bez uzycia operacji arytmetycznych, zobacz lemat 3.43(b).

O]

Przedstawimy teraz kombinatoryczny algorytm obliczajacy zredukowana liczbe Co-
xetera ¢, oraz liczbe Coxetera c, nieujemnego bigrafu A bez petli, ktéry realizuje metode
opisang w dowodzie twierdzenia A.43.

Algorytm A.55. Niesymetryczna macierz Grama G 2 € M, (Z),m > 1, spbjne-
go nieujemnego grafu krawedziowo-dwudzielnego A € UBigr bez petli.

Liczba Coxetera c, oraz zredukowana liczba Coxetera ¢, < oo bigrafu A.

Inicjalizujemy puste zbiory sprawdzone_e = {}, zbior_s = {} oraz zmienng
skonczona = True.

Obliczamy macierz Coxetera Cox, = —Gy - G5/ € M,,,(Z) bigrafu A.
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Dla liczby i =1,...,m:
jesli e; & sprawdzone_e :

Krok 3.1.1.) przyjmujemy s = 1, sprawdzone_e = sprawdzone_e U {¢;} oraz

wektory w =e; - Cox,, v =w —¢;;
dop6ki g, (v) := v - G, - 0" # 0 wykonujemy:
dlaliczbk=i+1,...,m:
jesli zachodzi réwnoé¢ w = +ey, to przyjmujemy

sprawdzone_e = sprawdzone_e U {e;};
przyjmujemy s = s+ 1, w = w - Cox, orazv = w — ¢;;
jesliv # 0, to przyjmujemy skonczona = False,
przyjmujemy zbior_s = zbior_s U {s}.
Obliczamy ¢, = NWW (zbior_s).

Jesli skonczona = True, to przyjmujemy ¢, = €,; W przeciwnym wypadku
przyjmujemy c, = co.

Zwracamy liczby c,, €, jako wynik.

Fakt A.56. Algorytm A.55 wyznaczajgcy zredukowang liczbe Coxetera €, oraz liczbe Coxe-
tera c, nieujemnego bigrafu A bez petli ma pesymistyczng ztozono$é obliczeniowgq rzedu O(m*)
wzgledem liczby wykonywanych operacji arytmetycznych.

Dowdd. Latwo sprawdzié, Zze algorytm A.55 jest realizacjg opisu obliczania liczby Co-
xetera oraz zredukowanej liczby Coxetera przedstawionego w dowodzie twierdzenia A.43.
Stad na podstawie twierdzenia A.43 zloZzono$¢ obliczeniowa algorytmu A.55 jest rzedu
O (m*) wzgledem liczby operacji arytmetycznych. O

Nastepujacy przyktad ilustruje uzycie algorytmu A.55 do obliczenia zredukowanej
liczby Coxetera ¢, < oo oraz liczby Coxetera ¢, nieujemnego bigrafu A bez petli.

Przyklad A.57. Niech A € UBigr, bedzie nastepujacym grafem krawedziowo-dwu-

dzielnym

(1 1-1-1-1 1]

~3----- 5 011100

.o~ 0010 1-1
A dzie G, = .

1 2\\ ' 8 A 0 00 1-1-1

. ~ 4 6 0000710

AR -7 00000 1]

Poniewaz funkcjonat Grama g, : Z° — Z bigrafu A mozna przedstawi¢ w nastepujacej
postaci

2 2

1 1 1 1 1 3 1 1 1 1

9uX) = (X1 = 3% — 3% = 304 — 3¥5+ 3%6) + 7 (X2 + 3X5 + 30— 3¥5+ 3%) +
2 1 1 1.\2, 1 2

wiec fatwo sprawdzi¢, ze bigraf A jest nieujemny.

Inicjalizujemy puste zbiory sprawdzone_e = {}, zbior_s = {} oraz zmienng
skonczona = True.
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Obliczamy macierz Coxetera bigrafu A

2111 1-1
1 1-1-1 00
« 2110-1 1
Cox, = =G, - G = M, (Z).
A A7HA 071011166()
10 1-1-1 0
1 2-1-1 0-1

Dla liczby i = 1:

sprawdzamy, Ze e, & sprawdzone_e, a zatem obliczamy kolejne warto$ci
wektoréw w := e; - Cox}, oraz v := w — ey, gdzies = 1,2,3:

w: [21,-1,1,1,-1], [3,1,-2,2,3,-1], [5,2,-2,2,4,-2],
oraz g,(v) :=v-G, - 0" =0dlav = [4,2,-2,2,4,—2] # 0,
przyjmujemy skonczona = False, sprawdzone_e = {e, } oraz zbior_s = {3}.

Dla liczby i = 2:

sprawdzamy, Ze e, & sprawdzone_e, a zatem obliczamy kolejne warto$ci
wektoréw w := e, - Cox}, oraz v := w — e,, gdzies = 1,2,3:

w: [-1,1,-1,-1,0,0], [-1,2,-1,-3,-1,-1], [-2,3,-2,-4,-2,-2],
oraz g, (v) := v - GA 0" =0dlav=1[-2,2,-2,—-4,-2,-2] +0,
przyjmujemy skonczona = False, sprawdzone_e = {ej, e,}, zbior_s = {3}.

Dla liczby i = 3:

sprawdzamy, Ze e; & sprawdzone_e, a zatem obliczamy kolejne warto$ci
wektoréw w := ez - Cox}, oraz v := w — e, gdzies = 1,2,3:

w: [-2,-1,1,0,-1,1], [-3,-2,2,-1,-2,2], [-4,-2,3,-2,4,2],
oraz g, (v) :=v-G, - v =0dlav = [-4,-2,2,-2,—4,2] # 0,
przyjmujemy skonczona = False, sprawdzone_e ={ey, e, €3}, zbior_s ={3}.
Dla liczby i = 4:

sprawdzamy, Ze e, & sprawdzone_e, a zatem obliczamy kolejne wartosci
wektoréw w := ¢, - Cox}, oraz v := w — ey, gdzies = 1,2,3:

w: [0,-1,0,1,1,1], [1,0,1,0,0,0], [0,0,0,1,0,0],
oraz g,(v) :==v-G, -0 =0dlav =0,
przyjmujemy sprawdzone_e = {eq,¢,,e3,¢,},zbior_s = {3} .
Dla liczby i = 5:

sprawdzamy, Ze e5 & sprawdzone_e, a zatem obliczamy kolejne wartosci
wektoréw w := e5 - Cox}, oraz v := w — es, gdzies = 1,2,3:

w: [ _1/ 0/ 1/ _1/ -1/ 0 ]/ [ -3/ _1/ 1/ _1/ -2/ 1 ]/ [ -4/ _2/ 2/ _2/ -3/ 2 ]/
oraz g,(v) :==v-G, -0 =0dlav = [—4,-2,2,-2,—4,2] # 0,
przyjmujemy skonczona = False, sprawdzone_e = {e;,¢,, 3, ¢4, €5} oraz
zbior_s = {3}.

Dla liczby i = 6:

sprawdzamy, Ze 5 & sprawdzone_e, a zatem obliczamy kolejne warto$ci
wektoréw w := ¢g - Cox}, oraz v := w — ez, gdzies = 1,2,3:
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w: [ 11 2/ '11 '1/ 0/ -1 ]/ [ 1/ 3/ '3/ '1/ 1/ -2 ]/ [2/ 4/ '4/ '2/ 2/ -3 ]r
oraz g,(v) :=v-G,-v"" =0dlav =[2,4,—4,-2,2,—-4] # 0,
przyjmujemy skonczona = False, sprawdzone_e = {eq, e, e3,€4, 65,66}

oraz zbior_s = {3}.
Obliczamy ¢, = NWW ((zbior_s) = NWW(3) = 3.
Poniewaz skonczona = False, wigc przyjmujemy ¢, = co.

Zauwazmy, ze dla obliczonej liczby ¢, = 3 macierze Coxi € My (Z) oraz Coxi —E € Mg(Z)
majg nastepujgce postaci:

5 22 2 42 4 22 2 42
2 32422 2 22422
42 3242 42 2242
Cox3 = e M,(Z), oraz Cox3 —E = e M.(Z).
A 000100 6(Z), A 000000 6(Z)
42 223 2 42 2242
2 442 23 2 442 2-4

Latwo sprawdzi¢, ze wiersze macierzy Cox3 — E € M (Z) naleza do jadra Ker g, funk-
cjonatu Grama g, : Z° — Z bigrafu A, a stad liczba 3 jest zredukowang liczbg Coxetera &,
bigrafu A (definicja 3.37(f)). Poniewaz Coxz # E, wiec na podstawie lematu 3.43(b) liczba
Coxetera c, jest nieskoriczona.

A.5. Algorytm inflacyjny dla bigrafow dodatnich oraz gtownych

W tym podrozdziale prezentujemy dwie macierzowe realizacje znanych w literaturze
przedmiotu algorytmoéw inflacyjnych:

e algorytm A.59 dla dodatnich bigraféw bez petli,
* algorytm A.66 dla gtéwnych bigraféw bez petli.

Algorytmy te odgrywajq istotng role w badaniu klas réwnowaznoséci graféw krawedziowo-
dwudzielnych A, A" € UBigr,, wzgledem stabej Z-kongruencji Grama A ~; A'.

Gléwnym celem przypomnienia tych algorytméw jest poréwnanie ich z algorytmem
inflacyjnym dla bigraféw korangi dwa (algorytm 5.48), a takze wskazanie problemoéw
z realizacjq takiego algorytmu dla bigraféw nieujemnych, ktére nie sa dodatnie.

Przypominamy z twierdzenia 3.62, ze jesli A € dﬁigrm, > 1, jest dodatnim grafem
krawedziowo-dwudzielnym bez petli, to istnieje operator inflacji tg :=t, |, o...ot; , bedacy
takim zlozeniem skoriczonej liczby operatoréw inflacji, ze bigraf DA := t; A jest jednym
z graféw Dynkina A,,,m > 1,D,,,m > 4, E¢, E,, Eg przedstawionych w tabeli 3.32.

W twierdzeniu A.58 dowodzimy wynik silniejszy: jesli A jest bigrafem dodatnim, to
kazdy ztozony operator inflacji wzgledem par wierzchotkéw potaczonych przerywang
krawedzig jest skoriczony, por. [57, Lemma 4.1] oraz [67, Proposition 4.2, Theorem 4.4],
zobacz réwniez [81, Section 3]. Wynik ten zostat udowodniony w [67, Proposition 4.2, The-
orem 4.4] przy uzyciu innych metod niz wskazane przez nas. W dowodzie twierdzenia 3.62
wykorzystujemy idee przedstawione w dowodzie twierdzenia 5.28.

Twierdzenie A.58. Zalézmy, ze m > 1 oraz A € UBigr,, jest spéjnym dodatnim grafem
krawedziowo-dwudzielnym bez petli. Kazdy ztozony operator inflacji t; wzgledem par wierzchotkéw
polgczonych przerywang krawedzig (definicja 3.55(b)) sktada sig ze skoriczonej liczby operatoréw
inflacji t; , , gdzie wierzcholki a;, b; € Aq polgczone sq przerywang krawedzig.

Dowéd. Ustalmy liczbe m > 1. Niech A € UBigr, bedzie spéjnym, dodatnim bigrafem
bez petli, oraz t; :=t; , ot o.. dowolnym zlozonym operatorem inflacji bigrafu A
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wzgledem par wierzchotkéw potaczonych przerywang krawedzig. Przyjmujemy A := t; A.
Pokazemy, ze operator inflacji t; jest ztoZeniem skoriczonej liczby co najwyzej

3-m-(m—1)

operatoréw inflacji t7, , gdzie wierzchotki a;, b; € A potagczone sq przerywang krawedzia.

Niech t,, bedzie operatorem inflacji bigrafu A wystepujacym k > 0 razy w zlozeniu t;,
gdzie a;, b; € A, jest parg wierzchotkéw potaczonych krawedzia przerywang a; ----- b; .
Poniewaz bigraf A nie ma petli, wiec wektory jednostkowe ey, ..., e,, € Z™ sa jego pier-
wiastkami, tj. ey, ..., e,, € R4.

Zauwazmy, ze po k, ; -krotnej inflacji t;;, na bigrafie A (wystgpujacej w ciggu t7) oraz
odpowiednio k, ; -krotnej operacji h := t}, : Z™ — Z™ (3.60) na nieujemnym wektorze
v:=¢,,gdziev, =0, + dibivb[ (3.61), wspélrzedna w, pierwiastka w := tJ (v) € Ry jest
rowna wai = wai + k- duﬁibv . wbi,
dla w, > 1 oraz d?b' = 1 (zobacz uwaga 3.19). Poniewaz wektory v, w € Z™ s nieujemne
oraz wartosci wspolrzednych pierwiastkéw dodatnich bigraféw sg ograniczone przez
liczbe 6 (zobacz twierdzenie 3.28), wiec otrzymujemy nastepujgce nieréwnosci

6 > wa[ = wui + kﬂibi . dgibi . wbi = 0+ k”ibi . wbi.
W konsekwencji otrzymujemy nastepujace ograniczenie

w,.
> k”ibi

na liczbg k, ;, operatoréw inflagji t, uzytych w dowolnym ztozeniu operatoréw inflacji t;
wzgledem par wierzchotkéw potaczonych przerywang krawedzig (definicja 3.55(b)).

Stad wynika, ze dla dowolnej krawedzi przerywanej a; ----- b;, gdzie a;, b; € Ay,

operator inflacji t;;, moze zostac¢ uzyty w zlozeniu t; co najwyzej k,;, = 6 razy. Poniewaz
wszystkich par a;,b;, gdzie a;,b;, € A, jest co najwyzej m(mT_l) (w przypadku bigrafu
pelnego), wiec kazde ztozenie operatoréw inflacji t; sktada sie z co najwyzej 6 - m(";_h =
3-m-(m—1) operatoréw inflacjit; , wzgledem par wierzchotk6w pofgczonych przerywana

krawedzig, co koriczy dowdd. O

Przedstawimy teraz macierzowa wersje algorytmu inflacyjnego dla dodatnich bigraféw
bez petli. Macierz definiujacg staba Z-kongruencje Grama ~j dla dodatnich bigraféw bez
petli budujemy zgodnie z opisem przedstawionym w lemacie 3.65, uzywajac wytacznie cig-
gu operatoréw inflacji wzgledem pary wierzchotkéw potaczonych przerywang krawedzia
(zobacz twierdzenie A.58), por. [57, Algorithm 4.3], [67, Algorithm 4.3], [81, Algorithm
3.1] oraz [97, Algorithm 3.18].

Algorytm A.59. Liczba catkowita m > 1 oraz symetryczna macierz Grama
Gy € Mm(%Z) dodatniego grafu krawedziowo-dwudzielnego A € UBigr, bez petli.

Symetryczna macierz Grama Gp € Mm(%Z) grafuDe {A,,m>1,D,,m>4,
E¢, E;, Eg}, stabo Z-kongruentnego z bigrafem A, oraz macierz B € Gl(m, Z) definiujgca
stabg Z-kongruencje Grama A ~ D, tzn. zachodzi réwnos¢ B - G, - B = Gp.

Inicjalizujemy macierze Gp = [d;;] := G, € Mm(%Z) oraz B:=E € M, (Z).
Dopoki istniejg takie indeksy 1 < i < j < m w macierzy Gp, ze d;; > 0:

przyjmujemy Gp, := (E;)t’ -Gp - Ei; oraz B :=B- Ei; e M,,(Z), gdzie
El.; = E—(di]-+d]-l-)ei]- € M,,(Z) oraze;; € M,,,(Z) jest macierza z jedyng niezerowq
warto$cig 1 w i-tym wierszu oraz j-tej kolumnie, zobacz lemat 3.65.

Zwracamy macierze Gp € Mm(%Z) oraz B € Gl(m, Z) jako wynik.
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Fakt A.60. Niechm > 1 bedzie ustalong liczbg naturalng oraz A € URBigr, spéjnym dodatnim
bigrafem bez petli. Pesymistyczna zloZonos¢ obliczeniowa algorytmu A.59
* wzgledem liczby uzytych operatoréw inflacji (stgd rowniez wzgledem uzytych operacji na
macierzach kwadratowych) jest rzedu O@m?),
e wzgledem liczby wykonywanych operacji arytmetycznych jest rzedu O(m®).

Dowdéd. Na podstawie dowodu twierdzenia A.58, krok 2.1. algorytmu A.59 powtarzany
jest co najwyzej O(m?) razy. Stad pesymistyczna ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu A.59
jest rzedu O(m?) wzgledem liczby uzytych operatoréw inflacji (réwnowaznie: wzgledem
liczby uzytych operacji na macierzach kwadratowych).

Obliczenie w kroku 2.1 macierzy Gp := (Ei;)” -Gp - Ei; oraz B := B - El-; e M,,(Z)
wymaga wykonania O(m?) operagji arytmetycznych (przy uzyciu standardowych algo-
rytméw mnozenia macierzy; ze wzgledu na niski wymiar analizowanych macierzy nie
stosujemy algorytméw szybkiego mnozenia macierzy). W konsekwencgji otrzymujemy pe-
symistyczng ztozonoé¢ algorytmu A.59 rzedu O(m°) wzgledem liczby uzytych prostych
operacji arytmetycznych. [

Uwaga A.61. Chociaz pesymistyczna ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu A.59 wzgle-
dem liczby uzytych operatoréw inflacji jest kwadratowa (twierdzenie A.58), to w praktycz-
nych obliczeniach zastosowana liczba operatoréw inflacji jest znacznie nizsza. Na wykresie
A.62 przedstawiamy liczbe zastosowanych operatoréw inflacji podczas obliczeni przez na-
sz implementacje algorytmu A.59, natomiast czasy dziatania przedstawiamy w tabeli A.1.
Obliczenia zostaly wykonane na komputerze wyposazonym w procesor AMD taktowany
zegarem 3,6 GHz, wyposazonym w 32 GB pamigci RAM.

20 |
maksimum
15 |
10 + S trzeci kwartyl
o0
oo B mediana
% | A .
< pierwszy kwartyl
& ] o
o n = ] ° §rednia
= o

1 2 3 4 5 6
RysuNek A.62. LiczBA OPERATOROW INFLACJI UZYTYCH W ALGORYTMIE A.59 pLA spO)-
NYCH DODATNICH BIGRAFACH BEZ PETLI O 11 < 6 WIERZCHOLKACH

W tabeli A.63 przedstawiamy moc poszczegdlnych zbioréw wynikowych UBigr, ,
gdzie przez '
LL;BigrD" ={A € UBigr, ; Ajestspéjny oraz A ~3 D},
oznaczamy zbiér wszystkich dodatnich spéjnych bigraféw bez petli stabo Z-kongruentnych

z grafem Dynkina D,,, tj. typu Dynkina Dyn, =D,, (definicja 4.20(a)).
Zauwazmy, ze bigrafy dodatnie bez petli mozna obliczy¢ uzywajac [64, Algorithm 6.1].
Liczba wszystkich takich bigraféw o 2 < n < 5 wierzchotkach podana jest w [64, Table I].
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TaBeELA A.63. LiczBa IdﬁigrD | WSZYSTKICH SPOJNYCH DODATNICH BIGRAFOW
n
BEZ PETLIA € Uﬁigrn, n<6, Tyru Dynkina Dyn, =D,

|U;8igrD| 1 2 16 200 104 3456 7552 76832 220800 355104

Nastepujacy przyklad ilustruje uzycie algorytmu A.59 do obliczenia macierzy definiu-
jacej stabg Z-kongruencje Grama A ~; D, gdzieD € {A,,m > 1,D,,,m > 4, E¢, E;, Eg}
jest jednym z diagraméw Dynkina przedstawionych w tabeli 3.32.

Przyktad A.64. Niech A € U/ Bigr, bedzie nastepujagcym grafem krawedziowo-dwu-
dzielnym

1 1 1
2 1111 T's 33
A N < 0111 1111 1
A 1,,,,:,,,,4 OraZGA: 00 1 1 EM4(Z>,GA: 1101 EM4(EZ)
AN I e %%12
1 0001 111y

Z przedstawienia formy kwadratowej g, (x) funkcjonatu g, : Z* — Z w postaci kanonicznej
1 1 1.\2 .3 1 1.\2, 2 1.\2.5
9200 = (%1 + 3%+ 3%+ 3%) + 3 (o + 3%+ 3%) +5 (06 +5x) + 3

wynika, ze bigraf A jest dodatni.

Inicjalizujemy macierze

1111 1000
1132 1 0100
Gp =G, = E%ig € My(5Z) oraz B:=E = 001 0 e M, (Z).
111, 0001
Dopoki istniejg takie indeksy 1 < i <j < 4 w macierzy Gp, ze d;; > 0:
Dlai:l,j:2orazd12:%>0przyjmujemy
[ 1-1 1 1] [1-1 00
1
e p\tr - _ |3 100 e p.p—_| 0100
GD._(Eij) Gp Eij_ Lol oraz B:=B Ei]._ 00 1 0
% 0 % 1] | 0 0 01
Dlai:l,j:?;orazdlz:%>0przyjmujemy
[ 1-1-1 1] [(1-1-1 0]
1 1
e pNtr - _ |3 130 e pp—_|lo0o100
GD,_(Ei].) Gp Eij_ 111 oraz B:=B Ei].— 0010l
3 00 1] | 00 0 1]
Dlaizl,j:4orazd12:%>Oprzyjmujemy
[ 1-1-1-1] [ 111 1]
1 1 1
e (Pt . r-_|2 13 3 w_pR.p—_| 0100
GD._(EZ.].) Gp Ei]-_ AN oraz B:=B El-].— 0010l
-3 3 3 1] | 00 0 1]
Dlai:Z,j:BoraZdu:%>0przyjmujemy
[ 1-1 0-1] [ 1-1 0-1]
1 1 1
e (PNt = _|2 12 2 _R.F-_| 0110
Gp:=(Ej)"-Gp-E; = 0.1 1 0 oraz B:=B-Ej; = 0010l
-3 3 0 1] | 00 0 1]
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A5. Algorytm inflacyjny dla bigrafow dodatnich oraz gtéwnych

Dlai:2,j:4orazd12:%>0przyjmujerny
[ 1-1 0 0] 1-1 00
1111 0 1-1-1
. — —\tr F- = 2 272 — Fo =
Gp = (Ej)"" - Gp - Ej; 0111 oraz B:=B-Ej 0010
0-1 1 1] 0001
Dlai:3,j:4orazd12:%>0przyjmujemy
[ 1-1 0 0] 1-1 00
1 1
e\t~ - _ |3 130 . p—_|lo110
Gp = (Ej)" - Gp-Ej; = 0-1 1-1|°m Bi=B-Ej=1|,14]
0 0-3 1] 0001

Zauwazmy, ze Gp € My (%Z) jest symetryczng macierza Grama bigrafu D = A,
Ayt e 3 3 :

oraz macierz B € Gl(4, Z) definiuje stabg Z-kongruencje Grama A ~ D, tzn. zachodzi
ré6wnosé B - G, - B = Gp.

Algorytm inflacyjny dla bigrafé6w gléwnych

W nastepujacym przyktadzie pokazujemy, ze w przeciwienistwie do bigraféw dodat-
nich, dla bigraféw gtéwnych bez petli mozna zbudowac cigg t~ operatoréw inflacji wzgle-
dem pary wierzchotkéw pofaczonych przerywang krawedzig, ktéry jest dowolnej dtugosci
[t~|, w tym nieskoriczony, tj. [t7| = oo.

Przyktad A.65. Niech A € U Bigr, bedzie nastepujacym grafem krawedziowo-dwu-

dzielnym bez petli
-1 1-

(S M3(Z),GA =

2

-2
1
1 -1

A / W orazGy =
1—/=3

Poniewaz funkcjonat Grama ¢, : Z3 — Z bigrafu A mozna przedstawi¢ w nastepujacej
postaci kanonicznej

1
0 1
0 0

NI= = N=

-1
%} € M;(32).
1

2
— 42 2 2 — 3,2 1
Ga(x) = X + X5 + X5 — XXy — 2X1X3 + XoX3 = X5 + (x1 — 53X — x3) ,

wiec bigraf A jest gtéwny, a wektor h = [1, 0, 1] € Z3 jest generatorem Ker g,.

Zauwazmy, ze po zastosowaniu ciggu operatorow infladji {t3,, t;,} do bigrafu A otrzy-
mujemy bigraf A, tj. t),t5,A = A:

2 t 2 t 2
A / — A=A \ = A=t,A": /

3 1 3 1 3
W konsekwengji, dla gléwnego bigrafu A bez petli mozna zbudowaé dowolnej dtugo-
Sci, w tym nieskoriczony, cigg operatoréw inflacji wzgledem pary wierzchotkéw po-
taczonych przerywang krawedzig. W przedstawionym przyktadzie takim ciggiem jest
t = {tyy, tp, by, by, - )

Analogiczny przykiad mozna skonstruowa¢ dla nieujemnych bigraféw korangi dwa.
Stad, zbudowanie skoriczonego ztozenia operatoréw inflacji, ktére redukuje bigraf gtéwny
(korangi dwa) do grafu Euklidesa (rozszerzonego bigrafu Euklidesa) jest zadaniem nietry-
wialnym. Dla gtéwnych bigraféw bez petli algorytm inflacyjny A — t;A zostal zbudowany
w artykutach [57, Algorithm 5.4] oraz [81, Algorithm 3.1], zobacz réwniez [67, Remark 4.9].
Algorytm A.66 jest jego macierzowa wersja.
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Dodatek A. Dodatek: Wybrane algorytmy kombinatoryczne i ich ztozonos¢ obliczeniowa

Algorytm A.66. Liczba catkowita m > 1, symetryczna macierz Grama G, €
M, (%Z) gléwnego grafu krawedziowo-dwudzielnego A € UBigr bez petli, oraz wektor
h € Ker g, generujacy jadro Ker g, C Z™ funkcjonatu Grama g,: Z™ — Z bigrafu A, tj.
Ker gy =Z-h.

Symetryczna macierz Grama Gy € Mm(%Z) grafu D e {Km_l,m > Z,ﬁm_l,
m = 5, E6, E7, Eg}, stabo Z-kongruentnego z bigrafem A, oraz macierz B € Gl(m, Z)
definiujaca slabg Z-kongruencje Grama A ~, D, tzn. zachodzi réwno$é B! - G, - B = G,

Inicjalizujemy macierze G = [d;] := G, € Mm(%Z),B :=E € M,,(Z) oraz
wektor h := h e Z".

Dopdki istniejg takie indeksy 1 < i #j < m, ze ﬁi =0,h. + 0 oraz dij + 0:

Jesli dij > 0, to przyjmujemy ﬁi = ﬁi + (dij +dﬁ) -Ej, Gp = (E;)”-GD-Eg
orazB := B-Ei‘]- e M,,(Z), gdzie El.; = E—(dij+djl-)eij € M,,(Z) oraze; € M, (Z)
jest macierza z jedyng niezerowa warto$cig 1 w i-tym wierszu oraz j-tej kolumnie,
zobacz lemat 3.65.

Jesli d;; < 0, to przyjmujemy h; := —h, Gp = (E))" - Gy - E; oraz
B:=B-E; € M,,(Z), gdzie E; := diag(1,...,1,-1;1,...,1) powstaje z macierzy
jednostkowej E przez zamiane i-tego elementu na —1 (lemat 3.65).

Nastepnie przyjmujemy h; := h; + (dij + dj;) - ﬁj, Gp = (Ej)" - Gp - Ej; oraz
B:=B-E; € M,,(Z), gdzie Ej; := E — (d;; + dj;)e;; € M,,,(Z) (lemat 3.65).

Dopoki istnieje taki indeks 1 < i < m, ze h; < 0:

przyjmujemy h, := —h,, Gp = (E;)"-Gp-Ef oraz B:= B-E; € M,,,(Z),
gdzie E; := diag(l,...,1,-1;,1, ..., 1) powstaje z macierzy jednostkowej E przez
zamiang i-tego elementu na —1 (lemat 3.65).

Dopoki istniejg takie indeksy 1 < i <j < m w macierzy Gp, ze d;; > 0:

przyjmujemy h; := h; + (dij + dj) -H]-, Gp := (Ej)" - Gp - Ej; oraz B :=

Zwracamy macierze Gy € Mm(%Z) oraz B € Gl(m, Z) jako wynik.

W nastepujacym fakcie pokazujemy, ze pesymistyczna asymptotyczna ztozono$¢ obli-
czeniowa algorytmu A.66 jest wielomianowa.

Fakt A.67. Niech m > 1 bedzie ustalong liczbg naturalng oraz A € UBigr, spdjnym gléwnym
bigrafem bez petli. Pesymistyczna zloZonos¢ obliczeniowa algorytmu A.66
» wzgledem liczby uzytych operatoréw inflacji (stgd réwniez wzgledem operacji na macierzach
kwadratowych) jest rzedu O(m?),
o wzgledem liczby wykonywanych operacji arytmetycznych jest rzedu O(m®).

Dowéd. W kroku 2 algorytmu A.66 wektor h € Ker g, generujacy jadro Ker g, C Z™
funkcjonatu Grama q,: Z™ — Z bigrafu A przeksztalcamy w wektor wierny h € Z™
(4. Hk # 0dlal < k < m). W tym celu uzywamy operatoréw inflacji wzgledem pary
wierzchotkéw i,j € A, (zobacz twierdzenie 3.59) oraz operatoréw inflacji w punkcie i € A,
(w kroku 2.2 w przypadku gdy d;; < 0). Poniewaz w wektorze z jadra gtéwnego bigrafu
A € UBigr, wartodci co najmniej dwdch wspétrzednych sa niezerowe, wiec w kroku 2
uzywamy co najwyzej 2(m — 2) operatoréw inflacji.

W kroku 3 algorytmu A.66 wektor wierny h € Z™ przeksztatcamy w dodatni wektor
wierny przy uzyciu co najwyzej m operatoréw inflacji w punkcie i € A,.
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W kroku 4 algorytmu A.66 przeksztalcamy dodatni wektor wierny h € Z” uzywajac
operatoréw inflacji wzgledem pary wierzchotkéw i,j € Ay dla dowolnej krawedzi przery-
wanej i------ J w bigrafie A. Na podstawie twierdzenia 3.59(c), otrzymujemy nier6w-
nos$é 1 < h < h + (d + dﬁ) -Hj, a poniewaz —6 < h; < 6, dla dowolnego i € {1,...,m}
(tw1erdzen1e 3.63(b)), wiec w ciggu operatoréw inflacji zastosowanym w kroku 4 algo-
rytmu A.66 mozna uzyc¢ co najwyzej 5 operatoréw inflacji t;; wzgledem ustalonej pary
wierzchotkéw i,j € A, polqczonych przerywanq krawedzig. Poniewaz wszystkich par i, j,
gdziei,j € A, jest co najwyzej — (w przypadku bigrafu pelnego), wiec cigg opera-
toréw inflacji t~ wzgledem pary W1erzchoﬂ<ow polaczonych przerywang krawedziq jest
dtugosci co najwyzej 5 - m(mT_l) =3-m-(m—1) = O(m?).

Stad pesymistyczna asymptotyczna ztozonosc¢ obliczeniowa algorytmu A.66 jest rzedu
O(m?) wzgledem liczby uzytych operatoréw inflacji (réwnowaznie: wzgledem liczby
uzytych operacji na macierzach kwadratowych).

O asymptotycznej ztozonosci obliczeniowej algorytmu A.66 decyduje krok 4, powtarza-
ny co najwyzej O(m?) razy. Obliczenie w kroku 4.1 macierzy Gy := (Ej)'" - Gy - Ej; oraz
B:=B-E; € M,,(Z) wymaga wykonania O(m?>) operacji arytmetycznych (przy uzyciu
standardowych algorytméw mnozenia macierzy; ze wzgledu na niski wymiar analizo-
wanych macierzy nie stosujemy algorytméw szybkiego mnozenia macierzy), natomiast do
obliczenia wartosci h; := h; + (dij +dj;) - h; uzywamy dwéch operacji dodawania oraz jed-
nej mnozenia liczb. W konsekwencji otrzymu]emy pesymistyczng ztozono$¢ obliczeniowg
rzedu O(m°) wzgledem liczby uzytych operagji arytmetycznych. O

Nastepujacy przyklad ilustruje uzycie algorytmu A.66 do obliczenia macierzy definiujg-
cej stabg Z-kongruencje Grama A ~, D, gdzieﬁ € {Km_l,m > 2,®m_1, m =5, E6, E7, ES}
jest jednym z diagraméw Euklidesa przedstawionych w tabeli 3.33.

Przyklad A.68. Niech A € UBigr, bedzie nastepujacym grafem krawedziowo-dwu-
dzielnym

5 1 1101 13 201

4 01010 11040
A1l 1y orazGy=|0 0 1-1 0|€M;5(Z),Gy=| L 0 1-% 0 EM5(%Z).

. 0 00 1-1 0 2-2 1-1

D 0 0001 100-11

3
Z przedstawienia formy kwadratowej g, (x) funkcjonatu g, : Z° — Z w postaci kanonicznej
1 1 1. \%2,3 1 2 1.\2,2 1 1.\2,1 2

ga(x) = (xl + 53X+ 5x3+ §x5) +7 (xz —3X3+ 35Xy~ §x5) +3 <x3— 5X4— §x5) +5 (x4—x5)

wnioskujemy, ze bigraf A jest gtéwny, a wektor h, = [1,0, -1, -1, —1] jest generatorem
grupy Ker g, C Z°,tj. Ker gy = Z - h.

Inicjalizujemy wektor h := h = [1,0,—1,—1,-1] € Ker g, C Z° oraz macierze
€ M5(Z).

Gp =Gy = S M5(%Z) oraz B:=E =

O NI= = O NI
|
NI = NIRRNIR O

Nim O NIRNIE =
O NI=m O = NI=
|
=N O O NI=
o O O O =
o O O = O
o O = O O
o = O O O
—_ O O O O

~

Dopdki istniejg takie indeksy 1 <i #j<5,zeh; = O,ﬁ- # Oorazd; # 0:

Dla indekséow i =2,j =1 sprawdzarny, ze h =0h =1 qé 0, oraz d
2 > O, wiec przyjmujemy h; := h; + (dij +d;) - h;, astad h:= [1 1,-1,-1, —1] €
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Ker g, C Z°. Ponadto przyjmujemy

EEEE 1000
_%10%() -1 100
Gp = (E))"-Gp-E;=|301-f o|oraz B:=B-Ej;=|00 10
1 1 1 1
-5 373 1—5 0001
1 1
5 00-51 00 0O

Dop6ki istnieje taki indeks 1 < i < 5, ze h; < 0:

Dla i = 3 sprawdzamy, ze h; = —1 < 0, wiec przyjmujemy h; := —h;,

a stad h:=[1,1,1,-1,-1] € Ker qs C Z°. Ponadto przyjmujemy

1434 4 1000
21010 -1 100

Gy :=(E7)" - Gy-Ef=|-1 o011 o|lorazB:=B-Ef=|00-10
-2 22 1-3 0001

%00,%1 0000

Dla i = 4 sprawdzamy, ze h; = —1 < 0, wiec przyjmujemy h; := —h,,

astad h :=[1,1,1,1,-1] € Ker g, C Z°. Ponadto przyjmujemy

I 1000
_%10_%() -1 1.0 0
Gy :=(E))"-Gy-Ef=|-1 0 1-1 o|loraz B:=B-E; =| 00-1 0
1 1 1 1
27272 1 3 00 0-1
1 1
1 ool 0000

Dla i = 5 sprawdzamy, ze h; = —1 < 0, wiec przyjmujemy h; := —h;,

astad h:=[1,1,1,1,1] € Ker g, C Z5. Ponadto przyjmujemy

133 53 1000
-2 1 0-20 -1 100
Gp:=(Ef)" - Gy-Ef =|-1 0 1-1 ofloraz B:=B-Ef =| 0 0-1 0
P-4 14 000
_%00_%1 00 0 0-

Dop6ki istniejg takie indeksy 1 < i < j < 5w macierzy G, ze d;; > 0:

Dlai=1,j = 4orazdy, = > 0 przyjmujemy b, := h, + (d;; + 4,

astad h:=[2,1,1,1,1] € Ker g, C Z5. Ponadto przyjmujemy

13-4 100

-2 1000 -110 1

i (EW .G E- = |1 .~ B.E- = _
Gp = (E)"-Gp-E; = §01ooorazB._B Ej=|l00-10
20010 00 0-1
10001 000 O0-

Zauwazmy, ze G € M5 (%Z) jest symetryczna macierzg Grama bigrafu D = D,

~ 3 4
Dy : {
21 5

_ O O O O = O O O O = O O O O

= O © O O

i) - Hj/

= O © O O

oraz macierz B € GI(5, Z) definiuje stabg Z-kongruencje Grama A~ D, tj. B' - G,-B=Gg.
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ZYozonos¢ obliczeniowa algorytméw prezentowanych w rozprawie

W niniejszej rozprawie przedstawiamy kombinatoryczne i graficzne algorytmy, ktére sg
znane w literaturze (algorytmy A.3, A.7, A.21, A.30, A.59, A.66), jak i te skonstruowane przez
nas (algorytmy 5.48, A.39, A.55, 4.14, 5.22, 6.52, 6.68) wraz z analizg ich pesymistycznej
ztozonoéci obliczeniowe;.
Przy doborze narzedzi algorytmicznych potozylismy duzy nacisk na ich efektywnos¢
(co najwyzej wielomianowa pesymistyczng ztozono$¢ obliczeniowq). Przedstawiona anali-
za zlozonosci obliczeniowej stosowanych algorytméw (fakty 4.16, 5.61, 6.72, A4, A.8, A.40,
A.56, A.60, A.67) dowodzi, ze cel ten zostal w duZzej mierze osiggniety.
Jedyne algorytmy o pesymistycznej asymptotycznej ztozonosci obliczeniowej gorszej
niz wielomianowa prezentowane w rozprawie, to:
e algorytm A.21 o pesymistycznej ztozonosci obliczeniowej rzedu O(13"-1n?) wzgledem
liczby wykonywanych operacji arytmetycznych, zobacz fakt A.22,

* algorytm A.30 o pesymistycznej zlozonosci obliczeniowej rzedu O(13"-1n?) wzgledem
liczby wykonywanych operacji arytmetycznych, zobacz fakt A.31,

e algorytm 5.22 realizujacy konstrukcje pierwiastkowq, zobacz uwaga 5.24.

Co prawda s3 to algorytmy wyktadnicze, jednak nie znamy dowodu pokazujacego, ze
problemy, ktére te algorytmy rozwiazuja, sa NP-trudne.
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Spis symboli

Spis symboli

cy
CDtype
cox, (1)
COXA

CNs

n,j

CPOZ’D% S) CNB%].

A= (AOIAl)

Al (a/ b)
AS); Al

AT Ay

staba Z-kongruencja Grama bigraféw, str. 27

silna Z-kongruencja Grama bigraféw, str. 27

macierz sasiedztwa grafu A, str. 9

graf A, z numeracja ustalong wzgledem s, str. 27

bigraf A2 z numeracjg ustalong wzgledem s, str. 41

podwojona symetryczna polaryzacja funkcjonalu Grama bigrafu A, str. 48
zbiér graféw krawedziowo-dwudzielnych A o zbiorze wierzchotkéw po-
numerowanych liczbami naturalnymi 1, ..., m, str. 16

bigraf wyznaczony przez jednolity funkcjonat catkowity g: Z™ — Z, str. 17
ciafo liczb zespolonych, str. 1

macierz incydencji zbioru czeéciowo uporzadkowanego I, str. 13

liczba Coxetera bigrafu A, str. 23

zredukowana liczba Coxetera bigrafu A, str. 23

cylinder rangi r wyznaczony przez wektor v, str. 91

typ Coxetera-Dynkina bigrafu A, str. 53

wielomian Coxetera bigrafu A, str. 23

macierz Coxetera bigrafu A, str. 22

zbiér wielomianéw Coxetera spdjnych bigraféw stabo Z-kongruentnych
z D2, str. 84

zbidr par (cu, €4) liczb Coxetera spéjnych bigraféw A € dBigrb% , str. 84
zbior tréjek (cox,(t), ¢y, €4), gdzie cox,(t) € CPOZD%, (cp,€p) € CNE%,
oraz A € LL;BigrfD%, str. 84 ’
jeden z jednorodnych diagraméw Dynkina D,,€{A,, m>1,D,, m > 4,
Eq, E5, Eg}, str. 21

jeden zjednorodnych diagraméw Euklidesa ﬁm S {Km, m = 1,®m, m =4,
Eq, E,, Eg}, str. 21

jeden z rozszerzonych bigraféw Euklidesa D2, € {A2,n > 1,D2,n > 4, E2,
E2, 2}, str. 36

jeden zbigraféw D? ; € {A% |, A%,, A%, A3,, A3, A}, A}, A}, D3,
ﬁi/z,ﬁi/g),ﬁil4,ﬁi,5}, str. 85

graf krawedziowo-dwudzielny (bigraf), str. 15;

graf, graf prosty, str. 9

zbiér krawedzi incydentnych z wierzchotkami a oraz b bigrafu A, str. 16
podgraf krawedziowo-dwudzielny bigrafu A otrzymany przez opuszcze-
nie wierzchotka a, oraz krawedzi z nim incydentnych (odp. przez opusz-
czenie wierzchotkéw ay, a, oraz incydentnych z nimi krawedzi), str. 45
zbiér odpowiednio krawedzi przerywanych i cigglych bigrafu A, str. 16
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A'l[u, w]]

|

hy,
hi1) K02
I'=(1,%)
Ker g,
L

La

M, (Z)

vk=1)

.....
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Spis symboli

spojny bigraf korangi dwa otrzymany w wyniku konstrukcji ze spéjnego
dodatniego bigrafu A" i pary jego pierwiastkéw u, w € R, str. 59

graf nieoznakowany otrzymany z grafu oznakowanego A przez opuszcze-
nie oznakowania, str. 11

typ Dynkina zbioru czeSciowo uporzagdkowanego I, str. 14

typ Dynkina spéjnego bigrafu A, str. 53

stopierr wierzchotka w grafie, str. 11

macierz diagonalna, str. 2

liczba krawedzi przerywanych minus liczba krawedzi cigglych miedzy
wierzchotkami a, b w bigrafie A, str. 16

elementy bazy standardowej grupy Z™, str. 25

wektor réwny e; ;1= e + ... + ¢, str. 92

macierz jednostkowa, E = [¢¥, ..., ell] € M,,(Z), str. 32

macierz powstata z macierzy jednostkowej E przez zamiane a-tej wspot-
rzednej na przekatnej na —1, str. 32

macierz powstata z macierzy jednostkowej E przez wstawienie liczby —d4,
w a-tym wierszu oraz b-tej kolumnie, str. 33

transformacja Coxetera bigrafu A, str. 22

kotczan ®,-oczkowy (geometria @ ,-sieciowa pierwiastkéw), str. 90

P ,-oczkowy obszar podstawowy, str. 98

niesymetryczna macierz Grama bigrafu A, str. 16,

symetryczna macierz Grama bigrafu A, str. 17,

podwojona symetryczna macierz Grama G, := G, + G bigrafu A, str. 48,
Gl(m; Z) := {A € M,,,(Z); det A = +1} grupa kwadratowych macierzy
Z-odwracalnych stopnia m wzgledem mnozenia macierzy, str. 27

wektor generujacy grupe Ker gy , str. 22

wektory generujacy grupe Ker Ip2, str. 37

wektory tworzace (jq, j,)-specjalng Z-baze grupy Ker g,, str. 45

zbiér czeSciowo uporzadkowany, str. 13

jadro funkcjonatu g, : Z™ — Z, str. 18

symetryczna macierz Laplace’a, str. 11

symetryczna znormalizowana macierz Laplace’a, str. 11

pierscieni catkowitoliczbowych macierzy kwadratowych stopnia m, str. 2
@ ,-oczko szerokosci k > 1, str. 89

zbiér P-niezmienniczy, str. 91

zbidr liczb naturalnych, str. 1

@ ,-orbita wektora v € R, (d), str. 89

graficzne przedstawienie ®,-orbity wektora v € R, (d) w postaci grafu,
str. 89

ciato liczb wymiernych, str. 1

symetryczna bezznakowa macierz Laplace’a, str. 11

funkcjonat Grama bigrafu A, str. 17,

cialo liczb rzeczywistych, str. 1

zbiér P-niezmienniczy posiadajacy strukture P-sieciowego systemu pier-
wiastkow, str. 90

zbiér pierwiastkéw z liczby d € Z bigrafu A (funkcjonatu kwadratowego
gp: Z™ — Z), str. 18

zbiér pierwiastkow (z jedynki) bigrafu A (funkcjonatu kwadratowego
gp: Z™ — Z), str. 18
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Spis symboli

redukt: skoficzony podzbiér zbioru pierwiastkéw R C R, str. 133
rzad macierzy A nad cialem R lub Q, str. 14

spektrum (widmo) grafu A, str. 9

spektrum Coxetera bigrafu A, str. 23

spektrum podwojonej symetrycznej macierzy Grama Gy, := G, +GY €
M., (Z) bigrafu A, str. 127

operator inflacji w punkcie a (switching), str. 30

operator inflacji wzgledem pary punktéw a,b potaczonych krawedzig
przerywang, str. 30

izomorfizm grup t} := ()7}, str. 31

izomorfizm grup t;b = (t;b)_l, str. 31

torus rangi r wyznaczony przez wektor v, str. 91;

tuba klepsydralna rangi r wyznaczona przez wektor v, str. 95

podzbidr zbioru Bigr,, zlozony z bigraféw bez petli o m wierzchotkach,
str. 16

zbidr spojnych bigraféw bez petli stabo Z-kongruentnych z grafem Dynki-
na D, str. 145

zbiér spéjnych bigraféw bez petli stabo Z-kongruentnych z rozszerzonym
bigrafem Euklidesa D?, str. 84

zbidr spéjnych bigraféw bez petli silnie Z-kongruentnych z rozszerzonym
bigrafem Euklidesa D?, str. 84

maksymalny dodatni pierwiastek grafu Dynkina D,,,, str. 22

wektor przeciwny do wektora v € Z™, tj. ¥ := —v, str. 92

grupa liczb catkowitych, str. 1

produkt kartezjariski m > 1 egzemplarzy grupy Z traktowany jako prze-
mienna grupa wolna wzgledem dodawania wektoréw, str. 1
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