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1 Notacja i pojecia wstepne

Definicja 1.(Gra) Dowolng czworke I' = (Sy, So, W, W?), gdzie W' : S; x Sy — R, nazywamy
gra dwuosobowg, przy czym W' zwie sie funkcjg wyplaty, a S; zbiorem strategii i-tego
gracza.

Dalej bedziemy zaktadaé skonczonosé zbioréw strategii S;, ¢ = 1, 2. Wowcezas funkcje wyptaty
W', i = 1,2, mozna reprezentowa¢ macierzowo w nastepujacy sposob: Q" = [W*"(x,y)|zes, yes, -
Gra zadana dwumacierza [W'(z,y), W2(z, y)]zes, yes, t0 tzw. gra w postaci normalnej.

Gre nazwiemy:

e gra symetryczng (ze wzgledu na wyplaty), gdy So = S1, Vo yes,—s, W2(x,y) = Wi(y, z),
e gra o sumie zerowej, gdy V,cs, yes, W'(z,y) + W2(z,y) = 0.

Przez A(T) oznaczamy sympleks miar probabilistycznych na zbiorze T'. Standardowo zanurzamy
T — A(T) utozsamiajac T' 3t ~ 6, € A(T), 0:(z) = {(1) Zi

Elementy x € S; bedziemy dalej nazywaé strategiami czystymi i-tego gracza, elementy
p € A(S;) strategiami mieszanymi i-tego gracza, a elementy m € A(S; X 9;) strategiami
skorelowanymi obu graczy.

Rozktad taczny m € A(S] x S3) wyznacza rozktady brzegowe mg, € A(S;), Vies, 7s,(x) =
>yess ; T(w,y). Para rozktadow (p,q) € A(S1) x A(S2) wyznacza rozktad p(z,y) = p(z) - q(y),
dla ktérego ps, = p, ps, = q. Rozne rozktady taczne moga dawac te same rozktady brzegowe,
wiec A(S1) x A(S2) & A(S) x S;). Noénikiem rozktadu 7 € A(S; x S;) nazywa si¢ zbior
suppm = {(x,y) € S1 x Sy : w(z,y) # 0}.

Wyplata i-tego gracza, gdy wybrano x € Si, y € Ss, czyli tacznie (x,y) € Sy X Sy, wynosi
Wi(z,y). Przez wyplate oczekiwang i-tego gracza, gdy wybrano 7 € A(S; x Sy) rozumiemy
wartosé

EWim)= > w(z,y) - W (z,y).
(z,y)€S1%xS2
W szezegblnosei, gdy kazdy z graczy obierze swoja strategie mieszana p € A(S1), q € A(S2),
to wyplata oczekiwana i-tego gracza wyniesie EW'(p,q) = EW*(p), gdzie rozklad taczny p =
(p,q) € A(S1) X A(S3) C A(Sy x.S). Odnotujmy przy okazji, ze funkcjonat EW?* : A(S; X Sy) —

R, i = 1,2, jest liniowy w nast¢pujacym sensie:
Vrmweasixs) Vieso (t+8 =1=EWit-m+¢ x) =t - EWi(r) +t - EW(x') ).
Definicja 2.(Optima i ekwilibria)
o (z*,y*) € 51 x S5 — rébwnowaga Nasha, gdy

Vees, Wz, y*) = W'(z,y")
vyESQ WQ(x*7y*) > W2(I'*, y)

(,,nie warto samodzielnie odstepowac”);

e (p*,q*) € A(S)) x A(S;) — mieszana réwnowaga Nasha, gdy

vaA(Sl) EWl (p*v q*) > EWl <p7 q*)
quA(Sg) EW2<p*7 q*) Z sz(p*) q)

(,statystycznie nie warto odstepowac” );



o (z*,y*) € S1 X Sy — optimum Pareto, gdy
Fapesixs (Vimiz Wiay) = Wiy ) Adime Wiay) > Wi, y"))
(,,brak obopdlnie lepszej pary”);
o 7 € A(S] X 93) — skorelowane optimum Pareto, gdy
~Freagixs (Vicra EW!(m) > EW (") Ay EW'(7) > EW'(n"))

(,,brak obopdlnie lepszego rozktadu”).

Uwaga. Scislej rzecz biorac rozpatrujemy stabg réwnowage i mocne optimum.

Mamy nastepujaca zalezno$¢ miedzy optimami a skorelowanymi optimami.
Twierdzenie 1 7 € corr-Pareto(I') = supp m C Pareto(I).

Dowéd. Wezmy 7 € corr-Pareto(I') oraz (xo,y9) € suppn \ Pareto(I'). Wtedy istnieje para
(r1,71) € S1 x Sy dajaca choé¢ jednemu z graczy wyzsza wyplate niz (zg,yo) tj. Wi(xo, yo) <
Wi¥(zy,y1) dla i = 1,2, przy czym jedna z nieréwnosci jest ostra. Okreglamy 7' € A(S; x S)
ktadac dla (x,y) € Sy x Sy

7T([L’,y), gdy (ZL’,y) ¢ {(x07y0)7 (xhyl)}a
7T/<:U7y) = 71-(an?JO) + 7T<C(71,y1), gdy (ZE,y) = (xlayl)a
0, gdy (2, y) = (20, yo)-

Nastepnie sprawdzamy, ze EW' () < EW'(7’) dla i = 1,2 i jedna z nieréwnosci jest ostra:

EWi(r) = 3 m(z,y) - Wz, y) +
(z,9)€S1xS2\{(z0,y0),(z1,91)}

+7 (20, y0) - W (20, y0) + 7 (21, 91) - W21, 91)

< Z 7T(.’E,y) 'Wl(xay)
(#,9)€S81xS2\{(z0,y0),(z1,91)}

+( W(x()? ?JO) + 7T(ZL'1, 3/1) ) : W,L(xh yl) =

= > m(z,y) - Wz, y) +

(z,y)€S1 x52\{(20,%0),(z1,91)}
+7' (@1, 91) - W21, 1) + 7' (20, Yo) - W (@0, y0) = EW* (7).

+ /N

To przeczy, iz m € corr-Pareto(T"), czyli supp 7 \ Pareto(T") = (). X

Jak sie okazuje nie kazde optimum (z, y) € Pareto(I") wyznacza optymalny rozktad skorelowany
d(z,y) € corr-Pareto(I"). Nieprawda tez, ze Pareto(I') = supp 7 dla pewnego m € corr-Pareto(I).

Przyklad 1 Niech I' = (S}, So, W1, W?), S; = S, = {1,2} i wyptaty [W'(z,y), W?(z,y)] beda
dane tabelg. Mamy

Pareto (1,2), (2,1), (2,2)
T\ Y 1 2 Nash (2,2)
1 [[20,20] | [40,90] skorelowany | 7(1,1) = 7(2,2) =0, n(1,2) =1,
2 190,40] | [50,50] [ Pareto m(2,1)=1-10<t<1 o




Dla poréwnania w ,lustrzanej” grze

Przyktad 2 Niech T = (Sy, Sy, W', W?2), S; = Sy = {1,2} i wyptaty [W(z,y), W?(z,y)] beda

dane tabelg. Mamy

Pareto (1,2), (2,1), (2,2)
T\ Y 1 2 Nash p:q:%51+%(5g
1 |[20,20] | [90,40] skorelowany | 7(1,1) = 7(2,2) =0, n(1,2) =1,
2 [ [40,90] | [50,50] | Pareto T2 1) =1-t0<t<1 o

Twierdzenie 2 (Weighted sum scalarization: [Engw| Th.6.4, [MCDA] Th.14, Th.32)
Zbior skorelowanych optimow Pareto jest niepusty © ma postac
-Pareto(T") = A t- EW! t' - EW? UALUA
comParcto(r) = | A1y ( (m) + (7)) U AaU gy,
t,t'>0

gdzie A; = Argmaxqea(s; xsy) EW' (1), Ais—; = Argmaxen, EW?7! (7).

Uwaga. Por. réownosc¢ (2) w dowodzie Twierdzenia 10.
Zbiér corr-Pareto(I") nie musi by¢ wypukty.

Przyktad 3 Niech I' = (S), S, WL, W?), S) = S, = {1,2,3} i wyplaty [W'(z,y), W?(z,y)]
beda dane tabelg.

AN 1 2 3
1 (10, 10] | [90,40] | [10, 10]
2 |[40,90] | [10, 10] | S0, 60]
3 | [10,10] | [60,80] | [10, 10]
Mamy 6(2,1y,6(1,2) € corr-Pareto(I"), ale % . ((5(1,2) + (5(2,1)) ¢ corr-Pareto(T). O

Od tego momentu bedziemy si¢ zajmowaé wylacznie grami symetrycznymi I' = (S, Sy, W W?2).
Gwoli uproszczenia notacji pomijamy dolny indeks we wspélnym zbiorze strategii tzn. S = 51 =
Sy. Wowezas tez dla macierzy wyptat zachodzi Q% = (Q1)T. (Dla poréwnania, jesli gra jest o
sumie zerowej, to Q% = — Q). Ponadto stowarzyszajacz W : Sx.S — R funkcje W : Sx S — R,
W(z,y) = W(y,z) przy =,y € S, mozemy réwniez opusci¢ indeks w funkcjach wyptaty W*
piszac T' = (S, S, W, W).

Rozktad 7 € A(S x S) sprzezony (lub transponowany) do 7 € A(S x S) okreslamy jako
Vieyesxs 7 (x,y) = n(y,r). Strategi¢ skorelowang m nazwiemy strategia symetryczna, gdy
T=T.

Lemat 1 Operacja sprzezenia spetnia
(i) © =m,
(” TI’-;TK‘ — (7‘(‘-‘571')7

(iii) EW'(r) = EW3(7),

(iv) m =7 = EW'i(r) = EW3 (n),

gdzie T, € A(S x S),i=1,2.



ad (il): (=57) (z,9) = (7)) (wo0) = § -7y, 2) + §-T(y,2) = 3 7(w,y) + 5 - 7(2,p).

EW'(m) = > w(xy) Wiy =

(z,y)ESXS
= Y wlzy) Wi (y2) =
(z,y)eSxS
= Y T(y,x) W i(y,x) = EW*T ().
(y,x)eSxS
ad (iv): EWi(r) @ EW3i(7) = EW3i(x). X

Lemat 2 (O wyréwnywaniu) Niechi = 1,2 orazm, 7’ € A(SxS). Jezeli EW' (1) = EW3 (),
EWi(x') > EW'(w), EW3 (') > EW3(x), to istnieje 7’ € A(S x S), 7”7 = 7" o tej
wlasnosci, ze EW'(n") > EW' (%) oraz EW3 ' (x") = EW(r").

Dowéd. Kladac " = ”T”/ otrzymujemy

1 1 Lem.1(iii)

BW/(x") = 5 - EW'(x') + 5 - EW'()

1 , 1 , 1 . 1 ,
=—-EW'(r) + 5 EW*(r') > 5 EW'(r) + 5 EW*(r') >

2
1 - 1 , 1 . 1 . .
> N EW*(m) + 3 EW* (1) = 5 EW*(m) + X EW'(r) = EW' (7).
Ponadto 7”7 = 7" na mocy Lematu 1 (ii) i w konsekwencji EW?3~‘(7”) = EW'(x") na mocy
(iv). X

Twierdzenie 3 W grze symetrycznej I' = (S, S, W', W?) 2biér skorelowanych optiméw Pareto
corr-Pareto(I') C A(S x S) jest symetryczny, tzn.

7 € corr-Pareto(I') = 7 € corr-Pareto(T').

Dowéd. Gdyby 7 ¢ corr-Pareto(T'), to EW(r') > EW(7) i EW?(x’) > EW?(7) (lub
nierowno$¢ ostra z nieostra zamienione miejscami) dla pewnego ' € A(S x S). Wéwcezas na
mocy Lematu 1 (iii) i (i):

EWY 7)) = EW?*(x') > EW?*(7) = EW!(n),

EW?(7") = EWY(z') > EW'(7) = EW?(n).

Tym samym 7 ¢ corr-Pareto(T"). X

2 Okreslenie rozwigzania kooperacyjnego

Definicja 3.(Rozwigzanie kooperacyjne) Strategia skorelowana 7* € A(S x S) stanowi
rozwigzanie kooperacyjne von Neumanna—Pareto gry symetrycznej I' = (S, S, W W?),
o ile
™ € Arg max EW!'(7),
TEA(SXS)
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gdzie A(S x S) ={r e A(S x S) : EW'(r) = EW?(n)}.

Innymi stowy funkcja 7* : S x § — R jest rozwiazaniem kooperacyjnym gry o ile rozwiazuje
nastepujace zagadnienie PL (w przestrzeni wektorowej RS*):

> 07 Z(x,y)ESXS W(%,y) = 17
Z(w,y)eSxS W(I, y) ' Wl(l‘7y) = Z(w,y)ESXS 71'(1‘, y) : W2({L', y)a
S Al"g maXx;crsxs Z(r,y)GSXS 7T(l'7 y) ’ Wl(x7y)

Symbolem Cooperat(I') C A(S x S) bedziemy oznaczaé zbiér rozwiazan kooperacyjnych,
Pareto(I') C S x.S — zbiér optiméw Pareto, a corr-Pareto(I") C A(S x.S) — zbidr skorelowanych
optimow Pareto.

Dla rozwiazania kooperacyjnego 7* € Cooperat(I') oczywidcie zachodzi EW ! (r*) = EW?(r*).
Owa wspdlna dla wszystkich rozwigzan wartosé nazywamy wartoscia gry i oznaczamy v(I').

Twierdzenie 4 Zbidr rozwigzari kooperacyjnych Cooperat(I') C A(S x S) jest
(a) niepusty,
(b) zwarty,

(c) wypukty,
(d) Cooperat(I') = N:_, (EW')"'({v()}),

(e) symetryczny
7 € Cooperat(I') = 7% € Cooperat(l'),

E|7r€Cooperat(I‘) ™= T.

Dowéd. ad (a)-(b): Zbiér A(S x S) jest niepusty (z Lematu 1 (ii) i (iv)) oraz zwarty, a EW?
sg ciagte, wiec stosuje sie twierdzenie Weierstrassa o istnieniu maksimum.

ad (c): Wystarczy skorzysta¢ z liniowosci EW".

ad (d): Natychmiastowy wniosek z Twierdzenia 5 (a).

ad (e): Niech 7 € Cooperat(T'). Z Lematu 1 (iii) i definicji wartoéci v(I') = EW'(r*) =
EW3i(7%) dlai = 1,2. Stad na mocy Twierdzenia 5 (a) dostajemy 7* € Cooperat(T).

Wezmy teraz jakickolwiek 7% € Cooperat(I'). Jak juz wiemy réwniez 7 € Cooperat(I').

1

Wéwcezas (z wypuklosci zbioru rozwiazan) rozktad = = 5 (7% + 7*) € Cooperat(I'). Ponadto

m =T dzigki Lematowi 1 (ii). X

Uwaga. Wtasnosci (a)-(c) charakteryzuja zbiér rozwiazan zagadnienia PL na zwartym obszarze
decyzyjnym A(S x S) € R9*S 7z funkcjg celu EW'. Przy wlasnosci (e) mozna powiedzie¢ wiecej,
mianowicie istnieje rozwigzanie symetryczne m o maltym nosniku fsupp 7w < 2 (Twierdzenie 10).

Zbiér Cooperat(I') jest symetryczna bryla wypukta, a dokladniej stanowi przecigcie (d —
1)-wymiarowego sympleksu strategii A(S x S) przez (d — 1)-wymiarowa hiperplaszczyzne w
przestrzeni wektorowej RS wymiaru d = §.5°.

Przyktad 4 W kazdej z gier I = (S, S, W, W?), S = {1,2}, z Przykladéw 1 i 2 mamy jedyne
rozwigzanie kooperacyjne Cooperat(I') = {7*}, 7*(1,2) = 7*(2,1) = 3, 7*(1,1) = 7*(2,2) = 0
dajace wyplaty oczekiwane v(I") = 65. O

Dalsze wtasnosci rozwiazan kooperacyjnych zebrane zostaty w serii twierdzen ponizej.
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Twierdzenie 5 Dla dowolnego 7 € A(S x S)
(0) (Viers EWi(r) = v(T)) = 7 € Cooperat(T’),
(8) Vira (EWi(r) > v(T) = EWS(r) < w(I"),
(¢c) Vic1a (EW'(7) > v(T) = EW3 (1) < v(T)),
(d) Vie12v(T) = max,—sea(sxs) EW(7),
(e) EW(x) + EW*(r) = 2-u(T") = 7 € corr-Pareto(T).

Dowéd. ad (a): Niech EW(x) = EW?%(x) = v([). Wtedy © € A(S x S) oraz EW(n) =
EWY(r*) = MaxX,_ X (gys) EW?(r) dlapewnego * € Cooperat(T'). Tym samym 7 € Cooperat(T).

ad (b)-(c): Przypusémy, ze EW(r) > v(T'), EW*J(m) 2 v(T') dla® € A(S x S), 7 =1,2.
Skoro v(T') = EWY(n*) = EW37I(r*) dla pewnego 7* € Cooperat(T'), to 7* & corr-Pareto(T).
Zatem w mysl Twierdzenia 6 mamy 7* ¢ Cooperat(I") — sprzecznosé.

ad (d): Z Twierdzenia 4 (e) wiemy, ze istnieje 7* = 7 € Cooperat(I'), skad v(I') =
EW'(r*) < maxz—reasxs) EW'(r). Gdyby dla pewnego m = @™ € A(S x S) zachodzito
EWi(n) > v(T), to na mocy (c) mielibysmy EW3%(r) < v(T'). Tymczasem EW3 (1) =
EW'(m) dzigki Lematowi 1 (iv), co prowadzi do sprzecznosci.

ad (e): Gdyby 7 & corr-Pareto(I'), to dla pewnego " € A(S x S) zachodziltyby nieréwnosci
EWY(r") > EWl(n), EW?(x’) > EW?(r) (lub nier6wnos$¢ ostra z nieostra zamienione miejscami).
Stad

EWY ')+ EW?(7') > EW!(7) + EW?(7) = 2v(T),

co przeczy réwnaniu (2) ze str.11. X

Uwaga. Implikacja odwrotna do (a) stanowi definicje wartosci gry v(I'). W przypadku gry
o sumie zerowej implikacje (b) i (¢) mozna odwréci¢ (por. Twierdzenie 8). Warunek (e) jest
szczegbdlnym przypadkiem Twierdzenia 2.

Twierdzenie 6 (O efektywnosci) (a) Cooperat(I') C corr-Pareto(T"),
(b) m =7 € corr-Pareto(I') = 7 € Cooperat(I).

Dowdd. ad (a): Niech m & corr-Pareto(I"). Zatem istnieje 7' € A(S x ) dajace cho¢ jednemu
7 graczy wyzsza wyplate niz 7 tzn. EW*(7') > EW'(r) dla i = 1,2, a jedna z nieréwnosci jest
ostra. Wowcezas na mocy Lematu 2 istnieje 7”7 € A(S x S) takie, ze EWi(n") = EW3 ™ (x") >
EWi(n), 7" € A(S x S). Tym samym 7 & Cooperat(T).

ad(b): Przypusémy, ze 1 = 7 € corr-Pareto(I")\Cooperat(I'). Wéwczas z definicji rozwiazania
dla 7* € Cooperat(I")

EW?*(n*) =v(l) = EW'(7*) = max EW!'(x) > EW!(x).
TEA(SXS)

Dalej z Lematu 1 (iv) EWl(nr) = EW?(x), co daje EWi(n*) > EWi(n), i = 1,2, czyli
7 & corr-Pareto(I). X

Uwaga. W szczegdlnosci nosniki rozwiazan kooperacyjnych sktadaja sie z optiméw Pareto
(Twierdzenie 1). Warunku (b) nie mozna poprawi¢ do postaci: m € corr-Pareto(I') = L.

2
(m+ 7 ) € Cooperat(T') (Przyklad 3).

S, R) ze zbiorem strategii S definiujemy

Przestrzen gier symetrycznych G(S) = B(S x
) € G(S) z funkcja wyptaty W € B(S x

utozsamiajac gre symetryczng I' = (S, S, W, W
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S,R) gracza 1, a za odleglo$¢ obierajac metryke jednostajnag Czebyszewa tzn. dg,,(I',I") =
SUD(, yyesxs W (@, y) = W (z,y)|, TV = (5,8, W, W) € G(S5). (Ze wzgledu na skoniczonoéé
S x S zbior G(9) jest podzbiorem przestrzeni euklidesowej R%*® 7z normg max).

Twierdzenie 7 (Ciagla zaleznosé rozwiazan) Na przestrzeni gier symetrycznych z ustalonym
zbiorem strategii S

(a) odwzorowanie rozwigzujgce Cooperat : G(S) —o A(S x §) (tzw. solution set map) jest
pdlciggle z gory (u.s.c.),

(b) funkcja wartosci v : G(S) — R jest ciggla.
Skorzystamy z klasycznego wyniku analizy wielowarto$ciowe;

Lemat 3 ([Aub-Cell] Th.6) Niech A, B bedg przestrzeniami topologicznymi Hausdorffa, W :
B—oA ®:AxB - R, p: B =R, Viep p(b) = sup,cyp) P(a,b) (tzw. marginal function),
M:B — A, Yyep M(b) ={a € ¥(b) : p(b) =P(a,b)} (tzw. marginal map). Jezeli O jest ciggle,
a VU jest ciggle o zwartych wartoSciach, to o rowniez jest ciggle, zas M jest u.s.c.

Dowdéd. [Tw. 7] W przytoczonym wyzej lemacie ktadziemy A := A(S x S) — przestrzen strategii
skorelowanych (rozkladow), B := B(S x S,R) = G(S) — przestrzen gier (funkcji wyptat) oraz
O(m, W) == EW (1) = Y(yesxs T(x,y) - W(z,y) — wyplata oczekiwana, (W) = {7 €
ASxS) : & W) =7, W)} ={reASxS) : &mW)=&(r, W)} - symetria
wyptlat, gdzie m € A, W € B.

Obserwujemy teraz, ze gdy I' = (S, S, W, W) € G(95), to M(W) = Cooperat(T'), (W) =
v(I') i z Lematu 3 uzyskujemy pozadana ciaglosé. X

3 Poréwnanie z innymi definicjami rozwigzania

3.1 Rozwigzanie von Neumanna gry o sumie zerowej
Twierdzenie 8 (O zgodnos$ci) Dia gry symetrycznej I' = (S, S, W1, W?) o sumie zerowej
zachodzq:

(a) v(T') = 0 = maxpea(s) Mingeas) EW'(p, q) = maxqea(s) minpeas) EW?(p, q);

(b) jesli (p*,q*) — réwnowaga Nasha (von Neumanna) dla T, to (p*,q*) € Cooperat(T).
Dowéd. ad (a): zauwazmy przede wszystkim, ze skoro gra ma sume zerowa (W? = —W1), to
EW? = —EW'. W szczegblnosci EW!(n*) = EW?(r*) = —EW!(7*) dla m* € Cooperat(T).

Stad EW'(7*) = 0, a poniewaz v(T') = EW!(r*), wigc ostatecznie v(T") = 0.
Dalej, w dowolnej grze symetrycznej wyptaty maximinowe sa takie same dla obu graczy:

in EW! = in EW?( (p,q) ) =
Jne i EWH(p,q) = max min EW*( (p.q))

g i EW2 - i EW2 °
pek7S) oEAly P10 P) = gy, 2 B 9)

Wreszcie

max min EWl(p,q) = max min —EWQ(ILQ):

PEA(S) geA(S) PEA(S) qeA(S)
Pl g2 (21 9) = g, ey PV P9



W ostatnim przejsciu skorzystaliémy z twierdzenia von Neumanna o minimaksie. To w poltgczeniu
z wykazang wczesniej rownoscig wyptat maximinowych daje wartos¢ 0 owych wyptat.

ad (b): jedli (p*,q*) — réownowaga Nasha, to w my$l (a) mamy EW*(p*,q*) = 0 = v(I') dla
i =1,2. Stad na mocy Twierdzenia 5 (a) dostajemy (p*,q*) € Cooperat(I'). X

Uwaga. Jak pokazuje przyktad gry Wl(z,y) = —W?(z,y) = 10 (z — y), z,y € S = {1,2},
implikacja w (b) nie moze by¢ odwrdcona.
3.2 Rozwigzanie von Stackelberga
Ustalmy I' = (S}, Sy, W, W?). Gramy na przemian nastepujaco:
1. Wybieram pewna strategie i obwieszczam ja partnerowi.

2. Wspotgracz wybiera swoja najlepsza odpowiedz, by¢ moze szkodzac mi bardziej niz to
konieczne.

Potem nastepuje zmiana rozpoczynajacego i tak w kotko. Obie rozgrywki mozna sformalizowaé
jak ponizej.
G*(x) = Arg, 5, maxyes, W2(x,y)
— maksymalizacja zysku gracza 2
przy wybranej strategii gracza 1,
Y2 = Arg, esixs, MaXees, Milgege@) Wz, y)

— maksymalizacja zysku gracza 1 biorac pod uwage
maksymalizacje zysku ze strony gracza 2.

G'(y) = Arg,cq, maxees, W'(z,y)

— maksymalizacja zysku gracza 1
przy wybranej strategii gracza 2,

Y2 = Arg(, esixs, MaXyes, Mingegiyy W2 (z,y)

— maksymalizacja zysku gracza 2 biorac pod uwage
maksymalizacje zysku ze strony gracza 1.

W ten sposéb zdesymultanizowali$my wybor strategii. Elementy zbioréw X521 ¥%! nazywamy
rozwigzaniami von Stackelberga z graczem 1 (odpowiednio 2) jako liderem.

Twierdzenie 9 Jezeli (x1,12) € V2, (29,y1) € 3% w grze symetrycznej T = (S, S, W W?),
to dlavr=1,2

Wixy,y2) + Wiza, 11) < ()
2 = '

Dowéd. Ze wzgledu na symetrie funkcji wyptaty (z,y) € 212 & (y,2) € >, Co wiecej

Wl(x17y2)+wl(‘r27yl) _ WQ(xlva)_'_W?('r??yl) (1)
2 2 ’

Gdyby dla i-tego gracza 5-(W(z1, y2) + Wiz, y1) ) > v(T'), oznaczaloby to, ze EW(r) > v(T)
przy m € A(S x S) danym wzorem w(x1,y2) = w(x2, Y1) = %, a poza tym 0. Wtedy za$ z
Twierdzenia 5 (c) bytoby EW3~i(7r) < v(T") — sprzeczno$é¢ z réwnoscia (1). X




Rozwigzanie von Stackelberga moze prowadzi¢ do mniejszych wyptat niz rozwigzanie kooperacyjne.

Przyktad 5 Niech I' = (5,5, W' W?), S = {1,2,3} i wyptaty [W'(z,y), W?(x,y)] beda dane
tabelg
AN 1 2 3
1| [10,10] | [30,70] | [10, 10]
5 [ [70,30] | [10,10] | 40, 50]
3 [[10,10] | [50,40] | [10, 10]
Mamy 8% = {(3,2)}, ¥*! = {(2,3)}; Cooperat(') = {n*}, 7*(1,2) = 7%(2,1) = ;

—_

_40+40 _ 70 + 30
2 2

(W(3,2)+W'(2,3)) = EWi(7*) = v(I).

5

3.3 Rozwigzanie z transferowalng uzytecznoscia
Rozwazmy gre I' = (S, So, W', W?), ktérej uczestnicy moga sie dzieli¢ wspdlng wygrang (suma

wyplat). Prowadzi to do pojecia TU-rozwigzania:

TU(T) = Arg  max (Wl(x, y) + W?(z, y)) :

(a&,y)ESl X So
Odnotujmy, ze $rednia wygrana 5 - (W' (2, y) + W?(2, y) ) nie zalezy od wyboru (z,y) € TU(T).

Twierdzenie 10 Dla dowolnego rozwigzania (zo,yo) € TU(T) gry symetrycznej T = (S, S, W, W?)
zachodzq

Wl (zo, W?2(zo,
(o) Wiemmgh s  (r)

(b) mo =Ty € Cooperat(l'), fsuppmy < 2,
gdzie my = % (5(950,3/0) + 5(2;0@0))‘
Dowéd. Oznaczmy EU : A(S x S) — R,

EU(r) = EW!(m) + EW*(x) = Y a(z,y)- (W(z.y) + W (z,y)).
(z,y)eSxS
Oczywiscie
> 1 2
B PV > i (W) + W)
(co wida¢ biorgc m = (5, z,y € S). Z drugiej strony dzieki liniowosci EU wiadomo, ze

_ ;o) = /.0 20 0 1
Jax  EU(T) = EU@@.y) =W, y) + W'y,

przy pewnych 2, y" € S, gdyz maksimum realizuje si¢ w wierzchotku d(,s .y sympleksu A(S x.5).
Lacznie

_ 1 2
L max  BU(r) = (z,§?§§xs(w (,9) + W2(x,y)).

7 definicji wartosci gry

— 1/ _* 2(-%\ * <
2v(l") = EW ' (n") + EW*(r") = EU(7") [ max EU ()

10



dla 7* € Cooperat(I'). Dalej na mocy symetrii wyptat
W', y') + W2 (', y') = W2y, 2') + Wy, o).

Klad@c 7'(" — % (5(1./711/) =+ 5(@/,:6’)) dostajemy 7T/ = ?’

1 1
E "N==-F 'yt —F reny) = E
U(r') 5 U((S(x ,y))-i- 5 U((S(yﬂc)) WGIAH(%}::(S) U(W)
oraz z Lematu 1 (iv) EW*(x') = EW?(x') = 5 EU(x').
Gdyby wiec 2v(I') < maxrea(sxs)y EU(m), mielibySmy sprzecznoéé z Twierdzeniem 6. W
rezultacie

1 1 1 9
V() =5 max BU(r) =g max (W (x,y)+ W), (2)
To pokazuje (a).
Czeé¢ (b) tezy wynika z (a) w mysl Twierdzenia 5 (a). X

3.4 Roéwnowagi Nasha

Twierdzenie 11 Niech I = (S, S, W', W?) bedzie grag symetryczng i niech p € A(A(S)xA(S))
bedzie rozktadem na zbiorze réwnowag Nasha (tj. p(p,q) = 0, gdy (p,q) € A(S) x A(S) nie
znajduge sie w polozeniu réwnowagi Nasha). Jezeli spelniony jest warunek symetrii p(p,q) =
p(q,p), to EWi(n) < v(T), gdzie rozklad m € A(S x S) jest wyznaczony przez p wg wzoru

= .q) - . dp d
m(x,y) /A Al p(p,q) - p(z)-q(y) dpdq
dla x,y € S.

Dowéd. Zauwazmy, ze m € A(S x S) z racji na symetrie p, bo dla z,y € S

m(z,y) = /p(p,q)-p(x)-q(y) dpdq =
= /p(q, p)-a(z) p(y) dqdp = /p(p,q)~<1(flf) -p(y) dadp =
= /p(p,q) P(y)-a(z) dpdq=rn(y,z) =7 (z,y).
7 Lematu 1 (iv) i definicji wartosci gry otrzymujemy

EW?(r) = EW'(7) < max EW!(r)=v(T).
TEA(SXS)

X
Uwaga. Niekiedy za substytut rozwigzania kooperacyjnego w grze niekooperacyjnej przyjmuje
sie optimum Pareto znajdujace sie w rownowadze Nasha ([Card-Plas|). Jak sie okazuje, nawet

jezeli jest to jedyna réwnowaga, to nie musi ona stanowi¢ rozwigzania kooperacyjnego w przyjetym
tutaj sensie. Na ogdt optymalna réwnowaga Nasha nie musi by¢ skorelowanym optimum (Przyktad 1).

Przyklad 6 (Dylemat wigznia) Niech T = (S, S, W W?), S = {1,2} i wyplaty [W(z,y), W?(z,y)]
beda dane tabelg

11



rN\y| 1 2

1 |[a,a] | [eb]

2 b, c] | [d,d]
gdzie b > a > d > c¢. Réwnowaga Nasha (jedyna) tej gry jest para strategii (2,2), a pozostate
pary sa optimami Pareto. Niemniej jednak mamy

{r1), glya> 2%
Cooperat(T) = { {tymf +tams : b1, by > 0,1+l =1}, gdya=5¢,
{m3), By o < 5%
gdzie mj(1,1) = 1, m5(1,2) = 75(2,1) = 3. 0

Przyktad 7 (Dylemat podréznika, [Basu]) NiechT = (5,5, W' W?), S ={2,3,4,...,100}
i wyplaty beda dane wzorem W?2(y, z) = Wl(z,y) = min(x,y)+2-sgn(y—=z). Jedyna réwnowaga
Nasha tej gry jest para strategii (2, 2), zas$ optymalne w sensie Pareto sa pary (100, 100), (99, 100)
i (100,99). Niemniej jednak Cooperat(I') = {7*}, gdzie 7%(100,100) = 1. O

Uwaga. Odnotujmy, ze oba powyzsze dylematy przedstawiane sg zawsze jako gry bez komunikacji
miedzy graczami. Dlatego tez zaproponowane tu rozwigzania kooperacyjne nie daja odpowiedzi
na problemy formutowane zwykle przy okazji owych dylematow.

4 Implementacja rozwigzania kooperacyjnego

Strategie kooperacyjng mozna traktowac jako wskaznik czestosci wyboru poszczegdlnych optimow
Pareto podczas wielokrotnych rozgrywek. Pierwsza interpretacja, zgodna z zasada sprawiedliwego
podzialu Szaniawskiego oparta na réwnosci wobec losu ([Liss]), méwi, iz gracze przy kazdej
rozgrywce powinni losowaé¢ optimum Pareto wg rozktadu danego w ustalonym przez siebie
rozwigzaniu kooperacyjnym. Ponizsze przyktady zwracajg uwage na inng mozliwosc.

Przyklad 8 Niech I' = (5,5, W1 W?), S = {1,2} i wyptaty [W'(x,y), W?(x,y)] beda dane
tabela
T\ Y ‘ 1 ‘ 2

1 |[20,20] | [50,90]

2 ]90,50] | [70,70]

Mamy Cooperat(T') = { ;7 +tom} : t1,t2 > 0,8+t = 1 }, gdzie 75(1,2) = 75(2,1) = 3,
75(2,2) = 1. Rozwiazanie 7 jest najlepsze, bo prowadzi do jednakowych wyplat przy kazdej
rozZgrywee. O

Przyklad 9 Niech I' = (S, 5, W W?), S ={1,2,3} i wyptaty [W'(z,y), W?(x,y)] beda dane
tabelg
T\ Y 1 2 3
1 [20,20] | [80,60] | [40, 100]
2 [60,80] | [20,20] | [90,50]
3 (100, 40] | [50,90] | [20,20]
Mamy Cooperat(I') = { t; 7] + toms + 37} : ti,ta,t3 > 0,8 +to +t3 = 1 }, gdzie
T1(2,3) = 7(3,2) = 3, m(1,3) = m(3,1) = 3, 7(1,2) = 75(2,1) = 3. Rozwigzanie 7}
jest najlepsze, bo przy kazdej rozgrywce prowadzi do wyptat najmniej odchylonych od wartosci

gry v(I') = 70. O

Druga interpretacja kaze szuka¢ planu realizacji wyptat o najmniejszej wariancji. Zgodnie
z Twierdzeniem 10 wystarczy rozpatrywa¢ rozwiazania kooperacyjne o nosniku zlozonym z co
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najwyzej dwoch czystych optimow Pareto. Tak wtasnie uczyniliSmy w powyzszych przyktadach.
Gracze dostaja za kazdym razem wyplaty zgodne z wartoscia gry lub tez, gdy nie ma rozwigzan
kooperacyjnych wérod czystych optiméw Pareto, na przemian obierajg jedno z dwoch optiméw
wchodzacych w sktad rozwigzania kooperacyjnego prowadzacego do wyptat jak najmniej odchylonych
od wartosci gry. Mechanizm losujacy stosowany bytby wowczas tylko do ustalenia gracza rozpo-
czynajacego od otrzymania wyptaty wyzszej niz warto$¢ gry. Ma to przede wszystkim znaczenie

z punktu widzenia skonczonej serii rozgrywek o nieparzystej dtugosci.

5 LuzZne obserwacje

Uwaga. Definicja w obecnym ksztalcie jest trudna do przeniesienia na gry asymetryczne, co
np. wida¢ z Przyktadu 10.

Przyklad 10 (Sztucznie wymuszona kooperacja)

AN 1 2 Pareto (1,1), (2,1)
1 | [120,40] |[0,0] | Nash (1,1) 0
2 [[100,120] | [0,0] | Kooperacyjne | (?) £-(1,1) + 3 -(2,1)

Uwaga. Kazda gre mozna przedstawic¢ jako sume dwoch gier: gry o sumie zerowej i gry podwodjnie
symetrycznej o identycznych wyptatach

wt—w? W2—W11+[W1+W2 W+ w?

1 21
W, Wi = 2 ’ 2 2 ’ 2
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