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Wstep

Nieliniowe roéwnania paraboliczne stanowia element modeli matematyczych wielu
zjawisk i zagadnienn wywodzacych sie z réznorodnych dziedzin takich jak biologia,
fizyka, chemia czy technika i z punktu widzenia zastosowari, stanowia istotna klase
rownan. Celem rozprawy jest przedstawienie uzyskanych rezultatéw dotyczacych
istnienia okresowych rozwigzan parabolicznych rownan rézniczkowych czastkowych

rozwazanych na RY. Mianowicie rozwazaé¢ bedziemy zagadnienie

ou
E("va

gdzie f : [0,4+00) x RY x R — R jest odwzorowaniem ciagtym i T-okresowym

= Au(z,t) + f(t,z, u(z,t)) reRY >0, (1)

(T > 0) wzgledem pierwszej zmiennej. W naturalny sposéb nalezy rozpatrzy¢ dwa
przypadki. Pierwszy dotyczy sytuacji, gdy linearyzacja prawej strony usrednionego

rownania

8u(
ot
w ktorym funkcja f RY x R — R dana jest wzorem f T,u) = g fo f(t,x,u)dt,

z,t) = Au(z, t) + f(z, u(z,t)) r e RN t>0,

ma trywialne jadro. Jest to tzw. przypadek nierezonansowy. Drugi przypadek,
kiedy w rownaniu wystepuje rezonans, dotyczy sytuacji gdy jadro linearyzacji prawej
strony jest nietrywialne - wowczas rozwazaé¢ bedziemy zagadnienie

ou

a (I, t)
gdzie V jest potencjatem takim, ze V = Vj — V., Vo € LP(RY), Vo, € L®(RY),
Vo 2 Us > 0, przy czym w catej rozprawie wyktadnik p jest taki, ze

= Au(z,t) + V(z)u(z,t) + f(t,z,u(x,t)) reRY t>0, (2)

2<p<+oo, gdy N=1,20raz N <p < +oo, gdy N > 3, (3)

za$ funkcja f jest jak w (1) oraz dodatkowo ograniczona przez funkcje z przestrzeni
L3(RY).

W obu przypadkach uzyjemy techniki operatora przesuniecia wzdtuz trajekto-
rii, metod usredniania oraz indeksu punktéw stalych w celu uzyskania efektywnych

kryteriow stwierdzajacych istnienie rozwigzan okresowych.
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Zastosowane podejscie i gtléwne trudnosci

Rownania (1) i (2) mozna zapisaé¢ jako abstrakcyjne rownanie ewolucyjne
u(t) = —Au(t) + F(t,u(t)), t>0, (4)

w ktorym liniowy operator A : H2(RY) — L2(RY) okreslony jest nastepujaco

Au := —Au - w przypadku (1), lub Au := —(A 4+ V)u - w przypadku (2) oraz

F : [0,+00) x H}RY) — L*(RY) dane jest wzorem [F(t,u)](:) := f(t, -, u(-)).
Warto doda¢ w tym miejscu, ze gdyby rownanie (1) byto autonomiczne, to wow-

czas funkcjonal L : HY(RY) — R dany wzorem

L(u) ::%/RN |Vu(x)|2dx—/ P(z, u(z)) dz,

RN

gdzie P(x,u) := [} f(x,s)ds, jest tzw. funkcjonalem Lapunowa dla rownania (4)
takim, ze
CL(u(t)) = ~(t)

Poniewaz L jest malejacy wzdluz dowolnego niestacjonarnego rozwiazania u row-
nania (1), wiec z powyzszej rownosci wynika, ze w przypadku autonomicznym nie
istnieja rozwigzania okresowe, niebedace rozwiazaniami stacjonarnymi. Zatem inte-
resowaé nas bedzie zjawisko wystepujace tylko w réwnaniach nieautonomicznych.

Przy odpowiednich, standardowych zalozeniach dotyczacych odwzorowania f,
rownanie (4), z warunkiem poczatkowym u(0) = @, u € H'(R"), posiada wlasnosé
globalnego istnienia i jednoznacznosci rozwiazan. Mozna zatem poprawnie okresli¢

operator przesuniecia wzdtuz trajektorii ®; : H1(RY) — HY(RY), ¢t > 0, formuta
®,(u) :=u(t), ueH(RY),

gdzie u : [0,+00) — HYRY) jest rozwigzaniem (4) z warunkiem poczatkowym
u(0) := u. Punkt staly odwzorowania ®; jest poczatkiem pewnego rozwiazania
T-okresowego wyjsciowego zagadnienia. Zatem problem istnienia okresowych roz-
wigzan rownania (4) sprowadza sie do poszukiwania punktow statych operatora ®1.

Technika badania punktow statych operatora przesuniecia stosowana byta przez
wielu matematykow, przy uzyciu réznorodnych narzedzi, jakie stanowia - adekwatne
do badanego zagadnienia metody topologiczne, w tym twierdzenia o punktach sta-
lych i niezmienniki homotopijne takie jak stopien topologiczny czy indeks punk-
tow statych. Wymieni¢ tu mozna prace Browdera [12], Beckera |7]|, Hessa [43|, Hu
i Papageorgiou [45], Shioji [64], Bothego [9], Badera i Kryszewskiego [6], Ortegi [55],
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Cwiszewskiego [16, 17, 20, 21], Cwiszewskiego i Kokockiego [18, 19] oraz Kokockiego
|48, 50].

Zasadnicza kwestia w poszukiwaniu punktow stalych operatora przesuniecia jest
wlasno$¢ zwartosci tego odwzorowania. Umozliwia ona bowiem zastosowanie od-
powiednich topologicznych twierdzen o punktach stalych lub innych narzedzi to-
pologicznych. Okazuje sie, ze w rozpatrywanym przypadku tj. rownan parabolicz-
nych rozwazanych na R, operator przesuniecia nie jest pelnociggly ani tez kon-
densujacy wzgledem miary niezwartosci Kuratowskiego czy Hausdorffa. Przyczyna
tkwi w braku ograniczonoéci dziedziny, a w konsekwencji braku zwartosci wlozenia
przestrzeni H*(RY) — L2(RY). W rozprawie dowodze, ze przy odpowiednich za-
tozeniach dotyczacych f, operator przesuniecia wzdtuz trajektorii nalezy do klasy
odwzorowan ostatecznie zwartych (z ang. ultimately compact), dla ktorej istnieje
teoria indeksu punktow stalych. Do tego celu wykorzystuje metode oszacowan reszt
rozwiazan rownan parabolicznych (z ang. tail estimates), ktora jako pierwszy zasto-
sowal Wang w [69] do badania istnienia istnienia globalnego atraktora w réwnaniu
reakcji-dyfuzji na R, a nastepnie Prizzi w pracach [57, 58] w kontekscie badania
stanow stacjonarnych i orbit taczacych w réwnaniach parabolicznych na dziedzinach
nieograniczonych.

Kolejnym istotnym krokiem w rozwazanym zagadnieniu jest wyznaczenie indeksu
punktéw stalych operatora przesuniecia wzdluz trajektorii, ktérego nietrywialnosé
wzgledem otwartych i ograniczonych podzbioréw przestrzeni fazowej H*(RY) impli-
kuje istnienie punku statego tego operatora, a co za tym idzie - okresowego rozwig-
zania rownania (4). Efektywnym narzedziem, kore postuzy nam do tego celu jest
nieskoriczenie wymiarowa wersja zasady usredniania, pozwalajaca sprowadzi¢ obli-
czenia do réwnania autonomicznego.

Metoda usredniania umozliwia badanie asymptotycznego zachowania réwnan
nieautonomicznych. Orzeka, ze dynamika rozwigzania w uktadzie oscylujacym jest
aproksymowana przez rozwiazanie problemu usrednionego przy rosnacej czestotli-
wosci. Klasyczne wyniki dotyczace asymptotycznego zachowania rozwigzan row-
nan rozniczkowych zwyczajnych, a wiec sytuacji skonczenie wymiarowej, naleza do
Bogolubova i Mitropolskiego (patrz [8]). Zasada usredniania, w przypadku zagad-
nien okreslonych na skoniczenie wymiarowych rozmaitosciach, zostata udowodniona
przez Furiego i Pere w pracy [34]. Pierwsza nieskoriczenie wymiarows zasade usred-
niania dla operatora A generujacego analityczng Cy-poélgrupe w zagadnieniu typu
(4) uzyskal Henry w [42]. Wynik ten zostal uogolniony w pracach Hale’a i Lunela
[41], Antoci i Prizziego [4], Prizziego [58] czy Cwiszewskiego [22], w ktorych re-
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zultat Henry’ego zostal przeniesiony na ogoélny przypadek generatorow Cp-potgrup,
niekoniecznie analitycznych. To pozwolilo na uzyskanie zasady usredniania w sy-
tuacji, gdy prawa strona jest zaburzeniem operatora A generujacego zwarta Cp-
potgrupe - w [16| oraz w przypadku, gdy prawa strona jest zaburzeniem opera-
tora m-akretywnego - w [17], w ktorych to pracach nie wymagano dodatkowych
zalozen o F dotyczacych zwartosci. Nieco inng sytuacje rozpatrywali Couchouron
i Kamenski w pracy [15], w ktorej zakladano, ze zaburzenie F spelnia warunek
Y(F(0,T] x Z)) < ky(Z) dla dowolnego zbioru ograniczonego Z w przestrzeni Ba-
nacha X i pewnej statej £ > 0, za$ v oznacza miare niezwartosci. Zasada uéredniania
w sytuacji, gdy operator —A jest generatorem Cy- polgrupy kontrakeji oraz zabu-
rzenie F jest kondensujace wzgledem miary niezwarto$ci Hausdorffa udowodniono
w [18], zas przypadku, w ktorym prawa strona jest kondensujacym zaburzeniem za-

leznej od czasu rodziny operatorow liniowych {A(t)}:>o - w pracy [19].

Metoda przesuniecia wzdluz trajektorii na tle innych metod

Metoda przesuniecia wzdluz trajektorii nie jest jedyna techniks stosowang do
badania istnienia rozwigzan periodycznych. Obok niej wykorzystuje sie réwniez

teorie koincydencji operatorow, ktora polega na zapisaniu réwnania (4) w postaci
Tu = F(u), (5)

gdzie T i F sa operatorami okreslonymi w odpowiedniej przestrzeni klas funk-
cji zaleznych zar6wno od zmiennej przestrzennej jak i czasowej. Zagadnienie (5)
rozwigzuje sie przy uzyciu odpowiedniego stopnia topologicznego badz tez metod
wariacyjnych - jak np. w pracach [3], [13] i [64]. Innym podejsciem do zagad-
nien okresowych jest rowniez uzycie tzw. techniki uzmienniania wspotczynnikow
jak np. w pracach [47] czy [68]. Niewatpliwie kazda ze wspomnianych metod ma
pewne zalety. W przypadku technik koincydencji i uzmienniania wspo6tczynnikow
nie wymaga sie jednoznacznosci rozwigzan dla wyjsciowego zagadnienia poczatko-
wego, natomiast atutem metody przesuniecia wzdluz trajektori i motywacja do jej
zastosowania jest jej naturalne powiagzanie ze zjawiskiem opisywanym przez rozwa-
zane rOwnanie oraz oczywisty zwigzek z uktadami dynamicznymi. Dodatkowo indeks
punktow statych operatora przesuniecia wzdtuz trajektorii dla rozwiazania okreso-
wego dostarcza, w pewnych przypadkach (patrz np. [55]), przynajmniej czesciowe]

informacji na temat jego stabilno$ci.
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Gléwne wyniki rozprawy

W przypadku nierezonansowym, technika usredniania w potaczeniu z metoda
kontynuacji wzdhuz parametru, pozwala na wyznaczenie indeksu punktow statych
Ind,.(®7, U)! operatora przesuniecia wzdtuz trajektorii @7, gdzie U jest odpowied-
nio wybranym, otwartym i ograniczonym podzbiorem H!(RY), wedtug wzoru

Ind,o(®7,U) = lim Ind,.(®(), U) = lim Ind,(®;, U), (6)

gdzie A > 0 jest parametrem w rodzinie rownan
u(t) = —Au(t) + F(t/\ u), t >0, € (0,1],

<I>E\’>f) jest jej operatorem przesuniecia wzdluz trajektorii, zas </I;t jest operatorem

przesuniecia wzdhuz trajektorii stowarzyszonym z autonomicznym problemem
a(t) = —Au(t) + F(u), t >0,

w ktorym F jest odpowiednio zdefiniowanym usrednieniem F oraz U C H'(RY) jest

otwartym zbiorem ograniczonym takim, ze
Au+F(@)#£0  dla wszystkich @ € OU.

7. powyzszego rozumowania plynie wniosek, ze z punktéw rownowagi réwnania
usrednionego o nietrywialnym indeksie emanuja rozwiazania okresowe roéwnania (1).
Co wiecej, warunki typu a priori pozwalaja na odpowiednie zlokalizowanie galezi
tych rozwigzari. W sytuacji, gdy nieliniowos¢ f jest asymptotycznie liniowa istnieje
mozliwos¢ weryfikacji wspomnianych warunkéw. Naszkicowana powyzej koncepcja
wywodzi si¢ z robwnan rézniczkowych zwyczajnych i stosowana byta w pracy Furiego
oraz Pery (patrz [35]) oraz Furiego, Pery i Spadini’ego w [36]. Idea ta zostata wyko-
rzystana do probleméw nieskoniczenie wymiarowych przez Cwiszewskiego w pracach
[20] i [23] oraz przez Cwiszewskiego i Kokockiego w [18] i [19].

W czedci rozprawy dotyczacej rownan parabolicznych bez rezonansu przyjete

zostaly nastepujace zalozenia dotyczace linearyzacji nieliniowosci f w zerze

t
lim St u) = a(t,x) == ap(t,r) — ax(t, x), (7)
u—0 u
oraz w nieskoficzono$ci
t
| 1|im Jltz,u) =w(t,z) = wo(t,x) — weo(t, ), (8)
u|—00 u

'Ind,. oznacza indeks punktéw stalych w klasie odwzorowaii ostatecznie zwartych.
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dla p.w. z € RN oraz t > 0, gdzie ag(t,-),we(t,-) € LP(RY), p jest jak w (3),
ooty ), Weo(t,+) € LOO(RN), Qoo (t, ) > Qloo, Woo(t, ) > Woo dla wszystkich ¢ > 0

i p.w. 2 € RN oraz pewnych G, @Weo > 0 oraz

Sup (flevo(t, )z + flevoe (t, )llae) < Ho0 i sup (flwn(t, )llzr + llowao(t, )llzee) < Fo0.

Zaktadamy rowniez, ze dla wszystkich t,s > 01ip.w. z € RV,

| (t, ) — ag(s,x)| < KV (2)|t — s|¥ oraz |ae(t, z) — as(s, x)| < k®(x)|t — s/,
lwo(t, x) — wo(s, z)| < EKO(2)|t — s|¥ oraz |weo(t, ) — weo(s, )| < k°°(z)|t — s|”

dla pewnych k° € LP(RY), k> € L*(RN)iv € (0,1).
Najwazniejszymi wynikami rozprawy dla réwnan parabolicznych bez rezonansu

sa nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 1. (dokladne sformulowanie - patrz twierdzenie 3.3.1 na str. 77)
Niech f : [0,400) x RN x R — R bedzie ciggtym odwzorowaniem, T-okresowym
wzgledem pierwszej zmiennej, spetniajgcym warunek Lipschilza wzgledem trzeciej

zmiennej i takim, ze dla wszystkich t,s € [0,4+00), u,v € R i p.w. x € RY,
(f(t,z,u) = ft,2,0)) (u—v) < —alu — v’ +b(x)|u — vf*

dla pewnych a > 0 i b € LP(RY) oraz zachodzi (8). Jezeli réwnanie

(gt (z,t) = Mu(z,t) + do(t, v)u(r,t), € RV, ¢ >0,

u(,t) € HY(RY), t >0,

nie postada niezerowych T- okresowych rozwigzan dla X € (0,1] oraz Ker (A+©) =
{0}, gdzie W(x) := 5% fo (t,x)dt, to wowezas rowanie (1) posiada rozwigzanie T-

okresowe.

Kolejne twierdzenie dotyczy sytuacji, kiedy linearyzacja w 0 oraz w oo sg topo-
logicznie rozne, tzn. kiedy liczby dodatnich wartosci wtasnych, liczonych wraz
z krotno$ciami® dla operatorow A +a i A + @, gdzie a i @ oznaczaja odpowiednio

pochodng w 0 i w nieskoniczonosci funkeji f, sa roznej parzystosci.

!patrz str. 108.
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Twierdzenie 2. (doktadne sformulowanie - patrz twierdzenie 3.3.2 na str. 78)
Przypusémy, ze spelnione sq wszystkie zalozenia poprzedniego twierdzenia oraz za-

tozmy dodatkowo, zZe zachodzi (7). Je$li rownanie

%(w, t) = Mu(z,t) + da(t,z)u(z,t), € RN, ¢t >0,

u(-,t) € H'(RYN), t >0,

nie posiada T-okresowych rozwigzan dla A € (0, 1], Ker (A+a) = Ker (A+©) = {0}
i m(oo0) Z m(0) mod 2, gdzie m(0) i m(o0) oznaczajq liczbe dodatnich wartosci wta-
snych (wraz z krotnosciami) operatordw, odpowiednio A + & i A + &, to wowczas

réwnanie (1) posiada nietrywialne T-okresowe rozwigzanie.

W powyzszych twierdzeniach bardzo istotng kwestia sa zalozenia o postaci funk-
cji a oraz w. Sktadnik o (lub wy) powoduje, ze ujemna czes¢ spektrum operatora
—A — @ (lub odpowiednio —A — @) sktada sie z izolowanych wartosci wlasnych
o skoriczonej krotnosci (patrz uwaga 2.3.3). Dzieki temu liczby m(0) i m(co) sa
poprawnie okreslone. Co wiecej, aby spelniony byl warunek m(oco) #Z m(0) mod 2
w twierdzeniu 2, konieczna jest obecnos¢ w réwnaniu nietrywialnego sktadnika oy

lub wy z przestrzeni LP(RY).

W przypadku réownania (2), o ktorym zakladamy, ze jest w rezonansie (tzn.
Ker(A + V) # {0}), procedura uzyta poprzednio nie ma zastosowania i wyma-
gane jest nieco inne podejscie. Zasadniczg kwestie pelni tutaj rezonansowa wersja
zasady usredniania, ktora pozwala wyrazi¢ topologiczne wtasnosci operatora ®p
w terminach odwzorowania F : N — N, bedacego usrednieniem zaburzenia F, ob-
cietego do skonczenie wymiarowej przestrzeni N := Ker(A+ V') (patrz uwaga 4.2.2),

zadanego wzorem

1

F(u) = T/o PF(1,u(t)) dt,

gdzie P : L*(RY) — N jest projekcja ortogonalng na przestrzen A. Idea, za-
czerpnigta z prac [11], [21], [48] czy [50], polega na rozwazeniu rodziny zagadnien

z parametrem € € [0, 1]
u(t) = —Au(t) + eF(t, u(t)), t>0, 9)
i wykazaniu, ze dla malych wartosci parametru e,

Ind,.(®, U @ W) = (=1)™)+dmNDeg (F, 1),
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gdzie U C N'i W C Nt sg zbiorami otwartymi, ograniczonymi i takimi, ze 0 € W
oraz F(u) # 0 dlau € U, zaé m(oo) oznacza liczbe dodatnich wartosci wtasnych (li-
czong wraz z krotnosciami) operatora —A i Degp oznacza stopien topologiczny Bro-
uwera. Zatem nietrywialnosé stopnia Degg(F, U) implikuje istnienie T-okresowego
rozwigzania dla (9). Dodatkowe zalozenia na f pozwola na kontunuacje wzdtuz pa-

rametru € i wyznaczenie Degy(F, By(0, Ry)) dla duzych Ry > 0.

Najwazniejszymi wynikami uzyskanym w rozprawie dotyczacym istnienia 7'- okreso-

wych rozwigzan dla réwnan parabolicznych w rezonansie sg nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 3. (dokladne sformutowanie - patrz twierdzenie 4.3.2 na str. 94)

Zatozimy, ze Ker(A+V') # {0} oraz niech f bedzie ciggtym, ograniczonym przez funk-
cje z przestrzeni L2(RN) odwzorowaniem, T-okresowym wzgledem pierwszej zmien-
nej, spetniajgcym warunek Lipschitza wzgledem trzecie) zmiennej 1 przypusSémy, ze

zachodzi jeden z warunkow typu Landesmana-Lazera, tzn. albo

T
[ (] ftaswis [ jraswa)aso )
0 {¢>0} {¢<0}

dla dowolnego ¢ € N\ {0}, gdzie fi(t,x) := liminf,_, o f(t, 2, s) oraz f_(t,z) :=

limsup,, . f(t,x,s), albo

/OT (/{¢>0} frt x)o(x)dr + /{¢<0} f‘(t,:p)gzﬁ(a:)dx) dt <0 (11)

dla dowolnego ¢ € N\ {0}, gdzie f*(t,x) := lim SUP,_, 1o f(t,7,8) oraz f~(t,x) =

liminfy, o f(t,z,s) . Wowczas réownanie (2) posiada rozwigzanie T-okresowe.

Zalozenia typu Landesmana-Lazera mozna w efektywny sposob zweryfikowaé (patrz

uwaga 4.1.1). Bezposrednim wnioskiem jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4. (dokladne sformulowanie - patrz twierdzenie 4.3.3 na str. 99)

Zatdzmy, ze Ker(A+V') # {0} oraz niech f bedzie ciggtym, ograniczonym przez funk-
cje z przestrzeni L*(RY) odwzorowaniem, T-okresowym wzgledem pierwszej zmien-
nej, spetniajgcym warunek Lipschitza wzgledem trzeciej zmiennej. Jesli fy > 0,
f_ < 0 oraz obie funkcje nie sq rowne p.w. funkcji zerowej lub f+ <0, f~ >0 oraz
obie funkcje nie sq rowne p.w. funkcji zerowej, to réwnanie (2) posiada rozwigzanie

T-okresowe.
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Zdaniem autorki do najistotniejszych wynikow zawartych w rozprawie naleza:

e Twierdzenie 2.2.4 - twierdzenie o ostatecznej zwartos$ci operatora przesuniecia

wzdhuz trajektorii,

e Twierdzenia 2.3.4 i 2.4.1 - o indeksie punktéw statych dla operatora prze-
suniecia wzdtuz trajektorii zwigzanego, odpowiednio z problemem liniowym

i autonomicznym problemem nieliniowym;
e Twierdzenie 3.1.1 - wzor indeksowy dla zagadnienia bez rezonansu,

e Twierdzenia 3.3.11 3.3.2 - kryteria na istnienie rozwigzan okresowych dla row-

nan parabolicznych bez rezonansu,
e Twierdzenie 4.2.1 - rezonansowa zasada usredniania,

e Twierdzenia 4.3.2 1 4.3.3 - kryteria na istnienie rozwigzan okresowych dla row-

nan parabolicznych z rezonansem.

Wyniki prezentowane w rozprawie stanowia tres¢ artykutow [24] oraz [25].

Uktlad pracy

Niniejsza praca jest zorganizowana w nastepujacy sposob.

W Rozdziale 1 przypomnimy klasyczne twierdzenia dotyczace istnienia, jednoznacz-
nosci i regularnosci rozwigzan parabolicznych rownan ewolucyjnych, ktérych prawa
strona jest ciaglym zaburzeniem operatora sektorialnego. Zbadamy réwniez cig-
gla zaleznos¢ rozwigzan od warunkow poczatkowych i parametru oraz udowodnimy
abstrakcyjna zasade u$rednianiania. Nastepnie abstrakcyjne wyniki zastosujemy do

rownania czastkowego (1).

Rozdzial 2 jest poswiecony oszacowaniom reszt (z ang. tail estimates) rozwia-
zan réwnan parabolicznych. Oszacowania te postuza w dalszym ciggu do wykazania
wlasnosci ostatecznej zwartosci operatora przesuniecia wzdtuz trajektorii. Ponadto
wyznaczone zostana indeksy punktéw stalych operatoréw przesuniecia wzdtuz tra-
jektorii stowarzyszonych odpowiednio z réwnaniem liniowym oraz z autonomicznym
problemem nieliniowym. Wzory te, wraz ze wspomniana zasada usredniania, po-
stuzg do wyznaczenia indeksu punktéw wstalych operatora przesuniecia wzdtuz tra-

jektorii dla rownania (1).
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W rozdziale 3 zbadamy istnienie okresowych rozwiazan rownan parabolicznych
na RY w sytuacji, gdy w rownaniu nie wystepuje rezonans. Udowodniony zosta-
nie wzor indeksowy oraz zweryfikowane zostana odpowiednie warunki a priori, nie-

zbedne do kontynuacji wzdhuz A. Udowodnimy twierdzenie 1 i twierdzenie 2.

Rozdziatl 4 jest poSwiecony kwestii istnienia 7'- okresowych rozwigzan nieautono-
micznych réwnan parabolicznych z rezonansem. Udowodniona zostanie odpowiednia

wersja zasady usredniania oraz wykazane twierdzenie 3 i twierdzenie 4.

Rozdziat 5 stanowi dodatek, ktory w zwarty sposob prezentuje znane wyniki wy-

korzystywane w pracy.
Podziekowania

W tym miejscu chciatabym serdeczanie podziekowaé¢ Promotorowi pracy -
dr hab. Aleksandrowi Cwiszewskiemu za cenne dyskusje naukowe i uwagi me-
rytoryczne, za poswiecony czas, jak rowniez za nauke wytrwalosci i przezwyciezania
problemoéw na drodze do osiagniecia zamierzonych celow.

Chciatabym réwniez podziekowa¢ moim Rodzicom, za niezachwiang wiare we

mnie oraz za to, ze zawsze byli moim wzorem i sita.

Torun, maj 2016 7. Renata tukasiak



Oznaczenia

- Il

Arg(2)
B(z,r)
Bx(z,r)

Dx(z,r)

UaV

conv A

Bx(V)

L(X,Y)

norma przestrzeni X
zbioér liczb naturalnych
zbior liczb caltkowitych
N-wymiarowa przestrzen euklidesowa
cialo liczb zespolonych
modut liczby zespolonej z
czesé rzeczywista liczby zespolonej z
czesSé urojona liczby zespolonej z
argument gtowny liczby zespolonej z
kula otwarta w RY o $rodku w 2 € R" i promieniu r > 0
kula otwarta w przestrzeni unormowanej X o srodku w z € X
i promieniu r > 0
kula domknieta w przestrzeni unormowanej X o srodku w x € X
i promieniu r > 0
dopelienie ortogonalne podprzestrzeni ¥ C X przestrzeni X
z iloczynem skalarnym (-, -), tzn.
Yi={reX|(r,y) =0, yeY}

suma algebraiczna zbiorow U C X; oraz V C Xs, gdzie X; 1 X5 sa
przestrzeniami liniowymi takimi, ze X; N X, = {0}
uwypuklenie domkniete podzbioru A C X przestrzeni unormowanej
X, tj.

conv A :=({B C X | B jest zbiorem wypuklym oraz A C B}
miara niezwarto$ci Hausdorffa ograniczonego podzbioru V' C X
przestrzeni Banacha X
przestrzen liniowa ciagltych operatorow liniowych okreslonych na

przestrzeni Banacha X o wartoSciach w przestrzeni Banacha Y
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supp u
()

Lr(Q)

LP

loc

()

Lo(Q)

Wm(0)

()
CHQ)

dla p.w.

T, —

Oznaczenia

= L(X,X)

zbior domknietych, gesto okreSlonych operatoréw liniowych okreslo-
nych na przestrzeni Banacha X o wartosciach w przestrzeni Banacha
Y

dziedzina operatora liniowego A okreslonego w przestrzeni Banacha X
o warto$ciach w X

jadro operatora liniowego A

obraz operatora liniowego A

spektrum operatora A

spektrum istotne operatora A

zbior rezolwenty operatora A

_ Ou

Oz

_ ¢

= (Ugy, Uggy - -+ Ugy)

N

- Zi:l uﬂﬁiﬂﬁi

_du _ u

=a T ot

=20 2N {la dowolnego multi-indeksu a € NV
ox1 oxrN

={ze€Q|u(x)#0}

={u:Q — R | u jest gltadka oraz supp u jest zwarty w 2}, elementy
przestrzeni C2°(Q2) nazywamy funkcjami probnymi

={u: Q — R | u jest mierzalna w sensie Lebesgue’a, ||ul|» < 400},
gdzie ||ul|pe == ( [, [ul” da:)l/p (1<p<+0)

= {u:Q — R|u jest mierzalna w sensie Lebesgue’a, ujx € LP(K) dla
dowolnego zwartego zbioru K C Q}

standardowy iloczyn skalarny w L*(2), tj. (u,v)z2 = [, u(z)v(z)dx
dla u,v € L*(Q)

= {u: Q — R | u jest mierzalna w sensie Lebesgue’a, |[ul|p~ < +00},
gdzie ||u||p~ := esssupg, |u]

przestrzen Sobolewa skladajaca sie ze wszystkich funkcji lokalnie cal-
kowalnych v : 2 — R takich, ze dla kazdego multi-indeksu o dtugosci
la] < m, pochodna D®u istnieje w stabym sensie i nalezy do LP(£2),
wyposazona w norme [ullwme =3, <, [|[D%ul| e

=Wm(Q)

dla liczby catkowitej 0 < k < oo, przestrzen funkcji v : @ — R, dla
ktorych ciagle sa pochodne D%u, gdzie |a| < k

dla prawie wszystkich

normowa zbieznosé¢ ciagu (x,,) do x



Oznaczenia 17

5N

0A
Degp

IDdLS

Ind,,.

domkniecie zbioru A zawartego w przestrzeni topologicznej X

brzeg zbioru A zawartego w przestrzeni topologicznej X

stopieni topologiczny Brouwera

indeks Leray-Schaudera punktow stalych dla klasy odwzorowan zwar-
tych

indeks punktow statych dla klasy odwzorowan ostatecznie zwartych






Rozdzial 1

Zagadnienia poczatkowe 1 zasada

uSredniania

Omoéwione zostang klasyczne wyniki (patrz np. [14], [42], [56], [66]) dotyczace kwestii ist-
nienia i jednoznacznodci rozwiazan abstrakcyjnych réwnan ewolucyjnych, ktérych prawa
strona, jest nieliniowym zaburzeniem operatora sektorialnego. Wprowadzone zostang defi-
nicje rozwigzania i tagodnego rozwiazania (z ang. mild solution) oraz omoéwiona zostanie
kwestia ich regularnosci. Nastepnie zbadana bedzie ciggta zaleznosé¢ od warunkéw poczat-
kowych i parametréw oraz udowodniona abstrakcyjna zasada usredniania. Na zakonczenie
rozdziatu zastosujemy wspomniane wyniki do oméwienia istnienia, jednoznacznosci oraz

ciaglosdci rozwigzan dla parabolicznego réwnania rézniczkowego czastkowego

N 2

ou 0“u
(.fC,t) = ijzl amm(ﬂ?,t) + f(t,:l:,u(x,t)), T € RN,t > 0

at

1.1 Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzan

Niech A : X D D(A) — X bedzie operatorem sektorialnym (patrz Dodatek 5.7,
str. 114) w przestrzeni Banacha (X, || - ||) oraz niech § > 0 bedzie liczba rzeczywista
taka, ze

g(A+dI) C{z e C|Rez> 0} (1.1)

19



20 Rozdzial 1. Zagadnienia poczatkowe i zasada usredniania

Wowcezas wiadomo!, ze dla dowolnego a € [0,1), operator A + 61 wyznacza prze-

strzen ulamkowa X* wraz z norma || - ||, zadana wzorem
|z]|a = |(A+61)%| dlax e X
Rozwazmy zagadnienie
W(t) = —Au(t) + F(t,u(t)), t >0, (1.2)

z warunkiem poczatkowym

gdzie ug € X%, zas§ F : [0,400) x X* — X jest ciaglym odwzorowaniem spelniaja-

cym lokalny warunek Lipschitza

dla dowolnego (t,u) € [0, +00) x X istnieje otwarte otoczenie U C [0, 4+00) X
X tego punktu oraz stale D, L > 016 € (0,1) takie, ze dla dowolnych
(t1,u1) € U oraz (ta,ug) € U

[ (t1, ) — F(ta, us)|| < Dty — to|” + Llus — us|a- (1.4)

Wyjasnijmy najpierw, co rozumiemy przez rozwiazanie zagadnienia (1.2)-(1.3).

Definicja 1.1.1. Powiemy, ze odwzorowanie u : [0,T) — X T > 0, jest rozwig-

zaniem zagadnienia poczgtkowego (1.2)-(1.3), jesli
ue C([0,T),X*)NC((0,T),D(A)NC(0,T), X),
u(0) = wy oraz rownosé (1.2) zachodzi dla t € (0,T).
Nastepujace twierdzenie dotyczy lokalnego istnienia rozwigzar.

Twierdzenie 1.1.2. (patrz [14, Theorem 2.1.1|) Jezeli odwzorowanie F : [0, 400) X
X — X spelnia zatozenie (1.4), to dla dowolnego ug € X istnieje doktadnie jedno
rozwigzanie u : [0,Ty,) — X* zagadnienia poczgtkowego (1.2)-(1.3) takie, Ze albo
T4, = 00, albo T, < +00 oraz

Uwaga 1.1.3. Jezeli w powyzszym twierdzeniu 715, = 400, to méwimy, ze u jest

globalnym rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego (1.2)-(1.3).

!patrz Dodatek, str. 117.
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Zatozmy teraz dodatkowo, ze I’ posiada subliniowy wzrost, tzn. spelniony jest

warunek
istnieje stata C' > 0 taka, ze dla t > 0 oraz u € X*
IE®u)]| < CO+ [lulla)- (1.5)
Twierdzenie 1.1.4. (patrz [14, Ch.3|) Jezeli odwzorowanie F : [0, +00) x X* — X

spetnia zatozenia (1.4) i (1.5), to istnieje doktadnie jedno globalne rozwigzanie u :
0, +00) — X* zagadnienia (1.2)-(1.3).

Definicja 1.1.5. Powiemy, Ze ciggle odwzorowanie u : [0,T) — X* T > 0, jest

tagodnym rozwigzaniem (z ang. mild solution) zagadnienia (1.2)-(1.3), jesli
¢
u(t) = e g +/ e AR (s, u(s)) ds, t €[0,7T). (1.6)
0
Rownosé catkowa (1.6) nazywana jest formutq Duhamela.

Twierdzenie 1.1.6. (patrz [42, Lemma 3.3.2]) Niech F : [0,400) x X* — X bedzie
ciggtym odwzorowaniem spetniajgcym warunek (1.4). Wowcezas jesli v : [0,T) —
X, T >0, jest rozwigzaniem zagadnienia poczgtkowego (1.2)-(1.3), to u jest roz-

wigzaniem tagodnym tego zagadnienia.
Na zakonczenie tej sekeji sformutujemy fakt dotyczacy ograniczonosci rozwigzan.

Lemat 1.1.7. Niech F : [0,+00) x X* — X bedzie cigglym odwzorowaniem spet-
niajgeym warunek (1.5). Zatézmy, ze u : [0,T] — X*, T > 0, jest rozwigzaniem
zagadnienia poczgtkowego (1.2)-(1.3). Wowezas istnieje stata M > 0, ktéra zalezy
od C,6,T,a,Cy, Cq, gdzie Cy,Cy, > 0 sq statymi takimi jok w vwadze 5.7.13 (patrz
Dodatek, str. 118) taka, ze dla t € [0,T]

lu()lla < ML+ aolla)-
Dowo6d. Na mocy twierdzenia 1.1.6 wnosimy, ze dla ¢t € (0, 7]
lu()llo < lle™0lla + /Ot le™ =1 F (s, u(s))]| ds,
co, razem z (1.5) implikuje, ze dla ¢t € (0,7
lu(t)lla < Coe™ [[to]la + /Ot CaC(t = 5)7 %" (1 + [Ju(s)lla) ds,

gdzie Cy, C, > 0 sa jak w uwadze 5.7.13. Zatem, korzystajac z nieréwnosci Volterry
(patrz lemat 5.1.5) widzimy, ze istnieje M = M(C, 6, T, a, Cy, C) > 0 taka, ze

lu(®)la < M(L+ [|Tolla)  dlat e [0,T],

co konczy dowdd. O]
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1.2 Ciagta zaleznos¢ od warunkoéw poczatkowych

1 parametru

Zajmiemy sie¢ teraz réGwnaniami postaci
u(t) = —Ayu(t) + Fu(t, u(t)), t € (0,7], (1.7)

w ktorych, dlan > 0, A, := u, A, gdzie (u,) jest ciagiem liczb dodatnich takim, ze
fn — o, gdy n — +oo, dla pewnego ug > 0, operator A : X D D(A) — X jest
taki jak w poprzednim podrozdziale oraz F), : [0,T] x X® — X, n > 0, spelniaja
warunki (1.4) i (1.5) ze wspélnymi stalymi L i C' (niezaleznymi od n). Niech @y,
n > 0, beda elementami X“. Dla n > 0, oznaczmy przez u, : [0,7] — X* rozwia-
zanie rownania (1.7) z warunkiem poczatkowym u,(0) = @,, ktore istnieje na mocy

twierdzenia 1.1.4.

Przejdziemy teraz do sformutowania twierdzenia méwiacego o ciaglej zaleznosci

rozwigzan od parametru i warunkoéw poczatkowych.

Twierdzenie 1.2.1. Zatozmy, ze dla dowolnego u € X®
t t
/ F.(s,u)ds — / Fo(s,u)ds w X, gdy n — 400
0 0

jednostajnie wzgledem t € [0,T). Wowczas

(i) jesli u, — g w X, gdy n — +oo i (U,) jest ograniczony w X%, to u,(t) —
up(t) w X%, gdy n — o0, jednostajnie wzgledem t ze zwartych podzbioréw
(0, T];

(11) jesli u, — up w X%, gdy n — 400, to u,(t) — ue(t) w X%, gdy n — 400,
jednostajnie wzgledem t € [0, T].

Uwaga 1.2.2. Rezultat z punktu (ii) - w przypadku, gdy u, = 1 dla n > 0, otrzy-
mal Henry (patrz [42, Theorem 3.4.8]). Dow6d twierdzenia 1.2.1 jest modyfikacja

rozumowania Henry’ego.
W dowodzie powyzszego twierdzenia wykorzystamy nastepujacy lemat.
Lemat 1.2.3. (patrz [42, Lemma 3.4.7])
Przy zatozZeniach twierdzenia 1.2.1, dla dowolnej ciggtej funkeji u : [0,T] — X,
/t e AR (s,u(s)) ds — /t e MR (s u(s))ds w X*, gdy n — +oo,
0

0
(1.8)
jednostajnie wzgledem t € [0, T].



1.2. Ciagla zalezno$é od warunkéow poczatkowych i parametru 23

Dowéd. Udowodnimy najpierw, ze teza zachodzi przy zalozeniu, ze u jest funkcjg
stata, tzn. u(t) = u dla t € (0,7, gdzie u € X*. Z zalozenia o funkcjach F,, n > 0
wynika, ze dla dowolnych ¢t € [0,T]in >0,

t
‘ / e~ A E (s,7) ds
0

gdzie C\, > 0 jest pewna stala (patrz uwaga 5.7.13). Wezmy € > 0. Wowczas istnieja

t
§/ Capiy®(t — 5) e =IC(1 + [t ) ds,
o 0

n>0,C > 0oraz § > 0 takie, ze dla dowolnych n > 01t € [0,7]

t
‘ / e~ p (5,7) ds
0

oraz, dla dowolnych n > 01t € [n,T],

Zauwazmy dalej, ze dla dowolnych n > 01t € [, T] mamy!,

¢ . o
< C’/ 77 dr < CT(1—a) ' < /4 (1.9)
o 0

_ [ . .
< C/ 770 dr < CT(1 —a) '™ < /4. (1.10)
o 0

t
/ et p (s,7) ds
t—n

t—n t t
/ e =9, (s,10) ds = e " / E(r, ) dr — e ™n / Fy(r,u)dr
0 0 =

t—n t !
—i—/ A, e =94 / F.(r,a)dr ds.
0 s
7, zalozenia wynika, ze
t t
etA”/ F.(r,u)dr — etAO/ Fo(r,u)dr w X<, gdy n — 400,
0 0
jednostajnie wzgledem t € [n, T]. Co wiecej, dla wszystkich t € [n,T]in > 1,

S éeSTnl—a S 5/4

«

¢
e~ An / F.(r,u)dr
t—n

LJezeli A: X D D(A) — X jest operatorem sektorialnym i n € (0,7), T > 0, to dla dowolnej
funkcji ciaglej ¢ : [0,T] — X it € [n, T}, zachodzi r6wnosé

t—n t t t—n t
/ e_(t_S)Ag(s) ds = e_tA/ g(T)dr — e A / g(T)dr + Ae_(t_s)A/ g(T)drds. (*)
0 0 s

t—mn 0

Istotnie, ze wzoru na catkowanie przez czeici wynika, ze

t s=t—mn t—n d t t—n d t
e*(t*S)A/ g(T)dr :/ d(e(tS)A> / g(r)dr ds+/ €(ts)Ad(/ 9(7) dT) ds.
s s=0 0 S s 0 S s

Stad oraz twierdzenia 5.6.4 dostajemy dla ¢ € [n, T

+ t t—m t t—n
e*”A/ g(r)dr — e*tA/ g(T)dr = / Ae*(t*S)A/ g(T)drds — / e*(t*S)Ag(s) ds,
t—n 0 0 s 0

co dowodzi (¥*).
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oraz, dla duzych n i wszystkich ¢ € [n,T] i s € [0, — 7], mamy

t t
HAne_(t_s)A"/ F.(r,u) dT—Aoe_(t_s)AU/ Fo(r,u)dr

[0}

t
<t — pio] [| Ae 20 / Fo(r, ) dr

[0

¢ ¢
+ 4o Ae(tS)A"/ Fn(T,ﬂ)dT—Ae(tS)AO/ Fyo(r,u)dr
t
< Clpa ol |- [ By ar
s 1+«
- ¢ t
+Cpg || e~ =94 (/ F.(r,u) dT—/ FO(T,u)dT)
s s 14+
¢
Cpg || (A0 — g~ t-90) / Fo(r, @) dr
s 1+«

C_'Cl QGST
< [ — /~bo|771%

t
/ F,(r,u)dr

C’O N 5T t t
+/LOT]1++&€ /Fn(T,ﬂ)dT—/ Fo(r,u)dr
ccC QGST o - L t )
o (uon1/+2)1+a (e (@=shm /om0 _ o~(a=s-n/2)40) / Fo(r. @) dr|

gdzie stata C' > 0 jest taka, ze ||Aw||o < C||w]|11q dla wszystkich w € X1+ 1 Stad
wynika, ze dla duzych n i wszystkich ¢ € [n, T/,

t—n t—n
‘/ e~ E (s, 7) ds—/ e~ =R (s 1) ds
0 0

co razem z (1.9) i (1.10) dowodzi tezy dla u = u. Zatem, stad wnioskujemy, ze

<e/d+e/i+e/d=3e/4,

«

zbieznosé (1.8) zachodzi dla dowolnej funkeji schodkowej @ : [0, 7] — X . Poniewaz
dla dowolnej funkcji ciaglej u : [0,7] — X istnieje ciag funkeji schodkowych (@)
taki, ze ||u(t) — @ (t)]|a = 0, gdy m — 400, jednostajnie wzgledem ¢ € [0,77] i co

wiecej, dla dowolnego n > 0

H /ot ¢TI (F (s, () — Fu(s, u(s))) ds

[0}

t
< / LCapt(t = 8) ") i (5) — u(s)[la ds = 0, gdy m — +oc,
0

1 Zauwazmy, ze dla dowolnego z € X'T® mamy

[Az]|o = [[(A + 61)* (A)| < (A + 61)* || + 6] (A + 61) x|

< lzlhita +dlzlla < 2lhta + 6CH 2]l +as

gdzie C; > 0 jest stala taka, ze ||z]o < C1l|7||l14a, € X1, Oczywiicie z powyzszej réwnosci

wynika istnienie stalej C' > 0 takiej, ze dla dowolnego x € X zachodzi || Az||o < C||z]l1+a-
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jednostajnie wzgledem t € [0, T], wiec to koniczy dowod. O

Dowdd twierdzenia 1.2.1.

Korzystajac z twierdzenia 1.1.6, dla ¢t € (0,7] oraz n > 1 mamy
Un(t)—up(t) = e i, —e Mg,
t
+/ e A (5 ug(s)) — e D E (s, u9(s)) ds
0

+/0 e—(t—s)An(Fn(S,un(s)) — Fu(s,up(s))) ds.

Zalozmy najpierw, ze spelnione jest zalozenie z punktu (i). Wowczas, z powyzszej
rownosci oraz zalozeni o funkcjach F,, n > 0, wynika, ze dla wszystkich ¢ € (0,7

in > 1 mamy

[un(t) = wo()lla < m(t) + CaL/O e (1 (8 — )~ un(s) — uo(s)lla ds,

gdzie
O, edtnt
" t) = o 771 o —tA, o —tAp\ ~
Y ( ) (,unt)a ||U UOH + H(e € )UOHQ
¢
+ ‘ /(e_( $Anf (s,up(s ))—e_(t_s)AOFo(s,uo(s))) ds
0 a

oraz stala C, > 0 jest taka, jak w uwadze 5.7.13 (patrz Dodatek), zas L > 0 jest
stata z warunku (1.4). Stad wnosimy, ze istnieja stale 6 > 0 oraz C' > 0 takie, ze
dla wszystkich ¢t € (0,7]in > 1,

o
[un(t) = uo(t)[la < yn(t) + C/ It — )7 [un(s) — uo(s)]|a ds.
0
Zatem, na mocy lematu 5.1.6', dostajemy
t
[[un(£) — uo(t)]la < () + K/ (t—5)""7a(s)ds (1.11)
0
dla pewnej statej K > 0. Ustalmy n € (0,7). Wowczas dla ¢ € [, T] mamy
t 9o t—n/2 t
/(t—s)CY ()ds<— ()ds+/ (t —35) %yu(s)ds
0 t—n/2

11—«
< _/ ’yn d3+ 77/ ) © sup 'Vn(s)'
l—a  sepemn

YW lemacie 5.1.6 wystarczy przyja¢ y(t) = ||un(t) — uo(t)|las B == 1 — a, a(t) = yu(t)
ib:=CeT.
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Z lematu 1.2.3 wnioskujemy, ze ~,(t) — 0, gdy n — 400, jednostajnie wzgledem ¢
nalezacych do zwartych podzbiorow przedziatu (0,7]. Co wiecej, z (1.5) wynika, ze

Can - Can tlfa
0(0) < Cr (£ =l + 2l + 1 sup (14 (o)) ).
— @ sef0,7]

gdzie C7 > 0 jest pewng stala, a wiec funkcje v,, n > 1, sg ograniczone przez
catkowalng funkcje postaci t — Cy(t™* + t'7*) dla pewnej stalej C; > 0. Zatem,
na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zmajoryzowanym przejSciu do granicy pod zna-
kiem calki (patrz Dodatek, twierdzenie 5.2.2) wnioskujemy, ze fOT Yn(8)ds — 0, gdy
n — +o0o. W konsekwencji, na mocy (1.11) stwierdzamy, ze ||u,(t) — uo(t)||o — O,
gdy n — 400, jednostajnie wzgledem ¢ € [n,T]. To konczy dowod (i).

Przypu$émy teraz, ze 4, — g w X<, gdy n — +oo. Wowczas, dla wszystkich
te(0,T]in>1,

t
[[un(t) = uo(t) o < yn(t) + CaL/O e (1 (t = 5)) ™| () — uo(s)l|a ds,
gdzie
Y(t) = Collty — tolla + [|(e7" — e )ao ,

t
+ ‘ /(6_(t_S)A”Fn(5>UO(S))—Q_(t_S)AOFo(S,UO(S))>d5
0

«

dla pewnej stalej Cy > 0. Powtarzajac argumentacje z dowodu (i) stwierdzamy, ze

|un(t) —uo(t)|la — 0, gdy n — 400, jednostajnie wzgledem ¢. To koriczy dowod. [

1.3 Zasada usredniania

Niech dana bedzie rodzina zagadnien
u(t) = —Au(t) + Fp(t/ An, u(t)), t >0, (1.12)

gdzie operator A : X D D(A) — X jest jak w poprzednim podrozdziale, A, > 0,

n > 1, sa parametrami zas odwzorowania F, : [0, +00) x X* — X, n > 1, spelniaja

zalozenia (1.4) i (1.5) ze wspolnymi stalymi L i C' (niezaleznymi od n). Zalézmy
ponadto, ze istnieje ciggta funkcja F.X*> X taka, ze dla wszystkich u € X“

. Og’r%%oo% /0 "Ra)di— P@) w X (1.13)

Na mocy twierdzenia 1.1.4 wnosimy, ze dla kazdego n > 1, istnieje doktadnie

jedno globalne rozwiazanie w,, : [0,4+00) — X problemu (1.12) z warunkiem po-

czatkowym u,(0) = u,, gdzie u, € X Rozwazmy dalej autonomiczne réwnanie

a(t) = —Au(t) + F(u(t)), t > 0. (1.14)
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7 okreslenia funkcji I oraz zalozen o funkcjach F,, n > 1, wynika, ze F spelnia
warunki (1.4) i (1.5) (réwniez ze statymi L i C'). Widzimy zatem, ze na mocy twier-
dzenia 1.1.4, rownanie (1.14) z warunkiem poczatkowym u(0) = @y dla dowolnego

up € X, posiada doktadnie jedno globalne rozwiazanie.

Twierdzenie 1.3.1. (Zasada usredniania) Przypu$émy, ze funkcje F}, : [0, 4+00) X
X=X, n>1 iF XY 5 X sq jak powyzej oraz zatozmy, ze U, — uy w X,
gdy n — +oo dla pewnego uy € X<, (u,) jest ograniczony w X oraz A\, — 07,
gdy n — +oo. Wowcezas u,(t) — u(t) w X<, jednostajnie wzgledem t nalezgcych do
zwartych podzbiorow (0, +00), gdzie u : [0, +00) — X* jest rozwigzaniem réownania

(1.14) z warunkiem poczqtkowym u(0) = ug.

Dowo6d. Dla n > 1 okreslmy F), := F.(-/\n, ) oraz potozmy Fy = F. Oczywiscie
funkcje F,, n > 1, oraz F, spetniaja warunki (1.4) i (1.5) ze wspolnymi statymi L
i C. Korzystajac z (1.13), otrzymujemy dla dowolnych o € X* it > 0,

t t/An R t
/ F,(s,u)ds = /\n/ F.(p,u)dp — tF(u) = / Fo(u)ds w X, gdy n — +o0
0 0 0

i powyzsza zbieznos¢ jest jednostajna wzgledem ¢ nalezacych do zwartych podzbio-

row [0, +00). Zatem, na mocy twierdzenia 1.2.1 (i), otrzymujemy teze. O

Uwaga 1.3.2. (a) Twierdzenie 1.3.1 jest rozszerzeniem zasady usredniania otrzy-
manej przez Henry’ego (patrz [42, Theorem 3.4.9]) na przypadek, gdy ciag
wartosci poczatkowych z przestrzeni utamkowej X jest zbiezny wzgledem to-
pologii przestrzeni X (a nie X®). Jest to istotne z punktu widzenia dalszej

czeScl rozprawy.

(b) Zasada usredniania dla réwnan parabolicznych na RY zostala udowodniona
w pracach [4] (patrz Theorem 4.4) oraz [58] (patrz Theorem 2.4) w sytuacji,
gdy wspotezynniki liniowego operatora eliptycznego sa zalezne od czasu. Po-
wyzsze twierdzenie 1.3.1 dotyczy ogoélnego przypadku abstrakcyjnych réwnan

parabolicznych.
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1.4 Ciaglosé i usrednianie dla réwnan parabolicz-
nych

Rozwazmy nieautonomiczne rOwnanie paraboliczne

%(x,t) = Au(z,t) + f (t,z,u(z,t)), 2 € RY, ¢t >0,

u(x,0) = u(z), z € RY, (1.15)
u(-,t) € HY(RYN), t > 0,

gdzie A := Zlezl aijaxa_—zx_, rzeczywiste wspolczynniki a;; sg takie, ze a;; = a;; dla
) J (3
1,7 = 1,..., N oraz spelniony jest warunek eliptyczno$ci, tzn. istnieje stata 6y > 0

o tej wlasnosci, ze

N
D aiti&; = Ool¢P dla & = (&, ..., &n) € RY, (1.16)

ij=1
za$ f:[0,4+00) x RV x R — R jest T-okresowym odwzorowaniem, tzn.
ft,z,u) = ft+T,z,u)dlat >0 ueRizrecRY, (1.17)

spelniajacym dla wszystkich ¢, s € [0, +00), u,v € R oraz p.w. # € RY nastepujace
warunki

f(t,-,u) jest mierzalna oraz |f(t,z,0)| < mo(x), (1.18)
gdzie my € L*(RY);
f(t @) = f(s,2,0)] < (k(z) + k(@) u)|t = s|” +1(s, 2)|u — o], (1.19)

gdzie 6 € (0,1), ke L2(RYN), zaé k i [ sg postaci k = ko + koo, | = lg+ I, Przy czym,
dlat >0, ko, lo(t, ) € LP(RY), (p jest jak w (3) - patrz str. 5), koo, loo(t,-) € L=(RY)
oraz sup;g ([[lo(t, ) l|e + [[lo(t, ) || 2oe) < 4005

(f(t,z,u) — f(t,2,0))(u —v) < —alu —v|* +b(x)|u — v|? (1.20)
dla pewnych a > 01 b € LP(RY).
Przyklad 1.4.1. Rozwazmy odwzorowanie f : [0, +00) x RY x R — R postaci
ft,z,u) =U(t,z) + V(t,z)u+ g(W(t, z)u) (1.21)

gdzie funkcje U, V,W € C([0,+c0) x RY) sa takie, ze dla wszystkich ¢t > 0,
U(t,)] < My dla pewnego My € LA(RN), V = Vo + Voo, W = Wy + W, przy
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czym Vb(ty ')7W0(t7 ) € LP(RN)’ Voo(t7 ')a Woo(tv ) € LOO(RN)J SupTZO(H‘/O(T’ ')HLP +
Voo (75 )| zoe) < 00, sup,so([[Wo(T, <) ||r + [Woo(T, ) ||Le) < +00 oraz dla wszyst-
kich t,5s > 0ip.w. x € RY,

IN

U(t,z) = U(s,z)|
[V (t,2) = V(s,z)l
(Wt x) = W(s,z)|

LU(‘T)lt - S|97
Ly ()|t — s’
Ly ()|t — s|°,

IN

IN

dla pewnych Ly € L*(RY), Ly, Ly € LP(RY) 4+ L>=(RY). Co wiecej, przypusémy,
ze g : R — R jest odwzorowaniem ograniczonym, spetniajagcym warunek Lipschitza
ze stala L > 0 oraz takim, ze ¢g(0) = 01 ¢’(0) istnieje. Przy powyzszych zalozeniach
(1.21) dostarcza przyktadu klasy odwzorowan dla ktorych zachodza warunki (1.18)
i (1.19).

Istotnie, z okreslenia funkcji f wynika, ze dla wszystkich t > 0, v € R i p.w.
r € RN, f(t,-,u) jest funkcja mierzalng oraz

|f<t,l’,0)‘ = |U(t,l’)| < MO(CL’),

tzn. spelniony jest warunek (1.18). Co wiecej, dla dowolnych t,s > 0, u,v € R
ipw. zeRY,

|f(t,z,u) — f(s,2,0)] < (LU(CC) + (Lv(I) + LLw<I)) ]u|) it — s’
+ ([V(s,2)| + LIW (s, z)])|u — v],
a stad widzimy, ze zachodzi (1.19). Jezeli dodatkowo istnieje liczba a > 0 taka, ze
Veo(t, ) + LW (t,x)| < —a (1.22)

dla wszystkich t > 0 i p.w. x € RY, to spelniony jest warunek (1.20). Istotnie, dla
t>0,u,v €Ripw. x€RY mamy
(f(t,z,u) = ft,2,0)(u—v) S V(t2)lu—of* + LIW(t,2)||[u— o]
< (Vio(t,2) + LW (t, 2)]) [u — v]?
+ (Vo(t,z) + LIWo(t, z)|) |u — v,

a stad widzimy, ze jesli tylko zachodzi (1.22), to f spelia (1.20). Jako konkretny
przyktad rozwazmy funkcje f : [0, +00) x RY x R — R zadang wzorem

f(t,z,u) == —2au + sin (au + bu(1 + |z|)~*| cost|),
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gdzie a,b > 0is>1dla N =1,2oraz s > N/p dla N > 3. Wowczas tak zadana
funkcja spelnia, poza oczywiscie warunkami (1.17)-(1.20), rowniez zatozenia (7) i (8)
(patrz str. 9). W tym przypadku, ag(t,z) = b(1 + |z|)~*| cost], aw = a, wy = 0,

Weo = 2a.

Zajmiemy sie teraz problemem istnienia rozwiazan rownania (1.15). W tym celu
okreslmy liniowy operator A : X D D(A) — X, X := L*(RY), kladac
al 0%u
Au=-)" dla u € D(A) := H*R"M). (1.23)

i1 8%8%

Twierdzenie 1.4.2. (patrz [56, Theorem 7.3.5|) Liniowy operator A : D(A) —
L2(RYN) zadany formutq (1.23) jest dodatnim, samosprzezonym operatorem sekto-

rialym.

Uwaga 1.4.3. (i) Dla operatora A : D(A) — X, X := L?(R") okreslonego po-
wyzej, mamy X2 = H'(RV) oraz zachodzi réownowazno$é norm || - || xi/2 i || - ||z

Istotnie, zauwazmy, ze dla dowolnego u € C°(RY)

lull sz = A2 = (A0, AVPu) 2 = (Au,u)pe

N
82
—— [ > g gude < MN|Vul < MMl (12)
RN =1 833'](91’1

gdzie M := max; j—,n|a;j|. Z drugiej strony, na mocy eliptycznosci operatora A,

,,,,,

dla dowolnego u € C(RY)

lull%1/2 = G0l VullZ2,
czyli, dla pewnej stalej 0o > 0,

lull 2 = Bollull?. (1.25)
Laczac (1.24) i (1.25) dostajemy dla dowolnego u € C°(RY)

OollulZ < llullfe < MN?[lullZ. (1.26)

Pokazemy najpierw, ze H'(RY) C X'/2. Niech u € H*(RY). Z gestosci C>°(R")
w H'(RYM) wnosimy, ze istnieje ciag (u,) w C(RY) taki, ze u, — uw H*(RY), gdy
n — +oo. Zatem (u,) jest ciagiem Cauchy’ego w H'(RY), a z (1.26) wynika, ze (u,,)
jest rowniez ciggiem Cauchy’ego w X'/2. Poniewaz X /2 jest przestrzenia Banacha

(patrz Dodatek, uwaga 5.7.8) wnioskujemy, ze u, — @ w X2, gdy n — +o0, dla
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pewnego % € X'/2. Na mocy jednoznacznoéci granicy w L*(RM)! stwierdzamy, ze
u =1, co oznacza u € X2,

Aby pokazaé, ze XV/2 ¢ HY(RN) wezmy u € X2, 7 gestogci O°(RN) w X1/2
(patrz Dodatek, twierdzenie 5.7.9) wnosimy, ze istnieje ciag (u,) w C°(RY) taki,
ze u, — uw X2 gdy n — 4oo. Zatem (u,) jest ciagiem Cauchy’ego w X2, a
z (1.26) wynika, ze (u,) jest rowniez ciaggiem Cauchy’ego w H(RY). Z zupetosci
przestrzeni H'(RY) wnioskujemy, ze u,, — @ w H'(R"), gdy n — +o00, dla pewnego
@ € H'(RY). Na mocy jednoznacznosci granicy w L*(RY) stwierdzamy, ze u = 4,
co oznacza u € H'(RY). W konsekwencji H*(RY) = X'/2. Aby dowies¢ réwnowaz-
no$ci norm || - ||z i || - || x1/2 zauwazmy, Ze dla dowolnego v € H'(RY) istnieje ciag
() w C°(RY), zbiezny do u w H'(RY) oraz, dla n > 1, mamy

Oollunlf < llunllZe < MN?[lun 3.

Przechodzac do granicy w powyzszej nierownosci widzimy, ze (1.26) zachodzi dla
dowolnego u € H'(RY), co koticzy dowod. O
(ii) Z twierdzenia 1.4.2 oraz z twierdzenia 5.7.3 (patrz Dodatek) natychmiast wynika,
ze operator —A : D(=A) — L2(RY), D(—A) := H*(RY) jest dodatnim operatorem
samosprzezonym oraz generuje analityczna Cy-polgrupe operatoréw liniowych na

L*(RY). Wystarczy bowiem przyja¢ a;; = 0,5, 4,7 = 1,..., N, gdzie

I, gdyi=y
Oij = L,
0, gdyi#j

Zdefiniujmy teraz operator Niemyckiego stowarzyszony z odwzorowaniem f, tzn.
okreglmy funkcje F : [0, +00) x HY(RY) — L*(RY) wzorem

[F(t,u)](z) := f(t,r,u(z)) dlat > 0,u € H'(RY)ipw. v € RY.

Twierdzenie 1.4.4. Przy powyzszych zatozeniach istniejq stata D > 0, ktora zalezy
tylko od l;:, k, N i p, stata L > 0, ktora zalezy tylko od I, N i p oraz stata C > 0
zalezna tylko od my, 1, N i p takie, ze dla wszystkich ti,ty > 0 oraz uy,us € HY(RY),

[F(t1,u1) — F(ta, ua)| 22 < D1+ |lua||mm)[ts — t2]” + Lflugs — ua| (1.27)
oraz dlat >0 iue HY(RY),
|F(t,u)l|z2 < O+ [[ul|g). (1.28)

W dowodzie wykorzystamy nastepujacy, techniczny lemat.

1Zauwazmy, ze C°(RV) ¢ X' ¢ XV/2 ¢ X0 = L2(RN) oraz C°(RY) ¢ HY(RYN) ¢ L2(RY).
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Lemat 1.4.5. Istniejg state C,Cy > 0, ktore zalezg od N i p takie, ze dla wszystkich
u € HY(RY),
[ull opr-1) < Chlull g (1.29)

oraz
|l v -2 < Collwf g (1.30)

Dow6d. Niech u € HY(RY). Zalézmy najpierw, ze N = 1. Wykorzystujac nie-

rownos¢ interpolacyjna (patrz Dodatek, twierdzenie 5.1.3) oraz ciaglo$é¢ zanurzenia
(patrz Dodatek, twierdzenie 5.3.4) H'(R) C L*(R), otrzymujemy

HUHL2p/<p 1y < ”ul|L21/pHUH1/” < C’1||U||H1, (1-31)
gdzie stala Cy > 0 jest taka, ze |ul[}2 < élﬂuHZf oraz
ol ooz < ull 2"l 72 < Collullm, (1.32)

gdz1e C’Q > 0 jest taka, ze ||u||2/p < C‘Q||u||il/f’, uw € H'(R). W przypadku N = 2

L=r/{p— L2

gdzie C} > 0 jest stala z nierownosci HuHi/f < CHHUHZ{), u € H*(R?), ktora zachodzi

na mocy ciaglogci zanurzenia przestrzeni H'(R?) w L*(R?) oraz

||| 20/ -2y < ||u||1 20/(pa=20) 1, ||2q/ pa=2p)

gdzie ¢ jest dowolna, ustalona liczba z przedziatu ([%, +00). Stad oraz z ciaglosci

wlozenia przestrzeni H'(R?) w przestrzenn LI(R?), otrzymujemy istnienie stalej Cy >
0 takiej, ze

ull oo io-2 < ol . (1.34)

Zalozmy teraz, ze N > 3. Wowczas z nierownosci interpolacyjnej i ciagtosci

wlozenia przestrzeni H'(RY) w L2N/N=2(RY) dostajemy

lall 2o < Ml 2™ ull -z < Cullulln, (1.35)

gdzie C} > 0 jest taka, ze ||u]|g2/§fw_2) < C’1||u||N/ P oraz

el 2vso-o < Jull ™7 |l 25 ey < Collullim, (1.36)

gdzie Cy > 0 jest staly z nieréwnosci ||u||L2N/(N y < CQ||u||g{p, u € HY(RY). Oczy-
wiscie (1.31), (1.33) i (1.35) implikuja istnienie statej C; = C1 (N, p) > 0 takiej, ze za-
chodzi (1.29) oraz z (1.32), (1.34) i (1.36) otrzymujemy istnienie Cy = Cy(N,p) > 0

takiej, ze zachodzi (1.30). O
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Dowod twierdzenia 1.4.4. Zauwazmy, ze na mocy zalozenia (1.19), nieréwnosci

Holdera oraz lematu 1.4.5, dla dowolnych t1,2, > 01 uy, us € H*(RY), mamy

IF (t1,u1) — F(ta, ua)r2 < (el 22 + [[Kollol[wrl| pzora—2 + [[koollzoe uallr2)[tr — o]
+ [[lo(ta, )| o [Jur — ual| p2rw-2 + [lo(ta; *) || oo |lu1 — ua| 2
< (Ikllz2 + Callkoll e llua |t + ool zoe 2] 1) [E1 — t2]°

+ Co||lo(ta, )l ellur — uall gt + ||loo(t2, <) || Lo [ur — ual| &,

gdzie Cy = Cy(N,p) > 0. Stad wynika, ze istnieja stale D = D(k,k,N,p) > 0
i L=L(l,N,p) > 0 takie, ze

[F(t1, u) = F(t2,u0) |12 < D(1 A+ [Juall )ty — b + Lllus — ua|l o,
tzn. zachodzi (1.27). Dalej, dlat >0, u € Rip.w. z € RY,
|f @tz u)| < [f(E x,u) — f(E2,0)| + [f(E,2,0)],
co na mocy (1.18) i (1.19) implikuje, ze dlat > 0, u € Rip.w. x € RV,
|f(t, 2, u)| < Ut z)|u] + mo(x). (1.37)
Stad, z nier6wnosci Holdera oraz lematu 1.4.5 otrzymujemy dla t > 0iu € HY(RY),

IF (w2 < ([l e l[wll oo + [lo(t, )| oo [l 2 + [Jmo]| 22
< Colllo(t, ) e 1wl 4 [[loo (£, ) oo [utl| 2 4 lmoll 2,

dla pewnej stalej Cy = Cy(N,p) > 0. Zatem otrzymujemy istnienie stalej C' =
C'(mo, 1, N,p) > 0 takiej, ze

It w)llz < C+ Jlullm),
tzn. zachodzi (1.28). O

Uwaga 1.4.6. Korzystajac z twierdzenia 1.4.4 widzimy, ze F spelnia zalozenia (1.4)
i (1.5). Zatem na mocy twierdzenia 1.1.4 wnosimy, ze dla kazdego u € H'(RY),

istnieje doktadnie jedno globalne rozwiazanie
u € C([0,+00), H'(RY)) N C((0, +00), H*(R")) N C*((0, +00), L*(RY))
nastepujacego zagadnienia ewolucyjnego

u(t) = —Au(t) + F(t,u(t)), t >0, u(0)=ua. (1.38)
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Definicja 1.4.7. Funkcja u : [0,Ty) — HY(RY), Ty > 0 jest rozwigzaniem zagad-
nienia poczgtkowego (1.15), jesli

u € C([0,+00), H'(RY)) N C((0, +00), H*(RY)) N C"((0, +00), L*(RY))
i zachodzi (1.38).

Korzystajac z uwagi 1.4.6 otrzymujemy istnienie jedynego, globalnego rozwiaza-

nia u parabolicznego zagadnienia poczatkowego (1.15).

Nastepujacy fakt (bedacy modyfikacja Proposition 2.3 w [57]) mowi o ciagle;

zaleznosci rozwiazan od warunkéw poczatkowych.

Twierdzenie 1.4.8. Zatdzmy, ze odwzorowania f, : [0, +00) x RN xR — R, n > 0,
spetniajq zatozenia (1.18) ze wspdlng my i (1.19) ze wspding funkcjg l. Ponadto
zatozmy, ze fo(t,z,u) — fo(t,x,u), gdy n — +oo, dla wszystkich t > 0, u € R
iz € RN oraz fu(t,-,0) = fo(t,,0) w L2(RY), gdy n — +oo, dla wszystkich t > 0.
Niech (u,) bedzie ciggiem liczb dodatnich takim, zZe p, — po, gdy n — +oo dla
pewnego o > 0 oraz niech u, : [0,T] — HYRYN), n > 0, bedq rozwigzaniami
zagadnienia
Ju
ot
takimi, ze dla pewnego R > 0, ||u,(t)||gr < R dla wszystkich t € [0,T]) i n > 0.
Wowczas fo(t, -, u(-)) — fo(t,-u(-)) w L2(RY), gdy n — +oo, dla wszystkich u €
HYRN) it >0 oraz
(i) jezeli u,(0) — uw(0) w L*(RY), gdy n — +o00, to u,(t) — u(t) w H'(RY) dla
t nalezgeych do zwartych podzbioréw przedziatu (0,T);
(ii) jezeli u,(0) — w(0) w HY(RYN), gdy n — +oo, to u,(t) — u(t) w H'(RY)
jednostajnie wzgledem t € [0, T.

(z,t) = pnAu(z,t) + fo(t,z,u(z,t), 2 € RNt € (0,T],

Dowod. (i) Zdefiniujmy odwzorowania F,, : [0, +o0) x H'(RY) — L2(RY), n > 0,
wzorem

[Fn(tv u)](x) = fn(tu Z, u)

Poniewaz dla wszystkich ¢t > 0, v € H'(RY) i p.w. € RY mamy '

|fn(t7x’u<x))_f0(tvx7u(x))|zg (\fn(t,x,u(x)) - fn(t7x’0)| + |fn(t’x70) - fO(t’xvo)’
+Hfolt,z,0) = folt, @, u(x))])’
<3| fult, m,u(x)) — fult,z,0) > 4 3| fu(t, z,0) — fo(t,z,0)> + 3| fo(t,x,0) — fo(t,x, u(x))?,

1Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb a,b, ¢ € R prawdziwa jest nieréwnosé (a + b+ ¢)? < 3a? +
3b% + 3c2.
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wiec z zalozenia (1.19) wynika, ze dla wszystkich ¢t > 0, u € HY(RY)ip.w. z € RY

[falt, 2, u(@)) = folt, 2, u(@))[* <3| fult, 2, 0) = folt, z, 0)+6]I(t, x)u(z)]”.

Poniewaz dla wszystkich t > 0, f,(t,-,0) = fo(t,-,0) w L*(RY), gdy n — 400, wiec
prawg strone powyzszej nieréwnosci mozna ograniczyé¢ przez funkcje catkowalna,
co na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zmajoryzowanym przejéciu do granicy pod

znakiem calki implikuje, ze
F,(t,u) — Fo(t,u) w L*(RY), gdy n — +o0.

Co wiecej, na mocy twierdzenia 1.4.4 mamy

t t
/ F,.(s,u)ds —>/ Fo(s,u)ds w L*R"), gdy n — 400,
0 0

dla wszystkich ¢ > 0. Zatem korzystajac z twierdzenia 1.2.1 (i) wnioskujemy, ze
U, (t) = u(t) w HY(RY) jednostajnie wzgledem t nalezacych do zwartych podzbiorow
przedziatu (0, T, co koniczy dowod (i). Dowod punktu (ii) wynika z twierdzenia 1.2.1
(ii). O

Na zakonczenie tego rozdzialu udowodnimy zasade usredniania.

Twierdzenie 1.4.9. Zatdzmy, ze funkcje f, : [0,4+00) x RY x R — R, n > 0,
spetniajq wszystkie zatozenia twierdzenia 1.4.8 oraz dodatkowo (1.17). Przypu$émy,
ze U, — g w L2(RY), (u,) jest ciggiem ograniczonym w H*(RN), N\, — 0T, gdy

n — 400 oraz uy, : [0,+00) = HY(RY), n > 1, sq rozwigzaniami

% = Au+ fo(t/Xn,z,u), v €RN >0,

u(z,0) = tp(x), r e RV,

Wéwezas u,(t) — u(t) w HY(RY), gdy n — +oo, jednostajnie wzgledem t nalezq-
cych do zwartych podzbioréw przedziatu (0,+00), gdzie U : [0,+00) — HY(RY) jest

rozwigzaniem zagadnienia

P .
6—?=Au+fo(x,u), reRN t>0,

u(z,0) = dp(z), xRN,

w ktorym funkeja fo : RYN xR — R zadana jest wzorem fg(a:, u) =7 fOT fo(t,z,u)dt
dla wszystkich u € R i x € RY.
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Uwaga 1.4.10. Jezeli F : [0, 7] x H'(RY) — L?(RY) jest operatorem Niemyckiego
stowarzyszonym z odwzorowaniem f : [0, +00) X RY xR — R spetiajacym warunki
(1.18) i (1.19), to wowczas dla wszystkich v € H'(RY)

[F(uw)](z) = f(z,u(z)) dlapw. zecRY. (1.39)
Aby dowie$¢ powyzszej rownosci oznaczmy przez P, := {t;,n) = k;%; k=0,...,n}
oraz
S(F( ZFt,(jl, — ")), we H'(RY).

Wowezas, dla wszystkich u € H I(RN )
T
S(F(-,u), P,) — / F(t,u)dt w L*(RY), gdy n — +oo.
0

Zatem (patrz Dodatek, twierdzenie 5.4.1) istnieje podciag (S(F (-, u), P, ))5_, ciagu
(S(F(-,u), P,))>2, taki, ze

T
S(F(-,u)(x), P, ) — (/ F(t,u) dt) (z) dlap.w. z € RY, gdy m — +oo.
0
(1.40)
Z drugiej strony, gdy m — +o0,

SEF(,u)(z), P,) =S(f(-,x,u(x)), P, ) — /0 f(t,z,u(x))dt. (1.41)

Zatem laczac (1.40) i (1.41) oraz korzystajac z definicji Fi f, otrzymujemy (1.39).

Dowo6d twierdzenia 1.4.9. Zdefiniujmy dla n > 0 odwzorowania F,, : [0, +00) X
HY(RY) — L*(RY) ktadac

[Fn(t, w)l(z) = fult, 2, u(x))

oraz niech Fy : H'(RY) — L2(RY) dane bedzie wzorem

~ 1 [T
Fo(u) = T\/O Fo(t,u) dt.

Na mocy uwagi 1.4.10 dla u € H'(RY) in > 0,

[F,(w)](z) = fo(z,u(z)) dla p.w. z € RV, (1.42)
Ustalmy dowolne @ € H'(RY) oraz niech ciag (7,) w (0, +00) bedzie taki, ze 7,, —
+00, gdy n — 400. Oczywiscie, na mocy (1.17), funkcje F,,, n > 1, sa T-okresowe

wzgledem pierwszej zmiennej. W konsekwencji mamy

1o T 1 [T L/
I, := _/ B (tu) dt = /T -—/ Fn(t,U)dH—/ F,(t,u) dt.
Tn Jo Tn/T T 0 n Jo
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Pokazemy, ze I, — f‘o(u), co pozwoli na zastosowanie twierdzenia 1.3.1. Aby tego

dowies¢ wystarczy pokazaé, ze
T A~
I = —/ F,(t,u)dt — Fo(u) w L*(RY), gdy n — +oo.
0

W tym celu zauwazmy, ze na mocy (1.42), dla p.w. x € RY,

~ ~

10 =7 [ ftau@)at s 5 [ e a@) d = i u@) = Pl

Dalej, wykorzystujac zalozenia (1.18) i (1.19) widzimy, ze
1 /T
1D () = ‘T/ fu(t,z,u(z)) dt’ < mg(x) + g(x)
0

gdzie g(z) := %fOT [[(t, z)||u(z)|dt. Co wigcej, z nieréwnosci Jensena (patrz Doda-

tek, twierdzenie 5.1.4) mamy

1 T
/ (@) dz < —/ / 1t ) Plu(z) [ dt dz < +ool.
RN T RN JO

Zatem na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zmajoryzowanym przejéciu do granicy pod
znakiem calki wnioskujemy, ze IS — f‘o(u) w L2(RY), gdy n — +oo. Poniewaz

ciag (1,,) byl dowolny, wiec

T—+00, n—+o0 T

1 /[ -~
lim —/ F, (t,u)dt = Fo(u).
0

Korzystajac z twierdzenia 1.3.1, otrzymujemy teze. 0

Istotnie, zauwazmy najpierw, ze z nieréwnoéci Holdera oraz lematu 1.4.5 mamy

2/p (p—2)/p
/ |l(t»$>|2|u($)|2dx§2( / |lo(t,x)|”dx> ( / |u(x>|2p/<p—2>dx)
RN RN RN
2 / oo (1, 2) Plu(2)[? da
RN

< 20l (t, Mzl e -2 + 2lloo(t, )L lullZ2

< 203 lo(t, ) IZo lullFrr + 2llloo (8, M Zee el

gdzie stata Cy = C2(N,p) > 0 jest jak w lemacie 1.4.5. Poniewaz sup,sq(|llo(t,-)|lr +
1o (t,)||Lo) < 400, wiec w konsekwencji [, [[(Z, z)[*|u(z)[* dz < 4o0.






Rozdzial 2

Operator przesuniecia wzdluz

trajektori

W tym rozdziale, dzieki uzyciu techniki oszacowarn reszt (z ang. tail estimates) rozwiazan
rownaii parabolicznych pokazuje, ze operator przesuniecia wzdtuz trajektorii stowarzyszony

z zagadnieniem ewolucyjnym

ou 0%u N
5= iglaijawjaxi +V(z)u+ f(t,z,u), t >0, z € RY,

w ktorym V € LP(RN) 4+ L>®°(RY), jest odwzorowaniem ostatecznie zwartym (patrz Do-
datek, str. 121). Ma to kluczowe znaczenie, gdyz dla tej klasy odwzorowan istnieje teoria
indeksu punktéw statych (patrz np. [2]). Nastepnie wyznaczam indeks punktéow statych

operatora przesuniecia wzdluz trajektorii zwiazanego z parabolicznym réwnaniem liniowym

%:AujLV(x)u, zeRY,

a takze - z autonomicznym réwnaniem nieliniowym

%:Azﬁ—f(fc,u), z e RV,

39
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2.1 Oszacowania reszt rozwigzan réwnan parabo-

licznych

Zajmiemy sie teraz badaniem wlasnosci zwartosci operatora przesuniecia wzdtuz
trajektorii zwigzanego z rOwniem parabolicznym

%(az,t) = Au(z,t) + V(z)u(z, t) + f(t,z,u(z,t), t >0, 2 € RY,

w ktorym A = ZZVJ 1%’;‘% jest operatorem eliptycznym, V = Vy + V, €
LP(RY) + L>=(RY), p jest jak w (3), Voo > Voo > 0 0raz f: [0, +00) x RY xR - R
jest odwzorowaniem spetniajacym warunki (1.18) i (1.19). Przyjmujac dodatkowe
zalozenie dotyczace V + f, zastosujemy metode oszacowan reszt dla rozwigzan row-
nan parabolicznych. Technika ta dostarcza informacji na temat miary niezwartosci

w L?(RY) operatora przesuniecia wzdtuz trajektorii zwigzanego z wyjsciowym row-

naniem na ograniczonych podzbiorach przestrzeni fazowej H'(RY).

Rozwazmy zagadnienie ewolucyjne
u(t) = —Au(t) + F(t,u(t)), t >0, (2.1)

w ktorym A : D(A) — L*(RY), D(A) := H?(R") jest liniowym operatorem postaci
A=Ay -V, gdzie Ay : D(Ay) — L*(RY) jest operatorem zadanym wzorem

N

0%u 2N
Agu = _; U G dla u € D(Ag) := H*(RY), (2.2)
gdzie rzeczywiste wspolczynniki a;; sa takie, ze a;; = aj; dla t,5 = 1,..., N oraz

zachodzi (1.16), V : D(V) — L*(RY) | D(V) := H*(RY) jest domknietym opera-
torem liniowym, za$ F : [0, +00) x H*(RY) — L*(RY) jest odwzorowaniem takim,

ze dla dowolnych ¢;,ty > 0 oraz uy, uy € H(RY)
IF(t1,u1) — F(ta, uo)|| 2 < Cr(1+ |lwal[m)ts — t2]” + Collus — ||, (2.3)

dla pewnych stalych C;,Cy > 0160 € (0,1) oraz, dla t > 0, u € H*(RY) i p.w.
r e RV

F(t,u)(2)] < K(t,2)|u(@)] + K(2)(1+ [[u]m), (2.4)
gdzie K = Ko+ Ko, Ko(t,-) € LP(RY), p jest jak w (3) - patrz str. 5, K (¢,-) €
L¥RN) dla t > 0, sup,o(| Ko(t, ) ||e + || Koolt, )| =) < +00 oraz K € L2(RY).
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Zakladamy rowniez, ze istnieja a > 0, b € LP(RY) i c € L*(R") takie, ze dla ¢ > 0,
ue HY(RY)ipw. z € RN

([VU](JI) +[F(, U)](w))U(l‘) < —alu(@)]” + b(@)[u(@)]* + c(@)lu(z)].  (2.5)

Wowecezas, z twierdzenia 1.4.2 wiemy, ze A jest dodatnim operatorem sektorial-
nym, a wiec rowniez (patrz Dodatek, twierdzenie 5.7.10) A jest operatorem sekto-
rialnym. Co wiecej, zaburzenie F spetnia warunki (1.4) i (1.5) (co jest wynikiem
zalozenia (2.4) - wystarczy powtorzy¢ argumentacje z dowodu twierdzenia 1.4.4).
W konsekwencji, na mocy twierdzenia 1.1.4 widzimy, ze dla dowolnego u € H'(RY),
zagadnienie (2.1) z warunkiem poczatkowym u(0) = u, posiada doktadnie jedno glo-

balne rozwiazanie
u € C([0, +00), H/(R™)) N C((0, 400), H*(R™)) N C*((0, +-00), L*(R™)).

Uwaga 2.1.1. Jesli f:[0,4+00) x RY x R — R jest odwzorowaniem spelniajacym
zatozenia (1.18), (1.19) i (1.20), to operator Niemyckiego F : [0, +00) x HY(RY) —
L*(RY) wyznaczony przez f spelnia warunki (2.3), (2.4), (2.5). Majac jednak na
uwadze zastosowanie w Rozdziale 4, nie zaktadamy tutaj, ze zaburzenie F operatora

sektorialnego A, jest operatorem Niemyckiego.

Oznaczmy przez u : [0, +00) — H(RY) rozwiazanie problemu (2.1) z warunkiem

poczatkowym u(0) = @.

Lemat 2.1.2. Niech T > 0 oraz niech u : [0,T] — H'(RY) bedzie rozwigzaniem
(2.1) takim, ze |u(t)||m < R dla wszystkich t € [0,T] oraz pewnej statej R > 0.

Woczas istnieje cigg (o) taki, ze a,, — 07, gdy n — 400 oraz
/ lu(t)]? de < R*e " 4+, dla t€[0,T], n>1,
RN\B(0,n)

gdzie wyrazy ciggu (o) zaleZq jedynie od p, N, a, b, ¢, R oraz wspdtczynnikow a;;.

Dowo6d. Niech ¢ : [0,400) — R bedzie funkcja gladks i taka, ze ¢(s) € [0,1]
dla s € [0,+00), djp,1) = 0 0raz @140 = 1. Definiujemy ¢, : RY — R wzorem
bn(2) == ¢(|z|*/n?), x € RN n € N. Poniewaz u € C*((0,T], L*(RY)), dlat € (0,T]

mamy

%%(u(t),%u(t))m - %((u(t),%u(t))p—i—(u(t),(bnu(t))m):(¢nu(t)>u(t))L2

= L(t)+ L), (2.6)
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gdzie

[1 (t) = (¢nu(t)7 _A[)u(t))Lm
L(t) = (onu(t), Vu(t) + F(t,u(t))) .-
Jedli chodzi o pierwszy sktadnik, to oznaczajac przez Ly = SUDycp to0) [#'(5)] (za-

uwazmy, ze Ly < 400, gdyz ¢ jest funkcja gtadka i ¢’ = 0 poza zbiorem ograniczo-

nym) oraz przez M := maxi<; j<n |a;;|, mamy

2L¢ ii | || |UW u i
< /{%M} g o [u(®)] | Vu()] d

3,7=1
2L¢MN2R2
<—

X (2.7)

Dalej, wprost z (2.5) wynika, ze

B0 < =a [ ou@u) |2d:c+/ o ()b() u( |2da:+/ o (a)e(a)]u(t)] d.

Stad, na mocy nieréwno$ci Holdera oraz lematu 1.4.5, otrzymujemy

S ‘Qd“(/{w ’pdm)l/pHU(t)Hizp/@-n
(/{.w de) )22

<a [ el ar+ Gl (f i) v
(/{.w |2dw)1/2uu<t>um

s-a / Gn () u(t |2dx+O2R2( /{ 1 dx)l/p

+R</{m2%} \c(x)dex) v (2.8)
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dla pewnej statej C7 > 0. Laczac (2.6), (2.7) i (2.8) otrzymujemy

d

%(u(zﬁ), Onu(t))p2 < —2a(u(t), ppu(t))r2 + ap, (2.9)

gdzie

ALyMN?R? 12
= —2 R +2C2R2</ |pdx) +2R(/ |2dx) :
{|x|>£n} {I21>2n

Oczywiscie a,, — 0 gdy n — 4+00. Mnozac obustronnie nier6wnosé (2.9) przez e

oraz catkujac na przedziale [0, 7] dostajemy

e (u(T), pnu(7))12 < (u(0), $nu(0)) 22 + (2a) 7 (€™ — Lo,

co implikuje
(w(7), ppu(T)) 2 < 6_2“T||u(0)||L2 + o, (2.10)

gdzie w powyzszej nieréwnosci (2a) ™', ponownie oznaczamy przez «,,. Ostatecznie

otrzymujemy

/ lu(t)]*dz < / Gn () |u(t)]? do < 62’”/ Gn(2)|u(0) > dz + an,
RN\B(0,n) RN RN

co konczy dowdd. O]

2.2 Wlasnos$é uzwarcania operatora przesuniecia
Rozwazmy teraz rodzine zagadnien ewolucyjnych z parametrem
it) = —AWu(t) + F(t,up), >0, peo, 1], (2.11)

w ktorej rodzina operatorow AW : D(A®) — L2(RN), € [0,1], jest postaci
AW = AW _V, gdzie

N 2

(W, ._ . O u (W)Y . 772(N
AO U= — Z;(M + Mo)(lijm, dla u € D(AO ) =H (]R ),
gdzie rzeczywiste wspotczynniki a;; sa takie, ze a;; = aj;, 1,5 = 1,..., N, jip > 0

oraz istnieje 0y > 0 taka, ze dla wszystkich £ € RN spelniony jest warunek

N

D ayti&; > 0ol¢P,

ij=1
natomiast V : D(V) — L*RY) , D(V) := HY(RY) jest domknigtym operatorem
liniowym. Odwzorowanie F : [0, +00) x HY(RY) x [0,1] — L?(RY) jest takie, ze dla
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wszystkich ¢y, ta,t > 0, uy, us, u € HY(RN), py, po, pp € [0,1] i p.w. € RY spelnione

sa nastepujace warunki:
[F(tr, wr, ) = Fta, ug, )|z < Cr(1+ [Ju ||t — ta]” + Collur — s, (2.12)

[F(t,u, p) ()] < K(t,2)|u(z)] + K (2) (1 + [lullm), (2.13)

[E (s w, pa) = F (8w, po) |2 < |p(pa) = plp2) [(1 A+ [ula0), (2.14)

(([Vuﬂm = Vusl(@)) + (Bt 1)] () — [F(E, e m](x))) (s ) — ua(e))

< —alur(2) — ua(2)* + b(@)us () — uz(z)|” (2.15)

dla pewnych Cy,Cy > 0, 8 € (0,1), K = Ky + Ko, gdzie Ky(t,-) € LP(RY) (p
jest jak w (3) - patrz str. 5), Kyo(t,-) € L®°(RY) dla t > 0, sup;so (|| Ko(t,-)||zr +
| Kso(t,)||) < +00, K € LARN), p € C([0,1]), a > 0 oraz b € LP(RV).

Woéwezas, dla dowolnego i € [0, 1], operator A jest operatorem sektorialnym,
za$ odwzorowanie F(-, -, u) spelnia dla wszystkich p € [0,1] warunki (1.4) i (1.5) ze
wspOlnymi stalymi, niezaleznymi od parametru p. Zatem, na mocy twierdzenia 1.1.4
wnosimy, ze dla dowolnego & € H'(RY), réwnanie (2.11) z warunkiem poczatkowym

u(0) = u posiada doktadnie jedno globalne rozwiazanie
u € C([0, +00), H'(RY)) N C((0, +00), H*([R™)) N C((0, +00), L*(RY)).

Oznaczmy przez u(;a, ) : [0,+00) — H'(RY) rozwiagzanie réwnania (2.11) z wa-

runkiem poczatkowym u(0) = @.

Lemat 2.2.1. Niech T > 0 oraz niech @iy, s € H'(RN), uy, s € [0,1]. Zatdzmy,
ze u(+; s, p5) 2 [0, T) — HYRY), i = 1,2, sq rozwigzaniami réwnania (2.11) takimi,
ze dlat € [0, T, ||u(t; @i, pwi)||lm < R, i =1,2, dla pewnej R > 0. Wowczas istnieje

cigg (o) taki, zZe a,, — 0%, gdy n — 400 oraz
/ u(t; iy, ) — u(t; g, o) |* d < ey — Ua|72 + Qn(pa, p2) + o,
RN\B(0,n)

gdzie o, © QQ > 0 zalezg tylko od N,p, R,a,b wspdtczynnikow a;;, fig oraz

77777

Dowo6d. Niech ¢ : [0, +00) — R bedzie funkcjg gladka i taka, ze ¢(s) € [0,1] dla

s € [0,400), g1y = 0 oraz @i o) = 1. Definiujemy ¢, : RN — R wzorem

1
2
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Pn(z) = ¢(|z[*/n?), € RN, Oznacamy uy := u(:; a1, 1), ug = u(-; g, piz) oraz

w = uy — uy. Wowezas, poniewaz w € C1((0,T], L*(RY)), mamy réwnosé

%%(w(t),ébnw(t))m = §<<w<t>,¢nw<t>>p+< (t), o (t))12) = (Guw(t), (1)) 2
= Li(t)+ L(t) + I5(t),
gdzie
L(t) = (dnw(t), —AJ™ us () + Afua (1)) 12,
L(t) = (aw(t), — AT us(t) + AYVus(t)) 12,
I3(t) = ($nw(t), Vw(t) + F(t,ur(t), i) — F(t, ua(t), ) 2

Zauwazmy najpierw, ze

L(t) = (¢ow <> A w(t)) e

- -/ szm 0 5 (0 al0)) (1) d
= = ol D s (w(0) (1) d

i o 22 PR ) b

2L _
< 2o / <1 + o)y llellw(®)[Vw ()] de
{fn<\x\<n

2,j=1

2Ly, MN?

=< (1 + fio)[[w(B)]| 22w (E)]| 1 (2.16)

gdzie M = max,<;j<n |aij| oraz Ly = suPyejg 4o0) [¢'(5)]- Oczywiscie Ly < o0,
co wynika z faktu, ze ¢ jest gladka funkcjg oraz ¢’ przyjmuje niezerowe wartosci
jedynie na zbiorze ograniczonym. Rozumujac podobnie jak w (2.16), otrzymujemy

nastepujaca nieréwnosé

o = - [ Y am o (1) 5 (1) d

2,7=1

_ ) 3 st ) ai< () (a(t))

/ S el 2ot — ) ) o

2,j=1
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[ ()| 2 st -

(2.17)

ALgn(p, pr2) N

Aby oszacowaé skladnik I3(¢) zauwazmy najpierw, ze

L) = | on@)EE (), m) = Ftw(t), p))wlt) de
| @ (Vo) + F(t wnlt), p2) = F(t, ualt), ) ut) do.

Z zalozenia (2.14) wynika natychmiast, ze

On (@) (F(t, ur (), pn) =F (1, ua(8), po))w(t) dz < [p(pa) —p(p2) |(1+R)2R. (2.18)

RN

Dalej, na mocy zatozenia (2.15), nierownosci Holdera oraz lematu 1.4.5 mamy

On(2)(Vw(t) + F(t, ui(t), p2) — F(t, us(t), p2))w(t) dz <

—a/ On(x)|w(t \2dx+/{lx> lw(t)|? dz
g—aWymmmm%m+(@Wgﬁwmvmfﬂm@mwwn

1/p
< -a /RN bn () |w(t)|* dz + C%R2(/{|a:|z“fn} b(z)|” dx) (2.19)

dla pewnej stalej C; > 0. Laczac nieréwnosci (2.16), (2.17), (2.18) oraz (2.19),

otrzymujemy

d

S (w(t), G (t)) 2 < —2a(w(t), Gu(®))r2 + Crlyu, )+ (2:20)

dla pewnej statej C' > 0. Mnozac obustronnie nieréwnosé (2.20) przez > oraz

calkujac na przedziale [0, 7] dostajemy
" (w(7), paw (7)) 2 — (w(0), $w(0))r2 < (2a) 71 (e** — 1) (Cnlpun, p2) + ),
co implikuje, 7e
(w(7), puw (7)) 12 < e Jw(0)][72 + (2a) ™ (Cn(pr, pr2) + ) - (2.21)

Poniewaz

/ lw(t)]* dz < G () |w(t)|? da (2.22)
RN\B(0,n) RN

wiec taczac (2.21) 1 (2.22), otrzymujemy teze. O
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Definicja 2.2.2. Dla dowolnego t > 0, (sparametryzowanym) operatorem przesu-
niecia wzdtuz tragektorii (o czas t) stowarzyszonym z rodzing réwnan (2.11) bedziemy

nazywaé odwzorowanie ¥, : HY(RY) x [0,1] — HY(RY) zdefiniowane wzorem
W, (a, 1) == u(t; u, p), dla @ € H'(R™) oraz p € [0, 1].

Uwaga 2.2.3. Zalézmy, ze (i,) w H'(RY) jest ciggiem ograniczonym i takim, ze
Up — Uy w L*(RY), gdy n — +oo dla pewnego 1y € H(RY) oraz (u,) w [0,1] jest
taki, ze p, — po, gdy n — +oo. Wowczas, ze dla dowolnego ¢t > 0, Wy (ty,, itn,) —
W, (g, to) w HY(RY), gdy n — 400, co oznacza, ze operator przesuniecia wzdhuz
trajektorii stowarzyszony z (2.11) jest ciagly.

Istotnie, zauwazmy bowiem, ze wowczas, dla n > 1, A(()”") = [LnAO, gdzie fi, :=
(ttn + fio) i mamy fi,, — (o + fig) > 0, gdy n — 400 oraz Ay : D(Ag) — L*(RV),
Ay = — Zgjﬂ aij% dla u € D(Ay) := H*(RY) jest operatorem sektorialnym.

Ponadto, dla dla dowolnego ¢ > 0

t t
/ F(s,u, p,)ds — / F(s,u, o) ds w L*(RY), gdy n — 400, (2.23)
0 0

gdyz z zalozenia (2.14) wynika, ze

t t
< / IF (s, u, 1) — F(s, 1, p10)| 2 s
0 L? 0

| [ Fsmis— [ ris i
= /Ot |p(1tn) = p(p10) (1 + [Jull 1) ds

a poniewaz p € C([0,1]), wiec p(un) — p(uo), gdy n — +oo. Zatem, dla dowolnego
t > 0, ciagtos¢ ¥, wynika z twierdzenia 1.2.1 (i). O

Przejdziemy teraz do wtasnosci zwartosci operatora przesuniecia dla rozwazanego

réwnania parabolicznego (2.11).

Twierdzenie 2.2.4. Zaldzmy, Ze spelnione sq warunki (2.12), (2.13), (2.14) oraz
(2.15). Wowezas

(i) dla dowolnego, ograniczonego zbioru Z C HY(RY) oraz t > 0,

BLZ(\IIt(Z X [O, 1])) S e_atﬁLQ(Z)7
gdzie Br2 oznacza miare niezwartosci Hausdorffa w przestrzeni L*(RY);

(ii) jesli ograniczony zbior Z C HY(RYN) jest relatywnie zwarty jako podzbior L?(RY),
to dla dowolnego t > 0, zbior W, (Z x [0, 1]) jest relatywnie zwarty w H*(RY);
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(iii) jesli Z C conv W,(Z x [0,1]) dla pewnego ograniczonego zbioru Z C H'(RN)
oraz t >0, to Z jest relatywnie zwarty w H*(RY).

Dowod. (i) Niech y,, : B(0,n) — R bedzie funkcja charakterystyczna kuli B(0,n).
Wowcezas dla kazdego n > 1,

U(Z % [0,1]]) C {ult;a,p) |G € Z, pel0,1]} C W, + Ry,

gdzie
Wy = {xnult;a,p) [ u € Z, p € [0,1]}

oraz
Ro = A{(1 = xa)ult;u,p) | 5 € Z, p € [0,1]}.

Poniewaz zbior W, jest podzbiorem przestrzeni H'(B(0,n)), wigc na mocy twierdze-
nia Rellicha-Kondraszowa wnosimy, ze W, jest relatywnie zwarty w L2(R"Y). Stad

wynika, ze
Br2(¥i(Z x [0,1]])) < Br2(R,) dla wszystkich n > 1. (2.24)

Zajmiemy sie teraz oszacowaniem miary niezwartosci zbioru R, w przestrzeni L?(RY).
W tym celu ustalmy dowolng liczbe ¢ > 0. Wybierzmy dalej skonczone pokrycie
zbioru Z ztozone z kul Bpe(uy,r.), k = 1,...,m., o promieniu . := [r2(Z) + ¢
i takie, ze @, € Z dla wszystkich k = 1,...,m. oraz pokryjmy odcinek [0, 1] prze-
dzialami (p; — 0,y +90), L = 1,...,ng, gdzie § > 0 jest dobrana tak, ze n(&1,&) < e
jesli tylko [&; — &| < 6. Polozmy

Upy = (1 — xn)u(t; ag, ), k=1,....,m., l=1,... ns.

Wezmy teraz dowolne v € R,. Wowczas v = (1 — x,)u(t;u, u) dla pewnych
u € Z oraz p € [0,1]. Oczywiscie istnieja ko € {1,...,m.} il € {1,...,ns} takie,

ze ||u — g, || < 7. oraz | — w,| < 0. Na mocy lematu 2.2.1 otrzymujemy

”1_1 — ako,lOH%Q - /]RN\B(O ) |u<t; u, N/) - u<t; akonulo)|2 dz

IA

e 2@ — gy |72 + @ g, puy) +
< Tep = e_zatrg + Qe+ ap.

Z powyzszej nierownosci wynika, ze kule Bz (U, /Ten), k= 1,...,me, L =1,... ,ns
stanowig skoniczone pokrycie zbioru R,. Stad wnioskujemy, ze [r2(R,) < \/T-, dla

dowolnego ¢ > 0 1 w konsekwencji,

Bra(Ry) < (e7"(B2(2))* + an)'/?. (2.25)
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Laczac (2.24) oraz (2.25) dostajemy
Br2((Z x [0,1])) < (e72(B12(Z))* + an)/? dlan > 1.

Ostatecznie, przechodzac do granicy z n — +o0o otrzymujemy zadang nier6wnosc,
gdyz a,, — 0.

(ii) Wezmy dowolny ciag (w,) w ¥:(Z x [0, 1]). Wowczas istnieja ciagi (4,) w Z
oraz () w [0, 1] takie, ze dla n > 1, w,, = W;(ty, pn). Bez zmniejszenia ogodlnosci
rozwazan mozemy zalozy¢, ze , — o, gdy n — +o0o, dla pewnego g € [0,1]. Po-
niewaz (u,) jest ciagiem ograniczonym w H'(RY), na mocy twierdzenia Eberleina-
Smuliana! wnioskujemy, ze posiada on podciag, ponownie oznaczony przez (@),
stabo zbiezny w H'(RY) do pewnego u € H'(RY). Dalej, poniewaz zbior Z jest
relatywnie zwarty w L2(RY), mozemy zatozy¢, ze 4, — @ w L2(RY), gdy n — +o0.
Zatem, na mocy uwagi 2.2.3 wnosimy, ze W(tUp, it,) — (1, o) w HY(RY), co
konczy dowod.

(iii) Z faktu, ze Z C conv? W,(Z x [0,1]) C comv™” W,(Z x [0, 1]) wynika, ze

Br2(Z) < Br2(Wy(Z x [0,1])). (2.26)
Dalej, na mocy punktu (i),

Bra(®i(Z x [0,1])) < e”Br2(Z2). (2.27)

Laczac (2.26) i (2.27) wnioskujemy, ze 5r2(Z) = 0, tzn. zbiér Z jest relatywnie
zwarty w L*(RY). Zatem, na mocy punktu (ii) wiadomo, ze zbior ¥,(Z x [0, 1]) jest

relatywnie zwarty w H'(R"), co koriczy dowdd. O

2.3 Indeks punktéw stalych operatora przesuniecia

dla ré6wnan liniowych

Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem indeksu punktow statych operatora przesuniecia

wzdhiz trajektorii stowarzyszonego z réwnaniem liniowym

%(w,t) = Au(z,t) + V(2)u(z,t), t>0, zcRY,

u(-,t) € HY(RYN), ¢t >0,

LPrzypomnijmy, ze twierdzenie Eberleina-Smuliana méwi, ze przestrzeri Banacha X jest reflek-
sywna wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy ciag ograniczony w X posiada podciag stabo zbiezny. Dowdd
mozna znalezé w [70, str. 141] oraz [29, Thm. 9.8.1].
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w ktorym V jest funkcja postaci V = Vy— Vi, gdzie Vi € LP(RY), (p jest jak w (3)),
Ve € L®(RY) oraz Vo, > Us > 0 dla pewnej liczby rzeczywistej 0. Okreslmy
liniowy operator Ag : D(Ag) — L*(R") wzorem

Agu = —Au dla u € D(Ay) := H*(RY).

Wowcezas Ay jest dodatnim, samosprzezonym operatorem sektorialnym. Niech dalej

Vo : D(Vy) — L*(RY) bedzie operatorem danym wzorem
Vou := Vou dla u € D(V) := H'(RY)
oraz zdefiniujmy Vo, : L*(RY) — L*(RY) kladac
Voou = Vyu.

Uwaga 2.3.1. Zauwazmy, ze dla dowolnego v € H'(RY), na mocy nieréwnosci

Hoéldera oraz lematu 1.4.5 mamy
IVoull2 < [[Vollzellull 22 < ColVo e llull a1,
gdzie stata Cy > 0 jest jak w lemacie 1.4.5 oraz
IVooullzz < [|Vooll < llull 2 < Vool oo [Jull a1

Stad wnosimy, ze operator V := Vo — V € L(H*RY), L*(RY)) jest liniowym,

domknietym operatorem, a zatem na mocy twierdzenia 5.7.10, operator
A=Ay—Vy+V,
jest operatorem sektorialnym.
Oznaczmy przez {e” ™ : L*(RY) — L?(R")};>¢ Co-polgrupe operatoréw linio-

wych generowanych przez —A.

W naszych rozwazaniach wykorzystamy nastepujacy lemat, stanowiacy uzupetnienie
(dla wymiarow N = 1,2) wyniku Prizziego (patrz [58, Lemma 3.1]), ktory zakladal,
ze N > 3.

Lemat 2.3.2. Przy powyzszych oznaczeniach operator
Vo(Ag+ Vo) ' L2(RY) — LAH(RY)

jest zwarty.
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Dowo6d. Pokazemy najpierw, ze operator (Ag + Vo)™t @ L2(RY) — HY(RYN) jest
poprawnie okreslony i ograniczony. W tym celu zdefiniujmy forme dwuliniowg B :
H'RY) x H'(RY) — R wzorem

B(u,v) == (Vu, Vv) 2 + (Voou, v) 12, u,v € HY(RY).

Wowczas B spelnia zalozenia twierdzenia Laxa-Milgrama (patrz Dodatek, twier-
dzenie 5.5.2). Istotnie, na mocy nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza dla dowolnych

u,v € HY(RY) mamy
|B(u, v)| < [[Vull2 [Vl + Vool oe l[ull 2 [[0ll 2 < (T + Vool oo ) ul [ [[0]] 1
oraz, dla u € H'(R"),
B(u,u) > (Vu, V)2 4 U (u, u) 12 > Cllul/3, (2.28)

gdzie C' ;= min{1, v, }. Wezmy teraz dowolny f € L?*(R") i okreslmy F': H'(RY) —
R wzorem F(v) := (f,v) 2, v € H*(RY). Poniewaz, stosujac nieréwnos$é¢ Cauchy’ego-

Schwarza, mamy
(fo)ee < Ifllzzllvlle < N fllz2llvllee, f € L2RY), v e HY(RY), (2.29)

wiec widzimy, ze I jest ograniczonym funkcjonatem liniowym na H'(RY). Na mocy
twierdzenia Laxa-Milgrama wnosimy wiec, ze istnieje doktadnie jeden element u €
HY(RY) taki, ze dla wszystkich v € H'(R") zachodzi réwnos¢

B(U, U) - (f7 U)Lzu
co oznacza ze u jest jedynym, stabym rozwigzaniem zagadnienia
—Au+Vou=f (2.30)

i (Ag+ Vo)™ ! jest poprawnie okreslony. Korzystajac z tego faktu oraz taczac (2.28)
i (2.29) widzimy, ze

(Ao + Veo) " flle = llullan < Cllf 122,

dla pewnej statej C' > 0, co dowodzi ograniczono$ci operatora (Ag + V)™
Dla dowodu zwartosci operatora Vo(Ag+ V)™t 0 L2(RY) — L2(RY) wystarczy
wziaé ograniczony ciag (u,) w HY(RY) i pokaza¢, ze ciag (Vou,) posiada podciag
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zbiezny w L2(RY) !. Dla dowolnego m > 1, oznaczmy przez X,, funkcje charakte-

rystyczng kuli B(0,m) w przestrzeni RY. Woéwczas
{Vou, | n € N} C {xmVoun + (1 = xm)Vou, | n € N } C W, + Ry,

gdzie R, = {xmVoun | n € N } oraz W, := {(1 — xu)Vou, | n € N }. Wezmy
dowolny € > 0. Zauwazmy, ze dla dowolnego m > 1, na mocy nieréwnosci Holdera

oraz lematu 1.4.5, mamy

2/p
Lo P ([ el ds) el
RN\ B(0,m) RN\ B(0,m)

2/p
<at( [ W) ol
RN\ B(0,m)

gdzie Cy > 0 jest pewna stala. Stad i ograniczonosci ciagu (u,) w H*(RY) wnosimy,

ze istnieje m > 1 takie, ze dla wszystkich n > 1,
/ Vo (2)un (z)]Pdr < .
RN\ B(0,m)

W konsekwencji,

Dla wykazania, ze Sr2(R,,) = 0 szacujemy podobnie jak w dowodzie lematu 1.4.5.
Zalozmy, ze N = 1. Wowczas, poniewaz zbior {x,u, | n € N } jest ograniczonym
podzbiorem przestrzeni H'(—m,m), wigc na mocy twierdzenia Arzeli-Ascoliego,
zbior {xmu, | n € N } jest relatywnie zwarty w C([—m,m]), tzn. ciag (XmUn)n>1
zawiera podciag, ktory ponownie oznaczamy przez (XmUn)n>1 taki, ze xmu, — u
w C([—=m,m]), gdy n — +oo, dla pewnej funkcji u € C([—m,m]). Poniewaz, dla

dowolnego m > 1, na mocy nieréwnosci Héldera i nier6wnosci interpolacyjnej,

(/(mvm)%(x)un(q:)  Vo()u()? dx) 1/2

1/p
< P q ol
o </(m,m) |Vb($)| ‘T) Hun u”LpQTQ(_mvm)
r 1-2/ 2/
< ( /( TP dx> it = w5522l = 22

wiec wnosimy, ze dla dowolnego m > 1, zbiér R,, jest relatywnie zwarty w prze-

strzeni L?(—m,m), co razem z (2.31) i dowolnoscia € > 0 dowodzi tezy dla N = 1.

! Zauwazmy, ze wobec ograniczonosci operatora (Ag+ Vo)™t : L2(RY) — HY(RY), dla dowol-

nego ograniczonego ciagu (u,) w L2(RY), ciag ((Ag + Vo) " tu,,) jest ograniczony w H'(RY).
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Przypu$émy teraz, ze N > 2. Poniewaz dla dowolnego m > 1, zbiér {xu, | n €
N } jest ograniczonym podzbiorem przestrzeni H'(B(0,m)), wiec na mocy twier-
dzenia Rellicha-Kondraszowa ciag (Xmun)n>1 jest relatywnie zwarty w L?(B(0,m)).
Stad oraz z twierdzenia Eberleina-Smuliana wnosimy, ze istnieje podciag ciggu
(XmUn)n>1, ktory ponownie oznaczamy przez (Xmun)n>1 taki, ze xmu, — u
w L?(B(0,m)), gdy n — +oo dla pewnego v € H*(B(0,m)). Zauwazmy dalej, ze
dla dowolnego m > 1, w przypadku gdy N = 2 mamy

(/ Volw)unlz) — %()(xﬂ?dx)m

1/p
( 1Wite |pdx) o — ]

LP=2 (B(0,m))

1/p
2 2 2 2
( it \”dx) [ E5 28020, — 220

1/p
( / L >|pdx> i — S22, — 220
(2.32)

gdzie ¢ € (%, +00) oraz Cy > 0 jest stalg z nierownosci ||ul|ze < Collul 1, zas dla
N >3

</B<°vm>’v°($)““(‘c> - Volw)u(a)l? dx) -

1/p

N, 1-N,

([ W do) =l =l
B(0,m) LN=2(B(0,m))
= e N/ 1-N/
<O [ 1l de) = gl —
B(0,m)
(2.33)

gdzie stata Cy > 0 jest taka, 7e HuH oy < Cy|lull1. Nierownosci (2.32) i (2.33)
implikuja, odpowiednio w przypadku N =21 N > 3, ze rowniez zbior R, jest
relatywnie zwarty w przestrzeni L?(B(0,m)). To razem z (2.31) koniczy dowod. O

Uwaga 2.3.3. Poniewaz A, jest samosprzezonym, dodatnim operatorem, wiec
0(Ap + V) C [Us0,+00). Co wiecej, z lematu 2.3.2 mamy, ze Vo(Ag + Vo)™
jest operatorem zwartym, wiec na mocy twierdzenia Weyl’a (patrz Dodatek, twier-

dzenie 5.5.3) wnosimy, ze

Oess(A) = 0ess(Ao+ Vo) C 0(Ap+ Vo) C [Us0, +00). (2.34)
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Korzystajac teraz z sektorialnosci operatora A wnioskujemy, ze
o(A) C (—c¢,+00) (2.35)

dla pewnego ¢ > 0. Laczac (2.34) i (2.35) stwierdzamy, ze zbior o(A) N (—o0,0) jest

ograniczony i sklada sie z izolowanych wartosci wlasnych o skoticzonej krotnoscit.

Twierdzenie 2.3.4. Niech R > 0 oraz zalézmy, Ze KerA = {0}. Wowczas dla
dowolnego t > 0,
Ind,.(e”, B (0, R)) = (—1)™,

gdzie Ind,,. oznacza indeks punktow statych dla klasy odwzorowan ostatecznie zwar-
tych 2, za$ m oznacza liczbe dodatnich wartosci wtasnych operatora —A liczong wraz

2 krotnosciami®.

Dowo6d. Z uwagi 2.3.3 wynika, ze mozemy zastosowaé twierdzenie spektralne (patrz
Dodatek, twierdzenie 5.8.4). Na jego mocy wnioskujemy, ze istnieja domkniete
podprzestrzenie X _ i X przestrzeni L?>(RY) o nastepujacych wlasnosciach: X_ &
X, = L*RY), dmX_ < 400, A(X_)C X, AD(A)NX,) C X, o(Alx.) =
o(A)N(=00,0), o(Alx,) = 0(A)N(0,400).

Ustalmy ¢ > 0. Definiujemy homotopie ©; : H'(R"Y) x [0,1] — H*(R") wzorem

©y(u, p) = (1 — p)e” ™ u + pe AP _a,

gdzie P_: HY(RY) — H'(R") jest projekcja ortogonalna na X_ w L*(RY). Ponie-
waz dim X_ < +o0o widzimy, ze odwzorowanie P_ jest ciagle.
Twierdzimy teraz, ze O, jest odwzorowaniem ostatecznie zwartym. Aby tego

dowie$¢ wezmy ograniczony zbior W C HY(RY) o tej wlasnosci, ze
W = conv @,(W x [0,1]).

Powyzsza rownosé implikuje, ze W C mHle_tA(W UP_W), a poniewaz W U
P_W jest zbiorem ograniczonym, z twierdzenia 2.2.4 (i) jest on relatywnie zwarty
w L2(RY). Zatem z twierdzenia 2.2.4 (ii) wynika, ze e "4(W U P_W) jest relatyw-
nie zwarty w H'(RY), a stad wnosimy, ze W jest zwarty w H'(R"), co dowodzi

ostatecznej zwarto$ci ®;. Co wiecej zauwazmy, ze

Ker(I — ©4(-, 1)) = {0} dla u € [0, 1]. (2.36)

!Informacja na temat charakteryzacji spektrum istotnego gesto okreglonych, domknietych ope-
ratoréw liniowych zawarta jest w Dodatku - patrz str. 110.

2patrz Dodatek - str. 121.

3patrz Dodatek - str 109.
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Istotnie, przypusémy ze
(1—p)e u+ pe ™P_a =1 (2.37)

dla pewnych @ € H*(RY) i p € [0, 1]. Poniewaz % = 1, + s dla pewnych 4; € X_
iy € X, NHYRY) oraz P_u = @ , wiec z (2.37) wynika, ze

eitA’ljll + (1 — /L)eitA"ELQ = U1 + Us.

Korzystajac z faktu, ze e *Au; C X_ oraz (1 —pu)e Ay, C X, oraz jednoznacznodci

tA —tA

rozktadu wnosimy, ze e "*u; = u; oraz (1 — p)e "*uy = uy. Z pierwszej rownosci

wynika natychmiast, ze 4; = 0, gdyz Ker(e 7 — I) = KerA (patrz wniosek 5.8.2).
W przypadku, gdy © = 0 lub u = 1, druga réwnos¢ implikuje wy = 0. Jezeli
1

——). Poniewaz (patrz Dodatek, twierdzenie

natomiast u € (0,1), to ug € Ker<e—tA_ <

5.8.1)

Ker(e‘tA — L]) = Ker(lln L ]—l—A),
1—p t 1—p
wiec stad wynika, ze istnieje A\ < 0 taka, ze Auy = Aup. Stad wnioskujemy, ze
uy =0, gdyz o(Alx,) = o(A)N(0,+00). To dowodzi (2.37).
Zatem O, jest dopuszczalng homotopig w teorii indeksu punktow statych dla
klasy odwzorowan ostatecznie zwartych. Na mocy wlasnosci homotopijnej niezmien-

niczosci indeksu punktow statych oraz wlasnosci obcinania (patrz Dodatek, str. 120)

indeksu punktow statych dla odwzorowan zwartych!, otrzymujemy dla R > 0,

Ind,.(e ™™ By (0, R)) = Indps(e™™P_, By (0, R))
= Indpg(e "™ x-) By (0, R) N X_).

Poniewaz zbior o(A|x ) C (—o00,0) sktada sie z izolowanych warto$ci wlasnych

o skoriczonej krotnosci, wiec
Indyg(e A B (0,R) N X_) = (-1)™,

co konczy dowdd twierdzenia. O

'Patrz uwaga 5.9.3.
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2.4 Indeks punktéw stalych operatora przesuniecia

dla réwnan nieliniowych

PrzejdZzmy teraz do wyznaczenia indeksu punktéw stalych operatora przesuniecia

wzdhuz trajektorii stowarzyszonego z autonomicznym réwnaniem

%(z,t) = Au(x,t) + f(x,u(x,t)), z € RY ¢ >0,

u(-,t) € HY(RN), ¢t >0,

(2.38)

gdzie f : RY x R — R jest odwzorowaniem spetniajacym dla wszystkich u,v € R

i p.w. x € RY, nastepujace warunki:
f(-,0) jest mierzalna oraz |f(x,0)| < mo(z), (2.39)
dla pewnego mg € L*(RY),
[f(z,u) = flz,0)] < U(z)|u— vl (2.40)
gdzie | == ly + loo, lp € LP(RY), p jest jak w warunku (3), I, € L=(RY) oraz
(f(z,u) = fz,0))(u—v) < —alu —v|* + b(z)|u — v, (2.41)
dla pewnych a > 01 b € LP(RY).

Twierdzenie 2.4.1. Zatézmy, ze f: RY x R — R spetnia warunki (2.39), (2.40)
i (2.41) oraz niech ®; : H'(RY) — HY(RY), t > 0, bedzie operatorem przesuniecia
wzdtuz trajektorii stowarzyszonym z réwnaniem (2.38)1.

(i) Przypusémy, ze dla p.w. v € RY

lim f(z,u) = w(z) = wo(x) — weo (), (2.42)

|u|—o0 u

gdzie wy € LP(RY), wy € L®¥(RY) 1 weo(z) > 0o dla pow. x € RY oraz pewnej
liczby rzeczywistej oo > 0. Zaldzmy rowniez, ze Ker(A + w) = {0}. Wowczas

istnieje Ry > 0 takie, ze rownanie
—Au(z) = f(z,u(x)), z € R, (2.43)

nie posiada rozwigzan u € H'(RYN) o tej wlasnosci, ze ||ul|mn > Ry oraz istnieje
t > 0 takie, ze dla wszystkich t € (0,t] oraz u € OBy (0, Ry), ®.(u) # u. Ponadto,
dla wszystkich t € (0,1],

Ind,(®;, By (0, Ro)) = (—1)™),

! Zauwazmy, ze na mocy uwagi 1.4.6, ®; jest poprawnie okreslony.
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gdzie m(o0) jest liczbg dodatnich wartosci wtasnych operatora A + w liczong wraz
z krotnosciams.
(ii) Przypusémy, ze dla p.w. x € RN

T,u

u—0 u

= a(z) := ap(r) — ax(z), (2.44)

gdzie ag € LP(RY), as € L®¥(RY) i ag(r) > Go dla pow. x € RN oraz pewnej
liczby rzeczywistej ao > 0. Zatdzmy rowniez, ze Ker(A + «) = {0}. Wowczas
istnieje o > 0 takie, ze réwnanie (2.43) nie posiada rozwigzan v € HY(RN) o tej
wtasnosci, ze 0 < ||lul|gr < 1o oraz istnieje t > 0 takie, ze dla wszystkich t € (0,1]
oraz 4 € OBg1(0,10), ®,(u) # 4. Ponadto, dla wszystkich t € (0,1,

Induc(¢t7 BH1 (07 TO)) = (_1)m(0)7

gdzie m(0) jest liczbg dodatnich wartosci wtasnych operatora A + « liczong wraz

2 krotnoSciams.

W dowodzie wykorzystamy nastepujacy fakt, ktory ze wzgledu na pozniejsze

zastosowanie, sformutujemy w ogolniejszej, nieautonomicznej wersji.

Stwierdzenie 2.4.2. Zalézmy, ze odwzorowania f, : [0,+00) x RY x R — R,
n > 0 spetniajg zatozenia: (1.17) dla pewnego T > 0, (1.18) ze wspdlng my, (1.19)
ze wspdlng | oraz (1.20) ze wspdlnymi a i b, f,(t,z,u) — fo(t,z,u), gdy n — 400
dla wszystkich t > 0, u € R i x € RY oraz dlat > 0, f,(t,-,0) — fo(t,-,0)
w L2(RY), gdy n — +oo. Wowczas, dla dowolnego ograniczonego ciggu (i) w
HY(RY), ciggu (\,) w (0,+00) takiego, ze N, — 0T, gdy n — +oo oraz ciggu

rozwigzan u, : [0, +00) — HY(RN) zagadnienia

% = Au+ fo(t/ A, z,u), 2 € RN £ >0,

u(z,0) = u(z, \,T) = 1, (), v € RV,
istnieje podciag (iy,) ciggu (i,) zbiezny w HY(RY) do pewnego g € H*(RY) beda-
cego stabym rozwigzaniem réwnania

~

Au(z) + folz,u(z)) =0, xRN

Ponadto, u,, (t) = o w H*(RY), gdy k — +o0, jednostajnie wzgledem t nalezqcych

do zwartych podzbioréw przedziatu [0, 4+00).

Dowodd. Dla n > 0 definiujemy odwzorowania F,, : [0, +00) x H'(RY) — L*(RY)
ktadac [F,(t,u)|(z) := fu(t,z,u(z)). Wowczas, dla n > 1, funkcje u, : [0,4+00) —



58 Rozdziat 2. Operator przesuniecia wzdtuz trajektorii

H'(RY) sa rozwigzaniami zagadnienia

{u@):—Aqu+FMU&”mu@,t>Q
Un(0) = uy (AT = 1y,

w ktorym Au := —Au dla u € D(A) := H*(R"). Korzystajac z twierdzenia 1.4.4
otrzymujemy istnienie stalej C' > 0 takiej, ze dla wszystkich t > 0, u € H'(R")
in>1

IFn(t, u)llze < C(1+ |uflm).

Zatem, na mocy lematu 1.1.7 stwierdzamy, ze ||u,(t)||z: < R dla wszystkich ¢t > 0,
n > 1 oraz pewnej statej R > 0. Ustalmy dowolne M > 0. Dlan > 1 wezmy k, € N
takie, ze k,\, T > M. 7Z lematu 2.1.2, dla wszystkich m > 11in > 1 mamy,

(1 - Xm)anH%? = |I(1 - 9(17%)urz(k7z>‘7LT)H%2 < RPe20knAnT 4 Q< R*e M 4 O,

gdzie ,, jest funkcja charakterystyczna kuli B(0,m) w RY oraz a,, — 0T, gdy
m — +oo. 7Z dowolnosci M > 0 wnioskujemy, ze ||(1 — Xom)Un|/z2 < /oo, dla
wszystkich m,n > 1. Dalej, z twierdzenia Rellicha-Kondraszowa, dla dowolnego
m > 1, zbior {Xmin},, jest relatywnie zwarty w L*(RY), zatem {i,}n>1 jest
relatywnie zwarty w L2(RY), a poniewaz (i, ) jest ograniczony w H(RY), wiec sto-
sujac twierdzenie Eberleina—émuliana, otrzymujemy istnienie podciagu (u,,) ciagu
(@,) zbieznego w L*(RY) do pewnego ug € H*(RY). A zatem, 7z twierdzenia 1.3.1,
Up, (1) — U(t) w HY(RY), gdy k — +o00, jednostajnie wzgledem ¢ nalezacych do
zwartych podzbioréw przedziatu (0, +00), gdzie 4 : [0, +00) — H(RY) jest rozwia-
zaniem réwnania
a(t) = —Au(t) + Fo(u), t > 0,

w ktorym Fo : H(RY) — L2(RY) jest zadane wzorem

~ 1 [T
Fo(u) := T/o Fo(t,u)dt dla u € H(R").

Z uwagi 1.4.10 mamy, dla u € H*(RY) i p.w. x € RV,

A~

[Fo(w)](z) = folz, u(z)).
Zatem, dla dowolnego t > 0, ktadac k, := [t/\,T], n > 1 mamy
Uy, = Un,, (0) = Up, (koA T) — 0(t) w HY(RY), gdy k — +oo.

W konsekwencji, u,, — 4y w HY(RY), @(t) = u(0) = g oraz u,, (t) — Uy, gdy
k — 400, jednostajnie wzgledem ¢ ze zwartych podzbiorow [0, +o0), co konczy
dowdd. O
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Dow6d twierdzenia 2.4.1. (i) Pokazemy najpierw, ze istnieje stala Ry > 0 taka,

ze zagadnienie
0=Au+(1—p)f(x,u)+ pw(z)u, € RN, uelo,1], (2.45)

nie posiada rozwiazan w H*(RY)\ By (0, Ry). Bedziemy rozumowaé przez sprzecz-
no$¢. A wiec przypusémy, ze nie jest to prawda. Wowczas istnieja ciag (u,) w [0, 1]
oraz ciag rozwiazan @,, n > 1, rownania (2.45) 7 p = p, taki, ze ||u,|m — +oo,
gdy n — +oo. Polézmy p, := 1 + |G|z 1 niech v, := 4, /p,. Z definicji ciagu
(pn) widzimy, ze p, — 400, gdy n — +oo. Wowczas dla kazdego n > 1, 0, jest
rozwiazaniem

0=Av+ fuo(z,v), 2 € RY,

gdzie, dla n > 1, funkcje f,, : RY x R — R sg okreslone wzorem
Fal,0) 1= (1= ) pit F (2, put) + o (), © € RV, v € R.

Poniewaz, dla n > 1, f, spelniaja zalozenia (2.39), (2.40) i (2.41)" ze wspolnymi

mo, [, a i b, niezaleznymi od n, oraz na mocy (2.42),
fulz,v) = w(z)v, gdy n — +oo dla wszystkich v € R i p.w. z € RY

i fu(-,0) — 0w L2(RY), gdy n — +o0, wiec ze stwierdzenia 2.4.2 wnosimy, ze
ciag (,) posiada podciag zbiezny do pewnego vy € H'(RY) bedacego rozwigzaniem
réwnania

0=Av+w(x)v, v € RY (2.46)

i takiego, ze vy # 0, gdyz z definicji ciagu (v,) wida¢, ze ||, || — 1, gdy n — +o0.
To przeczy zalozeniu Ker(A+w) = {0}, tym samym dowodzac, ze (2.45) nie posiada
rozwigzan poza pewna kula Byi(0, Ry).

Rozwazmy teraz réwnanie
— =Au+ (1 —p)f(z,u) + pw(@)u, r € RN, t >0, (2.47)

w ktorym p € [0,1] jest parametrem. Niech ¥, : HY(RY) x [0,1] — HY(RY),
t > 0 bedzie operatorem przesuniecia wzdtuz trajektorii zwigzanym z powyzszym

rownaniem. Udowodnimy, ze istnieje ¢ > 0 takie, ze

W, (u, ) #u dla wszystkich ¢t € (0,t], p€[0,1]ia € dBm(0,Ry).  (2.48)

1 Zauwazmy, ze warunki (2.39), (2.40) i (2.41) sa autonomiczna wersja zalozeri, odpowiednio,
(1.18), (1.19) i (1.20).
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Przypusémy, ze nie jest to prawda. Wowcezas istnieja ciagi (¢,) w (0, +00), (u,)
w 0Bg1(0, Ro) i (un) w [0, 1] takie, ze t, — 07, gdy n — +oo oraz

W, (Up, ftn) = Uy, dlan > 1.

7. powyzszej rownosci wynika, ze dla kazdego n > 1, istnieje rozwigzanie u, :

[0, +00) — HY(RY) zagadnienia

% = Au+ fo(z,u), v € RY,

u(z,0) = u(z, \,) = U, (), € RY,
w ktorym, dla n > 1, funkcje f, : RY x R — R, sa zadane wzorem
Ful ) = (1= i) f(2,0) + o), 7 € RV, u € R

oraz A, := t,. Zauwazmy, ze dla n > 1, f, spelniaja zalozenia (2.39), (2.40) i (2.41)
ze wspOlnymi myg, [, a i b, niezaleznymi od n. Bez zmniejszenia ogolnosci rozwazan
mozemy zatozyé¢, ze p, — o, gdy n — 400 dla pewnego ug € [0,1] i mamy dla
reRYiueR,

folz,u) = (1 — po) f(x,u) + pow(x)u, gdy n — +oo,

Jn(0) = (1 — po)f(-,0) w L*(RY), oraz A\, — 07, gdy n — +oo. Zatem ze
stwierdzenia 2.4.2 wynika, ze (@,) posiada podciag, ktory ponownie oznaczamy przez

(@,) taki, ze 4, — uo w HY(RY), gdzie @iy € H*(RY) jest rozwiazaniem
0=Au+ (1 — o) f(w,u) + pow(x)u, v € RY

oraz u,(t) — iy w HY(RY), gdy n — +o0, jednostajnie wzgledem t ze zwartych
podzbiorow [0, +00). Jest to sprzeczne z faktem, ze (2.45) nie posiada rozwiazan
w HY(RM) \ By1(0, Ry), tym samym dowodzac (2.48).

Korzystajac z twierdzenia 2.2.4 (iii) stwierdzamy, ze homotopia ¥, jest dopusz-
czalna w sensie teorii indeksu punktéow statych dla odwzorowan ostatecznie zwartych.
Dlatego wtasnos¢ homotopijnej niezmienniczosci indeksu punktow stalych implikuje,
dla wszystkich ¢ € (0, 1],

Ind,o(®4, B (0, Ro)) = Indye(P4(+,0), By1(0, Ry)) = Indye (W4 (-, 1), B (0, Ry))
= Indy.(e 7=, By (0, Ry)), (2.49)

gdzie A, := A — By + B, A := —A oraz operatory By : D(By) — L*RY)
z D(By) := H'(RY) i By, : L*(RY) — L?*(RY) sa zadane wzorem Byu := wju,
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i € {0,00}. Stosujac uwage 2.3.1 i twierdzenie 2.3.4' widzimy, ze
Induc<€7tAooa BHl (07 RU)) = (_1)771(00)’

co razem z (2.49) koriczy dowod (i).

(ii) Wykazemy najpierw, ze istnieje 1o > 0 takie, ze rownanie
0= Au+ (1 p)f(z,u) + pa(z)u, = € RY, € [0,1), (2.50)

nie posiada rozwiazan w Dy1(0,70) \ {0}. Bedziemy rozumowaé przez sprzecznosc.
Przypu$¢émy, ze nie jest to prawda. Wowczas ze istnieja ciag (u,) w [0,1] i ciag
Up @ [0,400) — HYRYN), n > 1 rozwigzan (2.50) z pu := u, taki, ze ||t,||gn — 0"
gdy n — 400 oraz |[t,|| g # 0, n > 1. Potozmy p,, := ||t,||g:. Wowezas, dlan > 1

funkcje v, := u,/p, sa rozwiagzaniami r6wnania
0=Av+ fo(z,v), 2 € RY,
gdzie, dla n > 1, funkcje f,, : RV x R — R sg okreslone wzorem
fu(z,0) == (1 — )5t f (2, ppv) + pne(z)v, © € RN v € R.

Poniewaz, dla n > 1, f,, spelniaja zalozenia (2.39), (2.40) i (2.41) ze wspolnymi my,

[, a i b, niezaleznymi od n, oraz na mocy (2.44),
fulz,v) = a(z)v, gdy n — +oo dla wszystkich v € Rip.w. 2 € RY

i fu(-,0) = 0w L}RY), gdy n — +oo, wiec ze stwierdzenia 2.4.2 oraz faktu,
ze ||Un]|lgn = 1 dla n > 1, wnioskujemy, ze ciag (v,) posiada podciag zbiezny do

pewnego niezerowego rozwiazania réwnania
_ N
0= Av+a(x)v, z € RY,

co jest sprzeczne z zalozeniem Ker(A + a) = {0}. Zatem istnieje 7o > 0 takie, ze
(2.50) nie posiada rozwiazan v € H'(R"Y) o tej wlasnosci, ze 0 < [Jul| g < 0.

Rozwazmy teraz réwnanie

— = Au+ (1 —p)f(z,u) + po(z)u, z € RN, ¢ >0, (2.51)

!Poniewaz w uwadze 2.3.1 Vj i V., s3 dowolne, a wq i weo spelniajag doktadnie te same zatozenia,

mozemy skorzystaé¢ z twierdzenia 2.3.4.
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w ktorym pu € [0,1] jest parametrem. Niech ¥, : HY(RM) x [0,1] — HYRY),
t > 0 bedzie operatorem przesuniecia wzdtuz trajektorii zwigzanym z powyzszym

rownaniem. Udowodnimy, ze istnieje ¢ > 0 takie, ze
W, (u,pn) #u dla wszystkich ¢ € (0,t], p€[0,1]ia € 0By(0,19).  (2.52)

Przypu$émy, ze nie jest to prawda. Wowcezas istnieja ciagi (t,) w (0, +00), (@)
w 0Bp1(0,79) 1 (pn) w [0, 1] takie, ze ¢, — 0% gdy n — +oo oraz

W, (Up, i) = Uy, dlan > 1.

7 powyzszej rownosci wynika, ze dla kazdego n > 1, istnieje t,-okresowe rozwigzanie
Uy, : [0, +00) — H(RY) zagadnienia

% = Au+ fo(z,u), v € RY,

u(r,0) = u(z, \,) = tn(x), v € RN,

w ktorym, dla n > 1, funkcje f, : RY x R — R, sg zadane wzorem

Ful,w) i= (1= ) fl, ) + poalw)u, @ € RY,u e R
oraz A, := t,. Zauwazmy, ze dla n > 1, f, spelniaja zalozenia (2.39), (2.40) i (2.41)
ze wspOlnymi my, [, a i b, niezaleznymi od n. Bez zmniejszenia ogolnosci rozwazan
mozemy zaltozy¢, ze p, — o, gdy n — 400 dla pewnego ug € [0,1] i mamy dla
reRYiucR,

Fula,w) = (1= 10)f (@, u) + poa(@)u, gdy n — +oc,

fa(-,0) = (1 — po)f(-,0) = 0 w L2(RY), oraz \, — 0%, gdy n — +oo. Zatem
ze stwierdzenia 2.4.2 wynika, ze (u,) posiada podciag, ktory ponownie oznaczamy

przez (uy,) taki, ze @, — o w H'(RY), gdzie 4y € H*(RY) jest rozwiazaniem
0= Au+ (1 — o) f(w,u) + poa(x)u, x € RY

oraz u,(t) — iy w H'(RY), gdy n — +oo, jednostajnie wzgledem ¢ ze zwartych
podzbiorow [0, 4+00). Jest to sprzeczne z faktem, ze (2.50) nie posiada rozwigzan
w Dg1(0,79) \ {0}, tym samym dowodzac (2.52).

Korzystajac z twierdzenia 2.2.4 (iii) stwierdzamy, ze homotopia ¥; jest dopusz-
czalna w sensie teorii indeksu punktéw stalych dla odwzorowan ostatecznie zwartych.
Dlatego wlasnos¢ homotopijnej niezmienniczosci indeksu punktow stalych implikuje,
dla wszystkich ¢ € (0, ],

Induc(@t, BHI (0, 7’0)) = Induc(\I’t(~, 0), BHI (0, 7’0)) = Induc(\Ilt(', 1), BHI (0, T()))
= Indyc(e™™, By1(0,70)), (2.53)



2.4. Indeks punktow statych operatora przesuniecia dla rownan nieliniowych — 63

gdzie Ag ;== A — Cy + C., A := —A oraz operatory Cy : D(Cy) — L?*(RY)
z D(Cy) := H'(RY) i C, : L*(RY) — L2(RY) sa zadane wzorem Cyu = asu,
i € {0,00}!. Stosujac uwage 2.3.1 i twierdzenie 2.3.4 widzimy, ze

Ind,e(e™°, By (0,70)) = (—1)™),
co razem 7 (2.53) konczy dowod. O

Zastepujac kule By (0, Ry) dowolnym, otwartym i ograniczonym zbiorem w H*(RY)
i adaptujac argumenty uzyte w dowodzie (2.48) wnioskujemy, ze ma miejsce naste-

pujacy fakt.

Whiosek 2.4.3. Niech U C H'(RY) bedzie zbiorem otwartym i ograniczonym oraz
niech ®; : H'(RY) — H'(RY), t > 0, bedzie operatorem przesuniecia wzdtuz trajek-
torii dla

i(t) = —Au(t) + F(u(t)), t > 0,

gdzie Au == —Au dla uw € D(A) := H*(RY), za§ F : H'(RY) — L2(RY) jest
operatorem Niemyckiego wyznaczonym przez odwzorowanie f, ktore spetnia warunki
(2.39), (2.40) i (2.41). Wowczas, jezeli —Au + F(u) # 0 dla wszystkich u € OU, to
istnieje t > 0 takie, ze dla wszystkich t € (0,t] i u € OU, ®4(u) # u.

Uwaga 2.4.4. 7 powyzszego wniosku wynika, ze mozna zdefiniowaé stopienn topo-
logiczny pary (A, F) (lub odwzorowania —A + F) kladac
Deg((A,F),U) = Deg(—A + F,U) := lim Ind,.(®¢,U). (2.54)

t—0t+

Mozna wykaza¢, ze liczba zdefiniowana wzorem (2.54) jest poprawnie okreslona (in-
deksy Ind,.(®, U) stabilizuja sie dla matych t) oraz spelnia standardowe whasnosci

stopnia topologicznego (patrz [16], [17], [20]).

!Poniewaz w uwadze 2.3.1 Vj i Vi, s3 dowolne, a aq i ao spelniajg dokladnie te same zatozenia,

mozemy skorzystaé¢ z twierdzenia 2.3.4.






Rozdzial 3

Rozwigzania okresowe - przypadek

nierezonansowy

Rozdzial ten poswiecowy jest istnieniu 7T-okresowych rozwiazan nieautonomicznych réwnan

rozniczkowych czastkowych postaci

0
8—1;:Au+f(t,x,u), zeRY, t>0,

gdzie f jest odwzorowaniem asymptotycznie liniowym i dysypatywnym. Stosujac metode
oszacowan reszt rozwiazarn oraz metode usredniania dowodze, ze z rozwiazan stacjonar-
nych zagadnienia —Au = J?(x,u), r € RY, emanuja galezie rozwiazani A\T-okresowych

zagadnienia

881: = Au+ f(t/\z,u), zeRY, t>0,

gdzie A € (0,1] jest parametrem. Pozwala to na otrzymanie wzoru indeksowego wyraza-
jacego indeks punktéw stalych operatora przesuniecia wzdtuz trajektorii dla wyjsciowego
réwnania wzgledem kul w przestrzeni H'(R"Y) o dostatecznie duzym promieniu przy po-
mocy indeksu punktéw stalych operatora przesuniecia wzdtuz trajektorii stowarzyszonego
z usrednionym réwnaniem automomicznym. Moje rozwazania dotycza przypadku braku
rezonansu w 0 i co. Z technicznego punktu widzenia zalozenie to pozwala na zastosowanie
metody kontynuacji wzdhuz parametru A i wyznaczenie indeksu punktéw statych operatora
przesuniecia dla réwnania usrednionego. Otrzymany wzér indeksowy stosuje do uzyskania

rozwiazan T-okresowych.

65
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3.1 Nierezonansowa zasada usredniania dla indeksu

Rozwazmy rodzine nieautonomicznych réwnan parabolicznych postaci

t
%(z,t) = Au(z,t)+ f (X,x,u(x,t)), t>0,A>0 zeRY,

u(-,t) € HY(RY), ¢t > 0,

(3.1)

gdzie A > 0 jest parametrem, za$ f : [0,+00) x RY x R — R jest odwzorowaniem
spetniajacym zalozenia (1.17), (1.18), (1.19) i (1.20). Zajmiemy si¢ teraz zalezno-
Scig pomiedzy indeksami punktow statych operatora przesuniecia wzdtuz trajektorii
stowarzyszonego z (3.1) oraz operatora przesuniecia wzdluz trajektorii zwigzanego

z autonomicznym réwnaniem

%(x,t) = Au(z,t) + f(m,u(m,t)), t>0,rcRY,

u(-,t) € HY(RN), ¢t >0,

(3.2)

gdzie f: RY x R — R jest odzworowaniem zdefiniowanym wzorem
fA(xu /ft:cu)dtxeRN € R.

Twierdzenie 3.1.1. Niech U C HY(RY) bedzie zbiorem otwartym i ograniczonym
oraz niech ® : HY(RY) — HY(RVY) i &, : H'(RY) — H'(RY), ¢t > 0 bedg ope-
ratorami przesuniecia wzdtuz trajektorii (o czas t) stowarzyszonymi z réwnaniami,
odpowiednio (3.1) i (3.2). Zatdzmy ponadto, Ze réwnanie

~

{— u(x) = flz,u(z)), = € RY,
Ny,

. (3.3)

nie posiada rozwigzan w OU. Wdowczas istnieje A\g > 0 taka, Ze dla wszystkich
A€ (0,\] iuedU, <I>E\/¥( ) # U, ®rr() # U oraz
Ind,o(®), U) = Indyo (@1, U).
Dowé6d. Okreslmy £ : [0, +00) x RY x R x [0,1] — R wzorem
h(t,x,u, p) :== (1 —p)f(t,z,u) + ,uf(x,u), t>0,z c RY ueR, puel01]

Wowezas, dla p € [0,1], h(-,-, -, p) spelnia warunki (1.17), (1.18), (1.19) i (1.20)
z My, [, a i b, niezaleznymi od p. Zdefiniujmy operator A : D(A) — L*(RY) ktadac
Au = —Au dla u € D(A) := H*(R") i niech H : [0, +00) x H{(RY) x [0,1] —

L*(RY) bedzie dane wzorem

[H(t,u, )] (x) := h(t,z,u(z),p) dla p.w. z € RY
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oraz dowolnych ¢ > 0, u € HY(R") i u € [0, 1]. Dla parametru A > 0 rozwazmy
w(t) = —Au(t) + H(t/ A u(t), p), t >0, (3.4)

oraz niech ¥V : HY(RY) x [0,1] — H'(RY) bedzie, zaleinym od parametru, ope-

ratorem przesuniecia wzdluz trajektorii dla tego zagadnienia danym wzorem
UM (@, ) = ult),

gdzie u : [0,4+00) — HY(RY) jest rozwigzaniem (3.4) z warunkiem poczatkowym
u(0) = @. Niech F : [0,400) x H(RY) — L2(RY) i F : HY(RY) — L2(RY) beda
operatorami Niemyckiego wyznaczonymi odpowiednio przez f i j/‘"\ Zauwazmy, ze

dla p =0, (3.4) przyjmuje postaé
u(t) = —Au(t) + F(t/A\u(t)), t >0,
i mamy @~ = ¥V (. 0). Podobnie, dla i = 1 réwnanie (3.4) jest postaci

u(t) = —Au(t) + F(u(t)), t >0,

oraz operator </I\>t = \119)(-, 1) nie zalezy od parametru A.

Pokazemy, ze istnieje Ao > 0 taka, ze dla wszystkich A € (0, Ao],
OO, p) £u dla @edU, pel01]. (3.5)

Przypus$émy, ze nie jest to prawda. Wowczas istnieja ciagi (a,) w OU, (u,) w [0, 1]
i ciag (\,) w (0, +00) takie, ze \, = 0", gdy n — oo oraz

\II(A’:L’%F)(@”,MH) =u, da n>1.

To oznacza, ze dla kazdego n > 1 istnieje \,,T-okresowe rozwiazanie u, : [0, +00) —
H'(RY) problemu (3.4) z A := \,,, y := pu, oraz warunkiem poczatkowym u,(0) :=
u,. Korzystajac ze stwierdzenia 2.4.2, bez zmniejszenia ogélnosci rozwazan mozemy
zalozyé, ze i, — iy w H'(RY). Stad @y € OU N D(A) oraz 0 = —Adiy + F (), co
przeczy zatozeniu. To dowodzi istnienia Ay > 0 takiej, ze dla wszystkich A € (0, Ao],
zachodzi (3.5).

Dalej, na mocy twierdzenia 2.2.4 (iii) wnioskujemy, ze dla wszystkich A\ € (0, \g],
lIlg\’\T) jest dopuszczalng homotopig w sensie teorii indeksu punktow statych dla klasy
odzworowan ostatecznie zwartych. To pozwala na wykorzystanie wtasnosci homoto-
pijnej niezmienniczosci indeksu punktow statych i w konsekwencji na stwierdzenie,
z7e

Ind,e(®), U) = Indye (TL)(-,0), U) = Ind (T, 1), U) = Indye (@7, U),

co konczy dowdd. O]
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Bezposrednio ptynacym wnioskiem z powyzszego twierdzenia jest nastepujaca

zasada konlynuacji.

Whiosek 3.1.2. Niech U C HY(RY) bedzie zbiorem otwartym, ograniczonym i ta-
kim, ze réwnanie (3.3) nie posiada rozwigzarn w OU oraz zaldzmy, zZe dla dowolnego

A € (0,1) zagadnienie

0
8—1;(:1:,15) = Mu(z,t) + Nf(t, 2z, u(x,t), s € RN, t >0,

u(-,t) € HY(RN), t >0 (3.6)
u(z,0) = u(z,T), v € RY,

nie posiada rozwigzan u : [0, +00) — HY(RY) zaczynajgcych sie w OU. Wowczas

Ind,(®r,U) = lim Ind,.(®;, U),

gdzie ®7 : HY(RY) — HY(RY) jest operatorem przesuniecia wzdtuz trajektorii zwiq-

2aNYym 2 rownaniem

%(m,t) = Au(x,t) + f(t,z,u(z, 1)), x € RY ¢ >0,

u(-,t) € HY(RYN), t > 0.

(3.7)

Dowéd. Niech Ay > 0 bedzie takie, jak w tezie twierdzenia 3.1.1. Poniewaz rowna-

nie (3.6), nie posiada rozwiazan zaczynajacych sie w OU wnosimy, ze
&) (1) # u dla w € OU, A € (0,1).

Co wiecej, korzystajac z twierdzenia 2.2.4 (iii) wnioskujemy, ze @E\’\T) jest odwzorowa-
niem dopuszczalnym w teorii indeksu punktow stalych dla odwzorowan ostatecznie
zwartych. Zatem na mocy wlasnosci homotopijnej niezmienniczosci indeksu punk-

tow stalych, dla dowolnego A € (0, 1], otrzymujemy
Ind,e(®7,U) = Indye (DY, U) = Ind,e(®4, U) = Ind, (D), U),

gdzie <f>(TA ) jest operatorem przesuniecia wzdluz trajektorii dla réownania parabo-
licznego (3.6) z parametrem A'. Na mocy twierdzenia 3.1.1 otrzymujemy zadana
teze. O

1 Zauwazmy, ze dla dowolnego A > 0, funkcja u : [0, +00) — H'(RY) jest rozwigzaniem réwnania
(3.1) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja v : [0,+00) — H'(RY) dana wzorem v(t) := u(\t) jest
rozwigzaniem (3.6). Zatem, dla dowolnego A\ > 0, ;I;(TA ) = 4’(&) Ciagloé¢ odwzorowania H'(RY) x
[Ao,1] 2 (@, A) — :I;g,?‘)(ﬂ) wynika bezposrednio z uwagi 2.2.3. Z twierdzenia 2.2.4 (iii) wynika, ze
odwzorowanie H'(RY) x [Ao, 1] > (@, \) @&)‘T) (1) jest ostatecznie zwarte, wiec w konsekwencji

HYRN) x [Ao, 1] 2 (4, ) — &v)(TA)(ﬂ) jest ostatecznie zwarte.
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3.2 Weryfikacja warunkoéw a prior:

Z twierdzenia 3.1.1 wynika, ze z punktéw réwnowagi rownania usrednionego (3.2)
o nietrywialnym indeksie topologicznym emanuja rozwiazania okresowe rownan (3.1),
za$ warunki typu a priori daja mozliwosé sledzenia gatezi tych rozwiazan i pozwalaja
na uzyskanie T-okresowego rozwigzania dla rownania (3.7). Zajmiemy sie teraz, przy
wykorzystaniu metody linearyzacji, weryfikacja wspomnianych warunkoéw a prior:

dotyczacych zagadnienia (3.6).

Twierdzenie 3.2.1. Niech f : [0, +00) x RY x R — R bedzie odwzorowaniem spel-
niajgeym warunki (1.17), (1.18), (1.19) i (1.20).
(i) Zatozmy, ze zachodzi (8) (patrz str. 9), Ker (A + &) = {0} oraz Ze réwnanie
liniowe
ou

a(m,t) = Mu(z,t) + o(t, v)u(z,t), v € RN, ¢ >0,

3.8
u(-,t) € HY(RY), t >0, (38)

nie posiada niezerowych, T-okresowych rozwigzan dla A € (0,1]. Wowczas
istnieje stata R > 0 taka, Ze dla wszystkich A € (0,1] zagadnienie (3.6) nie
posiada T-okresowych rozwigzan u : [0,4+00) — HY(RYN) o tej wltasnosci, ze
[u(0)[| 1 > R.

(i) Zatozmy, ze zachodzi (7) (patrz str. 9), Ker (A + a) = {0} oraz Ze rédwnanie
liniowe
ou

E@’t) = Mu(z,t) + a(t, 2)u(z,t), v € RN ¢ >0,

3.9
u(-,t) € HY(RY), t >0, (39

nie posiada niezerowych, T-okresowych rozwigzan. Wowczas istnieje stata r >
0 taka, ze dla wszystkich A € (0, 1] zagadnienie (3.6) nie posiada T'-okresowych

rozwigzari u : [0, +00) — HY(RYN) o tej wlasnosci, ze 0 < ||u(0)||m < 7.

Dowod. (i) Zalozmy, ze teza nie jest prawdziwa. To oznacza, ze istnieja ciag (\,)
w (0, 1) oraz T-okresowe rozwiazania u,, : [0, +o0) — H'(RY), n > 1, réwnania

0

a—:; = M Au+ N\ f(t,z,u), € RY ¢ >0,
o tej wlasnosci, ze ||u,(0)|| g1 — +o00, gdy n — +o0. Polézmy p,, := 1 + ||u,,(0)| g
oraz niech z,(t) = wu,(t)/p,. Wowczas, dla kazdego n > 1, funkcja z, jest T-

okresowym rozwigzaniem

0
8—; = MDAz + Mop f(t 2, prz), 2 € RNt >0, (3.10)
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Co wigcej, dla kazdego n > 1, funkcja v, : [0,4+00) — H'(RY) dana wzorem
Un(t) := 2,(t/An) jest rozwiazaniem zagadnienia
ov

E:Av—l—p;lf(t/)\n,x,pnv),xG]RN,t>0. (3.11)

Z definicji ciagu (p,) widzimy, ze p, — +oo gdy n — 400 i zauwazmy, ze dla
n > 1, |z.(0)]|gr = [|[vn(0)]|gr # 0 oraz ||v,(0)||g: — 1, gdy n — +oo. Okreslmy
Gn 1 [0,+00) x RY x R — R ktadac g,(¢,7,v) := p, f(t/ n, T, puv), n > 1, > 0,
r € RY, v € R. Poniewaz funkcje g,, n > 1 spelniaja zalozenia (1.18) ze wspdlna
funkcja mg i (1.19) ze wspolna funkcja ! oraz {v,,(0) },>1 jest ograniczony, korzystajac
z twierdzenia 1.4.4 i lematu 1.1.7, otrzymujemy istnienie stalej Ry > 0 takiej, ze
|vn(£)||gr < Ro dla wszystkich n > 11¢>0. Niech M > 0 bedzie dowolna, lecz
ustalong liczba oraz, dla dowolnego n > 1, wezmy liczbe catkowita k, > 1 taka, ze
kn AT > M. Wowcezas, na mocy lematu 2.1.2 wnosimy, ze dla wszystkich m > 1
in>1,

(1 — Xm)vn(O)H%? = [|(1—- Xm)vn(kn/\nT)H%Q < R(Q)e_Qak"/\nT + o, < R(Q)G_QQM +

gdzie ciag (a,,) jest zbiezny do 0, gdy m — 400, zas x,, jest funkcja charaktery-
styczna kuli B(0,m). Z dowolnosci M > 0 wnioskujemy, ze ||(1 — Xpm)vn(0)]|z2 <
Van, dla wszystkich m,n > 1. Dalej, z twiedzenia Rellicha-Kondraszowa wynika,
ze dla dowolnego m > 1, zbior {x;nv,(0)},>1 jest relatywnie zwarty w L?(RY).
W konsekwencji, taczac powyzsze fakty, {v,(0)},>1 jest relatywnie zwarty w L(RY).
Co wiecej, jako ciag ograniczony w H'(RY), na mocy twierdzenia Eberleina-Smuliana,
(v,(0)) posiada podciag stabo zbiezny do pewnego vy € H*(RY). A zatem mozemy
zatozy¢, ze v,(0) — o w L2(RY), gdy n — +o00. Bez zmniejszenia ogolnosci rozwa-
zan mozemy zalozyé, ze A, — \g gdy n — +oo dla pewnego A\ € [0, 1].

Zalozmy najpierw, ze Ao € (0,1]. Niech funkcje f, : [0,4+00) x RY x R — R,

n > 1 beda okreslone wzorem
fult,z,2) == p, f(t, 7, puz) dla wszystkich t >0, » € RY, z € R.
Wowcezas, z (8) iz (1.18) wynika, ze

lim f,(t,z,2) =w(t,z)zdlat >0, z€ Ripw. v €RY

n—-4o00
oraz || fu(t, -, 0)l|z2 = pi I (£, -, 0)l[z2 < p*lImollz2 — 0, gdy n — 4o00. To oznacza,
ze stosujac twierdzenie 1.4.8 do (3.10), mamy 2, () — 20(t) gdy n — +oco w HY(RY),
jednostajnie wzgledem ¢ ze zwartych podzbiorow (0,+00), gdzie z : [0,400) —
H'(RY) jest T-okresowym rozwiazaniem
0z

5% MoAz + Aw(t, x)z.
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W konsekwencji, 2,(T) — 2o(T) w HY(RY), gdy n — +oo. Oczywiscie z,(0) =
zp(T') dla wszystkich n > 0 a poniewaz ||z,(0)|| g2 = [|[vn(0)||z: — 1 gdy n — 400,
wiec stad wnosimy, ze ||z(0)|| g2 = 1. Otrzymujemy zatem istnienie nietrywialnego,

T-okresowego rozwiazania rownania (3.8) z A := Ag. Otrzymana sprzecznosé¢ dowo-

dzi tezy.
Zatozmy teraz, ze \g = 0. Wowczas, z twierdzenia 1.4.9 zastosowanego do za-
gadnienia
% = Av+ fo(t/ M, x,0), 2 € RVt >0,

w ktorym funkcje f,, n > 1, sa okreslone jak w przypadku Ay € (0,1], wynika,
ze v,(t) — 0(t), gdy n — +oo w HYRY), przy czym zbieznoéé ta jest jedno-
stajna wzgledem ¢ nalezacych do zwartych podzbiorow (0, +00), gdzie v : [0, +00) —

H'(RY) jest nietrywialnym rozwigzaniem

0
9 =Av+d(z)v, x € RY ¢t >0.
ot
Zauwazmy, ze dowolnego ¢t > 0 oraz k, := [t/\,T], n > 1, mamy

0, (0) = v, (ko A\ T) — 0(t) w HY(RY), gdy n — +oo0,
a wiec w szczegdlnosci
v,(0) = O(T) w HY(RY), gdy n — 4o0.

Poniewaz ||v,(0)||gr — 1, gdy n — +o0, wiec z powyzszego rozumowania wynika,

7e U = g, ||Uo||gr = 1 oraz, w konsekwencji,
0 = Avp(x) + &(2)vo(z), z € RV,

Zatem Ker(A + ©) # {0}, gdyz ||vo]| g # 0. Otrzymana sprzecznos$é z zalozeniem
koriczy dowod (i).
(ii) Zalozmy, ze teza nie jest prawdziwa. To oznacza, ze istnieja ciag (A\,) w (0,1)

oraz T-okresowe rozwiazania u,, : [0, +00) — H*(RY), n > 1, réwnania

% = M Au+ N f(t,x,u), € RV, £ >0,

takie, ze ||u,(0)]|gx > 0, n > 1, oraz ||u,(0)||gr — 0T gdy n — +oo. Polézmy
P = ||un(0)|| g2 oraz niech z,(t) := u,(t)/pn. Wowcezas, dla kazdego n > 1, funkcja

2z jest T-okresowym rozwigzaniem

0
8—; = MDAz + Mop f(t 2, prz), 2 € RNt >0, (3.12)
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Co wigcej, dla kazdego n > 1, funkcja v, : [0,4+00) — H'(RY) dana wzorem
Un(t) := 2,(t/An) jest rozwiazaniem zagadnienia

%:Av—kpnlf(t/)\n,x,pnv), reRY t>0. (3.13)
Oczywiscie p, — 07, gdy n — +oo i zauwazmy, ze dla n > 1, ||2,(0)||;r =
|0 (0)||gr = 1. Okreslmy g, : [0,+00) x RY x R — R, ktadac g,(t,z,v) :=
p f(t/ An, z, ppv), n > 1, t >0, x € RY, v € R. Poniewaz funkcje g,, n > 1
spelniaja zalozenia (1.18) ze wspolng funkcja mg i (1.19) ze wspolna funkcja [ oraz
{vn(0)},>1 jest ograniczony, korzystajac z twierdzenia 1.4.4 i lematu 1.1.7, otrzy-
mujemy istnienie stalej Ry > 0 takiej, ze [|v,(t)||m: < Ry dla wszystkich n > 1
it>0. Niech M > 0 bedzie dowolng, lecz ustalong liczba oraz, dla dowolnego
n > 1, wezmy liczbe catkowity k, > 1 taka, ze k, A\, T > M. Wowczas, na mocy

lematu 2.1.2 wnosimy, ze dla wszystkich m > 1in > 1,
11 = Xm)va(0) 172 = 11 = X )va (kA D)7 < R4 T+ < R + i,

gdzie ciag (a,,) jest zbiezny do 0, gdy m — 400, zas x,, jest funkcja charaktery-
styczng kuli B(0,m). Z dowolnosci M > 0 wnioskujemy, ze ||(1 — Xpm)vn(0)]|z2 <
V/an, dla wszystkich m,n > 1. Dalej, z twiedzenia Rellicha-Kondraszowa wynika,
ze dla dowolnego m > 1, zbior {x;mv,(0)},>1 jest relatywnie zwarty w L?(RY).
W konsekwencji, taczac powyzsze fakty, {v,(0)},>1 jest relatywnie zwarty w L(RY).
Co wiecej, jako ciag ograniczony w H'(RY), na mocy twierdzenia Eberleina- Smu-
liana, (v,(0)) posiada podciag stabo zbiezny do pewnego vy € HY(RY). A zatem
mozemy zalozyé¢, ze v, (0) — 99 w L*(RY), gdy n — +00. Bez zmniejszenia ogolno-
§ci rozwazan mozemy zalozyé¢, ze A, — Ao, gdy n — +oco dla pewnego A\ € [0, 1].
Zalozmy najpierw, ze \g € (0,1]. Niech funkcje f, : [0,4+00) x RY x R — R,

n > 1 beda okreslone wzorem
fult,z,2) == p, L f(t, 2, pnz) dla wszystkich t >0, z € Rip.w. v € RY.
Wowezas, z (7) wynika, ze

n1—1>Too fult,z,2) =a(t,x)zdlat >0, z€Ripw. 2 €RY
oraz || fu(t,-,0)||z2 = 0 dlan > 1. To oznacza, ze stosujac twierdzenie 1.4.8 do
(3.12) mamy z,(t) — 20(t), gdy n — +oo w H'(R"), jednostajnie wzgledem ¢ ze
zwartych podzbioréw (0, 4+00), gdzie 25 : [0,+00) — H'(RY) jest T-okresowym
rozwigzaniem
9= _ XAz + Ma(t, x)z.
ot

! Zauwazmy, ze z zatozenia (7) wynika, ze f(t,z,0) = 0 dla wszystkich t > 0i x € RV,




3.2. Weryfikacja warunkéw a priori 73

W konsekwencji, 2,(T) — 2o(T) w HY(RY), gdy n — +oo. Oczywiscie z,(0) =
zn(T') dla wszystkich n > 0 a poniewaz ||2,(0)||z: = 1 dla wszystkich n > 1 wiec
stad wnosimy, ze ||z0(0)||zr = 1. Otrzymujemy zatem istnienie nietrywialnego, 7-

okresowego rozwigzania rownania (3.9) z A := )A¢. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi

tezy.
Zatozmy teraz, ze \g = 0. Wowczas, z twierdzenia 1.4.9 zastosowanego do
zagadnienia
% = Av+ fo(t/ M, x,0), 2 € RVt >0,

w ktorym funkcje f,, n > 1, sa okreslone jak w przypadku Ay € (0, 1], wynika,
ze v,(t) — 0(t), gdy n — +oo w HYRY), przy czym zbieznosé¢ ta jest jedno-
stajna wzgledem ¢ nalezacych do zwartych podzbiorow (0, 4+00), gdzie ¥ : [0, +00) —

H'(RY) jest nietrywialnym rozwigzaniem

0 N
8_1; =Av+a(z, € RY, t>0.
Zauwazmy, ze dowolnego ¢t > 0 oraz k, := [t/\,T], n > 1, mamy

0, (0) = vy (kn A T) — 0(t) w HY(RY), gdy n — +oo,
a wiec
v, (0) = O(T) w H'(RY), gdy n — +oo.
Poniewaz ||v,(0)||gr = 1, wiec z powyzszego rozumowania wynika, ze v = 7,

|oo||zrr = 1 oraz, w konsekwencji,
0 = Aty(z) + a(z)ve(z), x € RY.

Zatem Ker(A + a) # {0}, gdyz ||vo]|m # 0. Otrzymana sprzecznos$é z zalozeniem
konczy dowdd. O

W przypadku, gdy funkcje w oraz a nie zalezg od czasu, to woéwczas réwnania,
odpowiednio (3.8) i (3.9), nie posiadaja T-okresowych rozwiazan dla parametru A €
(0,1]. W przypadku, gdy funkcje te zaleza od czasu, zalozenie dotyczace nieistnienia
T-okresowych rozwigzan mozna efektywnie zweryfikowaé przy pewnym dodatkowym
warunku.

Twierdzenie 3.2.2. Zatozmy, ze

1/2p~1—1/2p
p/2Pos

21/2p ’ gdyN:]-a 2<p<OO,
" (1-1/p)
sup [lwo(t,)l|e < § E% gy N=2, 2<p<oo,  (3.14)
t€[0,T] ol N/2p
(N/Qp)l\(ﬁZpCv(N)N/p7 gdy N Z 37 N S p < OO)
gdzie C(N) > 0 jest stalq z nierdwnosci HUHL% < C(N)||Vullzz, u € HY(RN) 1.

!patrz twierdzenie 5.3.3.
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Wéwczas, dla X € (0,1], réwnanie (3.8) nie posiada T-okresowych rozwigzar 2.
Zanim przystapimy do dowodu sformutujmy kilka faktow pomocniczych.
Lemat 3.2.3. Dila dowolnej funkcji u € H'(R) zachodzi nierdwnosé

lullZee < 2llullpz]lu’| 2.

Dowdéd. Poniewaz v € H'(R), wiec u posiada cigglego reprezentanta, tzn.istnieje
u € C(R) taka, ze u = @ p.w. na R. Zatem, bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazan,
mozemy zatozy¢, ze u jest funkcja ciagla. Poniewaz v € H'(R), wigc dla dowolnego

e > 0 istnieje 7o € R takie, ze |u(zo)]?

a)? (e = [ " u(y) (y) dy.

Zo

< e. Dla dowolnego x € R mamy

Stad oraz z nieré6wnosci Cauchy’ego-Schwarza mamy
lullZee < 2lfull 2wl 22 + €,
co wobec dowolnosci € > 0 implikuje zagdana nieré6wnosé. O

Lemat 3.2.4. Zaldimy, ze N > 2. Wowczas dla dowolnej funkcji u € C(RYN)

oraz m > 1 zachodzi nierdwnodé

HuHanmN/(N—l) < mHUHTLn@{nN/(N—l)HVUHLN- (3.15)

Dowod powyzszego lematu zawarty jest w dowodzie twierdzenia 9.9 w [10].
Lemat 3.2.5. Dia dowolnej funkcji u € H*(R?) spelniona jest nieréunosé
lullZs < 2[full 2|Vl 2. (3.16)

Dowo6d. Aby si¢ o tym przekona¢ wezmy dowolng funkcje v € H'(R?). Wowczas,
z gestosci zbioru C°(R?) w H'(R?) wynika, ze istnieje ciag (u,) w C°(R?) taki, ze
u, — uw HY(R?), gdy n — +o0o. Bez zmniejszenia ogblnosci mozemy wiec zalozy¢,

ze U, — u p.w., gdy n — +o00. Dalej, z lematu 3.2.4 (dla m =21 N = 2), mamy
lunll7s < 2l 2| Vet 2

Poniewaz H'(R?) C L*(R?), wiec (u,) jest ciagiem Cauchy’ego w L*(R?). W kon-

sekwencji, u, — u w L*(R?), gdy n — +oo oraz
lullza < 2flullez|Vul 2 dla u € H (R?).

To koniczy dowdd. O]

2 Analogicznie mozna zweryfikowa¢ brak istnienia rozwiazarn okresowych dla réwnania (3.9) za-

stepujac w (3.14) funkcje wg przez ag oraz Weo Preez Qeo-
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Dowo6d twierdzenia 3.2.2. Przypusémy, ze u jest nietrywialnym, T-okresowym

rozwiazaniem rownania (3.8). Wowczas dla wszystkich ¢ > 0 mamy

Sl == [ 19u0Fde= [ wnttolu@Pde+ [ s o
(3.17)

Zatozmy napierw, ze N = 112 < p < oo. Z (3.17) oraz nieréwnosci Holdera
i nierébwnosci interpolacyjnej wynika, ze
T

T
| 90l + o) de < [ ot el 327 ) 2 .
0 0

co na mocy lematu 3.2.3 implikuje, ze

[ U9u0 1 + o a0 a

T
< 2l/p / oo (t, )|z | Va1 u(t)32 7 dt. (3.18)

Z nieréwnosci Younga (patrz Dodatek, twierdzenie 5.1.1) wynika, ze dla dowolnego

e > 0 i ustalonego t € [0, 7],
IVu@®)llz: | /@D u()]z.

ot s IV 2577 < Lot M

2pe’r 2p/(2p — 1)
(3.19)
Dobierzmy e = €(t) tak, aby 21/7’% = 1, tzn. niech
o(1-p)/p\ 1/20
ety = (2 ) lalt

Woweczas, z (3.18), (3.19) oraz zalozenia (3.14) wynika, ze
T T
2p—1
woo/ lu(t)||22 dt < zl/p—p2p / () [lu()||72 dt
0 0

S-p)/p\ V1) r
szl/p( ) st Y [ o) 3
0

p te[0,T)

2\ /%=1 2p/(2p—1) g 2
:(-) sup ||lwo(t, )|~ /0 [[u(t)]|72 dt

p t€[0,7]

T
<@m/ ()22 dt.
0

Otrzymana sprzecznosé¢ koriczy dowod w przypadku, gdy N = 1.
Zalozmy teraz ze N = 212 < p < oo. Wowezas z (3.17) oraz nierdwnosci

Holdera i nier6wnosci interpolacyjnej wynika, ze

/0 (IVu(®) 12 + @ocllu(t)[172) dté/o ot Mo llu) 12 ()l 72" dt,
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co na mocy lematu 3.2.5 daje

T

Auwwm@+@mww;wwf@4nm<mmwwm%wmm”%t
(3.20)

Korzystajac z nierdéwnosci Younga, otrzymujemy dla dowolnego ¢ > 0 i ustalonego
te0,7]

) Ol a2 < 1t MENTUOIE | o Dlpue) .
et Vo [ V@) 32 ) e T = 1)
(3.21)

Wybierzmy € = €(t) > 0 takie, ze 23 “2 |lwo (-, t)|2, = 1, tzn. niech

22/p
«(t) = iz ol Bl

Wowezas, z (3.20), (3.21) i zalozenia (3.14) mamy

T T

-1
o [Tl < 20T [ op o fugo)a a
0 p 0
A\ /D) o (T
<(3) s el [ ez ae
0

p te[0,T]
T
<o [ lue)l e
0

co jest sprzeczne.
Rozwazmy teraz przypadek N > 31iniech N < p < +o00. Wykorzystujac nieréw-

nosci Holdera, nierownos¢ interpolacyjna i nier6wnos$é¢ Sobolewa, z (3.17) dostajemy,

T T
uﬂ(HVu@ﬂ@2+wmwwwH;)dﬁ;A|Mmafﬂuwuamﬁ$mvmw«>HmN”dt
T

samwl|muwmwwmfnumwwt

Na mocy nier6wnosci Younga mamy dla dowolnego € > 0 i ustalonego ¢ € [0, 7],

% 27% N/2p 2p N 2p
[lwo (- O Lo [[Vul)]| 2w (@)] 2 S7||w0('at)HivonVU(t)H%er(l—Q—p) eZ=N|u(t) |72
€

Biorac € = e(t) takie, ze 2 - C:(t)N“’H ol DI E =1, tm,

e(t) = (N/2p)V*PO(NYN P o (-, 1) 1o
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i korzystajac z (3.14), mamy

o [ )2 dt < o)V (1-5) ] " e(6) 7 () 2

2p

< (N/2p)M B C(N 2N N/ oo DI [fu(e)]2 e

T
< (N/2p)ME=OC(N PN sup Jlwo (-, )17 N/ lu(®)lIZ- dt
0

te[0,7
T
<o [ luto)l
0

Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze (3.8) nie posiada nietrywialnych, T-okresowych

rozwiazaf. [

3.3 Rozwiazania okresowe

Przejdzmy teraz do omowienia gléwnych wynikow, tj. do kryteriow stwierdzajacych

istnienie T-okresowych rozwiazan rownania (3.7).

Twierdzenie 3.3.1. Niech f : [0,+00) x RY x R — R bedzie odwzorowaniem
spetniajgcym warunki (1.17), (1.18), (1.19), (1.20) oraz (8). Jezeli rownanie (3.8)
nie posiada niezerowych, T - okresowych rozwigzar dla X € (0,1] oraz Ker (A + &) =
{0}, gdziew : RY - R, G(z) :== 7 fo (t,x)dt, to rowanie (3.7) posiada T-okresowe

’I"OZ?UZ@ZGHZ@

u € C([0, +00), H*(RY)) N CY([0, +00), L*(RM)).

Dowdod. Oznaczmy przez ®; : HY(RY) — HY(RY), t > 0, operator przesuniecia

wzdtuz trajektorii stowarzyszony z rownaniem (3.7). Z zalozenia (8) widzimy, ze

lim flw,u)

|u|—+o0 u

=o(z) dlazeRY.

Zatem na podstawie twierdzenia 2.4.1 (i) otrzymujemy istnienie stalej Ry > 0 takiej,

ze roOwnanie

Au(z) + f(z,u(z)) =0, z € RV,

nie posiada rozwigzan w zbiorze H'(R™)\ By1(0, Ry) oraz istnienie t, > 0 takiego,
ze dla wszystkich t € (0, to],

Indye(®y, B (0, Ro)) = (—1)™). (3.22)
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Na mocy twierdzenia 3.2.1 oraz zatozenia, zwiekszajac Ry w razie potrzeby, stwier-

dzamy, Ze (3.6) nie posiada T-okresowych rozwiazan zaczynajacych sie¢ w H'(RY) \

By1(0, Ry). Przyjmujac U := By1(0, Ry) oraz stosujac wniosek 3.1.2 dostajemy
Indyo(®7, By (0, Ro)) = lim Indy(®¢, By (0, Ro)),

t—0t

co razem z (3.22) implikuje, ze
Induc(q)Ta BH1 (07 RO)) = (_1)m(00)

To, na mocy wtasnosci istnienia indeksu punktow statych dla odwzorowan ostatecz-
nie zwartych (patrz Dodatek, str. 123), oznacza, ze istnieje u € By (0, Ro) takie, ze
®r(u) = u, a tym samym otrzymujemy istnienie 7T-okresowego rozwigzania réwania

(3.7). 0

Kolejne twierdzenie rozstrzyga kwestie istnienia T-okresowych rozwigzan réwna-
nia (3.7) w sytuacji, gdy istnieje trywialne rozwiazanie u = 0, a samo twierdzenie

3.3.1 nie implikuje istnienia nietrywialnych okresowych rozwiazan.

Twierdzenie 3.3.2. Zalozmy, ze spetnione sq¢ wszystkie zatozZenia twierdzenia 3.3.1
oraz zachodzi (7) i Ker (A+a) = {0}. Jesli rownanie (3.9) nie posiada T-okresowych
rozwigzan dla A € (0,1] oraz m(oco) Z m(0) mod 2, gdzie m(0) i m(co) oznaczajqg
liczbe dodatnich wartosci wtasnych (wraz z krotnoSciami) operatoréw, odpowiednio

A+a i A+ ©, to rownanie (3.7) posiada nietrywialne, T-okresowe rozwigzanie
u € C([0,+00), H*(RY)) N C}([0, +00), L*(R™Y)).

Dowdd. Na mocy twierdzenia 2.4.1 otrzymujemy istnienie Ry, rg > 0 takich, ze

lim Ind,e(®, By (0, R)) = (1)) gdy R > R,, (3.23)
t—
oraz
lim Indye(®¢, B (0,7)) = (—1)™, gdy 0 < r < ry. (3.24)
t—0

Dalej, z twierdzenia 3.2.1 wynika, ze istnieja R > Ry oraz r € (0, 1] takie, ze dla A €
(0, 1] zagadnienie (3.6) nie posiada rozwiazan o tej wlasnosci, ze u(0) € By (0,7) U
(H'(RV)\ By1(0, R)). Polozmy wiec U := Bp1(0,R) \ By1(0,7) i skorzystajmy
z wniosku 3.1.2. Wowcezas

Indye(®7,U) = lim Indy.(®,, U),

t—0t
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co razem z (3.23) i (3.24), na podstawie wlasnosci addytywnosci indeksu punktow

statych dla klasy odwzorowar ostatecznie zwartych (patrz Dodatek, str. 123), daje

Mdye(®7,U) = lim Indye(Py, By (0, R)) = lim Indye(@1, B (0, 7))
t—0

t—0t

= (1" — ()" 20,

Zatem istnieje punkt staly operatora ®r w U. O






Rozdzial 4

Rozwigzania okresowe rownan

parabolicznych w rezonansie

Rozdzial ten poswiecowy jest omdwieniu otrzymanych wynikéw dotyczacych istnienia

T-okresowych rozwiazan réwnan parabolicznych postaci

((;ltb = Au+V(z)u+ f(t,z,u), z € RNt >0,

gdzie f jest odwzorowaniem cigglym i ograniczonym przez funkcje z przestrzeni L2(RY),
za$ liniowa czesé powyzszego réwnania A 4+ V' ma nietrywialne jadro. Dowodze w nim
rezonansowej wersji zasady usredniania, ktéra pozwala wyrazi¢ indeks punktéw statych
(dla klasy odwzorowarni ostatecznie zwartych) operatora przesuniecia wzdtuz trajektorii dla
rodziny zagadnieni

ou N

Fri Au+V(x)u+ef(t,xz,u), x € R™ t >0,

gdzie € € [0,1] jest parametrem, w terminach stopnia Brouwera odwzorowania fobci(g—
tego do skoriczenie wymiarowe]j przestrzeni N := Ker(A + V). Nastepnie wykorzystujac
technike usredniania i kontynuacji wzdluz parametru e, dzieki odpowiednim warunkom
typu Landesmana-Lazera nalozonym na nieliniowosé f, dowodze kryterium stwierdzajace

istnienie T-okresowych rozwiazan wyj$ciowego réwnania.

4.1 Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale rozwaza¢ bedziemy réwnanie

%(x,t) = Au(z,t) + V(z)u(z, t) + f(t, 2, u(z,t), t >0, z € RY,

u(-,t) € HY(RN), ¢t >0,

(4.1)

81
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w ktorym V =V — Vi, Vo € LP(RY), gdzie p jest jak w (3) (patrz str. 5) oraz
Vio(r) > 0 dla pow. x € RY i pewnej liczby rzeczywistej U, > 0, natomiast
f:]0,400) x RY x R — R jest odwzorowaniem ciagltym, T-okresowym wzgledem

pierwszej zmiennej, tzn.
ft,z,u) = f(t+T,z,u) dlat > 02 c RY, ueR, (4.2)

oraz spetniajacym dla wszystkich ¢, s € [0, +00), u,v € Rip.w. z € RY nastepujace

warunki

< (k) + k(@)|u]) |t = s|” + U(z)|u - o] (4.4)

dla pewnych mq, k € L*(RV), k,l € LP(RY) oraz stalej 6 € (0,1).
Interesowaé nas bedzie sytuacja, w ktorej rownanie (4.1) jest w rezonansie w nie-
skoriczonodci, tzn. gdy linearyzacja w nieskonczono$ci ma nietrywialne jadro. Zakta-

dac¢ bedziemy réwniez, ze nieliniowosé f spelnia jeden z warunkoéw typu Landesmana-

Lazera, tj. albo dla dowolnej funkcji ¢ € N\ {0}, gdzie N := Ker(A + V),

/OT < /{¢>0} folt,x)g(x) dx + /{ o Fo(t,x)p(2) dx) dt > 0, (4.5)

gdzie fi(t,x) :=liminf,, o f(t,z,s) oraz f_(t,x) :=limsup,_,__ f(t, z,s), albo

/OT (/{¢>0} Fr(t2)(e) de + /{¢<0} f(t,z)p(x) dx) dt <0, (4.6)

gdzie ft(t,z) = limsup,_, . f(t,z,8) i f~(t,) := liminf, , o f(t, =, s).

Uwaga 4.1.1. (i) Dzieki whasnosci jednoznacznej kontynuacji (z ang. unique con-
tinuation property) mozna udowodni¢ (patrz [32], [38], [46], [62]), ze przy powyz-
szych zalozeniach dotyczacych V., dla dowolnego u € Ker(A + V), miara zbioru
{z € RN | u(z) = 0} jest rowna 0.

(ii) Jesli f, > 0, f- < 0 oraz obie funkcje nie s rowne p.w. funkcji zerowej, to
speliony jest warunek (4.5). Istotnie, wowczas dla dowolnej funkeji ¢ € Ker(A+V)

i dowolnego ¢t > 0 mamy
| Rtae@drs [ fitadzo
{¢>0} {¢<0}

Zauwazmy (podobnie jak w [52] i [53]), ze wspomniana w (i) wlasno$¢ jednoznacznej
kontynuacji implikuje ¢(x) # 0 p.w. oraz RY \ ({¢ > 0} U{¢ < 0}) jest zbiorem
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miary 0 i dlatego
/ folt,2)p(z) dz +/ f-(t, x)p(z) dz > 0,
{¢>0} {o<0}

co implikuje (4.5).
Jezeli natomist f+ <0, f~ > 0 oraz obie funkcje nie sa réwne p.w. funkcji zerowej,
to spetniony jest warunek (4.6). Istotnie, wowczas dla dowolnej funkeji ¢ € Ker(A+

V) i dowolnego ¢ > 0 mamy
[ Fewewdes [ i <o
{¢>0} {¢<0}
Wowczas (podobnie jak w [52] i [53]), wlasnos$¢ jednoznacznej kontynuacji implikuje
d(x) # 0 p.w. oraz RV \ ({¢ > 0} U {¢ < 0}) jest zbiorem miary 0 i dlatego

/ f*(t,a:)qﬁ(x) dx +/ f(t,x)o(z)dz <0,
{¢>0}

{¢<0}
co implikuje (4.6). O

W niniejszym rozdziale celem naszych rozwazan jest stwierdzenie istnienia 7-
okresowego rozwigzania u € C([0,+00), H2(RY)) N C*([0, +o0), L*(RY)) réwnania
(4.1).

4.2 Rezonansowa zasada usredniania

Niech Ay : D(Ag) — X bedzie liniowym operatorem na przestrzeni X := L*(RY)

okreslonym nastepujaco
Agu = —Au dlau € D(Ay) := H*(RY).
Zdefiniujmy operator Vi : D(V,) — L2(RY), kladac
[Voul(z) := Vo(z)u(x) dla v € D(Vy) := H'(RY) i p.w. v € RY,

gdzie Vo € LP(RY), p jest jak w (3) oraz niech V, : L*(RY) — L*RY) bedzie

operatorem okreslonym wzorem
[Voou](z) i= Voo (2)u(z) dla u € L*(RY) i pw. x € RY,

gdzie V. € L®°(RY) oraz V() > ¥y dla p.w. € RY i pewnej liczby rzeczywistej
Uso > 0. Polézmy A := Ay — Vo + V. Zalézmy dalej, ze odwzorowanie F :
0, +00) x HY(RY) — L?(RY) okreglone jest wzorem

[F(t,w)](z) := f(t,r,u) dlat > 0,u € H'(R")ipw. v € R,
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gdzie f : [0, +00) x RY xR — R jest ciagtym odwzorowaniem spetniajgcym warunki

(4.3) 1 (4.4). Zatem mozemy zastosowa¢ wyniki podrozdziatow 2.1 1 2.2.

Twierdzenie 4.2.1. Zaloimy, ze N' := KerA # {0} i niech F : N — N bedzie

odwzorowaniem danym wzorem

F(u) = %/OT PF(s,u) ds, u e N, (4.7)

gdzie P . L>(RN) — N jest projekcjq ortogonalng na N'. Zatézmy dalej, ze otwarte,
ograniczone zbiory U C N i W C N+, gdzie

N+t ={ue H'RY) | (u,v)2 =0V v e N},

sq takie, ¢ 0 ¢ F(OU) i 0 € W. Oznaczmy przez ® : HYRN) — HY(RN operator
T

przesuniecia wzdtuz trajektorii (o czas T') dla zagadnienia
u(t) = —Au(t) + eF(t,u), t > 0. (4.8)
Wowczas istnieje € > 0 takie, Ze dla € € (0, €], <I>§f) (w) #u dlauwe dUadW) oraz
Ind,, (B, U & W) = (—1)"C+ N Deg  (F, 1),

gdzie m(o0) oznacza liczbe dodatnich warto$ci wtasnych (liczong wraz z krotno-

Sciami) operatora —A oraz Degp oznacza stopieri topologiczny Brouwera.

Uwaga 4.2.2. Korzystajac z uwagi 2.3.3 widzimy, ze zbior o(A) N (—o0, U ) sktada
sie z izolowanych wartosci wlasnych operatora A, ktéorym odpowiadajg skonczenie

wymiarowe przestrzenie wlasne. W szczegblnosci dim N < +oo.

PrzejdZzmy teraz do dowodu twierdzenia 4.2.1. Do jego przeprowadzenia po-

trzebne nam beda nastepujace fakty.

Lemat 4.2.3. Przypusémy, ze dany jest ciqg funkeji ciggtych w, : [0,T] — L*(RYN),
n > 1, taki, zZe dla wszystkich t € [0,T] in > 1, ||w,(t)||2 < K dla pewnej statej
K > 0 oraz (w,(t)) zbiega do 0 w przestrzeni L*(RY), gdy n — +oo, jednostajnie
wzgledem t ze zwartych podzbioréw (0,T] oraz niech v, : [0,T] — HY(RY) bedzie

ciggiem T-okresowych rozwiqgzan problemu

o(t) = —Av(t) +wa(t),  te0,T],

! Zauwazmy, ze N'* jest przestrzenia domknieta w H'(RY) oraz H'(RVN) = N @ N+,
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takim, ze v,(0) — o w L*(RY), gdy n — +oo, dla pewnego vy € H'(RY). Wow-
czas v, (t) — vo(t) w HYRY), gdy n — +oo, jednostajnie wzgledem t ze zwartych

podzbioréw (0,T], gdzie vy jest rozwigzaniem zagadnienia

() = —Aw(t),  telo0,T],
o) = ~Av(r),  1e(0.7) "
’U(O) = p.
Dowo6d. Ze wzoru Duhamela wynika, ze dla t € [0, 7],
t
U (t) — vo(t) = e (v, (0) — vp) +/ e A . (s) ds, (4.10)
0

co implikuje, ze
t
Jon®) = wo(®)l < Copae™ e 2 (0) = o + Coae™ [ 0= )2 ()] s
0

dla pewnych statych Ci;p > 016 > 0 (patrz uwaga 5.7.13)! Ustalmy n € (0,7)

iniech t € (n,T]. Zauwazmy, ze

t 9 1/2 pt—n/2 t
/O(t— )2l (5)]| = ds < (5> /0 ()] 2 ds+/ (t = ) 2w (5) 2 ds
t

-n/2

9 1/2 T
: (_> [wn(s)ll2 ds + (20)'* sup [lwa(s)] 2
n 0 s€[n/2,T]

Poniewaz ||w,(t)||2 — 0, gdy n — 400, jednostajnie wzgledem t ze zwartych
podzbioréw (0, T oraz funkcje w, sa ograniczone w L*(RY) jednostajnie wzgledem
n wnosimy, ze ||v,(t) — vo(t)||gr — 0, gdy n — +o0, jednostajnie wzgledem t €
(n,T). O

Lemat 4.2.4. (patrz |51, Lemma 13.1]) Niech 953‘) : RY — RN bedzie operatorem

przesuniecia wzdtuz trajektoric stowarzyszonym z rownaniem
u(t) = AF(u(t)),  t>0,

w ktorym X € [0,1] jest parametrem oraz F : RN — RY jest odwzorowaniem cigglym
i ograniczonym. Jezeli U C RY jest zbiorem otwartym, ograniczonym i takim, ze
F(z) # 0 dla x € U, to istnieje N\g > 0 takie, Ze dla wszystkich X\ € (0, \o] mamy
95»(3:) # T oraz
Ind.s(6%), U) = Degy(—F,U).

Uwaga 4.2.5. Poniewaz N i N'* sa domknietymi podprzestrzeniami przestrzeni
HY(RY), wiec jesli zbiory U € N'i W C Nt sa owarte w topologiach indukowanych
z przestrzeni H'(RY), to zbior U@ W jest otwarty w H'(R™) oraz zachodzi rownosé

— NN
dUaW)=aUas W' uT" &ow.
1§ > 0 jest liczba rzeczywista taka, ze o(A +61) C {z € C | Rez > 0}.
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Dowéd twierdzenia 4.2.1.
Krok 1. Ozmaczmy przez ©F : HY(RY) x [0,1] — H*(RY), € € [0,1], operator

przesuniecia wzdtuz trajektorii dla réwnania
u(t) = —Au(t) + eG(t, u, p), t >0, (4.11)

w ktorym G : [0, +00) x HY(RY) x [0,1] — L*(RY) jest odwzorowaniem danym

wzorem

G(t,u, i) :== (1 — pF(t, (1 — p)u + pPu) + %/0 PF(s, (1 — p)u + pPu)ds,

gdzie P : H'(RY) — N jest obcieciem projekcji ortogonalnej na N w L2(RM).
Zauwazmy, ze dla t € [0,T] i u € H(RY),

G(t,u,0) = F(t,u) oraz G(t,u,1) = F(Pu).

Wykazemy najpierw, ze operator @gf) jest poprawnie okreslonym odwzorowaniem
ostatecznie zwartym. W tym celu zauwazmy, wykorzystujac twierdzenie 1.4.4, ze
dla wszystkich t, s > 0, u,v € H'(RY) i p € [0,1] mamy
IG(t,u, 1) = G(s,0, )| 22 < D(L+ [[(1 = p)u+ pPul| )|t — s|"+
+ L) (1= p)(u = v) + pP(u— )| + pLl(1 = p)(u —v) + pP(u—v)||
< D(L+ |[ull )|t = s|” + Llju = vl

dla pewnych stalych DL >0i0 ¢ (0,1). Co wiecej, dla wszystkich ¢t > 0,
ue HYRN)ipuelo,1]

G (&, u, @) ()] < mo(w) + Ko()[mol| 2, (4.12)

gdzie ko(z) = 2EN\¢;€(J;)| i {op}imN jest baza ortonormalna przestrzeni N
z iloczynem skalarnym indukowanym z przestrzeni L*(RY). Stad wnosimy, ze ist-
nieje stala C' > 0 taka, ze dla wszystkich ¢t > 0, w € HY(RY) i u € [0, 1]

1G(t,u, w2 < C. (4.13)
Dalej, widzimy, ze dla t > 0, u € HY(RY), u,v € [0, 1],
1G(t, u, ) = Gt w, V)| 2 < |p(p) — p(v)],

gdzie p € C([0,1]) jest funkcja dana wzorem p(p) := 2||mo||z2 - 1. Z powyzszych roz-
wazan wynika, ze G spelnia warunki (2.12), (2.13) i (2.14) (ze str. 44). Z twierdzenia

1.1.4 wynika, ze operator G)gf) jest poprawnie okreslony, zas z twierdzenia 2.2.4, ze
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nalezy on do klasy odwzorowan ostatecznie zwartych (dla dowolnego € € (0, 1]).

Krok 2. Twierdzimy teraz, ze istnieje ¢y > 0 takie, ze dla € € (0, €],
O, ) £u da aedUdW), pelo1] (4.14)

W przeciwnym wypadku istnieja ciagi (e,) w (0,400), (@,) w (U & W) i ()

Niech funkcje u, : [0, +00) — HY(RY), n > 1, beda rozwiazaniami (4.11) z € = ¢,
i = py, spelniajacymi warunek poczatkowy u,(0) = u,. Wowczas z rownosci

(4.15), twierdzenia 1.1.6 oraz wzoru Duhamela wynika, ze

T
Up = un(T) = e TAG, + en/ e (T=s)A G(s,un($), pn) ds.
0

Ponadto zauwazmy, ze dla dowolnej funkcji ¢ € ' mamy
T
(arw ¢)L2 = (eiTAana (b)L2 + €, / (67(T?S)A G<57 un(8>7 /an)a ¢)L2 ds
0

T
= (Pe "4, ¢) 2 + en/ (Pe™T=98 G(s, un(5), fin), )12 ds,
0

co implikuje (patrz Dodatek, wniosek 5.8.2), ze

T
/ (G(8,un(8), ftn), d)2 ds =0 dla ¢ € N. (4.16)
0

Bez straty ogélnosci rozumowania mozemy zaltozy¢, ze p, — po, gdy n — 400,
gdzie poy € [0,1]. Z (4.13) oraz lematu 1.1.7 wynika, ze istnieje R > 0 takie, ze
llun(t)]|gr < R dla wszystkich ¢ > 0in > 1. Niech M > 0 bedzie dowolna, lecz
ustalona liczba oraz, dla dowolnego n > 1, wezmy liczbe calkowity k, > 1 taka, ze

k,T > M. Na podstawie lematu 2.1.2 widzimy wiec, ze dla wszystkich m,n > 1,

11 = Xm)@nll72 = (1 = Xn)un (0172 = 11 = Xom)tn (K T) 172
< RPe7 2kt g < RPe™2M 4, (4.17)

gdzie ., jest funkcja charakterystyczna kuli B(0,m) i a,,, — 07, gdy m — +oo.
Z dowolnoséci M > 0 wynika, ze |[(1—xm)tn| 2 < /o, dlan > 1. Dalej, z twierdze-
nia Rellicha-Kondraszowa wynika, ze {Xml,},>, jest relatywnie zwarty w L*(RY).
W konsekwencji wnioskujemy, ze {i, },>1 jest relatywnie zwarty w L?(RY). Ponie-

waz jest on ograniczony w H'(RY), wykorzystujac twierdzenia Eberleina-Smuliana
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wnosimy, ze istnieje podciag (i,,) ciagu (4,) taki, ze @, — ty w L*(RY), gdy
k — oo, gdzie 1y € HY(RY). Na podstawie lematu 4.2.3! widzimy, ze (u,(t))
zbiega w H'(RY) do ug(t), jednostajnie wzgledem t € (0,71, gdzie ug jest rozwigza-

niem zagadnienia
u(t) = —Au(t), t € (0,7], u(0)=u(T) = up.

Zatem iy € N (patrz Dodatek, wniosek 5.8.2) oraz ug(t) = 1o dla wszystkich
t € [0,400). Przechodzac teraz w (4.16) do granicy z n — +oo, dostajemy
F(uy) = 0, co przeczy zaltozeniu, gdyz 7z uwagi 4.2.5 wynika, ze 4y € OU, jedno-

czesnie dowodzac (4.14).

Krok 3. 7 (4.14) wynika, ze @gf) jest odwzorowaniem dopuszczalnym w teorii
indeksu punktow statych dla odwzorowan ostatecznie zwartych, a zatem z wtasnosci
homotopijnej niezmienniczosci indeksu punktéw stalych otrzymujemy dla wszyst-

kich € € (0, ¢y] nastepujaca rownosé
Ind,.(®, U ® W) = Indue(OF (-,0),U @ W) = Ind,.(O(-,1),U & W). (4.18)

Niech \Ilgf) : N — N bedzie operatorem przesuniecia wzdluz trajektorii stowarzy-
szonym z rOwnaniem

u(t) = eF(u(t)), t > 0.

Wowcezas z lematu 4.2.4 wynika, ze zmniejszajac eg w razie potrzeby, dla wszystkich
e € (0, 9] mamy
Wl (u) #£ u dla u € OU. (4.19)

Okreslmy operator 1 : Nt — N+ wzorem
Wp(v) :=e ™0, v e N

Zauwazmy, ze zbior o(A) N (—o0,0) jest ograniczony i domkniety, co jest konse-
kwencja uwagi 4.2.2. Niech A bedzie obcieciem operatora A w przestrzeni X orto-
gonalnej do N w L2(RY). Wowczas wiadomo (patrz Dodatek, twierdzenie 5.8.4), ze
istnieja domkniete podprzestrzenie X_ i X przestrzeni X takie, ze X_ ® X, =X,
dim X_ < 400, A(X_)Cc X_, A(D(A)NX,) C X, 0(A|x_) = 0(A) N (—00,0),
o(Alx,) = d(A) N (0,+00). Okreslmy T' : N'- x [0,1] — N'* wzorem

(v, 1) = (1 = p)¥r(0) + p¥r(P_0),

LOczywiscie z (4.13) wynika, ze ||e, G (¢, un(t), tn)| 2 < C dla wszystkich n > 11i¢ > 0.
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gdzie P_ : N+ — X_ jest obcieciem rzutowania na X_ w L?*(RY). Woéwczas T jest

odwzorowaniem ostatecznie zwartym i takim, ze dla u € [0, 1],
Ker(I —T'(-,u)) = {0}. (4.20)

Istotnie, wezmy ograniczony zbior B ¢ H'(RY) o tej wlasnosci, ze B = conv’ T'(Bx
[0,1]). To oznacza, ze B C conv! e TA(B UP_B). Poniewaz zbior B U P_B jest
ograniczony, twierdzenie 2.2.4 (iii) implikuje, ze B jest relatywnie zwarty w H'(RY),

co dowodzi ostatecznej zwartosci I'. Dalej przypusémy, ze

e A (1 — p)o + pP_v) =0 (4.21)
dla pewnego i € [0, 1] oraz v € N, Poniewaz v = v;+0, dla pewnych v, € N1tNX_
i v, € Nt N X, oraz P_v = vy, wigc rownosé (4.21) implikuje, ze

e TAD + (1 — p)e M0y = vy + Do

TApy € X, oraz jednoznacz-

e TAp,

Korzystajac z faktu, ze e 740, C X_ oraz (1 — p)e”

noséci rozkladu wnosimy, ze e 749, = v, oraz (1 — p)

= Uy. 7 pierwszej
rowno$ci wynika natychmiast, ze v; = 0. W przypadku, gdy g = 0 lub g = 1,
druga rowno$¢ implikuje natychmiast vo = 0. Jezeli natomiast p € (0,1), to
vy € Ker(e TA — ﬁ]) Wiadomo jednak (patrz Dodatek, twierdzenie 5.8.1), ze
Ker(e™™ — ;2.1) = Ker(zIn {21 + A), a stad wynika, ze istnieje A < 0 taka, ze
Ay = A\Uy. Poniewaz Avy = Av, oraz o(Alx,) = o(A) N (0, +00), wiec v = 0, co
dowodzi (4.20).

Krok 4. Zdefiniujmy odwzorowanie A© : H'(RV) x [0,1] — H'(R"Y) wzorem
A (u, 1) = B Pu) + T((I — Plu, p), uw e H'(RY), € [0,1]. (4.22)
Wowcezas dla u € HY(RY),
A (u,0) = 0% (u,1). (4.23)

Istotnie, zauwazmy ze dla dowolnego ¢ > 0, G)EE)(-, 1) jest operatorem przesuniecia

wzdhuz trajektorii dla
u(t) = —Au(t) + eF(Pu(t)), t > 0,

tzn. O (w,1) = u(t), gdzie u jest rozwiazaniem powyzszego rownania 7z warunkiem

u
poczatkowym u(0) = u. Oczywiscie, dla dowolnego t > 0, u(t) = uy(t) +ua(t), gdzie
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oraz

W konsekwencji

0 (a,1) = uw(T) = ¥\ (Pa) + T'((I — P)a,0) = A (a,0),

co dowodzi (4.23).
Wowcezas, z (4.19) i (4.20) wynika, ze dla € € (0, ],

A (@, 1) # @ dla wszystkich @ € (U @ W), p € [0,1]

i widzimy, ze A© jest dopuszczalna homotopia w klasie odwzorowan ostatecznie
zwartych. Korzystajac z wtasnosci homotopijnej niezmienniczosci oraz uwagi 5.9.3,

dla wszystkich € € (0, €g] otrzymujemy
Ind,.(A©(-,0), UsW) = Indye(A€ (-, 1), UOW) = Indps (A9 (-, 1), UOW). (4.24)

Zauwazmy, ze odwzorowanie A9 (-, 1) jest topologicznie sprzezone z odwzorowaniem

A© N x Nt x[0,1] - N x Nt danym wzorem
A (u,v) = (B (u), e TAP_v), u e N,v e N'*-.

Zatem, z wtasnosci topologicznej niezmienniczosci indeksu puktow statych Leray-
Schaudera (patrz str. 121), dla € € (0, €],

Ind,g (A (-, 1), U @& W) = Indps((TL) e TAP_), U x W). (4.25)

Krok 5. Korzystajac z wtasno$ci multiplikatywnosci indeksu punktéw stalych

Leray-Schaudera (patrz Dodatek, str. 121), dla € € (0, ¢g] mamy

Ind,s (B, e TAP), U x W) = Inds(®,U) - Indps(e TAP_ W), (4.26)
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Na mocy lematu 4.2.4 otrzymujemy réwnosé
Inds(¥Y, U) = Degy(—F,U) = (1) VNDegy(F,U) dla e € (0,¢].  (4.27)

Dla zakonczenia dowodu nalezy wyznaczyé¢ Indps(e 7AP_,W). W tym celu za-
uwazmy najpierw, ze na mocy wtasno$ci obcinania w teorii indeksu punktéw statych

Leray-Schaudera, otrzymujemy

—TA[x_

Indpg(e ™AP_, W) = Indpg(e W N X). (4.28)

Poniewaz zbior o(A|x ) C (—o00,0) sktada sie z izolowanych wartosci wlasnych

o skoriczonej krotnosci mamy
Indgs(e” A W N X_) = (=1)"),
co razem z (4.28) daje
Indps(e  TAP_, W) = (—1)m(), (4.29)
Laczac (4.18), (4.23), (4.24), (4.25), (4.26), (4.27) i (4.29) koniczymy dowod. O

Natychmiastowa konsekwencja twierdzenia 4.2.1 oraz wlasnosci istnienia indeksu

punktow stalych jest nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.2.6. Przypusémy, zZe spetnione sq wszystkie zatozenia twierdzenia 4.2.1.
Jesli Degg(F,U) # 0, to dla dostatecznie matych € > 0, réwnanie (4.8) posiada T-

okresowe rozwigzanie.

Waznym, z punktu widzenia dalszych rozwazan, zastosowaniem twierdzenia 4.2.1

jest nastepujaca zasada kontynuacyi.

Twierdzenie 4.2.7. Przypusémy, ze spetnione sq wszystkie zalozenia twierdzenia

4.2.1. Jesli dla pewnego Ry > 0 spelnione sqg nastepujgce warunks:
(i) Degp(F, Bar(0, Ro)) # 0
oraz

(ii) dla dowolnego € € (0,1), problem (4.8) nie posiada T- okresowych rozwigzar

o tej wlasnosci, Ze |[u(0)||g1 > Ry,
to wowcezas rownanie
u(t) = —Au(t) + F(t,u(t)), t >0, (4.30)

postada T -okresowe rozwigzanie.
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Dowéd. Niech U := By (0, QRy) oraz W := By1(0,QRy), gdzie liczba @) > 0 jest
taka, ze ||ul|~ < Qllullg dla wszystkich v € HY(RY), za$ norma || - ||~ okreslona

jest wzorem
|ty + o/ = [T |22 + ||a2]|%: dla @ € N i dy € N
7Z twierdzenia 4.2.1 wynika, ze istnieje ¢y > 0 takie, ze dla € € (0, €]
Ind,(®, U @ W) = (—1)™)+dmNDeg (F, ).

Zauwazmy, ze wtedy O(U®W) C HY(RY)\ By1(0, Ry), wiec korzystajac z zalozenia
(ii) wnioskujemy, ze dla € € (0,1) oraz u € I(U & W), <I>§f>(a) # u. Zatem mozliwe
sg dwie sytuacje: albo operator przesuniecia wzdluz trajektorii <II'(T1 ), stowarzyszony
z rownaniem (4.30), posiada punkt staly u € 9(U & W), co oczywiscie implikuje
istnienie T-okresowego rozwiazania (4.30), albo na mocy homotopijnej niezmienni-

czosci indeksu punktow stalych mamy réwnosé
Ind,e(®Y, U & W) = Induo(®5, U @ W) = (=1)™)+dmNDeg (F, 1),
7 ktorej wobec zalozenia (i) wynika, ze
Ind, (@, U & W) #£0.

To oznacza, ze réwniez w tej sytuacji istnieje punkt staly operatora <I>(Tl) wU®W.

Tym samym konczymy dowod. O]

4.3 Rozwiagzania okresowe w problemach z warun-

kami Landesmana-Lazera

W niniejszym rozdziale wykazemy istnienie T-okresowego rozwiazania (T° > 0) row-
nania (4.1). Narzedziem, ktore postuzy nam do tego celu, jest twierdzenie 4.2.7.
Mianowicie, zapisujac wyjsciowy problem w abstrakcyjnej postaci, zanurzymy go

w rodzinie problemo6w z parametrem € € [0, 1]
u(t) = —Au(t) + €F(t,u(t)), t > 0,

gdzie liniowy operator A : D(A) — L*(RY) jest jak w poprzednim podrozdziale,
za$ F : [0, +00) x HYRY) — L?(RY) jest operatorem Niemyckiego wyznaczonym
przez funkcje f. Nastepnie wykorzystamy metody usredniania dla matych wartosci

parametru € oraz kontynuacji - w celu uzyskania rozwigzan okresowych dla ¢ = 1.
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Doktladniej rzecz ujmujac pokazemy, ze przy pewnych warunkach typu a priori, in-
deks punktow stalych operatora ®r zwiazanego z problemem (4.1) wzgledem kul
w przestrzeni H'(RY) o dostatecznie duzym promieniu, jest rowny (z dokladno-
$cig do znaku), stopniowi topologicznemu Brouwera odwzorowania F : NV — A/,
zadanego wzorem (4.7). Na wykazanie nietrywialnosci stopnia Brouwera oraz na
weryfikacje wspomnianych warunkéw a prior: pozwolg warunki typu Landesmana-

Lazera natozone na nieliniowos¢ f.

W dowodzie kryterium stwierdzajacego istnienie 7-okresowych rozwigzan row-

nania (4.1), pomocny nam bedzie nastepujacy lemat.

Lemat 4.3.1. (i) Jezeli spetniony jest warunek (4.5), to istnieje Ry > 0 takie, Ze

(F(u),u)> > 0 dlau € N\ Ba(0, Rp). (4.31)

(i) Jezeli spetniony jest warunek (4.6), to istnieje Ry > 0 takie, Ze
(F(u),u)> <0 dlau € N\ Ba(0, Rp). (4.32)

Dowdd. (i) Zalozmy przez sprzecznosé, ze istnieje ciag (u,) w N taki, ze ||ty || —
+00, gdy n — +oo oraz (F (i), %,)r2 < 0. Zdefiniujmy g, := ||, ||z oraz v, =
TUp/pin. Oczywiscie ciag (,) jest ograniczony w H'(RY). Poniewaz dim N < +o0,
wiec (,,) posiada podciag, ktory ponownie oznaczamy przez (,), zbiezny w H(RY)
do pewnego 7y € N. W konsekwencji, v, — 0o w L2(RY), gdy n — +o0. Z drugiej
strony,

1

0> (F(ty), tn) 12 = f/o (PF(t, 1), Uy) 2 dt

1 /T [T
= —/ (F(t,uy), tp) 2 dt = —n/ ft, x, pnv,(x))v,(z) dodt.

T 0 T 0 RN
Przechodzac ponownie do podciagu, bez zmniejszenia ogolnosci rozwazan, mozemy
zalozy¢ (patrz Dodatek, twierdzenie 5.4.1), ze v,(z) — vo(z) dla pw. = € RY
oraz istnieje funkcja k € L*(RY) taka ze, dla wszystkich n > 1 i p.w. z € RY,
0,(x)]? < k(z)'. Wykorzystujac twierdzenie Fatou-Lebesgue’'a (patrz Dodatek,

twierdzenie 5.2.1) otrzymujemy

n—-+0o

> /0 ' ( /{v0>0} Fi(t, 2)0o(z) dz + /{v0<0} f-(t, ) () dx) dt,

17 twierdzenia 5.4.1 wiadomo, ze istnieje h € L?(RY) taka, ze |0, (z)| < h(x) dla p.w. x € RY.
Wystarczy wiec wzigé k := h? € L'(RY).

T
0 > lim inf/ f(t, z, pn0n () 0y (x) dedt
o JrN
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co przeczy zalozeniu (4.5), tym samym koriczac dowod (i).

W dowodzie punktu (ii) bedziemy rozumowaé¢ w sposob analogiczny do dowodu
pierwszej czesci lematu. A wiec zalozmy przez sprzeczno$é, ze istnieje ciag (uy)
w N taki, ze ||t,||g — +oo, gdy n — +oo oraz (F(u,),,)r2 > 0. Zdefiniujmy
fn = ||tUn||m oraz v, := t,/p,. Wowczas ciag (v,) jest ograniczony w H'(RY).
Poniewaz dim N < +o0, wigc (7,) posiada podciag, ktory ponownie oznaczamy
przez (v,), zbiezny w H'(RY) do pewnego vy € N. W konsekwencji, v, — 0
w L?(RY), gdy n — +oo. Z drugiej strony,

1

0 < (F(ty),tn)2 = f/o (PF(t,1y,), ), dt

1

T T
= —/ (F(t, ), ty) 2 dt = @/ f(t, x, 0, ()0, () de dt.
T 0 T 0 RN

Przechodzac ponownie do podciagu, bez zmniejszenia ogolnosci rozwazan, mozemy
zalozy¢ (patrz Dodatek, twierdzenie 5.4.1), ze v, (z) — vo(z) dla p.w. z € RY oraz
istnieje funkcja k € LY(RY) o tej wlasnosci ze, dla wszystkich n > 1ip.w. z € RY,
|5, (x)]> < k(z). Stosujac twierdzenie Fatou-Lebesgue’a (patrz Dodatek, twierdzenie
5.2.1) otrzymujemy
T
0 <lim sup/O - ft, x, vy () 0y () dadt

n—-+4o0o

< /0 ! ( /{ . (8 1) (x) da 4+ /{ - F (1 2)5 () dx> ar.

co przeczy zatozeniu (4.6). To konczy dowdd lematu. O

Ponizsze twierdzenie stanowi gltowny rezultat tego rozdziatu.

Twierdzenie 4.3.2. Zaldzmy, ze N := Ker(A+V) # {0}, gdzie V =Vy—V, V) €
LP(RN) (p jest jak w (3) - patrz str. 5), Voo € L¥(RY) oraz V() > 0s dla p.w.
x € RY i pewnej liczby rzeczywistej Vo > 0. Niech f: [0, +00) x RN x R — R bedzie
odwzorowaniem cigglym, spetniajgcym zatozenia (4.2), (4.3) i (4.4). Dodatkowo
przypusémy, ze f spetnia jeden z warunkow typu Landesmana-Lazera (4.5) lub (4.6).

Wowczas réwnanie (4.1) posiada T- okresowe rozwigzanie

u € C([0,+00), H*(RY)) N C'([0, +o0), L*(RY)).
Dowéd. Wykazemy najpierw, ze jezeli stala Ry > 0 jest taka jak w lemacie 4.3.1,
to dla wszystkich R > R zachodzi nastepujaca rownosé

1, jezeli zachodzi (4.5),

De F; B 07 R)) = i
g5(F, By (0, 7)) { (—1)3mN - jezeli zachodzi (4.6).
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Aby tego dowies¢ zalozmy najpierw, ze speliony jest warunek (4.5) i zdefiniujmy
homotopie H : Dy (0, R) x [0,1] = N wzorem

H(u,v) := vF(u) + (1 — y)u, u € Dy(0, R), v € [0,1].

Nietrudno dostrzec, ze dla dowolnego v € [0, 1] odwzorowanie H(-, ) nie ma zer na

brzegu zbioru D x (0, R). W przeciwnym wypadku
H(u,v) =0 (4.33)

dla pewnych v € [0,1] i u € N takiego, ze ||ul|zz = R. Wowczas, jezeli v = 0,
to z (4.33) wynika, ze 0 = |lul3, = R?, co jest sprzeczne z zalozeniem. Jezeli
natomiast v € (0, 1], to (F(u), u)z2 < 0, co przeczy (4.31). Wykorzystujac whasnogé

homotopijnej niezmienniczosci stopnia topologicznego, dostajemy
DegB(Fv BN(Oa R)) =1

Zalozmy teraz, ze spelniony jest warunek (4.6) i okreslmy odwzorowanie H : Dyr(0, R) X

0,1] = N wzorem
H(u,v) := YF(u) — (1 —y)u, u € Dy(0,R), v € [0,1].

Rozumujac analogicznie jak powyzej, tatwo widaé, ze dla v € [0, 1], H(+, ) nie po-
siada zer na dDxr(0, R), co ponownie dzieki whasnosci homotopijnej niezmienniczosci

stopnia topologicznego implikuje, ze
Degy(F, By (0, ) = (~1)".
Wykazemy teraz, ze istnieje Ry > 0 takie, ze problem
u(t) = —Au(t) + eF(t,u), t > 0, (4.34)

nie posiada T-okresowych rozwiazan dla e € (0,1) takich, ze ||u(0)||gx > Ro.
W przeciwnym wypadku istnieja ciag (e,) w (0, 1) oraz ciagg T-okresowych rozwia-

zaf u, : [0,7] — H*(RY) réwnania (4.34) z € := €,, n > 1, o tej wlasnosci, ze
lun(0)||gr — +oo, gdy n — +oo. Potézmy p, := sup,sg ||ua(t)||m oraz niech
Up = o tuy,. Latwo widaé, ze wowcezas dla kazdego n > 1, v, jest T-okresowym

rozwigzaniem problemu

0(t) = —Av(t) + Fo(t,v0(t)), te€l0,T], (4.35)
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gdzie F,(t,u) := e, ' F(t, pou), t > 0, u € HY(RY). Korzystajac z twierdzenia
1.4.4 wida¢ natychmiast, ze dla dostatecznie duzych n oraz wszystkich ¢,s > 0

iu,ve H(RY), mamy

IFo(t,w) = Fuls, )2 < iy, DL+ [[pull )|t = 51 + enpiy Ll e = vl s
< DL+ llullz)lt = sI” + Lllu — vl

dla pewnych statych D, L > 016 € (0,1) oraz
IF,(t,u)(z)] < enpy, 'mo(z) < mo(x) dla pw. z € RY, (4.36)

co oczywiscie implikuje, ze

IF(t, )|l < C (4.37)

dla pewnej statej C' > 0. Co wiecej, z (4.36) wynika, ze
(VU] () + Fult,u)(@))u(z) < —tc|u(@)]® + Vo(@) u(z)* + mo(z)|u()].

Niech M > 0 bedzie dowolna, lecz ustalona liczbg oraz, dla dowolnego n > 1,
wezmy liczbe catkowita k, > 1 taka, ze k, T > M. Na podstawie lematu 2.1.2, dla
wszystkich m,n > 1,

11 = Xen)va (O)172 = (1 = xm)va (kD) |72 < RZe25T 4 ay < R2720M 4 ay,

gdzie x,, jest funkcja charakterystyczna kuli B(0,m), R > 0 jest stala taka, ze
lvn()]r < Rdlat >0in > 1, a — 0, gdy m — 400 (ay, zalezy tylko
od V oraz myg, ktora jest wspolna dla wszystkich F,,). Z dowolnosci M > 0 wy-
nika, ze |[(1 — xm)vn(0)||z2 < /o, dla m,n > 1. Co wiecej, na mocy twierdzenia
Rellicha-Kondraszowa wnosimy, ze {X,v,(0)},>1 jest relatywnie zwarty w L*(RY).
W konsekwencji stwierdzamy, ze {v,(0)},>; jest relatywnie zwarty w L*(RY) a po-
niewaz jest on ograniczony w H*(RY), wiec zawiera podciag zbiezny w L*(RY) do
pewnego Uy € HY(RY). Zatem bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazaii mozemy zato-
z7y¢, 7e v,(0) = 99 w L*(RY), gdy n — +oo0.

Dalej zauwazmy, ze dla wszystkich ¢t > 0,
IF (s v ()22 < enpty llmollze < gt lmoll 2.
Poniewaz p,;* — 0, gdy n — 400, wiec wnioskujemy, ze

max |F(t, v,(t))]| 2 — 0, gdy n — +oc.
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Zatem, korzystajac z lematu 4.2.3! wnosimy, ze (v,) jest ciagiem zbieznym w prze-
strzeni C'([0, T], HY(RY)) do pewnego vy : [0,T] — H*(RY) bedacego T-okresowym

rozwiazaniem zagadnienia
o(t) = —Au(t), v(0) = To.

To oznacza, ze vy = e 1A%, tzn. ¥y € N (patrz wniosek 5.8.2) i vy(t) = 7y dla
t > 0, a poniewaz max;>q ||v,(t)||gr = 1 dla n > 1 widzimy, ze vy # 0.

7 drugiej strony, z T-okresowosci funkcji v,, oraz wzoru Duhamela wynika, ze

T
(0(0),T0) 2 = (" 720, (0), Do) 12 + enunl/ (e"T=DAR(t, v, (1)), o) 2 dt,
0

T

oraz, wobec faktu, ze operator e T4 jest samosprzezony (patrz Dodatek, uwaga

5.6.6),
T
(Un(o)vfao)LQ = (Un<0), 67TA170>L2 + en:unl/ (F(t, ann<t))a ei(Tit)AﬁO)LQ dt,
0
co oznacza, ze dlan > 1,

/0 (F (s, pnvn(t)), vo)r2 dt = 0.

Zalozmy najpierw, ze zachodzi warunek (4.5). Wowczas, korzystajac z twierdze-

nia Fatou-Lebesgue’a?, dostajemy

T T
0 = liminf [ (F(t, oo (t)), )2 dt > / lim inf (B (£, v (1)), ) g2 df.  (4.38)
n—-+o0o 0 0 n—-+oo
Ustalmy ¢ € [0, 7] i niech (ng) bedzie rosnacym ciagiem dodatnich liczb catkowitych
takim, ze
lim mf(F(t, U Un, (t)), Q_}O)LQ = lim (F(t, My, Uny, (t)), ’l_)o)LQ (439)
n—-+o0o k——~+o0

oraz (vn, (t)) zbiega do vy prawie wszedzie (zbiér, na ktéorym zachodzi zbieznosé

moze zaleze¢ od t). Stosujac ponownie twierdzenie Fatou-Lebesgue’a® otrzymujemy

Jm (F( i, vn, (1)), Do) 12 = /R | Mim inf f(2, 2, fin, vn, (£)(2)) o () do

~ ~

- /{Uo>0} fo (6, 2)0(z) do + /{Uo<0} f-(t, x)vo(x) du,
(4.40)

LOczywiscie istnieje stata K > 0 taka, ze ||, ' Fp(t,v,(t))|| 12 < K dla wszystich n > 1it >0,
co wynika z (4.37).

2Funkcja majoryzujaca ¢ : [0,7] — R dana jest wzorem ¢(t) := ||mo||rz2||Dol|12-

3Funkcja majoryzujaca ¢ : RN — R dana jest wzorem ¢(z) := mq(x) [vo(z)].
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gdyz dla prawie wszystkich x € {vy > 0},

lim inf f(t, 2, f1n, 00, (£)(2)) > F(t,2)

k——+o0

i dla prawie wszystkich © € {7y < 0},

lim sup £ (¢, , ftn, Un, () (2)) < f-(t, 2).

k——+o0
Podsumowujac, z (4.39) i (4.40) mamy dla ¢ € [0, T,
lminf (F (¢, pnvn(t)), vo) 2 > / fo(t, 2)0o(x) dx —I—/ f-(t, x)vo(z) d,
k=00 {Bo>0} {Bo<0}

co razem z (4.38) implikuje, ze

0= hmmf/ (F(t, ppnon(t)), vo) 2 dt

k—4o00

// 4 (t, 2)0o(z dxdt—l—// fo(t, 2)0o(x) dzdt > 0.
{T0>0} {Bo<0}

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze przy zalozeniu (4.5), zachodzi warunek (ii)
w twierdzeniu 4.2.7.
Przypusémy teraz, ze spelniony jest warunek (4.6). Na podstawie twierdzenia

Fatou-Lebesgue’a! mamy

T T
0 = lim sup/ (F(t, pinvn(t), o)z dt < / (lim sup(F(t, ,LLnUn<t)),l_)0>L2> dt.
n—-4o00 0 0 n——+oo
(4.41)

Ustalmy ¢ € [0,77] i niech (ng) bedzie rosnacym ciaggiem liczb dodatnich takim, ze

lim sup(F (¢, tnvn(t), 0o)rz = lm (F(t, fn, Un, (t), Do) 12 (4.42)

n—-+o0 k—+o00

oraz (v, (t)) zbiega do vy prawie wszedzie (zbiér, na ktorym zachodzi zbieznosé
moze zaleze¢ od t). Ponownie korzystajac z twierdzenia Fatou-Lebesgue’a?

otrzymujemy
lim (F(t, fin, n, (t)), Vo) 2 < / lim sup f(t, z, fn, vn, (t)(x))(x) da
k—+o0 RN k—+co

< /{WO} FH(t 2)T0(x) da + / F(t, 7)) de,

{v0<0}

(4.43)

!Funkcja majoryzujaca ¢ : [0,7] — R dana jest wzorem ¢(t) := ||mo||z2|vol| 2-
2Funkcja majoryzujaca ¢ : RN — R dana jest wzorem ¢(x) := mo(x) |vo(x)].
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gdyz dla prawie wszystkich x € {ty > 0},

limsup £(t, 2, fing 0, (8)(2)) < F¥ (2, 2)

k—+o00

oraz dla prawie wszystkich x € {7y < 0},

lm inf f(t, @, jtn, v, (1) (7)) = (8, 7).

Podsumowujac, z (4.42) i (4.43) mamy dla ¢ € [0, T

lim Sup(F(t? ann(t>, 60)L2 S /{ ) f+(t> CL')’DU(IE) dz + / f_(ta [E)@O([L') d{E,
09 >0

k—+o00 {vo<0}

co razem z (4.41) implikuje, ze

T
0 = lim Sup/ (F(t> /ann@)), z_]0)L2 dt
0

k——+o0

g T
< /0 /{vo>0} Fr(t, 2)vo(x) da dt +/O /{v0<o} f(t, 2)vo(x) dzdt < 0.

Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze przy zatozeniu (4.6) rowniez zachodzi warunek
(ii) w twierdzeniu 4.2.7.
Zastosowanie twierdzenia 4.2.7 dowodzi tezy, tym samym konczac dowod twier-

dzenia. []

Bezposrednio ptynacym wnioskiem z uwagi 4.1.1 oraz twierdzenia 4.3.2 jest na-

stepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.3.3. Zatdzmy, ze N := Ker(A + V) # {0}, gdzie V =V — V,
Vo € LP(RY) (p jest jak w (3) - patrz str. 5), Voo € L®(RY) oraz Voo (x) > vy dla
p.w. x € RY i pewnej liczby rzeczywistej U > 0. Niech f:[0,+00) x RN x R — R
bedzie odwzorowaniem cigglym, ograniczonym, spetniajacym zatozZenia (4.2), (4.3)
i (4.4). Jedli fi>0, f_ < 0 oraz obie funkcje nie sqg rowne p.w. funkcji zerowej lub
er <0, f~ > 0 oraz obie funkcje nie sq réwne p.w. funkcji zerowej, to réwnanie

(4.1) posiada T'- okresowe rozwigzanie

u € C([0, +00), H*(RN)) N C*([0, +-00), L*(RY)).






Rozdzial 5

Dodatek

5.1 Nieréownosci

Twierdzenie 5.1.1. (Nieréwno$¢ Younga, patrz |30, Dodatek B.2|) Niech 1 <
P, q < 00, % + % = 1. Wowczas dla dowolnych a,b > 0 oraz e >0

al D€l
ab < — 4+ —.
€erp q
Twierdzenie 5.1.2. (Nierownos$¢ Holdera, patrz [30, Dodatek B.2|) Zatdzmy,

zel<pg<ooii+i=1 Jesliue LP(R)iveLI(RY), to

[ vtz < Jullsloln

Twierdzenie 5.1.3. (Niero6wnos$¢ interpolacyjna, patrz [10, Ch.4]) Jezeli [ €
LP(RY) N LYRY), gdzie 1 < p < q < oo, to wowczas f € L"(RY) dla wszystkich

r € [p,q]. Co wiecej, zachodzi nieréwnosé

1-0
1Az < LANG 1S,
gdzie%:g—l-%e,Ogle.

Twierdzenie 5.1.4. (Nier6wno$é¢ Jensena, patrz |30, Dodatek B.1]|) Zatdzmy,
ze funkcja f: R — R jest wypukta ' oraz Q C RY jest zbiorem o mierze dodatniej

i skoniczonej. Niech u : Q) — R bedzie funkcjq catkowalng. Wowczas

f(ﬁ/ﬂudx) S,—;u/gf(u)dx.

'Méwimy, ze funkcja f : RV — R jest wypukta, jesli

fltz+ (1 =t)y) <tf(x)+ 1 —-1)f(y)

dla wszystkich z,y € RN it € [0, 1].

101
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Lemat 5.1.5. (Niero6wno$é¢ Volterry, patrz [14, Lemma 1.2.9]) Niech o, €
[0,1), a >0, b> 0 oraz niech y : [0,T) — [0,400) bedzie cigglq funkcjq takq, Ze

t
1
y(t) < 3+b/ ——y(s)ds, te(0,T).
o (t—3)
Wowezas istnieje stata C = C’(b, a,3,T) >0

sup t*y(t) < aC.

te[0,T)
Lemat 5.1.6. (patrz [42, Lemma 7.1.1]) Niech a : [0,T) — [0, +00) bedzie funkcjg
lokalnie catkowalng na [0,T), gdzie T < +oo oraz niech b > 0 i B > 0. Zalozmy
ponadto, ze y : [0,T) — [0,400) jest funkcjg lokalnie catkowalng na [0,T) taka, zZe

y(t) < a(t)+ b/ot(t —5)P y(s)ds dlat € [0,T).

Wowcezas

y(t) < alt) + Q/Ot E/B(G(t —3))a(s)ds, 0<t<T,

gdzie 0 := (bT'(B))Y7, Eg(2) := >20 2" /T (nB+1), E;g(z) ~ 2P~ T(B) gdy z — 0F

oraz E}j(z) ~ 1

~ ge* gdy z — +oo L.

5.2 PrzejsScia graniczne pod znakiem calki

Ponizej przypomnijmy klasyczne twierdzenia dotyczace zbieznosci funkcji mierzal-

nych - do ich dowodu odsytamy do [39].

Przez R oznaczmy rozszerzona prosta cuklidesowa oraz oznaczmy R, = {x €
R | z > 0}. Zalézmy, ze dana jest trojka (X, M, ), gdzie M jest o-ciatem pod-
zbioréw zbioru X oraz p: M — R,. Niech C € M.

Twierdzenie 5.2.1. (Fatou-Lebesgue’a) Jesli f, : C — R, gdzie n > 1, jest
ciggiem funkcji mierzalnych, dla ktorego istnieje funkcja ¢ : C' — R taka, ze
Joddu < 0o oraz | fo| < ¢ dla wszystkich n > 1, to

/ liminf f, dpy < limin / fndp < lim sup/ fodu < / lim sup f,, dpu.
C n—-+o0o n——+o0o C C C

n—-+o0o n—-+o00

lsymbolem ~ oznaczamy asymptotyczng réwnoéé dwoch funkeji, tzn. piszemy
f(z) ~g(x) gdy © — zo,

jezeli limy_, 4, f(z)/g(x) = 1.
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Twierdzenie 5.2.2. (Lebesgue’a o zmajoryzowanym przechodzeniu do gra-
nicy pod znakiem calki) Jezeli f,, : C — R jest ciggiem funkcji mierzalnych
zbieznym punktowo do funkcji f : C' — R oraz dla kazdego n i p.w. x € C zachodzi
|fu(@)| < @(x), gdzie ¢ : C' — R jest funkcjg catkowalng, to

lim [ f,du= /(lim fn) dpe.

n—eo Jo

C n—oo

Twierdzenie 5.2.3. (0o jednostajnym przechodzeniu do granicy pod zna-
kiem calki) Jezeli f, : C — R jest ciggiem funkcji catkowalnych, jednostajnie
zbieznym do funkcji f : C' — R oraz jezeli p(C) < +oo, to

[ (lim fo)(e)d =l [ foe) e

c c

n—oQ n—oo

5.3 Przestrzenie Sobolewa

1
loc

Niech Q@ C RY bedzie zbiorem otwartym. Mowimy, ze u € L} () ma staba po-

chodng czastkowa wzgledem i-tej zmiennej, o ile istnieje v € L], (Q) taka, ze

/ u(x) O¢ (x)dz = — / v(x)p(z) dz dla wszystkich ¢ € C°(Q).
Q Ox; Q

Wowczas v nazywamy stabg pochodng funkcji u wzgledem i-tej zmiennej i oznaczamy

ou ;

Uwaga 5.3.1. Jezeli u € C'(€2), to staba pochodna funkcji u pokrywa sie z funkcja

i-te] pochodnej czastkowej (rozwazanej jako element przestrzeni L}, (Q)).

Wielowskaznikiem nazywamy wektor o = (aq,...,ayn) 0 wspolrzednych beda-
cych nieujemnymi liczbami catkowitymi, zas przez dtugos¢ wielowskaznika || rozu-
mie¢ bedziemy liczbe

laf == a1+ ... ay.

Dla wielowskaznika « piszemy

Do) e 0(2)
C9r, Lo

1
loc

Powiemy, ze u € L; .(Q) posiada stabg pochodng czgstkowqg D%u, o ile istnieje

v e L (Q) taka, ze

loc

/ uD%pdx = (—1) / vpde dla wszystkich ¢ € C2°(9).
Q Q
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Woéwezas DY = v.

Dla p > 1 definiujemy przestrzen Sobolewa W'P(£2) nastepujaco:

ou

WP (Q) = {u € LP(Q) ] dlai e {1,..., N} istnieje staba pochodna 5

€ LP(Q)}.

Nieco ogolniej, dlam > 1, m € Zip > 1 definiujemy przestrzenie Sobolewa W™ ()

]

jako
WmP(Q) = {u € LP(Q) | Vacz! Joj<m iStnieje staba pochodna D%u € LP(Q)}.
W przestrzeni W™P zadajemy norme || - ||wm» kladac
lullwer = > D » dlau € W™P(Q).
0<|ar|<m
Wowezas nie jest trudno dowiesé (patrz [30, Twierdzenie 5.3.2] lub [1, Theorem 3.2]),

zedlam>1,m € Zip > 1, przestrzein W™P(Q) z norma || - ||wm.» jest przestrzenia

Banacha.

W przypadku gdy p = 2, przez H™()) oznacza¢ bedziemy przestrzenn W™2(Q)

dla wszystkich m € Z, m > 1. W przestrzeni H™({2) mozna wprowadzi¢ iloczyn

skalarny (-, -)gm, ktadac

(u,v)gm = Z (D%, D)2 = Z /DauD% dz, u,v € H™(Q).
aeZ¥, |al<m acz, Jal<m ™

Stwierdzenie 5.3.2. (patrz |10, Proposition 8.1]) Przestrzen H'(Q)) jest przestrze-

niq Hilberta.

Przejdziemy teraz do omodwienia wynikéw na temat zanurzen przestrzeni Sobo-

lewa - ich dowody znalezé¢ mozna w [10].

Twierdzenie 5.3.3 (Nierownosé¢ Sobolewa-Gagliardo-Nirenberga).

Niech 1 <p < N. Wowczas
1
N

* 1
WP (RY) — L (RY) gdzie — =
p

D=

oraz istnieje stata C' = C(p, N) > 0 taka, ze
u)l o+ < C|| V|| e dla wszystkich u € WHP(RY).

Twierdzenie 5.3.4. Niech m > 1 bedzie liczbg catkowitq oraz niech p € [1,400).

Wowczas nastepujgcee wlozenia sq ciggle

mp (RN N el _—1_m iesel; L — m
WmP(RY) — LI(RY),  gdzie =5 & Jezeli s — 7 >0,
m,p (RN N o1 om
WmP(RY) — LI(RY), Vg € [p,+00),  jezeli - — T =0,
WmP(RY) — L*(RY), jezeli 5 — % < 0.
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5.4 Zwarto$¢ i zbieznosS¢ w przestrzeniach Banacha

W tej sekcji przypomnijmy fundamentalne twierdzenie charakteryzujace zwartosé

i zbiezno$¢ w przestrzeniach Banacha.

Twierdzenie 5.4.1. (patrz [10, Theorem 4.9]) Niech Q bedzie mierzalnym w sensie
Lebesgue’a podzbiorem RN . Zatozmy, ze 1 < p < 400 oraz niech (u,) w LP(S)) bedzie

ciggiem takim, ze
/ |tun(z) — ug(z)[Pdz — 0, gdy n — +oo,
Q

dla pewnego uy € LP(QY). Wowczas istniejg podcigg (un,) ciggu (uy,) oraz h € LP(2)
takie, ze |uy,, (z)| < h(x) dla wszystkich k > 1 i prawie wszystkich x € 0 oraz

Un () = ug(z),  gdy k — 400,
dla prawie wszystkich x € ) .

Twierdzenie 5.4.2. (Arzeli-Ascoliego, patrz |39, Twierdzenie 22.7|) Niech (f,)
bedzie ciggiem funkcji rzeczywistych okreslonych na RN, wspdlnie ograniczonych oraz
jednakowo cigglych '. Wowczas istnieje podciag (fn,) ciagu (fn) @ funkcja ciggla f

taka, ze f,, — f, jednostajnie na zwartych podzbiorach RY.

Przypomnijmy teraz fundamentalne twierdzenie (patrz np. [10], [30], [65]) doty-

czace zwartych zanurzen przestrzeni Sobolewa.

Twierdzenie 5.4.3. (Rellicha-Kondraszowa) Zalézmy, ze Q0 C RY jest zbiorem
otwartym i ograniczonym z brzegiem OQ klasy C'. Wowczas nastepujgce wltozenia
sg zwarte

Whr(Q) — L1(QY) Vg€ |[l,p*), jezelip <N,

Whr(Q) — LY(Q) Vq € [p,+0), jezelip= N,

Whr(Q) — C(Q), jezelip > N.

Miary niezwartos$ci

Niech X bedzie nieskoniczenie wymiarowa przestrzenia Banacha wyposazona w norme
| -||. Przez B(X) oznaczmy rodzine ograniczonych podzbioréow przestrzeni X. Miarg
niezwarosci Hausdorffa nazywamy odwzorowanie § : B(X) — [0, 400) zdefiniowane

nastepujaco

B(2) :=inf{e > 0 | 2 mozna pokry¢ skonczona liczba kul o promieniu < €}.

Funkcje (f,) sa jednakowo ciggle, jezeli dla kazdego e > 0 istnieje § > 0 taka, ze z nieréwnosci
|z — y| < § wynika, ze |f,(z) — fu(y)| < € dla z,y € RY i dla wszystkich n € N.
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Twierdzenie 5.4.4. Nich § : B(X) — [0,+00) bedzie miarg niezwartosci Haus-

dorffa. Wowczas

(i) B(Q2) =0 wtedy i tylko witedy, gdy 2 € B(X) jest zbiorem relatywnie zwartym;
(ii) B() = B(Q) oraz B(Q) = B(conv(Y)) dla dowolnego L € B(X);

(ii1) B jest potnorma, tzn. B(AQ) = |NB(Q) oraz B(Q1 + Qa) < B() + 5(Q2) dla
dowolnych A € R i Q,Q4,Q € B(X);

(iv) (monotonicznosé) Dla dowolnych zbiorow Qy,Qy € B(X) takich, ze Qy C Qy
BEh) < B(8);

(i) (semi-addytywnosé) B(Qy U Q) = max{5(1), B(Q)} dla dowolnych 1,y €
B(X);
(v) B(B(xg,r)) =1, gdzie vg € X ir > 0.

Powyzsze wlasnosci (wraz z dowodami) mozna znalez¢ m.in. w [2], [5], [26] oraz

27].

5.5 Operatory liniowe w przestrzeniach Banacha

Przypomnimy teraz, w oparciu o [28], [39], [60] oraz |70], podstawowe pojecia oraz

twierdzenia dotyczace operatoréow liniowych okreslonych w przestrzeniach Banacha.

Niech X bedzie rzeczywista lub zespolong przestrzenia Banacha, na ktérej za-
dana jest norma || - || i niech A : X D D(A) — X bedzie operatorem liniowym
w przestrzeni X . Mowimy, ze operator A : X D D(A) — X jest gesto okreslony,

jezeli jego dziedzina D(A) jest gestym podzbiorem przestrzeni X, tzn. D(A) = X.

Wykresem operatora A : X D D(A) — X nazywamy podzbior Gr(A) iloczynu
kartezjanskiego X x X okreslony nastepujaco
Gr(A) ={(z,y) e X x X |y=Az,x € D(A)}.

Moéwimy, ze operator A jest domkniety, jezeli jego wykres Gr(A) jest domknietym
podzbiorem przestrzeni X x X wyposazonej w norme produktows. Na przestrzeni

liniowej D(A) zadajemy norme wykresows || - || p(a) wzorem

|zl peay = ||| + [|Az|| dla z € D(A).
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Wowczas nietrudno dowies¢, ze operator liniowy A : D(A) — X jest domkniety
wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen liniowa (D(A),| - ||pca)) jest przestrzenia Ba-

nacha.
Operator liniowy A : X — Y, gdzie X, Y sg przestrzeniami Banacha z normami
odpowiednio || - ||x oraz || - ||y, nazywamy ograniczonym, jezeli
[Allzcx) = [IAlF = sup{[|Aully | w € D(A), [lullx <1} < +oo.

Jezeli || A|| = +o0, to operator A nazywamy nieograniczonym.

Twierdzenie 5.5.1. (O domknietym wykresie, patrz [60, Twierdzenie 2.15] lub
|39, Twierdzenie 53.6]) Niech X,Y bedq przestrzeniami Banacha. Jezeli operator
lintowy A : X —Y jest domkniety, to jest ciggly.

Jadrem operatora A : X D D(A) — X nazywamy zbior
Ker A:={ue D(A) | Au= 0},
zas obrazem nazywamy zbior
Im A:={Au | ue D(A)}.

Zalozmy, ze liniowy operator A : X D D(A) — X jest roznowartosciowy. Mo-
zemy wowczas zdefiniowaé operator odwrotny A™' : D(A™') — X do A kladac
D(A™") :=Tm A oraz

A =,

gdzie Au=v dlave D(A™).

Niech teraz H bedzie rzeczywista badz zespolona przestrzenia Hilberta z iloczy-
nem skalarnym (-,-) oraz niech A : H D D(A) — H bedzie operatorem liniowym.
Operatorem sprzezonym do A nazywamy operator A* : H O D(A*) — H okreslony
nastepujaco

D(A*) :={v € H | istnieje w € H takie, ze (Au,v) = (u,w) dlau € D(A)},
A'v:=wdlav e D(A"), gdzie (Au,v) = (u,w) dla u € D(A).
Dowodpzi sie, ze jezeli H jest przestrzenia Hilberta, to wowczas dla kazdego operatora

A € L(H) istnieje doktadnie jeden operator sprzezony A* (patrz |60, Twierdzenie
4.10]). Ponadto zachodzi rownosé ||Al| = ||A*]|.
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Mowimy, ze operator A : H D D(A) — H jest symetryczny, jesi A C A*.
Wiadomo, ze operator A jest symetryczny wtedy i tylko wtedy, gdy

(Az,y) = (z, Ay) dla x,y € D(A).

Jezeli zachodzi rownos¢ A = A*, to wowczas mowimy, ze A jest operatorem
samosprzezonym. Mozna pokazaé, ze jezeli operator A jest samosprzezony, to jest

domkniety.

Twierdzenie 5.5.2. (Laxa-Milgrama, patrz [30, Twierdzenie 6.2.1|) Zaldzmy,
ze B: Hx H — R jest odwzorowaniem dwuliniowym okreslonym na rzeczywistej

przestrzeni Hilberta H i takim, Ze dla pewnych statych o, B > 0 zachodzq nierownosci
|B(u,v)| < allul|gllv]lz  dlaw,veH

oraz

Blull?, < Bu,u) dlaue H.

Niech F' : H — R bedzie ograniczonym funkcjonatem liniowym na przestrzeni H.

Istnieje wowczas doktadnie jeden element uw € H taki, ze
B(u,v) = F(v).

Niech teraz X bedzie przestrzenia Banacha nad cialem liczb zespolonych i niech

A: X D D(A) — X bedzie operatorem liniowym. Zbior
p(A) :=={\ € C | Ker(M — A) = {0}, Im(\] — A) = X oraz (\[ — A)~' € L(X)}

nazywamy zbiorem rezolwenty operatora A : X D D(A) — X, natomiast przez

spektrum (lub widmo) rozumieé¢ bedziemy zbior

g(A) :=C\ p(A).

Zatem A\ € o(A) wtedy i tylko wtedy, gdy

(a) Im(A] — A) € X

lub

(b) Ker(A — A) # 0 (tzn. istnieje wektor x € X, x # 0 taki, ze Az = A\z).

Gdy zachodzi punkt (b) z powyzszej definicji, to méwimy, ze A jest wartoscig wtasng
operatora A, za$ przestrzen Ker(A — A) nazywamy przestrzeniq wlasng odpowia-

dajaca wartosci wlasnej A. Geometryczng krotnoscig wartosci wlasnej A\ nazywaé



5.5. Operatory liniowe w przestrzeniach Banacha 109

bedziemy wymiar Ker(AI — A), natomiast przez krotnosé algebraiczng wartosci wia-
snej A rozumieé bedziemy wymiar ()~ | Ker(AI—A)". Na ogol krotnosci algebraiczna
i geometryczna nie sa rowne. Mozna jednak udowodni¢ (patrz np. [33, Theorem
2.4]), ze jezeli A : H D D(A) — H jest samosprzezonym operatorem liniowym
w przestrzeni Hilberta H, to wowczas krotno$é¢ geometryczna dowolnej wartosci wita-

snej operatora A jest rowna krotnosci algebraicznej tej warto$ci wtasnej.

W przypadku, gdy (X,| -||) jest przestrzenia Banacha nad cialem liczb rze-
czywistych, mozna réwniez rozpatrywaé zespolone zbior rezolwenty i spektrum li-
niowego operatora A : X D D(A) — X. W tym celu dokonuje sie kompleksyfikacji
przestrzeni X, tzn. okresla sie przestrzen liniowa X¢ nad ciatlem liczb zespolonych
ktadac X¢ := X x X wraz z dzialaniami 4+ : X¢ X X¢ — C oraz - : C x X¢ — C

okreslonymi nastepujgco
(x1,01) + (22, y2) = (21 + T2, y1 + y2) dla (21, 11), (z2,y2) € Xc,
(a+ pi) - (x,y) := (ax — fy,ay + fx) dlaa+ pi € C, (z,y) € Xc.

Oznaczajac dowolny element (z,y) € X¢ przez x + iy, na przestrzeni Xc¢ zadaje sie

norme kladac

|z +iyllc := sup |[|(sing)z+ (cosp)y| dlaz+iy e Xc. (5.1)
p€(0,27]
Dowodzi sie, 7e (Xc, || - ||c) jest rowniez przestrzenia Banacha.

W sytuacji, gdy H jest rzeczywistg przestrzenig Hilberta, z iloczynem skalarnym

(+,-): Hx H— R, to wowczas

(21 +iy1, T2 + iy2)c = (21, 22) + (Y1, Y2) — i(x1, y2) + i(y1, T2)

jest iloczynem skalarnym na kompleksyfikacji H¢ przestrzeni H dla dowolnych x; +

W, To + 1Yy € He, za$

lo +iyllc = VIeP+ P dla @ +iy € He (5.2)

jest norma wyznaczona przez ten iloczyn skalarny. Mozna pokazac, ze normy okre-
$lone wzorami (5.1) i (5.2) sg réwnowazne *.

Dla liniowego operatora A : X D D(A) — X, okreslonego w rzeczywistej prze-
strzeni Banacha X, mozemy zdefiniowa¢ operator Ac¢ : X¢ D D(Ac) — X naste-
pujaco:

D(Ac) :={z+iy € Xc | z,y € D(A)},
Ac(x +iy) := Az + 1 Ay.

! Zauwazmy, ze w przypadku dowolnej przestrzeni Banacha (5.2) nie zadaje normy.
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Wéwezas operator Ac nazywamy kompleksyfikacjg operatora A . Latwo widaé,
ze Ac jest operatorem liniowym na Xc. Wowcezas, przez zespolony zbidr rezol-

wenty operatora A rozumiemy p(A) := p(Ac), zas$ przez spektrum zespolone - zbidr

o(A) :=0o(Ac).

Moéwimy, ze liniowy operator A : X — Y, gdzie X i Y sg przestrzeniami Bana-
cha jest zwarty, jezeli dla dowolnego zbioru ograniczonego U C X, zbior A(U) jest
relatywnie zwarty w Y. Latwo zauwazy¢, ze kazdy operator zwarty jest operatorem

ograniczonym.

Niech A : X D D(A) — X bedzie operatorem samosprzezonym. Powiemy,
ze operator C' : X D D(C) — X taki, ze D(A) C D(C) jest relatywnie zwarty
wzgledem operatora A wtedy i tylko wtedy, gdy operator C'(A +il)~! jest zwarty.

Mozna udowodnié¢ (patrz [59]), ze jezeli A i C' sa domknietymi operatorami okre-
Slonymi w przestrzeni Banacha X takimi, ze D(C) D D(A), to wowczas operator
C(A — zI)7! jest zwarty dla pewnego 2z € p(A) wtedy i tylko wtedy, gdy jest on
zwarty dla wszystkich z € p(A).

Niech H bedzie przestrzenia Hilberta i niech A : H D D(A) — H bedzie gesto

okreslonym i samosprzezonym operatorem liniowym. Wowczas spektrum istotnym

operatora A, ktore oznaczaé bedziemy przez oess(A), nazywamy zbior

Oess(A) = {\ € o(A) | A nie jest izolowang wartoscia wlasna o skoniczonej krotnosei}?.

Ponizsze twierdzenie dostarcza informacji na temat spektrum istotnego relatyw-

nie zwartych zaburzen operatoréw samosprzezonych.

Twierdzenie 5.5.3. (Weyl’a, patrz [59, str.113]) Niech A : X D D(A) — X bedzie
operatorem samosprzezonym oraz niech C' : X C D(C) — X bedzie operatorem

relatywnie zwartym wzgledem A. Wowczas

Jess<A) = Uess(A + C)

2Informacje na temat spektrum istotnego gesto okreslonych, domknietych operatoréw liniowych

w przestrzeniach Banacha (niekoniecznie Hilberta) mozna znalezé¢ w [31] oraz [61].
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5.6 Poélgrupy operatoréw liniowych

W oparciu o [14], [37], [56] i [66] oméwimy teraz podstawowe fakty z teorii Co-

polgrup operatoréow liniowych i ich generatoréw.
Niech X bedzie przestrzenia Banacha. Pdlgrupg operatorow nazywamy rodzine
{S(t) : X — X }> ograniczonych operatoréw liniowych taka, ze
(i) S(0) =1,
(i) S(t+s)=5(t)S(s) dla wszystkich ¢, s > 0.
Jezeli dodatkowo

(iii) dla dowolnego x € X, odwzorowanie [0, +00) 3t — S(t)x € X jest ciagle, to

mowimy o silnie ciggtej potgrupie lub o Cy-pdtgrupie.
Uwaga 5.6.1. Warunek (iii) w powyzszej definicji jest rownowazny nastepujacemu
(iii)" limy o+ S(t)z = x dla dowolnego = € X.

Wiadomo, ze jezeli {S(t)}+>0 jest Co-pOlgrupa operatorow liniowych na przestrzeni

Banacha X, to wowczas istniejg stale M > 1 oraz w € R takie, ze
I1S@#)|| < Me**  dlat>0.

Infinitezymalnym generatorem Cy-potgrupy {S () }1>0 nazywamy operator liniowy
A: X D D(A) — X dany wzorem

D(A) := {x € X | istnieje granica lim
t—0t

S(t)x —x
t }
S(t)r —x

Az = lim
t—0+

dla x € D(A).

Zauwazmy, ze D(A) jest przestrzenia liniowa, co wynika z liniowosci operatorow

S(h), h >0, za$ A jest operatorem liniowym, na ogé! nieograniczonym'.

W dalszych rozwazaniach Cy-potgrupe generowang przez operator A bedziemy

oznaczaé przez {e1}>o.

Nastepujace twierdzenie okresla warunki konieczne i wystarczajace na to, aby

operator liniowy byl generatorem Cy-podigrupy.

! Zauwazmy, ze D(A) wraz z norma odziedziczong z X jest przestrzenia unormowana.
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Twierdzenie 5.6.2. (patrz [56, Theorem 1.5.2]) Operator liniowy A : X D D(A) —
X jest generatorem Co-potgrupy {et} o takiej, ze ||et]| < Me“t dla pewnych sta-
tych M > 11w € R, wtedy 1 tylko wtedy gdy

(i) A jest operatorem domknictym i D(A) jest gestym podzbiorem przestrzeni X,

(11) zbior rezolwenty p(A) operatora A zawiera przedzial (w,+00) oraz

M

Ponizsze twierdzenie podaje warunki dostateczne, ale nie konieczne na to, aby

operator byt generatorem Cy-polgrupy.

Twierdzenie 5.6.3. (patrz [56, Theorem 1.7.7]|) Niech A: X D D(A) — X bedzie

gesto okreslonym operatorem w przestrzeni Banacha X spelniajgcym nastepujgce

warunks
(i) dla pewnego § € (0,%)

p(A) D 5= {A e C | |arg)| < g +ayu o)

(11) istnieje M > 0 takie, Ze

M
(M — A)7H| < oy dla A € 35, \ # 0.

Wowczas A jest infinitezymalnym generatorem jednostajnie ograniczonej ' Cy-potgrupy
operatoréw liniowych {e};>0.

Twierdzenie 5.6.4. (patrz [56, Theorem 1.4.2]) Niech {e};50 bedzie Cy-potgrupg
generowang przez operator A : X D D(A) — X. Wowczas

(i) jesliz € X, to [} e**xds € D(A) dlat >0 oraz

t
A(/ e ds) = ey —z,
0

(ii) jesli x € D(A), to ez € D(A) dlat >0 oraz

d
—ety = Aettr = e Az,
dt

'Méwimy, ze Co-polgrupa operatoréw liniowych {etA}tgo jest jednostajnie ograniczona, jezeli

istnieje C' > 0 takie, ze
e < C dlat>0.
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(1) jesli x € D(A) orazt > s >0, to

t t
ey — ety = / A Axdr = / Ae™ g dr.
S S

Uwaga 5.6.5. Niech {e'},>¢ bedzie Cy-potgrupa operatoréw liniowych na prze-
strzeni Banacha X o generatorze A : X D D(A) — X taka, ze |e] < Me*! dla
pewnych stalych M > 11w € R. Woéwcezas nietrudo dowiesé, ze {e et },>q jest

Co-polgrupa generowana przez operator A —wl i taka, ze |[e “'e!t|| < M dla t > 0.

Uwaga 5.6.6. Niech X bedzie refleksywna przestrzenia Banacha oraz niech A : X D
D(A) — X bedzie samosprzezonym i gesto okreslonym operatorem liniowym takim,
7e —A generuje Co-potgrupe {e7' 1 X — X},5¢ operatoréw liniowych. Woéwczas

t

mozna pokazaé¢ (patrz |56, Corollary 1.10.6]), ze operator e~ jest samosprzezony

dla dowolnego ¢t > 0.

Niech A = {z € C| 1 < argz < g9, 1 <0 < ¢y} oraz dla z € A, niech S(z) bedzie
ograniczonym operatorem liniowym. Rodzina {S(z)}.ca jest pdlgrupq analityczng

w A jezeli

(i) odwzorowanie A 3 z — S(z) jest analityczne w A,

(i) S(0) = I oraz lim, o .cn S(2)z = z dla wszystkich z € X,
(iii) S(z1 + 22) = S(21)S(29) dla wszystkich 21, z9 € A.

Moéwimy, ze Co-polgrupa {e'};5o jest analityczna, jezeli jest analityczna w pewnym
sektorze A zawierajacym polprosta [0, 4+00).
Twierdzenie 5.6.7. (patrz |56, Theorem 2.5.2|) Niech {e't : X — X};50 bedzie

jednostajnie ograniczong Cy-potgrupg operatorow lintowych w przestrzeni Banacha X

o generatorze A : X D D(A) — X. Wowczas nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(i) {4} >0 mozna rozszerzyé do analitycznej Co-pdtgrupy w sektorze Ag := {\ €

C | |arg\| < d};

(i1) Istnieje stata C' > 0 taka, ze dlav > 04717 #0

. _ C
(vl 4+l — A7 < m;

(iii) Istniejg 0 < 6 < % oraz M > 0 takie, ze
p(A) DS ={AeC | |ag\ < g+5}u{0}

oraz M
IO =) < 5 dlade S0
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(iv) odwzorowanie (0, +00) 3 t +— ' jest rézniczkowalne oraz istnieje C' > 0 takie,
ze dlat >0 o
ety < .

5.7 Operatory sektorialne

Niech A: D(A) — X, D(A) C X bedzie domknietym, gesto okreslonym operatorem
w przestrzeni Banacha X. Operator A nazywamy operatorem sektorialnym., jesli
istnieja stale a € R, M > 0 oraz ¢ € (0, §) takie, ze:

(i) zbior rezolwenty operatora A zawiera sektor ¥, ,, gdzie

Sup = {NEC| A £ 0, < [Arg(A— a)] < 7}

(i)

M
A —al
Uwaga 5.7.1. Wybierzmy dowolna liczbe w € R. Wowezas operator A : D(A) — X

1AL = A) e < dla X € Y. (5.3)

jest operatorem sektorialnym wtedy i tylko wtedy gdy operator A, : D(A) — X
dany wzorem A, := A 4+ w/ jest operatorem sektorialnym.

Istotnie, dokonujac translacji tatwo widaé, ze ¥, C p(A) oraz zachodzi nieréwnos¢
(5.7), wtedy i tylko wtedy gdy

Yarwe ={A€C | AF a,0 < |Arg(A = (a +w))[ <7} C p(Ay)

oraz

I = Ay) e < dla A € Sypus.

M
A= (a+w)|
Stwierdzenie 5.7.2. (patrz [14, Proposition 1.3.1]) Niech A : X D D(A) —» X
bedzie liniowym, domknietym i gesto okreslonym operatorem w przestrzeni Banacha
X. Rozwazmy operatory A, = A+ wl zw € R. Wowczas nastepujgce warunki sq

rownowazne:

(i) A, jest operatorem sektorialnym w X dla pewnego w € R,
(i1) A, jest operatorem sektorialnym w X dla kazdego w € R,

(ii1) Istniejg k,w € R takie, Ze zbidr rezolwenty p(A,) operatora A, zawiera pot-

ptaszezyzne {\ € C | Re A <k} oraz
IAMA — A) ey <M dlaRe A < k.

Mo6wimy, ze operator sektorialny A : D(A) — X jest dodatni, jesli Re o(A) > 0,

'Re 0(A) :=inf{Re A | A € 0(A)}.
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tzn. Re z > 0 dla dowolnego z € 0(A). Zauwazmy, ze
Re 0(Ay) > a + w.

To oznacza, ze wybierajac w > 0, dla ktorej Re o(A,) > 0 mozemy rozwazaé do-

datni operator A,,.

Nastepujace twierdzenie charakteryzuje generatory analitycznych Cy-potgrup.

Twierdzenie 5.7.3. (patrz [14, Theorem 1.3.1]) Niech X bedzie przestrzenig Ba-
nacha i niech A : X D D(A) — X bedzie liniowym, gesto okreslonym operatorem.
Wowczas A jest sektorialny wtedy 1 tylko wtedy gdy operator —A generuje anali-

tyczng Cy-potgrupe {4+ X — X}i50 ograniczonych, liniowych operatorow.

Twierdzenie 5.7.4. (patrz [14, Theorem 1.3.2]) Niech A : D(A) — X bedzie opera-
torem sektorialnym takim, ze Re o(A) > a > 0. Wowczas istniejq state My, My > 0

takie, zZe

[Ae™ o) < —e™ ™, t>0. (5.5)
Kolejne fakty dostarczaja przyktadow operatoréw sektorialnych.

Twierdzenie 5.7.5. (patrz [56, Corollary 3.2.2|) Jesli A: D(A) — X jest operato-
rem sektorialnym w przestrzeni Banacha X oraz operator B jest operatorem ogra-
niczonym w X, to operator A+ B : D(A+ B) — X z dziedzing D(A+ B) = D(A)

jest sektorialny.

Twierdzenie 5.7.6. (patrz [14, Proposition 1.3.3] oraz [60, Tw.13.31] Niech A :
H D D(A) — H bedzie liniowym, gesto okreslonym, samosprzezonym operatorem

w przestrzeni Hilberta H z iloczynem skalarnym (-,-). Wdowczas
(i) VzeD(A) (Azx,z)> 0 wtedy i tylko wtedy gdy o(A) C [0, 400);

(ii) jezeli A jest ograniczony z dotu ', to jest operatorem sektorialnym.

'"Moéwimy, ze operator A : H D D(A) — H okreslony w przestrzeni Hilberta H z iloczynem

skalarnym (-, -) oraz norma || - || jest ograniczony z dotu, jezeli

Im eR Vae D(A) (Az,z)>m|z|>



116 Rozdzial 5. Dodatek

Przejdzmy teraz do omoéwienia poteg utamkowych operatoréw sektorialnych oraz

przestrzeni utamkowych wyznaczonych przez te operatory.

Niech X bedzie przestrzenia Banacha z zadang norma || - || oraz niech A : X D
D(A) — X bedzie dodatnim operatorem sektorialnym. Dla o € (0,400) definiu-
jemy operatory A7 : X — X nastepujaco:

1 e
A %z = m/o to ey dt, (5.6)

gdzie I': (0, 4+00) — R jest funkcjg Eulera dana wzorem
+o0
[(x):= / t" et dt, x> 0.
0

Zauwazmy, ze dla kazdego o > 0, A~ jest poprawnie okreslonym operatorem.
Istotnie, z nieréwnosci (5.4) w twierdzeniu 5.7.4 wynika, ze calka niewlasciwa we

wzorze (5.6) jest zbiezna w topologii jednostajnej operatorow, gdyz

Mye ™, t > 1,
||t04—1€—At|| S 0
Mot t € (0,1].

Stad wniosek, ze A= € L(X).

Lemat 5.7.7. Dla kazdego o > 0 operator A= : X — X, okreslony wzorem (5.6),

jest réznowartosciowy.

Dowéd. Jest jasne, 7ze dla o = 1, operator A~! jest réznowartoéciowy. Zatem
dla kazdego n € N, A™" jest operatorem réznowartoSciowym. Zal6zmy teraz, ze

A % = 0 dla pewnego x € X. Wowczas, dla n > «,

A"y = AT AT = 0,
co implikuje, ze x = 0. To koniczy dowod. [
7 powyzszych rozwazan wynika mozliwosé zdefiniowania dodatnich poteg utamko-
wych operatora A w nastepujacy sposob.

Dla « > 0, okres§lmy operator A* : D(A%*) — X kladac

D(A%) :=Im(A™9), A% = (A™*)'x dla z € D(A%).
Dodatkowo, dla o = 0, polézmy

D(A%) := X, A =1,
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gdzie [ : X — X, I(x) := z dla wszystkich x € X.

Dla dowolnego o > 0, przestrzeniq utamkowq wyznaczona przez dodatni opera-
tor sektorialny A : X D D(A) — X nazywamy przestrzei unormowana (X, || -|la),
gdzie

X := D(A%) oraz, |z]|a == [|A%]|| dla z € X“.

Uwaga 5.7.8. Przestrzen (X, ||-||,) jest przestrzenia Banacha. Wynika to z faktu,
ze dla kazdego a > 0, operator A® jest operatorem domknietym (jako operator

odwrotny do operatora domknietego).

Twierdzenie 5.7.9. (patrz [63, Ch.3.6] lub [14, Proposition 1.3.5]) Niech A : X D
D(A) — X bedzie dodatnim operatorem sektorialnym w przestrzeni Banacha X.

Wowezas

(i) Dla kazdego oo > 0, operator A* : X* — X jest domknietym i gesto okreslonym

operatorem.

(ii) Jezeli o > B > 0, to wlozenie X* C XP jest geste i ciggte. Dodatkowo, jesli

operator A ma zwarte rezolwenty, to powyzsze wlozenie jest zwarte.
(iii) Dla dowolnych o, 5 > 0

ACAP = AP A% = AP,

Twierdzenie 5.7.10. (patrz [56, Corollary 3.2.4]) Niech A : D(A) — X bedzie
operatorem sektorialnym w przestrzeni Banacha X. Zatdimy, ze B : D(B) — X
jest operatorem domknietym i przypusémy, ze dla pewnego o € (0,1), X* C D(B),
gdzie X jest przestrzemiq utamkowq wyznaczong przez A. Wowczas A + B jest

operatorem sektorialnym.

Uwaga 5.7.11. Niech A : D(A) — X bedzie operatorem sektorialnym, niekoniecz-
nie dodatnim. Woéwczas z definicji operatora sektorialnego wynika, ze istnieje w > 0
taka, ze operator A, := A + wl jest dodatni. Mozna zatem rozwazaé przestrzen

utamkowa X := D((A + wI)®) z norma
2] aw = [|(A + wI)®z| dla z € X

Mozna pokaza¢ (patrz np. [49, Lemat 1.4.10]), ze przestrzen utamkowa X2 nie
zalezy od wyboru w oraz co wiecej, ze dla dowolonych wy, ws € R takich, ze operatory
A+wliA+wsl sa dodatnie i D(A+wil) = D(A+wol), normy ||+ ||aw, 11 llaws

sg rOwnowazne.
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Nietrudno réwniez dowiesé, ze jezeli A : X C D(A) — X jest dodatnim operato-

rem sektorialnym, to wowczas rodzina ograniczonych operatoréw liniowych {el}ff :

X — X%>o jest Cop-poltgrupa na przestrzeni utamkowej X .

Ponizsze twierdzenie stanowi zestawienie najistotniejszych wtasnosci poteg utam-
kowych operatoréw sektorialnych i analitycznych Cy-potgrup generowanych przez te

operatory.

Twierdzenie 5.7.12. (patrz |56, Theorem 2.6.13]) Niech A : X D D(A) — X
bedzie dodatnim operatorem sektorialnym oraz miech {e=** : X — X }isq bedzie Cp-

polgrupa generowang przez —A. Wowczas
(i) e7A(X) C X® dla wszystkich o >0 it > 0;
(it) Dla wszystkich o > 0 oraz x € D(A%)

e A% = A% M dlat > 0;

(iii) Jesli o >0, to A% € L(X) oraz istniejq state C,, > 0 i ¢ > 0 takie, ze dla
t>0

le™zllo < Cat™e™ 2.

Uwaga 5.7.13. Niech A : X D D(A) — X bedzie operatorem sektorialnym

w przestrzeni Banacha X oraz niech ¢ > 0 bedzie liczbg rzeczywista taka, ze
o(A+6I) C {z€ C|Rez>0}.

Wowezas, z twierdzenia 5.7.12 (iii) wynika, ze istnieja stale Cy > 01 C, > 0 takie,
ze dla wszystkich ¢t > 0,

le 2o < Coe®||z]la  dlaz e X°
oraz

le 2|0 < Cot™@e®||z||  dla x € X.

5.8 Rozklady spektralne

Ponizsze twierdzenie moéwi o wlasnosciach spektralnych generatorow Cy-polgrup.
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Twierdzenie 5.8.1. (patrz [44, Thm. 16.7.2]) Jesli A : X D D(A) — X jest
generatorem Cy-potgrupy {e'}i>o ograniczonych liniowych operatoréw w zespolonej

przestrzeni Banacha X, to
o, (e)\ {0} = e7*) dla t > 0.

Ponadto, jesli X € 0,(A), to dla dowolnego t > 0

Ker(e ™I — ') = m( U Ker(Agl — A)),
keZ

gdzie Ny = A+ (2k7/t)i dla k € Z.

Whniosek 5.8.2. Jezeli A : D(A) — X jest samosprzezonym operatorem takim, Ze
—A generuje analityczng Co-pdtgrupe {e="} o ograniczonych operatoréw liniowych

oraz 0(A) C (—c¢,+00) dla pewnego ¢ > 0, to dla dowolnego t > 0 zachodzi réwnosé
Ker A = Ker(e ™ — I).

Niech X bedzie przestrzenia Banacha oraz niech A : X D D(A) — X bedzie
operatorem liniowym. Zbior o C 6(A), gdzie 6(A) := 0(A) U {oco} nazywamy zbio-
rem spektralnym, jezeli zbiory o i 6(A) \ o sa zbiorami domknietymi w rozszerzonej

plaszczyznie C U {oo}.
Przyktlad 5.8.3.

(i) Skoriczony zbior punktow ze spektrum o(A) liniowego operatora A tworzy

zbior spektralny;
(ii) Dopetnienie zbioru spektralnego jest zbiorem spektralnym.

Twierdzenie 5.8.4. Niech A : X D D(A) — X, gdzie X jest przestrzeniq Bana-
cha, bedzie domknietym operatorem lintowym. Niech oy bedzie ograniczonym zbio-
rem spektralnym i oznaczmy oy = o(A) \ o1, tzn. o9 U {oc0} jest innym zbiorem
spektralnym. Przez Py, Py oznaczmy projekcje odpowiednio, na przestrzenie wtasne
wyznaczone przez oy i 0y oraz niech X; = P;(X), j =1,2. Wowczas X = X7 & Xo,
przestrzenie X; sq niezmiennicze wzgledem A (tzn. A(X;) C X;, 7 = 1,2) oraz
jesli oznaczymy Aj = Alx;, j = 1,2, to wowezas Ay : X1 — Xy jest operatorem

ograniczonym oraz o(Ay) = o1. Co wiecej, D(As) = D(A) N Xy oraz 0(Ay) = o,.

Dowod powyzszego twierdzenia mozna znalez¢ w [28, v.1, Ch.7| oraz w |67, Thm.
5.7, A, BY.
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5.9 Indeks punktow stalych

5.9.1 Indeks Leray-Schaudera dla odwzorowan zwartych

Ponizej przypomnimy krotko klasyczna teorie indeksu punktow stalych dla klasy
odwzorowan zwartych. Wszystkie ponizej przytoczone definicje i fakty mozna zna-
lez¢ w [40].

Niech X bedzie przestrzenig Banacha oraz niech U C X bedzie zbiorem otwar-
tym i ograniczonym. Zwarte odwzorowanie ® : U — X nazywamy dopuszczalnym
(w sensie teorii indeksu punktow stalych dla odwzorowan zwartych), jesli ®(u) # «
dla 4 € OU. Powiemy, 7e zwarte odwzorowanie ¥ : W x [0,1] — X okreslone
na otwartym i ograniczonym zbiorze W C X x [0, 1], jest dopuszczalng homo-
topig (w sensie teorii indeksu punktow stalych dla odwzorowan zwartych), jezeli
(i, 1) # u dla (a, ) € W.

Indeksem punktow stalych Leray-Schaudera dla klasy odwzorowan zwartych na-
zywamy przeksztalcenie, ktore kazdemu dopuszezalnemu odwzorowaniu ® : U — X

przyporzadkowuje liczbe catkowita Ind;s(®, U) posiadajaca nastepujace whasnosci:
(1) (Istnienie) Jesli Ind;g(®,U) # 0, to istnieje u € U takie, ze ®(u) = u;

(2) (Addytywnosc¢) Jesli Uy, Uy C U sa zbiorami otwartymi, roztacznymi i takimi,
ze P(u) #udlauwe U\ (U UU,), to

IndLs((I), U) = IndLS((I)‘Ul, Ul) + IndL5(®|U2, UQ),

(3) (Homotopijna niezmienniczoé¢) Jegli odwzorowanie ¥ : U x [0,1] — X jest

dopuszczalng homotopia, to
IIldLS(\I’(', O), U) = IIldLS(\I/(', 1), U),
(4) (Normalizacja) Niech ug € X i niech @,,, : U — X bedzie zdefiniowane wzorem
Dy (1) := ug dla u € U. Wowezas

0, jesliug ¢ U,

Indzs(®,,,U) =
5(®u, U) {1, jesli ug € U

(5) (Obcinanie) Niech X, bedzie podprzestrzenia X taka, ze ®(U) C Xo. Wowczas

IDdLS<q), U) = IndLS(CD‘UmXO, U N Xo);
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(6) (Multiplikatywnosé¢) Jesli @, : U; — X1 i @y : Uy — X, gdzie X1, X, sa
przestrzeniami Banacha, sa odwzorowaniami dopuszczalnymi, to ®; x &y :

Uy, x Uy — X1 x X5 jest odwzorowaniem dopuszczalnym oraz

IIldLs((I)l X (I)Q, U1 X U2) = IndLS(CDl, Ul) . IIldLs<CI>2, Ug);

(7) (Topologiczna niezmienniczos¢) Niech X; i Xy beda przestrzeniami Banacha
oraz niech @) : X; — X, bedzie liniowym homeomorfizmem. Zal6zmy, ze
U C X, jest otwarty, ograniczony oraz niech ®; : U — X; bedzie odwzoro-
waniem zwartym takim, ze ®,(u) # u dla u € OU. Wowcezas odwzorowanie
Dy - Q(U) — X, zadane wzorem ®o(@) := Q(P1(Q ' (@))) jest takze zwarte,
Oy(u) # u dlau € 9(Q(U)) oraz

Indzs(®1, U) = Indpg(®a, Q(U)).

5.9.2 Indeks punktéow stalych dla odwzorowan ostatecznie
zwartych
Niech X bedzie przestrzenia Banacha i niech M C X. Mowimy, ze odwzorowanie

[ M — X jest ostatecznie zwarte (7 ang. ultimately compact), o ile ma te wlasnos¢,

ze dla dowolnego zbioru Z C X, jezeli zachodzi réwnosc
convf(MNZ)=2Z,

to Z jest zbiorem zwartym.

Przechodzimy teraz do omoéwienia konstrukcyjnej definicji odwzorowan ostatecznie
zwartych oraz wtasnosci tej klasy odwzorowan. Dowody przytoczonych w dalszym

ciagu faktow przeprowadzone sa w [2].

Niech M bedzie podzbiorem przestrzeni Banacha X oraz niech f : M — X
bedzie danym odwzorowaniem. Definiujemy nastepujacy tranzytywny ciag zbiorow

{T,} indeksowany liczbami porzadkowymi

Ty := mf(M)7

T . conv f(M NTy-1), jesli o — 1 istnieje
" Np<a L5 jesli o — 1 nie istnieje.

Wowezas ciag zbiorow {T,} posiada nastepujace whasnosci
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Lemat 5.9.1. (i) Kazdy zbidr T, jest domkniety i ograniczony;
(i) Jeslin < o, to T, CT);
(i) f(MNT,)CT, dla kazdej liczby porzqdkowej o;
(iv) Istnieje liczba porzgdkowa § taka, ze T, = Ts dla wszystkich o > 0.

Oznaczmy f>°(M) := Ty, gdzie J jest jak w powyzszym lemacie. Wowczas mozna
udowodnié¢, ze odwzorowanie f : M — X jest ostatecznie zwarte wtedy i tylko
wtedy, gdy zbior f(M N f*(M)) jest relatywnie zwarty.

Nastepujacy lemat stanowi zestawienie podstawowych wtasnosci odwzorowar osta-

tecznie zwartych.
Lemat 5.9.2. (i) f>(M)=—convf(M N f>*(M)),
(it) Jesli My C M, to f(M,) C f>*(M);

(iii) Jesli f - M — X jest ostatecznie zwarte oraz My C M, to f = fian, Jgest

ostatecznie zwarte;

(vi) Odwzorowanie f : M — X jest ostatecznie zwarte wtedy i tylko wtedy, gdy

f(M) jest zbiorem zwartym;

(v) Jesli f(M) jest zbiorem relatywnie zwartym, to f : M — X jest ostatecznie

zwarte.

Odnotujmy teraz podstawowe definicje oraz fakty teorii punktéw stalych dla

klasy odwzorowar ostatecznie zwartych, ktorych dowody mozna znalez¢ w |2, Ch.3].

Niech X bedzie przestrzenia Banacha. Ostatecznie zwarte odwzorowanie @ :
U — X, okreglone na domknieciu otwartego i ograniczonego zbioru U nazywamy
dopuszczalnym, jesli ®(u) # u dla u € OU. Moéwimy, ze ciagle odwzorowanie
U : U x [0,1] = X jest dopuszczalng homotopig pomiedzy dwoma dopuszczalnymi
odwzorowaniami ®g, ®, : U — X, jezeli U(-,0) = &g, U(-,1) = &y, U(u, ) # u dla
wszystkich o € OU i p € [0,1] oraz W jest takie, ze dla dowolnego zbioru V' C X,
jezeli conv W ((V NU) x [0,1]) = V, to V jest relatywnie zwarty.

Indeksem punktow statych w klasie odwzorowan ostatecznie zwartych nazywamy
przeksztatcenie Ind,., ktore kazdemu dopuszczalnemu odwzorowaniu ® : U — X

przyporzadkowuje liczbe catkowita Ind,.(®, U) posiadajaca nastepujace wlasnosci:



5.9. Indeks punktow stalych 123

(1) (Istnienie) Jesli Ind,.(®,U) # 0, to istnieje u € U takie, ze ®(u) = u;

(2) (Addytywnosc) Jesli Uy, Uy C U sa zbiorami otwartymi, roztacznymi i takimi,
ze ®(u) #udlauwe U\ (U Ul,), to

Induc(q), U) = Induc((PWl, Ul) + Induc(CI)|U2, Ug),

(3) (Homotopijna niezmienniczo$¢) Jesli odwzorowanie ¥ : U x [0,1] — X jest

dopuszczalng homotopia, to

Ind,.(¥(-,0),U) = Ind,(¥(-, 1), U);

(4) (Normalizacja) Niech ug € X iniech @, : U — X bedzie zdefiniowane wzorem
D, (1) := ug dla u € U. Wowcezas

0, jesliug ¢ U,

Indye(Pu,,U) =
1, jesliug e U.

Uwaga 5.9.3. Jezeli ® : U — X jest odwzorowaniem zwartym, to indeks Ind,.(®, U)
jest rowny indeksowi Leray-Schaudera Indys(®, U).






Bibliografia

1]

2]

3]

4]

[5]

(6]

7]

8]

9]

R. Adams, Sobolev Spaces, Academic Press, New York 1975. [cytowane na str.
104]

R. R. Akhmerov, M. [. Kamenskii, A. S. Potapov, A. E. Rodkina, B. N. Sa-
dovskii, Measures of Noncompactness and Condensing Operators, Birkhduser

1992. [cytowane na str. 39, 106, 121, 122]

H. Amman, E. Zehnder, Nontrivial solutions for a class of nonresonance pro-
blems and applications to nonlinear differential equations, Annali della Scuola
Superiore di Pisa, t. 7 (4), 1980, 539-603. [cytowane na str. §]

F. Antoci, M. Prizzi, Attractors and global averaging of non-autonomous
reaction-diffusion equations in RY, Topol. Methods Nonlinear Anal. 20 (2002),
no. 2, 229-259. [cytowane na str. 7, 27|

J. M. Ayerbe, T. Dominguez Benavides, G. Lopez Acedo, Measures of non-
compactness in metric fired point theory, Birkhauser, 1997. [cytowane na str.
106]

R. Bader, W. Kryszewski, On the solutions of differential inclusions and the
periodic problem in Banach spaces, Nonlinear An. 54 (2003), 707-754. [cytowane

na str. 6]

R.R. Becker, Periodic solutions of semilinear equations of evolution of compact
type, J. Math. Anal. Appl. 82 (1981) 33-48. [cytowane na str. 6]

N. N. Bogoliubov, Yu. A. Mitropolsky, Asymptotic methods in the Theory of
Non-Linear Oscillations, Gordon and Breach, New York 1962. [cytowane na str.
7

D. Bothe, Periodic solutions of a nonlinear evolution problem from heteroge-
neous catalysis, Diff. Int. Eq., vol. 16, no. 6 (2001), 641-670. [cytowane na str.
6]

125



126

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

Bibliografia

H. Brezis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equ-
ations, Springer-Verlag, 2010. [cytowane na str. 74, 101, 104, 105 |

H. Brezis, L. Nirenberg, Characterizations of the ranges of some nonlinear ope-

rators and applications to boundary value problems, Ann. Scuola Norm. Sup.
Pisa Cl. Sci. (4) 5 (1978), no. 2, 225-326. [cytowane na str. 11]

F.E. Browder, Ezistence of periodic solutions for nonlinear equations of evolu-
tion, Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 1965. [cytowane na str. 6]

L. Cesari, R. Kannan, Periodic solutions of nonlinear wave equations with dam-
ping, Rend. Circ. Mat. Palermo, II. Ser. 31, 421-432 (1982). |cytowane na str.
8]

J. Cholewa, T. Dtotko, Global Attractors in Abstract Parabolic Problems, Cam-
bridge University Press, 2000. [cytowane na str. 19, 20, 21, 102, 111, 114, 115,
117

J.F. Couchouron, M. Kamenski, An abstract topological point of view and a

general averaging pronciple in the theory of differential inclusions, Nonlinear
Analysis 42 (2000), 1101-1129. [cytowane na str. 8]

A. Cwiszewski, Topological degree methods for perturbation of operators gene-
rating compact Cy semigroups, J. Differential Equations 220, (2006), no. 2,
434-477. [cytowane na str. 7, 8, 63]

A. Cwiszewski, Degree theory for perturbations of m-accretive operators genera-
ting compact semigroups with constraints, J. Evol. Equ. 7, (2007), no. 1, 1-33.
[cytowane na str. 7, 8, 63]

A. Cwiszewski, P. Kokocki, Krasnosel’skii type formula and translation along
trajectories method for evolution equations, Discrete Contin. Dyn. Syst. 22,
(2008), no. 3, 605-628. [cytowane na str. 7, 9]

A. Cwiszewski, P. Kokocki, Periodic solutions of nonlinear hyperbolic evolution
systems, J. Evol. Equ. 10, (2010), no. 3, 677-710. [cytowane na str. 7, 9]

A. Cwiszewski, Positive periodic solutions of parabolic evolution problems:
a translation along trajectories approach, Centr. Eur. J. Math., vol. 9, no. 2
(2011), 244-268. [cytowane na str. 7, 9, 63]



Bibliografia 127

[21]

22]

[23]

[24]

[25]

[26]

27]

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

A. Cwiszewski, Periodic solutions of damped hyperbolic equations at resonance:
a translation alogn trajectories approach, J. Differential and Integral Equations,
vol. 24, no. 7-8 (2011), 767-786. [cytowane na str. 7, 11]

A. Cwiszewski, Averaging principle and hyperbolic evolution equations, Nonli-
near Analysis 75 (2012) 2362-2375. [cytowane na str. 7|

A. Cwiszewski, Periodic oscillations for strongly damped hyperbolic beam equ-
ation, Topological Methods in Nonlinear Analysis, vol. 37, no. 2, (2011), 259~
282. [cytowane na str. 9]

A. Cwiszewski, R. Lukasiak, Forced periodic solutions for nonresonant parabolic
equations on RY, http://arxiv.org/pdf/1404.0256v2.pdf. [cytowane na str. 13]

A. Cwiszewski, R. Lukasiak, A Landesman-Lazer type result for periodic para-
bolic problems on RN at resonance, Nonlinear An. TMA 125 (2015), 608-625.

[cytowane na str. 13|

K. Deimling, Nonlinear Functional Analysis, Springer 1985. [cytowane na str.
106

K. Deimling, Multivalued Differential FEquations, Walter de Gruyter, Berlin,
New York, 1992. [cytowane na str. 106]

N. Dunford, J. T. Schwartz, Linear Operators, Parts 1 and II, Wiley-
Interscience, New York 1966. [cytowane na str. 106, 119]

Y. Eidelman, V. Milman, A. Tsolomitis, Functional analysis. An introduction,

American Mathematical Society, Providence, RI, 2004. [cytowane na str. 49|

L. C. Evans, Partial Differential Equations, Graduate Studies in Mathematics
19, American Mathematical Society, Providence, RI, 1998. [cytowane na str. 101,
104, 105, 108]

D. E. Edmunds, W. D. Evans, Spectral theory and differential operators, Oxford
University Press, Oxford, 1987. [cytowane na str. 110]

D. G. de Figueiredo, J.-P. Gossez, Strict monotonicity of eigenvalues and unique
continuation, Comm. PDE 17 (1992), 339-346. [cytowane na str. 82]

S. Fu, Z. Wang, Relationships among Three Multiplicities of a Differential Ope-
rator’s Figenvalue, Applied Mathematics, 5, 2185-2194 (2014). [cytowane na str.
109]



128 Bibliografia

[34] M. Furi, M.P. Pera, A continuation principle for forced oscillations on differen-
tiable manifolds, Pacific J. Math. 121 (1986), no. 2, 321-338. [cytowane na str.
7]

[35] M. Furi, M.P. Pera, Global bifurcation of fized points and the Poincaré transla-
tion operator on manifolds, Ann. Mat. Pur. Appl. 173 (1997), 313-331. [cytowane

na str. 9]

|36] M. Furi, M.P. Pera, M. Spadini, The fized point index of the Poincaré translation
operator on differentiable manifolds, Handbook of topological fixed point theory,
Brown R.F., Furi M., Gorniewicz L., Jiang B. (Eds.), Springer, 2005. [cytowane

na str. 9]

[37] D.Gilbarg, N.S. Trudinger, Elliptic Partial Differential Equations of Second
Order, Springer, 1997. [cytowane na str. 111]

[38] J.-P. Gossez, A. Loulit, A note on two notions of unique continuation, Bull.
Soc. Math. Belg., 45 (1993), pp. 257-267. [cytowane na str. 82]

[39] L. Gorniewicz, R. Ingarden, Analiza matematyczna dla fizykow, Tomy 1 i 2,
Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1985. [cytowane na str. 102, 106,
107]

[40] A. Granas, J. Dugundji, Fized Point Theory, Springer-Verlag, New York 2003.

[cytowane na str. 120]

[41] J.K. Hale, S.M. Verduyn Lunel, Averaging in infinite dimensions, J. Integral
Equations Applications 2 (1990), no. 4, 463-494. [cytowane na str. 7|

|[42] D. Henry, Geometric Theory of Semilinear Parabolic Equations, Springer Ver-
lag, 1981. [cytowane na str. 7, 19, 21, 22, 22, 27, 102]

|43| P. Hess, Periodic-parabolic boundary value problems and positivity, Pitman Re-
search Notes in Mathematics Series, 247, Longman Scientific & Technical, John

Wiley & Sons, 1991. [cytowane na str. 6]

|[44] E. Hille, R. Phillips, Functional Analysis and Semi-Groups, Colloquium Publi-
cations 31, American Mathematical Society, Providence, RI, 1957. [cytowane na
str. 119]



Bibliografia 129

[45]

|46]

[47]

48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

S. Hu, N. S. Papageorgiou, On the existence of periodic solutions for a class
of nonlinear evolution inclusions, Boll. Unione Mat. Ital., 7B, 1993, 591-605.

[cytowane na str. 6]

D. Jerison, C. Kenig, Unique continuation and absence of positive eigenvalues
for Schrédinger operators, Ann. of Math., 121 (1985), pp. 463-488. [cytowane
na str. 82|

M. Kamenskii, V. Obukhovskii, P. Zecca, Condensing Multivalued Maps and
Semilinear Differential Inclusions in Banach Spaces, De Gruyter Series in Non-
linear Analysis and Applications 7, Walter de Gruyter, 2001. [cytowane na str.
8]

P. Kokocki, Periodic solutions for nonlinear evolution equations at resonance,
J. Math. Anal. Appl., Vol. 392 no. 1, (2012), 55-74. [cytowane na str. 7, 11]

P. Kokocki, Dynamika nieliniowych réwnan ewolucyjnych w rezonansie, roz-

prawa doktorska, Toruni 2012. [cytowane na str. 117]

P. Kokocki, The averaging principle and periodic solutions for nonlinear evolu-
tion equations at resonance, Nonlinear Anal., Vol. 85, (2013), 253-278. [cytowane
na str. 7, 11|

M.A. Krasnosel’skii, P.P. Zabreiko, Geometrical methods of nonlinear analysis,

Springer-Verlag, Berlin, 1984. [cytowane na str. 85]

W. Kryszewski, A. Szulkin, Bifurcation from infinity for an asymptotically li-
near Schrodinger equation, J. Fixed Point Theory Appl., 1-2 (2014), 411-435.

[cytowane na str. 83, 77|

Z. Liu, J. Su, T.Weth, Compactness results for Schridinger equations with
asymptotically linear terms, J. Differential Equations 231 (2006), 501-512. [cy-

towane na str. 83, 77|

J. Mawhin, Periodic solutions of nonlinear telegraph equations, Bednarek, Ce-
sari (Eds.), Dynamical Systems, Academic Press (1977) pp. 193-210. [cytowane

na str. 8|

R. Ortega, Stability and index of periodic solutions of a nonlinear telegraph
equation, Commun. Pure Appl. Anal. 4 (2005), no. 4, 823-837. [cytowane na str.
6, 8|



130 Bibliografia

[56] A. Pazy, Semigroups of linear operators and applications to partial differential
equations, Springer Verlag 1983. [cytowane na str. 19, 30, 111, 112, 113, 115, 118]

[57] M. Prizzi, On admissibility of parabolic equations in RY, Fund. Math. 176
(2003), 261-275. [cytowane na str. 7, 34]

[58] M. Prizzi, Averaging, Conley index continuation and recurrent dynamics in
almost-periodic parabolic equations, J. Differential Equations 210, no. 2 (2005),
429-451. [cytowane na str. 7, 27, 50]

[59] M. Reed, B. Simon, Methods of Modern Mathematical Physics, Vol.IV. Analysis
of Operators , Academic Press, New York, 1978. [cytowane na str. 110]

|60] W. Rudin, Analiza Funkcjonalna, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, War-

szawa 2009. [cytowane na str. 106, 107, 115]

|61] M. Schechter, Spectra of partial differential operators, North-Holland 1986. [cy-

towane na str. 110]

|62] M. Schechter, B. Simon, Unique continuation for Schridinger operators with
unbounded potentials, J. Math. Anal. Appl., 77(2), 482-492, 1980. [cytowane na

str. 82|

[63] G. Sell, Y. You, Dynamics of Evolutionary Equations, Springer Verlag, 2002.

[cytowane na str. 117]

|64] N. Shioji, Ezistence of periodic solutions for nonlinear evolution equations with
nonmonotonic perturbations, Proc. Amer. Math. Soc., 125 (1997), 2921-2929.

[cytowane na str. 6]

|65] P. Strzelecki, Krdtkie wprowadzenie do réwnan rézniczkowych czgstkowych, Wy-

dawnictwa Uniwersytetu Warszawskiego, 2006. [cytowane na str. 105]

|66] H. Tanabe, Fquations of evolution, Monographs and Studies in Mathematis no.
6, Pitman 1979. [cytowane na str. 19, 111]

|67] A. E. Taylor, Introduction to Functional Analysis, Wiley, New York 1961. [cy-

towane na str. 119]

|68] 1. 1. Vrabie, Periodic solutions for nonlinear evolution equations in a Banach
space, Proc. Amer. Math. Soc. 109 (1990), no. 3, 6563-661. [cytowane na str. §]



Bibliografia 131

|69] B. Wang, Attractors for reaction-diffusion equations in unbounded domains,
Phys. D 128 (1999), 41-52. [cytowane na str. 7]

[70] K. Yosida, Functional Analysis, 4th edition, Springer, Berlin-New York, 1974.
[cytowane na str. 49, 106]



Skorowidz

Co-polgrupa Volterry, 102
operatoréw liniowych, 111 Younga, 101
jednostajnie ograniczona, 112 norma wykresowa, 106

analityczna, 113
obraz operatora, 107

funkcja odwzorowanie
Eulera, 116 dopuszczalne, 122
prébna, 16 ostatecznie zwarte, 121
wypukta, 101 operator
funkcje jednakowo ciggte, 105 dodatni, 114
liniowy

enerator Cp-polgrupy, 111
& Pote domkniety, 106

Indeks punktow statych, 49 gesto okreslony, 106
dla odwzorowan ostatecznie zwartych, nieograniczony, 107
122 odwrotny, 107
Leray-Schaudera, 120 ograniczony, 107

ograniczony z dotu, 115

jadro operatora, 107 )
samosprzezony, 108

kompleksyfikacja operatora, 110 sprzgzony, 107

kompleksyfikacja przestrzeni, 109 symetryczny, 108

krotnosé zwarty, 110
algebraiczna, 109 relatywnie zwarty, 110
geometryczna, 108 przesuniecia wzdtuz trajektorii, 47

sektorialny, 114
miara niezwarosci, 105

Hausdorffa, 105

oszacowania a priori, 69
przestrzen
nierdwnosé
Holdera, 101
interpolacyjna, 101

wtasna, 108
Sobolewa, 104

utamkowa, 117
Jensena, 101

Sobolewa-Gagliardo-Nirenberga, 104 rozwigzanie

132



Skorowidz

tagodne, 21

rozwiazanie , 20

staba pochodna, 103
spektrum, 108

twierdzenie

Arzeli-Ascoliego, 105

Eberleina- gmuliana, 49

Fatou-Lebesgue’a, 102

Laxa-Milgrama, 108

Lebesgue’a o zmajoryzowanym prze-
chodzeniu do granicy, 103

o domknietym wykresie, 107

o jednostajnym przechodzeniu do gra-
nicy, 103

Rellicha-Kondraszowa, 105

Weyl’a, 110

warto$¢ wlasna, 108

warunek eliptycznosci, 28
warunki Landesmana-Lazera, 82
wielowskaznik, 103

wykres operatora, 106

wzor indeksowy, 66
zbior
rezolwenty, 108
spektralny, 119

133



