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Nieliniowe równania paraboliczne stanowi¡ element modeli matematyczych wielu

zjawisk i zagadnie« wywodz¡cych si¦ z ró»norodnych dziedzin takich jak biologia,

�zyka, chemia czy technika i z punktu widzenia zastosowa«, stanowi¡ istotn¡ klas¦

równa«. Celem rozprawy jest przedstawienie uzyskanych rezultatów dotycz¡cych

istnienia okresowych rozwi¡za« parabolicznych równa« ró»niczkowych cz¡stkowych

rozwa»anych na RN . Mianowicie rozwa»a¢ b¦dziemy zagadnienie

∂u

∂t
(x, t) = ∆u(x, t) + f(t, x, u(x, t)) x ∈ RN , t > 0, (1)

gdzie f : [0,+∞) × RN × R → R jest odwzorowaniem ci¡gªym i T -okresowym

(T > 0) wzgl¦dem pierwszej zmiennej. W naturalny sposób nale»y rozpatrzy¢ dwa

przypadki. Pierwszy dotyczy sytuacji, gdy linearyzacja prawej strony u±rednionego

równania
∂u

∂t
(x, t) = ∆u(x, t) + f̂(x, u(x, t)) x ∈ RN , t > 0,

w którym funkcja f̂ : RN × R → R dana jest wzorem f̂(x, u) := 1
T

∫ T
0
f(t, x, u) dt,

ma trywialne j¡dro. Jest to tzw. przypadek nierezonansowy. Drugi przypadek,

kiedy w równaniu wyst¦puje rezonans, dotyczy sytuacji gdy j¡dro linearyzacji prawej

strony jest nietrywialne - wówczas rozwa»a¢ b¦dziemy zagadnienie

∂u

∂t
(x, t) = ∆u(x, t) + V (x)u(x, t) + f(t, x, u(x, t)) x ∈ RN , t > 0, (2)

gdzie V jest potencjaªem takim, »e V = V0 − V∞, V0 ∈ Lp(RN), V∞ ∈ L∞(RN),

V∞ ≥ v̄∞ > 0, przy czym w caªej rozprawie wykªadnik p jest taki, »e

2 < p < +∞, gdy N = 1, 2 oraz N ≤ p < +∞, gdy N ≥ 3, (3)

za± funkcja f jest jak w (1) oraz dodatkowo ograniczona przez funkcj¦ z przestrzeni

L2(RN).

W obu przypadkach u»yjemy techniki operatora przesuni¦cia wzdªu» trajekto-

rii, metod u±redniania oraz indeksu punktów staªych w celu uzyskania efektywnych

kryteriów stwierdzaj¡cych istnienie rozwi¡za« okresowych.
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6 Wst¦p

Zastosowane podej±cie i gªówne trudno±ci

Równania (1) i (2) mo»na zapisa¢ jako abstrakcyjne równanie ewolucyjne

u̇(t) = −Au(t) + F(t, u(t)), t > 0, (4)

w którym liniowy operator A : H2(RN) → L2(RN) okre±lony jest nast¦puj¡co

Au := −∆u - w przypadku (1), lub Au := −(∆ + V )u - w przypadku (2) oraz

F : [0,+∞)×H1(RN)→ L2(RN) dane jest wzorem [F(t, u)](·) := f(t, ·, u(·)).
Warto doda¢ w tym miejscu, »e gdyby równanie (1) byªo autonomiczne, to wów-

czas funkcjonaª L : H1(RN)→ R dany wzorem

L(u) :=
1

2

∫
RN
|∇u(x)|2 dx−

∫
RN
P (x, u(x)) dx,

gdzie P (x, u) :=
∫ u

0
f(x, s) ds, jest tzw. funkcjonaªem Lapunowa dla równania (4)

takim, »e
d

dt
L(u(t)) = −‖u̇(t)‖2

L2 .

Poniewa» L jest malej¡cy wzdªu» dowolnego niestacjonarnego rozwi¡zania u rów-

nania (1), wi¦c z powy»szej równo±ci wynika, »e w przypadku autonomicznym nie

istniej¡ rozwi¡zania okresowe, nieb¦d¡ce rozwi¡zaniami stacjonarnymi. Zatem inte-

resowa¢ nas b¦dzie zjawisko wyst¦puj¡ce tylko w równaniach nieautonomicznych.

Przy odpowiednich, standardowych zaªo»eniach dotycz¡cych odwzorowania f ,

równanie (4), z warunkiem pocz¡tkowym u(0) = ū, ū ∈ H1(RN), posiada wªasno±¢

globalnego istnienia i jednoznaczno±ci rozwi¡za«. Mo»na zatem poprawnie okre±li¢

operator przesuni¦cia wzdªu» trajektorii Φt : H1(RN)→ H1(RN), t > 0, formuª¡

Φt(ū) := u(t), ū ∈ H1(RN),

gdzie u : [0,+∞) → H1(RN) jest rozwi¡zaniem (4) z warunkiem pocz¡tkowym

u(0) := ū. Punkt staªy odwzorowania ΦT jest pocz¡tkiem pewnego rozwi¡zania

T -okresowego wyj±ciowego zagadnienia. Zatem problem istnienia okresowych roz-

wi¡za« równania (4) sprowadza si¦ do poszukiwania punktów staªych operatora ΦT .

Technika badania punktów staªych operatora przesuni¦cia stosowana byªa przez

wielu matematyków, przy u»yciu ró»norodnych narz¦dzi, jakie stanowi¡ - adekwatne

do badanego zagadnienia metody topologiczne, w tym twierdzenia o punktach sta-

ªych i niezmienniki homotopijne takie jak stopie« topologiczny czy indeks punk-

tów staªych. Wymieni¢ tu mo»na prace Browdera [12], Beckera [7], Hessa [43], Hu

i Papageorgiou [45], Shioji [64], Bothego [9], Badera i Kryszewskiego [6], Ortegi [55],
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�wiszewskiego [16, 17, 20, 21], �wiszewskiego i Kokockiego [18, 19] oraz Kokockiego

[48, 50].

Zasadnicz¡ kwesti¡ w poszukiwaniu punktów staªych operatora przesuni¦cia jest

wªasno±¢ zwarto±ci tego odwzorowania. Umo»liwia ona bowiem zastosowanie od-

powiednich topologicznych twierdze« o punktach staªych lub innych narz¦dzi to-

pologicznych. Okazuje si¦, »e w rozpatrywanym przypadku tj. równa« parabolicz-

nych rozwa»anych na RN , operator przesuni¦cia nie jest peªnoci¡gªy ani te» kon-

densuj¡cy wzgl¦dem miary niezwarto±ci Kuratowskiego czy Hausdor�a. Przyczyna

tkwi w braku ograniczono±ci dziedziny, a w konsekwencji braku zwarto±ci wªo»enia

przestrzeni H1(RN) ↪→ L2(RN). W rozprawie dowodz¦, »e przy odpowiednich za-

ªo»eniach dotycz¡cych f , operator przesuni¦cia wzdªu» trajektorii nale»y do klasy

odwzorowa« ostatecznie zwartych (z ang. ultimately compact), dla której istnieje

teoria indeksu punktów staªych. Do tego celu wykorzystuj¦ metod¦ oszacowa« reszt

rozwi¡za« równa« parabolicznych (z ang. tail estimates), któr¡ jako pierwszy zasto-

sowaª Wang w [69] do badania istnienia istnienia globalnego atraktora w równaniu

reakcji-dyfuzji na RN , a nast¦pnie Prizzi w pracach [57, 58] w kontek±cie badania

stanów stacjonarnych i orbit ª¡cz¡cych w równaniach parabolicznych na dziedzinach

nieograniczonych.

Kolejnym istotnym krokiem w rozwa»anym zagadnieniu jest wyznaczenie indeksu

punktów staªych operatora przesuni¦cia wzdªu» trajektorii, którego nietrywialno±¢

wzgl¦dem otwartych i ograniczonych podzbiorów przestrzeni fazowej H1(RN) impli-

kuje istnienie punku staªego tego operatora, a co za tym idzie - okresowego rozwi¡-

zania równania (4). Efektywnym narz¦dziem, kóre posªu»y nam do tego celu jest

niesko«czenie wymiarowa wersja zasady u±redniania, pozwalaj¡ca sprowadzi¢ obli-

czenia do równania autonomicznego.

Metoda u±redniania umo»liwia badanie asymptotycznego zachowania równa«

nieautonomicznych. Orzeka, »e dynamika rozwi¡zania w ukªadzie oscyluj¡cym jest

aproksymowana przez rozwi¡zanie problemu u±rednionego przy rosn¡cej cz¦stotli-

wo±ci. Klasyczne wyniki dotycz¡ce asymptotycznego zachowania rozwi¡za« rów-

na« ró»niczkowych zwyczajnych, a wi¦c sytuacji sko«czenie wymiarowej, nale»¡ do

Bogolubova i Mitropolskiego (patrz [8]). Zasada u±redniania, w przypadku zagad-

nie« okre±lonych na sko«czenie wymiarowych rozmaito±ciach, zostaªa udowodniona

przez Furiego i Per¦ w pracy [34]. Pierwsz¡ niesko«czenie wymiarow¡ zasad¦ u±red-

niania dla operatora A generuj¡cego analityczn¡ C0-póªgrup¦ w zagadnieniu typu

(4) uzyskaª Henry w [42]. Wynik ten zostaª uogólniony w pracach Hale'a i Lunela

[41], Antoci i Prizziego [4], Prizziego [58] czy �wiszewskiego [22], w których re-
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zultat Henry'ego zostaª przeniesiony na ogólny przypadek generatorów C0-póªgrup,

niekoniecznie analitycznych. To pozwoliªo na uzyskanie zasady u±redniania w sy-

tuacji, gdy prawa strona jest zaburzeniem operatora A generuj¡cego zwart¡ C0-

póªgrup¦ - w [16] oraz w przypadku, gdy prawa strona jest zaburzeniem opera-

tora m-akretywnego - w [17], w których to pracach nie wymagano dodatkowych

zaªo»e« o F dotycz¡cych zwarto±ci. Nieco inn¡ sytuacj¦ rozpatrywali Couchouron

i Kamenski w pracy [15], w której zakªadano, »e zaburzenie F speªnia warunek

γ(F([0, T ]× Z)) ≤ kγ(Z) dla dowolnego zbioru ograniczonego Z w przestrzeni Ba-

nachaX i pewnej staªej k ≥ 0, za± γ oznacza miar¦ niezwarto±ci. Zasada u±redniania

w sytuacji, gdy operator −A jest generatorem C0- póªgrupy kontrakcji oraz zabu-

rzenie F jest kondensuj¡ce wzgl¦dem miary niezwarto±ci Hausdor�a udowodniono

w [18], za± przypadku, w którym prawa strona jest kondensuj¡cym zaburzeniem za-

le»nej od czasu rodziny operatorów liniowych {A(t)}t≥0 - w pracy [19].

Metoda przesuni¦cia wzdªu» trajektorii na tle innych metod

Metoda przesuni¦cia wzdªu» trajektorii nie jest jedyn¡ technik¡ stosowan¡ do

badania istnienia rozwi¡za« periodycznych. Obok niej wykorzystuje si¦ równie»

teori¦ koincydencji operatorów, która polega na zapisaniu równania (4) w postaci

Υu = F (u), (5)

gdzie Υ i F s¡ operatorami okre±lonymi w odpowiedniej przestrzeni klas funk-

cji zale»nych zarówno od zmiennej przestrzennej jak i czasowej. Zagadnienie (5)

rozwi¡zuje si¦ przy u»yciu odpowiedniego stopnia topologicznego b¡d¹ te» metod

wariacyjnych - jak np. w pracach [3], [13] i [54]. Innym podej±ciem do zagad-

nie« okresowych jest równie» u»ycie tzw. techniki uzmienniania wspóªczynników

jak np. w pracach [47] czy [68]. Niew¡tpliwie ka»da ze wspomnianych metod ma

pewne zalety. W przypadku technik koincydencji i uzmienniania wspóªczynników

nie wymaga si¦ jednoznaczno±ci rozwi¡za« dla wyj±ciowego zagadnienia pocz¡tko-

wego, natomiast atutem metody przesuni¦cia wzdªu» trajektori i motywacj¡ do jej

zastosowania jest jej naturalne powi¡zanie ze zjawiskiem opisywanym przez rozwa-

»ane równanie oraz oczywisty zwi¡zek z ukªadami dynamicznymi. Dodatkowo indeks

punktów staªych operatora przesuni¦cia wzdªu» trajektorii dla rozwi¡zania okreso-

wego dostarcza, w pewnych przypadkach (patrz np. [55]), przynajmniej cz¦±ciowej

informacji na temat jego stabilno±ci.
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Gªówne wyniki rozprawy

W przypadku nierezonansowym, technika u±redniania w poª¡czeniu z metod¡

kontynuacji wzdªu» parametru, pozwala na wyznaczenie indeksu punktów staªych

Induc(ΦT , U)1 operatora przesuni¦cia wzdªu» trajektorii ΦT , gdzie U jest odpowied-

nio wybranym, otwartym i ograniczonym podzbiorem H1(RN), wedªug wzoru

Induc(ΦT , U) = lim
λ→0+

Induc(Φ
(λ)
λT , U) = lim

t→0+
Induc(Φ̂t, U), (6)

gdzie λ > 0 jest parametrem w rodzinie równa«

u̇(t) = −Au(t) + F(t/λ, u), t > 0, λ ∈ (0, 1],

Φ
(λ)
λT jest jej operatorem przesuni¦cia wzdªu» trajektorii, za± Φ̂t jest operatorem

przesuni¦cia wzdªu» trajektorii stowarzyszonym z autonomicznym problemem

u̇(t) = −Au(t) + F̂(u), t > 0,

w którym F̂ jest odpowiednio zde�niowanym u±rednieniem F oraz U ⊂ H1(RN) jest

otwartym zbiorem ograniczonym takim, »e

Aū+ F̂(ū) 6= 0 dla wszystkich ū ∈ ∂U.

Z powy»szego rozumowania pªynie wniosek, »e z punktów równowagi równania

u±rednionego o nietrywialnym indeksie emanuj¡ rozwi¡zania okresowe równania (1).

Co wi¦cej, warunki typu a priori pozwalaj¡ na odpowiednie zlokalizowanie gaª¦zi

tych rozwi¡za«. W sytuacji, gdy nieliniowo±¢ f jest asymptotycznie liniowa istnieje

mo»liwo±¢ wery�kacji wspomnianych warunków. Naszkicowana powy»ej koncepcja

wywodzi si¦ z równa« ró»niczkowych zwyczajnych i stosowana byªa w pracy Furiego

oraz Pery (patrz [35]) oraz Furiego, Pery i Spadini'ego w [36]. Idea ta zostaªa wyko-

rzystana do problemów niesko«czenie wymiarowych przez �wiszewskiego w pracach

[20] i [23] oraz przez �wiszewskiego i Kokockiego w [18] i [19].

W cz¦±ci rozprawy dotycz¡cej równa« parabolicznych bez rezonansu przyj¦te

zostaªy nast¦puj¡ce zaªo»enia dotycz¡ce linearyzacji nieliniowo±ci f w zerze

lim
u→0

f(t, x, u)

u
= α(t, x) := α0(t, x)− α∞(t, x), (7)

oraz w niesko«czono±ci

lim
|u|→∞

f(t, x, u)

u
= ω(t, x) := ω0(t, x)− ω∞(t, x), (8)

1Induc oznacza indeks punktów staªych w klasie odwzorowa« ostatecznie zwartych.
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dla p.w. x ∈ RN oraz t ≥ 0, gdzie α0(t, ·), ω0(t, ·) ∈ Lp(RN), p jest jak w (3),

α∞(t, ·), ω∞(t, ·) ∈ L∞(RN), α∞(t, x) ≥ ᾱ∞, ω∞(t, x) ≥ ω̄∞ dla wszystkich t ≥ 0

i p.w. x ∈ RN oraz pewnych ᾱ∞, ω̄∞ > 0 oraz

sup
t≥0

(‖α0(t, ·)‖Lp + ‖α∞(t, ·)‖L∞) < +∞ i sup
t≥0

(‖ω0(t, ·)‖Lp + ‖ω∞(t, ·)‖L∞) < +∞.

Zakªadamy równie», »e dla wszystkich t, s ≥ 0 i p.w. x ∈ RN ,

|α0(t, x)− α0(s, x)| ≤ k0(x)|t− s|ν oraz |α∞(t, x)− α∞(s, x)| ≤ k∞(x)|t− s|ν ,
|ω0(t, x)− ω0(s, x)| ≤ k0(x)|t− s|ν oraz |ω∞(t, x)− ω∞(s, x)| ≤ k∞(x)|t− s|ν

dla pewnych k0 ∈ Lp(RN), k∞ ∈ L∞(RN) i ν ∈ (0, 1).

Najwa»niejszymi wynikami rozprawy dla równa« parabolicznych bez rezonansu

s¡ nast¦puj¡ce twierdzenia.

Twierdzenie 1. (dokªadne sformuªowanie - patrz twierdzenie 3.3.1 na str. 77)

Niech f : [0,+∞) × RN × R → R b¦dzie ci¡gªym odwzorowaniem, T -okresowym

wzgl¦dem pierwszej zmiennej, speªniaj¡cym warunek Lipschitza wzgl¦dem trzeciej

zmiennej i takim, »e dla wszystkich t, s ∈ [0,+∞), u, v ∈ R i p.w. x ∈ RN ,

(f(t, x, u)− f(t, x, v)) (u− v) ≤ −a|u− v|2 + b(x)|u− v|2

dla pewnych a > 0 i b ∈ Lp(RN) oraz zachodzi (8). Je»eli równanie
∂u

∂t
(x, t) = λ∆u(x, t) + λω(t, x)u(x, t), x ∈ RN , t > 0,

u(·, t) ∈ H1(RN), t ≥ 0,

nie posiada niezerowych, T - okresowych rozwi¡za« dla λ ∈ (0, 1] oraz Ker (∆+ ω̂) =

{0}, gdzie ω̂(x) := 1
T

∫ T
0
ω(t, x) dt, to wówczas rówanie (1) posiada rozwi¡zanie T -

okresowe.

Kolejne twierdzenie dotyczy sytuacji, kiedy linearyzacja w 0 oraz w ∞ s¡ topo-

logicznie ró»ne, tzn. kiedy liczby dodatnich warto±ci wªasnych, liczonych wraz

z krotno±ciami1 dla operatorów ∆ + α̂ i ∆ + ω̂, gdzie α̂ i ω̂ oznaczaj¡ odpowiednio

pochodn¡ w 0 i w niesko«czono±ci funkcji f̂ , s¡ ró»nej parzysto±ci.

1patrz str. 108.



Wst¦p 11

Twierdzenie 2. (dokªadne sformuªowanie - patrz twierdzenie 3.3.2 na str. 78)

Przypu±¢my, »e speªnione s¡ wszystkie zaªo»enia poprzedniego twierdzenia oraz za-

ªó»my dodatkowo, »e zachodzi (7). Je±li równanie
∂u

∂t
(x, t) = λ∆u(x, t) + λα(t, x)u(x, t), x ∈ RN , t > 0,

u(·, t) ∈ H1(RN), t ≥ 0,

nie posiada T -okresowych rozwi¡za« dla λ ∈ (0, 1], Ker (∆+α̂) = Ker (∆+ ω̂) = {0}
i m(∞) 6≡ m(0) mod 2, gdzie m(0) i m(∞) oznaczaj¡ liczb¦ dodatnich warto±ci wªa-

snych (wraz z krotno±ciami) operatorów, odpowiednio ∆ + α̂ i ∆ + ω̂, to wówczas

równanie (1) posiada nietrywialne T -okresowe rozwi¡zanie.

W powy»szych twierdzeniach bardzo istotn¡ kwesti¡ s¡ zaªo»enia o postaci funk-

cji α oraz ω. Skªadnik α0 (lub ω0) powoduje, »e ujemna cz¦±¢ spektrum operatora

−∆ − α̂ (lub odpowiednio −∆ − ω̂) skªada si¦ z izolowanych warto±ci wªasnych

o sko«czonej krotno±ci (patrz uwaga 2.3.3). Dzi¦ki temu liczby m(0) i m(∞) s¡

poprawnie okre±lone. Co wi¦cej, aby speªniony byª warunek m(∞) 6≡ m(0) mod 2

w twierdzeniu 2, konieczna jest obecno±¢ w równaniu nietrywialnego skªadnika α0

lub ω0 z przestrzeni Lp(RN).

W przypadku równania (2), o którym zakªadamy, »e jest w rezonansie (tzn.

Ker(∆ + V ) 6= {0}), procedura u»yta poprzednio nie ma zastosowania i wyma-

gane jest nieco inne podej±cie. Zasadnicz¡ kwesti¦ peªni tutaj rezonansowa wersja

zasady u±redniania, która pozwala wyrazi¢ topologiczne wªasno±ci operatora ΦT

w terminach odwzorowania F̄ : N → N , b¦d¡cego u±rednieniem zaburzenia F, ob-

ci¦tego do sko«czenie wymiarowej przestrzeni N := Ker(∆+V ) (patrz uwaga 4.2.2),

zadanego wzorem

F̄(u) :=
1

T

∫ T

0

PF(t, u(t)) dt,

gdzie P : L2(RN) → N jest projekcj¡ ortogonaln¡ na przestrze« N . Idea, za-

czerpni¦ta z prac [11], [21], [48] czy [50], polega na rozwa»eniu rodziny zagadnie«

z parametrem ε ∈ [0, 1]

u̇(t) = −Au(t) + εF(t, u(t)), t > 0, (9)

i wykazaniu, »e dla maªych warto±ci parametru ε,

Induc(Φ
(ε)
T , U ⊕W ) = (−1)m(∞)+dimNDegB(F, U),
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gdzie U ⊂ N i W ⊂ N⊥ s¡ zbiorami otwartymi, ograniczonymi i takimi, »e 0 ∈ W
oraz F̄(ū) 6= 0 dla ū ∈ ∂U , za±m(∞) oznacza liczb¦ dodatnich warto±ci wªasnych (li-

czon¡ wraz z krotno±ciami) operatora −A i DegB oznacza stopie« topologiczny Bro-

uwera. Zatem nietrywialno±¢ stopnia DegB(F̄, U) implikuje istnienie T -okresowego

rozwi¡zania dla (9). Dodatkowe zaªo»enia na f pozwol¡ na kontunuacj¦ wzdªu» pa-

rametru ε i wyznaczenie DegB(F̄, BN (0, R0)) dla du»ych R0 > 0.

Najwa»niejszymi wynikami uzyskanym w rozprawie dotycz¡cym istnienia T - okreso-

wych rozwi¡za« dla równa« parabolicznych w rezonansie s¡ nast¦puj¡ce twierdzenia.

Twierdzenie 3. (dokªadne sformuªowanie - patrz twierdzenie 4.3.2 na str. 94)

Zaªó»my, »e Ker(∆+V ) 6= {0} oraz niech f b¦dzie ci¡gªym, ograniczonym przez funk-

cj¦ z przestrzeni L2(RN) odwzorowaniem, T -okresowym wzgl¦dem pierwszej zmien-

nej, speªniaj¡cym warunek Lipschitza wzgl¦dem trzeciej zmiennej i przypu±¢my, ze

zachodzi jeden z warunków typu Landesmana-Lazera, tzn. albo∫ T

0

(∫
{φ>0}

f̌+(t, x)φ(x)dx+

∫
{φ<0}

f̂−(t, x)φ(x)dx

)
dt > 0 (10)

dla dowolnego φ ∈ N \ {0}, gdzie f̌+(t, x) := lim infs→+∞ f(t, x, s) oraz f̂−(t, x) :=

lim sups→−∞ f(t, x, s), albo∫ T

0

(∫
{φ>0}

f̂+(t, x)φ(x)dx+

∫
{φ<0}

f̌−(t, x)φ(x)dx

)
dt < 0 (11)

dla dowolnego φ ∈ N \ {0}, gdzie f̂+(t, x) := lim sups→+∞ f(t, x, s) oraz f̌−(t, x) :=

lim infs→−∞ f(t, x, s) . Wówczas równanie (2) posiada rozwi¡zanie T -okresowe.

Zaªo»enia typu Landesmana-Lazera mo»na w efektywny sposób zwery�kowa¢ (patrz

uwaga 4.1.1). Bezpo±rednim wnioskiem jest poni»sze twierdzenie.

Twierdzenie 4. (dokªadne sformuªowanie - patrz twierdzenie 4.3.3 na str. 99)

Zaªó»my, »e Ker(∆+V ) 6= {0} oraz niech f b¦dzie ci¡gªym, ograniczonym przez funk-

cj¦ z przestrzeni L2(RN) odwzorowaniem, T -okresowym wzgl¦dem pierwszej zmien-

nej, speªniaj¡cym warunek Lipschitza wzgl¦dem trzeciej zmiennej. Je±li f̌+ ≥ 0,

f̂− ≤ 0 oraz obie funkcje nie s¡ równe p.w. funkcji zerowej lub f̂+ ≤ 0, f̌− ≥ 0 oraz

obie funkcje nie s¡ równe p.w. funkcji zerowej, to równanie (2) posiada rozwi¡zanie

T -okresowe.
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Zdaniem autorki do najistotniejszych wyników zawartych w rozprawie nale»¡:

• Twierdzenie 2.2.4 - twierdzenie o ostatecznej zwarto±ci operatora przesuni¦cia

wzdªu» trajektorii,

• Twierdzenia 2.3.4 i 2.4.1 - o indeksie punktów staªych dla operatora prze-

suni¦cia wzdªu» trajektorii zwi¡zanego, odpowiednio z problemem liniowym

i autonomicznym problemem nieliniowym;

• Twierdzenie 3.1.1 - wzór indeksowy dla zagadnienia bez rezonansu,

• Twierdzenia 3.3.1 i 3.3.2 - kryteria na istnienie rozwi¡za« okresowych dla rów-

na« parabolicznych bez rezonansu,

• Twierdzenie 4.2.1 - rezonansowa zasada u±redniania,

• Twierdzenia 4.3.2 i 4.3.3 - kryteria na istnienie rozwi¡za« okresowych dla rów-

na« parabolicznych z rezonansem.

Wyniki prezentowane w rozprawie stanowi¡ tre±¢ artykuªów [24] oraz [25].

Ukªad pracy

Niniejsza praca jest zorganizowana w nast¦puj¡cy sposób.

W Rozdziale 1 przypomnimy klasyczne twierdzenia dotycz¡ce istnienia, jednoznacz-

no±ci i regularno±ci rozwi¡za« parabolicznych równa« ewolucyjnych, których prawa

strona jest ci¡gªym zaburzeniem operatora sektorialnego. Zbadamy równie» ci¡-

gª¡ zale»no±¢ rozwi¡za« od warunków pocz¡tkowych i parametru oraz udowodnimy

abstrakcyjn¡ zasad¦ u±rednianiania. Nast¦pnie abstrakcyjne wyniki zastosujemy do

równania cz¡stkowego (1).

Rozdziaª 2 jest po±wi¦cony oszacowaniom reszt (z ang. tail estimates) rozwi¡-

za« równa« parabolicznych. Oszacowania te posªu»¡ w dalszym ci¡gu do wykazania

wªasno±ci ostatecznej zwarto±ci operatora przesuni¦cia wzdªu» trajektorii. Ponadto

wyznaczone zostan¡ indeksy punktów staªych operatorów przesuni¦cia wzdªu» tra-

jektorii stowarzyszonych odpowiednio z równaniem liniowym oraz z autonomicznym

problemem nieliniowym. Wzory te, wraz ze wspomnian¡ zasad¡ u±redniania, po-

sªu»¡ do wyznaczenia indeksu punktów wstaªych operatora przesuni¦cia wzdªu» tra-

jektorii dla równania (1).
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W rozdziale 3 zbadamy istnienie okresowych rozwi¡za« równa« parabolicznych

na RN w sytuacji, gdy w równaniu nie wyst¦puje rezonans. Udowodniony zosta-

nie wzór indeksowy oraz zwery�kowane zostan¡ odpowiednie warunki a priori, nie-

zb¦dne do kontynuacji wzdªu» λ. Udowodnimy twierdzenie 1 i twierdzenie 2.

Rozdziaª 4 jest po±wi¦cony kwestii istnienia T - okresowych rozwi¡za« nieautono-

micznych równa« parabolicznych z rezonansem. Udowodniona zostanie odpowiednia

wersja zasady u±redniania oraz wykazane twierdzenie 3 i twierdzenie 4.

Rozdziaª 5 stanowi dodatek, który w zwarty sposób prezentuje znane wyniki wy-

korzystywane w pracy.

Podzi¦kowania

W tym miejscu chciaªabym serdeczanie podzi¦kowa¢ Promotorowi pracy -

dr hab. Aleksandrowi �wiszewskiemu za cenne dyskusje naukowe i uwagi me-

rytoryczne, za po±wi¦cony czas, jak równie» za nauk¦ wytrwaªo±ci i przezwyci¦»ania

problemów na drodze do osi¡gni¦cia zamierzonych celów.

Chciaªabym równie» podzi¦kowa¢ moim Rodzicom, za niezachwian¡ wiar¦ we

mnie oraz za to, »e zawsze byli moim wzorem i siª¡.

Toru«, maj 2016 r. Renata �ukasiak



Oznaczenia

‖ · ‖X norma przestrzeni X

N zbiór liczb naturalnych

Z zbiór liczb caªkowitych

RN N -wymiarowa przestrze« euklidesowa

C ciaªo liczb zespolonych

|z| moduª liczby zespolonej z

Re z cz¦±¢ rzeczywista liczby zespolonej z

Im z cz¦±¢ urojona liczby zespolonej z

Arg(z) argument gªówny liczby zespolonej z

B(x, r) kula otwarta w RN o ±rodku w x ∈ RN i promieniu r > 0

BX(x, r) kula otwarta w przestrzeni unormowanej X o ±rodku w x ∈ X

i promieniu r > 0

DX(x, r) kula domkni¦ta w przestrzeni unormowanej X o ±rodku w x ∈ X
i promieniu r > 0

Y ⊥ dopeªnienie ortogonalne podprzestrzeni Y ⊂ X przestrzeni X

z iloczynem skalarnym (·, ·), tzn.
Y ⊥ := {x ∈ X | (x, y) = 0, y ∈ Y }

U ⊕ V suma algebraiczna zbiorów U ⊂ X1 oraz V ⊂ X2, gdzie X1 i X2 s¡

przestrzeniami liniowymi takimi, »e X1 ∩X2 = {0}
conv A uwypuklenie domkni¦te podzbioru A ⊂ X przestrzeni unormowanej

X, tj.

conv A :=
⋂
{B ⊂ X | B jest zbiorem wypukªym oraz A ⊂ B}

βX(V ) miara niezwarto±ci Hausdor�a ograniczonego podzbioru V ⊂ X

przestrzeni Banacha X

L(X, Y ) przestrze« liniowa ci¡gªych operatorów liniowych okre±lonych na

przestrzeni Banacha X o warto±ciach w przestrzeni Banacha Y

15
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L(X) = L(X,X)

C (X, Y ) zbiór domkni¦tych, g¦sto okre±lonych operatorów liniowych okre±lo-

nych na przestrzeni Banacha X o warto±ciach w przestrzeni Banacha

Y

D(A) dziedzina operatora liniowego A okre±lonego w przestrzeni Banacha X

o warto±ciach w X

KerA j¡dro operatora liniowego A

ImA obraz operatora liniowego A

σ(A) spektrum operatora A

σess(A) spektrum istotne operatora A

ρ(A) zbiór rezolwenty operatora A

uxi = ∂u
∂xi

∇u = (ux1 , ux2 , . . . , uxN )t

∆u =
∑N

i=1 uxixi

ut = du
dt

= ∂u
∂t

Dα = ∂α1

∂x1
. . . ∂

αN

∂xN
dla dowolnego multi-indeksu α ∈ NN

supp u := {x ∈ Ω | u(x) 6= 0}
C∞c (Ω) = {u : Ω→ R | u jest gªadka oraz supp u jest zwarty w Ω}, elementy

przestrzeni C∞c (Ω) nazywamy funkcjami próbnymi

Lp(Ω) = {u : Ω → R | u jest mierzalna w sensie Lebesgue'a, ‖u‖Lp < +∞},
gdzie ‖u‖L∞ :=

( ∫
Ω
|u|p dx

)1/p
(1 ≤ p < +∞)

Lploc(Ω) = {u : Ω→ R | u jest mierzalna w sensie Lebesgue'a, u|K ∈ Lp(K) dla

dowolnego zwartego zbioru K ⊂ Ω}
(·, ·)L2 standardowy iloczyn skalarny w L2(Ω), tj. (u, v)L2 :=

∫
Ω
u(x)v(x) dx

dla u, v ∈ L2(Ω)

L∞(Ω) = {u : Ω→ R | u jest mierzalna w sensie Lebesgue'a, ‖u‖L∞ < +∞},
gdzie ‖u‖L∞ := ess supΩ |u|

Wm,p(Ω) przestrze« Sobolewa skªadaj¡ca si¦ ze wszystkich funkcji lokalnie caª-

kowalnych u : Ω→ R takich, »e dla ka»dego multi-indeksu α dªugo±ci

|α| ≤ m, pochodna Dαu istnieje w sªabym sensie i nale»y do Lp(Ω),

wyposa»ona w norm¦ ‖u‖Wm,p :=
∑
|α|≤m ‖Dαu‖Lp

Hm(Ω) = Wm,2(Ω)

Ck(Ω) dla liczby caªkowitej 0 ≤ k ≤ ∞, przestrze« funkcji u : Ω → R, dla
których ci¡gªe s¡ pochodne Dαu, gdzie |α| ≤ k

dla p.w. dla prawie wszystkich

xn → x normowa zbie»no±¢ ci¡gu (xn) do x
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A domkni¦cie zbioru A zawartego w przestrzeni topologicznej X

∂A brzeg zbioru A zawartego w przestrzeni topologicznej X

DegB stopie« topologiczny Brouwera

IndLS indeks Leray-Schaudera punktów staªych dla klasy odwzorowa« zwar-

tych

Induc indeks punktów staªych dla klasy odwzorowa« ostatecznie zwartych





Rozdziaª 1

Zagadnienia pocz¡tkowe i zasada

u±redniania

Omówione zostan¡ klasyczne wyniki (patrz np. [14], [42], [56], [66]) dotycz¡ce kwestii ist-

nienia i jednoznaczno±ci rozwi¡za« abstrakcyjnych równa« ewolucyjnych, których prawa

strona jest nieliniowym zaburzeniem operatora sektorialnego. Wprowadzone zostan¡ de�-

nicje rozwi¡zania i ªagodnego rozwi¡zania (z ang. mild solution) oraz omówiona zostanie

kwestia ich regularno±ci. Nast¦pnie zbadana b¦dzie ci¡gªa zale»no±¢ od warunków pocz¡t-

kowych i parametrów oraz udowodniona abstrakcyjna zasada u±redniania. Na zako«czenie

rozdziaªu zastosujemy wspomniane wyniki do omówienia istnienia, jednoznaczno±ci oraz

ci¡gªo±ci rozwi¡za« dla parabolicznego równania ró»niczkowego cz¡stkowego

∂u

∂t
(x, t) =

N∑
i,j=1

aij
∂2u

∂xj∂xi
(x, t) + f(t, x, u(x, t)), x ∈ RN , t > 0.

1.1 Istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡za«

Niech A : X ⊃ D(A) → X b¦dzie operatorem sektorialnym (patrz Dodatek 5.7,

str. 114) w przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖) oraz niech δ > 0 b¦dzie liczb¡ rzeczywist¡

tak¡, »e

σ(A+ δI) ⊂ {z ∈ C | Re z > 0}. (1.1)

19
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Wówczas wiadomo1, »e dla dowolnego α ∈ [0, 1), operator A + δI wyznacza prze-

strze« uªamkow¡ Xα wraz z norm¡ ‖ · ‖α zadan¡ wzorem

‖x‖α = ‖(A+ δI)αx‖ dla x ∈ Xα.

Rozwa»my zagadnienie

u̇(t) = −Au(t) + F (t, u(t)), t > 0, (1.2)

z warunkiem pocz¡tkowym

u(0) = ū0, (1.3)

gdzie ū0 ∈ Xα, za± F : [0,+∞)×Xα → X jest ci¡gªym odwzorowaniem speªniaj¡-

cym lokalny warunek Lipschitza

dla dowolnego (t, u) ∈ [0,+∞)×Xα istnieje otwarte otoczenie U ⊂ [0,+∞)×
Xα tego punktu oraz staªe D,L ≥ 0 i θ ∈ (0, 1) takie, »e dla dowolnych

(t1, u1) ∈ U oraz (t2, u2) ∈ U

‖F (t1, u1)− F (t2, u2)‖ ≤ D|t1 − t2|θ + L‖u1 − u2‖α. (1.4)

Wyja±nijmy najpierw, co rozumiemy przez rozwi¡zanie zagadnienia (1.2)-(1.3).

De�nicja 1.1.1. Powiemy, »e odwzorowanie u : [0, T ) → Xα, T > 0, jest rozwi¡-

zaniem zagadnienia pocz¡tkowego (1.2)-(1.3), je±li

u ∈ C([0, T ), Xα) ∩ C((0, T ), D(A)) ∩ C1((0, T ), X),

u(0) = ū0 oraz równo±¢ (1.2) zachodzi dla t ∈ (0, T ).

Nast¦puj¡ce twierdzenie dotyczy lokalnego istnienia rozwi¡za«.

Twierdzenie 1.1.2. (patrz [14, Theorem 2.1.1]) Je»eli odwzorowanie F : [0,+∞)×
Xα → X speªnia zaªo»enie (1.4), to dla dowolnego ū0 ∈ Xα istnieje dokªadnie jedno

rozwi¡zanie u : [0, Tū0) → Xα zagadnienia pocz¡tkowego (1.2)-(1.3) takie, »e albo

Tū0 = +∞, albo Tū0 < +∞ oraz

lim sup
t→T−ū0

‖u(t)‖α = +∞.

Uwaga 1.1.3. Je»eli w powy»szym twierdzeniu Tū0 = +∞, to mówimy, »e u jest

globalnym rozwi¡zaniem zagadnienia pocz¡tkowego (1.2)-(1.3).

1patrz Dodatek, str. 117.
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Zaªó»my teraz dodatkowo, »e F posiada subliniowy wzrost, tzn. speªniony jest

warunek

istnieje staªa C ≥ 0 taka, »e dla t ≥ 0 oraz u ∈ Xα

‖F (t, u)‖ ≤ C(1 + ‖u‖α). (1.5)

Twierdzenie 1.1.4. (patrz [14, Ch.3]) Je»eli odwzorowanie F : [0,+∞)×Xα → X

speªnia zaªo»enia (1.4) i (1.5), to istnieje dokªadnie jedno globalne rozwi¡zanie u :

[0,+∞)→ Xα zagadnienia (1.2)-(1.3).

De�nicja 1.1.5. Powiemy, »e ci¡gªe odwzorowanie u : [0, T ) → Xα, T > 0, jest

ªagodnym rozwi¡zaniem (z ang. mild solution) zagadnienia (1.2)-(1.3), je±li

u(t) = e−tAū0 +

∫ t

0

e−(t−s)AF (s, u(s)) ds, t ∈ [0, T ). (1.6)

Równo±¢ caªkowa (1.6) nazywana jest formuª¡ Duhamela.

Twierdzenie 1.1.6. (patrz [42, Lemma 3.3.2]) Niech F : [0,+∞)×Xα → X b¦dzie

ci¡gªym odwzorowaniem speªniaj¡cym warunek (1.4). Wówczas je±li u : [0, T ) →
Xα, T > 0, jest rozwi¡zaniem zagadnienia pocz¡tkowego (1.2)-(1.3), to u jest roz-

wi¡zaniem ªagodnym tego zagadnienia.

Na zako«czenie tej sekcji sformuªujemy fakt dotycz¡cy ograniczono±ci rozwi¡za«.

Lemat 1.1.7. Niech F : [0,+∞) × Xα → X b¦dzie ci¡gªym odwzorowaniem speª-

niaj¡cym warunek (1.5). Zaªó»my, »e u : [0, T ] → Xα, T > 0, jest rozwi¡zaniem

zagadnienia pocz¡tkowego (1.2)-(1.3). Wówczas istnieje staªa M̃ > 0, która zale»y

od C, δ, T, α, C0, Cα, gdzie C0, Cα > 0 s¡ staªymi takimi jak w uwadze 5.7.13 (patrz

Dodatek, str. 118) taka, »e dla t ∈ [0, T ]

‖u(t)‖α ≤ M̃(1 + ‖ū0‖α).

Dowód. Na mocy twierdzenia 1.1.6 wnosimy, »e dla t ∈ (0, T ]

‖u(t)‖α ≤ ‖e−tAū0‖α +

∫ t

0

‖e−(t−s)AF (s, u(s))‖α ds,

co, razem z (1.5) implikuje, »e dla t ∈ (0, T ]

‖u(t)‖α ≤ C0e
δt‖ū0‖α +

∫ t

0

CαC(t− s)−αeδ(t−s)(1 + ‖u(s)‖α) ds,

gdzie C0, Cα > 0 s¡ jak w uwadze 5.7.13. Zatem, korzystaj¡c z nierówno±ci Volterry

(patrz lemat 5.1.5) widzimy, »e istnieje M̃ = M̃(C, δ, T, α, C0, Cα) > 0 taka, »e

‖u(t)‖α ≤ M̃(1 + ‖ū0‖α) dla t ∈ [0, T ],

co ko«czy dowód.
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1.2 Ci¡gªa zale»no±¢ od warunków pocz¡tkowych

i parametru

Zajmiemy si¦ teraz równaniami postaci

u̇(t) = −Anu(t) + Fn(t, u(t)), t ∈ (0, T ], (1.7)

w których, dla n ≥ 0, An := µnA, gdzie (µn) jest ci¡giem liczb dodatnich takim, »e

µn → µ0, gdy n → +∞, dla pewnego µ0 > 0, operator A : X ⊃ D(A) → X jest

taki jak w poprzednim podrozdziale oraz Fn : [0, T ] × Xα → X, n ≥ 0, speªniaj¡

warunki (1.4) i (1.5) ze wspólnymi staªymi L i C (niezale»nymi od n). Niech ūn,

n ≥ 0, b¦d¡ elementami Xα. Dla n ≥ 0, oznaczmy przez un : [0, T ] → Xα rozwi¡-

zanie równania (1.7) z warunkiem pocz¡tkowym un(0) = ūn, które istnieje na mocy

twierdzenia 1.1.4.

Przejdziemy teraz do sformuªowania twierdzenia mówi¡cego o ci¡gªej zale»no±ci

rozwi¡za« od parametru i warunków pocz¡tkowych.

Twierdzenie 1.2.1. Zaªó»my, »e dla dowolnego u ∈ Xα∫ t

0

Fn(s, u) ds→
∫ t

0

F0(s, u) ds w X, gdy n→ +∞

jednostajnie wzgl¦dem t ∈ [0, T ]. Wówczas

(i) je±li ūn → ū0 w X, gdy n → +∞ i (ūn) jest ograniczony w Xα, to un(t) →
u0(t) w Xα, gdy n → +∞, jednostajnie wzgl¦dem t ze zwartych podzbiorów

(0, T ];

(ii) je±li ūn → ū0 w Xα, gdy n → +∞, to un(t) → u0(t) w Xα, gdy n → +∞,

jednostajnie wzgl¦dem t ∈ [0, T ].

Uwaga 1.2.2. Rezultat z punktu (ii) - w przypadku, gdy µn ≡ 1 dla n ≥ 0, otrzy-

maª Henry (patrz [42, Theorem 3.4.8]). Dowód twierdzenia 1.2.1 jest mody�kacj¡

rozumowania Henry'ego.

W dowodzie powy»szego twierdzenia wykorzystamy nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 1.2.3. (patrz [42, Lemma 3.4.7])

Przy zaªo»eniach twierdzenia 1.2.1, dla dowolnej ci¡gªej funkcji u : [0, T ]→ Xα,∫ t

0

e−(t−s)AnFn(s, u(s)) ds→
∫ t

0

e−(t−s)A0F0(s, u(s)) ds w Xα, gdy n→ +∞,

(1.8)

jednostajnie wzgl¦dem t ∈ [0, T ].
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Dowód. Udowodnimy najpierw, »e teza zachodzi przy zaªo»eniu, »e u jest funkcj¡

staª¡, tzn. u(t) ≡ ū dla t ∈ [0, T ], gdzie ū ∈ Xα. Z zaªo»enia o funkcjach Fn, n ≥ 0

wynika, »e dla dowolnych t ∈ [0, T ] i n ≥ 0,∥∥∥∥∫ t

0

e−(t−s)AnFn(s, ū) ds

∥∥∥∥
α

≤
∫ t

0

Cαµ
−α
n (t− s)−αeµnδ(t−s)C(1 + ‖ū‖α) ds,

gdzie Cα > 0 jest pewn¡ staª¡ (patrz uwaga 5.7.13). We¹my ε > 0. Wówczas istniej¡

η > 0, C̃ > 0 oraz δ̃ > 0 takie, »e dla dowolnych n ≥ 0 i t ∈ [0, η]

∥∥∥∥∫ t

0

e−(t−s)AnFn(s, ū) ds

∥∥∥∥
α

≤ C̃

∫ t

0

τ−αeδ̃τ dτ ≤ C̃eδ̃T (1− α)−1η1−α < ε/4 (1.9)

oraz, dla dowolnych n ≥ 0 i t ∈ [η, T ],∥∥∥∥∫ t

t−η
e−(t−s)AnFn(s, ū) ds

∥∥∥∥
α

≤ C̃

∫ η

0

τ−αeδ̃τ dτ ≤ C̃eδ̃T (1− α)−1η1−α < ε/4. (1.10)

Zauwa»my dalej, »e dla dowolnych n ≥ 0 i t ∈ [η, T ] mamy1,∫ t−η

0

e−(t−s)AnFn(s, ū) ds = e−tAn
∫ t

0

Fn(τ, ū) dτ − e−ηAn
∫ t

t−η
Fn(τ, ū) dτ

+

∫ t−η

0

Ane
−(t−s)An

∫ t

s

Fn(τ, ū) dτ ds.

Z zaªo»enia wynika, »e

e−tAn
∫ t

0

Fn(τ, ū) dτ → e−tA0

∫ t

0

F0(τ, ū) dτ w Xα, gdy n→ +∞,

jednostajnie wzgl¦dem t ∈ [η, T ]. Co wi¦cej, dla wszystkich t ∈ [η, T ] i n ≥ 1,∥∥∥∥e−ηAn ∫ t

t−η
Fn(τ, ū) dτ

∥∥∥∥
α

≤ C̃eδ̃Tη1−α ≤ ε/4

1Je»eli A : X ⊃ D(A) → X jest operatorem sektorialnym i η ∈ (0, T ), T > 0, to dla dowolnej

funkcji ci¡gªej g : [0, T ]→ X i t ∈ [η, T ], zachodzi równo±¢∫ t−η

0

e−(t−s)Ag(s) ds = e−tA
∫ t

0

g(τ) dτ − e−ηA
∫ t

t−η
g(τ) dτ +

∫ t−η

0

Ae−(t−s)A
∫ t

s

g(τ) dτ ds. (*)

Istotnie, ze wzoru na caªkowanie przez cz¦±ci wynika, »e

e−(t−s)A
∫ t

s

g(τ) dτ

∣∣∣∣s=t−η
s=0

=

∫ t−η

0

d

ds

(
e−(t−s)A

)∫ t

s

g(τ) dτ ds+

∫ t−η

0

e−(t−s)A
d

ds

(∫ t

s

g(τ) dτ

)
ds.

St¡d oraz twierdzenia 5.6.4 dostajemy dla t ∈ [η, T ]

e−ηA
∫ t

t−η
g(τ) dτ − e−tA

∫ t

0

g(τ) dτ =

∫ t−η

0

Ae−(t−s)A
∫ t

s

g(τ) dτ ds−
∫ t−η

0

e−(t−s)Ag(s) ds,

co dowodzi (*).
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oraz, dla du»ych n i wszystkich t ∈ [η, T ] i s ∈ [0, t− η], mamy∥∥∥∥Ane−(t−s)An
∫ t

s

Fn(τ, ū) dτ−A0e
−(t−s)A0

∫ t

s

F0(τ, ū) dτ

∥∥∥∥
α

≤ |µn − µ0|
∥∥∥∥Ae−(t−s)An

∫ t

s

Fn(τ, ū) dτ

∥∥∥∥
α

+µ0

∥∥∥∥Ae−(t−s)An
∫ t

s

Fn(τ, ū) dτ−Ae−(t−s)A0

∫ t

s

F0(τ, ū) dτ

∥∥∥∥
α

≤ C̄|µn − µ0|
∥∥∥∥e−(t−s)An

∫ t

s

Fn(τ, ū) dτ

∥∥∥∥
1+α

+C̄µ0

∥∥∥∥e−(t−s)An
(∫ t

s

Fn(τ, ū) dτ −
∫ t

s

F0(τ, ū) dτ

)∥∥∥∥
1+α

+C̄µ0

∥∥∥∥(e−(t−s)An − e−(t−s)A0
) ∫ t

s

F0(τ, ū) dτ

∥∥∥∥
1+α

≤ |µn − µ0|
C̄C1+αe

δ̃T

η1+α

∥∥∥∥∫ t

s

Fn(τ, ū) dτ

∥∥∥∥
+µ0

C̄C1+αe
δ̃T

η1+α

∥∥∥∥∫ t

s

Fn(τ, ū) dτ −
∫ t

s

F0(τ, ū) dτ

∥∥∥∥
+µ0

C̄C1+αe
δ̃T

(µ0η/2)1+α

∥∥∥∥(e−((t−s)µn/µ0−η/2)A0 − e−(t−s−η/2)A0
) ∫ t

s

F0(τ, ū) dτ

∥∥∥∥ ,
gdzie staªa C̄ > 0 jest taka, »e ‖Aw‖α ≤ C̄‖w‖1+α dla wszystkich w ∈ X1+α 1. St¡d

wynika, »e dla du»ych n i wszystkich t ∈ [η, T ],∥∥∥∥∫ t−η

0

e−(t−s)AnFn(s, ū) ds−
∫ t−η

0

e−(t−s)A0F0(s, ū) ds

∥∥∥∥
α

≤ ε/4 + ε/4 + ε/4 = 3ε/4,

co razem z (1.9) i (1.10) dowodzi tezy dla u ≡ ū. Zatem, st¡d wnioskujemy, »e

zbie»no±¢ (1.8) zachodzi dla dowolnej funkcji schodkowej ũ : [0, T ]→ Xα. Poniewa»

dla dowolnej funkcji ci¡gªej u : [0, T ] → Xα istnieje ci¡g funkcji schodkowych (ũm)

taki, »e ‖u(t) − ũm(t)‖α → 0, gdy m → +∞, jednostajnie wzgl¦dem t ∈ [0, T ] i co

wi¦cej, dla dowolnego n ≥ 0∥∥∥∥∫ t

0

e−(t−s)An(Fn(s, ũm(s))− Fn(s, u(s))) ds

∥∥∥∥
α

≤
∫ t

0

LCαµ
−α
n (t− s)−αeδ(t−s)‖ũm(s)− u(s)‖α ds→ 0, gdy m→ +∞,

1Zauwa»my, »e dla dowolnego x ∈ X1+α mamy

‖Ax‖α = ‖(A+ δI)α(Ax)‖ ≤ ‖(A+ δI)1+αx‖+ δ‖(A+ δI)αx‖

≤ ‖x‖1+α + δ‖x‖α ≤ ‖x‖1+α + δC̄1‖x‖1+α,

gdzie C̄1 > 0 jest staª¡ tak¡, »e ‖x‖α ≤ C̄1‖x‖1+α, x ∈ X1+α. Oczywi±cie z powy»szej równo±ci

wynika istnienie staªej C̄ > 0 takiej, »e dla dowolnego x ∈ Xα zachodzi ‖Ax‖α ≤ C̄‖x‖1+α.
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jednostajnie wzgl¦dem t ∈ [0, T ], wi¦c to ko«czy dowód.

Dowód twierdzenia 1.2.1.

Korzystaj¡c z twierdzenia 1.1.6, dla t ∈ (0, T ] oraz n ≥ 1 mamy

un(t)−u0(t) = e−tAnūn − e−tA0ū0

+

∫ t

0

e−(t−s)AnFn(s, u0(s))− e−(t−s)A0F0(s, u0(s)) ds

+

∫ t

0

e−(t−s)An(Fn(s, un(s))− Fn(s, u0(s))) ds.

Zaªó»my najpierw, »e speªnione jest zaªo»enie z punktu (i). Wówczas, z powy»szej

równo±ci oraz zaªo»e« o funkcjach Fn, n ≥ 0, wynika, »e dla wszystkich t ∈ (0, T ]

i n ≥ 1 mamy

‖un(t)− u0(t)‖α ≤ γn(t) + CαL

∫ t

0

eδµn(t−s)(µn(t− s))−α‖un(s)− u0(s)‖α ds,

gdzie

γn(t) :=
Cαe

δµnt

(µnt)α
‖ūn − ū0‖+

∥∥(e−tAn − e−tA0)ū0

∥∥
α

+

∥∥∥∥∫ t

0

(
e−(t−s)AnFn(s, u0(s))−e−(t−s)A0F0(s, u0(s))

)
ds

∥∥∥∥
α

oraz staªa Cα > 0 jest taka, jak w uwadze 5.7.13 (patrz Dodatek), za± L > 0 jest

staª¡ z warunku (1.4). St¡d wnosimy, »e istniej¡ staªe δ̃ > 0 oraz C̃ > 0 takie, »e

dla wszystkich t ∈ (0, T ] i n ≥ 1,

‖un(t)− u0(t)‖α ≤ γn(t) + C̃

∫ t

0

eδ̃(t−s)(t− s)−α‖un(s)− u0(s)‖α ds.

Zatem, na mocy lematu 5.1.61, dostajemy

‖un(t)− u0(t)‖α ≤ γn(t) +K

∫ t

0

(t− s)−αγn(s) ds (1.11)

dla pewnej staªej K > 0. Ustalmy η ∈ (0, T ). Wówczas dla t ∈ [η, T ] mamy∫ t

0

(t− s)−αγn(s) ds ≤ 2α

ηα

∫ t−η/2

0

γn(s) ds+

∫ t

t−η/2
(t− s)−αγn(s) ds

≤ 2α

ηα

∫ T

0

γn(s) ds+
(η/2)1−α

1− α
· sup
s∈[η/2,T ]

γn(s).

1W lemacie 5.1.6 wystarczy przyj¡¢ y(t) := ‖un(t) − u0(t)‖α, β := 1 − α, a(t) := γn(t)

i b := C̃eδ̃T .
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Z lematu 1.2.3 wnioskujemy, »e γn(t) → 0, gdy n → +∞, jednostajnie wzgl¦dem t

nale»¡cych do zwartych podzbiorów przedziaªu (0, T ]. Co wi¦cej, z (1.5) wynika, »e

γn(t) ≤ C1

(
t−α‖ūn − ū0‖+ t−α‖ū0‖+

t1−α

1− α
sup
s∈[0,T ]

(1 + ‖u0(s)‖α)

)
,

gdzie C1 > 0 jest pewn¡ staª¡, a wi¦c funkcje γn, n ≥ 1, s¡ ograniczone przez

caªkowaln¡ funkcj¦ postaci t 7→ C̃1(t−α + t1−α) dla pewnej staªej C̃1 > 0. Zatem,

na mocy twierdzenia Lebesgue'a o zmajoryzowanym przej±ciu do granicy pod zna-

kiem caªki (patrz Dodatek, twierdzenie 5.2.2) wnioskujemy, »e
∫ T

0
γn(s)ds→ 0, gdy

n→ +∞. W konsekwencji, na mocy (1.11) stwierdzamy, »e ‖un(t) − u0(t)‖α → 0,

gdy n→ +∞, jednostajnie wzgl¦dem t ∈ [η, T ]. To ko«czy dowód (i).

Przypu±¢my teraz, »e ūn → ū0 w Xα, gdy n → +∞. Wówczas, dla wszystkich

t ∈ (0, T ] i n ≥ 1,

‖un(t)− u0(t)‖α ≤ γn(t) + CαL

∫ t

0

eδµn(t−s)(µn(t− s))−α‖un(s)− u0(s)‖α ds,

gdzie

γn(t) :=C0‖ūn − ū0‖α +
∥∥(e−tAn − e−tA0)ū0

∥∥
α

+

∥∥∥∥∫ t

0

(
e−(t−s)AnFn(s, u0(s))−e−(t−s)A0F0(s, u0(s))

)
ds

∥∥∥∥
α

dla pewnej staªej C0 > 0. Powtarzaj¡c argumentacj¦ z dowodu (i) stwierdzamy, »e

‖un(t)−u0(t)‖α → 0, gdy n→ +∞, jednostajnie wzgl¦dem t. To ko«czy dowód.

1.3 Zasada u±redniania

Niech dana b¦dzie rodzina zagadnie«

u̇(t) = −Au(t) + Fn(t/λn, u(t)), t > 0, (1.12)

gdzie operator A : X ⊃ D(A) → X jest jak w poprzednim podrozdziale, λn > 0,

n ≥ 1, s¡ parametrami za± odwzorowania Fn : [0,+∞)×Xα → X, n ≥ 1, speªniaj¡

zaªo»enia (1.4) i (1.5) ze wspólnymi staªymi L i C (niezale»nymi od n). Zaªó»my

ponadto, »e istnieje ci¡gªa funkcja F̂ : Xα → X taka, »e dla wszystkich ū ∈ Xα

lim
τ→+∞, n→+∞

1

τ

∫ τ

0

Fn(t, ū) dt = F̂ (ū) w X. (1.13)

Na mocy twierdzenia 1.1.4 wnosimy, »e dla ka»dego n ≥ 1, istnieje dokªadnie

jedno globalne rozwi¡zanie un : [0,+∞) → Xα problemu (1.12) z warunkiem po-

cz¡tkowym un(0) = ūn, gdzie ūn ∈ Xα. Rozwa»my dalej autonomiczne równanie

u̇(t) = −Au(t) + F̂ (u(t)), t > 0. (1.14)
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Z okre±lenia funkcji F̂ oraz zaªo»e« o funkcjach Fn, n ≥ 1, wynika, »e F̂ speªnia

warunki (1.4) i (1.5) (równie» ze staªymi L i C). Widzimy zatem, »e na mocy twier-

dzenia 1.1.4, równanie (1.14) z warunkiem pocz¡tkowym u(0) = ū0 dla dowolnego

ū0 ∈ Xα, posiada dokªadnie jedno globalne rozwi¡zanie.

Twierdzenie 1.3.1. (Zasada u±redniania) Przypu±¢my, »e funkcje Fn : [0,+∞)×
Xα → X, n ≥ 1 i F̂ : Xα → X s¡ jak powy»ej oraz zaªó»my, »e ūn → ū0 w X,

gdy n → +∞ dla pewnego ū0 ∈ Xα, (ūn) jest ograniczony w Xα oraz λn → 0+,

gdy n→ +∞. Wówczas un(t)→ û(t) w Xα, jednostajnie wzgl¦dem t nale»¡cych do

zwartych podzbiorów (0,+∞), gdzie û : [0,+∞) → Xα jest rozwi¡zaniem równania

(1.14) z warunkiem pocz¡tkowym u(0) = ū0.

Dowód. Dla n ≥ 1 okre±lmy F̃n := Fn(·/λn, ·) oraz poªó»my F̃0 := F̂ . Oczywi±cie

funkcje F̃n, n ≥ 1, oraz F̃0 speªniaj¡ warunki (1.4) i (1.5) ze wspólnymi staªymi L

i C. Korzystaj¡c z (1.13), otrzymujemy dla dowolnych ū ∈ Xα i t > 0,

∫ t

0

F̃n(s, ū) ds = λn

∫ t/λn

0

Fn(ρ, ū) dρ→ tF̂ (ū) =

∫ t

0

F̃0(ū) ds w X, gdy n→ +∞

i powy»sza zbie»no±¢ jest jednostajna wzgl¦dem t nale»¡cych do zwartych podzbio-

rów [0,+∞). Zatem, na mocy twierdzenia 1.2.1 (i), otrzymujemy tez¦.

Uwaga 1.3.2. (a) Twierdzenie 1.3.1 jest rozszerzeniem zasady u±redniania otrzy-

manej przez Henry'ego (patrz [42, Theorem 3.4.9]) na przypadek, gdy ci¡g

warto±ci pocz¡tkowych z przestrzeni uªamkowej Xα jest zbie»ny wzgl¦dem to-

pologii przestrzeni X (a nie Xα). Jest to istotne z punktu widzenia dalszej

cz¦±ci rozprawy.

(b) Zasada u±redniania dla równa« parabolicznych na RN zostaªa udowodniona

w pracach [4] (patrz Theorem 4.4) oraz [58] (patrz Theorem 2.4) w sytuacji,

gdy wspóªczynniki liniowego operatora eliptycznego s¡ zale»ne od czasu. Po-

wy»sze twierdzenie 1.3.1 dotyczy ogólnego przypadku abstrakcyjnych równa«

parabolicznych.
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1.4 Ci¡gªo±¢ i u±rednianie dla równa« parabolicz-

nych

Rozwa»my nieautonomiczne równanie paraboliczne
∂u

∂t
(x, t) = Au(x, t) + f (t, x, u(x, t)) , x ∈ RN , t > 0,

u(x, 0) = ū(x), x ∈ RN ,

u(·, t) ∈ H1(RN), t > 0,

(1.15)

gdzie A :=
∑N

i,j=1 aij
∂2

∂xj∂xi
, rzeczywiste wspóªczynniki aij s¡ takie, »e aij = aji dla

i, j = 1, . . . , N oraz speªniony jest warunek eliptyczno±ci , tzn. istnieje staªa θ0 > 0

o tej wªasno±ci, »e

N∑
i,j=1

aijξiξj ≥ θ0|ξ|2 dla ξ = (ξ1, . . . , ξN) ∈ RN , (1.16)

za± f : [0,+∞)× RN × R→ R jest T -okresowym odwzorowaniem, tzn.

f(t, x, u) = f(t+ T, x, u) dla t ≥ 0, u ∈ R i x ∈ RN , (1.17)

speªniaj¡cym dla wszystkich t, s ∈ [0,+∞), u, v ∈ R oraz p.w. x ∈ RN nast¦puj¡ce

warunki

f(t, ·, u) jest mierzalna oraz |f(t, x, 0)| ≤ m0(x), (1.18)

gdzie m0 ∈ L2(RN);

|f(t, x, u)− f(s, x, v)| ≤ (k̃(x) + k(x)|u|)|t− s|θ + l(s, x)|u− v|, (1.19)

gdzie θ ∈ (0, 1), k̃ ∈ L2(RN), za± k i l s¡ postaci k = k0 +k∞, l = l0 + l∞, przy czym,

dla t ≥ 0, k0, l0(t, ·) ∈ Lp(RN), (p jest jak w (3) - patrz str. 5), k∞, l∞(t, ·) ∈ L∞(RN)

oraz supt≥0 (‖l0(t, ·)‖Lp + ‖l∞(t, ·)‖L∞) < +∞;

(f(t, x, u)− f(t, x, v))(u− v) ≤ −a|u− v|2 + b(x)|u− v|2, (1.20)

dla pewnych a > 0 i b ∈ Lp(RN).

Przykªad 1.4.1. Rozwa»my odwzorowanie f : [0,+∞)× RN × R→ R postaci

f(t, x, u) := U(t, x) + V (t, x)u+ g(W (t, x)u) (1.21)

gdzie funkcje U, V,W ∈ C([0,+∞) × RN) s¡ takie, »e dla wszystkich t ≥ 0,

|U(t, ·)| ≤ M0 dla pewnego M0 ∈ L2(RN), V = V0 + V∞, W = W0 + W∞, przy
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czym V0(t, ·),W0(t, ·) ∈ Lp(RN), V∞(t, ·),W∞(t, ·) ∈ L∞(RN), supτ≥0(‖V0(τ, ·)‖Lp +

‖V∞(τ, ·)‖L∞) < +∞, supτ≥0(‖W0(τ, ·)‖Lp + ‖W∞(τ, ·)‖L∞) < +∞ oraz dla wszyst-

kich t, s ≥ 0 i p.w. x ∈ RN ,

|U(t, x)− U(s, x)| ≤ LU(x)|t− s|θ,

|V (t, x)− V (s, x)| ≤ LV (x)|t− s|θ

|W (t, x)−W (s, x)| ≤ LW (x)|t− s|θ,

dla pewnych LU ∈ L2(RN), LV , LW ∈ Lp(RN) + L∞(RN). Co wi¦cej, przypu±¢my,

»e g : R→ R jest odwzorowaniem ograniczonym, speªniaj¡cym warunek Lipschitza

ze staª¡ L > 0 oraz takim, »e g(0) = 0 i g′(0) istnieje. Przy powy»szych zaªo»eniach

(1.21) dostarcza przykªadu klasy odwzorowa« dla których zachodz¡ warunki (1.18)

i (1.19).

Istotnie, z okre±lenia funkcji f wynika, »e dla wszystkich t ≥ 0, u ∈ R i p.w.

x ∈ RN , f(t, ·, u) jest funkcj¡ mierzaln¡ oraz

|f(t, x, 0)| = |U(t, x)| ≤M0(x),

tzn. speªniony jest warunek (1.18). Co wi¦cej, dla dowolnych t, s ≥ 0, u, v ∈ R
i p.w. x ∈ RN ,

|f(t, x, u)− f(s, x, v)| ≤
(
LU(x) +

(
LV (x) + LLW (x)

)
|u|
)
|t− s|θ

+
(
|V (s, x)|+ L|W (s, x)|

)
|u− v|,

a st¡d widzimy, »e zachodzi (1.19). Je»eli dodatkowo istnieje liczba a > 0 taka, »e

V∞(t, x) + L|W∞(t, x)| ≤ −a (1.22)

dla wszystkich t ≥ 0 i p.w. x ∈ RN , to speªniony jest warunek (1.20). Istotnie, dla

t ≥ 0, u, v ∈ R i p.w. x ∈ RN , mamy

(f(t, x, u)− f(t, x, v))(u− v) ≤ V (t, x)|u− v|2 + L|W (t, x)||u− v|2

≤
(
V∞(t, x) + L|W∞(t, x)|

)
|u− v|2

+
(
V0(t, x) + L|W0(t, x)|

)
|u− v|2,

a st¡d widzimy, »e je±li tylko zachodzi (1.22), to f speªnia (1.20). Jako konkretny

przykªad rozwa»my funkcj¦ f : [0,+∞)× RN × R→ R zadan¡ wzorem

f(t, x, u) := −2au+ sin
(
au+ bu(1 + |x|)−s| cos t|

)
,
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gdzie a, b > 0 i s > 1 dla N = 1, 2 oraz s > N/p dla N ≥ 3. Wówczas tak zadana

funkcja speªnia, poza oczywi±cie warunkami (1.17)-(1.20), równie» zaªo»enia (7) i (8)

(patrz str. 9). W tym przypadku, α0(t, x) = b(1 + |x|)−s| cos t|, α∞ ≡ a, ω0 ≡ 0,

ω∞ ≡ 2a.

Zajmiemy si¦ teraz problemem istnienia rozwi¡za« równania (1.15). W tym celu

okre±lmy liniowy operator A : X ⊃ D(A)→ X, X := L2(RN), kªad¡c

Au := −
N∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xj∂xi
dla u ∈ D(A) := H2(RN). (1.23)

Twierdzenie 1.4.2. (patrz [56, Theorem 7.3.5]) Liniowy operator A : D(A) →
L2(RN) zadany formuª¡ (1.23) jest dodatnim, samosprz¦»onym operatorem sekto-

rialym.

Uwaga 1.4.3. (i) Dla operatora A : D(A) → X, X := L2(RN) okre±lonego po-

wy»ej, mamy X1/2 = H1(RN) oraz zachodzi równowa»no±¢ norm ‖ · ‖X1/2 i ‖ · ‖H1 .

Istotnie, zauwa»my, »e dla dowolnego u ∈ C∞c (RN)

‖u‖2
X1/2 = ‖A1/2u‖2

L2 = (A1/2u,A1/2u)L2 = (Au, u)L2

= −
∫
RN

N∑
i,j=1

aij
∂2u

∂xj∂xi
u dx ≤MN2‖∇u‖2

L2 ≤MN2‖u‖2
H1 , (1.24)

gdzie M := maxi,j=1,...,N |aij|. Z drugiej strony, na mocy eliptyczno±ci operatora A,

dla dowolnego u ∈ C∞c (RN)

‖u‖2
X1/2 ≥ θ0‖∇u‖2

L2 ,

czyli, dla pewnej staªej θ̃0 > 0,

‖u‖2
X1/2 ≥ θ̃0‖u‖2

H1 . (1.25)

�¡cz¡c (1.24) i (1.25) dostajemy dla dowolnego u ∈ C∞c (RN)

θ̃0‖u‖2
H1 ≤ ‖u‖2

X1/2 ≤MN2‖u‖2
H1 . (1.26)

Poka»emy najpierw, »e H1(RN) ⊂ X1/2. Niech u ∈ H1(RN). Z g¦sto±ci C∞c (RN)

w H1(RN) wnosimy, »e istnieje ci¡g (un) w C∞c (RN) taki, »e un → u w H1(RN), gdy

n→ +∞. Zatem (un) jest ci¡giem Cauchy'ego w H1(RN), a z (1.26) wynika, »e (un)

jest równie» ci¡giem Cauchy'ego w X1/2. Poniewa» X1/2 jest przestrzeni¡ Banacha

(patrz Dodatek, uwaga 5.7.8) wnioskujemy, »e un → ũ w X1/2, gdy n → +∞, dla
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pewnego ũ ∈ X1/2. Na mocy jednoznaczno±ci granicy w L2(RN)1 stwierdzamy, »e

u = ũ, co oznacza u ∈ X1/2.

Aby pokaza¢, »e X1/2 ⊂ H1(RN) we¹my u ∈ X1/2. Z g¦sto±ci C∞c (RN) w X1/2

(patrz Dodatek, twierdzenie 5.7.9) wnosimy, »e istnieje ci¡g (un) w C∞c (RN) taki,

»e un → u w X1/2, gdy n → +∞. Zatem (un) jest ci¡giem Cauchy'ego w X1/2, a

z (1.26) wynika, »e (un) jest równie» ci¡giem Cauchy'ego w H1(RN). Z zupeªno±ci

przestrzeni H1(RN) wnioskujemy, »e un → ũ w H1(RN), gdy n→ +∞, dla pewnego

ũ ∈ H1(RN). Na mocy jednoznaczno±ci granicy w L2(RN) stwierdzamy, »e u = ũ,

co oznacza u ∈ H1(RN). W konsekwencji H1(RN) = X1/2. Aby dowie±¢ równowa»-

no±ci norm ‖ · ‖H1 i ‖ · ‖X1/2 zauwa»my, »e dla dowolnego u ∈ H1(RN) istnieje ci¡g

(un) w C∞c (RN), zbie»ny do u w H1(RN) oraz, dla n ≥ 1, mamy

θ̃0‖un‖2
H1 ≤ ‖un‖2

X1/2 ≤MN2‖un‖2
H1 .

Przechodz¡c do granicy w powy»szej nierówno±ci widzimy, »e (1.26) zachodzi dla

dowolnego u ∈ H1(RN), co ko«czy dowód. �

(ii) Z twierdzenia 1.4.2 oraz z twierdzenia 5.7.3 (patrz Dodatek) natychmiast wynika,

»e operator −∆ : D(−∆)→ L2(RN), D(−∆) := H2(RN) jest dodatnim operatorem

samosprz¦»onym oraz generuje analityczn¡ C0-póªgrup¦ operatorów liniowych na

L2(RN). Wystarczy bowiem przyj¡¢ aij ≡ δij, i, j = 1, . . . , N , gdzie

δij :=

{
1, gdy i = j

0, gdy i 6= j
.

Zde�niujmy teraz operator Niemyckiego stowarzyszony z odwzorowaniem f , tzn.

okre±lmy funkcj¦ F : [0,+∞)×H1(RN)→ L2(RN) wzorem

[F(t, u)](x) := f(t, x, u(x)) dla t ≥ 0, u ∈ H1(RN) i p.w. x ∈ RN .

Twierdzenie 1.4.4. Przy powy»szych zaªo»eniach istniej¡ staªa D > 0, która zale»y

tylko od k̃, k, N i p, staªa L > 0, która zale»y tylko od l, N i p oraz staªa C > 0

zale»na tylko od m0, l, N i p takie, »e dla wszystkich t1, t2 ≥ 0 oraz u1, u2 ∈ H1(RN),

‖F(t1, u1)− F(t2, u2)‖L2 ≤ D(1 + ‖u1‖H1)|t1 − t2|θ + L‖u1 − u2‖H1 (1.27)

oraz dla t ≥ 0 i u ∈ H1(RN),

‖F(t, u)‖L2 ≤ C(1 + ‖u‖H1). (1.28)

W dowodzie wykorzystamy nast¦puj¡cy, techniczny lemat.

1Zauwa»my, »e C∞c (RN ) ⊂ X1 ⊂ X1/2 ⊂ X0 = L2(RN ) oraz C∞c (RN ) ⊂ H1(RN ) ⊂ L2(RN ).



32 Rozdziaª 1. Zagadnienia pocz¡tkowe i zasada u±redniania

Lemat 1.4.5. Istniej¡ staªe C1, C2 > 0, które zale»¡ od N i p takie, »e dla wszystkich

u ∈ H1(RN),

‖u‖L2p/(p−1) ≤ C1‖u‖H1 (1.29)

oraz

‖u‖L2p/(p−2) ≤ C2‖u‖H1 . (1.30)

Dowód. Niech u ∈ H1(RN). Zaªó»my najpierw, »e N = 1. Wykorzystuj¡c nie-

równo±¢ interpolacyjn¡ (patrz Dodatek, twierdzenie 5.1.3) oraz ci¡gªo±¢ zanurzenia

(patrz Dodatek, twierdzenie 5.3.4) H1(R) ⊂ L∞(R), otrzymujemy

‖u‖L2p/(p−1) ≤ ‖u‖1−1/p

L2 ‖u‖1/p
L∞ ≤ C̃1‖u‖H1 , (1.31)

gdzie staªa C̃1 > 0 jest taka, »e ‖u‖1/p
L∞ ≤ C̃1‖u‖1/p

H1 oraz

‖u‖L2p/(p−2) ≤ ‖u‖1−2/p

L2 ‖u‖2/p
L∞ ≤ C̃2‖u‖H1 , (1.32)

gdzie C̃2 > 0 jest taka, »e ‖u‖2/p
L∞ ≤ C̃2‖u‖2/p

H1 , u ∈ H1(R). W przypadku N = 2

nierówno±¢ interpolacyjna implikuje, »e

‖u‖L2p/(p−1) ≤ ‖u‖1−2/p

L2 ‖u‖2/p

L4 ≤ C̃1‖u‖H1 , (1.33)

gdzie C̃1 > 0 jest staª¡ z nierówno±ci ‖u‖2/p

L4 ≤ C̃1‖u‖2/p

H1 , u ∈ H1(R2), która zachodzi

na mocy ci¡gªo±ci zanurzenia przestrzeni H1(R2) w L4(R2) oraz

‖u‖L2p/(p−2) ≤ ‖u‖1−2q/(pq−2p)

L2 ‖u‖2q/(pq−2p)
Lq ,

gdzie q jest dowoln¡, ustalon¡ liczb¡ z przedziaªu ( 2p
p−2

,+∞). St¡d oraz z ci¡gªo±ci

wªo»enia przestrzeni H1(R2) w przestrze« Lq(R2), otrzymujemy istnienie staªej C̃2 >

0 takiej, »e

‖u‖L2p/(p−2) ≤ C̃2‖u‖H1 . (1.34)

Zaªó»my teraz, »e N ≥ 3. Wówczas z nierówno±ci interpolacyjnej i ci¡gªo±ci

wªo»enia przestrzeni H1(RN) w L2N/N−2(RN) dostajemy

‖u‖L2p/(p−1) ≤ ‖u‖1−N/2p
L2 ‖u‖N/2p

L2N/(N−2) ≤ C̃1‖u‖H1 , (1.35)

gdzie C̃1 > 0 jest taka, »e ‖u‖N/2p
L2N/(N−2) ≤ C̃1‖u‖N/2pH1 oraz

‖u‖L2p/(p−2) ≤ ‖u‖1−N/p
L2 ‖u‖N/p

L2N/(N−2) ≤ C̃2‖u‖H1 , (1.36)

gdzie C̃2 > 0 jest staª¡ z nierówno±ci ‖u‖N/p
L2N/(N−2) ≤ C̃2‖u‖N/pH1 , u ∈ H1(RN). Oczy-

wi±cie (1.31), (1.33) i (1.35) implikuj¡ istnienie staªej C1 = C1(N, p) > 0 takiej, »e za-

chodzi (1.29) oraz z (1.32), (1.34) i (1.36) otrzymujemy istnienie C2 = C2(N, p) > 0

takiej, »e zachodzi (1.30).
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Dowód twierdzenia 1.4.4. Zauwa»my, »e na mocy zaªo»enia (1.19), nierówno±ci

Höldera oraz lematu 1.4.5, dla dowolnych t1, t2 ≥ 0 i u1, u2 ∈ H1(RN), mamy

‖F(t1, u1)− F(t2, u2)‖L2 ≤ (‖k̃‖L2 + ‖k0‖Lp‖u1‖L2p/(p−2) + ‖k∞‖L∞‖u1‖L2)|t1 − t2|θ

+ ‖l0(t2, ·)‖Lp‖u1 − u2‖L2p/(p−2) + ‖l∞(t2, ·)‖L∞‖u1 − u2‖L2

≤ (‖k̃‖L2 + C2‖k0‖Lp‖u1‖H1 + ‖k∞‖L∞‖u1‖H1)|t1 − t2|θ

+ C2‖l0(t2, ·)‖Lp‖u1 − u2‖H1 + ‖l∞(t2, ·)‖L∞‖u1 − u2‖H1 ,

gdzie C2 = C2(N, p) > 0. St¡d wynika, »e istniej¡ staªe D = D(k̃, k,N, p) > 0

i L = L(l, N, p) > 0 takie, »e

‖F(t1, u1)− F(t2, u2)‖L2 ≤ D(1 + ‖u1‖H1)|t1 − t2|θ + L‖u1 − u2‖H1 ,

tzn. zachodzi (1.27). Dalej, dla t ≥ 0, u ∈ R i p.w. x ∈ RN ,

|f(t, x, u)| ≤ |f(t, x, u)− f(t, x, 0)|+ |f(t, x, 0)|,

co na mocy (1.18) i (1.19) implikuje, »e dla t ≥ 0, u ∈ R i p.w. x ∈ RN ,

|f(t, x, u)| ≤ l(t, x)|u|+m0(x). (1.37)

St¡d, z nierówno±ci Höldera oraz lematu 1.4.5 otrzymujemy dla t ≥ 0 i u ∈ H1(RN),

‖F(t, u)‖L2 ≤ ‖l0(t, ·)‖Lp‖u‖L2p/(p−2) + ‖l∞(t, ·)‖L∞‖u‖L2 + ‖m0‖L2

≤ C2‖l0(t, ·)‖Lp‖u‖H1 + ‖l∞(t, ·)‖L∞‖u‖L2 + ‖m0‖L2 ,

dla pewnej staªej C2 = C2(N, p) > 0. Zatem otrzymujemy istnienie staªej C =

C(m0, l, N, p) > 0 takiej, »e

‖F(t, u)‖L2 ≤ C(1 + ‖u‖H1),

tzn. zachodzi (1.28).

Uwaga 1.4.6. Korzystaj¡c z twierdzenia 1.4.4 widzimy, »e F speªnia zaªo»enia (1.4)

i (1.5). Zatem na mocy twierdzenia 1.1.4 wnosimy, »e dla ka»dego ū ∈ H1(RN),

istnieje dokªadnie jedno globalne rozwi¡zanie

u ∈ C([0,+∞), H1(RN)) ∩ C((0,+∞), H2(RN)) ∩ C1((0,+∞), L2(RN))

nast¦puj¡cego zagadnienia ewolucyjnego

u̇(t) = −Au(t) + F(t, u(t)), t ≥ 0, u(0) = ū. (1.38)
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De�nicja 1.4.7. Funkcja u : [0, T0) → H1(RN), T0 > 0 jest rozwi¡zaniem zagad-

nienia pocz¡tkowego (1.15), je±li

u ∈ C([0,+∞), H1(RN)) ∩ C((0,+∞), H2(RN)) ∩ C1((0,+∞), L2(RN))

i zachodzi (1.38).

Korzystaj¡c z uwagi 1.4.6 otrzymujemy istnienie jedynego, globalnego rozwi¡za-

nia u parabolicznego zagadnienia pocz¡tkowego (1.15).

Nast¦puj¡cy fakt (b¦d¡cy mody�kacj¡ Proposition 2.3 w [57]) mówi o ci¡gªej

zale»no±ci rozwi¡za« od warunków pocz¡tkowych.

Twierdzenie 1.4.8. Zaªó»my, »e odwzorowania fn : [0,+∞)×RN×R→ R, n ≥ 0,

speªniaj¡ zaªo»enia (1.18) ze wspóln¡ m0 i (1.19) ze wspóln¡ funkcj¡ l. Ponadto

zaªó»my, »e fn(t, x, u) → f0(t, x, u), gdy n → +∞, dla wszystkich t ≥ 0, u ∈ R
i x ∈ RN oraz fn(t, ·, 0)→ f0(t, ·, 0) w L2(RN), gdy n→ +∞, dla wszystkich t ≥ 0.

Niech (µn) b¦dzie ci¡giem liczb dodatnich takim, »e µn → µ0, gdy n → +∞ dla

pewnego µ0 > 0 oraz niech un : [0, T ] → H1(RN), n ≥ 0, b¦d¡ rozwi¡zaniami

zagadnienia

∂u

∂t
(x, t) = µnAu(x, t) + fn(t, x, u(x, t)), x ∈ RN , t ∈ (0, T ],

takimi, »e dla pewnego R > 0, ‖un(t)‖H1 ≤ R dla wszystkich t ∈ [0, T ] i n ≥ 0.

Wówczas fn(t, ·, u(·)) → f0(t, ·, u(·)) w L2(RN), gdy n → +∞, dla wszystkich u ∈
H1(RN) i t ≥ 0 oraz

(i) je»eli un(0) → u(0) w L2(RN), gdy n → +∞, to un(t) → u(t) w H1(RN) dla

t nale»¡cych do zwartych podzbiorów przedziaªu (0, T ];

(ii) je»eli un(0) → u(0) w H1(RN), gdy n → +∞, to un(t) → u(t) w H1(RN)

jednostajnie wzgl¦dem t ∈ [0, T ].

Dowód. (i) Zde�niujmy odwzorowania Fn : [0,+∞)×H1(RN)→ L2(RN), n ≥ 0,

wzorem

[Fn(t, u)](x) := fn(t, x, u).

Poniewa» dla wszystkich t ≥ 0, u ∈ H1(RN) i p.w. x ∈ RN mamy 1

|fn(t, x, u(x))−f0(t, x, u(x))|2≤
(
|fn(t, x, u(x))− fn(t, x, 0)|+ |fn(t, x, 0)− f0(t, x, 0)|

+|f0(t, x, 0)− f0(t, x, u(x))|
)2

≤ 3|fn(t, x, u(x))− fn(t, x, 0)|2 + 3|fn(t, x, 0)− f0(t, x, 0)|2 + 3|f0(t, x, 0)− f0(t, x, u(x))|2,
1Zauwa»my, »e dla dowolnych liczb a, b, c ∈ R prawdziwa jest nierówno±¢ (a + b + c)2 ≤ 3a2 +

3b2 + 3c2.
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wi¦c z zaªo»enia (1.19) wynika, »e dla wszystkich t ≥ 0, u ∈ H1(RN) i p.w. x ∈ RN

|fn(t, x, u(x))−f0(t, x, u(x))|2≤3|fn(t, x, 0)− f0(t, x, 0)|2+6|l(t, x)u(x)|2.

Poniewa» dla wszystkich t ≥ 0, fn(t, ·, 0)→ f0(t, ·, 0) w L2(RN), gdy n→ +∞, wi¦c

praw¡ stron¦ powy»szej nierówno±ci mo»na ograniczy¢ przez funkcj¦ caªkowaln¡,

co na mocy twierdzenia Lebesgue'a o zmajoryzowanym przej±ciu do granicy pod

znakiem caªki implikuje, »e

Fn(t, u)→ F0(t, u) w L2(RN), gdy n→ +∞.

Co wi¦cej, na mocy twierdzenia 1.4.4 mamy

∫ t

0

Fn(s, u) ds→
∫ t

0

F0(s, u) ds w L2(RN), gdy n→ +∞,

dla wszystkich t ≥ 0. Zatem korzystaj¡c z twierdzenia 1.2.1 (i) wnioskujemy, »e

un(t)→ u(t) wH1(RN) jednostajnie wzgl¦dem t nale»¡cych do zwartych podzbiorów

przedziaªu (0, T ], co ko«czy dowód (i). Dowód punktu (ii) wynika z twierdzenia 1.2.1

(ii).

Na zako«czenie tego rozdziaªu udowodnimy zasad¦ u±redniania.

Twierdzenie 1.4.9. Zaªó»my, »e funkcje fn : [0,+∞) × RN × R → R, n ≥ 0,

speªniaj¡ wszystkie zaªo»enia twierdzenia 1.4.8 oraz dodatkowo (1.17). Przypu±¢my,

»e ūn → ū0 w L2(RN), (ūn) jest ci¡giem ograniczonym w H1(RN), λn → 0+, gdy

n→ +∞ oraz un : [0,+∞)→ H1(RN), n ≥ 1, s¡ rozwi¡zaniami
∂u

∂t
= Au+ fn(t/λn, x, u), x ∈ RN , t > 0,

u(x, 0) = ūn(x), x ∈ RN .

Wówczas un(t) → û(t) w H1(RN), gdy n → +∞, jednostajnie wzgl¦dem t nale»¡-

cych do zwartych podzbiorów przedziaªu (0,+∞), gdzie û : [0,+∞) → H1(RN) jest

rozwi¡zaniem zagadnienia
∂u

∂t
= Au+ f̂0(x, u), x ∈ RN , t > 0,

u(x, 0) = ū0(x), x ∈ RN ,

w którym funkcja f̂0 : RN×R→ R zadana jest wzorem f̂0(x, u) := 1
T

∫ T
0
f0(t, x, u) dt

dla wszystkich u ∈ R i x ∈ RN .
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Uwaga 1.4.10. Je»eli F : [0, T ]×H1(RN)→ L2(RN) jest operatorem Niemyckiego

stowarzyszonym z odwzorowaniem f : [0,+∞)×RN×R→ R speªniaj¡cym warunki

(1.18) i (1.19), to wówczas dla wszystkich u ∈ H1(RN)

[F̂(u)](x) = f̂(x, u(x)) dla p.w. x ∈ RN . (1.39)

Aby dowie±¢ powy»szej równo±ci oznaczmy przez Pn := {t(n)
k := k T

n
; k = 0, . . . , n}

oraz

S(F(·, u), Pn) :=
n∑
k=1

F(t
(n)
k−1, u)(t

(n)
k − t

(n)
k−1), u ∈ H1(RN).

Wówczas, dla wszystkich u ∈ H1(RN)

S(F(·, u), Pn)→
∫ T

0

F(t, u) dt w L2(RN), gdy n→ +∞.

Zatem (patrz Dodatek, twierdzenie 5.4.1) istnieje podci¡g (S(F(·, u), Pnm))∞m=1 ci¡gu

(S(F(·, u), Pn))∞n=1 taki, »e

S(F(·, u)(x), Pnm)→
(∫ T

0

F(t, u) dt

)
(x) dla p.w. x ∈ RN , gdy m→ +∞.

(1.40)

Z drugiej strony, gdy m→ +∞,

S(F(·, u)(x), Pnm) = S(f(·, x, u(x)), Pnm)→
∫ T

0

f(t, x, u(x)) dt. (1.41)

Zatem ª¡cz¡c (1.40) i (1.41) oraz korzystaj¡c z de�nicji F̂ i f̂ , otrzymujemy (1.39).

Dowód twierdzenia 1.4.9. Zde�niujmy dla n ≥ 0 odwzorowania Fn : [0,+∞) ×
H1(RN)→ L2(RN) kªad¡c

[Fn(t, u)](x) := fn(t, x, u(x))

oraz niech F̂0 : H1(RN)→ L2(RN) dane b¦dzie wzorem

F̂0(u) :=
1

T

∫ T

0

F0(t, u) dt.

Na mocy uwagi 1.4.10 dla u ∈ H1(RN) i n ≥ 0,

[F̂n(u)](x) = f̂n(x, u(x)) dla p.w. x ∈ RN . (1.42)

Ustalmy dowolne ū ∈ H1(RN) oraz niech ci¡g (τn) w (0,+∞) b¦dzie taki, »e τn →
+∞, gdy n→ +∞. Oczywi±cie, na mocy (1.17), funkcje Fn, n ≥ 1, s¡ T -okresowe

wzgl¦dem pierwszej zmiennej. W konsekwencji mamy

In :=
1

τn

∫ τn

0

Fn(t, u) dt =
[τn/T ]

τn/T
· 1

T

∫ T

0

Fn(t, u) dt+
1

τn

∫ τn−[τn/T ]T

0

Fn(t, u) dt.
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Poka»emy, »e In → F̂0(u), co pozwoli na zastosowanie twierdzenia 1.3.1. Aby tego

dowie±¢ wystarczy pokaza¢, »e

I(T )
n :=

1

T

∫ T

0

Fn(t, u) dt→ F̂0(u) w L2(RN), gdy n→ +∞.

W tym celu zauwa»my, »e na mocy (1.42), dla p.w. x ∈ RN ,

I(T )
n (x) =

1

T

∫ T

0

fn(t, x, u(x)) dt→ 1

T

∫ T

0

f0(t, x, u(x)) dt = f̂0(x, u(x)) = [F̂0(u)](x).

Dalej, wykorzystuj¡c zaªo»enia (1.18) i (1.19) widzimy, »e

|I(T )
n (x)| =

∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

fn(t, x, u(x)) dt

∣∣∣∣ ≤ m0(x) + g(x)

gdzie g(x) := 1
T

∫ T
0
|l(t, x)||u(x)| dt. Co wi¦cej, z nierówno±ci Jensena (patrz Doda-

tek, twierdzenie 5.1.4) mamy∫
RN
|g(x)|2 dx ≤ 1

T

∫
RN

∫ T

0

|l(t, x)|2|u(x)|2 dt dx < +∞1.

Zatem na mocy twierdzenia Lebesgue'a o zmajoryzowanym przej±ciu do granicy pod

znakiem caªki wnioskujemy, »e I(T )
n → F̂0(u) w L2(RN), gdy n → +∞. Poniewa»

ci¡g (τn) byª dowolny, wi¦c

lim
τ→+∞, n→+∞

1

τ

∫ τ

0

Fn(t, u) dt = F̂0(u).

Korzystaj¡c z twierdzenia 1.3.1, otrzymujemy tez¦.

1Istotnie, zauwa»my najpierw, »e z nierówno±ci Höldera oraz lematu 1.4.5 mamy∫
RN

|l(t, x)|2|u(x)|2 dx ≤ 2

(∫
RN

|l0(t, x)|p dx

)2/p(∫
RN

|u(x)|2p/(p−2) dx

)(p−2)/p

+ 2

∫
RN

|l∞(t, x)|2|u(x)|2 dx

≤ 2‖l0(t, ·)‖2Lp‖u‖2L2p/(p−2) + 2‖l∞(t, ·)‖2L∞‖u‖2L2

≤ 2C2
2‖l0(t, ·)‖2Lp‖u‖2H1 + 2‖l∞(t, ·)‖2L∞‖u‖2H1 ,

gdzie staªa C2 = C2(N, p) > 0 jest jak w lemacie 1.4.5. Poniewa» supt≥0(‖l0(t, ·)‖Lp +

‖l∞(t, ·)‖L∞) < +∞, wi¦c w konsekwencji
∫
RN |l(t, x)|2|u(x)|2 dx < +∞.





Rozdziaª 2

Operator przesuni¦cia wzdªu»

trajektorii

W tym rozdziale, dzi¦ki u»yciu techniki oszacowa« reszt (z ang. tail estimates) rozwi¡za«

równa« parabolicznych pokazuj¦, »e operator przesuni¦cia wzdªu» trajektorii stowarzyszony

z zagadnieniem ewolucyjnym

∂u

∂t
=

N∑
i,j=1

aij
∂2u

∂xj∂xi
+ V (x)u+ f(t, x, u), t > 0, x ∈ RN ,

w którym V ∈ Lp(RN ) + L∞(RN ), jest odwzorowaniem ostatecznie zwartym (patrz Do-

datek, str. 121). Ma to kluczowe znaczenie, gdy» dla tej klasy odwzorowa« istnieje teoria

indeksu punktów staªych (patrz np. [2]). Nast¦pnie wyznaczam indeks punktów staªych

operatora przesuni¦cia wzdªu» trajektorii zwi¡zanego z parabolicznym równaniem liniowym

∂u

∂t
= ∆u+ V (x)u, x ∈ RN ,

a tak»e - z autonomicznym równaniem nieliniowym

∂u

∂t
= ∆u+ f(x, u), x ∈ RN .

39
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2.1 Oszacowania reszt rozwi¡za« równa« parabo-

licznych

Zajmiemy si¦ teraz badaniem wªasno±ci zwarto±ci operatora przesuni¦cia wzdªu»

trajektorii zwi¡zanego z równiem parabolicznym

∂u

∂t
(x, t) = Au(x, t) + V (x)u(x, t) + f(t, x, u(x, t)), t > 0, x ∈ RN ,

w którym A :=
∑N

i,j=1 aij
∂2

∂xj∂xi
jest operatorem eliptycznym, V = V0 + V∞ ∈

Lp(RN) + L∞(RN), p jest jak w (3), V∞ ≥ v̄∞ > 0 oraz f : [0,+∞)× RN × R→ R
jest odwzorowaniem speªniaj¡cym warunki (1.18) i (1.19). Przyjmuj¡c dodatkowe

zaªo»enie dotycz¡ce V + f , zastosujemy metod¦ oszacowa« reszt dla rozwi¡za« rów-

na« parabolicznych. Technika ta dostarcza informacji na temat miary niezwarto±ci

w L2(RN) operatora przesuni¦cia wzdªu» trajektorii zwi¡zanego z wyjsciowym rów-

naniem na ograniczonych podzbiorach przestrzeni fazowej H1(RN).

Rozwa»my zagadnienie ewolucyjne

u̇(t) = −Au(t) + F(t, u(t)), t > 0, (2.1)

w którym A : D(A)→ L2(RN), D(A) := H2(RN) jest liniowym operatorem postaci

A := A0 −V, gdzie A0 : D(A0)→ L2(RN) jest operatorem zadanym wzorem

A0u := −
N∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xj∂xi
dla u ∈ D(A0) := H2(RN), (2.2)

gdzie rzeczywiste wspóªczynniki aij s¡ takie, »e aij = aji dla i, j = 1, . . . , N oraz

zachodzi (1.16), V : D(V) → L2(RN) , D(V) := H1(RN) jest domkni¦tym opera-

torem liniowym, za± F : [0,+∞) ×H1(RN) → L2(RN) jest odwzorowaniem takim,

»e dla dowolnych t1, t2 ≥ 0 oraz u1, u2 ∈ H1(RN)

‖F(t1, u1)− F(t2, u2)‖L2 ≤ C1(1 + ‖u1‖H1)|t1 − t2|θ + C2‖u1 − u2‖H1 , (2.3)

dla pewnych staªych C1, C2 > 0 i θ ∈ (0, 1) oraz, dla t ≥ 0, u ∈ H1(RN) i p.w.

x ∈ RN

|F(t, u)(x)| ≤ K(t, x)|u(x)|+ K̃(x)(1 + ‖u‖H1), (2.4)

gdzie K = K0 + K∞, K0(t, ·) ∈ Lp(RN), p jest jak w (3) - patrz str. 5, K∞(t, ·) ∈
L∞(RN) dla t ≥ 0, supt≥0(‖K0(t, ·)‖Lp + ‖K∞(t, ·)‖L∞) < +∞ oraz K̃ ∈ L2(RN).
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Zakªadamy równie», »e istniej¡ a > 0, b ∈ Lp(RN) i c ∈ L2(RN) takie, »e dla t ≥ 0,

u ∈ H1(RN) i p.w. x ∈ RN(
[Vu](x) + [F(t, u)](x)

)
u(x) ≤ −a|u(x)|2 + b(x)|u(x)|2 + c(x)|u(x)|. (2.5)

Wówczas, z twierdzenia 1.4.2 wiemy, »e A0 jest dodatnim operatorem sektorial-

nym, a wi¦c równie» (patrz Dodatek, twierdzenie 5.7.10) A jest operatorem sekto-

rialnym. Co wi¦cej, zaburzenie F speªnia warunki (1.4) i (1.5) (co jest wynikiem

zaªo»enia (2.4) - wystarczy powtórzy¢ argumentacj¦ z dowodu twierdzenia 1.4.4).

W konsekwencji, na mocy twierdzenia 1.1.4 widzimy, »e dla dowolnego ū ∈ H1(RN),

zagadnienie (2.1) z warunkiem pocz¡tkowym u(0) = ū, posiada dokªadnie jedno glo-

balne rozwi¡zanie

u ∈ C([0,+∞), H1(RN)) ∩ C((0,+∞), H2(RN)) ∩ C1((0,+∞), L2(RN)).

Uwaga 2.1.1. Je±li f : [0,+∞)× RN × R→ R jest odwzorowaniem speªniaj¡cym

zaªo»enia (1.18), (1.19) i (1.20), to operator Niemyckiego F : [0,+∞)×H1(RN)→
L2(RN) wyznaczony przez f speªnia warunki (2.3), (2.4), (2.5). Maj¡c jednak na

uwadze zastosowanie w Rozdziale 4, nie zakªadamy tutaj, »e zaburzenie F operatora

sektorialnego A0 jest operatorem Niemyckiego.

Oznaczmy przez u : [0,+∞) → H1(RN) rozwi¡zanie problemu (2.1) z warunkiem

pocz¡tkowym u(0) = ū.

Lemat 2.1.2. Niech T > 0 oraz niech u : [0, T ] → H1(RN) b¦dzie rozwi¡zaniem

(2.1) takim, »e ‖u(t)‖H1 ≤ R dla wszystkich t ∈ [0, T ] oraz pewnej staªej R > 0.

Wóczas istnieje ci¡g (αn) taki, »e αn → 0+, gdy n→ +∞ oraz∫
RN\B(0,n)

|u(t)|2 dx ≤ R2e−2at + αn dla t ∈ [0, T ], n ≥ 1,

gdzie wyrazy ci¡gu (αn) zale»¡ jedynie od p, N , a, b, c, R oraz wspóªczynników aij.

Dowód. Niech φ : [0,+∞) → R b¦dzie funkcj¡ gªadk¡ i tak¡, »e φ(s) ∈ [0, 1]

dla s ∈ [0,+∞), φ|[0, 1
2

] ≡ 0 oraz φ|[1,+∞) ≡ 1. De�niujemy φn : RN → R wzorem

φn(x) := φ(|x|2/n2), x ∈ RN , n ∈ N. Poniewa» u ∈ C1((0, T ], L2(RN)), dla t ∈ (0, T ]

mamy

1

2

d

dt
(u(t), φnu(t))L2 =

1

2

(
(u(t), φnu̇(t))L2 + (u̇(t), φnu(t))L2

)
= (φnu(t), u̇(t))L2

= I1(t) + I2(t), (2.6)
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gdzie

I1(t) :=
(
φnu(t),−A0u(t)

)
L2 ,

I2(t) :=
(
φnu(t),Vu(t) + F(t, u(t))

)
L2 .

Je±li chodzi o pierwszy skªadnik, to oznaczaj¡c przez Lφ := sups∈[0,+∞) |φ′(s)| (za-
uwa»my, »e Lφ < +∞, gdy» φ jest funkcj¡ gªadk¡ i φ′ ≡ 0 poza zbiorem ograniczo-

nym) oraz przez M := max1≤i,j≤N |aij|, mamy

I1(t) = −
∫
RN

N∑
i,j=1

aij
∂

∂xj

(
φn(x)u(t)

)
∂

∂xi
(u(t)) dx

= −
∫
RN
φn(x)

N∑
i,j=1

aij
∂

∂xj
(u(t))

∂

∂xi
(u(t)) dx

− 2

n2

∫
RN
φ′(|x|2/n2)

N∑
i,j=1

aijxj
∂

∂xi
(u(t))u(t) dx

≤ 2Lφ
n2

∫{√
2

2
n≤|x|≤n

} N∑
i,j=1

|aij| |x| |u(t)| |∇u(t)| dx

≤ 2LφMN2R2

n
. (2.7)

Dalej, wprost z (2.5) wynika, »e

I2(t) ≤ −a
∫
RN
φn(x)|u(t)|2 dx+

∫
RN
φn(x)b(x)|u(t)|2 dx+

∫
RN
φn(x)c(x)|u(t)| dx.

St¡d, na mocy nierówno±ci Höldera oraz lematu 1.4.5, otrzymujemy

I2(t) ≤ −a
∫
RN
φn(x)|u(t)|2 dx+

(∫{
|x|≥

√
2

2
n
} |b(x)|p dx

)1/p

‖u(t)‖2
L2p/(p−1)

+

(∫{
|x|≥

√
2

2
n
} |c(x)|2 dx

)1/2

‖u(t)‖L2

≤ −a
∫
RN
φn(x)|u(t)|2 dx+ C2

1‖u(t)‖2
H1

(∫{
|x|≥

√
2

2
n
} |b(x)|p dx

)1/p

+

(∫{
|x|≥

√
2

2
n
} |c(x)|2 dx

)1/2

‖u(t)‖H1

≤ −a
∫
RN
φn(x)|u(t)|2 dx+ C2

1R
2

(∫{
|x|≥

√
2

2
n
} b(x)p dx

)1/p

+R

(∫{
|x|≥

√
2

2
n
} |c(x)|2 dx

)1/2

(2.8)
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dla pewnej staªej C1 > 0. �¡cz¡c (2.6), (2.7) i (2.8) otrzymujemy

d

dt
(u(t), φnu(t))L2 ≤ −2a(u(t), φnu(t))L2 + αn, (2.9)

gdzie

αn :=
4LφMN2R2

n
+2C2

1R
2

(∫{
|x|≥

√
2

2
n
} |b(x)|p dx

)1/p

+2R

(∫{
|x|≥

√
2

2
n
} |c(x)|2 dx

)1/2

.

Oczywi±cie αn → 0 gdy n → +∞. Mno»¡c obustronnie nierówno±¢ (2.9) przez e2at

oraz caªkuj¡c na przedziale [0, τ ] dostajemy

e2aτ (u(τ), φnu(τ))L2 ≤ (u(0), φnu(0))L2 + (2a)−1(e2aτ − 1)αn,

co implikuje

(u(τ), φnu(τ))L2 ≤ e−2aτ‖u(0)‖L2 + αn, (2.10)

gdzie w powy»szej nierówno±ci (2a)−1αn ponownie oznaczamy przez αn. Ostatecznie

otrzymujemy∫
RN\B(0,n)

|u(t)|2 dx ≤
∫
RN
φn(x)|u(t)|2 dx ≤ e−2at

∫
RN
φn(x)|u(0)|2 dx+ αn,

co ko«czy dowód.

2.2 Wªasno±¢ uzwarcania operatora przesuni¦cia

Rozwa»my teraz rodzin¦ zagadnie« ewolucyjnych z parametrem

u̇(t) = −A(µ)u(t) + F(t, u, µ), t > 0, µ ∈ [0, 1], (2.11)

w której rodzina operatorów A(µ) : D(A(µ)) → L2(RN), µ ∈ [0, 1], jest postaci

A(µ) := A
(µ)
0 −V, gdzie

A
(µ)
0 u := −

N∑
i,j=1

(µ+ µ̄0)aij
∂2u

∂xj∂xi
, dla u ∈ D(A

(µ)
0 ) := H2(RN),

gdzie rzeczywiste wspóªczynniki aij s¡ takie, »e aij = aji, i, j = 1, . . . , N , µ̄0 > 0

oraz istnieje θ0 > 0 taka, »e dla wszystkich ξ ∈ RN speªniony jest warunek

N∑
i,j=1

aijξiξj ≥ θ0|ξ|2,

natomiast V : D(V) → L2(RN) , D(V) := H1(RN) jest domkni¦tym operatorem

liniowym. Odwzorowanie F : [0,+∞)×H1(RN)× [0, 1]→ L2(RN) jest takie, »e dla
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wszystkich t1, t2, t ≥ 0, u1, u2, u ∈ H1(RN), µ1, µ2, µ ∈ [0, 1] i p.w. x ∈ RN speªnione

s¡ nast¦puj¡ce warunki:

‖F(t1, u1, µ)− F(t2, u2, µ)‖L2 ≤ C̃1(1 + ‖u1‖H1)|t1 − t2|θ + C̃2‖u1 − u2‖H1 , (2.12)

|F(t, u, µ)(x)| ≤ K(t, x)|u(x)|+ K̃(x)(1 + ‖u‖H1), (2.13)

‖F(t, u, µ1)− F(t, u, µ2)‖L2 ≤ |ρ(µ1)− ρ(µ2)|(1 + ‖u‖H1), (2.14)

((
[Vu1](x)− [Vu2](x)

)
+
(
[F(t, u1, µ)](x)− [F(t, u2, µ)](x)

))
(u1(x)− u2(x))

≤ −a|u1(x)− u2(x)|2 + b(x)|u1(x)− u2(x)|2 (2.15)

dla pewnych C̃1, C̃2 > 0, θ ∈ (0, 1), K = K0 + K∞, gdzie K0(t, ·) ∈ Lp(RN) (p

jest jak w (3) - patrz str. 5), K∞(t, ·) ∈ L∞(RN) dla t ≥ 0, supt≥0(‖K0(t, ·)‖Lp +

‖K∞(t, ·)‖L∞) < +∞, K̃ ∈ L2(RN), ρ ∈ C([0, 1]), a > 0 oraz b ∈ Lp(RN).

Wówczas, dla dowolnego µ ∈ [0, 1], operator A(µ) jest operatorem sektorialnym,

za± odwzorowanie F(·, ·, µ) speªnia dla wszystkich µ ∈ [0, 1] warunki (1.4) i (1.5) ze

wspólnymi staªymi, niezale»nymi od parametru µ. Zatem, na mocy twierdzenia 1.1.4

wnosimy, »e dla dowolnego ū ∈ H1(RN), równanie (2.11) z warunkiem pocz¡tkowym

u(0) = ū posiada dokªadnie jedno globalne rozwi¡zanie

u ∈ C([0,+∞), H1(RN)) ∩ C((0,+∞), H2(RN)) ∩ C1((0,+∞), L2(RN)).

Oznaczmy przez u(·; ū, µ) : [0,+∞) → H1(RN) rozwi¡zanie równania (2.11) z wa-

runkiem pocz¡tkowym u(0) = ū.

Lemat 2.2.1. Niech T > 0 oraz niech ū1, ū2 ∈ H1(RN), µ1, µ2 ∈ [0, 1]. Zaªó»my,

»e u(·; ūi, µi) : [0, T ]→ H1(RN), i = 1, 2, s¡ rozwi¡zaniami równania (2.11) takimi,

»e dla t ∈ [0, T ], ‖u(t; ūi, µi)‖H1 ≤ R, i = 1, 2, dla pewnej R > 0. Wówczas istnieje

ci¡g (αn) taki, »e αn → 0+, gdy n→ +∞ oraz∫
RN\B(0,n)

|u(t; ū1, µ1)− u(t; ū2, µ2)|2 dx ≤ e−2at‖ū1 − ū2‖2
L2 +Qη(µ1, µ2) + αn,

gdzie αn i Q > 0 zale»¡ tylko od N, p,R, a, b wspóªczynników aij, µ̄0 oraz

η(µ1, µ2) := max

{
|ρ(µ1)− ρ(µ2)|, max

i,j=1,...,N
|aij| |µ1 − µ2|

}
.

Dowód. Niech φ : [0,+∞) → R b¦dzie funkcj¡ gªadk¡ i tak¡, »e φ(s) ∈ [0, 1] dla

s ∈ [0,+∞), φ|[0, 1
2

] ≡ 0 oraz φ|[1,+∞) ≡ 1. De�niujemy φn : RN → R wzorem
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φn(x) := φ(|x|2/n2), x ∈ RN . Oznaczmy u1 := u(·; ū1, µ1), u2 := u(·; ū2, µ2) oraz

w := u1 − u2. Wówczas, poniewa» w ∈ C1((0, T ], L2(RN)), mamy równo±¢

1

2

d

dt
(w(t), φnw(t))L2 =

1

2
((w(t), φnẇ(t))L2 + (ẇ(t), φnw(t))L2) = (φnw(t), ẇ(t))L2

= I1(t) + I2(t) + I3(t),

gdzie

I1(t) := (φnw(t),−A
(µ1)
0 u1(t) + A

(µ1)
0 u2(t))L2 ,

I2(t) := (φnw(t),−A
(µ1)
0 u2(t) + A

(µ2)
0 u2(t))L2 ,

I3(t) := (φnw(t),Vw(t) + F(t, u1(t), µ1)− F(t, u2(t), µ2))L2 .

Zauwa»my najpierw, »e

I1(t) = (φnw(t),−A
(µ1)
0 w(t))L2

= −
∫
RN

N∑
i,j=1

(µ1 + µ̄0)aij
∂

∂xj
(φn(x)w(t))

∂

∂xi
(w(t)) dx

= −
∫
RN
φn(x)

N∑
i,j=1

(µ1 + µ̄0)aij
∂

∂xj
(w(t))

∂

∂xi
(w(t)) dx

− 2

n2

∫
RN

N∑
i,j=1

φ′(|x|2/n2)w(t)xj(µ1 + µ̄0)aij
∂

∂xi
(w(t)) dx

≤ 2Lφ
n2

∫{√
2

2
n≤|x|≤n

} N∑
i,j=1

(1 + µ̄0)|aij||x||w(t)||∇w(t)| dx

≤ 2LφMN2

n
(1 + µ̄0)‖w(t)‖L2‖w(t)‖H1 (2.16)

gdzie M := max1≤i,j≤N |aij| oraz Lφ := sups∈[0,+∞) |φ′(s)|. Oczywi±cie Lφ < +∞,

co wynika z faktu, »e φ jest gªadk¡ funkcj¡ oraz φ′ przyjmuje niezerowe warto±ci

jedynie na zbiorze ograniczonym. Rozumuj¡c podobnie jak w (2.16), otrzymujemy

nast¦puj¡c¡ nierówno±¢

I2(t) = −
∫
RN

N∑
i,j=1

aij(µ1 − µ2)
∂

∂xj
(φnw(t))

∂

∂xi
(u2(t)) dx

= −
∫
RN
φn(x)

N∑
i,j=1

aij(µ1 − µ2)
∂

∂xj
(w(t))

∂

∂xi
(u2(t)) dx

− 2

n2

∫
RN

N∑
i,j=1

φ′(|x|2/n2)w(t)xjaij(µ1 − µ2)
∂

∂xi
(u2(t)) dx
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≤ N2η(µ1, µ2)‖w(t)‖H1‖u2(t)‖H1 +
4Lφη(µ1, µ2)N2

n
‖w(t)‖L2‖u2(t)‖H1 .

(2.17)

Aby oszacowa¢ skªadnik I3(t) zauwa»my najpierw, »e

I3(t) =

∫
RN
φn(x)(F(t, u1(t), µ1)− F(t, u1(t), µ2))w(t) dx

+

∫
RN
φn(x)(Vw(t) + F(t, u1(t), µ2)− F(t, u2(t), µ2))w(t) dx.

Z zaªo»enia (2.14) wynika natychmiast, »e∫
RN
φn(x)(F(t, u1(t), µ1)−F(t, u1(t), µ2))w(t) dx ≤ |ρ(µ1)−ρ(µ2)|(1+R)2R. (2.18)

Dalej, na mocy zaªo»enia (2.15), nierówno±ci Höldera oraz lematu 1.4.5 mamy∫
RN
φn(x)(Vw(t) + F(t, u1(t), µ2)− F(t, u2(t), µ2))w(t) dx ≤

− a
∫
RN
φn(x)|w(t)|2 dx+

∫{
|x|≥

√
2

2
n
} b(x)|w(t)|2 dx

≤ −a
∫
RN
φn(x)|w(t)|2 dx+

(∫{
|x|≥

√
2

2
n
} |b(x)|p dx

)1/p

‖w(t)‖2
L2p/(p−1)

≤ −a
∫
RN
φn(x)|w(t)|2 dx+ C2

1R
2

(∫
{|x|≥

√
2

2
n}
|b(x)|p dx

)1/p

(2.19)

dla pewnej staªej C1 > 0. �¡cz¡c nierówno±ci (2.16), (2.17), (2.18) oraz (2.19),

otrzymujemy

d

dt
(w(t), φnw(t))L2 ≤ −2a(w(t), φnw(t))L2 + C̄η(µ1, µ2) + αn (2.20)

dla pewnej staªej C̄ > 0. Mno»¡c obustronnie nierówno±¢ (2.20) przez e2at oraz

caªkuj¡c na przedziale [0, τ ] dostajemy

e2aτ (w(τ), φnw(τ))L2 − (w(0), φnw(0))L2 ≤ (2a)−1(e2aτ − 1) (C̄η(µ1, µ2) + αn),

co implikuje, »e

(w(τ), φnw(τ))L2 ≤ e−2aτ‖w(0)‖2
L2 + (2a)−1

(
C̄η(µ1, µ2) + αn

)
. (2.21)

Poniewa» ∫
RN\B(0,n)

|w(t)|2 dx ≤
∫
RN
φn(x)|w(t)|2 dx (2.22)

wi¦c ª¡cz¡c (2.21) i (2.22), otrzymujemy tez¦.
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De�nicja 2.2.2. Dla dowolnego t ≥ 0, (sparametryzowanym) operatorem przesu-

ni¦cia wzdªu» trajektorii (o czas t) stowarzyszonym z rodzin¡ równa« (2.11) b¦dziemy

nazywa¢ odwzorowanie Ψt : H1(RN)× [0, 1]→ H1(RN) zde�niowane wzorem

Ψt(ū, µ) := u(t; ū, µ), dla ū ∈ H1(RN) oraz µ ∈ [0, 1].

Uwaga 2.2.3. Zaªó»my, »e (ūn) w H1(RN) jest ci¡giem ograniczonym i takim, »e

ūn → ū0 w L2(RN), gdy n→ +∞ dla pewnego ū0 ∈ H1(RN) oraz (µn) w [0, 1] jest

taki, »e µn → µ0, gdy n → +∞. Wówczas, »e dla dowolnego t > 0, Ψt(ūn, µn) →
Ψt(ū0, µ0) w H1(RN), gdy n → +∞, co oznacza, »e operator przesuni¦cia wzdªu»

trajektorii stowarzyszony z (2.11) jest ci¡gªy.

Istotnie, zauwa»my bowiem, »e wówczas, dla n ≥ 1, A
(µn)
0 := µ̃nÃ0, gdzie µ̃n :=

(µn + µ̄0) i mamy µ̃n → (µ0 + µ̄0) > 0, gdy n → +∞ oraz Ã0 : D(Ã0) → L2(RN),

Ã0 := −
∑N

i,j=1 aij
∂2u

∂xj∂xi
dla u ∈ D(Ã0) := H2(RN) jest operatorem sektorialnym.

Ponadto, dla dla dowolnego t ≥ 0∫ t

0

F(s, u, µn) ds→
∫ t

0

F(s, u, µ0) ds w L2(RN), gdy n→ +∞, (2.23)

gdy» z zaªo»enia (2.14) wynika, »e∥∥∥∥∫ t

0

F(s, u, µn) ds−
∫ t

0

F(s, u, µ0) ds

∥∥∥∥
L2

≤
∫ t

0

‖F(s, u, µn)− F(s, u, µ0)‖L2 ds

≤
∫ t

0

|ρ(µn)− ρ(µ0)|(1 + ‖u‖H1) ds

a poniewa» ρ ∈ C([0, 1]), wi¦c ρ(µn)→ ρ(µ0), gdy n→ +∞. Zatem, dla dowolnego

t > 0, ci¡gªo±¢ Ψt wynika z twierdzenia 1.2.1 (i). �

Przejdziemy teraz do wªasno±ci zwarto±ci operatora przesuni¦cia dla rozwa»anego

równania parabolicznego (2.11).

Twierdzenie 2.2.4. Zaªó»my, »e speªnione s¡ warunki (2.12), (2.13), (2.14) oraz

(2.15). Wówczas

(i) dla dowolnego, ograniczonego zbioru Z ⊂ H1(RN) oraz t > 0,

βL2(Ψt(Z × [0, 1])) ≤ e−atβL2(Z),

gdzie βL2 oznacza miar¦ niezwarto±ci Hausdor�a w przestrzeni L2(RN);

(ii) je±li ograniczony zbiór Z ⊂ H1(RN) jest relatywnie zwarty jako podzbiór L2(RN),

to dla dowolnego t > 0, zbiór Ψt(Z × [0, 1]) jest relatywnie zwarty w H1(RN);
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(iii) je±li Z ⊂ convH
1
Ψt(Z× [0, 1]) dla pewnego ograniczonego zbioru Z ⊂ H1(RN)

oraz t > 0, to Z jest relatywnie zwarty w H1(RN).

Dowód. (i) Niech χn : B(0, n)→ R b¦dzie funkcj¡ charakterystyczn¡ kuli B(0, n).

Wówczas dla ka»dego n ≥ 1,

Ψt(Z × [0, 1]]) ⊂ {u(t; ū, µ) | ū ∈ Z, µ ∈ [0, 1]} ⊂ Wn +Rn,

gdzie

Wn := {χnu(t; ū, µ) | ū ∈ Z, µ ∈ [0, 1]}

oraz

Rn := {(1− χn)u(t; ū, µ) | ū ∈ Z, µ ∈ [0, 1]}.

Poniewa» zbiórWn jest podzbiorem przestrzeni H1(B(0, n)), wi¦c na mocy twierdze-

nia Rellicha-Kondraszowa wnosimy, »e Wn jest relatywnie zwarty w L2(RN). St¡d

wynika, »e

βL2(Ψt(Z × [0, 1]])) ≤ βL2(Rn) dla wszystkich n ≥ 1. (2.24)

Zajmiemy si¦ teraz oszacowaniem miary niezwarto±ci zbioruRn w przestrzeni L2(RN).

W tym celu ustalmy dowoln¡ liczb¦ ε > 0. Wybierzmy dalej sko«czone pokrycie

zbioru Z zªo»one z kul BL2(ūk, rε), k = 1, . . . ,mε, o promieniu rε := βL2(Z) + ε

i takie, »e ūk ∈ Z dla wszystkich k = 1, . . . ,mε oraz pokryjmy odcinek [0, 1] prze-

dziaªami (µl − δ, µl + δ), l = 1, . . . , nδ, gdzie δ > 0 jest dobrana tak, »e η(ξ1, ξ2) < ε

je±li tylko |ξ1 − ξ2| < δ. Poªó»my

ūk,l := (1− χn)u(t; ūk, µl), k = 1, . . . ,mε, l = 1, . . . , nδ.

We¹my teraz dowolne v̄ ∈ Rn. Wówczas v̄ = (1 − χn)u(t; ū, µ) dla pewnych

ū ∈ Z oraz µ ∈ [0, 1]. Oczywi±cie istniej¡ k0 ∈ {1, . . . ,mε} i l0 ∈ {1, . . . , nδ} takie,
»e ‖ū− ūk0‖ < rε oraz |µ− µl0| < δ. Na mocy lematu 2.2.1 otrzymujemy

‖v̄ − ūk0,l0‖2
L2 =

∫
RN\B(0,n)

|u(t; ū, µ)− u(t; ūk0 , µl0)|2 dx

≤ e−2at‖ū− ūk0‖2
L2 +Qη(µ, µl0) + αn

≤ rε,n := e−2atr2
ε +Qε+ αn.

Z powy»szej nierówno±ci wynika, »e kuleBL2(ūk,l,
√
rε,n), k = 1, . . . ,mε, l = 1, . . . , nδ

stanowi¡ sko«czone pokrycie zbioru Rn. St¡d wnioskujemy, »e βL2(Rn) ≤ √rε,n dla

dowolnego ε > 0 i w konsekwencji,

βL2(Rn) ≤ (e−2at(βL2(Z))2 + αn)1/2. (2.25)



2.3. Indeks punktów staªych operatora przesuni¦cia dla równa« liniowych 49

�¡cz¡c (2.24) oraz (2.25) dostajemy

βL2(Ψt(Z × [0, 1])) ≤ (e−2at(βL2(Z))2 + αn)1/2 dla n ≥ 1.

Ostatecznie, przechodz¡c do granicy z n → +∞ otrzymujemy »¡dan¡ nierówno±¢,

gdy» αn → 0+.

(ii) We¹my dowolny ci¡g (wn) w Ψt(Z× [0, 1]). Wówczas istniej¡ ci¡gi (ūn) w Z

oraz (µn) w [0, 1] takie, »e dla n ≥ 1, wn = Ψt(ūn, µn). Bez zmniejszenia ogólno±ci

rozwa»a« mo»emy zaªo»y¢, »e µn → µ0, gdy n→ +∞, dla pewnego µ0 ∈ [0, 1]. Po-

niewa» (ūn) jest ci¡giem ograniczonym w H1(RN), na mocy twierdzenia Eberleina-

�muliana1 wnioskujemy, »e posiada on podci¡g, ponownie oznaczony przez (ūn),

sªabo zbie»ny w H1(RN) do pewnego ū ∈ H1(RN). Dalej, poniewa» zbiór Z jest

relatywnie zwarty w L2(RN), mo»emy zaªo»y¢, »e ūn → ū w L2(RN), gdy n→ +∞.

Zatem, na mocy uwagi 2.2.3 wnosimy, »e Ψt(ūn, µn) → Ψt(ū, µ0) w H1(RN), co

ko«czy dowód.

(iii) Z faktu, »e Z ⊂ convH
1
Ψt(Z × [0, 1]) ⊂ convL

2
Ψt(Z × [0, 1]) wynika, »e

βL2(Z) ≤ βL2(Ψt(Z × [0, 1])). (2.26)

Dalej, na mocy punktu (i),

βL2(Ψt(Z × [0, 1])) ≤ e−atβL2(Z). (2.27)

�¡cz¡c (2.26) i (2.27) wnioskujemy, »e βL2(Z) = 0, tzn. zbiór Z jest relatywnie

zwarty w L2(RN). Zatem, na mocy punktu (ii) wiadomo, »e zbiór Ψt(Z× [0, 1]) jest

relatywnie zwarty w H1(RN), co ko«czy dowód.

2.3 Indeks punktów staªych operatora przesuni¦cia

dla równa« liniowych

Zajmiemy si¦ teraz wyznaczeniem indeksu punktów staªych operatora przesuni¦cia

wzdªu» trajektorii stowarzyszonego z równaniem liniowym
∂u

∂t
(x, t) = ∆u(x, t) + V (x)u(x, t), t > 0, x ∈ RN ,

u(·, t) ∈ H1(RN), t ≥ 0,

1Przypomnijmy, »e twierdzenie Eberleina-�muliana mówi, »e przestrze« Banacha X jest re�ek-

sywna wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy ci¡g ograniczony w X posiada podci¡g sªabo zbie»ny. Dowód

mo»na znale¹¢ w [70, str. 141] oraz [29, Thm. 9.8.1].
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w którym V jest funkcj¡ postaci V = V0−V∞, gdzie V0 ∈ Lp(RN), (p jest jak w (3)),

V∞ ∈ L∞(RN) oraz V∞ ≥ v̄∞ > 0 dla pewnej liczby rzeczywistej v̄∞. Okre±lmy

liniowy operator A0 : D(A0)→ L2(RN) wzorem

A0u := −∆u dla u ∈ D(A0) := H2(RN).

Wówczas A0 jest dodatnim, samosprz¦»onym operatorem sektorialnym. Niech dalej

V0 : D(V0)→ L2(RN) b¦dzie operatorem danym wzorem

V0u := V0u dla u ∈ D(V0) := H1(RN)

oraz zde�niujmy V∞ : L2(RN)→ L2(RN) kªad¡c

V∞u := V∞u.

Uwaga 2.3.1. Zauwa»my, »e dla dowolnego u ∈ H1(RN), na mocy nierówno±ci

Höldera oraz lematu 1.4.5 mamy

‖V0u‖L2 ≤ ‖V0‖Lp‖u‖L2p/(p−2) ≤ C2‖V0‖Lp‖u‖H1 ,

gdzie staªa C2 > 0 jest jak w lemacie 1.4.5 oraz

‖V∞u‖L2 ≤ ‖V∞‖L∞‖u‖L2 ≤ ‖V∞‖L∞‖u‖H1 .

St¡d wnosimy, »e operator V := V0 − V∞ ∈ L(H1(RN), L2(RN)) jest liniowym,

domkni¦tym operatorem, a zatem na mocy twierdzenia 5.7.10, operator

A := A0 −V0 + V∞

jest operatorem sektorialnym.

Oznaczmy przez {e−tA : L2(RN) → L2(RN)}t≥0 C0-póªgrup¦ operatorów linio-

wych generowanych przez −A.

W naszych rozwa»aniach wykorzystamy nast¦puj¡cy lemat, stanowi¡cy uzupeªnienie

(dla wymiarów N = 1, 2) wyniku Prizziego (patrz [58, Lemma 3.1]), który zakªadaª,

»e N ≥ 3.

Lemat 2.3.2. Przy powy»szych oznaczeniach operator

V0(A0 + V∞)−1 : L2(RN)→ L2(RN)

jest zwarty.
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Dowód. Poka»emy najpierw, »e operator (A0 + V∞)−1 : L2(RN) → H1(RN) jest

poprawnie okre±lony i ograniczony. W tym celu zde�niujmy form¦ dwuliniow¡ B :

H1(RN)×H1(RN)→ R wzorem

B(u, v) := (∇u,∇v)L2 + (V∞u, v)L2 , u, v ∈ H1(RN).

Wówczas B speªnia zaªo»enia twierdzenia Laxa-Milgrama (patrz Dodatek, twier-

dzenie 5.5.2). Istotnie, na mocy nierówno±ci Cauchy'ego-Schwarza dla dowolnych

u, v ∈ H1(RN) mamy

|B(u, v)| ≤ ‖∇u‖L2‖∇v‖L2 + ‖V∞‖L∞‖u‖L2‖v‖L2 ≤ (1 + ‖V∞‖L∞)‖u‖H1‖v‖H1

oraz, dla u ∈ H1(RN),

B(u, u) ≥ (∇u,∇u)L2 + v̄∞(u, u)L2 ≥ C‖u‖2
H1 , (2.28)

gdzie C := min{1, v̄∞}. We¹my teraz dowolny f ∈ L2(RN) i okre±lmy F : H1(RN)→
R wzorem F (v) := (f, v)L2 , v ∈ H1(RN). Poniewa», stosuj¡c nierówno±¢ Cauchy'ego-

Schwarza, mamy

(f, v)L2 ≤ ‖f‖L2‖v‖L2 ≤ ‖f‖L2‖v‖H1 , f ∈ L2(RN), v ∈ H1(RN), (2.29)

wi¦c widzimy, »e F jest ograniczonym funkcjonaªem liniowym na H1(RN). Na mocy

twierdzenia Laxa-Milgrama wnosimy wi¦c, »e istnieje dokªadnie jeden element u ∈
H1(RN) taki, »e dla wszystkich v ∈ H1(RN) zachodzi równo±¢

B(u, v) = (f, v)L2 ,

co oznacza »e u jest jedynym, sªabym rozwi¡zaniem zagadnienia

−∆u+ V∞u = f (2.30)

i (A0 +V∞)−1 jest poprawnie okre±lony. Korzystaj¡c z tego faktu oraz ª¡cz¡c (2.28)

i (2.29) widzimy, »e

‖(A0 + V∞)−1f‖H1 = ‖u‖H1 ≤ C̃‖f‖L2 ,

dla pewnej staªej C̃ > 0, co dowodzi ograniczono±ci operatora (A0 + V∞)−1.

Dla dowodu zwarto±ci operatora V0(A0 +V∞)−1 : L2(RN)→ L2(RN) wystarczy

wzi¡¢ ograniczony ci¡g (un) w H1(RN) i pokaza¢, »e ci¡g (V0un) posiada podci¡g
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zbie»ny w L2(RN) 1. Dla dowolnego m ≥ 1, oznaczmy przez χm funkcj¦ charakte-

rystyczn¡ kuli B(0,m) w przestrzeni RN . Wówczas

{V0un | n ∈ N } ⊂ {χmV0un + (1− χm)V0un | n ∈ N } ⊂ Wm +Rm,

gdzie Rm := {χmV0un | n ∈ N } oraz Wm := {(1 − χm)V0un | n ∈ N }. We¹my

dowolny ε > 0. Zauwa»my, »e dla dowolnego m ≥ 1, na mocy nierówno±ci Höldera

oraz lematu 1.4.5, mamy∫
RN\B(0,m)

|V0(x)un(x)|2dx ≤
(∫

RN\B(0,m)

|V0(x)|p dx

)2/p

‖un‖2
L2p/(p−2)

≤ C2
2

(∫
RN\B(0,m)

|V0(x)|p dx

)2/p

‖un‖2
H1 ,

gdzie C2 > 0 jest pewn¡ staª¡. St¡d i ograniczono±ci ci¡gu (un) w H1(RN) wnosimy,

»e istnieje m ≥ 1 takie, »e dla wszystkich n ≥ 1,∫
RN\B(0,m)

|V0(x)un(x)|2dx ≤ ε.

W konsekwencji,

βL2({V0un | n ∈ N }) ≤ βL2(Rm) + ε. (2.31)

Dla wykazania, »e βL2(Rm) = 0 szacujemy podobnie jak w dowodzie lematu 1.4.5.

Zaªó»my, »e N = 1. Wówczas, poniewa» zbiór {χmun | n ∈ N } jest ograniczonym
podzbiorem przestrzeni H1(−m,m), wi¦c na mocy twierdzenia Arzeli-Ascoliego,

zbiór {χmun | n ∈ N } jest relatywnie zwarty w C([−m,m]), tzn. ci¡g (χmun)n≥1

zawiera podci¡g, który ponownie oznaczamy przez (χmun)n≥1 taki, »e χmun → u

w C([−m,m]), gdy n → +∞, dla pewnej funkcji u ∈ C([−m,m]). Poniewa», dla

dowolnego m ≥ 1, na mocy nierówno±ci Höldera i nierówno±ci interpolacyjnej,(∫
(−m,m)

|V0(x)un(x)− V0(x)u(x)|2 dx

)1/2

≤
(∫

(−m,m)

|V0(x)|p dx

)1/p

‖un − u‖
L

2p
p−2 (−m,m)

≤
(∫

(−m,m)

|V0(x)|p dx

)1/p

‖un − u‖1−2/p

L2(−m,m)‖un − u‖
2/p
L∞(−m,m),

wi¦c wnosimy, »e dla dowolnego m ≥ 1, zbiór Rm jest relatywnie zwarty w prze-

strzeni L2(−m,m), co razem z (2.31) i dowolno±ci¡ ε > 0 dowodzi tezy dla N = 1.

1Zauwa»my, »e wobec ograniczono±ci operatora (A0 + V∞)−1 : L2(RN )→ H1(RN ), dla dowol-

nego ograniczonego ci¡gu (un) w L2(RN ), ci¡g ((A0 + V∞)−1un) jest ograniczony w H1(RN ).
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Przypu±¢my teraz, »e N ≥ 2. Poniewa» dla dowolnego m ≥ 1, zbiór {χmun | n ∈
N } jest ograniczonym podzbiorem przestrzeni H1(B(0,m)), wi¦c na mocy twier-

dzenia Rellicha-Kondraszowa ci¡g (χmun)n≥1 jest relatywnie zwarty w L2(B(0,m)).

St¡d oraz z twierdzenia Eberleina-�muliana wnosimy, »e istnieje podci¡g ci¡gu

(χmun)n≥1, który ponownie oznaczamy przez (χmun)n≥1 taki, »e χmun → u

w L2(B(0,m)), gdy n → +∞ dla pewnego u ∈ H1(B(0,m)). Zauwa»my dalej, »e

dla dowolnego m ≥ 1, w przypadku gdy N = 2 mamy(∫
B(0,m)

|V0(x)un(x)− V0(x)u(x)|2 dx

)1/2

≤
(∫

B(0,m)

|V0(x)|p dx

)1/p

‖un − u‖
L

2p
p−2 (B(0,m))

≤
(∫

B(0,m)

|V0(x)|p dx

)1/p

‖un − u‖1−2q/(pq−2p)

L2(B(0,m)) ‖un − u‖
2q/(pq−2p)
Lq(B(0,m))

≤ C̃2

(∫
B(0,m)

|V0(x)|p dx

)1/p

‖un − u‖1−2q/(pq−2p)

L2(B(0,m)) ‖un − u‖
2q/(pq−2p)

H1(B(0,m)),

(2.32)

gdzie q ∈ ( 2p
p−2

,+∞) oraz C̃2 > 0 jest staª¡ z nierówno±ci ‖u‖Lq ≤ C̃2‖u‖H1 , za± dla

N ≥ 3(∫
B(0,m)

|V0(x)un(x)− V0(x)u(x)|2 dx

)1/2

≤
(∫

B(0,m)

|V0(x)|p dx

)1/p

‖un − u‖N/p
L

2N
N−2 (B(0,m))

‖un − u‖1−N/p
L2(B(0,m))

≤ C̃N

(∫
B(0,m)

|V0(x)|p dx

)1/p

‖un − u‖N/pH1(B(0,m))‖un − u‖
1−N/p
L2(B(0,m)),

(2.33)

gdzie staªa C̃N > 0 jest taka, »e ‖u‖
L

2N
N−2
≤ C̃N‖u‖H1 . Nierówno±ci (2.32) i (2.33)

implikuj¡, odpowiednio w przypadku N = 2 i N ≥ 3, »e równie» zbiór Rm jest

relatywnie zwarty w przestrzeni L2(B(0,m)). To razem z (2.31) ko«czy dowód.

Uwaga 2.3.3. Poniewa» A0 jest samosprz¦»onym, dodatnim operatorem, wi¦c

σ(A0 + V∞) ⊂ [v̄∞,+∞). Co wi¦cej, z lematu 2.3.2 mamy, »e V0(A0 + V∞)−1

jest operatorem zwartym, wi¦c na mocy twierdzenia Weyl'a (patrz Dodatek, twier-

dzenie 5.5.3) wnosimy, »e

σess(A) = σess(A0 + V∞) ⊂ σ(A0 + V∞) ⊂ [v̄∞,+∞). (2.34)
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Korzystaj¡c teraz z sektorialnosci operatora A wnioskujemy, »e

σ(A) ⊂ (−c,+∞) (2.35)

dla pewnego c > 0. �¡cz¡c (2.34) i (2.35) stwierdzamy, »e zbiór σ(A)∩ (−∞, 0) jest

ograniczony i skªada si¦ z izolowanych warto±ci wªasnych o sko«czonej krotno±ci1.

Twierdzenie 2.3.4. Niech R > 0 oraz zaªó»my, »e KerA = {0}. Wówczas dla

dowolnego t > 0,

Induc(e
−tA, BH1(0, R)) = (−1)m,

gdzie Induc oznacza indeks punktów staªych dla klasy odwzorowa« ostatecznie zwar-

tych 2, za± m oznacza liczb¦ dodatnich warto±ci wªasnych operatora −A liczon¡ wraz

z krotno±ciami3.

Dowód. Z uwagi 2.3.3 wynika, »e mo»emy zastosowa¢ twierdzenie spektralne (patrz

Dodatek, twierdzenie 5.8.4). Na jego mocy wnioskujemy, »e istniej¡ domkni¦te

podprzestrzenie X− i X+ przestrzeni L2(RN) o nast¦puj¡cych wªasno±ciach: X− ⊕
X+ = L2(RN), dimX− < +∞, A(X−) ⊂ X−, A(D(A) ∩ X+) ⊂ X+, σ(A|X−) =

σ(A) ∩ (−∞, 0), σ(A|X+) = σ(A) ∩ (0,+∞).

Ustalmy t > 0. De�niujemy homotopi¦ Θt : H1(RN)× [0, 1]→ H1(RN) wzorem

Θt(ū, µ) := (1− µ)e−tAū+ µe−tAP−ū,

gdzie P− : H1(RN)→ H1(RN) jest projekcj¡ ortogonaln¡ na X− w L2(RN). Ponie-

wa» dimX− < +∞ widzimy, »e odwzorowanie P− jest ci¡gªe.

Twierdzimy teraz, »e Θt jest odwzorowaniem ostatecznie zwartym. Aby tego

dowie±¢ we¹my ograniczony zbiór W ⊂ H1(RN) o tej wªasno±ci, »e

W = convH
1

Θt(W × [0, 1]).

Powy»sza równo±¢ implikuje, »e W ⊂ convH
1
e−tA(W ∪ P−W ), a poniewa» W ∪

P−W jest zbiorem ograniczonym, z twierdzenia 2.2.4 (i) jest on relatywnie zwarty

w L2(RN). Zatem z twierdzenia 2.2.4 (ii) wynika, »e e−tA(W ∪P−W ) jest relatyw-

nie zwarty w H1(RN), a st¡d wnosimy, »e W jest zwarty w H1(RN), co dowodzi

ostatecznej zwarto±ci Θt. Co wi¦cej zauwa»my, »e

Ker(I −Θt(·, µ)) = {0} dla µ ∈ [0, 1]. (2.36)

1Informacja na temat charakteryzacji spektrum istotnego g¦sto okre±lonych, domkni¦tych ope-

ratorów liniowych zawarta jest w Dodatku - patrz str. 110.
2patrz Dodatek - str. 121.
3patrz Dodatek - str 109.
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Istotnie, przypu±¢my »e

(1− µ)e−tAū+ µe−tAP−ū = ū (2.37)

dla pewnych ū ∈ H1(RN) i µ ∈ [0, 1]. Poniewa» ū = ū1 + ū2 dla pewnych ū1 ∈ X−
i ū2 ∈ X+ ∩H1(RN) oraz P−ū = ū1 , wi¦c z (2.37) wynika, »e

e−tAū1 + (1− µ)e−tAū2 = ū1 + ū2.

Korzystaj¡c z faktu, »e e−tAū1 ⊂ X− oraz (1−µ)e−tAū2 ⊂ X+ oraz jednoznaczno±ci

rozkªadu wnosimy, »e e−tAū1 = ū1 oraz (1 − µ)e−tAū2 = ū2. Z pierwszej równo±ci

wynika natychmiast, »e ū1 = 0, gdy» Ker(e−tA − I) = KerA (patrz wniosek 5.8.2).

W przypadku, gdy µ = 0 lub µ = 1, druga równo±¢ implikuje ū2 = 0. Je»eli

natomiast µ ∈ (0, 1), to ū2 ∈ Ker(e−tA− 1
1−µ). Poniewa» (patrz Dodatek, twierdzenie

5.8.1)

Ker

(
e−tA − 1

1− µ
I

)
= Ker

(
1

t
ln

1

1− µ
I + A

)
,

wi¦c st¡d wynika, »e istnieje λ < 0 taka, »e Aū2 = λū2. St¡d wnioskujemy, »e

ū2 = 0, gdy» σ(A|X+) = σ(A) ∩ (0,+∞). To dowodzi (2.37).

Zatem Θt jest dopuszczaln¡ homotopi¡ w teorii indeksu punktów staªych dla

klasy odwzorowa« ostatecznie zwartych. Na mocy wªasno±ci homotopijnej niezmien-

niczo±ci indeksu punktów staªych oraz wªasno±ci obcinania (patrz Dodatek, str. 120)

indeksu punktów staªych dla odwzorowa« zwartych1, otrzymujemy dla R > 0,

Induc(e
−tA, BH1(0, R)) = IndLS(e−tAP−, BH1(0, R))

= IndLS(e−t(A|X− ), BH1(0, R) ∩X−).

Poniewa» zbiór σ(A|X−) ⊂ (−∞, 0) skªada si¦ z izolowanych warto±ci wªasnych

o sko«czonej krotno±ci, wi¦c

IndLS(e−t(A|X− ), BH1(0, R) ∩X−) = (−1)m,

co ko«czy dowód twierdzenia.

1Patrz uwaga 5.9.3.
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2.4 Indeks punktów staªych operatora przesuni¦cia

dla równa« nieliniowych

Przejd¹my teraz do wyznaczenia indeksu punktów staªych operatora przesuni¦cia

wzdªu» trajektorii stowarzyszonego z autonomicznym równaniem
∂u

∂t
(x, t) = ∆u(x, t) + f(x, u(x, t)), x ∈ RN , t > 0,

u(·, t) ∈ H1(RN), t ≥ 0,
(2.38)

gdzie f : RN × R → R jest odwzorowaniem speªniaj¡cym dla wszystkich u, v ∈ R
i p.w. x ∈ RN , nast¦puj¡ce warunki:

f(·, 0) jest mierzalna oraz |f(x, 0)| ≤ m0(x), (2.39)

dla pewnego m0 ∈ L2(RN),

|f(x, u)− f(x, v)| ≤ l(x)|u− v|, (2.40)

gdzie l := l0 + l∞, l0 ∈ Lp(RN), p jest jak w warunku (3), l∞ ∈ L∞(RN) oraz

(f(x, u)− f(x, v))(u− v) ≤ −a|u− v|2 + b(x)|u− v|2, (2.41)

dla pewnych a > 0 i b ∈ Lp(RN).

Twierdzenie 2.4.1. Zaªó»my, »e f : RN × R → R speªnia warunki (2.39), (2.40)

i (2.41) oraz niech Φt : H1(RN) → H1(RN), t > 0, b¦dzie operatorem przesuni¦cia

wzdªu» trajektorii stowarzyszonym z równaniem (2.38)1.

(i) Przypu±¢my, »e dla p.w. x ∈ RN

lim
|u|→∞

f(x, u)

u
= ω(x) := ω0(x)− ω∞(x), (2.42)

gdzie ω0 ∈ Lp(RN), ω∞ ∈ L∞(RN) i ω∞(x) ≥ ω̄∞ dla p.w. x ∈ RN oraz pewnej

liczby rzeczywistej ω̄∞ > 0. Zaªó»my równie», »e Ker(∆ + ω) = {0}. Wówczas

istnieje R0 > 0 takie, »e równanie

−∆u(x) = f(x, u(x)), x ∈ RN , (2.43)

nie posiada rozwi¡za« u ∈ H1(RN) o tej wªasno±ci, »e ‖u‖H1 ≥ R0 oraz istnieje

t̄ > 0 takie, »e dla wszystkich t ∈ (0, t̄] oraz ū ∈ ∂BH1(0, R0), Φt(ū) 6= ū. Ponadto,

dla wszystkich t ∈ (0, t̄],

Induc(Φt, BH1(0, R0)) = (−1)m(∞),

1Zauwa»my, »e na mocy uwagi 1.4.6, Φt jest poprawnie okre±lony.
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gdzie m(∞) jest liczb¡ dodatnich warto±ci wªasnych operatora ∆ + ω liczon¡ wraz

z krotno±ciami.

(ii) Przypu±¢my, »e dla p.w. x ∈ RN

lim
u→0

f(x, u)

u
= α(x) := α0(x)− α∞(x), (2.44)

gdzie α0 ∈ Lp(RN), α∞ ∈ L∞(RN) i α∞(x) ≥ ᾱ∞ dla p.w. x ∈ RN oraz pewnej

liczby rzeczywistej ᾱ∞ > 0. Zaªó»my równie», »e Ker(∆ + α) = {0}. Wówczas

istnieje r0 > 0 takie, »e równanie (2.43) nie posiada rozwi¡za« u ∈ H1(RN) o tej

wªasno±ci, »e 0 < ‖u‖H1 ≤ r0 oraz istnieje t̄ > 0 takie, »e dla wszystkich t ∈ (0, t̄]

oraz ū ∈ ∂BH1(0, r0), Φt(ū) 6= ū. Ponadto, dla wszystkich t ∈ (0, t̄],

Induc(Φt, BH1(0, r0)) = (−1)m(0),

gdzie m(0) jest liczb¡ dodatnich warto±ci wªasnych operatora ∆ + α liczon¡ wraz

z krotno±ciami.

W dowodzie wykorzystamy nast¦puj¡cy fakt, który ze wzgl¦du na pó¹niejsze

zastosowanie, sformuªujemy w ogólniejszej, nieautonomicznej wersji.

Stwierdzenie 2.4.2. Zaªó»my, »e odwzorowania fn : [0,+∞) × RN × R → R,
n ≥ 0 speªniaj¡ zaªo»enia: (1.17) dla pewnego T > 0, (1.18) ze wspóln¡ m0, (1.19)

ze wspóln¡ l oraz (1.20) ze wspólnymi a i b, fn(t, x, u) → f0(t, x, u), gdy n → +∞
dla wszystkich t ≥ 0, u ∈ R i x ∈ RN oraz dla t ≥ 0, fn(t, ·, 0) → f0(t, ·, 0)

w L2(RN), gdy n → +∞. Wówczas, dla dowolnego ograniczonego ci¡gu (ūn) w

H1(RN), ci¡gu (λn) w (0,+∞) takiego, »e λn → 0+, gdy n → +∞ oraz ci¡gu

rozwi¡za« un : [0,+∞)→ H1(RN) zagadnienia
∂u

∂t
= ∆u+ fn(t/λn, x, u), x ∈ RN , t > 0,

u(x, 0) = u(x, λnT ) = ūn(x), x ∈ RN ,

istnieje podci¡g (ūnk) ci¡gu (ūn) zbie»ny w H1(RN) do pewnego ū0 ∈ H2(RN) b¦d¡-

cego sªabym rozwi¡zaniem równania

∆u(x) + f̂0(x, u(x)) = 0, x ∈ RN .

Ponadto, unk(t)→ ū0 w H1(RN), gdy k → +∞, jednostajnie wzgl¦dem t nale»¡cych

do zwartych podzbiorów przedziaªu [0,+∞).

Dowód. Dla n ≥ 0 de�niujemy odwzorowania Fn : [0,+∞) ×H1(RN) → L2(RN)

kªad¡c [Fn(t, u)](x) := fn(t, x, u(x)). Wówczas, dla n ≥ 1, funkcje un : [0,+∞) →
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H1(RN) s¡ rozwi¡zaniami zagadnienia{
u̇(t) = −Au(t) + Fn(t/λn, u, µn), t > 0,

un(0) = un(λnT ) = ūn,

w którym Au := −∆u dla u ∈ D(A) := H2(RN). Korzystaj¡c z twierdzenia 1.4.4

otrzymujemy istnienie staªej C > 0 takiej, »e dla wszystkich t ≥ 0, u ∈ H1(RN)

i n ≥ 1

‖Fn(t, u)‖L2 ≤ C(1 + ‖u‖H1).

Zatem, na mocy lematu 1.1.7 stwierdzamy, »e ‖un(t)‖H1 ≤ R dla wszystkich t ≥ 0,

n ≥ 1 oraz pewnej staªej R > 0. Ustalmy dowolneM > 0. Dla n ≥ 1 we¹my kn ∈ N
takie, »e knλnT > M . Z lematu 2.1.2, dla wszystkich m ≥ 1 i n ≥ 1 mamy,

‖(1− χm)ūn‖2
L2 = ‖(1− χm)un(knλnT )‖2

L2 ≤ R2e−2aknλnT + αm ≤ R2e−2aM + αm,

gdzie χm jest funkcj¡ charakterystyczn¡ kuli B(0,m) w RN oraz αm → 0+, gdy

m → +∞. Z dowolno±ci M > 0 wnioskujemy, »e ‖(1 − χm)ūn‖L2 ≤ √αm dla

wszystkich m,n ≥ 1. Dalej, z twierdzenia Rellicha-Kondraszowa, dla dowolnego

m ≥ 1, zbiór {χmūn}n≥1 jest relatywnie zwarty w L2(RN), zatem {ūn}n≥1 jest

relatywnie zwarty w L2(RN), a poniewa» (ūn) jest ograniczony w H1(RN), wi¦c sto-

suj¡c twierdzenie Eberleina-�muliana, otrzymujemy istnienie podci¡gu (ūnk) ci¡gu

(ūn) zbie»nego w L2(RN) do pewnego ū0 ∈ H1(RN). A zatem, z twierdzenia 1.3.1,

unk(t) → û(t) w H1(RN), gdy k → +∞, jednostajnie wzgl¦dem t nale»¡cych do

zwartych podzbiorów przedziaªu (0,+∞), gdzie û : [0,+∞)→ H1(RN) jest rozwi¡-

zaniem równania

u̇(t) = −Au(t) + F̂0(u), t > 0,

w którym F̂0 : H1(RN)→ L2(RN) jest zadane wzorem

F̂0(u) :=
1

T

∫ T

0

F0(t, u) dt dla u ∈ H1(RN).

Z uwagi 1.4.10 mamy, dla u ∈ H1(RN) i p.w. x ∈ RN ,

[F̂0(u)](x) = f̂0(x, u(x)).

Zatem, dla dowolnego t > 0, kªad¡c kn := [t/λnT ], n ≥ 1 mamy

ūnk = unk(0) = unk(knλnT )→ û(t) w H1(RN), gdy k → +∞.

W konsekwencji, ūnk → ū0 w H1(RN), û(t) = û(0) = ū0 oraz unk(t) → ū0, gdy

k → +∞, jednostajnie wzgl¦dem t ze zwartych podzbiorów [0,+∞), co ko«czy

dowód.
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Dowód twierdzenia 2.4.1. (i) Poka»emy najpierw, »e istnieje staªa R0 > 0 taka,

»e zagadnienie

0 = ∆u+ (1− µ)f(x, u) + µω(x)u, x ∈ RN , µ ∈ [0, 1], (2.45)

nie posiada rozwi¡za« w H1(RN) \BH1(0, R0). B¦dziemy rozumowa¢ przez sprzecz-

no±¢. A wi¦c przypu±¢my, »e nie jest to prawd¡. Wówczas istniej¡ ci¡g (µn) w [0, 1]

oraz ci¡g rozwi¡za« ūn, n ≥ 1, równania (2.45) z µ := µn taki, »e ‖ūn‖H1 → +∞,

gdy n → +∞. Poªó»my ρn := 1 + ‖ūn‖H1 i niech v̄n := ūn/ρn. Z de�nicji ci¡gu

(ρn) widzimy, »e ρn → +∞, gdy n → +∞. Wówczas dla ka»dego n ≥ 1, v̄n jest

rozwi¡zaniem

0 = ∆v + fn(x, v), x ∈ RN ,

gdzie, dla n ≥ 1, funkcje fn : RN × R→ R s¡ okre±lone wzorem

fn(x, v) := (1− µn)ρ−1
n f(x, ρnv) + µnω(x)v, x ∈ RN , v ∈ R.

Poniewa», dla n ≥ 1, fn speªniaj¡ zaªo»enia (2.39), (2.40) i (2.41)1 ze wspólnymi

m0, l, a i b, niezale»nymi od n, oraz na mocy (2.42),

fn(x, v)→ ω(x)v, gdy n→ +∞ dla wszystkich v ∈ R i p.w. x ∈ RN

i fn(·, 0) → 0 w L2(RN), gdy n → +∞, wi¦c ze stwierdzenia 2.4.2 wnosimy, »e

ci¡g (v̄n) posiada podci¡g zbie»ny do pewnego v̄0 ∈ H1(RN) b¦d¡cego rozwi¡zaniem

równania

0 = ∆v + ω(x)v, x ∈ RN (2.46)

i takiego, »e v̄0 6= 0, gdy» z de�nicji ci¡gu (v̄n) wida¢, »e ‖v̄n‖H1 → 1, gdy n→ +∞.

To przeczy zaªo»eniu Ker(∆+ω) = {0}, tym samym dowodz¡c, »e (2.45) nie posiada

rozwi¡za« poza pewn¡ kul¡ BH1(0, R0).

Rozwa»my teraz równanie

∂u

∂t
= ∆u+ (1− µ)f(x, u) + µω(x)u, x ∈ RN , t > 0, (2.47)

w którym µ ∈ [0, 1] jest parametrem. Niech Ψt : H1(RN) × [0, 1] → H1(RN),

t > 0 b¦dzie operatorem przesuni¦cia wzdªu» trajektorii zwi¡zanym z powy»szym

równaniem. Udowodnimy, »e istnieje t̄ > 0 takie, »e

Ψt(ū, µ) 6= ū dla wszystkich t ∈ (0, t̄], µ ∈ [0, 1] i ū ∈ ∂BH1(0, R0). (2.48)

1Zauwa»my, »e warunki (2.39), (2.40) i (2.41) s¡ autonomiczn¡ wersj¡ zaªo»e«, odpowiednio,

(1.18), (1.19) i (1.20).
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Przypu±¢my, »e nie jest to prawd¡. Wówczas istniej¡ ci¡gi (tn) w (0,+∞), (ūn)

w ∂BH1(0, R0) i (µn) w [0, 1] takie, »e tn → 0+, gdy n→ +∞ oraz

Ψtn(ūn, µn) = ūn dla n ≥ 1.

Z powy»szej równo±ci wynika, »e dla ka»dego n ≥ 1, istnieje rozwi¡zanie un :

[0,+∞)→ H1(RN) zagadnienia
∂u

∂t
= ∆u+ fn(x, u), x ∈ RN ,

u(x, 0) = u(x, λn) = ūn(x), x ∈ RN ,

w którym, dla n ≥ 1, funkcje fn : RN × R→ R, s¡ zadane wzorem

fn(x, u) := (1− µn)f(x, u) + µnω(x)u, x ∈ RN , u ∈ R

oraz λn := tn. Zauwa»my, »e dla n ≥ 1, fn speªniaj¡ zaªo»enia (2.39), (2.40) i (2.41)

ze wspólnymi m0, l, a i b, niezale»nymi od n. Bez zmniejszenia ogólno±ci rozwa»a«

mo»emy zaªo»y¢, »e µn → µ0, gdy n → +∞ dla pewnego µ0 ∈ [0, 1] i mamy dla

x ∈ RN i u ∈ R,

fn(x, u)→ (1− µ0)f(x, u) + µ0ω(x)u, gdy n→ +∞,

fn(·, 0) → (1 − µ0)f(·, 0) w L2(RN), oraz λn → 0+, gdy n → +∞. Zatem ze

stwierdzenia 2.4.2 wynika, »e (ūn) posiada podci¡g, który ponownie oznaczamy przez

(ūn) taki, »e ūn → ū0 w H1(RN), gdzie ū0 ∈ H2(RN) jest rozwi¡zaniem

0 = ∆u+ (1− µ0)f(x, u) + µ0ω(x)u, x ∈ RN

oraz un(t) → ū0 w H1(RN), gdy n → +∞, jednostajnie wzgl¦dem t ze zwartych

podzbiorów [0,+∞). Jest to sprzeczne z faktem, »e (2.45) nie posiada rozwi¡za«

w H1(RN) \BH1(0, R0), tym samym dowodz¡c (2.48).

Korzystaj¡c z twierdzenia 2.2.4 (iii) stwierdzamy, »e homotopia Ψt jest dopusz-

czalna w sensie teorii indeksu punktów staªych dla odwzorowa« ostatecznie zwartych.

Dlatego wªasno±¢ homotopijnej niezmienniczo±ci indeksu punktów staªych implikuje,

dla wszystkich t ∈ (0, t̄],

Induc(Φt, BH1(0, R0)) = Induc(Ψt(·, 0), BH1(0, R0)) = Induc(Ψt(·, 1), BH1(0, R0))

= Induc(e
−tA∞ , BH1(0, R0)), (2.49)

gdzie A∞ := A − B0 + B∞, A := −∆ oraz operatory B0 : D(B0) → L2(RN)

z D(B0) := H1(RN) i B∞ : L2(RN) → L2(RN) s¡ zadane wzorem Biu := ωiu,
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i ∈ {0,∞}. Stosuj¡c uwag¦ 2.3.1 i twierdzenie 2.3.41 widzimy, »e

Induc(e
−tA∞ , BH1(0, R0)) = (−1)m(∞),

co razem z (2.49) ko«czy dowód (i).

(ii) Wyka»emy najpierw, »e istnieje r0 > 0 takie, »e równanie

0 = ∆u+ (1− µ)f(x, u) + µα(x)u, x ∈ RN , µ ∈ [0, 1], (2.50)

nie posiada rozwi¡za« w DH1(0, r0) \ {0}. B¦dziemy rozumowa¢ przez sprzeczno±¢.

Przypu±¢my, »e nie jest to prawd¡. Wówczas »e istniej¡ ci¡g (µn) w [0, 1] i ci¡g

ūn : [0,+∞) → H1(RN), n ≥ 1 rozwi¡za« (2.50) z µ := µn taki, »e ‖ūn‖H1 → 0+

gdy n→ +∞ oraz ‖ūn‖H1 6= 0, n ≥ 1. Poªó»my ρn := ‖ūn‖H1 . Wówczas, dla n ≥ 1

funkcje v̄n := ūn/ρn s¡ rozwi¡zaniami równania

0 = ∆v + fn(x, v), x ∈ RN ,

gdzie, dla n ≥ 1, funkcje fn : RN × R→ R s¡ okre±lone wzorem

fn(x, v) := (1− µn)ρ−1
n f(x, ρnv) + µnα(x)v, x ∈ RN , v ∈ R.

Poniewa», dla n ≥ 1, fn speªniaj¡ zaªo»enia (2.39), (2.40) i (2.41) ze wspólnymi m0,

l, a i b, niezale»nymi od n, oraz na mocy (2.44),

fn(x, v)→ α(x)v, gdy n→ +∞ dla wszystkich v ∈ R i p.w. x ∈ RN

i fn(·, 0) → 0 w L2(RN), gdy n → +∞, wi¦c ze stwierdzenia 2.4.2 oraz faktu,

»e ‖v̄n‖H1 = 1 dla n ≥ 1, wnioskujemy, »e ci¡g (v̄n) posiada podci¡g zbie»ny do

pewnego niezerowego rozwi¡zania równania

0 = ∆v + α(x)v, x ∈ RN ,

co jest sprzeczne z zaªo»eniem Ker(∆ + α) = {0}. Zatem istnieje r0 > 0 takie, »e

(2.50) nie posiada rozwi¡za« u ∈ H1(RN) o tej wªasno±ci, »e 0 < ‖u‖H1 ≤ r0.

Rozwa»my teraz równanie

∂u

∂t
= ∆u+ (1− µ)f(x, u) + µα(x)u, x ∈ RN , t > 0, (2.51)

1Poniewa» w uwadze 2.3.1 V0 i V∞ s¡ dowolne, a ω0 i ω∞ speªniaj¡ dokªadnie te same zaªo»enia,

mo»emy skorzysta¢ z twierdzenia 2.3.4.
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w którym µ ∈ [0, 1] jest parametrem. Niech Ψt : H1(RN) × [0, 1] → H1(RN),

t > 0 b¦dzie operatorem przesuni¦cia wzdªu» trajektorii zwi¡zanym z powy»szym

równaniem. Udowodnimy, »e istnieje t̄ > 0 takie, »e

Ψt(ū, µ) 6= ū dla wszystkich t ∈ (0, t̄], µ ∈ [0, 1] i ū ∈ ∂BH1(0, r0). (2.52)

Przypu±¢my, »e nie jest to prawd¡. Wówczas istniej¡ ci¡gi (tn) w (0,+∞), (ūn)

w ∂BH1(0, r0) i (µn) w [0, 1] takie, »e tn → 0+ gdy n→ +∞ oraz

Ψtn(ūn, µn) = ūn dla n ≥ 1.

Z powy»szej równo±ci wynika, »e dla ka»dego n ≥ 1, istnieje tn-okresowe rozwi¡zanie

un : [0,+∞)→ H1(RN) zagadnienia
∂u

∂t
= ∆u+ fn(x, u), x ∈ RN ,

u(x, 0) = u(x, λn) = ūn(x), x ∈ RN ,

w którym, dla n ≥ 1, funkcje fn : RN × R→ R, s¡ zadane wzorem

fn(x, u) := (1− µn)f(x, u) + µnα(x)u, x ∈ RN , u ∈ R

oraz λn := tn. Zauwa»my, »e dla n ≥ 1, fn speªniaj¡ zaªo»enia (2.39), (2.40) i (2.41)

ze wspólnymi m0, l, a i b, niezale»nymi od n. Bez zmniejszenia ogólno±ci rozwa»a«

mo»emy zaªo»y¢, »e µn → µ0, gdy n → +∞ dla pewnego µ0 ∈ [0, 1] i mamy dla

x ∈ RN i u ∈ R,

fn(x, u)→ (1− µ0)f(x, u) + µ0α(x)u, gdy n→ +∞,

fn(·, 0) → (1 − µ0)f(·, 0) ≡ 0 w L2(RN), oraz λn → 0+, gdy n → +∞. Zatem

ze stwierdzenia 2.4.2 wynika, »e (ūn) posiada podci¡g, który ponownie oznaczamy

przez (ūn) taki, »e ūn → ū0 w H1(RN), gdzie ū0 ∈ H2(RN) jest rozwi¡zaniem

0 = ∆u+ (1− µ0)f(x, u) + µ0α(x)u, x ∈ RN

oraz un(t) → ū0 w H1(RN), gdy n → +∞, jednostajnie wzgl¦dem t ze zwartych

podzbiorów [0,+∞). Jest to sprzeczne z faktem, »e (2.50) nie posiada rozwi¡za«

w DH1(0, r0) \ {0}, tym samym dowodz¡c (2.52).

Korzystaj¡c z twierdzenia 2.2.4 (iii) stwierdzamy, »e homotopia Ψt jest dopusz-

czalna w sensie teorii indeksu punktów staªych dla odwzorowa« ostatecznie zwartych.

Dlatego wªasno±¢ homotopijnej niezmienniczo±ci indeksu punktów staªych implikuje,

dla wszystkich t ∈ (0, t̄],

Induc(Φt, BH1(0, r0)) = Induc(Ψt(·, 0), BH1(0, r0)) = Induc(Ψt(·, 1), BH1(0, r0))

= Induc(e
−tA0 , BH1(0, r0)), (2.53)
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gdzie A0 := A − C0 + C∞, A := −∆ oraz operatory C0 : D(C0) → L2(RN)

z D(C0) := H1(RN) i C∞ : L2(RN) → L2(RN) s¡ zadane wzorem Ciu := αiu,

i ∈ {0,∞}1. Stosuj¡c uwag¦ 2.3.1 i twierdzenie 2.3.4 widzimy, »e

Induc(e
−tA0 , BH1(0, r0)) = (−1)m(0),

co razem z (2.53) ko«czy dowód.

Zast¦puj¡c kul¦ BH1(0, R0) dowolnym, otwartym i ograniczonym zbiorem w H1(RN)

i adaptuj¡c argumenty u»yte w dowodzie (2.48) wnioskujemy, »e ma miejsce nast¦-

pujacy fakt.

Wniosek 2.4.3. Niech U ⊂ H1(RN) b¦dzie zbiorem otwartym i ograniczonym oraz

niech Φt : H1(RN)→ H1(RN), t > 0, b¦dzie operatorem przesuni¦cia wzdªu» trajek-

torii dla

u̇(t) = −Au(t) + F(u(t)), t > 0,

gdzie Au := −∆u dla u ∈ D(A) := H2(RN), za± F : H1(RN) → L2(RN) jest

operatorem Niemyckiego wyznaczonym przez odwzorowanie f , które speªnia warunki

(2.39), (2.40) i (2.41). Wówczas, je»eli −Aū+ F(ū) 6= 0 dla wszystkich ū ∈ ∂U , to
istnieje t̄ > 0 takie, »e dla wszystkich t ∈ (0, t̄] i u ∈ ∂U , Φt(ū) 6= ū.

Uwaga 2.4.4. Z powy»szego wniosku wynika, »e mo»na zde�niowa¢ stopie« topo-

logiczny pary (A,F) (lub odwzorowania −A + F) kªad¡c

Deg((A,F), U) = Deg(−A + F, U) := lim
t→0+

Induc(Φt, U). (2.54)

Mo»na wykaza¢, »e liczba zde�niowana wzorem (2.54) jest poprawnie okre±lona (in-

deksy Induc(Φt, U) stabilizuj¡ si¦ dla maªych t) oraz speªnia standardowe wªasno±ci

stopnia topologicznego (patrz [16], [17], [20]).

1Poniewa» w uwadze 2.3.1 V0 i V∞ s¡ dowolne, a α0 i α∞ speªniaj¡ dokªadnie te same zaªo»enia,

mo»emy skorzysta¢ z twierdzenia 2.3.4.





Rozdziaª 3

Rozwi¡zania okresowe - przypadek

nierezonansowy

Rozdziaª ten po±wi¦cowy jest istnieniu T -okresowych rozwi¡za« nieautonomicznych równa«

ró»niczkowych cz¡stkowych postaci

∂u

∂t
= ∆u+ f(t, x, u), x ∈ RN , t > 0,

gdzie f jest odwzorowaniem asymptotycznie liniowym i dysypatywnym. Stosuj¡c metod¦

oszacowa« reszt rozwi¡za« oraz metod¦ u±redniania dowodz¦, »e z rozwi¡za« stacjonar-

nych zagadnienia −∆u = f̂(x, u), x ∈ RN , emanuj¡ gaª¦zie rozwi¡za« λT -okresowych

zagadnienia

∂u

∂t
= ∆u+ f(t/λ, x, u), x ∈ RN , t > 0,

gdzie λ ∈ (0, 1] jest parametrem. Pozwala to na otrzymanie wzoru indeksowego wyra»a-

j¡cego indeks punktów staªych operatora przesuni¦cia wzdªu» trajektorii dla wyj±ciowego

równania wzgl¦dem kul w przestrzeni H1(RN ) o dostatecznie du»ym promieniu przy po-

mocy indeksu punktów staªych operatora przesuni¦cia wzdªu» trajektorii stowarzyszonego

z u±rednionym równaniem automomicznym. Moje rozwa»ania dotycz¡ przypadku braku

rezonansu w 0 i ∞. Z technicznego punktu widzenia zaªo»enie to pozwala na zastosowanie

metody kontynuacji wzdªu» parametru λ i wyznaczenie indeksu punktów staªych operatora

przesuni¦cia dla równania u±rednionego. Otrzymany wzór indeksowy stosuj¦ do uzyskania

rozwi¡za« T -okresowych.
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3.1 Nierezonansowa zasada u±redniania dla indeksu

Rozwa»my rodzin¦ nieautonomicznych równa« parabolicznych postaci
∂u

∂t
(x, t) = ∆u(x, t) + f

(
t

λ
, x, u(x, t)

)
, t > 0, λ > 0, x ∈ RN ,

u(·, t) ∈ H1(RN), t > 0,

(3.1)

gdzie λ > 0 jest parametrem, za± f : [0,+∞) × RN × R → R jest odwzorowaniem

speªniaj¡cym zaªo»enia (1.17), (1.18), (1.19) i (1.20). Zajmiemy si¦ teraz zale»no-

±ci¡ pomi¦dzy indeksami punktów staªych operatora przesuni¦cia wzdªu» trajektorii

stowarzyszonego z (3.1) oraz operatora przesuni¦cia wzdªu» trajektorii zwi¡zanego

z autonomicznym równaniem
∂u

∂t
(x, t) = ∆u(x, t) + f̂(x, u(x, t)), t > 0, x ∈ RN ,

u(·, t) ∈ H1(RN), t ≥ 0,
(3.2)

gdzie f̂ : RN × R→ R jest odzworowaniem zde�niowanym wzorem

f̂(x, u) :=
1

T

∫ T

0

f(t, x, u) dt, x ∈ RN , u ∈ R.

Twierdzenie 3.1.1. Niech U ⊂ H1(RN) b¦dzie zbiorem otwartym i ograniczonym

oraz niech Φ
(λ)
t : H1(RN) → H1(RN) i Φ̂t : H1(RN) → H1(RN), t > 0 b¦d¡ ope-

ratorami przesuni¦cia wzdªu» trajektorii (o czas t) stowarzyszonymi z równaniami,

odpowiednio (3.1) i (3.2). Zaªó»my ponadto, »e równanie{
−∆u(x) = f̂(x, u(x)), x ∈ RN ,

u ∈ H1(RN),
(3.3)

nie posiada rozwi¡za« w ∂U . Wówczas istnieje λ0 > 0 taka, »e dla wszystkich

λ ∈ (0, λ0] i ū ∈ ∂U , Φ
(λ)
λT (ū) 6= ū, Φ̂λT (ū) 6= ū oraz

Induc(Φ
(λ)
λT , U) = Induc(Φ̂λT , U).

Dowód. Okre±lmy h : [0,+∞)× RN × R× [0, 1]→ R wzorem

h(t, x, u, µ) := (1− µ)f(t, x, u) + µf̂(x, u), t ≥ 0, x ∈ RN , u ∈ R, µ ∈ [0, 1].

Wówczas, dla µ ∈ [0, 1], h(·, ·, ·, µ) speªnia warunki (1.17), (1.18), (1.19) i (1.20)

z m0, l, a i b, niezale»nymi od µ. Zde�niujmy operator A : D(A)→ L2(RN) kªad¡c

Au := −∆u dla u ∈ D(A) := H2(RN) i niech H : [0,+∞) × H1(RN) × [0, 1] →
L2(RN) b¦dzie dane wzorem

[H(t, u, µ)](x) := h(t, x, u(x), µ) dla p.w. x ∈ RN
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oraz dowolnych t > 0, u ∈ H1(RN) i µ ∈ [0, 1]. Dla parametru λ > 0 rozwa»my

u̇(t) = −Au(t) + H(t/λ, u(t), µ), t > 0, (3.4)

oraz niech Ψ
(λ)
t : H1(RN) × [0, 1] → H1(RN) b¦dzie, zale»nym od parametru, ope-

ratorem przesuni¦cia wzdªu» trajektorii dla tego zagadnienia danym wzorem

Ψ
(λ)
t (ū, µ) := u(t),

gdzie u : [0,+∞) → H1(RN) jest rozwi¡zaniem (3.4) z warunkiem pocz¡tkowym

u(0) = ū. Niech F : [0,+∞) × H1(RN) → L2(RN) i F̂ : H1(RN) → L2(RN) b¦d¡

operatorami Niemyckiego wyznaczonymi odpowiednio przez f i f̂ . Zauwa»my, »e

dla µ = 0, (3.4) przyjmuje posta¢

u̇(t) = −Au(t) + F(t/λ, u(t)), t > 0,

i mamy Φ
(λ)
t = Ψ

(λ)
t (·, 0). Podobnie, dla µ = 1 równanie (3.4) jest postaci

u̇(t) = −Au(t) + F̂(u(t)), t > 0,

oraz operator Φ̂t = Ψ
(λ)
t (·, 1) nie zale»y od parametru λ.

Poka»emy, »e istnieje λ0 > 0 taka, »e dla wszystkich λ ∈ (0, λ0],

Ψ
(λ)
λT (ū, µ) 6= ū dla ū ∈ ∂U, µ ∈ [0, 1]. (3.5)

Przypu±¢my, »e nie jest to prawd¡. Wówczas istniej¡ ci¡gi (ūn) w ∂U , (µn) w [0, 1]

i ci¡g (λn) w (0,+∞) takie, »e λn → 0+, gdy n→∞ oraz

Ψ
(λn)
λnT

(ūn, µn) = ūn dla n ≥ 1.

To oznacza, »e dla ka»dego n ≥ 1 istnieje λnT -okresowe rozwi¡zanie un : [0,+∞)→
H1(RN) problemu (3.4) z λ := λn, µ := µn oraz warunkiem pocz¡tkowym un(0) :=

ūn. Korzystaj¡c ze stwierdzenia 2.4.2, bez zmniejszenia ogólno±ci rozwa»a« mo»emy

zaªo»y¢, »e ūn → ū0 w H1(RN). St¡d ū0 ∈ ∂U ∩D(A) oraz 0 = −Aū0 + F̂(ū0), co

przeczy zaªo»eniu. To dowodzi istnienia λ0 > 0 takiej, »e dla wszystkich λ ∈ (0, λ0],

zachodzi (3.5).

Dalej, na mocy twierdzenia 2.2.4 (iii) wnioskujemy, »e dla wszystkich λ ∈ (0, λ0],

Ψ
(λ)
λT jest dopuszczaln¡ homotopi¡ w sensie teorii indeksu punktów staªych dla klasy

odzworowa« ostatecznie zwartych. To pozwala na wykorzystanie wªasno±ci homoto-

pijnej niezmienniczo±ci indeksu punktów staªych i w konsekwencji na stwierdzenie,

»e

Induc(Φ
(λ)
λT , U) = Induc(Ψ

(λ)
λT (·, 0), U) = Induc(Ψ

(λ)
λT (·, 1), U) = Induc(Φ̂λT , U),

co ko«czy dowód.
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Bezpo±rednio pªyn¡cym wnioskiem z powy»szego twierdzenia jest nast¦puj¡ca

zasada kontynuacji.

Wniosek 3.1.2. Niech U ⊂ H1(RN) b¦dzie zbiorem otwartym, ograniczonym i ta-

kim, »e równanie (3.3) nie posiada rozwi¡za« w ∂U oraz zaªó»my, »e dla dowolnego

λ ∈ (0, 1) zagadnienie
∂u

∂t
(x, t) = λ∆u(x, t) + λf(t, x, u(x, t)), x ∈ RN , t > 0,

u(·, t) ∈ H1(RN), t ≥ 0

u(x, 0) = u(x, T ), x ∈ RN ,

(3.6)

nie posiada rozwi¡za« u : [0,+∞)→ H1(RN) zaczynaj¡cych si¦ w ∂U . Wówczas

Induc(ΦT , U) = lim
t→0+

Induc(Φ̂t, U),

gdzie ΦT : H1(RN)→ H1(RN) jest operatorem przesuni¦cia wzdªu» trajektorii zwi¡-

zanym z równaniem
∂u

∂t
(x, t) = ∆u(x, t) + f(t, x, u(x, t)), x ∈ RN , t > 0,

u(·, t) ∈ H1(RN), t ≥ 0.
(3.7)

Dowód. Niech λ0 > 0 b¦dzie takie, jak w tezie twierdzenia 3.1.1. Poniewa» równa-

nie (3.6), nie posiada rozwi¡za« zaczynaj¡cych si¦ w ∂U wnosimy, »e

Φ
(λ)
λT (ū) 6= ū dla ū ∈ ∂U, λ ∈ (0, 1).

Co wi¦cej, korzystaj¡c z twierdzenia 2.2.4 (iii) wnioskujemy, »e Φ
(λ)
λT jest odwzorowa-

niem dopuszczalnym w teorii indeksu punktów staªych dla odwzorowa« ostatecznie

zwartych. Zatem na mocy wªasno±ci homotopijnej niezmienniczo±ci indeksu punk-

tów staªych, dla dowolnego λ ∈ (0, 1], otrzymujemy

Induc(ΦT , U) = Induc(Φ̃
(1)
T , U) = Induc(Φ̃

(λ)
T , U) = Induc(Φ

(λ)
λT , U),

gdzie Φ̃
(λ)
T jest operatorem przesuni¦cia wzdªu» trajektorii dla równania parabo-

licznego (3.6) z parametrem λ1. Na mocy twierdzenia 3.1.1 otrzymujemy »¡dan¡

tez¦.
1Zauwa»my, »e dla dowolnego λ > 0, funkcja u : [0,+∞)→ H1(RN ) jest rozwi¡zaniem równania

(3.1) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja v : [0,+∞) → H1(RN ) dana wzorem v(t) := u(λt) jest

rozwi¡zaniem (3.6). Zatem, dla dowolnego λ > 0, Φ̃
(λ)
T = Φ

(λ)
λT . Ci¡gªo±¢ odwzorowania H

1(RN )×
[λ0, 1] 3 (ū, λ) 7→ Φ̃

(λ)
T (ū) wynika bezpo±rednio z uwagi 2.2.3. Z twierdzenia 2.2.4 (iii) wynika, »e

odwzorowanie H1(RN ) × [λ0, 1] 3 (ū, λ) 7→ Φ
(λ)
λT (ū) jest ostatecznie zwarte, wi¦c w konsekwencji

H1(RN )× [λ0, 1] 3 (ū, λ) 7→ Φ̃
(λ)
T (ū) jest ostatecznie zwarte.
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3.2 Wery�kacja warunków a priori

Z twierdzenia 3.1.1 wynika, »e z punktów równowagi równania u±rednionego (3.2)

o nietrywialnym indeksie topologicznym emanuj¡ rozwi¡zania okresowe równa« (3.1),

za± warunki typu a priori daj¡ mo»liwo±¢ ±ledzenia gaª¦zi tych rozwi¡za« i pozwalaj¡

na uzyskanie T -okresowego rozwi¡zania dla równania (3.7). Zajmiemy si¦ teraz, przy

wykorzystaniu metody linearyzacji, wery�kacj¡ wspomnianych warunków a priori

dotycz¡cych zagadnienia (3.6).

Twierdzenie 3.2.1. Niech f : [0,+∞)×RN ×R→ R b¦dzie odwzorowaniem speª-

niaj¡cym warunki (1.17), (1.18), (1.19) i (1.20).

(i) Zaªó»my, »e zachodzi (8) (patrz str. 9), Ker (∆ + ω̂) = {0} oraz »e równanie

liniowe 
∂u

∂t
(x, t) = λ∆u(x, t) + λω(t, x)u(x, t), x ∈ RN , t > 0,

u(·, t) ∈ H1(RN), t ≥ 0,
(3.8)

nie posiada niezerowych, T -okresowych rozwi¡za« dla λ ∈ (0, 1]. Wówczas

istnieje staªa R > 0 taka, »e dla wszystkich λ ∈ (0, 1] zagadnienie (3.6) nie

posiada T -okresowych rozwi¡za« u : [0,+∞) → H1(RN) o tej wªasno±ci, »e

‖u(0)‖H1 ≥ R.

(ii) Zaªó»my, »e zachodzi (7) (patrz str. 9), Ker (∆ + α̂) = {0} oraz »e równanie

liniowe 
∂u

∂t
(x, t) = λ∆u(x, t) + λα(t, x)u(x, t), x ∈ RN , t > 0,

u(·, t) ∈ H1(RN), t ≥ 0,
(3.9)

nie posiada niezerowych, T -okresowych rozwi¡za«. Wówczas istnieje staªa r >

0 taka, »e dla wszystkich λ ∈ (0, 1] zagadnienie (3.6) nie posiada T -okresowych

rozwi¡za« u : [0,+∞)→ H1(RN) o tej wªasno±ci, »e 0 < ‖u(0)‖H1 ≤ r.

Dowód. (i) Zaªó»my, »e teza nie jest prawdziwa. To oznacza, »e istniej¡ ci¡g (λn)

w (0, 1) oraz T -okresowe rozwi¡zania un : [0,+∞)→ H1(RN), n ≥ 1, równania
∂u

∂t
= λn∆u+ λnf(t, x, u), x ∈ RN , t > 0,

o tej wªasno±ci, »e ‖un(0)‖H1 → +∞, gdy n→ +∞. Poªó»my ρn := 1 + ‖un(0)‖H1

oraz niech zn(t) := un(t)/ρn. Wówczas, dla ka»dego n ≥ 1, funkcja zn jest T -

okresowym rozwi¡zaniem
∂z

∂t
= λn∆z + λnρ

−1
n f(t, x, ρnz), x ∈ RN , t > 0. (3.10)
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Co wi¦cej, dla ka»dego n ≥ 1, funkcja vn : [0,+∞) → H1(RN) dana wzorem

vn(t) := zn(t/λn) jest rozwi¡zaniem zagadnienia

∂v

∂t
= ∆v + ρ−1

n f(t/λn, x, ρnv), x ∈ RN , t > 0. (3.11)

Z de�nicji ci¡gu (ρn) widzimy, »e ρn → +∞ gdy n → +∞ i zauwa»my, »e dla

n ≥ 1, ‖zn(0)‖H1 = ‖vn(0)‖H1 6= 0 oraz ‖vn(0)‖H1 → 1, gdy n → +∞. Okre±lmy

gn : [0,+∞) × RN × R → R kªad¡c gn(t, x, v) := ρ−1
n f(t/λn, x, ρnv), n ≥ 1, t ≥ 0,

x ∈ RN , v ∈ R. Poniewa» funkcje gn, n ≥ 1 speªniaj¡ zaªo»enia (1.18) ze wspóln¡

funkcj¡m0 i (1.19) ze wspóln¡ funkcj¡ l oraz {vn(0)}n≥1 jest ograniczony, korzystaj¡c

z twierdzenia 1.4.4 i lematu 1.1.7, otrzymujemy istnienie staªej R0 > 0 takiej, »e

‖vn(t)‖H1 ≤ R0 dla wszystkich n ≥ 1 i t ≥ 0. Niech M > 0 b¦dzie dowoln¡, lecz

ustalon¡ liczb¡ oraz, dla dowolnego n ≥ 1, we¹my liczb¦ caªkowit¡ kn ≥ 1 tak¡, »e

knλnT > M . Wówczas, na mocy lematu 2.1.2 wnosimy, »e dla wszystkich m ≥ 1

i n ≥ 1,

‖(1−χm)vn(0)‖2
L2 = ‖(1−χm)vn(knλnT )‖2

L2 ≤ R2
0e
−2aknλnT +αm ≤ R2

0e
−2aM +αm,

gdzie ci¡g (αm) jest zbie»ny do 0, gdy m → +∞, za± χm jest funkcj¡ charaktery-

styczn¡ kuli B(0,m). Z dowolno±ci M > 0 wnioskujemy, »e ‖(1 − χm)vn(0)‖L2 ≤
√
αm dla wszystkich m,n ≥ 1. Dalej, z twiedzenia Rellicha-Kondraszowa wynika,

»e dla dowolnego m ≥ 1, zbiór {χmvn(0)}n≥1 jest relatywnie zwarty w L2(RN).

W konsekwencji, ª¡cz¡c powy»sze fakty, {vn(0)}n≥1 jest relatywnie zwarty w L2(RN).

Co wiecej, jako ci¡g ograniczony wH1(RN), na mocy twierdzenia Eberleina-�muliana,

(vn(0)) posiada podci¡g sªabo zbie»ny do pewnego v̄0 ∈ H1(RN). A zatem mo»emy

zaªo»y¢, »e vn(0)→ v̄0 w L2(RN), gdy n→ +∞. Bez zmniejszenia ogólno±ci rozwa-

»a« mo»emy zaªo»y¢, »e λn → λ0 gdy n→ +∞ dla pewnego λ0 ∈ [0, 1].

Zaªó»my najpierw, »e λ0 ∈ (0, 1]. Niech funkcje fn : [0,+∞) × RN × R → R,
n ≥ 1 b¦d¡ okre±lone wzorem

fn(t, x, z) := ρ−1
n f(t, x, ρnz) dla wszystkich t ≥ 0, x ∈ RN , z ∈ R.

Wówczas, z (8) i z (1.18) wynika, »e

lim
n→+∞

fn(t, x, z) = ω(t, x)z dla t ≥ 0, z ∈ R i p.w. x ∈ RN

oraz ‖fn(t, ·, 0)‖L2 = ρ−1
n ‖f(t, ·, 0)‖L2 ≤ ρ−1

n ‖m0‖L2 → 0, gdy n→ +∞. To oznacza,

»e stosuj¡c twierdzenie 1.4.8 do (3.10), mamy zn(t)→ z0(t) gdy n→ +∞ wH1(RN),

jednostajnie wzgl¦dem t ze zwartych podzbiorów (0,+∞), gdzie z0 : [0,+∞) →
H1(RN) jest T -okresowym rozwi¡zaniem

∂z

∂t
= λ0∆z + λ0ω(t, x)z.
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W konsekwencji, zn(T ) → z0(T ) w H1(RN), gdy n → +∞. Oczywi±cie zn(0) =

zn(T ) dla wszystkich n ≥ 0 a poniewa» ‖zn(0)‖H1 = ‖vn(0)‖H1 → 1 gdy n → +∞,

wi¦c st¡d wnosimy, »e ‖z0(0)‖H1 = 1. Otrzymujemy zatem istnienie nietrywialnego,

T -okresowego rozwi¡zania równania (3.8) z λ := λ0. Otrzymana sprzeczno±¢ dowo-

dzi tezy.

Zaªó»my teraz, »e λ0 = 0. Wówczas, z twierdzenia 1.4.9 zastosowanego do za-

gadnienia
∂v

∂t
= ∆v + fn(t/λn, x, v), x ∈ RN , t > 0,

w którym funkcje fn, n ≥ 1, s¡ okre±lone jak w przypadku λ0 ∈ (0, 1], wynika,

»e vn(t) → v̂(t), gdy n → +∞ w H1(RN), przy czym zbie»no±¢ ta jest jedno-

stajna wzgl¦dem t nale»¡cych do zwartych podzbiorów (0,+∞), gdzie v̂ : [0,+∞)→
H1(RN) jest nietrywialnym rozwi¡zaniem

∂v

∂t
= ∆v + ω̂(x)v, x ∈ RN , t > 0.

Zauwa»my, »e dowolnego t > 0 oraz kn := [t/λnT ], n ≥ 1, mamy

vn(0) = vn(knλnT )→ v̂(t) w H1(RN), gdy n→ +∞,

a wi¦c w szczególno±ci

vn(0)→ v̂(T ) w H1(RN), gdy n→ +∞.

Poniewa» ‖vn(0)‖H1 → 1, gdy n → +∞, wi¦c z powy»szego rozumowania wynika,

»e v̂ ≡ v̄0, ‖v̄0‖H1 = 1 oraz, w konsekwencji,

0 = ∆v̄0(x) + ω̂(x)v̄0(x), x ∈ RN .

Zatem Ker(∆ + ω̂) 6= {0}, gdy» ‖v̄0‖H1 6= 0. Otrzymana sprzeczno±¢ z zaªo»eniem

ko«czy dowód (i).

(ii) Zaªó»my, »e teza nie jest prawdziwa. To oznacza, »e istniej¡ ci¡g (λn) w (0, 1)

oraz T -okresowe rozwi¡zania un : [0,+∞)→ H1(RN), n ≥ 1, równania

∂u

∂t
= λn∆u+ λnf(t, x, u), x ∈ RN , t > 0,

takie, »e ‖un(0)‖H1 > 0, n ≥ 1, oraz ‖un(0)‖H1 → 0+ gdy n → +∞. Poªó»my

ρn := ‖un(0)‖H1 oraz niech zn(t) := un(t)/ρn. Wówczas, dla ka»dego n ≥ 1, funkcja

zn jest T -okresowym rozwi¡zaniem

∂z

∂t
= λn∆z + λnρ

−1
n f(t, x, ρnz), x ∈ RN , t > 0. (3.12)
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Co wi¦cej, dla ka»dego n ≥ 1, funkcja vn : [0,+∞) → H1(RN) dana wzorem

vn(t) := zn(t/λn) jest rozwi¡zaniem zagadnienia

∂v

∂t
= ∆v + ρ−1

n f(t/λn, x, ρnv), x ∈ RN , t > 0. (3.13)

Oczywi±cie ρn → 0+, gdy n → +∞ i zauwa»my, »e dla n ≥ 1, ‖zn(0)‖H1 =

‖vn(0)‖H1 = 1. Okre±lmy gn : [0,+∞) × RN × R → R, kªad¡c gn(t, x, v) :=

ρ−1
n f(t/λn, x, ρnv), n ≥ 1, t ≥ 0, x ∈ RN , v ∈ R. Poniewa» funkcje gn, n ≥ 1

speªniaj¡ zaªo»enia (1.18) ze wspóln¡ funkcj¡ m0 i (1.19) ze wspóln¡ funkcj¡ l oraz

{vn(0)}n≥1 jest ograniczony, korzystaj¡c z twierdzenia 1.4.4 i lematu 1.1.7, otrzy-

mujemy istnienie staªej R0 > 0 takiej, »e ‖vn(t)‖H1 ≤ R0 dla wszystkich n ≥ 1

i t ≥ 0. Niech M > 0 b¦dzie dowoln¡, lecz ustalon¡ liczb¡ oraz, dla dowolnego

n ≥ 1, we¹my liczb¦ caªkowit¡ kn ≥ 1 tak¡, »e knλnT > M . Wówczas, na mocy

lematu 2.1.2 wnosimy, »e dla wszystkich m ≥ 1 i n ≥ 1,

‖(1−χm)vn(0)‖2
L2 = ‖(1−χm)vn(knλnT )‖2

L2 ≤ R2
0e
−2aknλnT +αm ≤ R2

0e
−2aM +αm,

gdzie ci¡g (αm) jest zbie»ny do 0, gdy m → +∞, za± χm jest funkcj¡ charaktery-

styczn¡ kuli B(0,m). Z dowolno±ci M > 0 wnioskujemy, »e ‖(1 − χm)vn(0)‖L2 ≤
√
αm dla wszystkich m,n ≥ 1. Dalej, z twiedzenia Rellicha-Kondraszowa wynika,

»e dla dowolnego m ≥ 1, zbiór {χmvn(0)}n≥1 jest relatywnie zwarty w L2(RN).

W konsekwencji, ª¡cz¡c powy»sze fakty, {vn(0)}n≥1 jest relatywnie zwarty w L2(RN).

Co wiecej, jako ci¡g ograniczony w H1(RN), na mocy twierdzenia Eberleina- �mu-

liana, (vn(0)) posiada podci¡g sªabo zbie»ny do pewnego v̄0 ∈ H1(RN). A zatem

mo»emy zaªo»y¢, »e vn(0)→ v̄0 w L2(RN), gdy n→ +∞. Bez zmniejszenia ogólno-

±ci rozwa»a« mo»emy zaªo»y¢, »e λn → λ0, gdy n→ +∞ dla pewnego λ0 ∈ [0, 1].

Zaªó»my najpierw, »e λ0 ∈ (0, 1]. Niech funkcje fn : [0,+∞) × RN × R → R,
n ≥ 1 b¦d¡ okre±lone wzorem

fn(t, x, z) := ρ−1
n f(t, x, ρnz) dla wszystkich t ≥ 0, z ∈ R i p.w. x ∈ RN .

Wówczas, z (7) wynika, »e

lim
n→+∞

fn(t, x, z) = α(t, x)z dla t ≥ 0, z ∈ R i p.w. x ∈ RN

oraz ‖fn(t, ·, 0)‖L2 = 0 dla n ≥ 1 1. To oznacza, »e stosuj¡c twierdzenie 1.4.8 do

(3.12) mamy zn(t) → z0(t), gdy n → +∞ w H1(RN), jednostajnie wzgl¦dem t ze

zwartych podzbiorów (0,+∞), gdzie z0 : [0,+∞) → H1(RN) jest T -okresowym

rozwi¡zaniem
∂z

∂t
= λ0∆z + λ0α(t, x)z.

1Zauwa»my, »e z zaªo»enia (7) wynika, »e f(t, x, 0) = 0 dla wszystkich t ≥ 0 i x ∈ RN .
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W konsekwencji, zn(T ) → z0(T ) w H1(RN), gdy n → +∞. Oczywi±cie zn(0) =

zn(T ) dla wszystkich n ≥ 0 a poniewa» ‖zn(0)‖H1 = 1 dla wszystkich n ≥ 1 wi¦c

st¡d wnosimy, »e ‖z0(0)‖H1 = 1. Otrzymujemy zatem istnienie nietrywialnego, T -

okresowego rozwi¡zania równania (3.9) z λ := λ0. Otrzymana sprzeczno±¢ dowodzi

tezy.

Zaªó»my teraz, »e λ0 = 0. Wówczas, z twierdzenia 1.4.9 zastosowanego do

zagadnienia
∂v

∂t
= ∆v + fn(t/λn, x, v), x ∈ RN , t > 0,

w którym funkcje fn, n ≥ 1, s¡ okre±lone jak w przypadku λ0 ∈ (0, 1], wynika,

»e vn(t) → v̂(t), gdy n → +∞ w H1(RN), przy czym zbie»no±¢ ta jest jedno-

stajna wzgl¦dem t nale»¡cych do zwartych podzbiorów (0,+∞), gdzie v̂ : [0,+∞)→
H1(RN) jest nietrywialnym rozwi¡zaniem

∂v

∂t
= ∆v + α̂(x)v, x ∈ RN , t > 0.

Zauwa»my, »e dowolnego t > 0 oraz kn := [t/λnT ], n ≥ 1, mamy

vn(0) = vn(knλnT )→ v̂(t) w H1(RN), gdy n→ +∞,

a wi¦c

vn(0)→ v̂(T ) w H1(RN), gdy n→ +∞.

Poniewa» ‖vn(0)‖H1 = 1, wi¦c z powy»szego rozumowania wynika, »e v̂ ≡ v̄0,

‖v̄0‖H1 = 1 oraz, w konsekwencji,

0 = ∆v̄0(x) + α̂(x)v̄0(x), x ∈ RN .

Zatem Ker(∆ + α̂) 6= {0}, gdy» ‖v̄0‖H1 6= 0. Otrzymana sprzeczno±¢ z zaªo»eniem

ko«czy dowód.

W przypadku, gdy funkcje ω oraz α nie zale»¡ od czasu, to wówczas równania,

odpowiednio (3.8) i (3.9), nie posiadaj¡ T -okresowych rozwi¡za« dla parametru λ ∈
(0, 1]. W przypadku, gdy funkcje te zale»¡ od czasu, zaªo»enie dotycz¡ce nieistnienia

T -okresowych rozwi¡za« mo»na efektywnie zwery�kowa¢ przy pewnym dodatkowym

warunku.

Twierdzenie 3.2.2. Zaªó»my, »e

sup
t∈[0,T ]

‖ω0(t, ·)‖Lp <


p1/2pω̄

1−1/2p
∞

21/2p , gdy N = 1, 2 < p <∞,
p1/pω̄

(1−1/p)
∞

41/p , gdy N = 2, 2 < p <∞,
ω̄

1−N/2p
∞

(N/2p)N/2pC(N)N/p
, gdy N ≥ 3, N ≤ p <∞,

(3.14)

gdzie C(N) > 0 jest staª¡ z nierówno±ci ‖u‖
L

2N
N−2
≤ C(N)‖∇u‖L2, u ∈ H1(RN) 1.

1patrz twierdzenie 5.3.3.
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Wówczas, dla λ ∈ (0, 1], równanie (3.8) nie posiada T -okresowych rozwi¡za« 2.

Zanim przyst¡pimy do dowodu sformuªujmy kilka faktów pomocniczych.

Lemat 3.2.3. Dla dowolnej funkcji u ∈ H1(R) zachodzi nierówno±¢

‖u‖2
L∞ ≤ 2‖u‖L2‖u′‖L2 .

Dowód. Poniewa» u ∈ H1(R), wi¦c u posiada ci¡gªego reprezentanta, tzn.istnieje

ũ ∈ C(R) taka, »e u = ũ p.w. na R. Zatem, bez zmniejszenia ogólno±ci rozwa»a«,

mo»emy zaªo»y¢, »e u jest funkcj¡ ci¡gª¡. Poniewa» u ∈ H1(R), wi¦c dla dowolnego

ε > 0 istnieje x0 ∈ R takie, »e |u(x0)|2 ≤ ε. Dla dowolnego x ∈ R mamy

u(x)2 − u(x0)2 =

∫ x

x0

2u(y)u′(y) dy.

St¡d oraz z nierówno±ci Cauchy'ego-Schwarza mamy

‖u‖2
L∞ ≤ 2‖u‖L2‖u′‖L2 + ε,

co wobec dowolno±ci ε > 0 implikuje »¡dan¡ nierówno±¢.

Lemat 3.2.4. Zaªó»my, »e N ≥ 2. Wówczas dla dowolnej funkcji u ∈ C∞c (RN)

oraz m ≥ 1 zachodzi nierówno±¢

‖u‖mLmN/(N−1) ≤ m‖u‖m−1
L(m−1)N/(N−1)‖∇u‖LN . (3.15)

Dowód powy»szego lematu zawarty jest w dowodzie twierdzenia 9.9 w [10].

Lemat 3.2.5. Dla dowolnej funkcji u ∈ H1(R2) speªniona jest nierówno±¢

‖u‖2
L4 ≤ 2‖u‖L2‖∇u‖L2 . (3.16)

Dowód. Aby si¦ o tym przekona¢ we¹my dowoln¡ funkcj¦ u ∈ H1(R2). Wówczas,

z g¦sto±ci zbioru C∞c (R2) w H1(R2) wynika, »e istnieje ci¡g (un) w C∞c (R2) taki, »e

un → u w H1(R2), gdy n→ +∞. Bez zmniejszenia ogólno±ci mo»emy wi¦c zaªo»y¢,

»e un → u p.w., gdy n→ +∞. Dalej, z lematu 3.2.4 (dla m = 2 i N = 2), mamy

‖un‖2
L4 ≤ 2‖un‖L2‖∇un‖L2 .

Poniewa» H1(R2) ⊂ L4(R2), wi¦c (un) jest ci¡giem Cauchy'ego w L4(R2). W kon-

sekwencji, un → u w L4(R2), gdy n→ +∞ oraz

‖u‖2
L4 ≤ 2‖u‖L2‖∇u‖L2 dla u ∈ H1(R2).

To ko«czy dowód.
2Analogicznie mo»na zwery�kowa¢ brak istnienia rozwi¡za« okresowych dla równania (3.9) za-

st¦puj¡c w (3.14) funkcj¦ ω0 przez α0 oraz ω̄∞ przez ᾱ∞.
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Dowód twierdzenia 3.2.2. Przypu±¢my, »e u jest nietrywialnym, T -okresowym

rozwi¡zaniem równania (3.8). Wówczas dla wszystkich t > 0 mamy

d

dt

1

2λ
‖u(t)‖2

L2 = −
∫
RN
|∇u(t)|2 dx−

∫
RN
ω∞(t, x)|u(t)|2 dx+

∫
RN
ω0(t, x)|u(t)|2 dx.

(3.17)

Zaªó»my napierw, »e N = 1 i 2 < p < ∞. Z (3.17) oraz nierówno±ci Höldera

i nierówno±ci interpolacyjnej wynika, »e∫ T

0

(
‖∇u(t)‖2

L2 + ω̄∞‖u(t)‖2
L2

)
dt ≤

∫ T

0

‖ω0(t, ·)‖Lp‖u(t)‖2−2/p

L2 ‖u(t)‖2/p
L∞ dt,

co na mocy lematu 3.2.3 implikuje, »e∫ T

0

(
‖∇u(t)‖2

L2 + ω̄∞‖u(t)‖2
L2

)
dt

≤ 21/p

∫ T

0

‖ω0(t, ·)‖Lp‖∇u(t)‖1/p

L2 ‖u(t)‖2−1/p

L2 dt. (3.18)

Z nierówno±ci Younga (patrz Dodatek, twierdzenie 5.1.1) wynika, »e dla dowolnego

ε > 0 i ustalonego t ∈ [0, T ],

‖ω0(t, ·)‖Lp‖∇u(t)‖1/p

L2 ‖u(t)‖2−1/p

L2 ≤
‖ω0(t, ·)‖2p

Lp‖∇u(t)‖2
L2

2pε2p
+
ε2p/(2p−1)‖u(t)‖2

L2

2p/(2p− 1)
(3.19)

Dobierzmy ε = ε(t) tak, aby 21/p ‖ω0(t,·)‖2p
Lp

2pε2p
= 1, tzn. niech

ε(t) :=

(
2(1−p)/p

p

)1/2p

‖ω0(t, ·)‖Lp .

Wówczas, z (3.18), (3.19) oraz zaªo»enia (3.14) wynika, »e

ω̄∞

∫ T

0

‖u(t)‖2
L2 dt ≤ 21/p2p− 1

2p

∫ T

0

ε(t)2p/(2p−1)‖u(t)‖2
L2 dt

≤ 21/p

(
2(1−p)/p

p

)1/(2p−1)

sup
t∈[0,T ]

‖ω0(t, ·)‖2p/(2p−1)
Lp

∫ T

0

‖u(t)‖2
L2 dt

=

(
2

p

)1/(2p−1)

sup
t∈[0,T ]

‖ω0(t, ·)‖2p/(2p−1)
Lp

∫ T

0

‖u(t)‖2
L2 dt

< ω̄∞

∫ T

0

‖u(t)‖2
L2 dt.

Otrzymana sprzeczno±¢ ko«czy dowód w przypadku, gdy N = 1.

Zaªó»my teraz »e N = 2 i 2 < p < ∞. Wówczas z (3.17) oraz nierówno±ci

Höldera i nierówno±ci interpolacyjnej wynika, »e∫ T

0

(
‖∇u(t)‖2

L2 + ω̄∞‖u(t)‖2
L2

)
dt≤

∫ T

0

‖ω0(t, ·)‖Lp‖u(t)‖4/p

L4 ‖u(t)‖2−4/p

L2 dt,
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co na mocy lematu 3.2.5 daje∫ T

0

(
‖∇u(t)‖2

L2 + ω̄∞‖u(t)‖2
L2

)
dt≤22/p

∫ T

0

‖ω0(t, ·)‖Lp‖∇u(t)‖2/p

L2 ‖u(t)‖2−2/p

L2 dt.

(3.20)

Korzystaj¡c z nierówno±ci Younga, otrzymujemy dla dowolnego ε > 0 i ustalonego

t ∈ [0, T ]

‖ω0(t, ·)‖Lp‖∇u(t)‖2/p

L2 ‖u(t)‖2−2/p

L2 ≤
‖ω0(t, ·)‖pLp‖∇u(t)‖2

L2

pεp
+
εp/(p−1)‖u(t)‖2

L2

p/(p− 1)
.

(3.21)

Wybierzmy ε = ε(t) > 0 takie, »e 22/p

pεp
‖ω0(·, t)‖pLp = 1, tzn. niech

ε(t) :=
22/p2

p1/p
‖ω0(·, t)‖Lp .

Wówczas, z (3.20), (3.21) i zaªo»enia (3.14) mamy

ω̄∞

∫ T

0

‖u(t)‖2
L2 ≤ 22/p (p− 1)

p

∫ T

0

ε(t)p/(p−1)‖u(t)‖2
L2 dt

≤
(

4

p

)1/(p−1)

sup
t∈[0,T ]

‖ω0(t, ·)‖p/(p−1)
Lp

∫ T

0

‖u(t)‖2
L2 dt

< ω̄∞

∫ T

0

‖u(t)‖2
L2 dt,

co jest sprzeczne.

Rozwa»my teraz przypadek N ≥ 3 i niech N ≤ p < +∞. Wykorzystuj¡c nierów-

no±ci Höldera, nierówno±¢ interpolacyjn¡ i nierówno±¢ Sobolewa, z (3.17) dostajemy,∫ T

0

(
‖∇u(t)‖2

L2 + ω̄∞‖u(t)‖2
L2

)
dt≤

∫ T

0

‖ω0(t, ·)‖Lp‖u(t)‖N/p
L2N/(N−2)‖u(t)‖2−N/p

L2 dt

≤C(N)N/p
∫ T

0

‖ω0(·, t)‖Lp‖∇u(t)‖N/pL2 ‖u(t)‖2−N/p
L2 dt.

Na mocy nierówno±ci Younga mamy dla dowolnego ε > 0 i ustalonego t ∈ [0, T ],

‖ω0(·, t)‖Lp‖∇u(t)‖
N
p

L2‖u(t)‖
2−N

p

L2 ≤
N/2p

ε
2p
N

‖ω0(·, t)‖
2p
N
Lp‖∇u(t)‖2

L2+

(
1−N

2p

)
ε

2p
2p−N‖u(t)‖2

L2 .

Bior¡c ε = ε(t) takie, »e N
2p
· C(N)N/p

ε(t)
2p
N

‖ω0(·, t)‖
2p
N
Lp = 1, tzn.

ε(t) = (N/2p)N/2pC(N)N
2/2p2‖ω0(·, t)‖Lp
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i korzystaj¡c z (3.14), mamy

ω̄∞

∫ T

0

‖u(t)‖2
L2 dt ≤ C(N)N/p

(
1− N

2p

)∫ T

0

ε(t)
2p

2p−N ‖u(t)‖2
L2 dt

≤ (N/2p)N/(2p−N)C(N)2N/(2p−N)

∫ T

0

‖ω0(·, t)‖
2p

2p−N
Lp ‖u(t)‖2

L2 dt

≤ (N/2p)N/(2p−N)C(N)2N/(2p−N) sup
t∈[0,T ]

‖ω0(·, t)‖
2p

2p−N
Lp

∫ T

0

‖u(t)‖2
L2 dt

< ω̄∞

∫ T

0

‖u(t)‖2
L2 dt,

Otrzymana sprzeczno±¢ dowodzi, »e (3.8) nie posiada nietrywialnych, T -okresowych

rozwi¡za«.

3.3 Rozwi¡zania okresowe

Przejd¹my teraz do omówienia gªównych wyników, tj. do kryteriów stwierdzaj¡cych

istnienie T -okresowych rozwi¡za« równania (3.7).

Twierdzenie 3.3.1. Niech f : [0,+∞) × RN × R → R b¦dzie odwzorowaniem

speªniaj¡cym warunki (1.17), (1.18), (1.19), (1.20) oraz (8). Je»eli równanie (3.8)

nie posiada niezerowych, T -okresowych rozwi¡za« dla λ ∈ (0, 1] oraz Ker (∆ + ω̂) =

{0}, gdzie ω̂ : RN → R, ω̂(x) := 1
T

∫ T
0
ω(t, x) dt, to rówanie (3.7) posiada T -okresowe

rozwi¡zanie

u ∈ C([0,+∞), H2(RN)) ∩ C1([0,+∞), L2(RN)).

Dowód. Oznaczmy przez Φt : H1(RN) → H1(RN), t > 0, operator przesuni¦cia

wzdªu» trajektorii stowarzyszony z równaniem (3.7). Z zaªo»enia (8) widzimy, »e

lim
|u|→+∞

f̂(x, u)

u
= ω̂(x) dla x ∈ RN .

Zatem na podstawie twierdzenia 2.4.1 (i) otrzymujemy istnienie staªej R0 > 0 takiej,

»e równanie

∆u(x) + f̂(x, u(x)) = 0, x ∈ RN ,

nie posiada rozwi¡za« w zbiorze H1(RN) \BH1(0, R0) oraz istnienie t0 > 0 takiego,

»e dla wszystkich t ∈ (0, t0],

Induc(Φ̂t, BH1(0, R0)) = (−1)m(∞). (3.22)
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Na mocy twierdzenia 3.2.1 oraz zaªo»enia, zwi¦kszaj¡c R0 w razie potrzeby, stwier-

dzamy, »e (3.6) nie posiada T -okresowych rozwi¡za« zaczynaj¡cych si¦ w H1(RN) \
BH1(0, R0). Przyjmuj¡c U := BH1(0, R0) oraz stosuj¡c wniosek 3.1.2 dostajemy

Induc(ΦT , BH1(0, R0)) = lim
t→0+

Induc(Φ̂t, BH1(0, R0)),

co razem z (3.22) implikuje, »e

Induc(ΦT , BH1(0, R0)) = (−1)m(∞).

To, na mocy wªasno±ci istnienia indeksu punktów staªych dla odwzorowa« ostatecz-

nie zwartych (patrz Dodatek, str. 123), oznacza, »e istnieje ū ∈ BH1(0, R0) takie, »e

ΦT (ū) = ū, a tym samym otrzymujemy istnienie T -okresowego rozwi¡zania rówania

(3.7).

Kolejne twierdzenie rozstrzyga kwesti¦ istnienia T -okresowych rozwi¡za« równa-

nia (3.7) w sytuacji, gdy istnieje trywialne rozwi¡zanie u ≡ 0, a samo twierdzenie

3.3.1 nie implikuje istnienia nietrywialnych okresowych rozwi¡za«.

Twierdzenie 3.3.2. Zaªó»my, »e speªnione s¡ wszystkie zaªo»enia twierdzenia 3.3.1

oraz zachodzi (7) i Ker (∆+α̂) = {0}. Je±li równanie (3.9) nie posiada T -okresowych
rozwi¡za« dla λ ∈ (0, 1] oraz m(∞) 6≡ m(0) mod 2, gdzie m(0) i m(∞) oznaczaj¡

liczb¦ dodatnich warto±ci wªasnych (wraz z krotno±ciami) operatorów, odpowiednio

∆ + α̂ i ∆ + ω̂, to równanie (3.7) posiada nietrywialne, T -okresowe rozwi¡zanie

u ∈ C([0,+∞), H2(RN)) ∩ C1([0,+∞), L2(RN)).

Dowód. Na mocy twierdzenia 2.4.1 otrzymujemy istnienie R0, r0 > 0 takich, »e

lim
t→0+

Induc(Φ̂t, BH1(0, R)) = (−1)m(∞), gdy R ≥ R0, (3.23)

oraz

lim
t→0+

Induc(Φ̂t, BH1(0, r)) = (−1)m(0), gdy 0 < r ≤ r0. (3.24)

Dalej, z twierdzenia 3.2.1 wynika, »e istniej¡ R ≥ R0 oraz r ∈ (0, r0] takie, »e dla λ ∈
(0, 1] zagadnienie (3.6) nie posiada rozwi¡za« o tej wªasno±ci, »e u(0) ∈ BH1(0, r) ∪(
H1(RN) \BH1(0, R)

)
. Poªó»my wi¦c U := BH1(0, R) \ BH1(0, r) i skorzystajmy

z wniosku 3.1.2. Wówczas

Induc(ΦT , U) = lim
t→0+

Induc(Φ̂t, U),
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co razem z (3.23) i (3.24), na podstawie wªasno±ci addytywno±ci indeksu punktów

staªych dla klasy odwzorowa« ostatecznie zwartych (patrz Dodatek, str. 123), daje

Induc(ΦT , U) = lim
t→0+

Induc(Φ̂t, BH1(0, R))− lim
t→0+

Induc(Φ̂t, BH1(0, r))

= (−1)m(∞) − (−1)m(0) 6= 0.

Zatem istnieje punkt staªy operatora ΦT w U .





Rozdziaª 4

Rozwi¡zania okresowe równa«

parabolicznych w rezonansie

Rozdziaª ten po±wi¦cowy jest omówieniu otrzymanych wyników dotycz¡cych istnienia

T -okresowych rozwi¡za« równa« parabolicznych postaci

∂u

∂t
= ∆u+ V (x)u+ f(t, x, u), x ∈ RN , t > 0,

gdzie f jest odwzorowaniem ci¡gªym i ograniczonym przez funkcj¦ z przestrzeni L2(RN ),

za± liniowa cz¦±¢ powy»szego równania ∆ + V ma nietrywialne j¡dro. Dowodz¦ w nim

rezonansowej wersji zasady u±redniania, która pozwala wyrazi¢ indeks punktów staªych

(dla klasy odwzorowa« ostatecznie zwartych) operatora przesuni¦cia wzdªu» trajektorii dla

rodziny zagadnie«

∂u

∂t
= ∆u+ V (x)u+ εf(t, x, u), x ∈ RN , t > 0,

gdzie ε ∈ [0, 1] jest parametrem, w terminach stopnia Brouwera odwzorowania f̂ obci¦-

tego do sko«czenie wymiarowej przestrzeni N := Ker(∆ + V ). Nast¦pnie wykorzystuj¡c

technik¦ u±redniania i kontynuacji wzdªu» parametru ε, dzi¦ki odpowiednim warunkom

typu Landesmana-Lazera naªo»onym na nieliniowo±¢ f , dowodz¦ kryterium stwierdzaj¡ce

istnienie T -okresowych rozwi¡za« wyj±ciowego równania.

4.1 Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale rozwa»a¢ b¦dziemy równanie
∂u

∂t
(x, t) = ∆u(x, t) + V (x)u(x, t) + f(t, x, u(x, t)), t > 0, x ∈ RN ,

u(·, t) ∈ H1(RN), t ≥ 0,
(4.1)

81
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w którym V = V0 − V∞, V0 ∈ Lp(RN), gdzie p jest jak w (3) (patrz str. 5) oraz

V∞(x) ≥ v̄∞ dla p.w. x ∈ RN i pewnej liczby rzeczywistej v̄∞ > 0, natomiast

f : [0,+∞) × RN × R → R jest odwzorowaniem ci¡gªym, T -okresowym wzgl¦dem

pierwszej zmiennej, tzn.

f(t, x, u) = f(t+ T, x, u) dla t ≥ 0, x ∈ RN , u ∈ R, (4.2)

oraz speªniaj¡cym dla wszystkich t, s ∈ [0,+∞), u, v ∈ R i p.w. x ∈ RN nast¦puj¡ce

warunki

|f(t, x, u)| ≤ m0(x), (4.3)

|f(t, x, u)− f(s, x, v)| ≤
(
k̃(x) + k(x)|u|

)
|t− s|θ + l(x)|u− v| (4.4)

dla pewnych m0, k̃ ∈ L2(RN), k, l ∈ Lp(RN) oraz staªej θ ∈ (0, 1).

Interesowa¢ nas b¦dzie sytuacja, w której równanie (4.1) jest w rezonansie w nie-

sko«czono±ci, tzn. gdy linearyzacja w niesko«czono±ci ma nietrywialne j¡dro. Zakªa-

da¢ b¦dziemy równie», »e nieliniowo±¢ f speªnia jeden z warunków typu Landesmana-

Lazera, tj. albo dla dowolnej funkcji φ ∈ N \ {0}, gdzie N := Ker(∆ + V ),∫ T

0

(∫
{φ>0}

f̌+(t, x)φ(x) dx+

∫
{φ<0}

f̂−(t, x)φ(x) dx

)
dt > 0, (4.5)

gdzie f̌+(t, x) := lim infs→+∞ f(t, x, s) oraz f̂−(t, x) := lim sups→−∞ f(t, x, s), albo∫ T

0

(∫
{φ>0}

f̂+(t, x)φ(x) dx+

∫
{φ<0}

f̌−(t, x)φ(x) dx

)
dt < 0, (4.6)

gdzie f̂+(t, x) := lim sups→+∞ f(t, x, s) i f̌−(t, x) := lim infs→−∞ f(t, x, s).

Uwaga 4.1.1. (i) Dzi¦ki wªasno±ci jednoznacznej kontynuacji (z ang. unique con-

tinuation property) mo»na udowodni¢ (patrz [32], [38], [46], [62]), »e przy powy»-

szych zaªo»eniach dotycz¡cych V , dla dowolnego u ∈ Ker(∆ + V ), miara zbioru

{x ∈ RN | u(x) = 0} jest równa 0.

(ii) Je±li f̌+ ≥ 0, f̂− ≤ 0 oraz obie funkcje nie s¡ równe p.w. funkcji zerowej, to

speªniony jest warunek (4.5). Istotnie, wówczas dla dowolnej funkcji φ ∈ Ker(∆+V )

i dowolnego t ≥ 0 mamy∫
{φ>0}

f̌+(t, x)φ(x) dx+

∫
{φ<0}

f̂−(t, x)φ(x) dx ≥ 0.

Zauwa»my (podobnie jak w [52] i [53]), »e wspomniana w (i) wªasno±¢ jednoznacznej

kontynuacji implikuje φ(x) 6= 0 p.w. oraz RN \ ({φ > 0} ∪ {φ < 0}) jest zbiorem
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miary 0 i dlatego∫
{φ>0}

f̌+(t, x)φ(x) dx+

∫
{φ<0}

f̂−(t, x)φ(x) dx > 0,

co implikuje (4.5).

Je»eli natomist f̂+ ≤ 0, f̌− ≥ 0 oraz obie funkcje nie s¡ równe p.w. funkcji zerowej,

to speªniony jest warunek (4.6). Istotnie, wówczas dla dowolnej funkcji φ ∈ Ker(∆+

V ) i dowolnego t ≥ 0 mamy∫
{φ>0}

f̂+(t, x)φ(x) dx+

∫
{φ<0}

f̌−(t, x)φ(x) dx ≤ 0.

Wówczas (podobnie jak w [52] i [53]), wªasno±¢ jednoznacznej kontynuacji implikuje

φ(x) 6= 0 p.w. oraz RN \ ({φ > 0} ∪ {φ < 0}) jest zbiorem miary 0 i dlatego∫
{φ>0}

f̂+(t, x)φ(x) dx+

∫
{φ<0}

f̌−(t, x)φ(x) dx < 0,

co implikuje (4.6). �

W niniejszym rozdziale celem naszych rozwa»a« jest stwierdzenie istnienia T -

okresowego rozwi¡zania u ∈ C([0,+∞), H2(RN)) ∩ C1([0,+∞), L2(RN)) równania

(4.1).

4.2 Rezonansowa zasada u±redniania

Niech A0 : D(A0) → X b¦dzie liniowym operatorem na przestrzeni X := L2(RN)

okre±lonym nast¦puj¡co

A0u := −∆u dla u ∈ D(A0) := H2(RN).

Zde�niujmy operator V0 : D(V0)→ L2(RN), kªad¡c

[V0u](x) := V0(x)u(x) dla u ∈ D(V0) := H1(RN) i p.w. x ∈ RN ,

gdzie V0 ∈ Lp(RN), p jest jak w (3) oraz niech V∞ : L2(RN) → L2(RN) b¦dzie

operatorem okre±lonym wzorem

[V∞u](x) := V∞(x)u(x) dla u ∈ L2(RN) i p.w. x ∈ RN ,

gdzie V∞ ∈ L∞(RN) oraz V∞(x) ≥ v̄∞ dla p.w. x ∈ RN i pewnej liczby rzeczywistej

v̄∞ > 0. Poªó»my A := A0 − V0 + V∞. Zaªó»my dalej, »e odwzorowanie F :

[0,+∞)×H1(RN)→ L2(RN) okre±lone jest wzorem

[F(t, u)](x) := f(t, x, u) dla t ≥ 0, u ∈ H1(RN) i p.w. x ∈ RN ,
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gdzie f : [0,+∞)×RN×R→ R jest ci¡gªym odwzorowaniem speªniaj¡cym warunki

(4.3) i (4.4). Zatem mo»emy zastosowa¢ wyniki podrozdziaªów 2.1 i 2.2.

Twierdzenie 4.2.1. Zaªó»my, »e N := KerA 6= {0} i niech F : N → N b¦dzie

odwzorowaniem danym wzorem

F(u) :=
1

T

∫ T

0

PF(s, u) ds, u ∈ N , (4.7)

gdzie P : L2(RN)→ N jest projekcj¡ ortogonaln¡ na N . Zaªó»my dalej, »e otwarte,

ograniczone zbiory U ⊂ N i W ⊂ N⊥, gdzie

N⊥ := {u ∈ H1(RN) | (u, v)L2 = 0 ∀ v ∈ N}1,

s¡ takie, »e 0 /∈ F(∂U) i 0 ∈ W. Oznaczmy przez Φ
(ε)
T : H1(RN)→ H1(RN) operator

przesuni¦cia wzdªu» trajektorii (o czas T ) dla zagadnienia

u̇(t) = −Au(t) + εF(t, u), t > 0. (4.8)

Wówczas istnieje ε0 > 0 takie, »e dla ε ∈ (0, ε0], Φ
(ε)
T (ū) 6= ū dla ū ∈ ∂(U ⊕W ) oraz

Induc(Φ
(ε)
T , U ⊕W ) = (−1)m(∞)+dimNDegB(F, U),

gdzie m(∞) oznacza liczb¦ dodatnich warto±ci wªasnych (liczon¡ wraz z krotno-

±ciami) operatora −A oraz DegB oznacza stopie« topologiczny Brouwera.

Uwaga 4.2.2. Korzystaj¡c z uwagi 2.3.3 widzimy, »e zbiór σ(A)∩(−∞, v̄∞) skªada

si¦ z izolowanych warto±ci wªasnych operatora A, którym odpowiadaj¡ sko«czenie

wymiarowe przestrzenie wªasne. W szczególno±ci dimN < +∞.

Przejd¹my teraz do dowodu twierdzenia 4.2.1. Do jego przeprowadzenia po-

trzebne nam b¦d¡ nast¦puj¡ce fakty.

Lemat 4.2.3. Przypu±¢my, »e dany jest ci¡g funkcji ci¡gªych wn : [0, T ]→ L2(RN),

n ≥ 1, taki, »e dla wszystkich t ∈ [0, T ] i n ≥ 1, ‖wn(t)‖L2 ≤ K dla pewnej staªej

K > 0 oraz (wn(t)) zbiega do 0 w przestrzeni L2(RN), gdy n → +∞, jednostajnie

wzgl¦dem t ze zwartych podzbiorów (0, T ] oraz niech vn : [0, T ] → H1(RN) b¦dzie

ci¡giem T -okresowych rozwi¡za« problemu

v̇(t) = −Av(t) + wn(t), t ∈ [0, T ],

1Zauwa»my, »e N⊥ jest przestrzeni¡ domkni¦t¡ w H1(RN ) oraz H1(RN ) = N ⊕N⊥.
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takim, »e vn(0) → v̄0 w L2(RN), gdy n → +∞, dla pewnego v̄0 ∈ H1(RN). Wów-

czas vn(t) → v0(t) w H1(RN), gdy n → +∞, jednostajnie wzgl¦dem t ze zwartych

podzbiorów (0, T ], gdzie v0 jest rozwi¡zaniem zagadnienia{
v̇(t) = −Av(t), t ∈ [0, T ],

v(0) = v̄0.
(4.9)

Dowód. Ze wzoru Duhamela wynika, »e dla t ∈ [0, T ],

vn(t)− v0(t) = e−tA(vn(0)− v̄0) +

∫ t

0

e−(t−s)Awn(s) ds, (4.10)

co implikuje, »e

‖vn(t)− v0(t)‖H1 ≤ C1/2e
δT t−1/2‖vn(0)− v̄0‖L2 + C1/2e

δT

∫ t

0

(t− s)−1/2‖wn(s)‖L2 ds

dla pewnych staªych C1/2 > 0 i δ > 0 (patrz uwaga 5.7.13)1 Ustalmy η ∈ (0, T )

i niech t ∈ (η, T ]. Zauwa»my, »e∫ t

0

(t− s)−1/2‖wn(s)‖L2 ds ≤
(

2

η

)1/2∫ t−η/2

0

‖wn(s)‖L2 ds+

∫ t

t−η/2
(t− s)−1/2‖wn(s)‖L2 ds

≤
(

2

η

)1/2∫ T

0

‖wn(s)‖L2 ds+ (2η)1/2 sup
s∈[η/2,T ]

‖wn(s)‖L2 .

Poniewa» ‖wn(t)‖L2 → 0, gdy n → +∞, jednostajnie wzgl¦dem t ze zwartych

podzbiorów (0, T ] oraz funkcje wn s¡ ograniczone w L2(RN) jednostajnie wzgl¦dem

n wnosimy, »e ‖vn(t) − v0(t)‖H1 → 0, gdy n → +∞, jednostajnie wzgl¦dem t ∈
(η, T ].

Lemat 4.2.4. (patrz [51, Lemma 13.1]) Niech θ(λ)
T : RN → RN b¦dzie operatorem

przesuni¦cia wzdªu» trajektorii stowarzyszonym z równaniem

u̇(t) = λF (u(t)), t > 0,

w którym λ ∈ [0, 1] jest parametrem oraz F : RN → RN jest odwzorowaniem ci¡gªym

i ograniczonym. Je»eli U ⊂ RN jest zbiorem otwartym, ograniczonym i takim, »e

F (x) 6= 0 dla x ∈ ∂U , to istnieje λ0 > 0 takie, »e dla wszystkich λ ∈ (0, λ0] mamy

θ
(λ)
T (x) 6= x oraz

IndLS(θ
(λ)
T , U) = DegB(−F,U).

Uwaga 4.2.5. Poniewa» N i N⊥ s¡ domkni¦tymi podprzestrzeniami przestrzeni

H1(RN), wi¦c je±li zbiory U ⊂ N i W ⊂ N⊥ s¡ owarte w topologiach indukowanych

z przestrzeni H1(RN), to zbiór U⊕W jest otwarty w H1(RN) oraz zachodzi równo±¢

∂(U ⊕W ) = ∂U ⊕WN⊥ ∪ UN ⊕ ∂W.
1δ > 0 jest liczb¡ rzeczywist¡ tak¡, »e σ(A + δI) ⊂ {z ∈ C | Re z > 0}.
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Dowód twierdzenia 4.2.1.

Krok 1. Oznaczmy przez Θ
(ε)
T : H1(RN) × [0, 1] → H1(RN), ε ∈ [0, 1], operator

przesuni¦cia wzdªu» trajektorii dla równania

u̇(t) = −Au(t) + εG(t, u, µ), t > 0, (4.11)

w którym G : [0,+∞) × H1(RN) × [0, 1] → L2(RN) jest odwzorowaniem danym

wzorem

G(t, u, µ) := (1− µ)F(t, (1− µ)u+ µP̃u) +
µ

T

∫ T

0

PF(s, (1− µ)u+ µP̃u) ds,

gdzie P̃ : H1(RN) → N jest obci¦ciem projekcji ortogonalnej na N w L2(RN).

Zauwa»my, »e dla t ∈ [0, T ] i u ∈ H1(RN),

G(t, u, 0) = F(t, u) oraz G(t, u, 1) = F(P̃u).

Wyka»emy najpierw, »e operator Θ
(ε)
T jest poprawnie okre±lonym odwzorowaniem

ostatecznie zwartym. W tym celu zauwa»my, wykorzystuj¡c twierdzenie 1.4.4, »e

dla wszystkich t, s ≥ 0, u, v ∈ H1(RN) i µ ∈ [0, 1] mamy

‖G(t, u, µ)−G(s, v, µ)‖L2 ≤ D(1 + ‖(1− µ)u+ µP̃u‖H1)|t− s|θ+

+ L‖(1− µ)(u− v) + µP̃(u− v)‖H1 + µL‖(1− µ)(u− v) + µP̃(u− v)‖H1

≤ D̃(1 + ‖u‖H1)|t− s|θ + L̃‖u− v‖H1

dla pewnych staªych D̃, L̃ > 0 i θ ∈ (0, 1). Co wi¦cej, dla wszystkich t ≥ 0,

u ∈ H1(RN) i µ ∈ [0, 1]

|G(t, u, µ)(x)| ≤ m0(x) + k0(x)‖m0‖L2 , (4.12)

gdzie k0(x) :=
∑dimN

k=1 |ϕk(x)| i {ϕk}dimN
k=1 jest baz¡ ortonormaln¡ przestrzeni N

z iloczynem skalarnym indukowanym z przestrzeni L2(RN). St¡d wnosimy, »e ist-

nieje staªa C > 0 taka, »e dla wszystkich t ≥ 0, u ∈ H1(RN) i µ ∈ [0, 1]

‖G(t, u, µ)‖L2 ≤ C. (4.13)

Dalej, widzimy, »e dla t ≥ 0, u ∈ H1(RN), µ, ν ∈ [0, 1],

‖G(t, u, µ)−G(t, u, ν)‖L2 ≤ |ρ(µ)− ρ(ν)|,

gdzie ρ ∈ C([0, 1]) jest funkcj¡ dan¡ wzorem ρ(µ) := 2‖m0‖L2 ·µ. Z powy»szych roz-

wa»a« wynika, »e G speªnia warunki (2.12), (2.13) i (2.14) (ze str. 44). Z twierdzenia

1.1.4 wynika, »e operator Θ
(ε)
T jest poprawnie okre±lony, za± z twierdzenia 2.2.4, »e
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nale»y on do klasy odwzorowa« ostatecznie zwartych (dla dowolnego ε ∈ (0, 1]).

Krok 2. Twierdzimy teraz, »e istnieje ε0 > 0 takie, »e dla ε ∈ (0, ε0],

Θ
(ε)
T (ū, µ) 6= ū dla ū ∈ ∂(U ⊕W ), µ ∈ [0, 1]. (4.14)

W przeciwnym wypadku istniej¡ ci¡gi (εn) w (0,+∞), (ūn) w ∂(U ⊕ W ) i (µn)

w [0, 1] takie, »e εn → 0+ oraz

Θ
(εn)
T (ūn, µn) = ūn dla wszystkich n ≥ 1. (4.15)

Niech funkcje un : [0,+∞) → H1(RN), n ≥ 1, b¦d¡ rozwi¡zaniami (4.11) z ε = εn

i µ = µn, speªniaj¡cymi warunek pocz¡tkowy un(0) = ūn. Wówczas z równo±ci

(4.15), twierdzenia 1.1.6 oraz wzoru Duhamela wynika, »e

ūn = un(T ) = e−TAūn + εn

∫ T

0

e−(T−s)A G(s, un(s), µn) ds.

Ponadto zauwa»my, »e dla dowolnej funkcji φ ∈ N mamy

(ūn, φ)L2 = (e−TAūn, φ)L2 + εn

∫ T

0

(e−(T−s)A G(s, un(s), µn), φ)L2 ds

= (Pe−TAūn, φ)L2 + εn

∫ T

0

(Pe−(T−s)A G(s, un(s), µn), φ)L2 ds,

co implikuje (patrz Dodatek, wniosek 5.8.2), »e∫ T

0

(G(s, un(s), µn), φ)L2 ds = 0 dla φ ∈ N . (4.16)

Bez straty ogólno±ci rozumowania mo»emy zaªo»y¢, »e µn → µ0, gdy n → +∞,

gdzie µ0 ∈ [0, 1]. Z (4.13) oraz lematu 1.1.7 wynika, »e istnieje R > 0 takie, »e

‖un(t)‖H1 ≤ R dla wszystkich t > 0 i n ≥ 1. Niech M > 0 b¦dzie dowoln¡, lecz

ustalon¡ liczb¡ oraz, dla dowolnego n ≥ 1, we¹my liczb¦ caªkowit¡ kn ≥ 1 tak¡, »e

knT > M . Na podstawie lematu 2.1.2 widzimy wi¦c, »e dla wszystkich m,n ≥ 1,

‖(1− χm)ūn‖2
L2 = ‖(1− χm)un(0)‖2

L2 = ‖(1− χm)un(knT )‖2
L2

≤ R2e−2v̄∞knT + αm ≤ R2e−2v̄∞M + αm, (4.17)

gdzie χm jest funkcj¡ charakterystyczn¡ kuli B(0,m) i αm → 0+, gdy m → +∞.

Z dowolno±ciM > 0 wynika, »e ‖(1−χm)ūn‖L2 ≤ √αm dla n ≥ 1. Dalej, z twierdze-

nia Rellicha-Kondraszowa wynika, »e {χmūn}n≥1 jest relatywnie zwarty w L2(RN).

W konsekwencji wnioskujemy, »e {ūn}n≥1 jest relatywnie zwarty w L2(RN). Ponie-

wa» jest on ograniczony w H1(RN), wykorzystuj¡c twierdzenia Eberleina-�muliana
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wnosimy, »e istnieje podci¡g (ūnk) ci¡gu (ūn) taki, »e ūnk → ū0 w L2(RN), gdy

k → +∞, gdzie ū0 ∈ H1(RN). Na podstawie lematu 4.2.31 widzimy, »e (un(t))

zbiega w H1(RN) do u0(t), jednostajnie wzgl¦dem t ∈ (0, T ], gdzie u0 jest rozwi¡za-

niem zagadnienia

u̇(t) = −Au(t), t ∈ (0, T ], u(0) = u(T ) = ū0.

Zatem ū0 ∈ N (patrz Dodatek, wniosek 5.8.2) oraz u0(t) = ū0 dla wszystkich

t ∈ [0,+∞). Przechodz¡c teraz w (4.16) do granicy z n → +∞, dostajemy

F(ū0) = 0, co przeczy zaªo»eniu, gdy» z uwagi 4.2.5 wynika, »e ū0 ∈ ∂U , jedno-

cze±nie dowodz¡c (4.14).

Krok 3. Z (4.14) wynika, »e Θ
(ε)
T jest odwzorowaniem dopuszczalnym w teorii

indeksu punktów staªych dla odwzorowa« ostatecznie zwartych, a zatem z wªasno±ci

homotopijnej niezmienniczo±ci indeksu punktów staªych otrzymujemy dla wszyst-

kich ε ∈ (0, ε0] nast¦puj¡c¡ równo±¢

Induc(Φ
(ε)
T , U ⊕W ) = Induc(Θ

(ε)
T (·, 0), U ⊕W ) = Induc(Θ

(ε)
T (·, 1), U ⊕W ). (4.18)

Niech Ψ
(ε)
T : N → N b¦dzie operatorem przesuni¦cia wzdªu» trajektorii stowarzy-

szonym z równaniem

u̇(t) = εF(u(t)), t > 0.

Wówczas z lematu 4.2.4 wynika, »e zmniejszaj¡c ε0 w razie potrzeby, dla wszystkich

ε ∈ (0, ε0] mamy

Ψ
(ε)
T (u) 6= u dla u ∈ ∂U. (4.19)

Okre±lmy operator ΨT : N⊥ → N⊥ wzorem

ΨT (v) := e−TAv, v ∈ N⊥.

Zauwa»my, »e zbiór σ(A) ∩ (−∞, 0) jest ograniczony i domkni¦ty, co jest konse-

kwencj¡ uwagi 4.2.2. Niech Ã b¦dzie obci¦ciem operatora A w przestrzeni X̃ orto-

gonalnej do N w L2(RN). Wówczas wiadomo (patrz Dodatek, twierdzenie 5.8.4), »e

istniej¡ domkni¦te podprzestrzenie X− i X+ przestrzeni X̃ takie, »e X−⊕X+ = X̃,

dimX− < +∞, Ã(X−) ⊂ X−, Ã(D(Ã) ∩X+) ⊂ X+, σ(Ã|X−) = σ(A) ∩ (−∞, 0),

σ(Ã|X+) = σ(A) ∩ (0,+∞). Okre±lmy Γ : N⊥ × [0, 1]→ N⊥ wzorem

Γ(v̄, µ) := (1− µ)ΨT (v̄) + µΨT (P−v̄),

1Oczywi±cie z (4.13) wynika, »e ‖εnG(t, un(t), µn)‖L2 ≤ C dla wszystkich n ≥ 1 i t ≥ 0.
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gdzie P− : N⊥ → X− jest obci¦ciem rzutowania na X− w L2(RN). Wówczas Γ jest

odwzorowaniem ostatecznie zwartym i takim, »e dla µ ∈ [0, 1],

Ker(I − Γ(·, µ)) = {0}. (4.20)

Istotnie, we¹my ograniczony zbiórB ⊂ H1(RN) o tej wªasno±ci, »eB = convH
1
Γ(B×

[0, 1]). To oznacza, »e B ⊂ convH
1
e−TA(B ∪ P−B). Poniewa» zbiór B ∪ P−B jest

ograniczony, twierdzenie 2.2.4 (iii) implikuje, »e B jest relatywnie zwarty w H1(RN),

co dowodzi ostatecznej zwarto±ci Γ. Dalej przypu±¢my, »e

e−TA((1− µ)v̄ + µP−v̄) = v̄ (4.21)

dla pewnego µ ∈ [0, 1] oraz v̄ ∈ N⊥. Poniewa» v̄ = v̄1+v̄2 dla pewnych v̄1 ∈ N⊥∩X−
i v̄2 ∈ N⊥ ∩X+ oraz P−v̄ = v̄1, wi¦c równo±¢ (4.21) implikuje, »e

e−TAv̄1 + (1− µ)e−TAv̄2 = v̄1 + v̄2.

Korzystaj¡c z faktu, »e e−TAv̄1 ⊂ X− oraz (1 − µ)e−TAv̄2 ⊂ X+ oraz jednoznacz-

no±ci rozkªadu wnosimy, »e e−TAv̄1 = v̄1 oraz (1 − µ)e−TAv̄2 = v̄2. Z pierwszej

równo±ci wynika natychmiast, »e v̄1 = 0. W przypadku, gdy µ = 0 lub µ = 1,

druga równo±¢ implikuje natychmiast v̄2 = 0. Je»eli natomiast µ ∈ (0, 1), to

v̄2 ∈ Ker(e−TA − 1
1−µI). Wiadomo jednak (patrz Dodatek, twierdzenie 5.8.1), »e

Ker(e−TA − 1
1−µI) = Ker( 1

T
ln 1

1−µI + A), a st¡d wynika, »e istnieje λ < 0 taka, »e

Av̄2 = λv̄2. Poniewa» Av̄2 = Ãv̄2 oraz σ(Ã|X+) = σ(A) ∩ (0,+∞), wi¦c v̄2 = 0, co

dowodzi (4.20).

Krok 4. Zde�niujmy odwzorowanie Λ̃(ε) : H1(RN)× [0, 1]→ H1(RN) wzorem

Λ̃(ε)(u, µ) := Ψ
(ε)
T (P̃u) + Γ((I − P̃)u, µ), u ∈ H1(RN), µ ∈ [0, 1]. (4.22)

Wówczas dla u ∈ H1(RN),

Λ̃(ε)(u, 0) = Θ
(ε)
T (u, 1). (4.23)

Istotnie, zauwa»my »e dla dowolnego t > 0, Θ
(ε)
t (·, 1) jest operatorem przesuni¦cia

wzdªu» trajektorii dla

u̇(t) = −Au(t) + εF(P̃u(t)), t > 0,

tzn. Θ
(ε)
t (ū, 1) = u(t), gdzie u jest rozwi¡zaniem powy»szego równania z warunkiem

pocz¡tkowym u(0) = ū. Oczywi±cie, dla dowolnego t > 0, u(t) = u1(t)+u2(t), gdzie
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u1(t) := P̃u(t) i u2(t) := (I − P̃)u(t) oraz zachodz¡ nast¦puj¡ce równo±ci

u̇1(t) = (P̃u(t))′ = (Pu(t))′ = Pu̇(t) = P
(
−Au(t) + εF(P̃u(t)

)
= εF(u1(t)),

u1(0) = P̃ū,

u̇2(t) = ((I − P̃)u(t))′ = ((I −P)u(t))′ = (I −P)u̇(t) = −Au2(t),

u2(0) = (I − P̃)ū.

St¡d wynika, »e

P̃u(T ) = u1(T ) = Ψ
(ε)
T (P̃ū)

oraz

(I − P̃)u(T ) = u2(T ) = e−TAu2(0) = e−TA(I − P̃)ū = ΨT ((I − P̃)ū)

= Γ((I − P̃)ū, 0).

W konsekwencji

Θ
(ε)
T (ū, 1) = u(T ) = Ψ

(ε)
T (P̃ū) + Γ((I − P̃)ū, 0) = Λ̃(ε)(ū, 0),

co dowodzi (4.23).

Wówczas, z (4.19) i (4.20) wynika, »e dla ε ∈ (0, ε0],

Λ̃(ε)(ū, µ) 6= ū dla wszystkich ū ∈ ∂(U ⊕W ), µ ∈ [0, 1]

i widzimy, »e Λ̃(ε) jest dopuszczaln¡ homotopi¡ w klasie odwzorowa« ostatecznie

zwartych. Korzystaj¡c z wªasno±ci homotopijnej niezmienniczo±ci oraz uwagi 5.9.3,

dla wszystkich ε ∈ (0, ε0] otrzymujemy

Induc(Λ̃
(ε)(·, 0), U⊕W ) = Induc(Λ̃

(ε)(·, 1), U⊕W ) = IndLS(Λ̃(ε)(·, 1), U⊕W ). (4.24)

Zauwa»my, »e odwzorowanie Λ̃(ε)(·, 1) jest topologicznie sprz¦»one z odwzorowaniem

Λ(ε) : N ×N⊥ × [0, 1]→ N ×N⊥ danym wzorem

Λ(ε)(u, v) := (Ψ
(ε)
T (u), e−TAP−v), u ∈ N , v ∈ N⊥.

Zatem, z wªasno±ci topologicznej niezmienniczo±ci indeksu puktów staªych Leray-

Schaudera (patrz str. 121), dla ε ∈ (0, ε0],

IndLS(Λ̃(ε)(·, 1), U ⊕W ) = IndLS((Ψ
(ε)
T , e

−TAP−), U ×W ). (4.25)

Krok 5. Korzystaj¡c z wªasno±ci multiplikatywno±ci indeksu punktów staªych

Leray-Schaudera (patrz Dodatek, str. 121), dla ε ∈ (0, ε0] mamy

IndLS((Ψ
(ε)
T , e

−TAP−), U ×W ) = IndLS(Ψ
(ε)
T , U) · IndLS(e−TAP−,W ). (4.26)
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Na mocy lematu 4.2.4 otrzymujemy równo±¢

IndLS(Ψ
(ε)
T , U) = DegB(−F, U) = (−1)dimNDegB(F, U) dla ε ∈ (0, ε0]. (4.27)

Dla zako«czenia dowodu nale»y wyznaczy¢ IndLS(e−TAP−,W ). W tym celu za-

uwa»my najpierw, »e na mocy wªasno±ci obcinania w teorii indeksu punktów staªych

Leray-Schaudera, otrzymujemy

IndLS(e−TAP−,W ) = IndLS(e
−TA|X− ,W ∩X−). (4.28)

Poniewa» zbiór σ(A|X−) ⊂ (−∞, 0) skªada si¦ z izolowanych warto±ci wªasnych

o sko«czonej krotno±ci mamy

IndLS(e
−TA|X− ,W ∩X−) = (−1)m(∞),

co razem z (4.28) daje

IndLS(e−TAP−,W ) = (−1)m(∞). (4.29)

�¡cz¡c (4.18), (4.23), (4.24), (4.25), (4.26), (4.27) i (4.29) ko«czymy dowód.

Natychmiastow¡ konsekwencj¡ twierdzenia 4.2.1 oraz wªasno±ci istnienia indeksu

punktów staªych jest nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 4.2.6. Przypu±¢my, »e speªnione s¡ wszystkie zaªo»enia twierdzenia 4.2.1.

Je±li DegB(F, U) 6= 0, to dla dostatecznie maªych ε > 0, równanie (4.8) posiada T -

okresowe rozwi¡zanie.

Wa»nym, z punktu widzenia dalszych rozwa»a«, zastosowaniem twierdzenia 4.2.1

jest nast¦puj¡ca zasada kontynuacji.

Twierdzenie 4.2.7. Przypu±¢my, »e speªnione s¡ wszystkie zaªo»enia twierdzenia

4.2.1. Je±li dla pewnego R0 > 0 speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

(i) DegB(F, BN (0, R0)) 6= 0

oraz

(ii) dla dowolnego ε ∈ (0, 1), problem (4.8) nie posiada T - okresowych rozwi¡za«

o tej wªasno±ci, »e ‖u(0)‖H1 ≥ R0,

to wówczas równanie

u̇(t) = −Au(t) + F(t, u(t)), t > 0, (4.30)

posiada T -okresowe rozwi¡zanie.
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Dowód. Niech U := BN (0, QR0) oraz W := BN⊥(0, QR0), gdzie liczba Q > 0 jest

taka, »e ‖u‖∼ ≤ Q‖u‖H1 dla wszystkich u ∈ H1(RN), za± norma ‖ · ‖∼ okre±lona

jest wzorem

‖ū1 + ū2‖2
∼ := ‖ū1‖2

L2 + ‖ū2‖2
H1 dla ū1 ∈ N i ū2 ∈ N⊥.

Z twierdzenia 4.2.1 wynika, »e istnieje ε0 > 0 takie, »e dla ε ∈ (0, ε0]

Induc(Φ
(ε)
T , U ⊕W ) = (−1)m(∞)+dimNDegB(F, U).

Zauwa»my, »e wtedy ∂(U⊕W ) ⊂ H1(RN)\BH1(0, R0), wi¦c korzystaj¡c z zaªo»enia

(ii) wnioskujemy, »e dla ε ∈ (0, 1) oraz ū ∈ ∂(U ⊕W ), Φ
(ε)
T (ū) 6= ū. Zatem mo»liwe

s¡ dwie sytuacje: albo operator przesuni¦cia wzdªu» trajektorii Φ
(1)
T , stowarzyszony

z równaniem (4.30), posiada punkt staªy ū ∈ ∂(U ⊕ W ), co oczywi±cie implikuje

istnienie T -okresowego rozwi¡zania (4.30), albo na mocy homotopijnej niezmienni-

czo±ci indeksu punktów staªych mamy równo±¢

Induc(Φ
(1)
T , U ⊕W ) = Induc(Φ

(ε0)
T , U ⊕W ) = (−1)m(∞)+dimNDegB(F, U),

z której wobec zaªo»enia (i) wynika, »e

Induc(Φ
(1)
T , U ⊕W ) 6= 0.

To oznacza, »e równie» w tej sytuacji istnieje punkt staªy operatora Φ
(1)
T w U ⊕W .

Tym samym ko«czymy dowód.

4.3 Rozwi¡zania okresowe w problemach z warun-

kami Landesmana-Lazera

W niniejszym rozdziale wyka»emy istnienie T -okresowego rozwi¡zania (T > 0) rów-

nania (4.1). Narz¦dziem, które posªu»y nam do tego celu, jest twierdzenie 4.2.7.

Mianowicie, zapisuj¡c wyj±ciowy problem w abstrakcyjnej postaci, zanurzymy go

w rodzinie problemów z parametrem ε ∈ [0, 1]

u̇(t) = −Au(t) + εF(t, u(t)), t > 0,

gdzie liniowy operator A : D(A) → L2(RN) jest jak w poprzednim podrozdziale,

za± F : [0,+∞) × H1(RN) → L2(RN) jest operatorem Niemyckiego wyznaczonym

przez funkcj¦ f . Nast¦pnie wykorzystamy metody u±redniania dla maªych warto±ci

parametru ε oraz kontynuacji - w celu uzyskania rozwi¡za« okresowych dla ε = 1.
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Dokªadniej rzecz ujmuj¡c poka»emy, »e przy pewnych warunkach typu a priori, in-

deks punktów staªych operatora ΦT zwi¡zanego z problemem (4.1) wzgl¦dem kul

w przestrzeni H1(RN) o dostatecznie du»ym promieniu, jest równy (z dokªadno-

±ci¡ do znaku), stopniowi topologicznemu Brouwera odwzorowania F : N → N ,

zadanego wzorem (4.7). Na wykazanie nietrywialno±ci stopnia Brouwera oraz na

wery�kacj¦ wspomnianych warunków a priori pozwol¡ warunki typu Landesmana-

Lazera naªo»one na nieliniowo±¢ f .

W dowodzie kryterium stwierdzaj¡cego istnienie T -okresowych rozwi¡za« rów-

nania (4.1), pomocny nam b¦dzie nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 4.3.1. (i) Je»eli speªniony jest warunek (4.5), to istnieje R0 > 0 takie, »e

(F(u), u)L2 > 0 dla u ∈ N \BN (0, R0). (4.31)

(ii) Je»eli speªniony jest warunek (4.6), to istnieje R0 > 0 takie, »e

(F(u), u)L2 < 0 dla u ∈ N \BN (0, R0). (4.32)

Dowód. (i) Zaªó»my przez sprzeczno±¢, »e istnieje ci¡g (ūn) w N taki, »e ‖ūn‖H1 →
+∞, gdy n → +∞ oraz (F(ūn), ūn)L2 ≤ 0. Zde�niujmy µn := ‖ūn‖H1 oraz v̄n :=

ūn/µn. Oczywi±cie ci¡g (v̄n) jest ograniczony w H1(RN). Poniewa» dimN < +∞,

wi¦c (v̄n) posiada podci¡g, który ponownie oznaczamy przez (v̄n), zbie»ny w H1(RN)

do pewnego v̄0 ∈ N . W konsekwencji, v̄n → v̄0 w L2(RN), gdy n→ +∞. Z drugiej

strony,

0 ≥ (F(ūn), ūn)L2 =
1

T

∫ T

0

(PF(t, ūn), ūn)L2 dt

=
1

T

∫ T

0

(F(t, ūn), ūn)L2 dt =
µn
T

∫ T

0

∫
RN
f(t, x, µnv̄n(x))v̄n(x) dx dt.

Przechodz¡c ponownie do podci¡gu, bez zmniejszenia ogólno±ci rozwa»a«, mo»emy

zaªo»y¢ (patrz Dodatek, twierdzenie 5.4.1), »e v̄n(x) → v̄0(x) dla p.w. x ∈ RN

oraz istnieje funkcja k ∈ L1(RN) taka »e, dla wszystkich n ≥ 1 i p.w. x ∈ RN ,

|v̄n(x)|2 ≤ k(x)1. Wykorzystuj¡c twierdzenie Fatou-Lebesgue'a (patrz Dodatek,

twierdzenie 5.2.1) otrzymujemy

0 ≥ lim inf
n→+∞

∫ T

0

∫
RN
f(t, x, µnv̄n(x))v̄n(x) dx dt

≥
∫ T

0

(∫
{v̄0>0}

f̌+(t, x)v̄0(x) dx+

∫
{v̄0<0}

f̂−(t, x)v̄0(x) dx

)
dt,

1Z twierdzenia 5.4.1 wiadomo, »e istnieje h ∈ L2(RN ) taka, »e |v̄n(x)| ≤ h(x) dla p.w. x ∈ RN .
Wystarczy wi¦c wzi¡¢ k := h2 ∈ L1(RN ).
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co przeczy zaªo»eniu (4.5), tym samym ko«cz¡c dowód (i).

W dowodzie punktu (ii) b¦dziemy rozumowa¢ w sposób analogiczny do dowodu

pierwszej cz¦±ci lematu. A wi¦c zaªó»my przez sprzeczno±¢, »e istnieje ci¡g (ūn)

w N taki, »e ‖ūn‖H1 → +∞, gdy n → +∞ oraz (F(ūn), ūn)L2 ≥ 0. Zde�niujmy

µn := ‖ūn‖H1 oraz v̄n := ūn/µn. Wówczas ci¡g (v̄n) jest ograniczony w H1(RN).

Poniewa» dimN < +∞, wi¦c (v̄n) posiada podci¡g, który ponownie oznaczamy

przez (v̄n), zbie»ny w H1(RN) do pewnego v̄0 ∈ N . W konsekwencji, v̄n → v̄0

w L2(RN), gdy n→ +∞. Z drugiej strony,

0 ≤ (F(ūn), ūn)L2 =
1

T

∫ T

0

(PF(t, ūn), ūn)L2 dt

=
1

T

∫ T

0

(F(t, ūn), ūn)L2 dt =
µn
T

∫ T

0

∫
RN
f(t, x, µnv̄n(x))v̄n(x) dx dt.

Przechodz¡c ponownie do podci¡gu, bez zmniejszenia ogólno±ci rozwa»a«, mo»emy

zaªo»y¢ (patrz Dodatek, twierdzenie 5.4.1), »e v̄n(x)→ v̄0(x) dla p.w. x ∈ RN oraz

istnieje funkcja k ∈ L1(RN) o tej wªasno±ci »e, dla wszystkich n ≥ 1 i p.w. x ∈ RN ,

|v̄n(x)|2 ≤ k(x). Stosuj¡c twierdzenie Fatou-Lebesgue'a (patrz Dodatek, twierdzenie

5.2.1) otrzymujemy

0 ≤ lim sup
n→+∞

∫ T

0

∫
RN
f(t, x, µnv̄n(x))v̄n(x) dx dt

≤
∫ T

0

(∫
{v̄0>0}

f̂+(t, x)v̄0(x) dx+

∫
{v̄0<0}

f̌−(t, x)v̄0(x) dx

)
dt,

co przeczy zaªo»eniu (4.6). To ko«czy dowód lematu.

Poni»sze twierdzenie stanowi gªówny rezultat tego rozdziaªu.

Twierdzenie 4.3.2. Zaªó»my, »e N := Ker(∆+V ) 6= {0}, gdzie V = V0−V∞, V0 ∈
Lp(RN) (p jest jak w (3) - patrz str. 5), V∞ ∈ L∞(RN) oraz V∞(x) ≥ v̄∞ dla p.w.

x ∈ RN i pewnej liczby rzeczywistej v̄∞ > 0. Niech f : [0,+∞)×RN ×R→ R b¦dzie

odwzorowaniem ci¡gªym, speªniaj¡cym zaªo»enia (4.2), (4.3) i (4.4). Dodatkowo

przypu±¢my, »e f speªnia jeden z warunków typu Landesmana-Lazera (4.5) lub (4.6).

Wówczas równanie (4.1) posiada T - okresowe rozwi¡zanie

u ∈ C([0,+∞), H2(RN)) ∩ C1([0,+∞), L2(RN)).

Dowód. Wyka»emy najpierw, »e je»eli staªa R0 > 0 jest taka jak w lemacie 4.3.1,

to dla wszystkich R > R0 zachodzi nast¦puj¡ca równo±¢

DegB(F, BN (0, R)) =

{
1, je»eli zachodzi (4.5),

(−1)dimN , je»eli zachodzi (4.6).
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Aby tego dowie±¢ zaªó»my najpierw, »e speªniony jest warunek (4.5) i zde�niujmy

homotopi¦ H : DN (0, R)× [0, 1]→ N wzorem

H(u, γ) := γF(u) + (1− γ)u, u ∈ DN (0, R), γ ∈ [0, 1].

Nietrudno dostrzec, »e dla dowolnego γ ∈ [0, 1] odwzorowanie H(·, γ) nie ma zer na

brzegu zbioru ∂DN (0, R). W przeciwnym wypadku

H(u, γ) = 0 (4.33)

dla pewnych γ ∈ [0, 1] i u ∈ N takiego, »e ‖u‖L2 = R. Wówczas, je»eli γ = 0,

to z (4.33) wynika, »e 0 = ‖u‖2
L2 = R2, co jest sprzeczne z zaªo»eniem. Je»eli

natomiast γ ∈ (0, 1], to (F(u), u)L2 ≤ 0, co przeczy (4.31). Wykorzystuj¡c wªasno±¢

homotopijnej niezmienniczo±ci stopnia topologicznego, dostajemy

DegB(F, BN (0, R)) = 1.

Zaªó»my teraz, »e speªniony jest warunek (4.6) i okre±lmy odwzorowanie H : DN (0, R)×
[0, 1]→ N wzorem

H(u, γ) := γF(u)− (1− γ)u, u ∈ DN (0, R), γ ∈ [0, 1].

Rozumuj¡c analogicznie jak powy»ej, ªatwo wida¢, »e dla γ ∈ [0, 1], H(·, γ) nie po-

siada zer na ∂DN (0, R), co ponownie dzi¦ki wªasno±ci homotopijnej niezmienniczo±ci

stopnia topologicznego implikuje, »e

DegB(F, BN (0, R)) = (−1)dimN .

Wyka»emy teraz, »e istnieje R0 > 0 takie, »e problem

u̇(t) = −Au(t) + εF(t, u), t > 0, (4.34)

nie posiada T -okresowych rozwi¡za« dla ε ∈ (0, 1) takich, »e ‖u(0)‖H1 ≥ R0.

W przeciwnym wypadku istniej¡ ci¡g (εn) w (0, 1) oraz ci¡g T -okresowych rozwi¡-

za« un : [0, T ] → H1(RN) równania (4.34) z ε := εn, n ≥ 1, o tej wªasno±ci, »e

‖un(0)‖H1 → +∞, gdy n → +∞. Poªó»my µn := supt≥0 ‖un(t)‖H1 oraz niech

vn := µ−1
n un. �atwo wida¢, »e wówczas dla ka»dego n ≥ 1, vn jest T -okresowym

rozwi¡zaniem problemu

v̇(t) = −Av(t) + Fn(t, v(t)), t ∈ [0, T ], (4.35)
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gdzie Fn(t, u) := εnµ
−1
n F(t, µnu), t ≥ 0, u ∈ H1(RN). Korzystaj¡c z twierdzenia

1.4.4 wida¢ natychmiast, »e dla dostatecznie du»ych n oraz wszystkich t, s ≥ 0

i u, v ∈ H1(RN), mamy

‖Fn(t, u)− Fn(s, v)‖L2 ≤ εnµ
−1
n D(1 + ‖µnu‖H1)|t− s|θ + εnµ

−1
n L‖µnu− µnv‖H1

≤ D(1 + ‖u‖H1)|t− s|θ + L‖u− v‖H1

dla pewnych staªych D,L > 0 i θ ∈ (0, 1) oraz

|Fn(t, u)(x)| ≤ εnµ
−1
n m0(x) ≤ m0(x) dla p.w. x ∈ RN , (4.36)

co oczywi±cie implikuje, »e

‖Fn(t, u)‖L2 ≤ C (4.37)

dla pewnej staªej C > 0. Co wi¦cej, z (4.36) wynika, »e(
[Vu](x) + Fn(t, u)(x)

)
u(x) ≤ −v̄∞|u(x)|2 + V0(x)|u(x)|2 +m0(x)|u(x)|.

Niech M > 0 b¦dzie dowoln¡, lecz ustalon¡ liczb¡ oraz, dla dowolnego n ≥ 1,

we¹my liczb¦ caªkowit¡ kn ≥ 1 tak¡, »e knT > M . Na podstawie lematu 2.1.2, dla

wszystkich m,n ≥ 1,

‖(1− χm)vn(0)‖2
L2 = ‖(1− χm)vn(knT )‖2

L2 ≤ R̃2e−2v̄∞knT + αm ≤ R̃2e−2v̄∞M + αm,

gdzie χm jest funkcj¡ charakterystyczn¡ kuli B(0,m), R̃ > 0 jest staª¡ tak¡, »e

‖vn(t)‖H1 ≤ R̃ dla t ≥ 0 i n ≥ 1, αm → 0+, gdy m → +∞ (αm zale»y tylko

od V oraz m0, która jest wspólna dla wszystkich Fn). Z dowolno±ci M > 0 wy-

nika, »e ‖(1 − χm)vn(0)‖L2 ≤ √αm dla m,n ≥ 1. Co wi¦cej, na mocy twierdzenia

Rellicha-Kondraszowa wnosimy, »e {χmvn(0)}n≥1 jest relatywnie zwarty w L2(RN).

W konsekwencji stwierdzamy, »e {vn(0)}n≥1 jest relatywnie zwarty w L2(RN) a po-

niewa» jest on ograniczony w H1(RN), wi¦c zawiera podci¡g zbie»ny w L2(RN) do

pewnego v̄0 ∈ H1(RN). Zatem bez zmniejszenia ogólno±ci rozwa»a« mo»emy zaªo-

»y¢, »e vn(0)→ v̄0 w L2(RN), gdy n→ +∞.

Dalej zauwa»my, »e dla wszystkich t ≥ 0,

‖Fn(t, vn(t))‖L2 ≤ εnµ
−1
n ‖m0‖L2 ≤ µ−1

n ‖m0‖L2 .

Poniewa» µ−1
n → 0, gdy n→ +∞, wi¦c wnioskujemy, »e

max
t≥0
‖Fn(t, vn(t))‖L2 → 0, gdy n→ +∞.
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Zatem, korzystaj¡c z lematu 4.2.31 wnosimy, »e (vn) jest ci¡giem zbie»nym w prze-

strzeni C([0, T ], H1(RN)) do pewnego v0 : [0, T ]→ H1(RN) b¦d¡cego T -okresowym

rozwi¡zaniem zagadnienia

v̇(t) = −Av(t), v(0) = v̄0.

To oznacza, »e v̄0 = e−TAv̄0, tzn. v̄0 ∈ N (patrz wniosek 5.8.2) i v0(t) = v̄0 dla

t ≥ 0, a poniewa» maxt≥0 ‖vn(t)‖H1 = 1 dla n ≥ 1 widzimy, »e v̄0 6= 0.

Z drugiej strony, z T -okresowo±ci funkcji vn oraz wzoru Duhamela wynika, »e

(vn(0), v̄0)L2 = (e−TAvn(0), v̄0)L2 + εnµ
−1
n

∫ T

0

(e−(T−t)A F(t, µnvn(t)), v̄0)L2 dt,

oraz, wobec faktu, »e operator e−TA jest samosprz¦»ony (patrz Dodatek, uwaga

5.6.6),

(vn(0), v̄0)L2 = (vn(0), e−TAv̄0)L2 + εnµ
−1
n

∫ T

0

(F(t, µnvn(t)), e−(T−t)Av̄0)L2 dt,

co oznacza, »e dla n ≥ 1, ∫ T

0

(F(s, µnvn(t)), v̄0)L2 dt = 0.

Zaªó»my najpierw, »e zachodzi warunek (4.5). Wówczas, korzystaj¡c z twierdze-

nia Fatou-Lebesgue'a2, dostajemy

0 = lim inf
n→+∞

∫ T

0

(F(t, µnvn(t)), v̄0)L2 dt ≥
∫ T

0

lim inf
n→+∞

(F(t, µnvn(t)), v̄0)L2 dt. (4.38)

Ustalmy t ∈ [0, T ] i niech (nk) b¦dzie rosn¡cym ci¡giem dodatnich liczb caªkowitych

takim, »e

lim inf
n→+∞

(F(t, µnvn(t)), v̄0)L2 = lim
k→+∞

(F(t, µnkvnk(t)), v̄0)L2 (4.39)

oraz (vnk(t)) zbiega do v̄0 prawie wsz¦dzie (zbiór, na którym zachodzi zbie»no±¢

mo»e zale»e¢ od t). Stosuj¡c ponownie twierdzenie Fatou-Lebesgue'a3 otrzymujemy

lim
k→+∞

(F(t, µnkvnk(t)), v̄0)L2 ≥
∫
RN

lim inf
k→+∞

f(t, x, µnkvnk(t)(x))v̄0(x) dx

≥
∫
{v̄0>0}

f̌+(t, x)v̄0(x) dx+

∫
{v̄0<0}

f̂−(t, x)v̄0(x) dx,

(4.40)

1Oczywi±cie istnieje staªa K > 0 taka, »e ‖µ−1n Fn(t, vn(t))‖L2 ≤ K dla wszystich n ≥ 1 i t ≥ 0,

co wynika z (4.37).
2Funkcja majoryzuj¡ca φ : [0, T ]→ R dana jest wzorem φ(t) := ‖m0‖L2‖v̄0‖L2 .
3Funkcja majoryzuj¡ca φ : RN → R dana jest wzorem φ(x) := m0(x) |v̄0(x)|.
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gdy» dla prawie wszystkich x ∈ {v̄0 > 0},

lim inf
k→+∞

f(t, x, µnkvnk(t)(x)) ≥ f̌+(t, x)

i dla prawie wszystkich x ∈ {v̄0 < 0},

lim sup
k→+∞

f(t, x, µnkvnk(t)(x)) ≤ f̂−(t, x).

Podsumowuj¡c, z (4.39) i (4.40) mamy dla t ∈ [0, T ],

lim inf
k→+∞

(F(t, µnvn(t)), v̄0)L2 ≥
∫
{v̄0>0}

f̌+(t, x)v̄0(x) dx+

∫
{v̄0<0}

f̂−(t, x)v̄0(x) dx,

co razem z (4.38) implikuje, »e

0 = lim inf
k→+∞

∫ T

0

(F(t, µnvn(t)), v̄0)L2 dt

≥
∫ T

0

∫
{v̄0>0}

f̌+(t, x)v̄0(x) dx dt+

∫ T

0

∫
{v̄0<0}

f̂−(t, x)v̄0(x) dx dt > 0.

Otrzymana sprzeczno±¢ dowodzi, »e przy zaªo»eniu (4.5), zachodzi warunek (ii)

w twierdzeniu 4.2.7.

Przypu±¢my teraz, »e speªniony jest warunek (4.6). Na podstawie twierdzenia

Fatou-Lebesgue'a1 mamy

0 = lim sup
n→+∞

∫ T

0

(F(t, µnvn(t), v̄0)L2 dt ≤
∫ T

0

(
lim sup
n→+∞

(F(t, µnvn(t)), v̄0)L2

)
dt.

(4.41)

Ustalmy t ∈ [0, T ] i niech (nk) b¦dzie rosn¡cym ci¡giem liczb dodatnich takim, »e

lim sup
n→+∞

(F(t, µnvn(t), v̄0)L2 = lim
k→+∞

(F(t, µnkvnk(t), v̄0)L2 (4.42)

oraz (vnk(t)) zbiega do v̄0 prawie wsz¦dzie (zbiór, na którym zachodzi zbie»no±¢

mo»e zale»e¢ od t). Ponownie korzystaj¡c z twierdzenia Fatou-Lebesgue'a2

otrzymujemy

lim
k→+∞

(F(t, µnkvnk(t)), v̄0)L2 ≤
∫
RN

lim sup
k→+∞

f(t, x, µnkvnk(t)(x))v̄0(x) dx

≤
∫
{v̄0>0}

f̂+(t, x)v̄0(x) dx+

∫
{v̄0<0}

f̌−(t, x)v̄0(x) dx,

(4.43)

1Funkcja majoryzuj¡ca φ : [0, T ]→ R dana jest wzorem φ(t) := ‖m0‖L2‖v̄0‖L2 .
2Funkcja majoryzuj¡ca φ : RN → R dana jest wzorem φ(x) := m0(x) |v̄0(x)|.
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gdy» dla prawie wszystkich x ∈ {v̄0 > 0},

lim sup
k→+∞

f(t, x, µnkvnk(t)(x)) ≤ f̂+(t, x)

oraz dla prawie wszystkich x ∈ {v̄0 < 0},

lim inf
k→+∞

f(t, x, µnkvnk(t)(x)) ≥ f̌−(t, x).

Podsumowuj¡c, z (4.42) i (4.43) mamy dla t ∈ [0, T ]

lim sup
k→+∞

(F(t, µnvn(t), v̄0)L2 ≤
∫
{v̄0>0}

f̂+(t, x)v̄0(x) dx+

∫
{v̄0<0}

f̌−(t, x)v̄0(x) dx,

co razem z (4.41) implikuje, »e

0 = lim sup
k→+∞

∫ T

0

(F(t, µnvn(t)), v̄0)L2 dt

≤
∫ T

0

∫
{v̄0>0}

f̂+(t, x)v̄0(x) dx dt+

∫ T

0

∫
{v̄0<0}

f̌−(t, x)v̄0(x) dx dt < 0.

Otrzymana sprzeczno±¢ dowodzi, »e przy zaªo»eniu (4.6) równie» zachodzi warunek

(ii) w twierdzeniu 4.2.7.

Zastosowanie twierdzenia 4.2.7 dowodzi tezy, tym samym ko«cz¡c dowód twier-

dzenia.

Bezpo±rednio pªyn¡cym wnioskiem z uwagi 4.1.1 oraz twierdzenia 4.3.2 jest na-

st¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 4.3.3. Zaªó»my, »e N := Ker(∆ + V ) 6= {0}, gdzie V = V0 − V∞,

V0 ∈ Lp(RN) (p jest jak w (3) - patrz str. 5), V∞ ∈ L∞(RN) oraz V∞(x) ≥ v̄∞ dla

p.w. x ∈ RN i pewnej liczby rzeczywistej v̄∞ > 0. Niech f : [0,+∞)×RN ×R→ R
b¦dzie odwzorowaniem ci¡gªym, ograniczonym, speªniaj¡cym zaªo»enia (4.2), (4.3)

i (4.4). Je±li f̌+ ≥ 0, f̂− ≤ 0 oraz obie funkcje nie s¡ równe p.w. funkcji zerowej lub

f̂+ ≤ 0, f̌− ≥ 0 oraz obie funkcje nie s¡ równe p.w. funkcji zerowej, to równanie

(4.1) posiada T - okresowe rozwi¡zanie

u ∈ C([0,+∞), H2(RN)) ∩ C1([0,+∞), L2(RN)).





Rozdziaª 5

Dodatek

5.1 Nierówno±ci

Twierdzenie 5.1.1. (Nierówno±¢ Younga, patrz [30, Dodatek B.2]) Niech 1 <

p, q <∞, 1
p

+ 1
q

= 1. Wówczas dla dowolnych a, b > 0 oraz ε > 0

ab ≤ ap

εpp
+
bqεq

q
.

Twierdzenie 5.1.2. (Nierówno±¢ Höldera, patrz [30, Dodatek B.2]) Zaªó»my,

»e 1 ≤ p, q ≤ ∞ i 1
p

+ 1
q

= 1. Je±li u ∈ Lp(RN) i v ∈ Lq(RN), to∫
RN
|uv| dx ≤ ‖u‖Lp‖v‖Lq .

Twierdzenie 5.1.3. (Nierówno±¢ interpolacyjna, patrz [10, Ch.4]) Je»eli f ∈
Lp(RN) ∩ Lq(RN), gdzie 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, to wówczas f ∈ Lr(RN) dla wszystkich

r ∈ [p, q]. Co wi¦cej, zachodzi nierówno±¢

‖f‖Lr ≤ ‖f‖θLp‖f‖
(1−θ)
Lq ,

gdzie 1
r

= θ
p

+ 1−θ
q
, 0 ≤ θ ≤ 1.

Twierdzenie 5.1.4. (Nierówno±¢ Jensena, patrz [30, Dodatek B.1]) Zaªó»my,

»e funkcja f : R → R jest wypukªa 1 oraz Ω ⊂ RN jest zbiorem o mierze dodatniej

i sko«czonej. Niech u : Ω→ R b¦dzie funkcj¡ caªkowaln¡. Wówczas

f

(
1

|Ω|

∫
Ω

u dx

)
≤ 1

|Ω|

∫
Ω

f(u) dx.

1Mówimy, »e funkcja f : RN → R jest wypukªa, je±li

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y)

dla wszystkich x, y ∈ RN i t ∈ [0, 1].
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Lemat 5.1.5. (Nierówno±¢ Volterry, patrz [14, Lemma 1.2.9]) Niech α, β ∈
[0, 1), a ≥ 0, b > 0 oraz niech y : [0, T )→ [0,+∞) b¦dzie ci¡gª¡ funkcj¡ tak¡, »e

y(t) ≤ a

tα
+ b

∫ t

0

1

(t− s)β
y(s) ds, t ∈ (0, T ).

Wówczas istnieje staªa C̃ = C̃(b, α, β, T ) > 0

sup
t∈[0,T )

tαy(t) ≤ aC̃.

Lemat 5.1.6. (patrz [42, Lemma 7.1.1]) Niech a : [0, T ) → [0,+∞) b¦dzie funkcj¡

lokalnie caªkowaln¡ na [0, T ), gdzie T ≤ +∞ oraz niech b ≥ 0 i β > 0. Zaªó»my

ponadto, »e y : [0, T )→ [0,+∞) jest funkcj¡ lokalnie caªkowaln¡ na [0, T ) tak¡, »e

y(t) ≤ a(t) + b

∫ t

0

(t− s)β−1y(s) ds dla t ∈ [0, T ).

Wówczas

y(t) ≤ a(t) + θ

∫ t

0

E
′

β(θ(t− s))a(s) ds, 0 ≤ t < T,

gdzie θ := (bΓ(β))1/β, Eβ(z) :=
∑∞

n=0 z
nβ/Γ(nβ+1), E

′

β(z) ' zβ−1/Γ(β) gdy z → 0+

oraz E
′

β(z) ' 1
β
ez gdy z → +∞ 1.

5.2 Przej±cia graniczne pod znakiem caªki

Poni»ej przypomnijmy klasyczne twierdzenia dotycz¡ce zbie»no±ci funkcji mierzal-

nych - do ich dowodu odsyªamy do [39].

Przez R oznaczmy rozszerzon¡ prost¡ euklidesow¡ oraz oznaczmy R+ := {x ∈
R̄ | x ≥ 0}. Zaªó»my, »e dana jest trójka (X,M, µ), gdzie M jest σ-ciaªem pod-

zbiorów zbioru X oraz µ :M→ R̄+. Niech C ∈M.

Twierdzenie 5.2.1. (Fatou-Lebesgue'a) Je±li fn : C → R, gdzie n ≥ 1, jest

ci¡giem funkcji mierzalnych, dla którego istnieje funkcja φ : C → R taka, »e∫
C
φ dµ <∞ oraz |fn| ≤ φ dla wszystkich n ≥ 1, to∫

C

lim inf
n→+∞

fn dµ ≤ lim inf
n→+∞

∫
C

fn dµ ≤ lim sup
n→+∞

∫
C

fn dµ ≤
∫
C

lim sup
n→+∞

fn dµ.

1symbolem ' oznaczamy asymptotyczn¡ równo±¢ dwóch funkcji, tzn. piszemy

f(x) ' g(x) gdy x→ x0,

je»eli limx→x0 f(x)/g(x) = 1.
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Twierdzenie 5.2.2. (Lebesgue'a o zmajoryzowanym przechodzeniu do gra-

nicy pod znakiem caªki) Je»eli fn : C → R jest ci¡giem funkcji mierzalnych

zbie»nym punktowo do funkcji f : C → R oraz dla ka»dego n i p.w. x ∈ C zachodzi

|fn(x)| ≤ φ(x), gdzie φ : C → R jest funkcj¡ caªkowaln¡, to

lim
n→∞

∫
C

fn dµ =

∫
C

( lim
n→∞

fn) dµ.

Twierdzenie 5.2.3. (o jednostajnym przechodzeniu do granicy pod zna-

kiem caªki) Je»eli fn : C → R jest ci¡giem funkcji caªkowalnych, jednostajnie

zbie»nym do funkcji f : C → R oraz je»eli µ(C) < +∞, to∫
C

( lim
n→∞

fn)(x) dµ = lim
n→∞

∫
C

fn(x) dµ.

5.3 Przestrzenie Sobolewa

Niech Ω ⊂ RN b¦dzie zbiorem otwartym. Mówimy, »e u ∈ L1
loc(Ω) ma sªab¡ po-

chodn¡ cz¡stkow¡ wzgl¦dem i-tej zmiennej, o ile istnieje v ∈ L1
loc(Ω) taka, »e∫

Ω

u(x)
∂ϕ

∂xi
(x) dx = −

∫
Ω

v(x)ϕ(x) dx dla wszystkich ϕ ∈ C∞c (Ω).

Wówczas v nazywamy sªab¡ pochodn¡ funkcji u wzgl¦dem i-tej zmiennej i oznaczamy

∂u

∂xi
:= v.

Uwaga 5.3.1. Je»eli u ∈ C(Ω), to sªaba pochodna funkcji u pokrywa si¦ z funkcj¡

i-tej pochodnej cz¡stkowej (rozwa»anej jako element przestrzeni L1
loc(Ω)).

Wielowska¹nikiem nazywamy wektor α = (α1, . . . , αN) o wspóªrz¦dnych b¦d¡-

cych nieujemnymi liczbami caªkowitymi, za± przez dªugo±¢ wielowska¹nika |α| rozu-
mie¢ b¦dziemy liczb¦

|α| := α1 + . . . αN .

Dla wielowska¹nika α piszemy

Dαu(x) :=
∂|α|u(x)

∂xα1
1 , . . . ∂x

αN
N

.

Powiemy, »e u ∈ L1
loc(Ω) posiada sªab¡ pochodn¡ cz¡stkow¡ Dαu, o ile istnieje

v ∈ L1
loc(Ω) taka, »e∫

Ω

uDαϕ dx = (−1)|α|
∫

Ω

vϕ dx dla wszystkich ϕ ∈ C∞c (Ω).
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Wówczas Dαu := v.

Dla p ≥ 1 de�niujemy przestrze« Sobolewa W 1,p(Ω) nast¦puj¡co:

W 1,p(Ω) :=

{
u ∈ Lp(Ω) | dla i ∈ {1, . . . , N} istnieje sªaba pochodna

∂u

∂xi
∈ Lp(Ω)

}
.

Nieco ogólniej, dlam ≥ 1,m ∈ Z i p ≥ 1 de�niujemy przestrzenie SobolewaWm,p(Ω)

jako

Wm,p(Ω) :=

{
u ∈ Lp(Ω) | ∀α∈ZN+ ,|α|≤m istnieje sªaba pochodna Dαu ∈ Lp(Ω)

}
.

W przestrzeni Wm,p zadajemy norm¦ ‖ · ‖Wm,p kªad¡c

‖u‖Wm,p :=
∑

0≤|α|≤m

‖Dαu‖Lp dla u ∈ Wm,p(Ω).

Wówczas nie jest trudno dowie±¢ (patrz [30, Twierdzenie 5.3.2] lub [1, Theorem 3.2]),

»e dla m ≥ 1, m ∈ Z i p ≥ 1, przestrze« Wm,p(Ω) z norm¡ ‖ · ‖Wm,p jest przestrzeni¡

Banacha.

W przypadku gdy p = 2, przez Hm(Ω) oznacza¢ b¦dziemy przestrze« Wm,2(Ω)

dla wszystkich m ∈ Z, m ≥ 1. W przestrzeni Hm(Ω) mo»na wprowadzi¢ iloczyn

skalarny (·, ·)Hm , kªad¡c

(u, v)Hm :=
∑

α∈ZN+ , |α|≤m

(Dαu,Dαv)L2 =
∑

α∈ZN+ , |α|≤m

∫
Ω

DαuDαv dx, u, v ∈ Hm(Ω).

Stwierdzenie 5.3.2. (patrz [10, Proposition 8.1]) Przestrze« H1(Ω) jest przestrze-

ni¡ Hilberta.

Przejdziemy teraz do omówienia wyników na temat zanurze« przestrzeni Sobo-

lewa - ich dowody znale¹¢ mo»na w [10].

Twierdzenie 5.3.3 (Nierówno±¢ Sobolewa-Gagliardo-Nirenberga).

Niech 1 ≤ p < N . Wówczas

W 1,p(RN) ↪→ Lp
∗
(RN) gdzie

1

p∗
=

1

p
− 1

N

oraz istnieje staªa C = C(p,N) > 0 taka, »e

‖u‖Lp∗ ≤ C‖∇u‖Lp dla wszystkich u ∈ W 1,p(RN).

Twierdzenie 5.3.4. Niech m ≥ 1 b¦dzie liczb¡ caªkowit¡ oraz niech p ∈ [1,+∞).

Wówczas nast¦puj¡ce wªo»enia s¡ ci¡gªe

Wm,p(RN) ↪→ Lq(RN), gdzie 1
q

= 1
p
− m

N
, je»eli 1

p
− m

N
> 0,

Wm,p(RN) ↪→ Lq(RN), ∀q ∈ [p,+∞), je»eli 1
p
− m

N
= 0,

Wm,p(RN) ↪→ L∞(RN), je»eli 1
p
− m

N
< 0.
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5.4 Zwarto±¢ i zbie»no±¢ w przestrzeniach Banacha

W tej sekcji przypomnijmy fundamentalne twierdzenie charakteryzuj¡ce zwarto±¢

i zbie»no±¢ w przestrzeniach Banacha.

Twierdzenie 5.4.1. (patrz [10, Theorem 4.9]) Niech Ω b¦dzie mierzalnym w sensie

Lebesgue'a podzbiorem RN . Zaªó»my, »e 1 < p < +∞ oraz niech (un) w Lp(Ω) b¦dzie

ci¡giem takim, »e ∫
Ω

|un(x)− u0(x)|p dx→ 0, gdy n→ +∞,

dla pewnego u0 ∈ Lp(Ω). Wówczas istniej¡ podci¡g (unk) ci¡gu (un) oraz h ∈ Lp(Ω)

takie, »e |unk(x)| ≤ h(x) dla wszystkich k ≥ 1 i prawie wszystkich x ∈ Ω oraz

unk(x)→ u0(x), gdy k → +∞,

dla prawie wszystkich x ∈ Ω .

Twierdzenie 5.4.2. (Arzeli-Ascoliego, patrz [39, Twierdzenie 22.7]) Niech (fn)

b¦dzie ci¡giem funkcji rzeczywistych okre±lonych na RN , wspólnie ograniczonych oraz

jednakowo ci¡gªych 1. Wówczas istnieje podci¡g (fnk) ci¡gu (fn) i funkcja ci¡gªa f

taka, »e fnk → f , jednostajnie na zwartych podzbiorach RN .

Przypomnijmy teraz fundamentalne twierdzenie (patrz np. [10], [30], [65]) doty-

cz¡ce zwartych zanurze« przestrzeni Sobolewa.

Twierdzenie 5.4.3. (Rellicha-Kondraszowa) Zaªó»my, »e Ω ⊂ RN jest zbiorem

otwartym i ograniczonym z brzegiem ∂Ω klasy C1. Wówczas nast¦puj¡ce wªo»enia

s¡ zwarte

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [1, p∗), je»eli p < N ,

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [p,+∞), je»eli p = N ,

W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω), je»eli p > N .

Miary niezwarto±ci

NiechX b¦dzie niesko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ Banacha wyposa»on¡ w norm¦

‖·‖. Przez B(X) oznaczmy rodzin¦ ograniczonych podzbiorów przestrzeni X. Miar¡

niezwaro±ci Hausdor�a nazywamy odwzorowanie β : B(X)→ [0,+∞) zde�niowane

nast¦puj¡co

β(Ω) := inf{ε > 0 | Ω mo»na pokry¢ sko«czon¡ liczb¡ kul o promieniu ≤ ε}.
1Funkcje (fn) s¡ jednakowo ci¡gªe, je»eli dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 taka, »e z nierówno±ci

|x− y| < δ wynika, »e |fn(x)− fn(y)| < ε dla x, y ∈ RN i dla wszystkich n ∈ N.
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Twierdzenie 5.4.4. Nich β : B(X) → [0,+∞) b¦dzie miar¡ niezwarto±ci Haus-

dor�a. Wówczas

(i) β(Ω) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy Ω ∈ B(X) jest zbiorem relatywnie zwartym;

(ii) β(Ω) = β(Ω̄) oraz β(Ω) = β(conv(Ω)) dla dowolnego Ω ∈ B(X);

(iii) β jest póªnorm¡, tzn. β(λΩ) = |λ|β(Ω) oraz β(Ω1 + Ω2) ≤ β(Ω1) + β(Ω2) dla

dowolnych λ ∈ R i Ω,Ω1,Ω2 ∈ B(X);

(iv) (monotoniczno±¢) Dla dowolnych zbiorów Ω1,Ω2 ∈ B(X) takich, »e Ω1 ⊂ Ω2

β(Ω1) ≤ β(Ω2);

(iv) (semi-addytywno±¢) β(Ω1 ∪Ω2) = max{β(Ω1), β(Ω2)} dla dowolnych Ω1,Ω2 ∈
B(X);

(v) β(B(x0, r)) = r, gdzie x0 ∈ X i r > 0.

Powy»sze wªasno±ci (wraz z dowodami) mo»na znale¹¢ m.in. w [2], [5], [26] oraz

[27].

5.5 Operatory liniowe w przestrzeniach Banacha

Przypomnimy teraz, w oparciu o [28], [39], [60] oraz [70], podstawowe poj¦cia oraz

twierdzenia dotycz¡ce operatorów liniowych okre±lonych w przestrzeniach Banacha.

Niech X b¦dzie rzeczywist¡ lub zespolon¡ przestrzeni¡ Banacha, na której za-

dana jest norma ‖ · ‖ i niech A : X ⊃ D(A) → X b¦dzie operatorem liniowym

w przestrzeni X . Mówimy, »e operator A : X ⊃ D(A) → X jest g¦sto okre±lony ,

je»eli jego dziedzina D(A) jest g¦stym podzbiorem przestrzeni X, tzn. D(A) = X.

Wykresem operatora A : X ⊃ D(A) → X nazywamy podzbiór Gr(A) iloczynu

kartezja«skiego X ×X okre±lony nast¦puj¡co

Gr(A) := {(x, y) ∈ X ×X | y = Ax, x ∈ D(A)}.

Mówimy, »e operator A jest domkni¦ty , je»eli jego wykres Gr(A) jest domkni¦tym

podzbiorem przestrzeni X ×X wyposa»onej w norm¦ produktow¡. Na przestrzeni

liniowej D(A) zadajemy norm¦ wykresow¡ ‖ · ‖D(A) wzorem

‖x‖D(A) := ‖x‖+ ‖Ax‖ dla x ∈ D(A).
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Wówczas nietrudno dowie±¢, »e operator liniowy A : D(A) → X jest domkni¦ty

wtedy i tylko wtedy, gdy przestrze« liniowa (D(A), ‖ · ‖D(A)) jest przestrzeni¡ Ba-

nacha.

Operator liniowy A : X → Y , gdzie X, Y s¡ przestrzeniami Banacha z normami

odpowiednio ‖ · ‖X oraz ‖ · ‖Y , nazywamy ograniczonym, je»eli

‖A‖L(X) = ‖A‖ := sup{‖Au‖Y | u ∈ D(A), ‖u‖X ≤ 1} < +∞.

Je»eli ‖A‖ = +∞, to operator A nazywamy nieograniczonym.

Twierdzenie 5.5.1. (O domkni¦tym wykresie, patrz [60, Twierdzenie 2.15] lub

[39, Twierdzenie 53.6]) Niech X, Y b¦d¡ przestrzeniami Banacha. Je»eli operator

liniowy A : X → Y jest domkni¦ty, to jest ci¡gªy.

J¡drem operatora A : X ⊃ D(A)→ X nazywamy zbiór

Ker A := {u ∈ D(A) | Au = 0},

za± obrazem nazywamy zbiór

Im A := {Au | u ∈ D(A)}.

Zaªó»my, »e liniowy operator A : X ⊃ D(A) → X jest ró»nowarto±ciowy. Mo-

»emy wówczas zde�niowa¢ operator odwrotny A−1 : D(A−1) → X do A kªad¡c

D(A−1) := Im A oraz

A−1v := u,

gdzie Au = v dla v ∈ D(A−1).

Niech teraz H b¦dzie rzeczywist¡ b¡d¹ zespolon¡ przestrzeni¡ Hilberta z iloczy-

nem skalarnym 〈·, ·〉 oraz niech A : H ⊃ D(A) → H b¦dzie operatorem liniowym.

Operatorem sprz¦»onym do A nazywamy operator A∗ : H ⊃ D(A∗)→ H okre±lony

nast¦puj¡co

D(A∗) := {v ∈ H | istnieje w ∈ H takie, »e 〈Au, v〉 = 〈u,w〉 dla u ∈ D(A)},

A∗v := w dla v ∈ D(A∗), gdzie 〈Au, v〉 = 〈u,w〉 dla u ∈ D(A).

Dowodzi si¦, »e je»eli H jest przestrzeni¡ Hilberta, to wówczas dla ka»dego operatora

A ∈ L(H) istnieje dokªadnie jeden operator sprz¦»ony A∗ (patrz [60, Twierdzenie

4.10]). Ponadto zachodzi równo±¢ ‖A‖ = ‖A∗‖.
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Mówimy, »e operator A : H ⊃ D(A) → H jest symetryczny , je±li A ⊂ A∗.

Wiadomo, »e operator A jest symetryczny wtedy i tylko wtedy, gdy

〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 dla x, y ∈ D(A).

Je»eli zachodzi równo±¢ A = A∗, to wówczas mówimy, »e A jest operatorem

samosprz¦»onym. Mo»na pokaza¢, »e je»eli operator A jest samosprz¦»ony, to jest

domkni¦ty.

Twierdzenie 5.5.2. (Laxa-Milgrama, patrz [30, Twierdzenie 6.2.1]) Zaªó»my,

»e B : H × H → R jest odwzorowaniem dwuliniowym okre±lonym na rzeczywistej

przestrzeni Hilberta H i takim, »e dla pewnych staªych α, β > 0 zachodz¡ nierówno±ci

|B(u, v)| ≤ α‖u‖H‖v‖H dla u, v ∈ H

oraz

β‖u‖2
H ≤ B(u, u) dla u ∈ H.

Niech F : H → R b¦dzie ograniczonym funkcjonaªem liniowym na przestrzeni H.

Istnieje wówczas dokªadnie jeden element u ∈ H taki, »e

B(u, v) = F (v).

Niech teraz X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha nad ciaªem liczb zespolonych i niech

A : X ⊃ D(A)→ X b¦dzie operatorem liniowym. Zbiór

ρ(A) := {λ ∈ C | Ker(λI − A) = {0}, Im(λI − A) = X oraz (λI − A)−1 ∈ L(X)}

nazywamy zbiorem rezolwenty operatora A : X ⊃ D(A) → X, natomiast przez

spektrum (lub widmo) rozumie¢ b¦dziemy zbiór

σ(A) := C \ ρ(A).

Zatem λ ∈ σ(A) wtedy i tylko wtedy, gdy

(a) Im(λI − A) ( X

lub

(b) Ker(λI − A) 6= 0 (tzn. istnieje wektor x ∈ X, x 6= 0 taki, »e Ax = λx).

Gdy zachodzi punkt (b) z powy»szej de�nicji, to mówimy, »e λ jest warto±ci¡ wªasn¡

operatora A, za± przestrze« Ker(λI − A) nazywamy przestrzeni¡ wªasn¡ odpowia-

daj¡c¡ warto±ci wªasnej λ. Geometryczn¡ krotno±ci¡ warto±ci wªasnej λ nazywa¢
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b¦dziemy wymiar Ker(λI−A), natomiast przez krotno±¢ algebraiczn¡ warto±ci wªa-

snej λ rozumie¢ b¦dziemy wymiar
⋃∞
n=1 Ker(λI−A)n. Na ogóª krotno±ci algebraiczna

i geometryczna nie s¡ równe. Mo»na jednak udowodni¢ (patrz np. [33, Theorem

2.4]), »e je»eli A : H ⊃ D(A) → H jest samosprz¦»onym operatorem liniowym

w przestrzeni Hilberta H, to wówczas krotno±¢ geometryczna dowolnej warto±ci wªa-

snej operatora A jest równa krotno±ci algebraicznej tej warto±ci wªasnej.

W przypadku, gdy (X, ‖ · ‖) jest przestrzeni¡ Banacha nad ciaªem liczb rze-

czywistych, mo»na równie» rozpatrywa¢ zespolone zbiór rezolwenty i spektrum li-

niowego operatora A : X ⊃ D(A) → X. W tym celu dokonuje si¦ kompleksy�kacji

przestrzeni X, tzn. okre±la si¦ przestrze« liniow¡ XC nad ciaªem liczb zespolonych

kªad¡c XC := X ×X wraz z dziaªaniami + : XC ×XC → C oraz · : C ×XC → C
okre±lonymi nast¦puj¡co

(x1, y1) + (x2, y2) := (x1 + x2, y1 + y2) dla (x1, y1), (x2, y2) ∈ XC,

(α + βi) · (x, y) := (αx− βy, αy + βx) dla α + βi ∈ C , (x, y) ∈ XC.

Oznaczaj¡c dowolny element (x, y) ∈ XC przez x+ iy, na przestrzeni XC zadaje si¦

norm¦ kªad¡c

‖x+ iy‖C := sup
ϕ∈[0,2π]

‖(sinϕ)x+ (cosϕ)y‖ dla x+ iy ∈ XC. (5.1)

Dowodzi si¦, »e (XC, ‖ · ‖C) jest równie» przestrzeni¡ Banacha.

W sytuacji, gdy H jest rzeczywist¡ przestrzeni¡ Hilberta, z iloczynem skalarnym

(·, ·) : H ×H → R, to wówczas

(x1 + iy1, x2 + iy2)C := (x1, x2) + (y1, y2)− i(x1, y2) + i(y1, x2)

jest iloczynem skalarnym na kompleksy�kacji HC przestrzeni H dla dowolnych x1 +

iy1, x2 + iy2 ∈ HC, za±

‖x+ iy‖C :=
√
‖x‖2 + ‖y‖2 dla x+ iy ∈ HC (5.2)

jest norm¡ wyznaczon¡ przez ten iloczyn skalarny. Mo»na pokaza¢, »e normy okre-

±lone wzorami (5.1) i (5.2) s¡ równowa»ne 1.

Dla liniowego operatora A : X ⊃ D(A) → X, okre±lonego w rzeczywistej prze-

strzeni Banacha X, mo»emy zde�niowa¢ operator AC : XC ⊃ D(AC) → XC nast¦-

puj¡co:

D(AC) := {x+ iy ∈ XC | x, y ∈ D(A)},

AC(x+ iy) := Ax+ iAy.

1Zauwa»my, »e w przypadku dowolnej przestrzeni Banacha (5.2) nie zadaje normy.
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Wówczas operator AC nazywamy kompleksy�kacj¡ operatora A . �atwo wida¢,

»e AC jest operatorem liniowym na XC. Wówczas, przez zespolony zbiór rezol-

wenty operatora A rozumiemy ρ(A) := ρ(AC), za± przez spektrum zespolone - zbiór

σ(A) := σ(AC).

Mówimy, »e liniowy operator A : X → Y , gdzie X i Y s¡ przestrzeniami Bana-

cha jest zwarty , je»eli dla dowolnego zbioru ograniczonego U ⊂ X, zbiór A(U) jest

relatywnie zwarty w Y . �atwo zauwa»y¢, »e ka»dy operator zwarty jest operatorem

ograniczonym.

Niech A : X ⊃ D(A) → X b¦dzie operatorem samosprz¦»onym. Powiemy,

»e operator C : X ⊃ D(C) → X taki, »e D(A) ⊂ D(C) jest relatywnie zwarty

wzgl¦dem operatora A wtedy i tylko wtedy, gdy operator C(A+ iI)−1 jest zwarty.

Mo»na udowodni¢ (patrz [59]), »e je»eli A i C s¡ domkni¦tymi operatorami okre-

±lonymi w przestrzeni Banacha X takimi, »e D(C) ⊃ D(A), to wówczas operator

C(A − zI)−1 jest zwarty dla pewnego z ∈ ρ(A) wtedy i tylko wtedy, gdy jest on

zwarty dla wszystkich z ∈ ρ(A).

Niech H b¦dzie przestrzeni¡ Hilberta i niech A : H ⊃ D(A) → H b¦dzie g¦sto

okre±lonym i samosprz¦»onym operatorem liniowym. Wówczas spektrum istotnym

operatora A, które oznacza¢ b¦dziemy przez σess(A), nazywamy zbiór

σess(A) = {λ ∈ σ(A) | λ nie jest izolowan¡ warto±ci¡ wªasn¡ o sko«czonej krotno±ci}2.

Poni»sze twierdzenie dostarcza informacji na temat spektrum istotnego relatyw-

nie zwartych zaburze« operatorów samosprz¦»onych.

Twierdzenie 5.5.3. (Weyl'a, patrz [59, str.113]) Niech A : X ⊃ D(A)→ X b¦dzie

operatorem samosprz¦»onym oraz niech C : X ⊂ D(C) → X b¦dzie operatorem

relatywnie zwartym wzgl¦dem A. Wówczas

σess(A) = σess(A+ C).

2Informacje na temat spektrum istotnego g¦sto okre±lonych, domkni¦tych operatorów liniowych

w przestrzeniach Banacha (niekoniecznie Hilberta) mo»na znale¹¢ w [31] oraz [61].
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5.6 Póªgrupy operatorów liniowych

W oparciu o [14], [37], [56] i [66] omówimy teraz podstawowe fakty z teorii C0-

póªgrup operatorów liniowych i ich generatorów.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha. Póªgrup¡ operatorów nazywamy rodzin¦

{S(t) : X → X}t≥0 ograniczonych operatorów liniowych tak¡, »e

(i) S(0) = I,

(ii) S(t+ s) = S(t)S(s) dla wszystkich t, s ≥ 0.

Je»eli dodatkowo

(iii) dla dowolnego x ∈ X, odwzorowanie [0,+∞) 3 t→ S(t)x ∈ X jest ci¡gªe, to

mówimy o silnie ci¡gªej póªgrupie lub o C0-póªgrupie.

Uwaga 5.6.1. Warunek (iii) w powy»szej de�nicji jest równowa»ny nast¦puj¡cemu

(iii)' limt→0+ S(t)x = x dla dowolnego x ∈ X.

Wiadomo, »e je»eli {S(t)}t≥0 jest C0-póªgrup¡ operatorów liniowych na przestrzeni

Banacha X, to wówczas istniej¡ staªe M ≥ 1 oraz ω ∈ R takie, »e

‖S(t)‖ ≤Meωt dla t ≥ 0.

In�nitezymalnym generatorem C0-póªgrupy {S(t)}t≥0 nazywamy operator liniowy

A : X ⊃ D(A)→ X dany wzorem

D(A) :=

{
x ∈ X | istnieje granica lim

t→0+

S(t)x− x
t

}
,

Ax := lim
t→0+

S(t)x− x
t

dla x ∈ D(A).

Zauwa»my, »e D(A) jest przestrzeni¡ liniow¡, co wynika z liniowo±ci operatorów

S(h), h ≥ 0, za± A jest operatorem liniowym, na ogóª nieograniczonym1.

W dalszych rozwa»aniach C0-póªgrup¦ generowan¡ przez operator A b¦dziemy

oznacza¢ przez {etA}t≥0.

Nast¦puj¡ce twierdzenie okre±la warunki konieczne i wystarczaj¡ce na to, aby

operator liniowy byª generatorem C0-póªgrupy.
1Zauwa»my, »e D(A) wraz z norm¡ odziedziczon¡ z X jest przestrzeni¡ unormowan¡.
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Twierdzenie 5.6.2. (patrz [56, Theorem 1.5.2]) Operator liniowy A : X ⊃ D(A)→
X jest generatorem C0-póªgrupy {etA}t≥0 takiej, »e ‖etA‖ ≤ Meωt dla pewnych sta-

ªych M ≥ 1 i ω ∈ R, wtedy i tylko wtedy gdy

(i) A jest operatorem domkni¦tym i D(A) jest g¦stym podzbiorem przestrzeni X,

(ii) zbiór rezolwenty ρ(A) operatora A zawiera przedziaª (ω,+∞) oraz

‖(λI − A)n‖ ≤ M

(λ− ω)n
dla λ > ω, n ≥ 1.

Poni»sze twierdzenie podaje warunki dostateczne, ale nie konieczne na to, aby

operator byª generatorem C0-póªgrupy.

Twierdzenie 5.6.3. (patrz [56, Theorem 1.7.7]) Niech A : X ⊃ D(A) → X b¦dzie

g¦sto okre±lonym operatorem w przestrzeni Banacha X speªniaj¡cym nast¦puj¡ce

warunki

(i) dla pewnego δ ∈ (0, π
2
)

ρ(A) ⊃ Σδ := {λ ∈ C | |argλ| < π

2
+ δ} ∪ {0};

(ii) istnieje M > 0 takie, »e

‖(λI − A)−1‖ ≤ M

|λ|
dla λ ∈ Σδ, λ 6= 0.

Wówczas A jest in�nitezymalnym generatorem jednostajnie ograniczonej 1 C0-póªgrupy

operatorów liniowych {etA}t≥0.

Twierdzenie 5.6.4. (patrz [56, Theorem 1.4.2]) Niech {etA}t≥0 b¦dzie C0-póªgrup¡

generowan¡ przez operator A : X ⊃ D(A)→ X. Wówczas

(i) je±li x ∈ X, to
∫ t

0
esAx ds ∈ D(A) dla t > 0 oraz

A

(∫ t

0

esAx ds

)
= etAx− x,

(ii) je±li x ∈ D(A), to etAx ∈ D(A) dla t ≥ 0 oraz

d

dt
etAx = AetAx = etAAx,

1Mówimy, »e C0-póªgrupa operatorów liniowych {etA}t≥0 jest jednostajnie ograniczona, je»eli

istnieje C > 0 takie, »e

‖etA‖ ≤ C dla t ≥ 0.
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(iii) je±li x ∈ D(A) oraz t > s ≥ 0, to

etAx− esAx =

∫ t

s

eτAAx dτ =

∫ t

s

AeτAx dτ.

Uwaga 5.6.5. Niech {etA}t≥0 b¦dzie C0-póªgrup¡ operatorów liniowych na prze-

strzeni Banacha X o generatorze A : X ⊃ D(A) → X tak¡, »e ‖etA‖ ≤ Meωt dla

pewnych staªych M ≥ 1 i ω ∈ R. Wówczas nietrudo dowie±¢, »e {e−ωtetA}t≥0 jest

C0-póªgrup¡ generowan¡ przez operator A−ωI i tak¡, »e ‖e−ωtetA‖ ≤M dla t ≥ 0.

Uwaga 5.6.6. NiechX b¦dzie re�eksywn¡ przestrzeni¡ Banacha oraz niech A : X ⊃
D(A)→ X b¦dzie samosprz¦»onym i g¦sto okre±lonym operatorem liniowym takim,

»e −A generuje C0-póªgrup¦ {e−tA : X → X}t≥0 operatorów liniowych. Wówczas

mo»na pokaza¢ (patrz [56, Corollary 1.10.6]), »e operator e−tA jest samosprz¦»ony

dla dowolnego t ≥ 0.

Niech ∆ = {z ∈ C | ϕ1 < argz < ϕ2, ϕ1 < 0 < ϕ2} oraz dla z ∈ ∆, niech S(z) b¦dzie

ograniczonym operatorem liniowym. Rodzina {S(z)}z∈∆ jest póªgrup¡ analityczn¡

w ∆ je»eli

(i) odwzorowanie ∆ 3 z → S(z) jest analityczne w ∆,

(ii) S(0) = I oraz limz→0,z∈∆ S(z)x = x dla wszystkich x ∈ X,

(iii) S(z1 + z2) = S(z1)S(z2) dla wszystkich z1, z2 ∈ ∆.

Mówimy, »e C0-póªgrupa {etA}t≥0 jest analityczna, je»eli jest analityczna w pewnym

sektorze ∆ zawieraj¡cym póªprost¡ [0,+∞).

Twierdzenie 5.6.7. (patrz [56, Theorem 2.5.2]) Niech {etA : X → X}t≥0 b¦dzie

jednostajnie ograniczon¡ C0-póªgrup¡ operatorów liniowych w przestrzeni Banacha X

o generatorze A : X ⊃ D(A)→ X. Wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) {etA}t≥0 mo»na rozszerzy¢ do analitycznej C0-póªgrupy w sektorze ∆δ := {λ ∈
C | |argλ| < δ};

(ii) Istnieje staªa C > 0 taka, »e dla ν > 0 i τ 6= 0

‖(νI + iτI − A)−1‖ ≤ C

|τ |
;

(iii) Istniej¡ 0 < δ < π
2
oraz M > 0 takie, »e

ρ(A) ⊃ Σ = {λ ∈ C | |argλ| < π

2
+ δ} ∪ {0}

oraz

‖(λI − A)−1‖ ≤ M

λ
dla λ ∈ Σ, λ 6= 0;
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(iv) odwzorowanie (0,+∞) 3 t 7→ etA jest ró»niczkowalne oraz istnieje C > 0 takie,

»e dla t > 0

‖AetA‖ ≤ C

t
.

5.7 Operatory sektorialne

Niech A : D(A)→ X, D(A) ⊂ X b¦dzie domkni¦tym, g¦sto okre±lonym operatorem

w przestrzeni Banacha X. Operator A nazywamy operatorem sektorialnym, je±li

istniej¡ staªe a ∈ R, M > 0 oraz ϕ ∈ (0, π
2
) takie, »e:

(i) zbiór rezolwenty operatora A zawiera sektor Σa,ϕ, gdzie

Σa,ϕ := {λ ∈ C | λ 6= a, ϕ < |Arg(λ− a)| ≤ π};

(ii)

‖(λI − A)−1‖L(X) ≤
M

|λ− a|
dla λ ∈ Σa,ϕ. (5.3)

Uwaga 5.7.1. Wybierzmy dowoln¡ liczb¦ ω ∈ R. Wówczas operator A : D(A)→ X

jest operatorem sektorialnym wtedy i tylko wtedy gdy operator Aω : D(A) → X

dany wzorem Aω := A+ ωI jest operatorem sektorialnym.

Istotnie, dokonuj¡c translacji ªatwo wida¢, »e Σa,ϕ ⊂ ρ(A) oraz zachodzi nierówno±¢

(5.7), wtedy i tylko wtedy gdy

Σa+ω,ϕ = {λ ∈ C | λ 6= a, ϕ < |Arg(λ− (a+ ω))| ≤ π} ⊂ ρ(Aω)

oraz

‖(λI − Aω)−1‖L(X) ≤
M

|λ− (a+ ω)|
dla λ ∈ Σa+ω,ϕ.

Stwierdzenie 5.7.2. (patrz [14, Proposition 1.3.1]) Niech A : X ⊃ D(A) → X

b¦dzie liniowym, domkni¦tym i g¦sto okre±lonym operatorem w przestrzeni Banacha

X. Rozwa»my operatory Aω := A + ωI z ω ∈ R. Wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡

równowa»ne:

(i) Aω jest operatorem sektorialnym w X dla pewnego ω ∈ R,

(ii) Aω jest operatorem sektorialnym w X dla ka»dego ω ∈ R,

(iii) Istniej¡ k, ω ∈ R takie, »e zbiór rezolwenty ρ(Aω) operatora Aω zawiera póª-

pªaszczyzn¦ {λ ∈ C | Re λ ≤ k} oraz

‖λ(λI − Aω)−1‖L(X) ≤M dla Re λ ≤ k.

Mówimy, »e operator sektorialny A : D(A)→ X jest dodatni , je±li Re σ(A) > 01,
1Re σ(A) := inf{Re λ | λ ∈ σ(A)}.
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tzn. Re z > 0 dla dowolnego z ∈ σ(A). Zauwa»my, »e

Re σ(Aω) ≥ a+ ω.

To oznacza, »e wybieraj¡c ω > 0, dla której Re σ(Aω) > 0 mo»emy rozwa»a¢ do-

datni operator Aω.

Nast¦puj¡ce twierdzenie charakteryzuje generatory analitycznych C0-póªgrup.

Twierdzenie 5.7.3. (patrz [14, Theorem 1.3.1]) Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Ba-

nacha i niech A : X ⊃ D(A) → X b¦dzie liniowym, g¦sto okre±lonym operatorem.

Wówczas A jest sektorialny wtedy i tylko wtedy gdy operator −A generuje anali-

tyczn¡ C0-póªgrup¦ {e−tA : X → X}t≥0 ograniczonych, liniowych operatorów.

Twierdzenie 5.7.4. (patrz [14, Theorem 1.3.2]) Niech A : D(A)→ X b¦dzie opera-

torem sektorialnym takim, »e Re σ(A) > a > 0. Wówczas istniej¡ staªe M0,M1 > 0

takie, »e

‖e−tA‖L(X) ≤M0e
−at, t ≥ 0, (5.4)

‖Ae−tA‖L(X) ≤
M1

t
e−at, t > 0. (5.5)

Kolejne fakty dostarczaj¡ przykªadów operatorów sektorialnych.

Twierdzenie 5.7.5. (patrz [56, Corollary 3.2.2]) Je±li A : D(A)→ X jest operato-

rem sektorialnym w przestrzeni Banacha X oraz operator B jest operatorem ogra-

niczonym w X, to operator A+B : D(A+B)→ X z dziedzin¡ D(A+B) = D(A)

jest sektorialny.

Twierdzenie 5.7.6. (patrz [14, Proposition 1.3.3] oraz [60, Tw.13.31] Niech A :

H ⊃ D(A) → H b¦dzie liniowym, g¦sto okre±lonym, samosprz¦»onym operatorem

w przestrzeni Hilberta H z iloczynem skalarnym (·, ·). Wówczas

(i) ∀x ∈ D(A) (Ax, x) ≥ 0 wtedy i tylko wtedy gdy σ(A) ⊂ [0,+∞);

(ii) je»eli A jest ograniczony z doªu 1, to jest operatorem sektorialnym.

1Mówimy, »e operator A : H ⊃ D(A) → H okre±lony w przestrzeni Hilberta H z iloczynem

skalarnym (·, ·) oraz norm¡ ‖ · ‖ jest ograniczony z doªu, je»eli

∃m ∈ R ∀x ∈ D(A) (Ax, x) ≥ m‖x‖2.
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Przejd¹my teraz do omówienia pot¦g uªamkowych operatorów sektorialnych oraz

przestrzeni uªamkowych wyznaczonych przez te operatory.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha z zadan¡ norm¡ ‖ · ‖ oraz niech A : X ⊃
D(A) → X b¦dzie dodatnim operatorem sektorialnym. Dla α ∈ (0,+∞) de�niu-

jemy operatory A−α : X → X nast¦puj¡co:

A−αx :=
1

Γ(α)

∫ +∞

0

tα−1e−Atx dt, (5.6)

gdzie Γ : (0,+∞)→ R jest funkcj¡ Eulera dan¡ wzorem

Γ(x) :=

∫ +∞

0

tx−1e−t dt, x > 0.

Zauwa»my, »e dla ka»dego α > 0, A−α jest poprawnie okre±lonym operatorem.

Istotnie, z nierówno±ci (5.4) w twierdzeniu 5.7.4 wynika, »e caªka niewªa±ciwa we

wzorze (5.6) jest zbie»na w topologii jednostajnej operatorów, gdy»

‖tα−1e−At‖ ≤

{
M0e

−at, t > 1,

M0t
α−1, t ∈ (0, 1].

St¡d wniosek, »e A−α ∈ L(X).

Lemat 5.7.7. Dla ka»dego α > 0 operator A−α : X → X, okre±lony wzorem (5.6),

jest ró»nowarto±ciowy.

Dowód. Jest jasne, »e dla α = 1, operator A−1 jest ró»nowarto±ciowy. Zatem

dla ka»dego n ∈ N, A−n jest operatorem ró»nowarto±ciowym. Zaªó»my teraz, »e

A−αx = 0 dla pewnego x ∈ X. Wówczas, dla n ≥ α,

A−nx = A−n+αA−αx = 0,

co implikuje, »e x = 0. To ko«czy dowód.

Z powy»szych rozwa»a« wynika mo»liwo±¢ zde�niowania dodatnich pot¦g uªamko-

wych operatora A w nast¦puj¡cy sposób.

Dla α > 0, okre±lmy operator Aα : D(Aα)→ X kªad¡c

D(Aα) := Im(A−α), Aαx := (A−α)−1x dla x ∈ D(Aα).

Dodatkowo, dla α = 0, poªó»my

D(Aα) := X, A0 := I,
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gdzie I : X → X, I(x) := x dla wszystkich x ∈ X.

Dla dowolnego α ≥ 0, przestrzeni¡ uªamkow¡ wyznaczon¡ przez dodatni opera-

tor sektorialny A : X ⊃ D(A)→ X nazywamy przestrze« unormowan¡ (Xα, ‖ · ‖α),

gdzie

Xα := D(Aα) oraz ‖x‖α := ‖Aαx‖ dla x ∈ Xα.

Uwaga 5.7.8. Przestrze« (Xα, ‖·‖α) jest przestrzeni¡ Banacha. Wynika to z faktu,

»e dla ka»dego α ≥ 0, operator Aα jest operatorem domkni¦tym (jako operator

odwrotny do operatora domkni¦tego).

Twierdzenie 5.7.9. (patrz [63, Ch.3.6] lub [14, Proposition 1.3.5]) Niech A : X ⊃
D(A) → X b¦dzie dodatnim operatorem sektorialnym w przestrzeni Banacha X.

Wówczas

(i) Dla ka»dego α ≥ 0, operator Aα : Xα → X jest domkni¦tym i g¦sto okre±lonym

operatorem.

(ii) Je»eli α > β ≥ 0, to wªo»enie Xα ⊂ Xβ jest g¦ste i ci¡gªe. Dodatkowo, je±li

operator A ma zwarte rezolwenty, to powy»sze wªo»enie jest zwarte.

(iii) Dla dowolnych α, β ≥ 0

AαAβ = AβAα = Aα+β.

Twierdzenie 5.7.10. (patrz [56, Corollary 3.2.4]) Niech A : D(A) → X b¦dzie

operatorem sektorialnym w przestrzeni Banacha X. Zaªó»my, »e B : D(B) → X

jest operatorem domkni¦tym i przypu±¢my, »e dla pewnego α ∈ (0, 1), Xα ⊂ D(B),

gdzie Xα jest przestrzeni¡ uªamkow¡ wyznaczon¡ przez A. Wówczas A + B jest

operatorem sektorialnym.

Uwaga 5.7.11. Niech A : D(A)→ X b¦dzie operatorem sektorialnym, niekoniecz-

nie dodatnim. Wówczas z de�nicji operatora sektorialnego wynika, »e istnieje ω > 0

taka, »e operator Aω := A + ωI jest dodatni. Mo»na zatem rozwa»a¢ przestrze«

uªamkow¡ Xα
ω := D((A+ ωI)α) z norm¡

‖x‖α,ω := ‖(A+ ωI)αx‖ dla x ∈ Xα.

Mo»na pokaza¢ (patrz np. [49, Lemat 1.4.10]), »e przestrze« uªamkowa Xα
ω nie

zale»y od wyboru ω oraz co wi¦cej, »e dla dowolonych ω1, ω2 ∈ R takich, »e operatory

A+ω1I i A+ω2I s¡ dodatnie i D(A+ω1I) = D(A+ω2I), normy ‖ · ‖α,ω1 i ‖ · ‖α,ω2

s¡ równowa»ne.
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Nietrudno równie» dowie±¢, »e je»eli A : X ⊂ D(A) → X jest dodatnim operato-

rem sektorialnym, to wówczas rodzina ograniczonych operatorów liniowych {e−tA|Xα :

Xα → Xα}t≥0 jest C0-póªgrup¡ na przestrzeni uªamkowej Xα.

Poni»sze twierdzenie stanowi zestawienie najistotniejszych wªasno±ci pot¦g uªam-

kowych operatorów sektorialnych i analitycznych C0-póªgrup generowanych przez te

operatory.

Twierdzenie 5.7.12. (patrz [56, Theorem 2.6.13]) Niech A : X ⊃ D(A) → X

b¦dzie dodatnim operatorem sektorialnym oraz niech {e−tA : X → X}t≥0 b¦dzie C0-

póªgrup¡ generowan¡ przez −A. Wówczas

(i) e−tA(X) ⊂ Xα dla wszystkich α ≥ 0 i t > 0;

(ii) Dla wszystkich α ≥ 0 oraz x ∈ D(Aα)

e−tAAαx = Aαe−tAx dla t ≥ 0;

(iii) Je±li α ≥ 0, to Aαe−tA ∈ L(X) oraz istniej¡ staªe Cα > 0 i c > 0 takie, »e dla

t > 0

‖e−tAx‖α ≤ Cαt
−αe−ct‖x‖.

Uwaga 5.7.13. Niech A : X ⊃ D(A) → X b¦dzie operatorem sektorialnym

w przestrzeni Banacha X oraz niech δ > 0 b¦dzie liczb¡ rzeczywist¡ tak¡, »e

σ(A+ δI) ⊂ {z ∈ C | Re z > 0}.

Wówczas, z twierdzenia 5.7.12 (iii) wynika, »e istniej¡ staªe C0 > 0 i Cα > 0 takie,

»e dla wszystkich t > 0,

‖e−tAx‖α ≤ C0e
δt‖x‖α dla x ∈ Xα

oraz

‖e−tAx‖α ≤ Cαt
−αeδt‖x‖ dla x ∈ X.

5.8 Rozkªady spektralne

Poni»sze twierdzenie mówi o wªasno±ciach spektralnych generatorów C0-póªgrup.
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Twierdzenie 5.8.1. (patrz [44, Thm. 16.7.2]) Je±li A : X ⊃ D(A) → X jest

generatorem C0-póªgrupy {etA}t≥0 ograniczonych liniowych operatorów w zespolonej

przestrzeni Banacha X, to

σp(e
tA) \ {0} = e−σp(A) dla t > 0.

Ponadto, je±li λ ∈ σp(A), to dla dowolnego t > 0

Ker(e−λtI − etA) = span

(⋃
k∈Z

Ker(λk,tI − A)

)
,

gdzie λk,t := λ+ (2kπ/t)i dla k ∈ Z.

Wniosek 5.8.2. Je»eli A : D(A) → X jest samosprz¦»onym operatorem takim, »e

−A generuje analityczn¡ C0-póªgrup¦ {e−tA}t≥0 ograniczonych operatorów liniowych

oraz σ(A) ⊂ (−c,+∞) dla pewnego c > 0, to dla dowolnego t > 0 zachodzi równo±¢

Ker A = Ker(e−tA − I).

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha oraz niech A : X ⊃ D(A) → X b¦dzie

operatorem liniowym. Zbiór σ ⊂ σ̂(A), gdzie σ̂(A) := σ(A) ∪ {∞} nazywamy zbio-

rem spektralnym, je»eli zbiory σ i σ̂(A) \ σ s¡ zbiorami domkni¦tymi w rozszerzonej

pªaszczy¹nie C ∪ {∞}.

Przykªad 5.8.3.

(i) Sko«czony zbiór punktów ze spektrum σ(A) liniowego operatora A tworzy

zbiór spektralny;

(ii) Dopeªnienie zbioru spektralnego jest zbiorem spektralnym.

Twierdzenie 5.8.4. Niech A : X ⊃ D(A) → X, gdzie X jest przestrzeni¡ Bana-

cha, b¦dzie domkni¦tym operatorem liniowym. Niech σ1 b¦dzie ograniczonym zbio-

rem spektralnym i oznaczmy σ2 := σ(A) \ σ1, tzn. σ2 ∪ {∞} jest innym zbiorem

spektralnym. Przez P1, P2 oznaczmy projekcje odpowiednio, na przestrzenie wªasne

wyznaczone przez σ1 i σ2 oraz niech Xj := Pj(X), j = 1, 2. Wówczas X = X1⊕X2,

przestrzenie Xj s¡ niezmiennicze wzgl¦dem A (tzn. A(Xj) ⊂ Xj, j = 1, 2) oraz

je±li oznaczymy Aj := A|Xj , j = 1, 2, to wówczas A1 : X1 → X1 jest operatorem

ograniczonym oraz σ(A1) = σ1. Co wi¦cej, D(A2) = D(A) ∩X2 oraz σ(A2) = σ2.

Dowód powy»szego twierdzenia mo»na znale¹¢ w [28, v.1, Ch.7] oraz w [67, Thm.

5.7, A, B].
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5.9 Indeks punktów staªych

5.9.1 Indeks Leray-Schaudera dla odwzorowa« zwartych

Poni»ej przypomnimy krótko klasyczn¡ teori¦ indeksu punktów staªych dla klasy

odwzorowa« zwartych. Wszystkie poni»ej przytoczone de�nicje i fakty mo»na zna-

le¹¢ w [40].

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha oraz niech U ⊂ X b¦dzie zbiorem otwar-

tym i ograniczonym. Zwarte odwzorowanie Φ : U → X nazywamy dopuszczalnym

(w sensie teorii indeksu punktów staªych dla odwzorowa« zwartych), je±li Φ(ū) 6= ū

dla ū ∈ ∂U . Powiemy, »e zwarte odwzorowanie Ψ : W × [0, 1] → X okre±lone

na otwartym i ograniczonym zbiorze W ⊂ X × [0, 1], jest dopuszczaln¡ homo-

topi¡ (w sensie teorii indeksu punktów staªych dla odwzorowa« zwartych), je»eli

Ψ(ū, µ) 6= ū dla (ū, µ) ∈ W .

Indeksem punktów staªych Leray-Schaudera dla klasy odwzorowa« zwartych na-

zywamy przeksztaªcenie, które ka»demu dopuszczalnemu odwzorowaniu Φ : U → X

przyporz¡dkowuje liczb¦ caªkowit¡ IndLS(Φ, U) posiadaj¡c¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci:

(1) (Istnienie) Je±li IndLS(Φ, U) 6= 0, to istnieje u ∈ U takie, »e Φ(u) = u;

(2) (Addytywno±¢) Je±li U1, U2 ⊂ U s¡ zbiorami otwartymi, rozª¡cznymi i takimi,

»e Φ(u) 6= u dla u ∈ U \ (U1 ∪ U2), to

IndLS(Φ, U) = IndLS(Φ|U1
, U1) + IndLS(Φ|U2

, U2);

(3) (Homotopijna niezmienniczo±¢) Je±li odwzorowanie Ψ : U × [0, 1] → X jest

dopuszczaln¡ homotopi¡, to

IndLS(Ψ(·, 0), U) = IndLS(Ψ(·, 1), U);

(4) (Normalizacja) Niech u0 ∈ X i niech Φu0 : U → X b¦dzie zde�niowane wzorem

Φu0(u) := u0 dla u ∈ U . Wówczas

IndLS(Φu0 , U) =

{
0, je±li u0 /∈ U,
1, je±li u0 ∈ U ;

(5) (Obcinanie) NiechX0 b¦dzie podprzestrzeni¡X tak¡, »e Φ(U) ⊂ X0. Wówczas

IndLS(Φ, U) = IndLS(Φ|U∩X0 , U ∩X0);



5.9. Indeks punktów staªych 121

(6) (Multiplikatywno±¢) Je±li Φ1 : U1 → X1 i Φ2 : U2 → X2, gdzie X1, X2 s¡

przestrzeniami Banacha, s¡ odwzorowaniami dopuszczalnymi, to Φ1 × Φ2 :

U1 × U2 → X1 ×X2 jest odwzorowaniem dopuszczalnym oraz

IndLS(Φ1 × Φ2, U1 × U2) = IndLS(Φ1, U1) · IndLS(Φ2, U2);

(7) (Topologiczna niezmienniczo±¢) Niech X1 i X2 b¦d¡ przestrzeniami Banacha

oraz niech Q : X1 → X2 b¦dzie liniowym homeomor�zmem. Zaªó»my, »e

U ⊂ X1 jest otwarty, ograniczony oraz niech Φ1 : U → X1 b¦dzie odwzoro-

waniem zwartym takim, »e Φ1(ū) 6= ū dla ū ∈ ∂U . Wówczas odwzorowanie

Φ2 : Q(U) → X2 zadane wzorem Φ2(ū) := Q(Φ1(Q−1(ū))) jest tak»e zwarte,

Φ2(ū) 6= ū dla ū ∈ ∂(Q(U)) oraz

IndLS(Φ1, U) = IndLS(Φ2, Q(U)).

5.9.2 Indeks punktów staªych dla odwzorowa« ostatecznie

zwartych

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha i niech M ⊂ X. Mówimy, »e odwzorowanie

f : M → X jest ostatecznie zwarte (z ang. ultimately compact), o ile ma t¦ wªasno±¢,

»e dla dowolnego zbioru Z ⊂ X, je»eli zachodzi równo±¢

convf(M ∩ Z) = Z,

to Z jest zbiorem zwartym.

Przechodzimy teraz do omówienia konstrukcyjnej de�nicji odwzorowa« ostatecznie

zwartych oraz wªasno±ci tej klasy odwzorowa«. Dowody przytoczonych w dalszym

ci¡gu faktów przeprowadzone s¡ w [2].

Niech M b¦dzie podzbiorem przestrzeni Banacha X oraz niech f : M → X

b¦dzie danym odwzorowaniem. De�niujemy nast¦puj¡cy tranzytywny ci¡g zbiorów

{Tα} indeksowany liczbami porz¡dkowymi

T0 := convf(M),

Tα :=

{
convf(M ∩ Tα−1), je±li α− 1 istnieje⋂
β<α Tβ, je±li α− 1 nie istnieje.

Wówczas ci¡g zbiorów {Tα} posiada nast¦puj¡ce wªasno±ci
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Lemat 5.9.1. (i) Ka»dy zbiór Tα jest domkni¦ty i ograniczony;

(ii) Je±li η < α, to Tα ⊂ Tη;

(iii) f(M ∩ Tα) ⊂ Tα dla ka»dej liczby porz¡dkowej α;

(iv) Istnieje liczba porz¡dkowa δ taka, »e Tα = Tδ dla wszystkich α ≥ δ.

Oznaczmy f∞(M) := Tδ, gdzie δ jest jak w powy»szym lemacie. Wówczas mo»na

udowodni¢, »e odwzorowanie f : M → X jest ostatecznie zwarte wtedy i tylko

wtedy, gdy zbiór f(M ∩ f∞(M)) jest relatywnie zwarty.

Nast¦puj¡cy lemat stanowi zestawienie podstawowych wªasno±ci odwzorowa« osta-

tecznie zwartych.

Lemat 5.9.2. (i) f∞(M) = convf(M ∩ f∞(M));

(ii) Je±li M1 ⊂M , to f∞(M1) ⊂ f∞(M);

(iii) Je±li f : M → X jest ostatecznie zwarte oraz M1 ⊂ M , to f̃ := f|M1 jest

ostatecznie zwarte;

(vi) Odwzorowanie f : M → X jest ostatecznie zwarte wtedy i tylko wtedy, gdy

f∞(M) jest zbiorem zwartym;

(v) Je±li f(M) jest zbiorem relatywnie zwartym, to f : M → X jest ostatecznie

zwarte.

Odnotujmy teraz podstawowe de�nicje oraz fakty teorii punktów staªych dla

klasy odwzorowa« ostatecznie zwartych, których dowody mo»na znale¹¢ w [2, Ch.3].

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha. Ostatecznie zwarte odwzorowanie Φ :

U → X, okre±lone na domkni¦ciu otwartego i ograniczonego zbioru U nazywamy

dopuszczalnym, je±li Φ(ū) 6= ū dla ū ∈ ∂U . Mówimy, »e ci¡gªe odwzorowanie

Ψ : U × [0, 1] → X jest dopuszczaln¡ homotopi¡ pomi¦dzy dwoma dopuszczalnymi

odwzorowaniami Φ0,Φ1 : U → X, je»eli Ψ(·, 0) = Φ0, Ψ(·, 1) = Φ1, Ψ(ū, µ) 6= u dla

wszystkich ū ∈ ∂U i µ ∈ [0, 1] oraz Ψ jest takie, »e dla dowolnego zbioru V ⊂ X,

je»eli conv Ψ((V ∩ U)× [0, 1]) = V , to V jest relatywnie zwarty.

Indeksem punktów staªych w klasie odwzorowa« ostatecznie zwartych nazywamy

przeksztaªcenie Induc, które ka»demu dopuszczalnemu odwzorowaniu Φ : U → X

przyporz¡dkowuje liczb¦ caªkowit¡ Induc(Φ, U) posiadaj¡c¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci:
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(1) (Istnienie) Je±li Induc(Φ, U) 6= 0, to istnieje u ∈ U takie, »e Φ(u) = u;

(2) (Addytywno±¢) Je±li U1, U2 ⊂ U s¡ zbiorami otwartymi, rozª¡cznymi i takimi,

»e Φ(u) 6= u dla u ∈ U \ (U1 ∪ U2), to

Induc(Φ, U) = Induc(Φ|U1
, U1) + Induc(Φ|U2

, U2);

(3) (Homotopijna niezmienniczo±¢) Je±li odwzorowanie Ψ : U × [0, 1] → X jest

dopuszczaln¡ homotopi¡, to

Induc(Ψ(·, 0), U) = Induc(Ψ(·, 1), U);

(4) (Normalizacja) Niech u0 ∈ X i niech Φu0 : U → X b¦dzie zde�niowane wzorem

Φu0(u) := u0 dla u ∈ U . Wówczas

Induc(Φu0 , U) =

{
0, je±li u0 /∈ U,
1, je±li u0 ∈ U.

Uwaga 5.9.3. Je»eli Φ : U → X jest odwzorowaniem zwartym, to indeks Induc(Φ, U)

jest równy indeksowi Leray-Schaudera IndLS(Φ, U).
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