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W rozprawie badany jest problem istnienia, jednoznacznosci oraz aproksymacji rozwigzan
stochastycznych réwnan rézniczkowych (srr) z odbijajacymi barierami U i L postaci

t t
Xt:X0+/ f(s,XS_)st+/ 9(s, X,_)dA, + K,, teR* @
0 0

oraz

t t
X, :X0+/ f(s,Xs_)dZer/ 9(s, X,_)dA, + K,, t€R", (i)
0 0

gdzie A jest procesem posiadajacym trajektorie o lokalnie skonczonej p-wariacji dla p € (1,2),
a B, Z sa odpowiednio procesem posiadajacym trajektorie o lokalnie skonczonej wariacji i
semimartyngatem. Rozwiazaniem réwnania (i) (lub (ii)) jest para proceséw (X, K) takich,
ze Xy € [Ly,Uy], t € RT, a K kompensuje odbicia od barier U i L (definicje rozwiazan (i) i
(ii) znajduja sie w rozdziatach 3. i 4.). Rownanie (i) jest szczegélnym przypadkiem rownania
(ii). W pracy réwnania te badamy jednak oddzielnie, gdyz wymagaja one réznych definicji
rozwiazan i réznych zatozen na wspotezynniki. Duza cze$¢ uzyskanych w pracy wynikow jest
nowa nawet w przypadku réwnan bez barier, tzn. gdy K = 0.

Problem istnienia i jednoznaczno$ci rozwigzan rownan bez barier wzgledem proceséw o
skoniczonej p-wariacji byt przedmiotem badan wielu autorow. Rozwazali je miedzy innymi
Dudley [18], Kubilius [37-42], Lyons [46], Norvaisa [57], Nualart z Rascanu [59] i Guerra
[30] oraz Ruzmaikina [68]. Ze wzgledu na szereg praktycznych zastosowan w modelach finan-
sowych, teorii kolejek i teorii ryzyka badania skoncentrowane byly gléwnie na réwnaniach
wzgledem utamkowego ruchu Browna BY z parametrem H € (1/2,1), ktérego trajektorie
posiadaja lokalnie skonczona p-wariacje dla p > 1/H.

Réwnania z barierami postaci (ii) jako pierwszy badal Skorochod w pracy [73] w przy-
padku, gdy L = 0, U = oo, A; = t oraz Z = W, gdzie W jest standardowym procesem
Wienera. W poézniejszym czasie szersze klasy barier oraz procesow catkujacych rozwazane
byly miedzy innymi przez Tanake [83], Lionsa i Sznitmana [45], Saisho [69], Dupuisa i Ishi
[20], Stominskiego [75] oraz Rozkosza [66]. W ostatnich latach Besald i Rovira [6] oraz Fer-
rante i Rovira [27] opublikowali pierwsze prace dotyczace réwnan z barierami postaci (i) dla
L=0,U =00, B, =t, A= BH. Tak duze zainteresowanie réwnaniami z barierami wynika
z faktu, iz zagadnienie to znajduje zastosowanie m.in. w teorii kolejek, analizie niezawodno-
Sci sejsmicznej oraz matematyce finansowej (patrz np. [2,21,36,71]). Mozna zauwazy¢, ze
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4 Wstep

réwnanie (ii) jest rownowazne tzw. problemowi zamiatania ze stochastycznym zaburzeniem:

dX; € ®(t, X;) + N(Cy; Xy),
Xo = x9 € Cy, (111)
Xt € Ct7

gdzie Cy = [Ly, Uy, ®(t, Xy) = f(t, Xy) dAr + g(t, Xi) dZy, a N(Cy; X;) oznacza wewnetrzny
wektor normalny do Cy w punkcie X, t € RT. Tego typu zagadnienia po raz pierwszy badat
Moreau w latach 70. W pracach [53-55] Moreau rozwazal deterministyczny odpowiednik
inkluzji stochastycznej (iii) dla wypuklego, zmieniajacego sie w czasie zbioru C; oraz ® = 0.
W kolejnych pracach Benabdellah [3], Castaing, Dtic Ha i Valadier [10], Castaing i Monteiro
Marques [11], Colombo i Goncharov [13], Colombo i Monteiro Marques [14] oraz Thibalult
[84] rozszerzali wyniki Moreau, dodajac dodatkowe zaburzenie ® lub ostabiajac zalozenia na
zbiér Cy. W pracy [5] Bernicot oraz Venel rozwazali inkluzje stochastyczna postaci (iii) dla
Ay =t, Z = W. Zaréwno w przypadku deterministycznym, jak i stochastycznym problem
zamiatania (iii) réwniez posiada wiele praktycznych zastosowan, m.in. w mechanice niegtad-
kiej, analizie zjawiska histerezy, matematyce finansowej oraz modelowaniu ruchu w sieciach
z przetaczaniem obwoddéw (patrz np. monografie [1,16,52] oraz cytowane w nich prace).

W rozprawie duza uwaga zwrécona zostata na przypadek procesu A = Y = [ 0,dBE,
gdzie o : RT — R nie musi by¢ funkcjg ciggla, ktorego trajektorie posiadajg lokalnie skoriczo-
ng p-wariacje dla p > 1/H. Zaproponowana zostata nowa metoda aproksymacji procesu Y
oraz rozwigzan réwnan wzgledem Y. Metoda ta, oparta na reprezentacji catkowej utam-
kowego ruchu Browna z pracy Decreusefonda i Ustiinela [15], stanowi rozszerzenie rezulta-
téw z wezesniejszych prac: Nieminena [56], Sottinena [79], Stomiriskiego i Ziemkiewicza [78]
dotyczacych aproksymacji utamkowego ruchu Browna oraz Parczewskiego [60] dotyczacej
aproksymacji procesu Y# w przypadku ciaglej funkcji o.

Ponizej zostata opisana szczegdtowo tresé¢ pracy.

Rozdzial 1. zawiera definicje i twierdzenia wykorzystywane w dalszej czedci pracy. Sa
tam miedzy innymi opisane podstawowe wtasnosci topologii Skorochoda J; na przestrze-
ni D(R*,R?), p-wariacji oraz catek wzgledem funkcji i proceséw o skoticzonej p-wariacji.
Zmajduja sie tam rowniez kryteria zbieznosci procesoéw stochastycznych w topologii J; oraz
przeglad dotychczasowych wynikéw dotyczacych rownan wzgledem funkcji i proceséw o skon-
czonej p-wariacji.

W rozdziale 2. udowodniono wyniki dotyczace istnienia, jednoznacznosci i aproksymacji
deterministycznego odpowiednika réwnania (i) postaci

t t
xt:x0+/ f(s,:cs_)dbs+/ 9(s,ws_) dag + kr, t€RY, (iv)
0 0

gdzie b € D(R*,R) jest funkcja o lokalnie skoficzonej wariacji, a € D(R*, R?) jest funk-
cja o lokalnie skonczonej p-wariacji, a k jest funkcjg kompensujgca odbicia od barier w i
[ € D(RT,RY). Szczegdlny przypadek réwnania (iv) byt badany wezesniej w pracy [27], gdzie
autorzy rozwazali réwnania z jedng bariera [ = 0 wzgledem funkcji A-holderowskich. Wiado-
mo, ze kazda funkcja A-holderowska posiada skonczona p-wariacje dla p > 1/\. W pracy [27]
podano warunki zapewniajace istnienie rozwigzan, jednak jednoznacznos¢ zostata uzyskana
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jedynie na matych przedziatach czasu. Kluczowym wynikiem tego rozdziatu jest twierdzenie
2.6. W twierdzeniu tym udowodniono lipschitzowskosé rozwigzan problemu Skorochoda z
dwiema barierami w normie p-wariacyjnej. Uzyskany rezultat stanowi gléwne narzedzie do-
wodowe przy badaniu istnienia i jednoznacznosci rozwiazan réwnania (iv). Warto nadmienié,
ze w [27, Remark 3.6] pokazano, iz powyzsza wlasnosé¢ nie zachodzi w normie A-hélderoskiej,
co jest glownym powodem, dla ktérego w [27] autorzy nie byli w stanie uzyskaé globalnej jed-
noznaczno$ci. Rozwazane sg dwa zbiory warunkéw: liniowy wzrost funkcji f i holderowskosé
funkcji g (zatozenie (H1)) oraz lokalna lipschitzowskos$¢ f i lokalna holderowsko$¢é pochodne;
kazdego wspoOtezynnika ¢/, 4,7 = 1,...,d (zalozenie (H2)). W twierdzeniu 2.26 pokazano
istnienie rozwiazan (iv) przy zatozeniu (H1) oraz dodatkowym zalozeniu ciagtosci funkcji f.
W tym celu wykorzystano naturalny odpowiednik schematu Eulera dla réwnania (iv) oraz
rezultaty dotyczace relatywnej zwartosci i zbieznosci catek wzgledem funkcji o skonczonej
p-wariacji opisane w faktach 2.21 i 2.22. W twierdzeniu 2.18 pokazano istnienie i jedno-
znaczno$¢ rozwiazan réwnania (iv) przy zalozeniach (H1) oraz (H2) z wykorzystaniem ciagu
kolejnych iteracji Picarda dla (iv). W podrozdziale 2.3 opisano metode aproksymacji rozwia-
zan réwnania (iv) oraz udowodniono stabilno$¢ rozwiazan ze wzgledu na wartosé poczatkowa
xo 1 wspoOtezynniki f, g. Gtéwne wyniki tego rozdzialu w troche mniej ogélnej postaci (dla f
i g jednorodnych w czasie oraz jednej bariery [ € D(R*,R?)) zostaly opublikowane w pracy
[24]. Wyniki dotyczace przypadku z dwiema barierami oraz funkcjami f i g zaleznymi od
czasu zostaly zebrane w [25]. Praca zostata wystana do czasopisma, znajduje sie obecnie w
recenzji.

W rozdziale 3. badany jest problem istnienia, jednoznacznosci i aproksymacji mocnych
oraz stabych rozwiazan réwnania (i). W twierdzeniach 3.1 1 3.2 udowodniono wyniki dotycza-
ce jednostajnej jedrnosci i zbieznosci calek stochastycznych wzgledem proceséw posiadaja-
cych trajektorie o lokalnie skoniczonej p-wariacji. W twierdzeniu 3.5 wykorzystano rezultaty
z rozdziatu 2. do uzyskania istnienia i jednoznacznosci mocnych rozwiagzan réwnania (i) przy
zatozeniach (H1) i (H2). W podrozdziale 3.2 opisano metode aproksymacji mocnych roz-
wiazan za pomoca odpowiedniego schematu Eulera. Podrozdziat 3.3 dotyczy zagadnienia
istnienia, jednoznacznosci i aproksymacji stabych rozwiazan réwnania (i). We wniosku 3.11
pokazano, ze przy zalozeniu (H1) oraz dodatkowym zalozeniu ciagtosci funkcji f istnieja
stabe rozwiazania réwnania (i) bedace granicami wedtug rozktadu ciagéw zdefiniowanych w
oparciu o odpowiedni schemat Eulera.

Rozdziat 4. poswiecony jest zagadnieniu istnienia i jednoznacznosci rozwiazan réwnania
(ii). W podrozdziale 4.1 badana jest jednostajna jedrnosé i zbieznosé catek stochastycznych
wzgledem p-semimartyngaléw tzn. proceséw X o rozktadzie X = Xg+ A+ Z, gdzie A
jest procesem posiadajacym trajektorie o lokalnie skonczonej p-wariacji dla p € (1,2), a Z
jest semimartyngatem (patrz definicja 4.1). Rozpatrywany jest nowy zestaw zatozen: (G1) i
(G2). Sa one podobne do warunkéw (H1) i (H2). Roznia sie jedynie zakresami wykladnikow
w warunku Holdera. W twierdzeniu 4.13 pokazano stabilno$é rozwiazan réwnania (ii) przy
zalozeniu (G1) oraz dodatkowym zalozeniu ciagtosci funkeji f. W twierdzeniu 4.14 udo-
wodniono istnienie stabych rozwiazan przy zatozeniu (G1) oraz zaltozeniu ciagtosci funkeji
f, natomiast przy zatozeniach (G1) oraz (G2) uzyskano istnienie i jednoznaczno$¢ mocnych
rozwiazan (twierdzenie 4.16).
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Rozdziat 5. dotyczy aproksymacji procesu Y i rozwigzan réwnan wzgledem Y oraz
wzgledem W i Y. Badane sg réwniez zastosowania w matematyce finansowej. W podroz-
dziale 5.1 pokazano zbieznos$é¢ wedtug rozktadu ciagu {Y "} skonstruowanego za pomoca ta-
blicy réznic martyngatowych {{ X, }} oraz reprezentacji catkowej utamkowego ruchu Browna
z pracy [15] do procesu Y (twierdzenie 5.2). Przy pewnych dodatkowych zalozeniach na ta-
blice {{X,x}} uzyskano zbiezno$¢ jednostajna na kompaktach wedtug prawdopodobienstwa
oraz oszacowano tempo zbieznogci w normie 2. W dalszej czedci tego rozdziatu badana jest
aproksymacja rozwigzan réwnan wzgledem procesu Y wykorzystujaca wyniki z podrozdzia-
tu 5.1. W twierdzeniu 5.9 pokazano zbiezno$¢ wedtug rozktadu ciagéw skonstruowanych za
pomoca odpowiednika schematu Eulera z wykorzystaniem aproksymacji {Y "}, opisanych
w podrozdziale 5.1, do stabych rozwigzan réwnania (i) bez barier z A = Y i B = b, gdzie
b € D(RT,R) jest funkcja deterministyczna o lokalnie skoficzonej wariacji. Twierdzenia 5.12
i 5.13 dotycza aproksymacji mocnych rozwigzan réwnan z barierami postaci (i) dla A = Y
i B = bza pomoca ciggu {Y "}, Wniosek 5.14 poswigcony jest z kolei aproksymacji stabych
rozwigzan (i) dla A = Y i B = b. Podobny rezultat zostal otrzymany dla réwnania (ii)
z A=Y oraz Z = W (wniosek 5.15). W ostatnim podrozdziale badane jest zagadnienie
aktuarialnej wyceny opcji na rynkach finansowych modelowanych za pomoca procesu Y2, W
twierdzeniu 5.17 uzyskano jawny wzor na cene aktuarialng w przypadku opcji zaleznych od
ceny akcji w chwili wykupu. W szczegdlnosci dla europejskiej opcji kupna otrzymano analog
znanej formuty Blacka-Scholesa (wniosek 5.18). Z kolei w twierdzeniu 5.19 opisano meto-
de numerycznej wyceny opcji zaleznych od catej trajektorii procesu ceny akcji. Wiekszoscé
wynikéw z rozdziatu 5. zostata opublikowana w pracach [23,26].

Pragne serdecznie podzigkowaé¢ Panu Profesorowi Leszkowi Stominskiemu za opieke nad
przebiegiem mojej pracy naukowej, propozycje ciekawego tematu, cenne uwagi i sugestie,
cierpliwo$¢ w oczekiwaniu na rezultaty oraz za niezwykta zyczliwosc.



Rozdziatl 1

Wiadomosci wstepne

1.1 Przestrzen Skorochoda D(R*, RY)

D(R*, RY) oznaczaé bedzie przestrzen funkcji cadlag x : Rt — R? tzn. funkcji pra-
wostronnie ciagtych oraz posiadajacych w kazdym punkcie lewostronne granice. Dla x €
D(R*,R?), t € RY przyjmujemy, ze x; oznacza wartosé¢ funkcji x w punkcie ¢, z,_ jej granice
lewostronna w t (przy czym zakladamy, ze xo_ = x¢), a Az; = xy — 2, skok funkcji w chwili
t. Ponadto z_ oznacza funkcje: t — z;_, t € R*. Dla x, y € D(R*, R?) piszemy, ze z < y
jesli 2t < yi dla wszystkich i =1,...,d, t € RT.

Jezeli x € D(R*T, RY), to dla dowolnych T,e > 0 funkcja = posiada na przedziale [0, T
skonczona liczbe skokoéw o normie wigkszej niz €. Stad w szczegdlnosci liczba wszystkich
skokow x jest co najwyzej przeliczalna.

Na przestrzeni D(R*, RY) bedziemy rozwazaé topologie Skorochoda Ji, zdefiniowang
przez Skorochoda [72] dla przestrzeni ([0, 1], R?), a nastepnie rozszerzong na przestrzen
D(RT,R?) przez Stone’a [82] i Lindvalla [44].

Twierdzenie 1.1. Na przestrzeni D(R*, RY) istnieje metryzowalna topologia (nazywana
topologiq Skorochoda Jy), dla ktérej D(RT,RY) jest zupetna i o$rodkowa. Mozna jq scharak-
teryzowac w nastepujacy sposob: cigg {x"} zbiega do x w Jy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
cigg {\"} funkcji Scisle rosngcych i cigglych A" : RT — RT, A\l = 0 taki, ze

sup |A\} —t| — 0
t

oraz dla wszystkich T € R

sup |z" o A} — x| — 0.

t<T
Dowdd. Patrz [7, Section 12] dla przestrzeni D([0,1],RY) oraz [32, Chapter VI, Theorem
1.14] dla D(R*, RY). 0

Jezeli ciag {2} zbiega do x w topologii J;, to piszemy, ze 2" — x w D(R*, R?).

Nietrudno zauwazy¢, ze topologia J; jest stabsza niz topologia zbieznosci jednostajnej na
kompaktach. Ponadto jezeli = jest funkcja ciagla, to {2} zbiega do z w J; wtedy i tylko
wtedy, gdy zbiega do z w topologii zbieznosci jednostajnej na kompaktach.

7



8 Rozdziat 1. Wiadomosci wstepne

Ponizej zaprezentujemy kilka faktéw dotyczacych topologii J;, wykorzystywanych w dal-
szej czesci pracy.

Fakt 1.2 ([32, Chapter VI, Proposition 2.1]). Niech 2" — z w D(R*,R?) oraz
t € RT. Wdowczas

(i) istnieje ciqg t, — t taki, Ze af — zy, a} _ — 10—, Ax] — Amy;

(i) jezelit, — t, Az} — Az, oraz Axy # 0, to dla kazdego ciggu {t;,} o takich samych
wlasnosciach jak cigg {t,}, t., = t, dla odpowiednio duzych n. Ponadto:

ii.1) jeslit! —tit! <t,,neN, toax}, —
n

ii.2) jeslit! —tit! <t,,neN, tox},_ — x;_,
n

ii.4) jeslit! —tit! >t,,neN, to T — Ty,

(ii.1)
(ii.2)
(ii.3) jeslity, — t ity >t,, n €N, to xy, — x4,
(ii.4)
(ii.5)

jeslity —t i Axy =0, to xjy — x4 i Ty — Ty

Fakt 1.3. Niech 2" — x w D(R*,RY) oraz y* — y w D(R*,RY). Wéwczas nastepujgce
warunky sq rownowazne:

(i) dla kazdego t € R istnieje cigg t, — t taki, ze Az} — Axy i Ay — Ay,
(i) (2",y") = (z,y) w D(RY, R*),
(iii) 2" +y" — x +y w D(R*, RY).
Dowdd. Wynika z faktu 1.2 oraz [32, Chapter VI, Proposition 2.2]. a
Uwaga 1.4. Jezeli (z",y") — (z,7) w D(RT,R?), to

sup |z} —yl| — 0, T €R™. (1.1)

t<

Istotnie, z faktu 1.3 mamy, ze 2" — y™ — 0 w D(R*,RY), co jest réwnowazne z (1.1).

Fakt 1.5 ([74, Lemma C]). Niech (z",y") — (z,y) w D(RT,R?*®) oraz dla kazdego T €
R* zachodzi zbieznosc: sup,cr |y — ye| — 0. Jezeli dla kazdego t € RY Axy # 0 = Ay, # 0,
to

sup |z} — x4y — 0, T eR".
t<T

Twierdzenie 1.6. Niech x € D(RT,R?) oraz m, = {0 = t,0 < tn1 < tna < ...} bedzie
ciggiem podziatow takim, Ze limy_ oo t, x = 00, n € N i diam(m,) = maxgen(tnt—tnr—1) — 0.
Wowczas

(i) jezeli
o =a,,, dlat € ftutogrr), keNU{0}, neN, (1.2)
to 2™ — 2z w D(RT,RY);
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(ii) jezeli dodatkowo prawdziwa jest implikacja
Vte]m A.flft # 0=te hy{n })lgf Tn,

to
, T eR".

sup |z™ —
p |z Ty
t<T

Dowdd. Aby udowodnié (i), wystarczy zastosowaé [32, Chapter VI, Proposition 6.37] dla
funkcji deterministycznej. W celu uzasadnienia (ii) pokazemy, ze w rozwazanym przypadku
(™, z2) — (x,7) i skorzystamy z uwagi 1.4. Polézmy o’ (t) = min{t,s; tnr > t} oraz
zauwazmy, ze o:(t) — t i

A:cé?(t) — Az, teRT.
Ponadto, jezeli Az; # 0, to dla dostatecznie duzych n mamy, ze t € m, i w konsekwencji
Az ) = Axy. Zatem dla dowodu (ii) wystarczy skorzystac z faktu 1.3. O

Whiosek 1.7. Niech x € D(R*,RY), {5,} bedzie ciggiem dodatnich statych takim, ze
O L 0 oraz m, = {0 = t,0 < tp1 < tho < ...} bedzie ciggiem podziatdow zdefiniowanym
nastepujgco:

tho =0, tnpyr =min{t, x+ 5, inf{t > ¢, x; |Azy| >0,}}, keNU{0}, neN.
Wowczas dla ™ zdefiniowanego jak w (1.2)

sup }a:ﬁ") - xt’ — 0, TeRT.
<T

Dowdd. Jesli Axy # 0 dla pewnego t € Rt to |Ax| > §, dla odpowiednio duzych n. Stad
dla tych samych n mamy, ze t € 7,,. Korzystajac z twierdzenia 1.6 (ii), otrzymujemy teze. [J

Fakt 1.8. Niech (z",y") — (x,y) w D(RT, R oraz {8} bedzie ciggiem dodatnich
statych takim, ze 0y | 0. Definiujemy: ti o = 0, t3 ;) = min{t}y; + o4, inf{t > 3 ;; |[Az}| >
5k}} Z'th(] = 0, tk,i—l—l = min{tm + (5k’i,i1’lf{t > tk,i; ‘ALL}‘ > (Sk}}, gdzie 5k/2 < 5k,i < 5k
i€ NU{0}, n,k € N. Jezeli

|Azy| # 0y oraz |Azy, 15, .| + | Ay, 45, =0, 1€ NU{0}, k€N, t € RT,

to

n n n
k,i tk,iv xt}gi Lty 55 xt}g - Tty i—s

y;%,i - ytk,ia y;%yi— - ?/t;m-—a i€ NU {O}a k€ N.

Ponadto jesli z)"" = T o b€ [t i) oraz 2P = Ty, t € [t trivr) dlai € NU{O},

n,k €N, to (2", 2" y") — (2,2%,y) w DR, R+ k€ N.

Dowdd. Przebiega podobnie jak dowody [32, Chapter VI, Proposition 2.7] oraz [32, Chapter
VI, Corollary 2.8]. O
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1.2 Caltka wzgledem funkcji i procesé6w o skonczonej
p-wariacji

Zaczynamy od definicji i podstawowych wtasnosci p-wariacji.

Definicja 1.9. Niech z : [a, b] — R%. Méwimy, ze z ma skoficzona p-wariacje, jezeli

n
U;U(x)[a,b] = Supz ‘xti - xtiﬂ‘p < 00,

T =1
gdzie supremum przebiega po wszystkich podzialach 7 = {a = tm < t; < ... < t,, = b}
przedziatu [a,b]. Ponadto przyjmujemy nastepujace oznaczenia: V(%) = (vp(:l:)[mb])l/p,

Vo(2)jay) = Vp(x) + |z4|. Dla uproszczenia notacji przez v,(z)r, Vp(r)r, V,(x)7 bedziemy
oznacza¢ odpowiednio: vy, ()(0.71, Vp(2)j0,77; Vp(T)[0,17-

Oznaczmy przez W,([a,b],RY) zbiér wszystkich funkcji z : [a,b] — R? o skoticzonej
p-wariacji. Ponizsze fakty zostaly zaczerpniete z [17].

Uwaga 1.10. 1. Dla p > 1, V, jest seminormg na W,([a,b],R?), V()i = 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy x jest stala Ponadto V, jest norma na W,([a, b], R?) oraz przestrzen
(W, (la, b],RY),V},) jest przestrzenia Banacha.

2. Dla ustalonego x, V()[4 jest nierosnaca funkcja p. Zatem jesli p < g, to W,([a, b],R?) C
W,([a, b], RY).

3. Jezeli x € D(RT,R%), to funkcja t — V,(x); jest funkcja cadlag.
Uwaga 1.11. Niech a < ¢ < b, 1 < p < q oraz x € W,([a, b], R?). Wéwczas mamy:

(1) (@0 + Up(2) ) < Up(@) ) < 27 (0p() 0] + V(@) e
(i) Vo(@)an < Vp(®)iae + Vol@)iep),
(iid) Limypp vp (7)) = [Azsl”,
(iv) SUD¢ela,b) || < ( )[a b
(v) V()0 < Osc(z )1a lf]’/qV( )fa/?ﬂ, gdzie Osc(2)jy = sup{|z: — x| ; a < t,s < b} .

Lemat 1.12. Zalézmy, Ze 2" — x w D(RY,R?Y). Wéwczas dla dowolnych p > 1, T € Rt
mamy, ze V,(z)r < liminf, V,(z")r.

Dowdd. Niech T € RT bedzie punktem ciggtosci funkcji z. Zauwazmy, ze dla dowolnego
e > 0 istnieje podzial {0 =ty < t; < ... < t,, = T} sktadajacy sie z punktéw ciaglosci =
taki, ze

m
<Dy —x, P He= lim Z|xt —ap |P+e< hmmfvp( "V + €.
i=1 i=1

Korzystajac z uwagi 1.10.3. oraz dowolnosci € > 0 uzyskujemy teze. U
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Uwaga 1.13. Niech M? oznacza zbiér d x d-wymiarowych macierzy rzeczywistych. Dla x :
R* — M? przyjmujemy, ze |-| w definicji p-wariacji oznacza norme macierzows zdefiniowana
wzorem: |A| = sup{|Av'|; v € R%, |v| = 1}. Ponadto przez W,([a, b], M?) bedziemy oznaczaé
zbiér wszystkich z : [a,b] — MY o skoficzonej p-wariacji. Wszystkie wymienione powyzej
wlasnosci p-wariacji pozostaja prawdziwe dla funkcji o wartosciach w M.

Niech y € W,([a,b],M?), x € W,([a,b], R?) dla p, ¢ > 0 takich, ze 1/p+ 1/q > 1. Jezeli
funkcje x i y nie maja wspolnych prawostronnych punktow nieciagtosci oraz wspolnych lewo-
stronnych punktéw nieciggtosci, to istnieje wogolniona catka Riemanna-Stiejtiesa ff Ys dxg
zdefiniowana jako granica sum riemannowskich po zagniezdzajacych si¢ ciggach podziatow.
W szezegolnosei jedli y € D(RT, M9), z € D(R*,RY) oraz istnieja p, ¢ > 0, 1/p+1/q > 1
takie, ze dla kazdego T € R V,(x)r < 00 1 V,(y)r < oo, to istnieje catka [;ys— dxs oraz dla
wszystkich 0 < a < b

‘/p (/a yS— dx5>[ b] < vaq‘zl(y)[%b)%(x)[a,b}, (13)

gdzie K, , = 2((p™" + ¢7'), ¢ oznacza funkcje zeta Riemanna tzn. ((t) = 3222, 1/n’ (patrz
np. [17-19]). Poniewaz z i y sa funkcjami cadlag, wiec réwniez odwzorowanie t — [3 y,_ dz,
jest cadlag.

Niech (2, F, {F;}ier+, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna z filtracja.

Definicja 1.14. Méwimy, ze proces stochastyczny X = { X, },er+ ma lokalnie skonczong
p-wariacje, jesli P(V,(X)r < co) =1 dla kazdego T' € R™.

Uwaga 1.15. Jezeli X ma lokalnie skonczong p-wariacje dla p = 1, to méwimy, ze X ma
lokalnie skonczong wariacje.

Rozwazmy procesy stochastyczne: X o trajektoriach w D(R*,R?) i lokalnie skoficzonej
p-wariacji oraz Y o trajektoriach w D(R™, M¢) i lokalnie skoficzonej g-wariacji, gdzie p, ¢ > 0,
1/p+1/q > 1. Z faktéw przytoczonych powyzej wiemy, ze dla P-prawie wszystkich w € Q
oraz kazdego t > 0 istnieje calka [} Y, (w)dX,(w). Oznaczmy J, = [i Y, dX,, t € R*.
Proces J = {J; }1er+ bedziemy nazywaé catkq Riemanna-Stieltjesa po trajektoriach.

Fakt 1.16. J jest procesem stochastycznym na przestrzeni (Q, F,{Fi }ier+, P) o trajek-
toriach w D(RT,R%). Ponadto jezeli X i Y sq {F;}-adaptowane, to J jest réwniei {F;}-
adaptowany.

Dowdd. Wynika z faktu, iz J jest P-p.w. granica odpowiednich sum riemannowskich (dys-
kretnych procesow {F;}-adaptowanych). O

Ponizej zaprezentujemy przyktad procesu o skonczonej p-wariacji, ktory bedzie wyko-
rzystywany w rozdziale 5. Zaczniemy od przytoczenia wyniku dotyczacego skonczonosci p-
wariacji w przypadku proceséw gaussowskich.

Twierdzenie 1.17 ([33, Theorem 3.2]). Niech X = {X, }ier+ bedzie jednowymiaro-
wym, scentrowanym i osrodkowym procesem gaussowskim. Jezeli

sup Z(E|th - Xti71|)q <00
T =1
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dla pewnego q > 1, gdzie supremum przebiega po wszystkich podziatach m = {a =ty < t; <
.. < tn, = b} przedziatu [a,b], to dlap > q

P(Vy(X )y < 00) = 1.

Niech B¥={B},cr+ bedzie utamkowym ruchem Browna z wyktadnikiem Hursta H €
(1/2,1) tzn. jednowymiarowym, scentrowanym procesem gaussowskim o ciagtych trajekto-
riach takim, ze B! = 0 oraz EB{' B = £ (t*" + * — |t — s|*!') dla wszystkich ¢,s € RT.

Rozwazymy catke Wienera z funkcji deterministycznej wzgledem B¥ z parametrem H >
1/2. Mozna ja zdefiniowaé¢ jako granice w przestrzeni L2 w nastepujacy sposob.

Niech o € L[l({% tzn. o : [0,T7] — R oraz ||0||L[10/;;] = (fOT AR ds)H < o0, T €
R*. Oznaczmy przez £ zbiér wszystkich funkeji schodkowych tzn. funkcji postaci o, =
Yo o1l 4(t), t € [0,T], gdzie {0 =ty < t; < ... <t, =T} jest pewnym podziatem
odcinka [0,T], o; € R. Dla o € £ catke wzgledem B* definiujemy nastepujaco:

T n
[ oeaB =S o (Bl - BIL,).
0 i=1

Mozna zauwazy¢, ze EBI B = H(2H —1) [ f3 |u—v|*2 du dv, co pociaga, 7e dla wszyst-
kich o', 0? € £ mamy

T T
E </ ol dBf/ o? dBSH> = (o', 0?2, (1.4)
0 0

gdzie
T rT
(0!, o) :H(QH—l)/ / olo?|t — 522 ds dt. (1.5)
0 0

Pipiras i Taqqu w pracy [61] pokazali, ze (-, )2 jest iloczynem skalarnym w przestrzeni L[l({ %

Ponadto na mocy nieréwnosci (2.1) z pracy [47] istnieje stata ¢(2, H) taka, ze dla kazdego
1/H
o€ ]L[({ 7]

(.0} < 2 D)ol yn (L6)

Niech {¢"} bedzie ciagiem funkcji schodkowych takim, ze 0™ — o w ]L[l({ % Wowczas z (1.4)
oraz (1.6) wynika, ze ciag {Ji o™ dB} jest ciagiem Cauchy’ego w 2. Poniewaz przestrzen
IL? jest zupelna, wiec dla o € L[l({ I;] catka fOT o, dBf € 1.? definiowana jest jako granica ciggu
{Jo ol dBI"} przy n — oc.

Fakt 1.18. Niech o € LllO/CH (ten. [ |os|Y ds < oo dla kaidego T € RY). Proces Y =
{YF}er+ dany wzorem:

t
Y;H:/ 0, dB", teR*, (1.7)
0
jest scentrowanym procesem gaussowskim o cigglych trajektoriach oraz dla kazdego p > 1/H

P(V,(Y")r <o0)=1, TeR". (1.8)
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Dowdd. Ciaglodé¢ trajektorii procesu Y zostata udowodniona w [51, Section 1.11]. Z twier-
dzenia 1.1 w [47] dla kazdego r > 0 istnieje stata C'(r, H) taka, ze

t rH
Y =Yy <) ([ o] ds) (1.9)
1

dla wszystkich 0 < t; < t5. Stad dla dowolnego podzialu m = {0 =ty <t; < ... <t, =T}
odcinka [0, 7] mamy, ze

n

S - )< ey s

i=1 i=1 \/ti-1

t
[ lon 7 as) = €1y ol
[0,1]

Na mocy powyzszej nieréwnoéci oraz twierdzenia 1.17 proces Y spetnia (1.8). U

1.3 Rozwigzania réwnan wzgledem funkcji i proceséw
o skonczonej p-wariacji

Nasze rozwazania zaczniemy od réwnania deterministycznego postaci
t
25 = %o +/ flas)das, t€0,T], (1.10)
0

gdzie o € R, a : [0,T] — R jest funkcja ciagla taka, ze V,(a)r < oo dla pewnego p € [1,2).
Réwnanie (1.10) badali wezesniej Lyons [46] i Dudley [18].

Twierdzenie 1.19 (Lyons [46]). Jezeli f : R — R jest funkcjg a-hélderowskq dla
a € (p—1,1], to istnieje rozwigzanie réwnania (1.10) w przestrzeni W, ([0, T],R%) dla q > p.

Aby uzyska¢ jednoznaczno$¢ rozwigzan, autorzy potrzebowali mocniejszych zatozen na
funkcje f.

Twierdzenie 1.20 (Lyons [46], Dudley [18]). Jezeli f : R — R jest funkcjq klasy C*
oraz f' jest ograniczong funkcjq ~y-hélderowskq dla v € (p—1,1], to réwnanie (1.10) posiada
jednoznaczne rozwigzanie w przestrzeni W, ([0, T], R9).

Analogiczny wynik uzyskal Norvaisa [57] dla réwnan postaci
t
z :x0+/ flas)day, te[0,T], (1.11)
0

gdzie zp € R, a € D(RT,R) oraz V,(a)r < co dla pewnego p € [1,2).

Twierdzenie 1.21 (Norvaisa [57]). Jezeli f : R — R jest funkcjg rézniczkowalng,
spetniajgcqg warunek Lipschitza oraz f' jest funkcjq lokalnie y-holderowskq dla v € (p—1,1],
to réwnanie (1.11) posiada jednoznaczne rozwigzanie w przestrzeni W, ([0, T], R?).

Podobnym zagadnieniem zajmowali sie Nualart i Ragcanu [59]. Badali oni problem ist-
nienia i jednoznacznosci rozwigzan rownan deterministycznych postaci

t t
T = T +/ f(s,z5)ds —|—/ g(s,xs)das, te€]0,T], (1.12)
0 0
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gdzie 7o € RY, f : [0,T] x R — R? ¢ : [0,T] x R — M oraz a : [0,T] x R? — R? jest
funkcjg spetniajaca warunek

s la: = a| —i—/t @ = as| du | < o0

u u

peveter \(t— )10 Sy (u—s)2a

dla pewnego « € (0,1/2). Mozna zauwazy¢, ze jezeli a spelia powyzszy warunek, to jest
réwniez funkcja (1 — «)-hélderowska, co pociaga, iz posiada skonczona p-wariacje dla p >

1/(1—a).

Rozwazmy nastepujacy zestaw zaltozen.

(i) Istnieja: funkcja fo € IL?QT}, gdzie ¢ > 2, oraz L > 0 takie, ze
[f(t,2) < Llz| + fo(t), «€R% tel0,T].

(ii) Dla kazdego N € R* istnieje Ly > 0 taka, ze

|f(t,$)—f(t,y)‘<LN‘SL’—y|, |I‘7‘y‘<N7t€[07T]
(iii) Istnieje C' > 0 taka, ze

|g(t,l‘)—g(t,y)|<0|$—y‘, l’,yERd,tE[O,T].

(iv) Istnieje 5 > 0 taka, ze dla wszystkich i = 1,...,d

lg(t, ) — g(s,2)| + |0p,9(t,x) — Op.g(s,2)| < C|t —s|?, xe€R: t,se[0,T].

(v) Istnieje § € (0, 1] oraz dla kazdego N € RY istnieje Cy takie, ze

102:9(t, ) = By,9(t,y)] < Cnlz =y, al,lyl < N, t€[0,T],i=1,....d.

Oznaczmy przez W*>([0, T]; R?) przestrzen funkcji mierzalnych ¢ : [0, T] — R? spetnia-
jacych warunek
t ‘¢t - ¢s‘
——————ds | < 0.
op (o1 + | e

Twierdzenie 1.22 (Nualart, Rascanu [59]). Niech f i g spelniajg zatoZenia (i)—(v)
dla §>0,0 <1, qg=1/a. Jezeli « < min{1/2,5,6/(1+ 9)}, to réwnanie (1.12) posiada
jednoznaczne rozwigzanie w przestrzeni W ([0, T]; R?). Ponadto rozwigzanie to jest (1—a)-
holderowskie.

Jako bezposredni wniosek z twierdzenia 1.21 otrzymujemy nastepujacy rezultat dotyczacy
stochastycznych rownan rézniczkowych postaci

X, = X, +/Otf(XS_)dAS, t e 0, 7], (1.13)

gdzie Xy € R, a A jest procesem o trajektoriach w D(R™, R) takim, ze P(V,(A)r < o0) =1
dla pewnego p € [1,2).
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Wnhiosek 1.23. Jezeli f : [0,T] — R spelnia zaloZenia twierdzenia 1.21, to réwnanie
(1.13) posiada jednoznaczne mocne rozwigzanie X wsréd proceséw o lokalnie skoticzonej p-
wariacji (w sensie definicji 3.3).

Uwaga 1.24. Zauwazmy, ze na mocy (1.8) proces A w powyzszym wniosku mozemy
zastgpi¢ przez utamkowy ruch Browna B lub proces Y.

Kubilius [37], Lin [43], Nualart i Ragcanu [59] oraz Ruzmaikina [68] badali réwnania
wzgledem utamkowego ruchu Browna postaci

t t
X, :X0+/ F(s, X,) ds+/ (s, X)dBY, te0,T], (1.14)
0 0

gdzie caltka wzgledem B jest zdefiniowana jako calka Riemenna-Stieltjesa po trajektoriach.
Dla przyktadu podamy najbardziej ogélny wynik pochodzacy z pracy [59].

Twierdzenie 1.25 (Nualart, Ragcanu [59]). Niech B oznacza d-wymiarowy, ulam-
kowy ruch Browna, Xy bedzie d-wymiarowq zmienng losowg oraz cg = min{1/2, 5,6/(149)},
a € (1 — H o). Jezeli funkcje f i g spetniajg (i)—(v) dla > 1 —H, 6 > 1/H — 1,

> 1/a, to réwnanie (1.14) posiada jednoznaczne mocne rozwigzanie wsréd proceséw o tra-
jektoriach nalezqcych do W ([0, T|; RY). Ponadto rozwigzanie to posiada trajektorie (1—a)-
holderowskie.

Kubilius [38-42] badal réwniez zagadnienie istnienia, jednoznacznosci oraz aproksymacji
stabych i mocnych rozwigzan rownan postaci

X, = X0+/ J) dW, +/ J)dBHE, teo,T],
gdzie W jest procesem Wienera oraz ich ogdlniejszej wers;ji:
X, = X0+/ F(X,_) dM, +/ )dA, te[0T).

W powyzszym rownaniu M oznacza lokalny martyngal wzgledem {F; };cg+, natomiast A jest
{F:}-adaptowanym procesem o lokalnie skonczonej p-wariacji.

Nieco ogoélniejsze rownania wzgledem procesu Wienera oraz utamkowego ruchu Browna
rozwazali Guerra i Nualart [30].

Twierdzenie 1.26 (Guerra, Nualart [30]). Niech BY bedzie d-wymiarowym, ulam-
kowym ruchem Browna, W d-wymiarowym procesem Wienera oraz BHE i W bedq niezalezne.
Zatéimy, ze h: [0, T] xRS — R4 i f:[0,T] x RT — M? sq funkcjami cigglymi spetniajgcymi
(i) dla fo = L oraz globalnie warunek (ii). Ponadto niech g : [0,T] x R? — M bedzie funkcjg
cigglq spetniajgcq (iii), (iv) oraz globalnie warunek (v). Jezeli 1 — H < o < min{1/2, 3,0/2},
to rownanie

t t t
X, = X+ /0 h(s, X,) ds + /0 fls, X.) dW, + /O (s, X,)dB", te0,T),

posiada jednoznaczne mocne rozwigzanie wsrod procesow o trajektoriach naleZgcych do
we=([0,T]; RY).



16 Rozdziat 1. Wiadomosci wstepne

W ostatnich latach ukazaty si¢ réwniez pierwsze prace dotyczace stochastycznych réwnan
rézniczkowych z odbiciem wzgledem utamkowego ruchu Browna. W pracy [27] (patrz rowniez
[6]) Ferrante i Rovira zajmowali si¢ réwnaniami postaci

t t
Xt:X0+/ f(s,XS)ds+/ g(s, X.)dB" + K,, tel0,T], (1.15)
0 0

gdzie K jest procesem kompensujacym odbicie od dolnej bariery L = 0. Autorzy pokazali
istnienie stabych rozwigzan powyzszego réwnania, zaktadajac, ze funkcje f i g sa ograniczo-
ne, spetniajg warunek Lipschitza wzgledem zmiennej x oraz ze funkcja g jest holderowska
wzgledem czasu. Nie byli natomiast w stanie pokaza¢ globalnej jednoznacznosci rozwigzan
(definicja rozwiazania réwnania (1.15) zawarta jest w rozdziale 3.).

1.4 Zbiezno$¢ proceséw stochastycznych

Rozwazmy ciag {X"} elementéw losowych o wartodciach w D(RT, R?) (tzn. proceséw o
trajektoriach cadlag) okreslonych na (byé moze réznych) przestrzeniach probabilistycznych
(Qr, Fn, P") oraz element losowy X o wartoéciach w D(RT,R?) okredlony na przestrzeni
probabilistycznej (2, F, P).

Definicja 1.27. Powiemy, ze ciag {X"}:
(i) zbiega wedlug rozkladu do X w D(RT, R%) (co oznaczamy X" =5 X w D(R*+, R?)), jezeli
Ef(X") — Ef(X) dla dowolnej cigglej i ograniczonej funkcji f : D(R*, R%) — R;

(ii) jest jednostajnie jedrny w D(RT, R?), jezeli dla dowolnego & > 0 istnieje K C D(R*, R?)
zwarty taki, ze P(X" ¢ K) <e, n € N.

Przyjmijmy dla X nastepujace oznaczenie: J(X) = {t € R"; P(AX; # 0) > 0}. Moz-
na pokazaé, ze dla dowolnego procesu o trajektoriach cadlag zbiér J(X) jest co najwyzej
przeliczalny (patrz np. [32, Chapter VI, Lemma 3.12]).

Definicja 1.28. Powiemy, ze rozktady skoniczenie wymiarowe { X"} zbiegaja do rozkla-

D
d6w skoriczenie wymiarowych X (co oznaczamy X" —4 X)), jezeli
n n n D m
(Xt1> Xt2> <. >Xtm) - (Xt1> tha s >Xtm) w (Rd)

dla dowolnych t1,ts,...,t, € RT\ J(X), m € N.
Twierdzenie 1.29 ([7, Theorem 13.1]). X" 25 X w D(R*,RY) wtedy i tylko wtedy,
gdy

(i) xm 25 X,

(ii) X™ jest jednostajnie jedrny w D(R*T,RY).
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Twierdzenie 1.30. Zaldzmy, ze dla wszystkicht € RT X' N X, gdzie X jest procesem
o cigglych trajektoriach. Jezeli {X"} jest jednostajnie jedrny w D(RY,R?), to

sup | X" — X,| —2— 0, T eR".
t<T

Dowdd. Poniewaz X ma ciagte trajektorie, wiec takze {(X", X)} jest jednostajnie jedrny
w D(R*,R%). Stad (X", X) = (X, X) w D(RT,R?). Zatem X" — X 5 X - X =0w
D(R*,RY), co implikuje, ze sup,<p | X7 — X 0. O

Twierdzenie 1.31 ([31, Lemma 1.1]). Niech {X"} bedzie ciggiem proceséw o tra-
jektoriach w D(RY,RY). {X"} jest zbieiny wedtug prawdopodobienstwa w D(RT, RY) wtedy
i tylko wtedy, gdy dla dowolnych dwdch podciggow {m} C {n}, {I} C {n} istniejq dal-
sze podciagi {mp} C {m}, {l,} C {1} takie, ze (X™, X*) 25 (X, X') w D(RT,R*) oraz
P(X, =X/, teR*) =1.

Twierdzenie 1.32 ([32, Chapter VI, Corollary 3.33]). Jezeli {Y"} jest jednostajnie
C-jedrny wD(RT,R?) (tzn. {Y"} jest jednostajnie jedrny i kazdy jego punkt skupienia ma cig-
gle trajektorie) oraz { X"} jest jednostajnie jedrny (odp. jednostajnie C-jedrny) w D(RT, R9),
o {(X"™, Y™} jest jednostajnie jedrny (odp. jednostajnie C-jedrny) w D(RT, R??).

Twierdzenie 1.33 ([74, Proposition 2]). Niech { X"} bedzie ciggiem proceséw {F*}-
adaptowanych o trajektoriach w D(R*, R?).

(1) Zatoimy, ze istniejq trzy rodziny statych {0y}, {{0k:}}, {a}, gdzie 6y — 0, 6 — 0
przy k — 00, ¢; — o0 przy t© — 0o oraz dla ustalonych n,k € N istnieje cigg {7’,?7]-}
momentow zatrzymania wzgledem {F}' }ier+ taki, Ze 0 = Tio < iy < ..., limy 75 = o0
P-p.w.,

lim lim sup P(m[e)xx (3 i 7‘;?,]-) > 6) =0,

k—oo n—oo

lim lim sup P( m[%n (Th 1 — Thy) < 0xq) =0, 1€ NU{0},
k,i

k—oo n—oo

gdzie D, ={j; 741 < @i}, k,n € N, i € NU{0}. Jezeli dodatkowo

{sup|X}'|} jest ograniczony wedtug prawdopodobieristwa, i € N,

X4

hm limsup P(sup | X['| > ¢) =0, >0,

k—oo n—oo tgék
lim limsup P(max  sup |X}'— X% |[>¢e)=0, >0, ieNU{0}
k=00 n—oo JEDE i ST 1 "

to {X"} jest jednostajnie jedrny w D(RT, RY).

(ii) Jezeli cigg {X"} jest zbieiny wedtug rozktadu w D(R*Y, RY), to istniejq rodziny stalych
{0x}, {{0ri}}, {ai} oraz momentéw zatrzymania {{7};}} spelniajoce warunki z punktu

(i).
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Twierdzenie 1.34 ([78, Lemma 2.4]). Niech {X"} bedzie ciggiem procesow dyskret-
nych postaci X' = X[:L’k dlat € [tpg,tnks1), gdzie m, = {0 = t,0 < tp1 < tha < ...}
jest ciggiem podziatow takim, ze limy_oot,, = 00, n € N oraz diam(m,) — 0. Jezeli cigg
zmiennych losowych {| X} jest ograniczony wedtug prawdopodobienistwa oraz istniejq stale
v,e > 0 i ciggla, niemalejgca funkcja F : RT™ — R taka, zZe

1
P(X'—= X" >\ < V\Fgg — Fp|'*®, t,s €RT, (1.16)

gdzie o} =t 5, t € [togstnit1), K € NU{0}, n € N, to cigg { X"} jest jednostajnie C-jedrny
w D(RY, RY).

Uwaga 1.35. Zamiast (1.16) mozemy zalozy¢, ze istnieja state v, > 0 takie, ze

14+€

E‘X?_ngg ‘Fgf_FQE

dla wszystkich t,s € RT.

Fakt 1.36. Niech {X"} bedzie ciggiem proceséw o trajektoriach w D(RT,R%) takim,
ze cigg {V,(X™)r} jest ograniczony wedlug prawdopodobienistwa dla pewnego p > 1. Jeze-

i X" 25 X wD(RT,RY), to P(V,(X) < o0) = 1.
Dowdd. Patrz dowdd [40, Lemma 3. O

Semimartyngatem wzgledem filtracji {F; };cr+ nazywamy kazdy {F;}-adaptowany proces
Z =A{Z}1er+, ktéry mozna przedstawi¢ w postaci

Zt:ZQ‘I‘Mt‘I’Bt, t€R+,

gdzie Zy jest Fyp-mierzalng zmienna losowa, M jest lokalnym martyngatem wzgledem filtracji
{Fi }ier+, a B jest {F;}-adaptowanym procesem o lokalnie skoniczonej wariacji. Wiadomo,
ze dla kazdego a > 0 semimartyngal Z posiada jednoznaczny rozktad

Zy=Zo+ J¢+ Mf+ D¢, teRY, (1.17)

gdzie J¢ = Y.t AZd(az,5a}, t € RY, M jest lokalnym maryngatem catkowalnym z
kwadratem, D* jest procesem prognozowalnym z lokalnie skonczong wariacja, |AM?| < 2a,
|AD*| < a, M§ = D§ = 0.

Niech dla kazdego n € N Z™ = {Z]'};,cr+ bedzie semimaryngalem zdefiniowanym na
przestrzeni (Q", F", P") i adaptowanym do pewnej filtracji {F}* }iegr+. Méwimy, ze ciag { 2"}
spelia warunek (UT), jezeli dla kazdego T' € R™ rodzina zmiennych losowych

T
{ngg +/ UrdZ";n €N, U" e Ug}
0
jest ograniczona wedtug prawdopodobienstwa. U’ oznacza rodzing prognozowalnych proce-

sow prostych postaci U = U + S8 o UMl <s<t,,,y takich, ze 0 =ty < t; < -+ <t =T
oraz U] jest ;' mierzalne, |Uj'| < 1 dla kazdego i € NU {0}, n € N, k € N.
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Rozwazmy dla kazdego n € N rozklad Z™ postaci Z' = Z§' + J;"" + M + D" t € RT,
gdzie J™% M™* 1 D™ spelniajg analogiczne warunki jak w (1.17).

Dla d-wymiarowego procesu X niech [X], = 2% [X7];, (X)), = 2L (X?),, t € R, gdzie
(X7 = {[X: ber+, (X)) = {(X"): }ier+ 0znaczaja odpowiednio wariacje kwadratowa procesu
X oraz kompensator prognozowalny wariacji kwadratowej procesu X% i =1,...,d.

Twierdzenie 1.37 ([48, Théoréme 1.4]). Nastepujoce warunki sq réwnowazne:
(i) {Z™} spetnia (UT),

(i) dla wszystkicht € RT, a > 0 ciggi zmiennych losowych {Z§'}, {V1(J™*):}, {Vi(D™):},
{[M™);} sq ograniczone wedlug prawdopodobieristwa,

(iii) dla dowolnych t € R ie > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla kazdego procesu prognozowal-

nego H™ zachodzi itmplikacja

P(sup |H'| > ) <d = P <sup

s<t s<t

HyZg + [ Hiaz;
0

>€><€.

Uwaga 1.38. Poniewaz skoki M™® sg ograniczone, wiec ciag {[M™“];} jest ograniczony
wedtug prawdopodobienstwa wtedy i tylko wtedy, gdy ograniczony wedtug prawdopodobien-
stwa jest ciag {(M™®),}.

Twierdzenie 1.39 ([35, Théoréme 2.6]). Niech {Z"} bedzie ciggiem semimartyngatow
spetniajgcych warunek (UT). Jezeli { X"} , {H"} sq ciggami proceséw {F}'}-adaptowanych
takich, ze (H™, X", Z™) 2, (H,X,Z) wD(R*,R¥+2Y) to Z jest semimartyngatem adapto-
wanym do filtracji generowanej przez (H, X, Z) oraz

(H"= X", Z" / X dZ?) —— (H, X, 7, /'Xs_ dZs> w D(R*, RY+2441),
0 0

Twierdzenie 1.40 (Skorochoda o reprezentacji). Jeseli X" =5 X w D(R*,RY),
to istnieje przestrzer probabilistyczna (Q,]?, ﬁ), procesy X", X takie, e E(j(\") = L(X™M),

—

neN, L(X)=L(X) oraz
X"(w) — X(w) w DRY,RY) dla P — prawie wszystkich w € €.

Fakt 1.41 ([42, Lemma 3], [58, Theorem 4.4]). Kazdy lokalny martyngat M =
{M,}1er+ wzgledem {F;}ier+ posiada lokalnie skornczong p-wariacje dla dowolnego p > 2.
Jezeli M jest dodatkowo catkowalny z kwadratem i My = 0, to dla dowolnego p > 2 istnieje
stala K (p) zalezna tylko od p taka, ze dla kazdego momentu zatrzymania T wzgledem {F; }icr+
mamy

oraz






Rozdziatl 2

Rownania z barierami wzgledem
funkcji o skonczonej p-wariacji

2.1 Lipschitzowskos¢ rozwigzan problemu Skorochoda
W normie p-wariacyjnej

Skorochod w roku 1961 udowodnit nastepujacy lemat.

Lemat 2.1 (Skorochod [73]). Dla dowolnej funkcji cigglej y, yo = 0 istniejg funkcje
x, k takie, Ze

(l) xt:yt+kt>0 dlat€R+;
(ii) ko = 0, k jest niemalejqca oraz [J v, dks =0, t € R*.
Ponadto funkcja k dana jest wzorem

ki =sup(ys)~, tER.

s<t

Latwo zauwazy¢, ze powyzszy lemat pozostaje prawdziwy, jesli zamiast funkcji ciagtych,
rozwaza sie funkcje cadlag. Oprocz tego bariere réwng zero mozna réwniez zastapic¢ funkcja
cadlag. Doktadniej dla dowolnych funkcji y,i € D(RT,RY), Iy < 1 istnieje para funkcji
(z, k) € D(R*, R??) taka, ze

(1) xt:yt+kt>lt7t€R+a

(ii) ko =0, k = (k', ..., k%), gdzie k' sa funkcjami niemalejacymi oraz dla kazdego t € R*
mamy

t ) )
/(x;—z;)dk;:o, i=1,....d
0

Pare (z, k) nazywamy rozwiazaniem problemu Skorochoda stowarzyszonego z y oraz dolna
bariera [. Bedziemy stosowali oznaczenie (x,k) = SP/(y). Poniewaz SP,(y) = SPy(y — 1),

21
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gdzie parametr 0 oznacza funkcje staltg réwna zero, na mocy lematu 2.1 otrzymujemy, ze dla
(, k) = SP(y) manmy
ki =sup(ys —l,)~, teR". (2.1)

s<t
Podobnie mozna rozwaza¢ problem Skorochoda z bariera gérna. Dla dowolnych funkcji
y,u € D(RT,RY), uy > yo istnieje para funkcji (z, k) € D(RT, R*?) taka, ze
(i) @ =yt + b <y, t € RT,

(i) ko =0, k = (k', ..., k%), gdzie k' s funkcjami nierosngcymi oraz dla kazdego t € R+
mamy

to . .
/(zg—u;)dk;:o, i=1,....d
0
Funkcja k£ dana jest wzorem

ki = —sup(ys —us)™, t€R". (2.2)
s<t

Pare (z,k) bedziemy nazywaé¢ rozwiazaniem problemu Skorochoda stowarzyszonego z y i
gérna barierg u oraz bedziemy stosowaé oznaczenie (x, k) = SP"(y).

W pracy [9] Burdzy, Kang oraz Ramanan podali definicje tzw. rozszerzonego problemu
Skorochoda z dwiema barierami.

Definicja 2.2. Niech y,l,u € D(RT,R%) beda takie, ze | < u oraz ly < yo < ug. Po-
wiemy, ze para (z,k) € D(RT,R?*) jest rozwigzaniem rozszerzonego problemu Skorochoda
stowarzyszonego z y oraz barierami [, u jezeli

(i) =y + ke € [l;,wy), t € RT,
(i) ko =0, k= (k',..., k%), gdzie dla dowolnych 0 <t < ¢q,i=1,...,d

ki — ki >0, jedli o
Kok <0, jedlix

! < ' dla wszystkich s € (t,q],

© > [' dla wszystkich s € (¢, q]
oraz dla kazdego t € RY, Ak! > 0, jesli 2 < ul i Akl <0, jesli ¢ > L.
Bedziemy stosowali oznaczenie (z, k) = ESP(y,l, u).
Uwaga 2.3. 1. W [9, Theorem 2.6] pokazano, ze dla dowolnych y,l,u € D(RT, R?) ta-
kich, ze | < u oraz ly < yo < uo istnieje jednoznaczne rozwiazanie (x,k) = ESP(y, [, u).

2. Jak zostalto zauwazone w [76], zamiast (ii) w definicji rozszerzonego problemu Skorochoda

mozna rozwaza¢ nastepujacy zestaw warunkow: dla dowolnych 0 < t < ¢, i =1,...,d
takich, ze infyep q(ul — I1) > 0 funkcja k' posiada skoficzong wariacje na [t, ¢] oraz
/ (@ — 1) dk <0 i / (¢ — ul)dk < 0. (2.3)
[t.a] [t.q]

W powyzszym wzorze [, o wsdvs oznacza catke po przedziale domknigtym [t,q], tzn.
Jit,q ws dvs = wiAvy + Jws dvug, gdzie [ wsdvs oznacza tradycyjna catke po przedzia-
le (¢,q]. Definicja z [9] jest réwnowazna definicji z [76].
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3. Na mocy (2.3), jezeli ul > Ii, to (z} — I})Ak! < 0 oraz (2} — u})Ak! < 0. W konsekwencji,
jesli Akl > 0, to x¢ = [}, natomiast jezeli Ak! < 0, to z! = ul, i = 1,...,d. Zatem dla
kazdego t € R

x; = max{min{(x;_ + Ay,),w },l;} oraz k, = max{min{k,_,u; — yi},l; — y: },

co oznacza, ze x; jest rzutem x;_ + Ay, na przedzial [uy, ;] oraz k; jest rzutem k;_ na
przedzial [u; — yi, [y — yql.

4. W definicji klasycznego problemu Skorochoda (patrz np. [67]) zaktada sie, ze funkcja k
posiada skoniczona wariacje na kazdym ograniczonym przedziale [t, g], albo réwnowaznie
k= k) — k) adzie k) k() sg niemalejacymi prawostronnie cigglymi funkcjami,
ko = ki = k{7 = 0 oraz k) rognie tylko na zbiorze {t; ¢ = I}, natomiast k(- rognie
tylko na zbiorze {t; 2} = u';},i =1,...,d. Jezeli (x, k) = ESP(y,l,u) i inficr(u;—1;) > 0,
T € RT, to k jest funkcja o skoniczonej wariacji oraz (z, k) jest rozwiazaniem klasycznego
problemu Skorochoda (patrz np. [9, Corollary 2.4]).

W przypadku jednej bariery lipschitzowskosé rozwiagzan problemu Skorochoda w normie
supremum jest bezposrednia konsekwencja postaci funkcji k. Jezeli (x,k) = SF,(y) (odp.
(z,k) = SP“(y)) oraz (', k') = SPy(y') (odp. (2, k') = SP*(y')), to dla kazdego T € R*

sup |z, — ;| < 2sup |y, —y,|+sup |l — ;| (odp. sup |z, —x;| < 2sup |y, — y;| + sup |uy — uy|)
t<T 1<T <T <T t<T 1<T

oraz

sup |ky — ky| < sup lys — ;| +sup|ly — I;]  (odp. sup |k; — k;| < sup |y: — v;| + sup |uy — uy)).
<T t<T t<T t<T t<T t<T
Analogiczny rezultat dla rozszerzonego problemu Skorochoda z dwiema barierami zostat
udowodniony w pracy [76].
Lemat 2.4 ([76, Theorem 2.6]). Jezeli (z, k) = ESP(y,l,u) i (2',y') = ESP(K,l',u),
to

sup |, — | < 2sup |y — y;| + sup max{|l; — ;] |u; — u;|}
t<T t<T t<T

oraz
sup |k — ky| < sup |y, — y;| + sup max{|l; — Ij], |us — uj|}.
t<T t<T t<T

S

Jako wniosek z powyzszych oszacowan otrzymujemy stabilno$é¢ rozwiazan problemu Sko-
rochoda w topologii J;.

Whniosek 2.5 ([76, Theorem 2.8]). Zaldimy, ze (z", k") = ESP(y", ", u"), n € N,
(z,k) = ESP(y,l,u). Jezeli (y™, 1", u") — (y,1,u) w D(R*, R3), to

(2™, k", y", 1", u") — (2, k, y, [, u) w D(R", R).

Analogicznie, jezeli (x™, k™) = SPn(y") (odp. (z", k") = SP*"(y")), n € N, (x,k) = SP(y)
(odp. (z,k) = SP"(y)) oraz (y",1") — (y,1) (odp. (y",u") — (y,u)) w DR, R*), to

(2", k", y", ") — (x, k, y, 1) (odp.(2™, k™, 4™, u") — (x, k, y, v)) w DR, RM).
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W dalszej czedci tego podrozdziatu bedziemy zajmowadé sie lipschitzowskoscia rozwia-
zan problemu Skorochoda w normie p-wariacyjnej. Najpierw rozwazac¢ bedziemy przypadek
jednowymiarowy.

Twierdzenie 2.6. Ustalmy p > 1. Niech y',y* l,u € D(RT,R) bedg takie, Ze ly <
v, v < wg oraz | < w. Jezeli (27, k7)) = ESP(y’,l,u), j = 1,2, to dla kaidego T € R™
mamy:

Vo(k' = k%)r < Vi(y' = y°)r.

Dowdd. Postepujemy podobnie jak w dowodzie [24, Theorem 2.1].
Krok 1. Ustalmy T' € R*. Zalézmy dodatkowo, ze y*, y?, [ oraz u sa funkcjami schodko-
wymi postaci:

vl =Y l,=Li,uy=U;, te[tiit), i=1,...,n—1

)

oraz y = YI Iy = Ly, uy = Uy, t € [tpor,ty = T), j = 1,2 dla pewnego podziatu 0 =
ty <ty <--- < t, =T przedziatu [0,T]. Z uwagi 2.3.3. wynika, ze k{ = K}, t € [ti_1,t;),
i=1,...,n—1,kl = K, t € [ty_1,t, = T], j = 1,2, gdzie K; = K§ = 0 oraz K] =

max{min{K? |, U; =Y/}, L =Y/}, i=1,...,n,j=1,2.
Latwo zauwazy¢, ze

Li—Y <K/ KU -Y/!, i=1,...,n,j=12. (2.4)

Bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazai mozemy zatozy¢, ze v,(k' —k?)r > 0. Zatem istnieje
taki indeks 4, ze K! # K}, lub K? # K? ;. Dalej, réwniez bez zmniejszenia og6lnosci
zatozymy, ze dla kazdego ¢ =1,...,n — 1, mamy:

K!# K}, lub K!#K},. (2.5)
(Jezeli (2.5) nie zachodzitoby, to ktadac vy = 0,
vp =inf{i >vp_1; K} # K} \WubK? # K2 ,}An, k=1,...,n,

= inf{k; v, =n}, § = Y, I = Ly, @ = Uy, t € [ty ty,) dlak = 1,...,7 — 1,
gl = Yg, l, = La, 4y = U; dlat € [to. 1 to, = T, 7 = 1,2, dostalibysmy, ze (2.5) zachodzi
dla funkcji ¢/, (i, k') = ESP(j,1,4), j = 1,2. Ponadto, V,(k! — k?)p = V, (k' — k?)7 oraz
V(3 — 3% < Vp(y' — y®)7.) Jest oczywiste, ze przy poczynionych wezesniej zatozeniach
istnieje skonczony cigg indeksow 0 = ig < iy < ... < i, = n taki, ze

b =K = YN~ K) = (55— K3 )P (2.6)
oraz

(K] — K} )—(K; —K; )#0, k=1,...,m. (2.7)
Zatem, jesli m > 2, to dla wszystkich k = 2,..., m mamy, ze

(k! —K} )= (K2 — K2 ))((KL - KL ) (K2 —K ) <0. (2.8)

Tg—1 Ig—2 ig—1 Tg—1
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Istotnie, jezeli (2.8) nie zachodzi dla pewnego k = 2,...,m, to korzystajac z (2.7), otrzymu-
jemy

(K, = K, ) — (G = K I+ (K, — G ) — (G — KG )P

Tp—1 Tp—2 i1 Tp—2 Tp—1 Tp—1
1 1 2 2 1 1 2 2
< |(Kik,1 - Kik,z) - (Kz’k,l - Kik,g) + (Kik - Kik,l) - (Kik - Kik,1)|p
o 1 1 2 2
- |(Klk - K’ikfz) - (Klk - K’ikfz)‘lz

co przeczy (2.6).
Pokazemy, ze istnieje 0 = i < r
(odp. K} — K? > 0), to

1 <iy (odp. 0 =idp < ry <iy) takie, ze jesli K — K2 <0

Y3 =Y <KL — K2 (odp. K, — K <Y =Y}) (2.9)
oraz ze dla k = 2,...,m istnieja ix_1 < 1y, 1) < i takie, ze
Yi-YL<K - K2 <Y?3-YL. (2.10)
k k k k k k

Ustalmy k = 1,...,m. Potézmy ) = max{i <iy; K/ =U; =Y/ lub K} =L, =Y/}, j=1,2

(przyjmujemy konwencje: max @) = 0). Z (2.5) wynika, ze rj = i, lub r? = i;. Dla ustalenia

uwagi zatézmy, ze ri = ij,. Wowcezas moga zaj$¢ nastepujace przypadki:

(a) K — Kj = (Li, = Y;) = (L = Y3) (lub K — K} = (U;, = Y,) = (U2 = Y3

k Tk

),
(b) K} — K} = L;, =Y, oraz r; =0 (lub K} — K} =U,;, — Y, orazr; =0),

3 3

(c) K, — K7 = (Li, = Y;) = (Upz = Y}3) (lub K — K2 = (U, = Yy)) — (L2 = ¥}3)).
Korzystajac z (2.4), we wszystkich przypadkach otrzymujemy
1 2 1 2 1 2 2 2 2 1

ik7

co pociaga, ze mozemy przyja¢ r = ix. W celu znalezienia r} musimy rozpatrzy¢ przypadki
(a), (b), (c) osobno.
W przypadku (a), jedli r2 = iy, to
Kzlk - Kz2k = Lik - Yzi - (Lik - Yi) = Yi - Yzi’
wiee przyjmujemy rp = ip. Jezeli ri < i, to ktadac r* = max{i < iy; K} = U; — Y/'} v
ri, mozemy zauwazyé, ze K2 = K2, = --- = K?. Poniewaz dla r* < v < iy, K =
max{K,_1, L, — Y,'}, korzystajac z (2.5), uzyskujemy

Z powyzszego wynika réwniez, ze Y3 — Y\ < K} —K? . Istotnie, jezeli 7* > 1 (odp. 7* = 1)

to KL =U,» — Y. (odp.K% = L,~ — Y,%) oraz na mocy (2.4)

Ki, = Ki > K\ =KL > Up =Y = Un + Y2 =YE =YL
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(odp. K} — K > K} — K} > L« =Y\ — Lo + Y2 = Y2 = Y,}). Niech r{} = r*. Dla do-
wodu tezy w przypadku (a) pozostaje pokazaé, ze i,y < r*. Jest to oczywiste dla k = 1,

wiec zalézmy, ze k > 2 oraz iy > r*. Na mocy (2.11) wnosimy, iz (K} — K] ) — (K7 —

K2 ) >0, corazem z (2.8) pociaga: (K} — K} )— (K2  — K? ) <0.W konsekwen-

lg—1 lg—1 ik—2 ik—1 lg—2
cji korzystajac z (2.11), otrzymujemy, ze i;_o < r*. Stosujac ponownie (2.11), uzyskujemy
(KL — K} )— (K% —K? )<0.Zatem

1h—1 Tk—1

0> (K, —-K, ,)— (K. —-K. )

k-1 tk—2 k-1 k-2
> (Kilk,1 - K}k72) - (Kii,,l - Kii,g) + (KT:!* - Kilkfl) - (KT?* - Ki2k,1)
_ 1 1 2 2
- (KT* - Kik,2> - (KT* - Kik,2>
oraz
‘(K’L;lk,1 - Kii;,g) - (K’l?k,1 - ka,2)|p < ‘(K;}* - K}k72) - (Kf* - K’i,z)‘p’ (212)
Podobnie
1 1 2 2
0 < (KZk - K’ikfl) - (sz - K’ikfl)
1 1 2 2 1 1 2 2
< (Klk - Kikfl) - (Klk - Kikfl) - (K’f‘* - Kikfl) _'_ (K’f‘* - Kikfl)

1 1 2 2
= (Klk - K’f‘*) - (Klk - K’r‘*)?
co implikuje, ze
1 1 2 2 1 1 2 2
|(K2k - Kikfl) - (Klk - Kikfl)‘p < |(K2k - KT*) - (Klk - KT*)‘p’ (213)

Z (2.12) i (2.13) dostajemy oszacowanie

(K, — K ,) = (G = K I+ (K, — K ) — (G, — K5 )P

Tk—1 Tk—2 Tk—1 k-2 Tk—1 Tk—1
1 1 2 2 1 1 2 2
< (K, — Kik,z) — (Kz — Kik72)|p + |(sz - K..)— (Kik — K2))P,

ktore przeczy (2.6) oraz konczy dowdd faktu, iz ip_; < r*. Ostatecznie w przypadku (a)
przyjmujemy: rp = r*.

W przypadku (b) (odp. (c)) kladziemy r* = max{i < iy; K! = U; — Y;'} (odp. r* =
max{i < ix; K? = L, — Y*lubK}! = U; — Y;'}). Dla * < v < i mamy, ze K! =
max{K}! |, L, — Y} oraz K? = min{K?2 ;,U, — Y;?}. Podobnie jak w przypadku (a) wnio-

skujemy z powyzszego oraz z (2.5), ze
1 2 1 2 1 2
KT’* - KT* < KT*+1 - KT’*-‘rl < AR < sz - sz

Stosujac te same argumenty jak w przypadku (a), mozemy pokazaé oszacowanie: ip_1 < 7.
Ponadto, jedli r* > 0 oraz K}, = U« — YL (odp. K% = L,» — Y2), to na mocy (2.4)

K. = K2 > (Up» = Y2) = K% > (U = VL) = (Upe = Y2) = Y2 — YL
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(odp. K} — K} > KL — (L = Y2) 2 (Lp» = Y1) = (L — Y2) = Y2 = Y,\). Zatem prayj-
mujemy 7, = r*. Poniewaz, jesli r* = 0, to k = 1, dowdd istnienia 7, r) speliajacych (2.9)
i (2.10) zostal zakonczony.

Zauwazmy dalej, ze jezeli K} — K} > K} — K; dla pewnego k = 2,...,m, to na
mocy (2.10):
0 < (L~ K2) — (K, — K2 ) < (¥ — Y1) = (V3 ~¥}\ ).
Zatem
1 2 1 2 1 2 1 2
() — K2) = (KL~ K2 )P <|(Vh —Y3)— (YA —Y2 )P (210

Podobnie, jesli K} — K} < K} — K} . to

- Te1?
(L~ K2) — (KL~ K2 )P < |Vl —YA) - (VL —YZ )P (215)
W przypadku, gdy k = 1, nieréwnos¢ K — K? > 0 pociaga, ze
() — K2) — () — K2)P = KL — K2 < |V — VAP, (2.16)
natomiast, jezeli K} — K? <0, to

(K, — K7) — (K, — KQ)IP < [V, = YA (2.17)

Z (2.14)—(2.17) wnioskujemy, ze

tk—1 1k—1

Z — (K}, — K. )< V+ZI - (Y, =Y )P

gdzie 7, = rp lub 7 = 1) oraz iy < T < ig, k =1,..., m. W konsekwencji:
‘71,(/’{;1 — l{;z)T =V (/’{;1 — k2)
1/p
1 2
<Z| (Klk 1_K’lk 1)‘p>

1/p
< (W -var e S0 - - 0, - vEp)
m L 1/p
<ly zm+<z )~ b, — v, )
dla pewnego podziatlu 0 = t;, < t; < -+ < t;, < T, co konczy dowod twierdzenia w

przypadku schodkowych funkcji !, y?, | oraz u.

Krok 2. Przypadek ogdlny.

Niech {y"™1}, {y>™}, {1} oraz {u™} beda ciaggami dyskretyzacji funkcji y*, 32, [
oraz u, odpowiednio, zdefiniowanymi tak jak w twierdzeniu 1.6. Z twierdzenia 1.6 wyni-
ka, ze (yb(, 20 1) 4™y — (y' 42 1 w) w D(RT,R?). Potézmy dla n € N, j = 1,2
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(7, k™) = ESP(y»™, 1) u(”) Korzystajac z wniosku 2.5, otrzymujemy zbieznodé:
(Kb, K20, ybn, y>n) — (k‘l, K, 5, 3?) w D(R*, RY, co pociaga, 7e

EYr— B — k' — k? w D(RY,R). (2.18)
Korzystajac z Kroku 1. dla dowolnych n € N, T € R*, mamy: V, (k" — k>")p < V,(y"
y>™)) . Jest jasne, ze V,(y"™ — %) <V, (y! —y )T, neN, T eR". Stad, z (2.18 ) oraz
lematu 1.12 wynika, ze dla kazdego T € R

Vo(k! = k)r < Bminf Vy (k™" = k*")r <sup V(™ = y*™)r <Gy = y)r.

Dowdd twierdzenia zostal zakonczony. O

Uwaga 2.7. 1. Przypadek p = 1 byt wczedniej badany w [76, Theorem 2.14] (patrz
réwniez [70]).

2. Zalozenie: I' = [? oraz u' = u?, jest konieczne (patrz np. [76, Example 2.15]).

Whiosek 2.8. Niech p > 1, y,9/,l,u € D(RT,R?) bedg takie, ze ly < yo, vy < ug. Jeeli
(x,k) = ESP(y,l,u) oraz (:)s,k") ESP(y,l,u), to

Vo(z —2)r < (d+D)Vo(y —y)r oraz Vy(k—K)r <dVy(y —y)r
dla kazdego T € RT.
Dowdd. Korzystajac z twierdzenia 2.6, otrzymujemy

- d 1/p d 1/p
Vo(k — k)7 < dP=1/p (Z v, (k' — kli)T) < de-V/p (Z V(y' — y/iy:ap)

i=1 i=1

Poniewaz V,(z — 2')r < V,(y — y')r + V,(k — k'), dowdd wniosku zostat zakoticzony. O

Whiosek 2.9. Niechp > 1, 3,1, h,u € D(RT,R?) bedg takie, ze ly < yo < ug, | < h < u.
Jezeli (x, k) = ESP(y,l,u), to
Volk)r < dVy(y)r + dVy(h)r  oraz Vy(x)r < (d+ 1)V,(y)r + dVy(h)r
dla kazdego T € RT.

Dowdéd. Zauwazmy, ze (h,0) = ESP(h,l,u). Zatem z wniosku 2.8 mamy
Vo(k)r < dVy(y — h)r < dVy(y)r + dVy(h)r.

Druga nieréwnos¢ jest bezposrednia konsekwencja pierwszej. O

Podobne oszacowania mozna pokazac¢ dla rozwigzan problemu Skorochoda z jedng barie-
ra. W tym przypadku nie jest konieczne zaltozenie o rownosci barier.
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Whiosek 2.10. Niechp > 1, y, v, I, I, u, v’ € D(RT,R%). Dla kazdego T € R*,
(i) jezeli ly < o, lf <y oraz (x,k) = SP(y), (', k') = SP:(y'), to
Vo(k — K < dVy(y — y)r + dV,(1 = )y

oraz
Vo(z —a")p < (d+1D)V,(y — y)r + dVy (L = )

(ii) jezeli ug > yo, ufy >y oraz (x, k) = SPU(y), (2', k') = SPY(y'), to
Vol = K < dVy(y — o) + dVp(u — )z

oraz
Vo(z —a")r < (d+ 1D)Vy(y — )7 + dVy(u — u)r.

Dowdd. (i) Zalézmy najpierw, ze | = I'. Wowczas (x,k) = ESP(y,l,max{y,y',[,}) oraz
(', k") = ESP(y,l,max{y, v, [, }). Zatem korzystajac z wniosku 2.8, mamy

Volk = K)r < dVi(y — ) (2.19)

W ogdlnym przypadku bez straty ogdlnosci rozwazaii mozemy przyjac, ze ly < [y, co pociaga,
iz ly < yg. Potézmy (z,k) = ESP(y',l,max{y,y’,l}) = SP(y’). Stosujac (2.19), otrzymuje-
my

Vo(k = k)r < dVp(y — o). (2.20)
Poniewaz (2’ — I, k') = SPy(y' — ') oraz (z — I, k) = SPy(y' — ), wiec korzystajac ponownie
z (2.19), uzyskujemy

Vo(k — Ky < dV,(1 = U)p. (2.21)
Z (2.20) i (2.21) wnioskujemy pierwsza nieréwno$¢ w (i). Druga nier6wnosé w (i) jest konse-

kwencja pierwszej. Podobnie pokazujemy (ii). O

Whiosek 2.11. Niech p > 1, y,l,u € D(R*,R?). Dia kazdego T € RT,

(i) jezelily < yo i (x, k) = SP(y), to

Vo(k)r < dVy(y)r +dsup L] oraz Vy(z)r < (d+ DV,(y)r + dsup |L,];

t<T t

(i) jezeli ug = yo i (x, k) = SP“(y), to

Vo(k)r < d‘7p(y)T + dsup |us| oraz 1_/1,(93)T < (d+ 1)1_/1,(y)T + dsup |ug|.

t<T t<T
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Dowdd. (i) Poniewaz dla kazdego i = 1,...,d funkcja k' = sup,.(y. — %)~ jest niemalejaca,
to Vo (k')r = ki < sup,cq [yi] + supycr |li], T € RY. W konsekwencji

1/p

d 1/p d »
f/p(k)T < d(P—l)/P <Z ,Up(ki)T> < d(P—l)/P <Z (%(yz)T 1 sup |l§|) )
t<T

i=1 i=1
< dmax (Vp(yi)T + sup |l§|) < d(‘_/p(?/)T + sup |lt|).
( t<T i<T

Poniewaz V,(z)r < V,(y)r + V,(k)r, dowdd (i) zostal zakoriczony. Stosujac analogiczne
argumenty, pokazujemy (ii). O]

Na zakonczenie niniejszego podrozdzialu podamy wniosek dotyczacy lipschitzowskosci
operatora supremum w normie p-wariacyjnej.

Whiosek 2.12. Jezelip > 1, y,y € D(RT,R), to dla kazdego T € R*
Vo(sup ys = sup )z < Vo(y = ¢)r-

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze yo = yy = 0. Wowcezas korzystajac z wniosku 2.10 dla (z, k) =
SPy) i (2/, k') = SP°y), otrzymujemy

Vu(supys — supy.)r = Vp(supys — sup y.)r
s<- s<- s<- s<-
=V,(k—K)r <Vy(y—y)r=Vo(y—y)r, TeR". (2.22)

W ogélnym przypadku mamy

Vo (sup ys — sup YT = lyo — yol + Vp(sgp ys = sup YT

s<- s<-

= |yo — vy + Vp(sgp(ys — o) — sup(ys — ¥o))7

s<-

wiec korzystajac z (2.22), uzyskujemy

V,(supys — sup yo)r < |yo —vol + Volly —90) — (¥ — wo))r

s<- s<-

= lyo — w0l + Voly = ¥)r = Vi (y — ¢/)r-
Uwaga 2.13. Inny dow6d wniosku 2.12 mozna znalezé w [24].

2.2 Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzan réwnan z ba-
rierami
Niech p € (1,2),b € D(R*,R), a, [, u € D(RT, R?) beda funkcjami takimi, ze V;(b)r < oo,

Vy(a)r < oo, T € RT oraz | < w. Bedziemy badaé¢ problem istnienia i jednoznacznosci
rozwigzan deterministycznych rownan z barierami postaci:
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t t
xt:x0+/ f(s,:cs_)dbs+/ 9(s,vs_) dag + kr, t€RY, (2.23)

gdzie Iy < 29 < ug, f: RT xR? — RY, g : RY x R — M sy danymi funkcjami, a catka
wzgledem a jest uogélniona catka Rlemanna—StleltJesa.

Definicja 2.14. Powiemy, Ze para (z,k) € D(R*, R??) jest rozwigzaniem réwnania
(2.23), jezeli V,(x)r < oo dla kazdego T' € R oraz (z,k) = ESP(y,l,u), gdzie

t t
Y = T +/ f(s,xs_) dbs —|—/ g(s,zs_)das, teR".
0 0

Uwaga 2.15. Bedziemy zaktadaé¢ dodatkowo, ze istnieje funkcja h € D(RT,R?) o wta-
snosciach: | < h < wiV,(h)r < oo, T € R*. Nietrudno zauwazy¢, ze to dodatkowe zaltozenie
jest konieczne, aby rozwiazanie problemu Skorochoda (x, k) = ESP(y, [, u) posiadato lokal-
nie skoniczona p-wariacje dla dowolnej funkcji y o lokalnie skonczonej p-wariacji (jest ono
spelnione, jesli infycr(u; — I;) > 0, T € RY, poniewaz w tym przypadku mozemy przyjaé
h =2, gdzie (¢/, k') = ESP(y,l,u), y' = ly oraz korzystajac z uwagi 2.3.4, wywnioskowac,
iz funkcja h posiada lokalnie skoniczong wariacje).

Rozwazac¢ bedziemy zatozenia.
(H1) (a) Istnieje Cy > 0 taka, ze
|f(t,x)] < Cp(1+]z]), xeR? teR.
(b) Istnieja € (1 —1/p, 1], @ € (p — 1,1] oraz C, > 0 takie, ze

l9(t, ) = g(s,9)| < Cy(|t = s|” + |z —y[*), @,y € R t,5s € RT.

(H2) (a) Dla kazdego N € R istnieje Cyn > 0 taka, ze

|f(t,x) = f(t,y)| < Crnlz—yl, |z|, ly| < N, t € RT.

(b) g jest rézniczkowalng funkcja zmiennej x. Dla kazdego N € RT istnieja ay €
(p—1,1] i Cyn > 0 takie, ze

|v:cg(t>l')| < Cg,N
oraz
|ng(t,l’> - vmg(suy)‘ < CQ7N(|t - S‘IB + |I‘ - y‘aN)7 |I“, ‘y‘ < N7 t? s € R+7

d 2

d
..... a [Vag(t,2)P =323 >

k=11i=1j=1

Og* J

gdzie V,g(t,z) = (Vug™ (t,2)); j=1 &Ek
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Uwaga 2.16. Ustalmy 7' € R* oraz polézmy Cf = Cy((T' V 1) + 2) + [9(0,0)|. Przy
zatozeniu (H1) (b) dla wszystkich ¢ € [0,7T], x € R?

lg(t, z)| < C;F(l + |x|). (2.24)

Ponadto dla wszystkich ¢ > p/a V 1/8, w € D(R*, RY) mamy:

Va(g(-,w))e < Cf (14 Vy(w)y). (2.25)

Aby dowieéé¢ (2.25), wystarczy skorzystaé z nieréwnosci |ab| < alal/* 4 (1 — a)|b|Y/3=) i
zauwazyc, ze

Va(g(w))e < Cy (7 + Vi (w)? + |wo|*) + 19(0,0)]
< Cy (T% + aVy(w), + 2(1 — a)) +1g(0,0)].
Podobnie dowodzimy (2.24).

Bedziemy przybliza¢ rozwiazania rownania (2.23) za pomoca ciagu iteracji Picarda po-
staci: (20, k%) = ESP(x¢,l,u) oraz dla kazdego n € N

y? = X9+ fot f(S, .flf?__l) db, + fOt g(S, x?—_l) dCLs, te R+’ (2 26)
(2", k") = ESP(y",1,u). |

Zauwazmy, ze uzyte powyzej calki sqg poprawnie okreslone. Istotnie, dla kazdego T' € R*
na mocy wniosku 2.9 V,(2%)p < (d + 1)|zo| + dV,(h)r oraz gdy V(2" 1)r < oo, to funkcja
f(-,2"71) jest ograniczona na [0,7], a (2.25) implikuje, ze V,(g(-,2" 1))y < oo dla ¢ =
p/a Vv 1/3, co pociaga istnienie catek w (2.26). Ponadto korzystajac jeszcze raz z wniosku
2.9, dla dowolnego n € N otrzymujemy

Vo(@")r < (d+1)V,(y")r + dVy(h)r
< (d+1) (Jzo| + V, (/O (s, 27 dbs>T e (/O o(s, 2" das)T> (2.27)
+ dV,(h)r,

gdzie

V([ fsar ) <swlfs i Vior < G+ GE DR (225)

s<T

oraz na mocy (1.3) 1 (2.25)
V([ ats.ai) da) < K ilgla™ Vi@
< Ko Cy (14 V(@™ Dr)V(a)r. (2.29)

Zatem w szczegélnosci V,(2")r < oo, n € N, T € R™.
Pokazemy, ze w istocie zachodzi mocniejsze oszacowanie.
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Lemat 2.17. Przy zafozeniu (H1) dla kazdego T € R istnieje stala D > 0 zalezna od
d; D, &, /6} Zo, 0317 Cf; %(b)T; V;U(a)T ZV;u(h)T taka, ze

sup V,,(2™)r < D.
neN

Dowéd. Ustalmy T' € R*, przyjmijmy ¢ = p/a Vv 1/8, Co = (d + 1)|xo| + dV,(h)r, C; =
(d+1) max{Cy, K, ,CT} oraz zauwazmy, ze dzieki (2.27), (2.28) i (2.29) mamy oszacowanie

‘_/p(l'n)t < C() + Cl(]. + ‘z;(xn_l)t)(‘/l(b)t + ‘/;;(a,)t), n e N, t < T.
Kladac t, = inf{t; C1(Vi(b): + V,(a):) > 1/2} AT, otrzymujemy

_ 1 1-
‘/p(xn)tl— < CO + 5 + 5%($n_1)t1—7 nc N,

co pociaga, iz sup,, V(") - < 2(Cp + 1/2). Stosujac wniosek 2.9, (2.24) oraz punkty (iii),
(iv) z uwagi 1.11, dostajemy

|Azg | = lim Vi (2") it —1/m,]
< (d+1) (|7 + (22 ) Aby, | + [g(t, 277 A |) + dV(h)e,
< Co+ (1+d)Vp(@" e + CL1+ Vp(a™ V)i n) (Vi) + Vpla)r) . (2.30)

Zatem korzystajac ponownie z uwagi 1.11 (iii), wnioskujemy, ze istnieje stala D; zalezna od
d, p, q, v, C], Cy, Vi(b)r, Vy(a)r i V,(h)r o whasnosci:

sup Uy (@), < sup (Vy(a")y,— + |Aaft|) < Dy,

neN neN
Niech t, = inf{t > t_1; Cr(Vi(b)po_rg + Vil@)p_19) > 1/2} AT, k > 2. Uzywajac
podobnych argumentéw jak poprzednio, otrzymujemy, iz sup, V(2" )y, , 4] < Di, gdzie
D, = Dk(d,p,q,xo,Cg,C’f,Vl(b)T,Vp(a)T,‘_/p(h)T), k > 2. Dlatego dla dowodu wystarczy
pokazaé, ze m = sup{k; t, < T} < C, gdzie C zalezy tylko od p, Cy, Vi(b)r, vy(a)r. W tym
celu zauwazmy, ze bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazan mozemy przyjac, iz Cy > 1. Wowcezas
1/2 < Cy(Vi(0) iy i) + Vo(@) s i) < 201 max{Vi(0) g,y 1), Vo (@)t ) } 1 W konsekwencji
2/(4C1)P < Vi) 1] + Up(@)ps,,_, 1 dla kazdego k < m. Stad

2 m
m » < Z(‘/l(b)[tk—lvtk} + Up(a)[tkflytk]) < Vl(b)T + Up(a)T> (2'31)
(4Ch) —1
co konczy dowod lematu. O

Twierdzenie 2.18. Zatézmy (H1), (H2) oraz dodatkowo, Ze istnieje h € D(RT,R?) o
lokalnie skoticzonej p-wariacji, spetniajgca warunek: | < h < w. Niech {(z",k"™)} oznacza
ciqg iteracji Picarda zdefiniowany w (2.26). Wowczas dla kazdego T € R*

Vo(x" —x)p — 0 oraz V(K" —k)r — 0,

gdzie (x,k) jest jednoznacznym rozwigzaniem réwnania (2.23).
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Dowdd. Krok 1. Zbieznosé¢ iteracji Picarda.
Ustalmy T € R*. Poniewaz 27 = 2~ ' = 10, n € N, wigc korzystajac z wniosku 2.8, dla
kazdego n > 2 oraz dowolnego t < T’ otrzymujemy

‘z)(xn_xn 1)t—V( n_xn 1)t

<(d+1)V, ( [ 16 Fls,ai2) b+ [ gls,a27) = gls,a2?) das)t

@+ 1)V, (/f 8,427t = f(s,a2 Y db,)
@+ ), ([ gls227) — gls,a272) da) |

t

Na mocy lematu 2.17 sup,<; 2| < N dla wszystkich n € N, gdzie N = sup,, V,(2")7 < co.
Zatem

Vo ([ S22 = f(s.a22%) db) < CpaValysuplar — a2
0 t s<t

< CraVi(b)Vp(a" ™t = 2",
oraz dzigki (1.3)

Vo ([ gts.ai) = gsa27) das) < Ky Vilg(oa™) = gl 2 )Via)

gdzie r = (p/ay) V (1/5). W celu oszacowania prawej strony powyzszej nieréwnosci wyko-
rzystamy nastepujacy lemat.

Lemat 2.19. Niech g : RT x R? — R spetnia (H2) (b) dla pewnych ay,B € (0,1],
N € R*. Jezeli dla v,y € D(RY,RY) oraz p > 1 V(2)r < 00, Vp(y)r < 0o, T € R*, to
dla wszystkich N € RT takich, ze sup,cp || < N, supyep || < N orazr = (p/aN) (1/5)
zachodzi nastepujgce oszacowanie:

VilaC2) = aea))r < Co (Ve = -+ suplo =l (T4 @ + 005 )

t<T

Dowdd lematu. Latwo zauwazy¢, ze dla wszystkich t, s € [0, 7]
lg(t, xe) — g(t, ) — g(s,2) + 9(s, ys)|
= | [ Vet 0+ (1= 0 e — ) = Fags, 0+ (1= O} — )|
W konsekwencji
l9(t, ) — 9(t,ye) — g(s,25) + 9(5, 4s)]
< [ Wt 00+ (L= Ol — 1 — 2, + )0
b [ 1920+ (1= ) — Vs, O+ (1= O — y.)1

<y (lee =y = o+ gl + e = 9l (18 = 1 + lae = 2 + g = 3]*))
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Aby zakonczyé dowdd lematu, wystarczy zastosowal powyzsze oszacowanie dla kazdej pary

punktéw ¢t = t;, s = t;_; nalezacych do podziatu 0 =t; < t; < --- < t, =T przedziatu [0, T

oraz skorzysta¢ z nierownosci Minkowskiego. 0
Z lematu 2.19 dla wszystkich ¢,7 = 1,...,d mamy

Velgia s 2"™Y) = sl a2 < Couw(Vila™™t = 272

+suplar a2 (4 V@) + V@i ) ),

s<t
CO pocigga, ze
d
Valg(,a™™) = 902" )0 < 37 Valgig (") = gi(,2"72)),
ij=1

< (Cg,N)d2 (V;((L’n_l . xn_2)t

sup a2 = a2 72 (8 4 V@ 4 V@) ).

s<t
Z powyzszych oszacowan, lematu 2.17 oraz faktu, ze

sup |77t — 2772 < V(2" — 2"7?),, t € R,
s<t

wynika istnienie statej D zaleznej tylko od d, p, 3, N, ay, Cyn, Ctn 1T o wlasnoSci:
V(o™ — 2™ 1), < D(Vi(b): + Vi(a)) V(2" t — 2" %), t€R™. (2.32)
Poltézmy t, = inf{t > 0; (D(V1(b); + V,(a))) > 1/2} AT oraz zauwazmy, ze
Vo(a" — 2™ Y, <27 VY (2t — 2%, ., neN.

Zatem {x"} jest ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni funkcji cadlag okreslonych na [0,t1) z
norma p-wariacyjna. W konsekwencji istnieje funkcja cadlag z taka, ze V, (2" — z);,— — 0.
Podobnie mozemy pokazaé, ze V,(k™ — k);,— — 0 dla pewnej funkeji cadlag k. Analogicznie
jak w (2.28) i (2.29) dla tej samej stalej D mamy:

Vo ([l = Fls, ) db) < DV Tyla® = 2y — 0

t1—

oraz

Vo ([ (ots.a) — gs,))das) < DVya)y Tyla = ) — 0,

t1—
wiec sup, ., [y"—y| — 0, gdzie y = xo+ [y f(s, xs—) dbs+ 5 g(s, x5—) da,. Dlatego korzystajac
z wniosku 2.5, otrzymujemy, ze (x,k) jest rozwigzaniem (2.23) na przedziale [0,%;). Jesli
przyjmiemy

xy, = max{min{zy, _ + f(t1, x4 )Aby, + g(t1, 2, )Aay,, ugy b, 1y }
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oraz ky, = ki, —+Axy, —(f(t1, x4, - ) Aby, +9(t1, ¢, — ) Aay, ), to na mocy uwagi 2.3.3 otrzymamy
rozwiazanie (2.23) na domknigtym przedziale [0, ¢;]. Ponadto

n
$h

=max{min{z} _ + f(tr, 2} )Ab, + g(t1, 27 ) Aay,, u, b, by }
- maX{min{Ih— + f(tb $t1—)Abt1 + g(tla $t1—)Aat1a ut1}a ltl} =z

oraz

ki, =ki, -+ Axy, — (f(t, 21, 7) Aby, + g(t, 27,71 Aay, )
— k- + Axyy — (f(t, 2, )Abyy + g(ty, 2, ) Aay, ) = kyy,

co pociaga, ze V(2" — x);, — 01 V, (k" — k);, — 0. Latwo zauwazy¢, ze mozemy powtérzyé
powyzsze rozumowanie dla przedziatu [t1, 5], gdzie to = inf{t > 0; D(Vi(D)p, 0+ Vo(@)it 1) =
1/2} AT, a nastepnie na przedziatach [to, 3], [ts,t4], ... Poniewaz Vi (b)r < 00 i V,(a)r < oo,
po skonczenie wielu krokach mozemy skonstruowaé rozwiazanie (z, k) réwnania (2.23) na
calym przedziale [0, 7] oraz pokazaé, ze V,(z" — z)p — 01 V, (k" — k)p — 0.

Krok 2. Jednoznaczno$¢ rozwiazania (2.23).

Zalézmy, ze istnieja dwa rozwiazania (z', k') oraz (22, k?). Niech t; bedzie zdefiniowane
tak jak w poprzednim kroku. Uzywajac argumentéw z poprzedniego kroku, pokazujemy, ze
V(! — 22)y, - < 27W, (2! — 22);, . W konsekwencji 2! = 22 na przedziale [0,t;). Z uwagi
2.3.3 wiemy, ze

:)3{1 = max{min{x{l_ + f(tl,xgl_)Abtl +g(t1,x{1_)Aat1,ut1}, l,}, j=12,

wigc ' = z? na domknigtym przedziale [0,t;]. Powtarzajac powyzsze rozumowanie dla
przedzialow [ti,ts], [to, 3], ..., W skoficzenie wielu krokach pokazemy, ze z' = x? na [0, 7]
dla wszystkich T € R*. Podobnie pokazujemy réwnosé funkeji k' i k2. O

Uwaga 2.20. 1. Przy zatozeniach (H1) i (H2) mozna pokazaé odpowiednik wyniku z
twierdzenia 2.18 dla réwnan z jedng barierg. Jedyna modyfikacja w dowodzie polega na
tym, ze zamiast korzysta¢ z wnioskow 2.8 i 2.9 stosujemy wnioski 2.10 oraz 2.11. Nie jest
wtedy wymagane istnienie funkcji h. Wynika to z faktu, iz dla rownan z jedna bariera
funkcja k kompensujaca odbicie od bariery jest monotoniczna. W tym przypadku w celu
oszacowania normy p-wariacyjnej rozwiazan réwnan z dolng bariera (odp. z gérna bariera)
zamiast V,(h)r mozemy uzy¢ sup,<r |l;| (odp. sup,<r |ue).

2. Podobnie mozna réwniez udowodni¢ odpowiedni wynik dla réwnan bez barier. Doktadniej
dla rownania postaci

t t
Ty = Xo —I—/ f(s,zs_) dbg —l—/ g(s, v, )da,, te€RT, (2.33)
0 0

gdzie f, g, a, b sa takie jak w (2.23), rozwazmy ciag {x"} iteracji Picarda zdefiniowany
wzorem: z° = o,

InZZEo—F/O.f(S ) db, +/ Ydas, neN.

Jezeli funkcje f i g spetiaja (H1) i (H2), to dla kazdego T' € R* V(2" — x)r — 0, gdzie
x jest jednoznacznym rozwiazaniem réwnania (2.33).
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2.3 Aproksymacja oraz stabilnos¢ rozwigzan réwnan z
barierami

Na poczatku niniejszego podrozdziatu udowodnimy wyniki dotyczace relatywnej zwarto-
sci 1 zbieznosci calek wzgledem funkeji o skonczonej p-wariacji.

Fakt 2.21. Niech {z"} C D(RT R?), {2"},{y"} € D(R*,R?) bedg ciggami takimi, Ze
sup,, Vy(y")r < oo oraz sup, V,(z")p < oo, T € R*, gdzie 1/p+1/q > 1, p,q > 1. Je-
zeli {(2", 2™} jest relatywnie zwarty w D(RT,RYTY) (tzn. z kaidego jego podciggu moina
wybraé dalszy podcigg zbiesny w D(RT RY*)), to

{(z”, ", / Yl dx?)} jest relatywnie zwarty w D(RT, RY+4+1),
0
Dowaod. Bez straty ogdlnosci rozwazan mozemy zatozy¢, ze
(2", ") — (2, £) w DR, R¥*9).

Poniewaz zbiér punktéw nieciggltosci funkcji x 1 z jest co najwyzej przeliczalny, istnieje
rodzina statych {0x}, {{0k.}} takich, ze §; | O, |[Axy| # dg,t € RY, 0/2 < dg; < 0 oraz
1Az, r6.| + | Az, 15| = 0,4 € NU{0}, k € N. Niech {{z"®}}, {®} beda ciagami
zdefiniowanymi tak samo jak w fakcie 1.8, z wykorzystaniem rodziny statych {0z}, {{0x.i}}
opisanych powyzej. Wéwezas dla dowolnych k,n € N, T € RY V,(z®))p <V (2™)r < 00 i
w konsekwencji

sup V(2" — 2™y <00, T €RT. (2.34)
k,neN

Stosujac fakt 1.8, otrzymujemy

n ,n .n(k) yn n n n
(2", 2", 2™, Tin 5 o :cth,...)

— (z, x, ) thls Topys th2y Ttygy --2) W ]D(]RJF,RdI”d) x R, (2.35)
Ponadto, argumentujac tak samo jak w dowodzie wniosku 1.7, uzyskujemy

sup ‘:ng) - xt’ — 0, TeRT,
t<T

co razem z (2.35) pociaga, iz

lim lim sup sup }x?’(k) — xf’ =0, TeR". (2.36)

n n

Z drugiej strony [jyr dz®) = 3. y{%’j_(z%’j - ‘T?Z’j,l)’ t € [thithi). Korzystajac z

(2.35), twierdzenia 1.33 oraz z faktu, ze sup, V,(y")r < oo pocigga ograniczono$¢ ciggu
{sup,cr [y7'|}, wnioskujemy, Ze dla dowolnego k € N

{(z”, ", / yr dx?’“”)} jest relatywnie zwarty w D(RT, R +4+1), (2.37)
0



38 Rozdzial 2. Réwnania z barierami

Niech p’ > p bedzie takie, ze 1/p' +1/q > 1. Z (1.3) wynika, ze

sup < Ky Vo)V (2" —2™®)p, kneN, T e R".

t<T

t
/ y?_d(!lfn . In,(k))s
0

Ponadto na mocy uwagi 1.11 (v) dla dowolnych k,n € N, T € R

‘/Z,,/(In - xn,(k)>T < OSC(SL’” - xn,(k));—p/iﬂl‘/p(xn . xn,(k))i&’_‘/p/

1—p/p’
< <2 sgg |la™ — x?’(k)|) V(2™ — x"’(k))I}/p .
t<

Zatem majac na uwadze (2.34) i (2.36), otrzymujemy

t
lim lim sup sup / v d(@® —am®Y),| =0, T eR*. (2.38)
k—oo n—oo” t<T 1J0
Teza wynika z (2.37) i (2.38). O

Fakt 2.22. Niech {z"} C D(R*,RY), {z"}, {y"} C D(RT,RY) bedq takie, ze dla wszyst-

kich T € R* sup,, V,(y")r < oo i sup, V,(z")r < 0o, gdzie 1/p+1/q > 1, p,q > 1. Jezeli
(Zn’ "T:n? yn) B (Z’ :L” y) w D(R+’Rdl+2d)7

to

<Z"’ % ", /0 Yo de) — (z , Y, /0 Ys— dxs) w D(RY, RY+24+1),

Dowéd. Zlematu 1.12 mamy, ze V,(y)r < liminf, V,(y")r < oo dlaT € R* oraz analogicznie
Vo(z)r < liminf, V,(2")r < oo dla T' € R*. W konsekwencji calka [;ys—dzs istnieje jako
uogblniona catka Riemanna-Stieltjesa. Niech {{z™®}}, {z(®} beda ciggami funkcyjnymi
zdefiniowanymi tak samo jak w fakcie 1.8, z wykorzystaniem rodziny statych {0z}, {{0x.i}}
takich, ze & | 0, [Azy| # 0p,t € RT, 0/2 < Oy < O oraz |Ayy, 15, + A2y 46, +
|Azy, 15,.] = 0,1 € NU{0}, k € N. Korzystajac z faktu 1.8, mamy

n ,n ,n .n(k) yn n n n
(2", 2",y x Uiy Tin s tios mtzz,...)

) th1, Teers thas Tapys o) w D(RT, R 5 R (2.39)

- (Za z, Y, T

Poniewaz dla kazdego k € N [§ y,_dz(¥) = Y j<i Y, — (T, — Ty, )5 t € [th, trir1), Wige na
mocy (2.39)

(oo, [y da®) — (2 0y, [y ds®) wDERRIE. (240
0 0
Podobnie jak w dowodzie faktu 2.21 pokazujemy, ze zachodzi (2.38) oraz ze

lim sup =0, TeR",

t
/ Ys— d(z — z(k))s
0

co razem z (2.40) pociaga teze. O
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Ustalmy p € (1,2). Niech a™, I, u", h™ € D(RT,R9), b" € D(R*,R), 27 € R beda takie,
ze I < af <uf, 1" <k < u” oraz max{Vi(b")r, V,(a")r, V,(R")r} < oo, n € N, T € RT.
Bedziemy rozwazaé ciag rozwiazan réwnan postaci

t
xf:x8+/ f(s,zl_ db"+/ )da? +k}, teRY neN. (2.41)
0

Analogicznie do réwnania (2.23) méwimy, ze (z", k) € D(R*, R??) jest rozwiazaniem (2.41),
jezeli (2", k") = ESP(xf + [o f(s, 2% )db? + [5g(s, 22 ) da?, ", u") oraz V,(x™)r < oo, T €
R*, n € N.

Twierdzenie 2.23. Zalozmy (H1) oraz dodatkowo, Ze f jest funkcjq ciggla. Jezeli b €
D(RT,R) i A", a® € D(RT,R?) sq takie, Ze sup, max{V;(b")r, V,(a")r, Vo(h")r} < oo,
T € Rt oraz

(g, ", a™, 1", u") — (20, b, a, [, u) w RY x D(R*, R34+,

to cigg {(z™, k")} rozwigzan réwnar (2.41) jest relatywnie zwarty w D(RY, R??) oraz kazdy
jego punkt skupienia jest rozwigzaniem (2.23).

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze jezeli (, k) jest rozwigzaniem réwnania (2.23), to dla kazdego
T € R* istnieje stala D zalezna tylko od d, p, a, 3, xo, C’g, Cy, Vi(b)r, Vy(a)r i V,(h)r taka,
ze

Vp(a)r < D. (2.42)
W tym celu postepujemy tak samo jak w dowodzie lematu 2.17. Najpierw przyjmujac ¢ =
p/aV 1/8, Cy = (d+ 1)|ze| + dV,(h)r, Ct = (d + 1) max{C}, K, ,C] } oraz korzystajac z
wniosku 2.9, uzyskujemy oszacowanie:

Vo(x): < Co + C1(1 + Vp(2),)(Vi(b); + Vp(a)), t<T.
Nastepnie ktadac t; = inf{t; C1(Vi(b): + V,(a):) > 1/2} AT, otrzymujemy
sup V() < 2(Co+1/2)

neN
oraz |Azy, | < Co+ (1+d)V,y(2)s,— + Cr(1+ V() —) (Vi(b)r + V,(a)r). W konsekwencji ist-
nieje stata D; zalezna od d, p, q, xo, Cg, Ct, Vi(b)r, Vy(a)r i V,(h)r taka, ze V,(x);, < Dy.
Powtarzajac powyzsze rozumowanie dla ¢, = inf{t > t,_1; C1(Vi(D)p, .0 + Vo(@)p, 1) >
1/2} AT, wnioskujemy, i V(@) . 1 < Di = Dild: p.q. 20, CT, Cy, Vi(B)z. Vy(ayr. Vi (k7).
k > 2. Stosujac argumenty z dowodu (2.31), pokazujemy, ze m = sup{k;tpy < T} <
C(p, C1, Vi(b)r,vp(a)r), konczac tym samym dowdd (2.42).
Z (2.42) wynika, ze sup,, V,(z")7 < oo dla kazdego T € R*. Dzieki (2.25) réwniez

sup V,(g(-, 2"))r < 0o, T € RT, (2.43)
neN

gdzie ¢ = p/a vV 1/3. Poniewaz f jest funkcja ciagla, istnieje ciag funkcji lipschitzowskich
{f*} taki, ze sup e [ f*(t,u) — f(t,u)| — 0 dla kazdego zbioru zwartego K C Rt x R?.
Zatem

sup V,(f*(-,2"))r < 0o, TE€R', k€N (2.44)

neN
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oraz
Jim Tim sup sup If*(t, 2y — f(t,a)| =0, T eR". (2.45)

—00 n—oo KT

Na mocy (2.43), (2.44) oraz faktu 2.21 dla kazdego k € N

{(/ fE(s, 2™ ) db®, " / g(s, 2 ) da?, a”)} jest relatywnie zwarty w D(RT, R3*¥),

co razem z (2.45) pociaga, ze

{</ fls, @i ) dbg, b / | 9(s,z;_) day, @")} jest relatywnie zwarty w D(RT, R3¢1),

W konsekwencji, ciag {(y™, b", a™, ", u™)}, gdzie
y" = xy + / f(s a2 )db? + /.g(s,:vg_) dal, neN,
0 0

jest relatywnie zwarty w D(R*, R**+). Kladac (27, k") = ESP(y™, 1", u") oraz korzystajac
z wniosku 2.5, uzyskujemy, ze

{(z™, k™, 0", a", I", u™)} jest relatywnie zwarty w D(RT, R5+1).

Zatozmy, ze (z", k", b7, a™ 1", u™) — (z,k,b,a,l,u) w D(R*, R, Stosujac fakt 2.22
dla funkcji g i f*, k € N oraz (2.45), dostajemy (y", 1", u") — (y,l,u), gdzie y = z¢ +
Jo f(s,z5=) dbs + [; g(s,xs_) das. Majac na uwadze wniosek 2.5, otrzymujemy zbieznosé:

(z", k") = ESP(y", I", u") — ESP(y, |, u) = (z, k) w DR, R*).

Z kolei na mocy lematu 1.12 oraz (2.42) dla kazdego T' € RT mamy oszacowanie: V,(z)r <
liminf,, V,(z")r < D, wigc (z, k) jest rozwigzaniem réwnania 2.23, co konczy dowdd twier-
dzenia. O

Uwaga 2.24. Przy zatozeniach twierdzenia 2.23 istnieje funkcja h € D(R*, RY) taka, ze
Il < h <woraz V,(h)r < oo, T € R*. Mozemy np. jako h przyjaé¢ pierwsza wspolrzedna
rozwiazania rownania (2.23). Istnienie funkcji h mozna tez uzyskaé¢ za pomoca bezposred-
nich rachunkow z wykorzystaniem topologii S, wprowadzonej przez Jakubowskiego w pracy
[34]. Istotnie, warunek sup,, V,(h")r < oo implikuje, ze ciag {h"} jest relatywnie zwarty w
topologii S na przestrzeni D([0, 7], R?) (patrz [34, Theorem 2.13 ]). Istnieje, wiec podciag
{n'} oraz funkcja h € D(]0,T],R?) takie, ze " — h w S. Korzystajac z [34, Corollary 2.9]
mozemy wybraé¢ dalszy podciag {n”} taki, ze h}" — h, dla wszystkich t < T' z wyjatkiem
pewnego przeliczalnego zbioru D € [0, T]. Poniewaz sup,, I_/p(h")T < 00, wiec powtarzajac ar-
gumenty z dowodu lematu 1.12 (z ta réznica, ze zamiast punktéw ciggtosei funkeji granicznej
rozwazamy zbiér punktéw ciagtosci h pomniejszony o zbiér D), uzyskujemy, ze V,(h)r < co.

Whniosek 2.25. Zatézmy (H1), (H2) oraz dodatkowo, Ze f jest funkcjq cigglq. Niech a™,
", u™, k" € D(R*,RY), b" € D(RT,R) bedg takie, ze [ < xf < ult, " < h* < v, n € N,
sup,, max{Vy(0")r, Vo(h")r, V,(a™)r} < oo oraz

sup(|bf — bg| + |af — ag| + |17 — ] + |uf —w]) — 0, T € R™. (2.46)
t<T
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Jezeli {(x™, k™) } jest ciggiem rozwigzan réwnan postaci (2.41) i xf — xg, to

sup(|7y — @ + |k — ky|) — 0, T € RY,
t<T

gdzie (x,k) jest jednoznacznym rozwigzaniem réwnania (2.23).
Dowdd. 7 twierdzenia 2.23 oraz jednoznacznosci rozwiazan wynika, ze

(z", k", b, a”, ", u") — (x, k, b, a, [, u) w D(RF, R,
Poniewaz dla kazdego t € RT mamy

Az, # 0= Ab; # 0 lub Aa; # 0lub Al; # 0lub Awu, # 0,

wiec fakt 1.5 implikuje, Ze sup,cr |2} — 24| — 0, T" € RT. Analogicznie pokazujemy jedno-
stajng na kompaktach zbieznos¢ k™ do k. O

W celu aproksymacji rozwigzan rownan rozniczkowych czesto uzywa sie schematu Eulera.
Niech ciag podziatéw 7w, = {0 = t, 0 < ty1 < tno < ...} bedzie taki, ze lim; o t,; = 00,
n € N oraz diam(m,) — 0. Rozwazmy schemat Eulera dla réwnania (2.23) postaci: z{ = o,
ko =0,

ytn’i+1 = ygﬂyl + f(tW/,’i? x?nyi)(btn,i+1 - btn,z‘) _I_ g(tn,i> I;Ln’i)(atn,i+1 - a'tn,i)’

xp o= max{min{zy 4+ (yr . — YL ) Ut bl (2.47)
k&,m = ktnnz + <x?n,i+1 o x?n,z> o (ygn,z?kl o yZm)

oraz xp = ap ki =kt € [ty tniv1), i € NU{0}, n €N

Twierdzenie 2.26. Zalézmy (H1) oraz dodatkowo, Ze f jest funkcjq cigglg. Niech b €
D(RT,R), a, [, u, h € D(R*,RY) bedg funkcjami takimi, ze max{Vi(b)r, V,(h)r, V,(a)r} <
oo, T € RY oraz ly < xg < ug, | < h < u. Wowczas cigg {(x", k™)} zdefiniowany w (2.47)
jest relatywnie zwarty w D(RT, RY) oraz kazdy jego punkt skupienia jest rozwigzaniem (2.23).
W szczegolnosci réwnanie (2.23) posiada rozwigzanie.

Dowdd. Bez trudu mozna sprawdzic¢, ze

{ (z", k") = ESP(y™, 1", u"), (2.48)

gdzie y' = xo + f§ floP_, 2™ ) db? + [T g(of_, 2™ )da?, teRF

oraz b} = by, ., af =ay, ., I} =1, ., uf = 1w, ,, Of =tni, t € [ty tnit1), 1 € NU{0}, n € N.
Ustalmy T € R*. Zdefiniujmy dodatkowo: h} = hy, , dlat € [ty tni11), i € NU{0}, n € N.
Majac na uwadze fakt, ze

Vi0")r < Vi(b)r, Vp(a")r < Vp(a)r, Vo(h")r < Vu(R)r, 07 <T, né€N
i postepujac podobnie jak w dowodzie twierdzenia 2.23, dostajemy

sup V(") < o0. (2.49)

neN
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Niech B
(", k™) = ESP(y", 1", u"),
gdzie g = xo + fo f(s,z™ ) db? + fgg(s,atg_) da?, teRY neN.

Korzystajac z lematu 2.4, otrzymujemy

[ ftea) = s bt

+2v, ([gten,an) - gls,a) dat)
0 T

< 2t 4 212

sup |z} — 77| < 2sup |y — g7 < 2 sup
t<T t<T

oraz sup,cp [k — kY| < I™' + I™2. Z ciaglosci funkeji f oraz z (2.49) wynika zbieznosé:

™t <sup |flop,ap) = f(t,a7 )| Va(b)r — 0. (2.50)

t<T

Niech ¢ = p/a VvV 1/5 oraz v € (1 —1/p,1/q). Na mocy (1.3), (2.25), (2.49), uwagi 1.11 (v)
oraz faktu, ze g jest S-holderowska wzgledem czasu mamy:

1" < Ky Vi, (9" 2%) = g a™). Vila)r

3 n n - 7 n n ay
< Ky Osclg(e”,2%) — g am)io iy Va (e 2) — g, 2™)) " Vi(a)r
1—gv
n n n [/ n Ll
< Kpapy (2 sup 9o, 27) - g(-,x_>|) (265 1L+ V(")) Vilo)r
< D1+ V,(a")r) sup |op — t[~) — 0, (2.51)
t<T

gdzie D jest staty zalezng od p, ¢, v, CF, Cy i Vj(a)p. Biorac pod uwage (2.50) i (2.51),
uzyskujemy
sup |2} — 27| — 0 oraz sup|k! — k'l — 0. (2.52)
t<T t<T

Poniewaz na mocy twierdzenia 1.6 (b*, a", ", u") — (b,a,l,u) w D(RT, R3**!) wiec po-
wtarzajac rozumowanie z dowodu twierdzenia 2.23, wnioskujemy, ze {(z", k", b", a", ", u")}
jest relatywnie zwarty w D(RT, R%*1)  co razem z (2.52) pocigga relatywng zwartoéé ciagu
{(z", k"™, b", a™, 1", u™)} w D(RT, R%F1).

Zatozmy, ze (z", k™, 0", a", ", u") — (x,k,b,a,l,u) w D(R*, R**1). Podobnie jak w do-
wodzie twierdzenia 2.23 rozwazajac ciag { f¥} funkcji lipshitzowskich zbiezny jednostajnie na
kompaktach do f oraz korzystajac z faktu 2.22, uzyskujemy zbieznosé: (g", 1", u™) — (y, 1, u),
gdzie y = xo + [y f(s,x5—) dbs + [5 g(s,xs_) das. W konsekwencji wniosek 2.5 implikuje, ze

(", k") = ESP(y",1",u") — ESP(y,l,u) = (v,k) w D(RT,R*),

co razem z (2.52) pociaga zbieznoéé: (z", k") — (x,k) w D(R*,R*). Poniewaz na mocy
lematu 1.12 oraz (2.49) dla kazdego 7' € R mamy: V,(z)r < liminf, V,(z")r < oo, dowdd
twierdzenia zostat zakonczony. O
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Whniosek 2.27. Zatézmy (H1), (H2) oraz dodatkowo, ze f jest funkcjq cigglq. Niech b €
D(RT,R), a, [, u, h € D(R*,RY) bedg funkcjami takimi, ze max{Vi(b)r, V,(h)r, V,(a)r} <
0o, T € RT orazly < zg < ug, | < h < u. Jezeli {(z",k™)} jest ciggiem zdefiniowanym w
(2.47), to

(2", k") — (z,k) w DR, R™). (2.53)

Ponadto dla kazdego T € R

max, 2y — 2| — 0 oraz max |kt — ke, — 0, (2.54)

tn AN n 'L\
gdzie (x, k) jest jednoznacznym rozwigzaniem réwnania (2.23).

Dowdd. Zbiezno$¢ (2.53) wynika z twierdzenia 2.26 oraz jednoznacznosci rozwiazan réwnania
(2.23). Dla dowodu (2.54) pokazemy, ze

(z", 2™ k" k™) — (2, 2, k, k) w D(R*, RY), (2.55)

gdzie 2" =z, ,, ki =Ky, dlat € [tyi tni1), i € NU{0}, n € N. Niech {o°}, {a"}, {I"},
{u"} beda takie jak w dowodzie twierdzenia 2.26. Polézmy o} () = min{t,;;t,,; > t} oraz
zauwazmy, ze podobnie jak w dowodzie twierdzenia 1.6 dla kazdego t € Rt 0% (t) — t oraz
Typty = A, Akiglly — Ak, A, ) — Abi, A ) — Day, Aly, ) — Al § A, ) — A
Z faktu 1.2 (i) Wynlka natomiast, ze dla kazdego t E R* istnieje cigg t, — t o wlasnosci:

Azy — Awy i Ak — Ak (2.56)

Na mocy faktu 1.2 (ii.5) oraz faktu 1.3, aby zakonczyé¢ dowdd (2.55), wystarczy pokazaé, ze
jesli Azy # 0 lub Ak, # 0, to t,, = 05(t) dla odpowiednio duzych n € N.

Przypusémy, ze tak nie jest. Wowczas istnieje podciag {n;} taki, ze t,; < o5, (¢) lub
tn; > 0. (t), 7 € N. W obu przypadkach na mocy (2.24), (2.49) oraz faktu 1.2 (ii. 1) (ii.4)
mamy, ze

807 | <t 2t A |+ gty 2 )Gl |+ | A | + AL |

< Cy(L+ Vyla™)r) A CoL+ Ty DA+ [Au |+ AL | — 0
oraz
AR, | < Cpll+ V@) AV | + CT(1L+ Vo™ )r)| A, |+ |Aw | + ALY | —— 0,

co przeczy (2.56) i koficzy dowdd (2.55). Z (2.55) oraz z uwagi 1.4 mozemy wywnioskowaé
zbieznosé (2.54) i tym samym zakonczyé dowdd wniosku. O

Whiosek 2.28. Zalozmy (H1), (H2) oraz dodatkowo, Ze f jest funkcjq cigglq. Niech b €
D(RT,R), a, [, u, h € D(R*,RY) bedg funkcjami takimi, ze max{Vi(b)r, V,(h)r, V,(a)r} <
00, T € R oraz ly < zg < up, | < h < u. Ponadto, niech cigg podziatéw m, = {0 = t,0 <
th1 < tno < ...} bedzie taki, zZe limy_,otpr = 00, n € N oraz diam(m,) — 0. JeZeli dla



44 Rozdzial 2. Réwnania z barierami

b =by, ., af = ay,,, I} =1, ., uf =y, t € [tnitnit1), 1 € NU{0}, n € N zachodzi (2.46)
oraz {(z", k™)} jest ciggiem zdefiniowanym w (2.47), to

sup(|y — @] + |k — ki|) — 0, T € RY,
t<T
gdzie (x, k) jest jednoznacznym rozwigzaniem réwnania (2.23).

Dowod. Wystarczy powtorzy¢ argumenty z dowodu wniosku 2.25. Jedyna réznica polega na
tym, ze zamiast z twierdzenia 2.23 korzystamy z twierdzenia 2.26. O

Whiosek 2.29. Zalozmy (H1), (H2) oraz dodatkowo, Ze f jest funkcjq cigglq. Niech b €
D(RT,R), a, [, u, h € D(R*,RY) bedg funkcjami takimi, ze max{Vi(b)r, V,(h)r, V,(a)r} <
0o, T € RY oraz ly < zg < ug, | < h < u. Jezeli {(z",k™)} jest ciggiem zdefiniowanym w
(2.47) dla tno =0,

tn; = inf {t > t,;_1; max{|Ab|, |Aay|, |Al], |[Au|} > 1/n} A (tni-1+1/n), i,neN,

to
sup(|z} — x| + |k — ky|) — 0, T € R™,
t<T

gdzie (x, k) jest jednoznacznym rozwigzaniem réwnania (2.23).

Dowdd. Latwo zauwazy¢, ze ciag podzialow 7" = {0 = t,0 < t,1 < tn2 < ...} spekia
zalozenia wniosku 2.28. Ponadto z wniosku 1.7 wynika zbieznoéé¢ (2.46). Zatem korzystajac
z wniosku 2.28, otrzymujemy teze. U

Twierdzenie 2.30. Niech b € D(RT,R), a, I, u, h € D(R*,RY) bedq funkcjami takimi,
ze max{Vy(b)r, V,(h)r, Vpo(a)r} < oo, T € R, Iy < zg < ug, | < h <uorazdlae >0 f.,
ge bedq funkcjami spetniajgcymi (H1), (H2) 2z takimi samymi statymi Cy, o, 3, C,. Jezeli
ly < xf < g, (2°,k%) oznacza rozwigzanie réwnania (2.23) z x§, f., g- zamiast xo, f, g,
Ty —5 %o 010z Supex | fe(t,u) = f(tu)| — 04 supguex [9:=(t, 1) = g(t,w)| — 0 dla
dowolnego zbioru zwartego K € RY x RY, to dla kazdego T € RT mamy, Ze

Vi, (2° — 2)r — 0 oraz Vy(k*—k)r — 0,

gdzie (x, k) jest jednoznacznym rozwigzaniem (2.23).

Dowdd. Ustalmy T' € RT oraz zauwazmy, ze na mocy (2.42)

N = sup V,(z°)7 < oo, (2.57)

e>0
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co pociaga, ze sup,cr |z7| < N. Korzystajac z wniosku 2.8, otrzymujemy

Vo(a® — )7 c ' .
Ty Sl ol 4 Vo ([ ot — (5,0 db,)

1, ([ 9507 = gls.) da)
< Jop —aol +V, ([ (= Plsaiydn) 4%, ([ (.~ 9)(s.wi ) da)
+V (/0 fls,25) — f(s25-) dbs)T +V, (/0 g(s,25_) — g(s, ws) das>

= |25 — xo| + I3 + I3+ 137 + I3,

T

T

Latwo zauwazy¢, ze

' < ‘s‘ulj)v\fs(t,v) = [t 0)Vilb)r — 0.
v|< o
t<T

Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 2.26 przyjmujac ¢ = p/aV 1/8, v € (1 —1/p,1/q),
nastepnie korzystajac z (1.3), (2.25), (2.57) oraz uwagi 1.11 (v), wnioskujemy, ze istnieje
stata Dy zalezna od p, q, 7, CF i V,(a)r taka, ze

15 < Ky Vijn((9. = 9)(2a9)rVi(a)r
< Ko Oscl(g: = 9) (3D Vil = ) 2D + I(9: = 9)(0,38)] ) Vi(a)r

< Dl \S\uI])V (‘QE(tu U) - g(tv U)|1_qﬁf + ‘gé‘(ovv) - 9(07 U)D .
v|<
t<T

W konsekwencji
'+ I3 — 0. (2.58)

Korzystajac ponownie z (2.57) oraz argumentéw z dowodu nieréwnosci (2.32), otrzymujemy;,
ze istnieje stata Dy o whasnosci

(177 + I7") < Da(Vi(b)e + Vp(a)e)Vp(a® — 2)e, t<T.
Analogicznie do dowodu twierdzenia 2.18 przyjmijmy

oraz zauwazmy, ze

_ 1.
V(o — ) < (5 — ol + 5+ 1) + 5T — o)
7 powyzszej nieréwnosci oraz z (2.58) mamy V(25 — x);, — 0. Uzywajac argumentow z
— €_>
dowodu twierdzenia 2.18, pokazujemy, ze V,(2° — x)y, — 0. Powtarzajac powyzsze rozu-
E—

mowanie skonczenie wiele razy na kolejnych przedziatach [t;,t;11], uzyskujemy teze. O
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Uwaga 2.31. 1. Podobne rezultaty dotyczace aproksymacji oraz stabilnosci rozwigzan
mozna pokazaé¢ dla rownan z jedng bariera. Analogicznie do uwagi 2.20.1 nie jest wtedy
wymagane istnienie funkcji h, a jedyna modyfikacja w dowodach polega na tym, ze zamiast
korzysta¢ z wnioskow 2.8 i 2.9 stosujemy wnioski 2.10 oraz 2.11.

2. Podobnie mozemy uzyska¢ wyniki dotyczace aproksymacji oraz stabilnosci rozwigzan row-
nan bez barier postaci (2.33).



Rozdziat 3

Srr z barierami wzgledem proceséw o
skonczonej p-wariacji

3.1 Zbieznos¢ calek wzgledem proceséw o skonczonej
p-wariacji

Niniejszy rozdzial rozpoczynamy od sformutowania wynikéw dotyczacych jednostajnej
jedrnosci i zbieznosci catek wzgledem proceséw o lokalnie skonczonej p-wariacji.

Twierdzenie 3.1. Niech {H"} bedzie ciggiem proceséw o trajektoriach w D(RT RY),
{X"}, {A"} bedg ciggami proceséw o trajektoriach w D(RY,RY) takimi, ze dla pewnych
p,q > 1 o wlasnosci 1/p + 1/q > 1 ciggi {V,(X")r}, {V,(A")7} sq ograniczone wedlug
prawdopodobieristwa, T € RT. Jezeli {(H™, A™)} jest jednostajnie jedrny w D(RT, R¥*?), to

{(Hn’ A", / X dA?)} jest jednostajnie jedrny w D(RT, RY T4+,
0

Dowdd. Postepujemy podobnie jak w dowodzie faktu 2.21. Bez straty ogdlnos$ci rozwazan
mozemy zalozy¢, ze

(H", A" —2— (H, A) w D(R*",R¥*+9).

Niech 77y = 0, 7, = min{7; + Op;, inf{t > 77 [AAY| > 6}} i o = 0, Thip1 =
min{ty; + O, inf{t > 7,5 |[AA| > 0k }}, gdzie {0k}, {{0k:}} sa stalymi takimi, ze J; | O,

P(JAA| # 6kt € RY) = 1, 8,/2 < 0y < O 1 P(|AA; 45, + |AH,, 45| = 0) = 1,
i € NU{0}, n,k € N. Dlai € NU {0}, n, k € N potézmy
AR = At € [Tl i) oraz AP = A, Lt € [T Than)-
Wtedy dla kazdego T' € R™ rodzina zmiennych losowych
{{V, (A" — A1} jest ograniczona wedtug prawdopodobienstwa. (3.1)

47
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Korzystajac z faktu 1.8, otrzymujemy
(H", A", Ak TS A:Lﬁl’ Thas A%Lj, o)

P (H, A, AW 1y AL Tha, A ) w D(RT,RYT24) x R (3.2)

s
Poniewaz .
/0 Xs—dAs ; Xin i Tk ' Ark i 1)’ te [Tk,i’ Tk,i—i—l)

i {sup,<r | X{'|} jest ograniczony wedtug prawdopodobienstwa, z (3.2) oraz z twierdzenia 1.33
wynika, ze dla kazdego k € N

{(H", A", / XS"_dAZ’(k))} jest jednostajnie jedrny w D(R*, RY T4+1). (3.3)

0

Argumentujac podobnie jak w dowodzie faktu 2.21, dostajemy

sup |A§k) — A — 0 P-pw., TeR",

t<T

co razem z (3.2) pociaga, iz

hm lim sup P(sup 1APW A7 > e) =0, T eR". (3.4)

k—00 n—oo

Wybierzmy takie p’ > p aby 1/p’ 4+ 1/q > 1. Wowczas biorac pod uwage (1.3), dla
dowolnych D, e > 0 uzyskujemy
> 5)

< P(Vo(X")7Vip (A" = A1 > e/ Ky o)

< P(Vy(XM)g > D) + P(Vy(A" = A"y > ¢/ (Kyy 4 D)),

< P(Vy(X™)g > D) + P(V, (A" — AMENP > D)

+P((2sup A" — AFENY > /(K D). (3:5)

t
| Xraqar - amo),
0

P (sup

t<T

Stad oraz z (3.1) i (3.4) mamy, ze

¢
lim lim sup P (sup / X" d(A™ — AmW) | > 5) =0, TeR". (3.6)
—00 n—oo t<T 1J0
Teza twierdzenia wynika z (3.3) i (3.6). O

Twierdzenie 3.2. Niech spelnione bedq zalozenia twierdzenia 3.1. Jezeli dodatkowo
(H", A", X") 2 (H, A, X) w DR+, RY+2d) | 4o

<H", A" X" / X dA;‘) _P, <H’ A X, / X, dA8> w D(RF, RY 2441,
0 0
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Dowéd. Na mocy faktu 1.36 P(Vy(X)r < 00) = 11 P(V,(A)r < 00) =1, T € R, zatem
istnieje catka [; X, dA,. Niech {{A™®}} {A®} beda ciagami proceséw zdefiniowanymi
tak samo jak w dowodzie twierdzenia 3.1, z ta roznica, ze w konstrukcji wykorzystujemy
rodzine statych {0y}, {{dx:}} takich, ze o | 0, P(JAA;] # Ok, t € RT) =1, 05/2 < i < O
i P(|AA;, 15,1 +AH, 15| +|AXG, 15| =0) = 1,7 € NU{0}, k € N. Wowezas z faktu
1.8 otrzymujemy, ze

n n n n,(k n n n n
(H", A", X", AR o Al Ty Al )

P (H, A X, AW L A T, A ) wD(RT, R R (3.7)

Th,2? *°

Poniewaz fg Xs—dAgk) = 2jgi XTW._(A
dla kazdego k € N

— Ar 1) t € [This Thin), wige z (3.7) wynika, ze

Tk,j

(H", X" A" / X dA;”(’“) 7, (H, X A / X, dAg’ﬂ) w D(RT RY241) (38)
0 0
Podobnie jak dowodzie twierdzenia 3.1 pokazujemy, ze zachodzi (3.6) oraz ze

¢
lim sup | [ X,_d(A—A®)| =0 P-pw., T €R".
0

k—oo t<T

Stad oraz z (3.8) uzyskujemy teze. O

3.2 Mocne rozwigzania srr z barierami wzgledem pro-
ces6w o skonczonej p-wariacji

Ustalmy p € (1,2) oraz przestrzen probabilistyczng z filtracja (Q, F, {F; }ier+, P). Niech
B bedzie {F;}-adaptowanym procesem o trajektoriach w D(R™,R) o lokalnie skoniczonej
wariacji oraz A, L, U beda {F;}-adaptowanymi procesami o trajektoriach w D(R*, R?)
takimi, ze L < U oraz P(V,(A)r < o0) = 1 dla kazdego T' € R*. Rozwazmy nastepujace
stochastyczne réwnanie rézniczkowe z barierami:

t t
X, :X0+/ f(s,XS_)st+/ g(s, X,V dA, + K,, t€R*, (3.9)
0 0

gdzie X jest Fo-mierzalna, d-wymiarowa zmienng losowa, Ly < Xo < Up, f : RT xR? — RY,
g : Rt x R — M9, a caltka wzgledem procesu A jest zdefiniowana jako uogélniona calka
Riemanna-Stieltjesa po trajektoriach.

Definicja 3.3. Powiemy, ze para {F;}-adaptowanych proceséw stochastycznych (X, K
okreslonych na (Q,F,{Fi}ier+, P) o trajektoriach w D(R*, R?*) takich, ze P(V,(X)r <
o) =1,TeR":

(i) jest mocnym rozwigzaniem réwnania (3.9) jesli P-p.w. (X, K) = ESP(Y,L,U), gdzie

t t
Y, :X0+/ f(s,XS_)stJr/ g(s, X, )dA,, teR":
0 0
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(ii) jest jednoznacznym mocnym rozwigzaniem réwnania (3.9), jesli (X, K) jest mocnym
rozwiazaniem oraz dla kazdego innego mocnego rozwiazania (X', K') réwnania (3.9)
zachodzi: P(X; = X[, t € RT) =1 oraz P(K; = K], t e R") = 1.

Uwaga 3.4. 1. Podobnie jak w przypadku deterministycznym bedziemy zaktada¢ dodat-
kowo, ze istnieje { F; }-adaptowany proces o trajektoriach w D(R*, R?) taki, ze L < H < U
oraz P(V,(H)r < o0) =1 dla kazdego T' € R*. Zauwazmy, ze jezeli dla kazdego T' € R*
to istnieje proces H o zadanych witasnosciach. Aby tego dowies¢, potézmy 79 = 0, Hy =
(Uo+ Lo)/2, 7x = inf{t > 7,1; Uy < H,_, lubLy >H, .}, H, = (U, + L, )/2, k € N.
Poniewaz procesy U i L maja P-p.w. cadlag trajektorie, wiec My = inf{k; 7, > T} < o0
P-p.w. dla wszystkich T" € R*. Istotnie, jezeli P(Mr = oo) > 0, to na zbiorze My = o0
istnieje skonczona granica 7 = limy 7. Wéwczas na tym samym zbiorze

H, — (Up_ + L,_)/2. (3.11)

Z drugiej strony na zbiorze My = oo zachodzi oszacowanie: |H, — H,,_,

| } infth(Ut —
L;)/2 > 0, co przeczy (3.11). W konsekwencji proces dany wzorem H, = H, , dla
t € [Th_1, k), k € N jest {F;}-adaptowanym procesem o trajektoriach w D(R*, R?) takim,

ze L H<Uoraz P(Vi(H)r <o) =1,T € R*.

2. Jezeli procesy Y, L, U o trajektoriach w D(R*,RY) s {F;}-adaptowane, to rozwiaza-
nie problemu Skorochoda (X, K) = ESP(Y,L,U) jest rowniez {F;}-adaptowane. Istot-
nie, niech (X", K") = ESP(Y", L",U"), gdzie V" = Yy n, L} = Ly, U = Uy dla
t € lk/n,(k+1)/n), k € NU{0}, n € N. Wéwczas korzystajac z twierdzenia 1.6, ma-
my: (Y™, L",U") — (Y, L,U) P-p.w. w D(R*, R3). W konsekwencji, majac na uwadze
wniosek 2.5, otrzymujemy

(X", K™= ESP(Y", L", U") — ESP(Y, L, U) = (X, K) P-p.w. w D(R",R%).

Z uwagi 2.3.3 wnioskujemy, ze dla kazdego n € N proces (X", K™) jest {F;}-adaptowany.
Zatem proces graniczny (X, K) jest réwniez {F; }-adaptowany.

Twierdzenie 3.5. Zalozmy (H1) oraz (H2) oraz dodatkowo, ze istnieje { F; }-adaptowany
proces H o trajektoriach w D(R*Y, RY) i lokalnie skonczonej p-wariacji, spetniajgcy warunek:
L < H < U. Wtedy réwnanie (3.9) posiada jednoznaczne mocne rozwigzanie (X, K). Ponad-
to jezeli zdefiniugemy {(X™, K™)} jako ciqg iteracji Picarda dla (3.9), postaci: (X°, K°) =
ESP(Xo,L,U) oraz (X", K") = ESP(Y" L,U), gdzie Y" = Xy + [; f(s, X"~V dB, +
Jog(s, X1 dA,, n €N, to

V(X" = X)p — 0, V(K" = K)y — 0 P-pw., T € R".

Dowdéd. 7 twierdzenia 2.18 wynika, ze dla P-prawie wszystkich w € € istnieje jednoznaczne
rozwigzanie (X (w), K(w)) oraz dla kazdego T' € R*

V(X"(w) — X(w))r — 0, V,(K"(w) — K(w))r — 0.
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Poniewaz na mocy uwagi 3.4.2 dla kazdego n € N proces (X", K") jest {F;}-adaptowany,
proces graniczny (X, K) jest rowniez {F;}-adaptowany, wiec dowdd twierdzenia zostal za-
konczony. O

Whniosek 3.6. Niech funkcje f, g spelniajq (H1), (H2) oraz f bedzie funkcjg cigglq.
Zatéimy dodatkowo, Ze istnieje {F;}-adaptowany proces H o trajektoriach w D(RT RY) i
lokalnie skoriczonej p-wariacyi, spetniajocy warunek: L < H < U. Woéwczas

(i) jezeli dla kaidego n € N (X™, K™) dany jest wzorem:

(X7 K7) = (X

tn,k’

Kf:k>’ te [tn,kvtn,k+1>, ke NU {0}7

przy czym X = X,

Y;tz,kH = Y;:k + f(tn,ka Xgl,k)(Btn,k+1 - Btn,k:) + g(tn,k> XtT:Lyk)(Atn,kﬂ»l - Atn,k)’

ng,k+1 = max{min{Xt’;’k + (}/;/:,k+1 - Y;:z)’ Utn,kﬂ}’ Ltn,k+1}’ (312)
Ktr’:,k+1 = K;:L,k + (XZ:L,k+1 - XZ:L,k) - (}/;:,k+1 - }/;:,k)

oraz cigg podziatow m, = {0 = t,0 < tp1 < tho < ...} jest taki, Ze limy_.t, ) = o0,
n € N i diam(m,) — 0, to

(X", K") — (X, K) P-p.w. w D(RT,R*),
gdzie (X, K) jest jednoznacznym mocnym rozwigzaniem (3.9);

(i) jezeli we wzorze (3.12) zastgpimy deterministyczny cigg podziatow {0 = t, 0 < t,1 <
tho < ...} losowym ciggiem postaci: 7,0 = 0,

Tk = Inf{t > 7, p—1; max{|AB|, |AA, |AL, |AU|} > 1/n} A (Tk—1 + 1/n),
n, k € N, to dla kazdego T € R*

igg(lXZ‘ —Xi|+ |K} — Ki|) — 0 P-p.w.

Dowod. Wynika tatwo z wnioskow 2.27 i 2.29. O

Wnhiosek 3.7. Zalézmy (H1), (H2) oraz dodatkowo cigglo$é funkcji f. Niech {X{'} bedzie
ciggiem F§-mierzalnych zmiennych losowych, { B"} bedzie ciggiem {F}*}-adaptowanych pro-
cesow o trajektoriach w D(RT, R), {A™}, {L"}, {U"}, {H"} bedq ciggami {F}*}-adaptowa-
nych proceséw o trajektoriach w D(RT RY) takimi, ze Ly < X7 < U, L" < H* < U",n € N
oraz dla kaidego T € RY ciggi zmiennych losowych {Vi(B™)r}, {V,(A") 7}, {V,(H")r} sq
ograniczone wedtug prawdopodobienstwa. Niech {(X™, K™)} bedzie ciggiem rozwigzar réwnan
postaci

t t
Xr = X7 +/ Fls, X" )dB" +/ g(s, X" )dA" + K", te€ R, (3.13)
0 0
ton. (X", K™) = ESP(XD + [; f(s, X0 )dB" + [ g(s, X ) dA", L™, U™), n € N.
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(i) Jezeli (X7, B", A", L", U") 2> (Xo, B, A, L, U) w R x D(R*, R**1), to
(X", K™ —L— (X,K) w D(R",R*),

gdzie (X, K) jest jednoznacznym mocnym rozwigzaniem (3.9).

(i) Jezeli X 25 Xy oraz

sup(|Bf' — Byl + Ay — Ay +|L} — L + U = U)]) 2 0, T € RY,

t<

to

sup(|X) — Xi| + |K]' — K;|) —2— 0, T eR*.
t<T

Dowéd. (i) Z faktu 1.36 wynika, ze P(Vi(B)r < 00) =1 oraz P(V,(A)r < o0) =1, T € RT.
Majac na uwadze twierdzenie Riesza, bez zmniejszenia ogolnosci rozwazan, mozemy zatozyc,
ze
(X, B", A", L™, U") — (X, B, A, L, U) P-p.w. w R x D(R", R¥),
Poniewaz sup,, V1(B")r < oo oraz sup,, V,(A")r < oo P-p.w., wiec z twierdzenia 2.23 wynika
zbieznos¢:
(X" K") — (X,K) P-p.w. wD(R",R*),
co koniczy dowdd (i).
(ii) Podobnie jak w (i) mozemy zaltozy¢, ze dla kazdego T' € R

§E¥(|Bf — By + [A} = A + [LY — Le| + U = Uy]) — 0 P-p.w.

Korzystajac z wniosku 2.25, otrzymujemy sup,cp(| X7 — X¢| + |K{ — K;|) — 0 P-p.w., tym
samym konczac dowdd (ii). O

3.3 Slabe rozwigzania srr z barierami wzgledem pro-
ces6w o skonczonej p-wariacji

Definicja 3.8. Powiemy, Ze réwnanie (3.9):

(i) posiada stabe rozwigzanie, jesli istnieja: przestrzen (Q, F, {Fi}ier+, P), Fo-mierzalna
zmienna losowa X i {F; }-adaptowane procesy { By }ier+, { A biert, {Lt}teR+ {Us}ier+
{Xi}ier+, {Ki}hier+ zdefiniowane na (Q, F, {Fi}ier+, P) takie, ze £(Xo, B, A, L,U) =
L(Xo,B, A, L,U), P(V,(X)r <o) =1,T € Rt oraz (X, K) = ESP(Y, L,U), gdzie

_ _ t _ _ t _ _
Y, :X0+/ f(s,Xs_)st+/ g(s, X, )dA,, teR"
0 0
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(ii) posiada wlasnos¢ jednoznacznosci trajektorii, jezeli dla kazdej innej {._ft}—_adaptowimej
pary proceséw (X', K') zdefiniowanej na tej samej przestrzeni (Q,F, {F;}ier+, ) 0
whasnosci P(V,(X')r <o0) =11 (X', K') = ESP(Y',L,U), gdzie

_ _ t _ _ t _ _
Yt’:X0+/ f(s,X;_)dBS+/ g(s, X'_)dA,, teR*
0 0

zachodzi: p(Xt = X{, t e R"') =1 oraz P(f(t = [_(éj t e ]R"’) =1;

(iii) posiada jednoznaczne stabe rozwigzanie, jezeli dowolnych dwoch stabych rozwigzan
(X, K), (X', K') (mozliwe, Ze zdefiniowanych na réznych przestrzeniach probabilistycz-
nych) zachodzi £(X, K) = L(X', K").

Fakt 3.9. Zalozmy (H1) oraz (H2). Woéwczas réwnanie (3.9) posiada wlasno$é jedno-
znacznosci trajektorii.

Dowéd. Wystarczy dla P-p.w. @ € Q) zastosowaé argumenty z dowodu twierdzenia 2.18. [

Ustalmy p € (1,2). Niech {X['} bedzie ciagiem F/'-mierzalnych zmiennych losowych,
{B"} bedzie ciggiem {F;'}-adaptowanych procesow o trajektoriach w D(R*, R), a {A"},
{L"}, {U"}, {H"} beda ciagami {F7*}-adaptowanych proceséw o trajektoriach w D(R*, R?)
takich, ze L§ < Xg < Uy, L" < H" < U",n € N.

Twierdzenie 3.10. Zalézmy (H1) oraz dodatkowo, Ze f jest ciggla. Jezeli {(X™, K™)}
jest ciggiem rozwigzan réwnan postaci (3.13), ciggi {Vi(B")r}, {Vo(A")r}, {V,(H")r} sq
ograniczone wedlug prawdopodobienstwa dla kazdego T € RT oraz

(XP, B, A", L*, U") —2— (X,, B, A, L, U) w R x D(R*, R3+1),

to cigg {(X™, K™)} jest jednostajnie jedrny w D(RT, R4 4 kazdy jego punkt skupienia jest
stabym rozwigzaniem réwnania (3.9). Jesli dodatkowo réwnanie (3.9) posiada wlasnosé jed-
noznacznosci trajektorii, to (X", K") == (X,K) w D(RT, R, gdzie (X, K) jest jedno-

znacznym stabym rozwigzaniem (3.9).

Dowdd. Niech
7o = inf{t; max{Vi(B");, V,(A"):, V,(H");} > u}, n,ueN.
Poniewaz {Vi(B")r}, {Vo(A")r} i {V,(H")r} sa ograniczone wedtug prawdopodobienstwa,

wiec

Jim hfznjogp P(r'<T)=0, TeR". (3.14)
Ponadto na zbiorze T" < 7 zachodzi oszacowanie:

max{Vi(B")1, Vy(A")z, Vy(H")r} < .
Stad oraz z (2.42) wynika, ze dla kazdego M > 0 mamy

PV (X" >M)< P(r"<T)+ P(D" > M), (3.15)
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gdzie D" = D(d,p, a, 3, X7, C’g, Cr,u), a D jest taka jak w (2.42). Poniewaz { D"} jest ogra-
niczony wedtug prawdopodobienistwa, (3.15) pociaga, ze réwniez {V,,(X")r} jest ograniczony
wedtug prawdopodobienstwa.

Dalsza czes¢ dowodu przebiega analogicznie do dowodu twierdzenia 2.23. Najpierw za-
uwazamy, ze dla kazdego T' € R* oraz ¢ = p/aV1/ 3 ciag zmiennych losowych {V,(g(-, X"))r}
jest ograniczony wedtug prawdopodobienistwa. Nastepnie rozwazamy ciag { ¥} funkcji lip-
schitzowskich zbiezny jednostajnie na kompaktach do f. Wéwczas dla dowolnych k& € N,
T € RT mamy, ze ciag {V,(f*(-, X"))r} jest ograniczony wedtug prawdopodobiefistwa oraz
dla kazdego € > 0

lim limsup P (sup If ¢t X) — f(t, X)) > 5) =0, TeR". (3.16)
t<T

k—o0 n—oo

Z twierdzenia 3.1 1 (3.16) otrzymujemy jednostajna jedrnosé ciagu {(Y™, B", A", L™, U")} w
D(R*, R¥+1) | odzie

V= X+ [ fls, X2 dBI+ [ gls, XI)dAT, neN.
0 0

Kladac (X", K™) = ESP(Y™, L™, U") oraz korzystajac z twierdzenia 1.40 i wniosku 2.5,

uzyskujemy, ze ciag {(X", K", B", A", L",U™)} jest jednostajnie jedrny w D(R*, R5*+1),
Zalozmy, ze (X", K" B", A" L",U") =5 (X, K, B, A,L,U) w D(R*, R5+1). Stosujac

twierdzenie 3.2, otrzymujemy zbieznosé: (Y™, L™, U") = (Y, L,U) w D(R*, R34, gdzie Y =

Xo+ Jo f(s,Xs—)dBs+ [y 9(s, Xs—) dAs. Korzystajac ponownie z twierdzenia 1.40 i wniosku
2.5, dostajemy

(X", K") = ESP(Y", L", U") —2— ESP(Y, L, U) = (X, K) w D(R*, R*).

Na mocy faktu 1.36 P(V,(X)r < co) = 1 dla kazdego T' € R*. W konsekwencji (X, K') jest
stabym rozwiazaniem réownania (3.9).

Korzystajac z podobnych metod co w twierdzeniu Yamady-Watanabe (patrz np. [49,
Theorem 37.6] lub [86]), mozemy pokazaé, ze dla réwnania (3.9) wlasno$¢ jednoznacznosci
trajektorii implikuje stabg jednoznacznosé¢ rozwigzan i tym samym zakonczy¢ dowod twier-
dzenia. O

Whniosek 3.11. Niech funkcje f, g spetniajq (H1) oraz f bedzie funkcjq ciggla. Zaloz-
my dodatkowo, ze istnieje {F;}-adaptowany proces H o trajektoriach w D(R*, RY) i lokal-
nie skoriczonej p-wariacyi, spetniajocy warunek: L < H < U. Woéwczas cigg {(X™, K™)}
zdefiniowany w (3.12) jest jednostajnie jedrny oraz kazdy jego punkt skupienia jest stabym
rozwigzaniem rownania (3.9). W konsekwencji réwnanie (3.9) posiada stabe rozwigzanie.

Dowdd. Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 2.26 mozna zauwazy¢, ze

{ (X", K™) = ESP(Y"™, L™, U"), (3.17)

gdzie Y = Xo + [y f(o"_, X1 ) dB + [y (o, X )dA?, teRF
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oraz B = B, ,, A} = Ay, ., L = Ly, ., U = Uy, 0F = tap, t € [tag, tnrsr), K € NU{O},
n € N. Niech H' = H;,, dlat € [t,,thkrs1), K € NU{0}, n € N. Poniewaz

Vi(B")r < Vi(B)r, Vo(A")r < Vp(A)r, Vo(H")r < V,(H)p, neN, T €RT,

wige stosujac argumenty z dowodu twierdzenia 3.10, mozemy pokazaé, ze ciag {V,(X™)r}
jest ograniczony wedtug prawdopodobienstwa.
Zdefiniujmy:

(X", K")=ESP(Y", L", U"),
gdzie Y = Xo + [§ f(5, X7 )dB" + [§ g(s, X" )dA?, n€EN, t€ R,

Biorac pod uwage lemat 2.4, (2.50) i (2.51), mozemy wywnioskowaé, ze

sup | X' — X'| —2— 0 oraz sup |K]' — K'| —2— 0, T € R™. (3.18)
t<T t<T
Na mocy twierdzenia 1.6 (X, B, A", L", U") — (Xo, B, A, L,U) P-p.w. w RxD(R*, R3+1),
wiec z twierdzenia 3.1 uzyskujemy, ze ciag {(Y™, B", A", L™, U™)} jest jednostajnie jedrny w
D(R*, R**1). W konsekwencji stosujac twierdzenie 1.40 i wniosek 2.5, otrzymujemy jedno-
stajna jedrnoéé ciggu {(X™, K™, B", A", L™ U™)} w D(R*, R%+1). Stad oraz z (3.18) wynika,
ze {(X", K", B" A", L",U™)} jest jednostajnie jedrny w D(R*, R?¥+1),
Zalozmy, ze (X™ K™ B" A" L™, U") 2, (X,K,B,A,L,U) w D(RT, R%*1), Podobnie
jak w dowodzie twierdzenia 3.10 stosujac twierdzenie 3.2, dostajemy

(Y™, L, U™ 25 (Y, L,U) wD(R*,R),

gdzie Y = X + [; f(s, Xs—) dBs + [y 9(s, Xs—) dA,. Zatem z twierdzenia 1.40 i wniosku 2.5
otrzymujemy zbieznosc:

(X" K™y = ESP(Y",L",U") —2— ESP(Y,L,U) = (X,K) w D(R*,R%),
co razem z (3.18) pociaga, ze
(X", K™ = ESP(Y", L",U") —2— ESP(Y,L, U) = (X,K) w D(R",R>).

Z kolei z faktu 1.36 wynika, ze P(V,(X)r < 00) =1 dla kazdego T' € R*, wiec (X, K) jest
stabym rozwiazaniem réwnania (3.9). O

Uwaga 3.12. Podobnie jak w rozdziale 2. wykorzystujac wnioski 2.10 i 2.11 zamiast
wnioskow 2.8, 2.9 uzyskujemy odpowiednie rezultaty dla stochastycznych réwnan rézniczko-
wych z jedng barierg i rownan bez barier.






Rozdziat 4

Srr z barierami wzgledem
p-semimartyngalow

4.1 Zbieznos¢ calek stochastycznych wzgledem
p-semimartyngalow

Definicja 4.1 (Norvaisa [58]). Niech p € (1,2). Powiemy, ze proces X o trajektoriach

w D(RT, RY) jest p-semimartyngatem wzgledem filtracji {F; }yer+, jedli istnieja: Fo-mierzalna

zmienna losowa Xy, {F; }-adaptowany proces A o trajektoriach w D(R*, R?) i semimartyngat

7 wzgledem {F; }ier+ o trajektoriach w D(R', RY) takie, ze Zy = Ay = 0, P(V,(A)r < 00) =
1, T € R oraz

X=Xo+Z+A P-pw. (4.1)

Niech X bedzie p-semimaryngatem o rozkladzie (4.1) oraz H bedzie adaptowanym pro-
cesem o trajektoriach w D(RT, R%) o lokalnie skoticzonej g-wariacji. Naturalnym jest przyjaé
jako catke wzgledem X sume:

t t t
/HS_dXS:/ HS_dZs+/ H. dA,, teR*
0 0 0

gdzie catka wzgledem Z jest dobrze znang catka wzgledem semimartyngatu, a catka wzgledem
A jest catkg Riemmana-Stieltiesa po trajektoriach. Ponizsze twierdzenie opisuje, przy jakich
warunkach powyzsza catka jest poprawnie okreslona.

Twierdzenie 4.2 ([58, Chapter 4, Theorem 12]). Jezeli X jest p-semimartyngatem
wzgledem {Fi }ier+ dla pewnego p € (1,2) oraz H jest procesem {F;}-adaptowanym o lokalnie
skonczonej q-wariacji dla ¢ > 0 takiego, ze 1/p+1/q > 1, to calka

t
/Hs_dXs, teR*
0

jest dobrze okreslona. Ponadto proces {[s H,_dX,}er+ jest p-semimartyngalem wzgledem

{Fi}eert

o7
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Whniosek 4.3. Jezeli X, Y sq p-semimartyngatami wzgledem {F; }ier+ dla pewnego p €
(1,2), to istnieje catka [;Y,— dX;.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze na mocy faktu 1.41 istnieje ¢ > 2 takie, ze P(V,(Y)r <
o) =1,T € R oraz 1/p+ 1/q > 1, a nastepnie skorzysta¢ z twierdzenia 4.2. O

Twierdzenie 4.4. Niech {Z"} bedzie ciggiem semimartyngatéow spetniajgcym warunek
(UT), a {X™} ciggiem proceséw {F;'}-adaptowanych takim, Ze dla pewnego p > 1 cigg
{V,(X™)7} jest ograniczony wedtug prawdopodobienstwa, T € RY. Jezeli {H"} jest ciggiem
proceséw takim, Ze cigg {(H™, Z™)} jest jednostajnie jedrny w D(RT,RY+?), to

{(Hn’ z", / Xe dZ?)} jest jednostajnie jedrny w D(R+7Rd'+d+1).
0

Dowéd. Ustalmy T € RT oraz € > 0. Niech {{Z™®1}} {Z®)} beda ciagami proceséw zdefi-
niowanymi analogicznie do ciggéw {{A™® 1} {A®)} 7 dowodu twierdzenia 3.1. Powtarzajac
argumenty z dowodu twierdzenia 3.1 wnioskujemy, ze

{<H", z" / X dZ?’(k))} jest jednostajnie jedrny w D(R*, RY T4+1) (4.2)
0

oraz
hm lim sup P(sup |z —Z'|>¢e)=0. (4.3)

k—0o0 n—oo

Aby zakonczy¢ dowdd, wystarczy pokazaé, ze

t
/ XAz~ zny | >
0

lim lim sup P (sup 5) =0, TeR". (4.4)

k—oco n—oo t<T
W tym celu rozwazmy dla kazdego n, k € N i a > 0 rozktady Z", Z™®) postaci
70 = 704 Jr 4 M pre, zm B = g g geke y gmiae y pekle oy g
(patrz (1.17)). Pokazemy, ze istnieje a > 0 dla ktorego

lim limsup P(sup |80 ) 4sup | DR — D) 4 (M Ehe My, > ) = 0. (4.5)
t<T

k—oo n—oo t<T

Poniewaz dla kazdego k¥ € N ciag {Z™*) — Z"} spetnia (UT) oraz na mocy wzoru na
catkowanie przez czesci

t
[z ®) — zm), = (7" — zm)2 2/ (Z2™ — zr yd(Zz™W — Z7),, teR*, nkeN,
0

wiec korzystajac z (4.3) i twierdzenia 1.37, otrzymujemy zbieznosé:

hm limsup P([Z™®) — Z"p > ) = 0. (4.6)

k—00 n—oo
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Wybierzmy takie a > 0, aby P(AZ; = a,t € RT) = 0 (wiadomo, ze P(AZ; = a,t € R*Y) >0
dla co najwyzej przeliczalnie wielu a > 0). Wowczas mozna sprawdzié, ze

hm lim sup P(sup |Jt — " >e)=0,

k—o0 n—oo
co razem z (4.6) pociaga zbieznosé:

lim lim sup P([Mm™®ra — ppre 4o proklae _ pra) > g) =,

k—o00 n—oo

Poniewaz D™(*):@ — D™ jest prognozowalny, wiec E[M™k)-a — pma], < B[M™k-a — pfma 4
D™k pral (patrz np. [62, str. 137]). Stad oraz z nieréwnoéci Lenglarta-Rebolledo (patrz
np. [63, Lemma 3|) mamy, ze dla kazdego n > 0
P([Mn,(k),a . Mn,a]T > 5) < E_IE[[Mn’(k)’a — Mo + Dn,(k),a . Dn,a]T A (7] +4CL2)]
+ P([Mn,(k),a — Mo + Dn,(k),a . Dn,a]T > 7])

Zatem limy, lim sup,, P([M™*)¢ — M™9] > ¢) = 0 i w konsekwencji

Jim Jimsup P((M™ Bha Ay s > 6) = 0.
Biorac pod uwage fakt, ze sup,r |D?’( — D" < supyerp |24 ®) _ Z| + sup,cr |Jtn’(k)
J{| + supycr | MM — M whioskujemy (4.5).
Zauwazmy dalej, ze

t
sup / Xsn_ d(Z"v(k) _Zn)s
t<T 1J0
! t
< sup / X d(Jn,(k),a — J™) | 4 sup / X" d(Dn,(k),a _ prey,
t<T 10 t<T 1J0
t
+ sup / X d(Mn,(k),a _ M,
t<T 10

=IP" + It It
Stosujac (4.5) oraz argumenty z (3.5), otrzymujemy
lim limsup P(I]"* 4+ I}* > ¢) = 0. (4.7)

k—oo n—oo

Z drugiej strony korzystajac z nieréwnosci Dooba oraz ponownie Lenglarta-Rebolledo, uzy-
skujemy, ze dla kazdego n > 0

sup
t<T

co razem z (4.7) pociaga (4.4) i koniczy tym samym dowdd twierdzenia. O

/ Xn Mn J(k),a Mn,a)s

T
> 5) < 45_2E (/ (Xs”_>2 d<Mn,(k)7a . Mn,a>s A 7])
0
T
+ P </ (Xs”_>2 d<Mn,(k)7a . Mn,a>s > 77) 7
0
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Whniosek 4.5. Niech {X"}, {A"} beda ciggami proceséw {F}'}-adaptowanych o trajek-
toriach w D(RT, RY) takimi, ze dla pewnych p,q > 1 o wlasnosci 1/p + 1/q > 1 ciqgi
(Vo (XM}, {V,(A™)7} sq ograniczone wedtug prawdopodobienstwa oraz {Z"} niech bedzie
ciggiem semimartyngatéw spetniajgcym warunek (UT). Jezeli {H™} jest ciggiem proceséw
takim, ze cigg (H™, A", Z") jest jednostajnie jedrny w D(RY R *+24) o

{(Hn’ A" 27, / X dAY, / X ng)} jest jednostajnie jedrny w D(RT, RY+24+2),
0 0

Dowod. Wynika z twierdzen 3.1 1 4.4. O

Whniosek 4.6. Niech {X"}, {A"}, {Z"}, {H"} spelniajg zaloZenia wniosku 4.5. Jezeli
dodatkowo (H", X", A", Z2") 25 (H, X, A, Z) w D(RT, RY+3) 4o

(H", xnoan, zv, [ X aan, [ xr dzg)
0 0
LA <H7 X, A, Z, / X,_dA,, / X, dZs> w D(R+,Rd/+3d+2)_
0 0

Dowdd. Wynika z twierdzen 3.2 1 1.39. O

4.2 Stabilno$¢ rozwigzan srr z barierami wzgledem
p-semimartyngalow

Ustalmy p € (1,2) oraz przestrzen z filtracja (2, F,{F;}ier+, P). Niech Z bedzie se-
mimartyngalem wzgledem {F;},cr+ o trajektoriach w D(RT,R9), a A, L, U beda {F}-
adaptowanymi procesami o trajektoriach w D(R*, R?) takimi, ze L < U oraz P(V,(A)r <
o0) = 1 dla kazdego T' € R*. Rozwazmy réwnanie z barierami postaci

t t
X, :X0+/ f(s,Xs_)dZer/ 9(s, X,_)dA, + K,, t€R", (4.8)
0 0

gdzie X jest Fy-mierzalng, d-wymiarows zmienng losows, Ly < Xo < Up oraz f : Rt xR? —
M4, g : Rt x R — M?. Poniewaz w réwnaniu wystepuje catka wzgledem semimartyngatu,
majac na uwadze fakt 1.41, powinnismy oczekiwaé¢ od rozwigzan rownania (4.8), aby mialy
lokalnie skoniczong ¢-wariacje dla pewnego g > 2.

Definicja 4.7. Niech ¢ > 2. Powiemy, ze para {F; }-adaptowanych proceséw stochastycz-
nych (X, K) okreslonych na przestrzeni (Q, F, {F;}ier+, P) o trajektoriach w D(R*, R?*) 7
lokalnie skonczona g-wariacjg tzn. takich, ze P(Vy(X)r < 00) =1, T € R*:

(i) jest mocnym rozwigzaniem roéwnania (4.8) jesli P-p.w. (X, K) = ESP(Y,L,U), gdzie

t t
Y, :X0+/ f(s,Xs_)dZs+/ g(s, X, )dA,, teR";
0 0
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(i)

jest jednoznacznym mocnym rozwigzaniem réwnania (4.8) wéréd proceséw o lokalnie
skonczonej g-wariacji, jesli (X, K) jest mocnym rozwiazaniem oraz dla kazdego innego
mocnego rozwiazania (X', K') rownania (4.8) zachodzi: P(X; = X], t € RT) =1 oraz
P(K, =K, te RT)=1.

Definicja 4.8. Niech ¢ > 2. Powiemy, ze réwnanie (4.8):

(i)

(i)

(iii)

posiada sfabe rozwigzanie o lokalnie skonczonej g-wariacji, jesli istniejg: przestrzen
(Q, F,{F}icr+, P), Fo-mierzalna zmienna losowa X, semimartyngat {Z;},cp+ wzgle-
dem {F}ier+ oraz {F;}-adaptowane procesy {A;}ier+, {Li}iert, {Uibrert, {Xihiert,
{K;}er+ zdefiniowane na przestrzeni (Q, F, {F; }ier+, P) takie, ze L(Xo, Z, A, L,U) =
L(Xo,Z, A, L U), P(V,(X)r < o0) =1, T € Rt oraz (X, K) = ESP(Y,L,U), gdzie

_ _ t _ _ t _ _
Yt:X0+/ f(s,Xs_)dZer/ g(s, X, )dA,, teR"
0 0

posiada wlasnosé jednoznacznosci trajektorii wéréd proceséw o lokalnie skonczonej ¢-
wariacji, jezeli dla kazdej innej {F; }-adaptowanej pary proceséw (X', K') zdefiniowanej
na tej samej przestrzeni (Q, F, {F; hier+, P) o whasnosci P(V,(X')y < 00) =1, T € R*
i (XK'= FESP(Y' L,U), gdzie

_ _ t _ _ t _ _
Yt’:X0+/ f(s,X;_)dZs+/ g(s, X' )dA,, teR"
0 0

zachodzi: p(Xt = X{, t e R"') =1 oraz P(f(t = [_(éj t e ]R"’) =1;

posiada jednoznaczne stabe rozwigzanie wérod proceséw o lokalnie skonczonej g-wariacji,
jezeli dla dowolnych dwoéch stabych rozwigzan (X, K), (X', K') (mozliwe, ze zdefinio-
wanych na réznych przestrzeniach probabilistycznych) o whasnosciach: P(V,(X)r <
) =1, P(V(X)r <o0) =1, T € R zachodzi L(X,K) = L(X', K').

Uwaga 4.9. Jezeli dla dwoch stabych rozwiazan (X, K), (X', K') réwnania (4.8) mamy
PV (X)p <o00) =1, P/(Vy(X')p < 00) =1, T € RT, gdzie ¢ # ¢/, to na mocy uwagi 1.10.2
dla ¢" = qV ¢ mamy P(Vy(X)r < 00) =1, P'(V (X)T <o0)=1,TeR".

Uwaga 4.10. Podobnie jak w przypadku réwnania (3.9) zaktadaé bedziemy dodatkowo,
ze istnieje ¢ € (2,p/(p — 1)) oraz {F,}-adaptowany proces H o trajektoriach w D(R*, R?)

taki,

ze L < H < U oraz P(V,(H)r < o0) = 1, T € RT. Stosujac argumenty z punktu

1. uwagi 3.4, mozemy pokazac, ze powyzsze zalozenie jest spetnione, jesli zachodzi warunek
(3.10). Z kolei, jezeli istnieje p-semimartyngal S taki, ze L < S < U, to na mocy faktu
1.41 P(V,(S)r < o) = 1 dla wszystkich ¢ > 2, T' € R*. Zatem w tym przypadku mozemy
przyja¢ H = S.

Rozwazac¢ bedziemy nastepujace zaltozenia.

(G1) (a) Istnieje Cf taka, ze

f(t,2)] < C(1+z]), = eR? teR™
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(b) Istnieja ¢ € (2,p/(p—1)), B € (1 —1/p,1], a € (¢(1 —1/p),1] oraz C; > 0 takie,
ze
l9(t, ) = g(s,9)| < Cy(|t = s|” + |z —y[*), @,y € R t,5s € RT.

(G2) (a) Dla kazdego N € R* istnieje C'yy > 0 taka, ze
‘f(t,l’)—f(t,y)‘<Cf,N|LU—y‘, ‘ZL’|, |y|<N7t€R+

(b) g jest rézniczkowalna funkcja zmiennej z, dla kazdego N € RT istnieja ay €
(q(1 —1/p),1]i C,n > 0 takie, ze

|v:cg(t>l')| < CYg,N
oraz

Vag(t, @) = Vag(s,y)l < Con(|t = s|” + |z —y|*Y), ||, [yl < N, t,s € RT.

Uwaga 4.11. Ustalmy 7" € R™. Stosujac argumenty z uwagi 2.16, mozemy pokazaé, ze
przy zalozeniu (G1) (b) dla C} = Cy((T'V1)+2)+1g(0,0)| oraz wszystkich ¢ € [0,T], z € R?
lg(t, )] < Cg (1 + [z]). (4.9)

Ponadto dla dowolnych r > ¢/a V 1/8, w € D(R*, R?) mamy:
Vi(g(,w))e < Cg (14 Vo(w)). (4.10)

Niech {X{'} bedzie ciagiem F-mierzalnych, d-wymiarowych zmiennych losowych, {Z"}
bedzie ciggiem semimartyngatéw wzgledem {F7'},cr+ o trajektoriach w D(RT R?), a {A"},
{L™}, {U™}, {H"} beda ciagami proceséw {F/*}-adaptowanych o trajektoriach w D(RT, R?)
takich, ze L < X§ < UJ, L™ < H" < U", n € N. Rozwazmy ciag réwnan postaci

t t
X" = X7 +/ Fls, X" ) dz" +/ g(s, X" )dA" + K*, t€R*, neN. (4.11)
0 0

Lemat 4.12. Zalézmy, Ze funkcje f i g spelniajg (G1). Jezeli {(X™, K™)} jest ciggiem
rozwigzar réwnan postaci (4.11), ciagi {| X2}, {Vo(A")r}, {V,(H™)7} sa ograniczone wedlug
prawdopodobienistwa dla kazdego T € RT, {Z™} jest ciggiem semimartyngalow spetniajgcych
warunek (UT), to cigg {V,(X")7} jest ograniczony wedtug prawdopodobienstwa, T € R,

Dowdd. Ustalmy a > 0 oraz N € RT. Bez straty ogdlnosci rozwazan mozemy zalozy¢,
ze | X < ¢ P-pw., n € N. Rozwazmy dla kazdego n € N rozktad Z" postaci Z}' =
Zy+ JM+ MM + D", t € R (patrz (1.17)) oraz zdefiniujmy:

7y = inf{t; max{Vi(J""),, Vi(D"™ )¢, [M™]e, (M™)¢, Vy(A")y, Vo(H")i} > N} AN.

Niech C} bedzie stata z (4.10) dla T'= N tzn. %N = C,((NV1)+2)+1g(0,0)|. Pokazemy,
ze istnieje stala D zalezna od d, ¢, p, q, a, 3, C' 1 Cy dla ktore]

sup BV, (X")2,_ < D. (4.12)
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W tym celu ustalmy moment zatrzymania 7 < 73 oraz zauwazmy, ze stosujac wniosek 2.9,
otrzymujemy

00 < @) (g4 ( ) e azz)

T—

LV, ( /0 (s, X™) dAg) ) AV, (H"),_. (4.13)

T—

Przyjmujac r = q/a Vv 1/ oraz korzystajac z (1.3) i (4.10), mamy

Vq (/O.g(s,X;“_)dA”) <V, ( (s, X" dAZ)
K V(9 X))V (A"), -
K,

prcév(l + Vo(X™)r ) Vp(A") - (4.14)

T—

NN

Ponadto
Vo[ s Xiyar) < s lie X,
< Cp(1+ Vo(X™)r VA(T™)- (4.15)
Podobnie pokazujemy, ze
Ya (/0 fls, X.2) dD?’a>T_ < Cp(1+ Vo(X™) e )VA(D™)—. (4.16)

Z kolei korzystajac z faktu 1.41, uzyskujemy

£, ([ s x2) dM:va) DF [ 1f(s, X (™), + (M),
< K(q)CFE (14 Vo(X™), )2 (IM™],— 4 (M™),)) . (4.17)
Dzieki (4.13) — (4.17) istnieja state Cy, Cy zalezne od d, ¢, p, q, T, C’;V i Cy takie, ze
EV,(X")2_ < CLE(L+ Vy(X")2)BES + CoEV,(H™)2. (4.18)

gdzie By = max{V;(J™*)?, Vi(D™)7, [M™];, (M™%),, V,(A™")?}, t € RT.
Niech dla k,n € N

v = inf{t > 0; Crmax{Vi(J")F, Vi(D"™)F, [M™];, (M™), V,(A")F} > 1/2} A7y
Wowezas z (4.18) wynika, iz sup,, EVy(X™)2,, < Dy, gdzie Dy zalezy od d, ¢, p, q, r, C) i
™ —

C. Powtarzajac powyzsze rozumowanie dla momentéw zatrzymania
v = inf{t > 7t Comax{Vi(T ) e, ViD™ ) ey (M = (M
(M™% — (M™*)_ ks V(A”) b, } >1/2} AN, k,neN,
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uzyskujemy oszacowanie:

SU.pEV(X ) ZI@ Zk«rl Dk:Dk(d,c,p,q,T,C’;V,Cf), keN.

neN

Stad oraz z faktu, iz |AZnn7k|1{7_nk my S < N4ai |AAnnk|1{7_nk <y S < N, wnioskujemy
TN
podobnie jak w (2.30), ze dla dowolnych n, k € N

<|AX 21 nkqn})

<A(d+1) <EV(X") " +E<|f<TN Xl JAZN 1 MW})

+E (\g(TN X VAP N}>> +4E (vq(H Pl <TN})
<A(d+ 1) (EWX%W_ T (CHN +a)” + (C,NP)E (1+ vq(X“)Tﬁ,k_)z) + 4(dN)?
= Dy = Di(d,¢,p,q, f,9,N). (4.19)

W konsekwencji sup,, E'V (X”) ok o kﬂ]l{Tn Fomy S < D+ Dy, k € N. Zatem dla zakorniczenia

dowodu (4.12) wystarczy pokazac, ze dla kazdego n € N zmienna losowa m” = sup{k; Ti" <
Th} jest P-p.w. ograniczona przez pewna stata C' zalezna od p, N i Cy. Bez straty ogdlnosci
rozwazan mozemy zaltozy¢, ze C; > 1. Poniewaz argumentujac podobnie jak w (2.31), mamy

™

201 < Z ‘/1 7L’k7177']7\L7’k] + ‘/1(D ’ )[T;\Lr,kfliﬂr\b],k] + ([M ’ ]T;\Lr,k - [M ] n,k— 1)

(M) e = (M) ) + 0 A i ooy AN + N, m €N, (4.20)

N

wiec mozemy przyjaé¢ C' = 2C1 (4N + NP)/5, konczac tym samym dowdd (4.12).
Z twierdzenia 1.37 i uwagi 1.38 wiemy, ze

im limsup P(7 <T)=0, T e€R". (4.21)

1
N—oo n—o0

Ponadto dzieki (4.12) dla dowolniej statej n > 0
P(Vy(X")r > 1) < Pty < T) + P(Vy(X")rp— > n) < P(1iy < T) + D2,
co razem z (4.21) konczy dowdd twierdzenia. O
Twierdzenie 4.13. Zaldimy, Ze funkcje f i g spelniajg (G1) oraz zZe f jest funkcjg
ciggle. Jezeli {(X", K™)} jest ciggiem rozwigzan réwnan (4.11) o lokalnie skoriczonej g-
wariacyi, ciggi {V,(A")r}, {Vo(H")r} sa ograniczone wedtug prawdopodobieristwa, T € R,
{Z™} jest ciggiem semimartyngalow spetniajgcych warunek (UT) i

(Xpr, 7", A", L, U™) —2— (X, Z, A, L, U) w R? x D(R*, R*),
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to cigg {(X™ K™} jest jednostajnie jedrny w D(RY, R??) oraz kazdy jego punkt skupienia
jest stabym rozwigzaniem réwnania (4.8) o lokalnie skonczonej q-wariacji. Jesli dodatko-
wo réunanie (4.8) posiada wlasnosé jednoznacznodci trajektorii, to (X", K™) = (X, K) w
D(RT,R?), gdzie (X, K) jest jednoznacznym stabym rozwigzaniem (4.8) wsrdd proceséw o
lokalnie skonczonej q-wariacyi.

Dowéd. 7 lematu 4.12 wiemy, ze ciag {V,(X™)7r} jest ograniczony wedtug prawdopodobien-
stwa. Korzystajac z (4.10), otrzymujemy, ze dla r = ¢/a Vv 1/3 ciag {Vi(g(-, X™))r} jest
rowniez ograniczony wedhug prawdopodobienstwa. Dalsza cze$¢ dowodu przebiega tak samo
jak dowdd twierdzenia 3.10. Jedyna modyfikacja polega na tym, ze korzystamy z wnioskéw
4.5 1 4.6 zamiast twierdzen 3.1 1 3.2. O

4.3 Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzan srr z bariera-
mi wzgledem p-semimartyngalow

Rozwazymy schemat Eulera dla réwnania (4.8). Niech dla kazdego n € N (X", K™) dany
bedzie wzorem: (X', K¥) = (Xo, Ko),

(thv Ktn> (Xn Ktr;k)v te [tn,ka tn,k-l—l)u keNU {0}7

tok?
gdzie
YR =Y Fan X2 ) Zas — Zen)
+9(tnk, X0 ) (Ar, oy — A )
Loy =max{min{X? + (", Y ) U o b Lo b (4.22)
K = K0 A (X0 — X0 — (Y =Y

oraz cigg podziatéw m, = {0 =t,0 < t,1 < t,2 < ...} jest taki, ze limy .t =00, n € N
i diam(m,) — 0.

Twierdzenie 4.14. Niech funkcje f i g spelniajq (G1) oraz f bedzie funkcjq cigglq.
Zatéimy dodatkowo, ze istnieje {F;}-adaptowany proces H o trajektoriach w D(R*,R?) i
lokalnie skonczonej q-wariacji, spetniajgcy warunek: L < H < U. Wéwczas cigg {(X™, K™)}
zdefiniowany w (4.22) jest jednostajnie jedrny oraz kazdy jego punkt skupienia jest stabym
rozwigzaniem rownania (4.8) o lokalnie skoticzonej q-wariacji. W konsekwencji réwnanie
(4.8) posiada stabe rozwigzanie o lokalnie skoticzonej q-wariacyi.

Dowaod. Zauwazmy najpierw, ze

{ (X", K™)=ESP(Y", L", U"), (4.23)

gdzie ;" = Xo + [§ f(o'_, X2 )dZ + [y (o, X ) dA?, teRT

oraz Z{' = Zy, ., Af = As, ., L = Ly, ., U = Uy, 0} =t t € [tug, tnrr1), K € NU{O},
n € N. Niech dodatkowo H' = th}k dlat € [thk thit1), K € NU{0}, n € N. Poniewaz
Vo(A™)r < V,(A)r, Vq(H")T < Vy(H)p, T € RT, n € N oraz ciag {Z"} spelnia warunek
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(UT), wige stosujac argumenty z dowodu lematu 4.12, mozemy pokaza¢, ze dla kazdego
T € R* ciag {V,(X"™)r} jest ograniczony wedtug prawdopodobienstwa. Pot6ézmy:

{ (X", K") = ESP(Y™", L", U"),

gdzie V' = Xo + [y f(s,X™")dZ" + [f g(s, X" )dA", tE€R* neN.

Ustalmy T' € R*. Pokazemy, ze

sup | X" — X*| —2— 0 oraz sup|K]' — KI'| —— 0.
t<T

t<

(4.24)

Korzystajac z lematu 2.4, otrzymujemy

sup | X" — X' < QSup
t<T

[ fte Xty = fls, X1 dz

t
+20, ([ glor, X1 = gls, X2y
T
<20 421,

Analogicznie do (2.51) dlar = g/aV 1/F oraz v € (1 — 1/p,1/r) mamy, ze

[n2 Kp 1/7‘/1/4/ (g(QEaXﬁ) - g(aXﬁ)) Vi (A)T

T p
< Ky sy Osclg(e, X™) — g( X™) o Ve (9(g", X7)

[0,7]

—g(X") Vi(A)r

1—rvy
n n n W n ™
< Ry, (25uplale X7) — o X0 ) (20504 Tixn)n) vy
< C"sup|of — 1177,
t<T

gdzie {C™} jest ciagiem zmiennych losowych ograniczonym wedlug prawdopodobienstwa. W

konsekwencji I™? — 0. Ustalmy a > 0 oraz rozwazmy dla kazdego n € N rozklad Z™ postaci
Z" = Z + JW + M™* 4+ D™ (patrz 1.17). Zauwazmy, ze

It < sup
t<T

t
sup| [ fleh, X = fls, X1) dbe
t<T

<sup |f (o), Xp) = f (8, X7)| VAT +

t<T

[ o X — g, X0 ae

+ sup

t<T

[ e X = g, Xz appe

sup | £ (o, X7-) — f(t, X[1)| V(D™ )y

t<T

t
+ sup /0 F(am X)) = f(s, X" ) dM™| = I + Y+ 1
t<T

Z faktu, ze f jest funkcja ciagla oraz ze ciagi {Vi(J™*)r}, {Vi(D™)r}, {supucr [X7'|} sa

ograniczone wedtug prawdopodobiefistwa, wnioskujemy zbieznogé 17 +1 g — 12, 0. Natomiast
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stosujac nierownos$¢ Dooba i Lenglarta-Rebolledo, dla dowolnych e, > 0 dostajemy

:

2
< a2 (sup et 2 - 100X 00} )

t<T

P (sup [/ st X2 - sy v >
t<T

P (sup et X2 = 0. X0 (1) > ),

t<T

co pocigga zbieznosgé I™? 2.0. Powtarzajac powyzsze rozumowanie dla ciaggu { K™ — K"},

otrzymujemy (4.24). Dalsza czes¢ dowodu przebiega analogicznie do dowodu wniosku 3.11.
O

Fakt 4.15. Niech funkcje f i g spetniajg (G1) oraz (G2). Zaléimy dodatkowo, Ze istnie-
je {Fi}-adaptowany proces H o trajektoriach w D(RT,R?) i lokalnie skonczonej q-wariacyi,
spetniajgcy warunek: L < H < U. Wowczas réwnanie (4.8) posiada wlasnosé jednoznaczno-
sci trajektorii wsrod procesow o lokalnie skonczonej qg-wariacyi.

Dowéd. Przypusémy, ze istnieja dwa rozwigzania (X', K'), (X2, K?) réwnania (4.8) zdefinio-
wane na tej samej przestrzeni (€, F, P) oraz E(Xo, Z,AL,U) = L(Xy,Z, A, L,U). Ustalmy
T € R* oraz potézmy Ty = inf{t; max{V,(X1),, (X2) } > N} AN, N € R*. Poniewaz
75 T 00 P-p.w. dla zakorniczenia dowodu wystarczy rozwazaé procesy zastopowane w Ty —.
Dla uproszczenia notacji bedziemy pomijaé¢ znak 7y— w gérnym indeksie. Ustalmy a > 0
oraz rozwazmy rozktad semimartyngatu Z: 7, = Zy + J¢ + M2 + D¢, t € R (patrz (1.17)).
Korzystajac z wniosku 2.8, dla dowolnego momentu zatrzymania 7 > 0 otrzymujemy

2

<@ 12 (Vi ([ #6550 = oy asz) i (62 - 105,52 az)

T—

# 0 ([ 6550 = sy antz) 0, ([ a5, X0) = g(s.X2)an) ),

T—

Niech r = ¢/an V 1/5. Stosujac (1.3) oraz lemat 2.19, dostajemy

Vo ([ s X2) —gls, X2)aA,)
KP,T’V;’(Q(' X )_g( X ))T—‘/;?(A)T—
Ko (Co) T Vo (X1 = X2)_ (1477 4 V(X2 + Vy(X2)2Y) Vp(A),—.

V([ s XD = s X2y ak) < [T (s ) = £l X2 V()
< O V(X = X2), Vi (J9),—
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oraz analogicznie
‘/1 </ .f(Sa Xgl—) - .f(S? Xf—) dDZ) < Cf,N‘_/;](Xl - X2)T—‘/1(Da)'r—-
0 —
Oproécz tego na mocy faktu 1.41 mamy, ze
: - ~ N2
BV, ([ (s X1 = £, X2) iz
0
<K@E [ 1f(s. L) = f(s, X)P A0, + (01%),)
K(Q)C?,NE‘Z](Xl - X2)2—([Ma]7'— + <Ma>'r—)'

T

T—

Zatem istnieje stata C' zalezna tylko od d, p, ¢, N, an, Cyn i Cyn taka, ze dla dowolnego
momentu zatrzymania 7 > 0 mamy

EV,(X' -~ X*)?2_ < CE(V,(X' - X*)?_B".),
gdzie B¢ = max{Vi(J*)?, Vi(D*)?, [M°];, (M), V,(A)?}, t € RT. Niech
r = nf{t > 0; Cmax{Vi(J)2, Vi(D"2, (V7] (NI%), Vy(A2} > 1/2}).

Wowezas BV, (X1 —X?)2_ < 27'EV, (X' - X?)2_, wigc X! = X? P-p.w. na przedziale [0, 7).
Z uwagi 2.3.3 wiemy, ze

I = max{min{X?_ + f(r, X )AZ, + g(1, X]_)AA. U}, L.}, j=1,2,
wiec X! = X? P-p.w. na domknietym przedziale [0, 7]. Niech teraz 7, = 7,

Trp1 = inf{t > 71 ; CmaX{Vl(ja)[z%t], Vi(D*)? (M) — [M%],,,

[T t]?
(319, — (0%, VoA > 12}, ke

Tl—1)
Powtarzajac powyzsze rozumowanie, wnioskujemy, ze X' = X? P-p.w. na przedziatach
[Tk—1, 7). Poniewaz 7 T oo P-p.w., wiec dowdd faktu zostal zakonczony. O

Twierdzenie 4.16. Niech funkcje f i g spelniajg (G1) oraz (G2). Zalézmy dodatkowo,
ze istnieje {F; }-adaptowany proces H o trajektoriach w D(RY,R?) i lokalnie skoticzonej q-
wariacji, spetniajocy warunek: L < H < U. Wowczas réwnanie (4.8) posiada jednoznaczne
mocne rozwigzanie (X, K) wsrdd proceséw o lokalnie skoriczonej q-wariacji. Ponadto jezeli
zdefiniujemy {(X™, K™)} jako cigg iteracji Picarda dla réwnania (4.8) postaci: (X°, K°) =
ESP(Xy, L,U) oraz dla kazdego n € N (X", K™) = ESP(Y™ L,U), gdzie Y" = Xy +
Jo f(s, XN dZ, + [, 9(s, X1 dA,, to

(X", K") —2— (X, K) wD(R*,R?).
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Dowod. Zauwazmy, ze z twierdzenia 4.2, faktu 1.41 oraz wniosku 2.9 wynika, iz uzyte w
definicji ciagu {(X™, K™)} calki sg poprawnie okreslone. Powtarzajac argumenty z dowodu
lematu 4.12, otrzymujemy, ze dla kazdego T € RT ciag {V,(X™)r} jest ograniczony wedtug
prawdopodobienstwa.

Rozwazmy dwa dowolne podciagi {m} C {n}, {I{} C {n}. Analogicznie do dowodu twier-
dzenia 4.13, wykorzystujac wniosek 4.5, dostajemy, ze cigg {(X™ K™ X!, K', Z A, L,U)}
jest jednostajnie jedrny w D(R*,R3?). Zatem mozemy wybraé¢ dalsze podciagi {m;} C
{m}, {lx} C {l} takie, ze

(X™, K™, X% K% 7 A L U)—2— (X,K,X',K', Z, A, L,U) w D(R*",R).
Stosujac wniosek 4.6, otrzymujemy
(Y™ YL U) 2 (V, Y, L,U) w DR, RY),

gdzie Y = Xo + [5 f(s, Xo-)dZs + [ 9(s, Xs-)dA, oraz Y = Xg + [o f(s, X, )dZ, +
Jog(s, X._)dAs. Na mocy twierdzenia 1.40 i wniosku 2.5 dostajemy

(X™, K™) = ESP(Y™ L ,U) —2— ESP(Y,L,U) = (X, K) w D(R*",R*)
oraz

(X", K%)= ESP(Y", L,U) —2— ESP(Y',L,U) = (X', K') w D(R*,R>).

Natomiast z faktu 1.36 wynika, iz P(V,(X)r < 00) =11 P(V,(X')r < 00) =1 dla kazdego
T € R*. W konsekwencji (X, K), (X', K’') sa dwoma rozwigzaniami (4.8) o lokalnie skon-
czonej g-wariacji, zdefiniowanymi na tej samej przestrzeni (0, F, {F, },er+, P). Korzystajac z
faktu 4.15 oraz twierdzenia 1.31, uzyskujemy zbieznoéé (X", K™) 2~ (X, K) w D(RT, R2?),
Stosujac ponownie fakt 1.36 dla kazdego T" € R*, dostajemy P(V,(X)r < oo) = 1. Ar-
gumentujac podobnie jak w dowodzie faktu 4.15 pokazujemy, ze (X, K) = ESP(Y,L,U)
P-p.w., gdzie Y = Xo + [; f(s,Xs_)dZ, + [ 9(s, Xs_) dA,. Poniewaz z uwagi 3.4.2 wynika,
ze dla kazdego n € N proces (X", K™) = jest {F;}-adaptowany, proces graniczny (X, K)
jest réwniez {F; }-adaptowany, wiec (X, K) jest jednoznacznym mocnym rozwiazaniem (4.8)
wsrod proceséw o lokalnie skonczonej g-wariacji. O






Rozdziatl 5

Srr wzgledem ulamkowego ruchu
Browna

5.1 Aproksymacja calki wzgledem ulamkowego ruchu
Browna

Problem aproksymacji utamkowego ruchu Browna B byt przedmiotem badan wielu
autoréw. Sottinen [79] pokazal, ze proces B¥ mozna aproksymowaé za pomoca tzw. zakto-
conego bladzenia losowego. Podobne rezultaty zostaly uzyskane pézniej przez Nieminena
[56] oraz Stominskiego i Ziemkiewicza [78]. Parczewski [60] badal natomiast aproksymacje
procesu Y = [1o,dBH zdefiniowanego w (1.7) w przypadku, gdy o jest funkcja ciagla.
We wszystkich powyzszych pracach autorzy wykorzystywali znang reprezentacje catkowa
utamkowego ruchu Browna BY z pracy [15], w ktérej dla H > 1/2 Decreusefond i Ustiinel
pokazali, ze

t
B = / At s)dW,, teR*. (5.1)
0
W powyzszym wzorze W jest procesem Wienera,

St s) = cpst/PH [Py 2 (y — ) H32 gy dlat > s
’ dla t <'s,

gdzie cy = (%)W, B(a,b) = [} 2* (1 — )" dx oznacza funkcje beta Eulera.

Ponizej przedstawiamy podstawowe wlasnosci funkeji 2, ktére wynikaja bezposrednio z
definicji.

(i) 2" jest jednostajnie ciggta na [0,7] x [, T] dla dowolnych € > 0, T € R,

(ii) 2 (-, s) jest rosngca dla dowolnego s € R,

)
)

(iii) z(t,-) jest malejaca dla dowolnego t € RT,
)

(iv) funkcja 2 (t,-) — 2 (s, -) jest malejaca dla dowolnych ¢, s € RT, s <t,

71
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(v) EBHBH = [ 2H (¢, u)2" (s, u) du < oo dla dowolnych ¢, s € RY.

Definicja 5.1. Tablice catkowalnych zmiennych losowych {{X, ;}} nazywamy tablicg
roznic martyngatowych wzgledem tablicy o-algebr {{F, x}}, jezeli

(i) fn,k C fn,lﬁ_l, neN keNU {0},
(i) X,k jest Fnp-mierzalna, n € N, k € NU {0},
(111) E(Xn7k+1| fn,k) =0,n¢€ N, ke NU {O}

Niech o € Lll/ T oraz YH = Jy 75 dBH bedzie procesem zdefiniowanym w (1.7). Zdefiniuj-

my aproksymacje Y wzorem:

[nt] k/n
Y;H’n = Z (n/ Og dS) (B]f/’: - B(Iz’fl)/n)? (52)
Pt (k—1)/n
gdzie
o [nt]/n
B Zz ([n]/n, k/n) nk:/ S0 ([t /n, ) AW, (5.3)
0

{{X,k}} jest pewna tablica réznic martyngatowych, W} = ZLnt]l X oraz zHn(t s) =
Mt k/n) dlase ((k—1)/n,k/n],n, k€N, t e RT.

Twierdzenie 5.2. Jeieli W™ 25 W w D(R*,R), gdzie W jest procesem Wienera oraz

dla pewnej statej C' > 0, (5.4)

to cigg proceséw {YHm"} zbiega stabo do Y w D(RT,R) oraz istnieje stala C(H) > 0 taka,
ze dla dowolnych 0 < t; < ty oraz n € N mamy:

Hn Hmn, 2 [ntal/n 1/H i
BV vyt P <o) ( [ Tl s ) (5.5)
nti1]/n
Dowdéd. Zaczynamy od dowodu nieréwnosci (5.5). Oznaczmy: o = n f h—1)/n Osds, t €

[(k—1)/n,k/n), k,n € N. Woéwczas

YtH’":/Ota;‘_stH" iz:a /n;( (k/ni/n) = 2" ((k = 1)/n,i/n)) X

[nt] [ [nt]
=> (Z U?k—l)/nAﬁZH’"(k/% z'/n)) Xnis
i=1 \ i
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gdzie AFHn(k/n t) = 2H(k/n,t) — 22 ((k — 1)/n,t), n, k € N, t € R". Korzystajac z
powyzszej réwnosci, (5.4), a nastepnie z whasnosci (iv) i (v) funkcji 2, otrzymujemy

t 2
E ( [on dBf*")
0

nt] [ [nt] 2
<oy (z% AL z/m) 1

i=1 \k=i

S|

[nt] [ [nt]
= C’Z (Z Olk—1)/n0 Ak Bk /n,i/n)AL 250 (1/n, z/n))
k=i
[nt] [nt]

czzw“mlwv AL s) Al 1 s) d

i=1k,l=i
[nt] kAl

—czzmmmlmv AL, )AL (1 s) d
k,l=11i=1
[nt]

=C > oG 1ymO -1y BBy Bijn = By Bijn = BijnBi1)m + Bla-vymBii-1)m)
k=1

[nt)/n a2\
—CE / " |dBH ) .
0

Dzigki (1.9) oraz nieréwnosci Holdera mamy

[nt)/n 2 [nt)/n 2H
E </ o™ | dBf) < CO(2, H) </ |o—g_\1/Hds>
0 0

] k/n k/n 1/H 2H
— C(2,H) Z/ n/ oudu|  ds

= Jk=m | Jk=1)/m

v g K/ 2
<2, H) Z/ n/ o[ VH du ds

= Jw-vym -1/

[nt]/n 2H
— O(2,H) </ oy |/ ds) .
0

Stosujac powyzsze oszacowanie dla t = ty oraz 0, = 051 (s> [nt,)/n}, Uzyskujemy (5.5). Nierow-
noéé (5.5) i twierdzenie 1.34 implikuja jednostajng jedrnosé ciggu {Y"} w D(R*, R).

Aby pokazaé zbieznosé rozktadéw skonczenie wymiarowych, zatézmy najpierw, ze o jest
funkcja klasy C'. W tym przypadku wiadomo, ze dla kazdego T' € R*

sup o — oy — 0 oraz sup V'(o")r < 0. (5.6)
t<T neN



74 Rozdzial 5. Srr wzgledem utamkowego ruchu Browna

Latwo zauwazyé, ze proces Y #" mozemy przedstawi¢ w postaci

t t
Hmn _ n Hn _ npHn Hn n
Y, _/0 o dBH" = 57 B! —/0 BH™ ot

[nt]

n n Hmn Hmn
=2 (T = 1)) By = Bgly), tE€RY, neN
k=1

Uwzgledniajac (5.5) i (5.6), dostajemy dla kazdego T € R*:
[nt)

n n Hn Hn
;(Uk/n - U(k—l)/n)(Bk/n - B(k—l)/n)

FE sup
t<T

1/2
n Hn Hn 2
< Vi(o")r <E L:?%ﬁﬂ 1Byjm — Byl D

< CHE)Y*Vi(o™)rn ™ — 0. (5.7)

n—oo

Ponadto z (5.6) wynika, ze {¢"} spelnia warunek (UT). Poniewaz na mocy [78, Theorem
3.1 mamy, ze B 2, BH w D(R*,R), stosujac twierdzenie 1.39, otrzymujemy zbiezmosé

/' BHEm ggn P, / Bf ds, w D(R*,R). (5.8)
0 0

7 cigglosci o oraz trajektorii B wnioskujemy, iz SUp;<r |<7t"BtH " — o, BE| 2, 0dla kazdego

T € R*, wiec korzystajac z (5.7), (5.8) oraz wzoru na calkowanie przez czesci:
0, BY :/Oto—sdBer/OtBstas, t € RY,
(patrz np. [51, Section 2.7.2]), uzyskujemy
/0' 0" dBHn P, /0 o, dBY w D(RY,R).

W ogélnym przypadku, dla o € Lllo/cH wystarczy zauwazy¢, ze dla kazdego T € R™T istnieje
ciag {0 }eso funkeji klasy C' taki, ze |lo — o°|| 1/n < e. Namocy (5.5) dla dowolnych ¢ € R¥,
(0,7)

n € N mamy
t 2 t 2
E (Y;H’" — / o dBSH’"> =F </ (o — o) dBf’") < C(H)E.
0 0

Natomiast z (1.9) wynika, ze E(Y,! — [J0¢dB?)? = E(f{(0, — 0%)dBH)? < C(2, H)e?
dla t € RT. Zatem rozklady skoficzenie wymiarowe ciggu {Y#"} zbiegaja do rozkladow
skoficzenie wymiarowych Y co koniczy dowéd twierdzenia. O
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Twierdzenie 5.3. Niech {{X, r}} bedzie tablicg roinic martyngatowych spetniajgcq (5.4)
oraz
sup [W — W,| —2— 0, T eR",
t<T

gdzie W jest procesem Wienera. Wéwczas cigg {Y7"} spetnia (5.5) oraz

sup |[V;"" — v -2~ 0, T eR".
t<T

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze

sup |Bf" — B -2~ 0, T eR*. (5.9)

t<T

W tym celu ustalmy € > 01t € RT oraz zauwazmy, ze dla kazdego n € N

[ne]

Bt =3 2 ([nt)/n, ke /) X + s - T ([n)/n, k/n) Xo o = B o) + BI"(e),

k=1 k=[ne]+1

W dowodzie twierdzenia 3.1 z pracy [78] pokazano, ze lim._gsup, E(B{""'(¢))?> = 0. Po-
nadto

[nt]

S M)/, k/n) (KXo — AEWism)

k=[ne]+1
[nt]

> zH([nt]/n,k:/n)AfLWk/n—/tzH(t,s)dWS

k=[ne]+1 €
n,1 n,2
= It + [t )

t
‘BtH’”’z(e) —/ 2H(t,s)

+

gdzie AFW, /n = Win=W-1)/n, k,n € N. W dowodzie twierdzenia 2.2 z pracy [87] pokazano

zbieznoéé I;"* — 0, natomiast na mocy wlasnogci (iii) funkcji 2z otrzymujemy, ze

I < QSup|W" Wil

[nt] k/n
> // ([nt]/n,s) ds

k=[ne]+1

[ia}ii ZH([nt]/n, s) ds

N Y

Zatem BI™ 2, B dla kazdego t € RT. Poniewaz (5.5) implikuje, ze ciag {B™"} jest
jednostajnie C-jedrny, dowdd (5.9) zostal zakonczony.

W dowodzie twierdzenia 5.2 pokazaliémy, ze cigg {Y"} jest jednostajnie jedrny w
D(R*,R), wiec na mocy twierdzenia 1.30 wystarczy pokazaé, ze ;" N Y dla wszystkich

t € R*. Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 5.2 zaktadamy dodatkowo, ze o jest funkcjg
klasy C*.
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Zauwazmy, ze dla dowolnyvh ¢t € RT, n € N

t t t
| [ e | -
0 0 0

= I+ I

Ponadto ze wzoru na catkowanie przez czesci

t
1 < Jop(s - B[+ | [ (B ~ Bl doy

[nt]

n n Hmn Hmn
;(Ok/n - U(k—l)/n)(Bk/n - B(k—l)/n) :

+

Stosujac (5.6), (5.7) i (5.9), dostajemy zbieznosé: I'™ - 0. Poniewaz korzystajac z (1.9) i
(5.6), otrzymujemy E(I*™)? — 0, dowdd twierdzenia w przypadku o € C! zostal zakonczony.
Aby uzasadni¢ teze dla o € LllO/CH , postepujemy podobnie jak w dowodzie twierdzenia 5.2. [J

Przyktad 5.4. Teza twierdzenia 5.3 zachodzi, jezeli W jest standardowym procesem

Wienera oraz
Xok = Wim — Wi—tym, nkeN.

W tym przypadku potrafimy oszacowaé¢ tempo zbieznosci ciaggu Y do Y w normie

L2. Pol6zmy
. 2H
en(0,T) = |l0" — o ||?1/u + sup </ |05|1/Hds> , neN,TeR", (5.10)
Yo <1 \J(nt)/n)
gdzie o™ jest funkcja zdefiniowana w dowodzie twierdzenia 5.2. Poniewaz o € Lllo/cH, jest
jasne, ze £,(0,T) — 0, T € RT. Niech { B®:(W} oznacza standardowa dyskretyzacje procesu
B tzn.
H,(n
B"™W=Bl_ .. telk-1)/nk/n), kneN (5.11)

Fakt 5.5. Jezeli W jest standardowym procesem Wienera oraz
Xok = Wi — We—1y/n, n,k €N,
to dla kazdego T € RT istnieje stata D taka, ze

sup B~ Y1 < D(enlo, T) - llo = bl + Valh)fosup E| B — BMP)

t<T
dla kazdej funkcji h € D(RT,R) o skoriczonej wariacji na [0, T).

Dowdd. Ustalmy T € R, t € [0,T] oraz n € N. Poniewaz 0™ ma dyskretna posta¢, wiec

[nt]/n H t I
/ o dBH = / o™ dBHM), (5.12)
0 0
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CO pocigga, ze

H t t
Y, ’"—Y;H:/ a;‘_dBSH’"—/ 0, dB!
0 0

t t [nt]/n t
- / o™ dBHn — / oy BT — / (0 — 0" )dBT — / o™ dBI
0 [nt]/n 0 0
R R s He S i
Dzigki (1.9) wiemy, ze
E(I*)? 4+ E(I]*)? < C(2,H)en(0,T). (5.13)
Zatem pozostaje oszacowaé réznice I}"" —I}"™. Korzystajac z (5.5), dla kazdego h € D(RT,R)
o skonczonej wariacji otrzymujemy

+ 2
B </ (0" — A7) dBf’") < C(H)||o = Bl (5.14)
0 [0,T]

gdzie h™ jest zdefiniowane analogicznie do ¢”. Ponadto, majac na uwadze fakt, ze B jest
dyskretyzacja BY

t 2 [nt] /n 2
E </ (0" —h™) dBfW) _E </ T dBf)
0 0
<O, H)lo" = h"2n <C@2,H)llo=hlPyu.  (515)
[0,7] [0,7]

7 (5.13)-(5.15) wnioskujemy, ze dla dowodu wystarczy oszacowaé catke I* = [ b7 d(BH"—
B W tym celu zauwazmy, Ze

[nt]
n, n H,TL H, n H,n H, n n n
Iy ’ = h’t (Bt — B, ( )) - Z(Bk/n - Bk/r(z )>( k/n — h(k—l)/n)'
k=1

W konsekwencji, stosujac nierownos¢ Schwarza, uzyskujemy

(7)< 2Vi(W3EIB" — BEOP 4 2vi(h); max | E|B — B
Stad oraz z nieréwnosci Vi(h™)r < Vi(h)r otrzymujemy teze. O
Uwaga 5.6. Rozwazmy aproksymacje procesu Y postaci
[nt]

=

b1 k-1

k/n
e ds> (Bfin — B{i_1ym), t€R*, neN (5.16)

Woéwcezas stosujac oszacowania z dowodu faktu 5.5, mozemy pokazaé, ze

— 2
sup E (V" = YV")" < De,(0,T), TER*, neN.

t<T
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Zauwazmy réwniez, ze ciag {Y "} spetnia (5.5). Istotnie, dzieki (5.12) oraz (1.9) dla dowol-
nych 0 < t; <ty in € N mamy:

2 2

_ _ t
BV~ VP =8| [ o ani e =

t1

[nta]/n 2H
< C(2,H)</[ |o—g|1/Hds) < C(2,H)(/[

nt1]/n nt1)/n

ntz] o
/ o B
[

nt1]/n

[nt2]/n

2H
|O’s|1/HdS> ,

gdzie B7(™ jest dany wzorem (5.11).

5.2 Aproksymacja rozwigzan srr wzgledem ulamkowe-
go ruchu Browna

Niech B = (BH1, ... BH4) odzie BH1 ... B4 sq niezaleznymi utamkowymi ruchami
Browna zdefiniowanymi na (Q, F, {F; }icr+, P). W niniejszym podrozdziale bada¢ bedziemy
aproksymacje rozwigzan réwnan postaci

t t
X, :X0+/ s, X,) dbs+/ g(s, X)dYH, teR* (5.17)
0 0

gdzie X, jest Fy-mierzalng zmienng losowa o wartosciach w R%, b : RT — R jest funk-
cja ciggla o lokalnie skonczonej wariacji, f : Rt x R? — R? ¢ : Rt x R — M oraz
YH = (YHL | YHd) gdzie dla kazdego i = 1,...,d proces Y jest catkag Wienera:
YHi = [0l dBH dla o' € L}/, Poniewaz na mocy faktu 1.18 Y jest procesem o lokalnie
skoriczonej p-wariacji dla p > 1/H, catke wzgledem Y definiujemy jako catke Riemanna-
Stieltjesa po trajektoriach. Mocne i stabe rozwiazania réwnania (5.17) definiujemy analo-
gicznie jak w przypadku rownan z barierami (patrz definicje 3.3 oraz 3.8).

Twierdzenie 5.7. Zatézmy (H1) dla pewnegop € (1/H,2) oraz (H2). Wowczas réwnanie
(5.17) posiada jednoznaczne mocne rozwigzanie X w klasie proceséw o lokalnie skoriczonej p-
wariacji. Ponadto jesli zdefiniujemy { X"} jako ciqg iteracji Picarda dla (5.17), tzn. X° = X,
X" = Xo+ [5 f(5, X2 dbs + [;9(s, X"~ dYH, n €N, to dla kazdego T € R

V(X" = X)p — 0 P-p.w.
Dowod. 7 uwagi 2.20.2 wynika, ze dla P-prawie wszystkich w € () istnieje jednoznaczne
rozwiazanie X (w) oraz dla kazdego T' € R

Vp(X"(w) = X(w))r — 0.
Poniewaz dla kazdego n € N proces X™ jest {F;}-adaptowany, proces graniczny X jest
réwniez {F; }-adaptowany, co konczy dowdd twierdzenia. O

Bedziemy aproksymowaé rozwiazania réwnania (5.17) za pomoca scentrowanych dys-
kretnych proceséw gaussowskich postaci Y, = Yk%n, dlat € [k/n,(k+1)/n) spelniajacych
warunek

ot milfn 2H
B[y —y /| </[ o, VHds) , 0<s<t (5.18)

nsl/n
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dlao el keNU{0}, neN.

Uwaga 5.8. Z twierdzenia 5.2 wynika, ze jezeli {Yn} = {(YHnl yHnrd)l odzie
dla kazdego i = 1,...,d ciag {Y#™} jest taki jak w (5.2) to {Y7"} spelnia (5.18). Ponadto
jest on ciggiem proceséw gaussowskich, o ile {IW™ = (WL ... W™} jest ciggiem proceséw
gaussowskich. Mozna tatwo sprawdzi¢, ze rowniez ciag proceséw zdefiniowany w (5.16) oraz
ciag dyskretyzacji procesu Y postaci Y, = Ykl;]n, dla t € [k/n,(k+1)/n), n € N,
k € NU{0} sa ciagami proceséw gaussowskich spetniajacych (5.18).

Zdefiniujmy ciag { X"} nastepujaco: X = X,

+g(k/n, X)) Yoty m = Vi), (5.19)

gdzie YH™ jest scentrowanym dyskretnym procesem gaussowskim spelniajacym warunek
(5.18) oraz X" = X/, t € [k/n, (k+1)/n), k € NU{0}, n € N.

Twierdzenie 5.9. Zalézmy (H1) dla pewnego p € (1/H,2) oraz cigglosé funkcji f. Wte-
dy cigg { (X", YH™)} jest jednostajnie C-jedrny. Jezeli dodatkowo Y H:m 5, YH  to kazdy jego

punkt skupienia jest stabym rozwigzaniem réwnania (5.17) o lokalnie skoriczonej p-wariacyji.

Dowdd. Ustalmy T' € R*. Pokazemy najpierw, ze dla kazdego p > 1/H ciag {V,(Y"™)}
jest ograniczony wedlug prawdopodobienstwa. Zatézmy najpierw dodatkowo, ze funkcja o
jest ograniczona. Dzieki (5.18) dla kazdego r > 0 istnieje ¢(r) > 0 takie, ze E|Y,"" —Y"|" <
c(r)|[nt]/n — [ns]/n|"™H, s,t <T,n € N. Niech r > 1/H, p* € (0, H— 1/r) oraz

Y =y

M. = sup -, néeN.
b $,t<T, [nt]#[ns] Hnt]/n - [ns]/n|p

Powtarzajac argumenty z dowodu kryterium ciagtosci Kolmogorowa (patrz np. [64, Chapter
1 Theorem 2.1]), mozna pokaza¢, ze sup,, || M} ||, < co. Poniewaz

Y/ =Y < M |[nt] /= [ns) /ol st < T,meN, (5.20)

wiee ciag {V,(Y#")r} jest ograniczony wedlug prawdopodobienistwa dla dowolnego p >
r/(Hr —1). Przechodzac do granicy z r — 00, uzyskujemy ograniczonosé¢ wedtug prawdopo-
dobienstwa ciagu {V,(Y#")r} dla p > 1/H. W ogdlnym przypadku zamiast (5.20) mozemy
wykorzystaé [33, Theorem 3.1].

Na mocy twierdzenia 1.34 {Y*"} jest jednostajnie jedrny w D(R*,R?), co pociaga, ze
yHn 2Ly H  Poniewaz proces Y ¥ ma ciggle trajektorie, wiec ciag {Y 7"} jest jednostajnie
C-jedrny. Zauwazmy, ze dla kazdego n € N X" jest rozwiazaniem réwnania

t t
X =Xot [ e Xp)db+ [glet X1)aY™, e RY,

gdzie b = by, 0f = k/n, t € [k/n,(k+1)/n), k € NU{0}, n € N. Niech
7 = inf{t; max{V;(b");, V,(Y?*™);,} > u}, n,ueN.
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Poniewaz Vi(b")r < Vi(b)r < oo, n € N, wiec lim, limsup, P(7* < T) = 0. Ponadto

na zbiorze T < 7% zachodzi oszacowanie max{V;(b")r, V,(Y#™)r} < u, wigc powtarzajac

argumenty z dowodu (2.42), uzyskujemy, ze dla kazdego M > 0

P(Vy(X™")p > M) < P(r4 <T)+ P(D = D(d,p,a,B3,Xo,C),Cr,u) > M).

Zatem ciag {V,(X")7} jest réwniez ograniczony wedtug prawdopodobiefistwa. Dalsza czesé
dowodu przebiega podobnie jak dowdd wniosku 3.11. Najpierw definiujemy:

_ ¢ t
X=X, +/ Fls, X™) db" +/ g(s, X" )dYHE" teRY neN  (5.21)
0 0
oraz korzystajac z (2.50) i (2.51), otrzymujemy

sup | X — X' -0, TeR*. (5.22)
t<T
Nastepnie wykorzystujac taczna zbieznosé: (b7, YAm) 25 (b, VH) w D(R*, R4+, twierdzenie
3.1 oraz (5.22), otrzymujemy jednostajna jedrnoéé ciagu {(X™, b, Y™}, Zaktadajac, ze
(YA X7y 25 (YH X)) w D(RT,R%) i korzystajac z twierdzenia 3.2 w sposob podobny jak
w dowodzie twierdzenia 2.23, dostajemy

(0 [ ptaxmy s+ [ ger, xzyav/in)
o, <X, / fls, X,) db, + / g5, X,) dYH) w D(R*, R?),
0 0

co pociaga, ze X jest stabym rozwigzaniem (5.17). Poniewaz proces graniczny posiada ciagle
trajektorie, ciag {(X™, Y7")} jest jednostajnie C-jedrny, co koniczy dowdd twierdzenia. [

Whniosek 5.10. Jezeli f i g spetniajg (H1) dla pewnego p € (1/H,2) oraz dodatkowo
f jest funkcjg ciggla, to réwnanie (5.17) posiada stabe rozwigzanie o lokalnie skonczonej
P-wariacyi.

Dowéd. Niech W', ... , W9 beda niezaleznymi procesami Wienera oraz dla kazdego i =
1,...,d {Y""i} bedzie ciggiem proceséw rozwazanym w przykladzie 5.4. Wowezas {Y 7" =
(YHnl  yHmd)) spelnia zalozenia twierdzenia 5.9. O

Twierdzenie 5.11. Zalézmy (H1) dla pewnego p € (1/H,2), (H2) oraz dodatkowo, ze f
jest funkciq cigglq. Niech {YH™} bedzie ciggiem proceséw gaussowskich takim jak w twier-
dzeniu 5.9 oraz { X"} bedzie ciggiem zdefiniowanym w (5.19).

(i) Jezeli Y 2L YH 1o X7 2y X w D(RY,R).
(i) Jezeli V" 25 VH dia kazdego t € RT, to

sup | X" — X,| —2— 0, T eR*.
t<T
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Powyzej X oznacza jednoznaczne mocne rozwigzanie réwnania (5.17) o lokalnie skonczonej
p-wariacyi.
Dowdd. (i) wynika z twierdzenia 5.9 oraz jednoznacznosci rozwigzan réwnania (5.17).

Niech {X;};cr+ bedzie procesem zdefiniowanym w (5.21). Dzieki zbieznosci (5.22) dla
dowodu wystarczy pokazac, ze sup;cr | XP — X 2,0, T € R*. Na mocy twierdzenia
5.9 cigg {Y"} jest jednostajnie jedrny, co razem z twierdzeniem 1.30 pociaga zbieznosé:
SUP;<r v m —yH| 50, T € R*. Majac na uwadze twierdzenie Riesza, bez zmniejszenia

ogolnodci rozwazan, mozemy zatozy¢, ze sup,cr V" —yH| — 0 P-p.w. dlakazdego T € R*.
Analogicznie do dowodu twierdzenia 2.23 stosujac fakt 2.22, dostajemy

X" — X, +/'f(s,Xs) db, +/'g(s,Xs) dYH  Ppw. w D(R*,R).
0 0

Poniewaz proces graniczny posiada ciggte trajektorie, wigc sup,<r | X'~ X;| — 0 P-p.w. dla
dowolnego T € R™, co konezy dowdd (ii) i catego twierdzenia. O

5.3 Aproksymacja rozwigzan srr z barierami wzgledem
utamkowego ruchu Browna

Niech B = (BH1, ... BH4) odzie BH1 ... B4 g niezaleznymi utamkowymi ruchami
Browna zdeﬁmowanyml na przestrzeni (Q, F, {F; }ier+, P) oraz YH = (YH Lo YRS edzie
dla kazdego i = 1,...,d proces Y jest catka Wienera: Y#' = [; o7 alBsHZ dla ol € ]LZIO/CH.
Ponadto niech L, U beda d-wymiarowymi procesami o ciaglych trajektoriach takimi, ze

L < U. Rozwazmy nastepujace rownanie z barierami:
t t
Xo=Xo+ [ fls.X,)db+ [ gls,X)aYS + K., teRY, (5.23)
0 0

gdzie Xy jest Fo-mierzalng, d-wymiarowg zmienng losowa, Ly < Xo < Up, b : Rt — R jest
funkcja ciggla, f: RT x R? — R? g : Rt x RY — M Na mocy faktu 1.18 réwnanie (5.23)
jest szczegblnym przypadkiem réwnania (3.9).

Twierdzenie 5.12. Zalézmy (H1) dla pewnego p € (1/H,2), (H2) oraz dodatkowo, Ze
istnieje {F;}-adaptowany proces H o trajektoriach w D(RY,RY) i lokalnie skorczonej p-
wariacji, spetniajocy warunek: L < H < U. Woéwczas réwnanie (5.23) posiada jednoznaczne
mocne rozwigzanie (X, K) wsrod proceséw o lokalnie skoticzonej p-wariacji. Ponadto, jezeli
dla kazdego n € N X = Xg oraz (X", K™) dany jest wzorem:

gdzie
Y(%-H)/n = Ykr;n + f(k/n, X]?/n)(b(k'f‘l - bk/n) +g(k/n, Xk/n)(y(k+1)/ Ykljn)a

Xlaym = maX{min{X/?/n + (Y(k+1)/ - Yk/n) Uter1y/m}s Ligay/n }’
Kiinym =K+ Xnym — Xim) = Vsnym — i),
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to dla kazdego T € RT zachodzi zbieznodé:

igg(‘th - Xy + K = Ki|) — 0 P-puw.

Dowéd. Wynika z wniosku 3.6 (ii), cigglosci funkcji b oraz ciaglodci trajektorii proceséw Y|
LiU. 0

Twierdzenie 5.13. Zatozmy (H1) dla pewnego p € (1/H,2) oraz (H2). Niech {B"}
bedzie ciggiem procesow {F}'}-adaptowanych o trajektoriach w D(RT,R) takim, Ze dla kaz-
dego T € RT cigg {Vi(B™)r} jest ograniczony wediug prawdopodobienstwa oraz {YH™} be-
dzie ciggiem d-wymiarowych, dyskretnych, {F;'}-adaptowanych proceséw gaussowskich spel-
niajgcym warunek (5.18). Ponadto niech {L"}, {U™}, {H"} bedg ciggami proceséw {F}'}-
adaptowanych o trajektoriach w D(RT, R?) takimi, ze L" < H* < U", n € N oraz {V,(H")r}
jest ograniczony wedtug prawdopodobienstwa, T € RT. Jezeli dla kaidegon € N L < X' <
Uz,

(X" K" = ESP (X + [ fls, X0y dBy + [ g(s, X2)avie, 1, vm), (524
0 0

xr 2 X, VI 2 v dla kazdego t € RY oraz

sup (| B — by| + |L} — L,| + |U! = U,) —2— 0, T € RY,
t<T

to
sup (|X7 — X,| + |K]' — K;|) —2— 0, T eR",
t<T

gdzie (X, K) jest jednoznacznym mocnym rozwigzaniem (5.23) wsréd proceséw o lokalnie
skonczonej p-wariacyi.

Dowdd. Wiemy, ze sup, < A"y | 250, T € RT (patrz dow6d twierdzenia 5.11) oraz ze

dla p > 1/H ciag {V,(Y")7} jest ograniczony wedtug prawdopodobiefistwa (patrz dow6d
twierdzenia 5.9). Teza twierdzenia jest wiec konsekwencja wniosku 3.7 (ii). O

Whniosek 5.14. Zatézmy (H1) dla pewnego p € (1/H,2) oraz dodatkowo, ze f jest ciggla.
Niech {B"} bedzie ciggiem {F;'}-adaptowanych proceséw o trajektoriach w D(RT,R) takim,
ze dla kazdego T € RT cigg {V1(B™)r} jest ograniczony wedlug prawdopodobienistwa oraz
{YH"Y bedzie ciggiem d-wymiarowych, dyskretnych, {F'}-adaptowanych proceséw gaussow-
skich spetniajgcym warunek (5.18). Ponadto niech {L™}, {U"}, {H"} bedq ciggami procesow
{FrY-adaptowanych o trajektoriach w D(RT,RY) takimi, ze L™ < H® < U™, n € N oraz
{VL(H™)r} jest ograniczony wedlug prawdopodobieristwa, T € RT. Jezeli Ly < X < U,
n € N oraz

(Xg, B, Y " U™) 2, (Xo, b, YH L U) w R x D(RT, R¥*1),

to cigg {(X™, K™} zadany wzorem (5.24) jest jednostajnie jedrny oraz kazdy jego punkt
skupienia jest stabym rozwigzaniem réwnania (5.23) o lokalnie skoticzonej p-wariacji. Jesli
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dodatkowo réwnanie (5.23) posiada wlasnosé jednoznacznosci trajektorii, to (X", K™) —-

(X, K) w D(RT, R??), gdzie (X, K) jest jednoznacznym stabym rozwigzaniem (5.23) wsréd
procesow o lokalnie skonczonej p-wariacyi.

Dowdd. Wystarczy skorzysta¢ z twierdzenia 3.10. O

Niech W = (W1, ..., W%) bedzie d-wymiarowym procesem Wienera wzgledem filtracji
{Fi}ier+ oraz YH bedzie {F;}-adaptowanym procesem takim jak w réwnaniu (5.23). Roz-
wazmy réwnanie:

t t
X, :X0+/ f(s,Xs_)dW8+/ 9(s, X,.)dYH + K, teR* (5.25)
0 0

gdzie Xy jest Fy-mierzalna, d-wymiarowg zmienna losowa, Ly < Xy < Uy, f : RT xR? — MY,
g : RTxR? — M. Oczywiscie réwnanie (5.25) jest szczegdlnym przypadkiem réwnania (4.8).
Whiosek 5.15. Zaiézmy (G1) dla pewnego q € (2,1/(1 — H)). Niech {Y"} bedzie
ciggiem dyskretnych proceséw gaussowskich spetniajgcych warunek (5.18), a {W™} bedzie
ciggiem lokalnych martyngatéw spetniajgcym warunek (UT). Ponadto niech {L"}, {U"},
{H"} bedq ciggami proceséw o trajektoriach w D(RT, RY) takimi, ze L < H® < U™, n € N
oraz {V,(H")7} jest ograniczony wedlug prawdopodobieristwa, T € RT. Jezeli (X", K") =
ESP(XP + [5 f(s, X ) dW! + [59(s, X2 )dYEr LM U™, L < X < UF, n €N oraz

(Xp, W, YEr LUty =2 (Xo, W, YH, L, U) w R x D(RY, R*),

to cigg (X™, K™) jest jednostajnie jedrny oraz kazdy jego punkt skupienia jest stabym rozwig-
zaniem rownania (5.25) o lokalnie skoriczonej q-wariacji. Jesli dodatkowo réwnanie (5.25)
posiada wiasnosé jednoznacznosci trajektorii, to (X™, K™) N (X, K) wD(RT, R, gdzie
(X, K) jest jednoznacznym stabym rozwigzaniem (5.25) wsréd proceséw o lokalnie skoriczonej
q-wariacji.

Dowaod. Teza wynika z twierdzenia 4.13. O

5.4 Zastosowania w matematyce finansowej

W ostatnich latach utamkowy ruch Browna byt do$¢ czesto wykorzystywany w modelach
rynkow finansowych. Poniewaz proces ten nie jest semimartyngatem, na rynkach z utamko-
wym ruchem Browna wystepuje arbitraz (patrz [65]) i klasyczne podejscie Blacka-Scholesa
do wyceny opcji nie znajduje zastosowania.

Istnieje wiele réznych podej$é do tego problemu. Cheridido [12] pokazal, ze ogranicza-
jac dopuszczalng klase strategii do procesow dyskretnych o dowolnie matym, ale ustalonym
minimalnym odstepie czasu miedzy skokami, mozemy pozby¢ sie arbitrazu. Niestety przy
tym ograniczeniu najtansza strategia zabezpieczajgca europejska opcje kupna jest strate-
gia polegajaca na kupieniu akcji w chwili zero i trzymaniu jej az do chwili realizacji opcji.
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Innym sposobem unikniecia arbitrazu jest dodanie do modelu kosztéw transakcji. Tym za-
gadnieniem zajmowal si¢ Guasoni [28,29]. Zastosowanie tzw. produktu Wicka do wyceny
opcji badali m.in. Bender i Parczewski [4], Elliott i van der Hoek [22] oraz Mishura [50]. W
pracy [85] Valkeila zaproponowal zdefiniowanie ceny sprawiedliwej jako wartosci oczekiwa-
nej wzgledem pewnej nowej miary probabilistycznej, ktora autor nazwat average risk neutral
measure (patrz réwniez [80,81]).

Zajmiemy sie zastosowaniem tzw. aktuarialnej wyceny opcji wprowadzonej w [8] Niech
p,o : RT — R beda zadanymi funkcjami deterministycznymi, p € L},., o € Lloc W roz-
wazanym przez nas modelu dostepne sa dwa aktywa, akcje {S; }ier+ oraz obligacje { By }ier+
modelowane za pomocg proceséw danych wzorami:

t t
B, = exp(rt), S;= Spexp </ s ds +/ O dBf), teRT, (5.26)
0 0

gdzie Sy, 7 > 0, Y = [fo,dBf t € R*. Korzystajac z twierdzenia 5.7 oraz wzoru Ito
dla procesu Y (patrz np. [51, Section 2.7.2]) mozna pokazaé, ze proces {S;}iecr+ jest jedno-
zZnacznym mocnym rozwiazaniem réwnania (5.17) dla b, = [ i, ds oraz f(t,x) = g(t,x) = =
reR, teRT.

Definicja 5.16 (Bladt, Rydberg [8]). Rozwazmy opcje postaci Fr = Fp(S, K), gdzie
Fr : D(RT,R) x R — R jest taka, ze Fr(z,y) = Fr(aT,y), 1 = zyr dla wszystkich
r € D(RT,R), y € R. Aktuarialna cena V(Fr) opcji dana jest wzorem

gdzie S; = Syexp(— Jiveds), t € [0,T], K = Ke™'T oraz v : Rt — R jest tzw. oczekiwang
stopg zwrotu procesu S zdefiniowana nastepujaco: exp ( 2 ds) =S tES,, t€[0,T).

Twierdzenie 5.17. Jezeli Fr(S,K) = f(St, K) dla pewnej f : R x R — R takiej, Ze

U (Fr) =exp(—rT)Ef (SO exp <rT — @ + /OT O dBf) ,K) ,

gdzie nawias (o, 0)iF jest zdefiniowany w (1.5).

Dowdd. Korzystajac z twierdzenia Fubiniego dla dowolnego o € Lllo/cH, mamy

s [l [ o)
—/ |os] (/ o] (s — )2~ 2d7’) ds+/ o | (/()T|Us|(r—$)2H_2dS> dr
= [ ([ 1onlts = r=2ar) s+ [ ol ([ lonltr = 572 ar) ds

_ 1
= [ [ 1eulioslls = -2 ds = sl Jo
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Zatem na mocy (1.6) funkcja g, = H(2H — 1)o, (fos o,(s—r)=2 dr), s €10, 7], jest catko-
walna na [0, T]. Stosujac ponownie twierdzenie Fubiniego, otrzymujemy

t HQ2H 1) [t gt H
/ gsds = ¥/ / os0rls — P2 drds = 0,0)i , te[0,7).
0 2 0 Jo 2

Poniewaz . .
S;TES; = exp (/ Lbs ds) E (exp/ O dBSH) , te€]0,T]
0 0
(o,0)f
2

oraz na mocy (1.4) Eexp( [y o,dBH) = exp( ), wiec jest jasne, ze
Ve = Ut -+ g, te [0, T] (528)

W konsekwencji S, = Sy exp(—% + o, dBH), t € [0, T). Wreszcie z whasnoéci funkcji f:

-~ o~ o\ T
Ef(Sp,K)=FEf (Soexp (— T —l—/ UsdBf> ,exp(—rT)K)

— exp(—rT)Ef (Soexp <rT \7 0T / dBH> )

co konczy dowdd twierdzenia. O

Whiosek 5.18. Cena aktuarialna europejskiej opcji kupna o terminie realizacyi T i cenie
wykupu K dana jest wzorem:

U((Sr — K)7) = SoN(y1) — K" N (1), (5.29)

gdzie
log 52 + 7T + (0, o) log 52 + 7T —

1
3

y1 = ) Yo = )
(0, 0)f \/<U=0>¥

a N oznacza dystrybuante standardowego rozktadu normalnego.

Dowdéd. Wystarczy zastosowaé twierdzenie 5.17 dla f(x,y) = (z — y)* oraz wykonaé ele-
mentarne operacje z dowodu klasycznej formuty Blacka-Scholesa. O

Powyzsze wyniki dotycza opcji zaleznych od wartosci procesu cen w momencie wyko-
nania. Do wyceny opcji zaleznych od calej trajektorii procesu cen wykorzystamy rezultaty
dotyczace aproksymacji rozwigzan rownan wzgledem utamkowego ruchu Browna. Rozwazmy
nastepujacy ciag aproksymacji procesu S: S§ = Sy,

St = S+ St [ s+ S (VI vt 5.30
k+1/n = Pk/n T Ok/n e/ fs ds + Sy (Y m = Yim ) (5.30)

oraz Sy = S, t € [k/n, (k+1)/n), n € N, k € NU {0}, gdzie {YHn) jest ciagiem
dyskretnych proceséw gaussowskich spelniajacych warunek (5.18).
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Twierdzenie 5.19. Niech SP = SPexp(— [{v,ds), t € [0,T], n € N. Jezeli Y» N

YH, Fr:DRT,R) x R — R jest ciggla oraz cigg {Fr(S™, K)} jest jednostajnie catkowalny,
to

U(Fr) = E(Fp(S,K)) = lim E(Fp(S", K)).

n—oo

Dowéd. Stosujac twierdzenie 5.11 dla b, = [y, ds oraz f(t,z) = g(t,r) =z, v € R, t € RT,
otrzymujemy, ze S" =5 S w D(R*,R). Stad S” 2, 8w D(R*,R). Poniewaz Fr jest
ciagla, réwniez Fp(S™, K) = Fr(S, K). Teza wynika wicc z faktu, ze ciag {Fr(S", K)} jest

jednostajnie catkowalny. O

Przyklad 5.20 (Azjatycka opcja kupna). Jako przyktad zastosowania powyzszego
twierdzenia pokazemy, ze jezeli

Fr(xz,y) = (% /OTattdt — y>+, € D([0,T],R), y € R, (5.31)
to
V(Fr) = lim E(Fr(S", K)), (5.32)

gdzie {S™} jest ciggiem proceséw zdefiniowanym w (5.30). Istotnie, poniewaz @ — 1 I xgds
jest ciagla, réwniez Fr jest ciagta. Doktadniej, jezeli 2™ — x w D(R*, R), to " — ax; dla pra-
wie wszystkich ¢t € RT wzgledem miary Lebesgue’a oraz ciag {sup,cr |2}|} jest ograniczony.
Korzystajac z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej, mamy

1 /T
Fr(a",y) = (T/o xy dt —y)

Ponadto N
1 /T . - Cr (T
[ Grar—-k) <= / n it
(T/o S ) T Jo S

gdzie Cr = sup,<pexp(— Jg vs ds). W konsekwencji dla p € (1/H,2), n € N

+ +

1 T
— <_/ Itdt_y> :FT(I’vy)a Yy € R.
T Jo

o/
T Jo

E|Fp(S™, K)|P < E(SMP dt.

Zauwazmy, ze

sup [|S7'[|, < sup [|Sy = Sollp + [[Soll, < Vp(S™)z + 150l »
t<T t<T

gdzie V,(X)p = sup{(X", E|X,, — X, [P)/?; 0=ty <t < ... <t, =T} oznacza tzw.
g-wariacje catkowa procesu X = {X;};cr+ na [0, 7T]. Pokazemy, ze

sup V,(S")p < 00, T € R™. (5.33)
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W tym celu korzystajac ze stochastycznej nieréwnosci Younga (patrz [77, Lemma 2.3]) dla
q <1/(1— H), uzyskujemy

nt]/n .
s < supllsilly [ eds + Cloa Dol (V5™ + 1l
< ( [ s+ C.q. Dllolagm ) (To(S™)e+ 1Sl ¢ € R

Okreslajac t; = inf{t > 0; [i psds > 1/4 lub C(p, q, H)llo|| 1ym > 1/4} AT, otrzymujemy
[0,1]

Vo(X" < 5 (Vo(X™) + [ Xolly) -

N | —

Zatem sup, V,(X™);,, < oo. Powtarzajac powyzsze rozumowanie dla przedzialéw [ty,ts],
[ta,t3], ..., w skoniczenie wielu krokach pokazemy (5.33). Korzystajac z (5.33), dostajemy
oszacowanie sup,, E|Fp(S™, K)[P < oo. Zatem {Fp(S™, K)} jest jednostajnie catkowalny, co
konczy dowdd (5.32).

Uwaga 5.21. Korzystajac z faktu 5.5 oraz uwagi 5.6, mozemy obliczy¢ cene azjatyckiej
opcji kupna z okreslonym btedem. W tym celu rozwazmy aproksymacje postaci:

t _ t _
=5 exp(/ ps ds + Y, oraz X' = S, exp(/ psds + Y™, te0,T], neN.
0 0

Niech Fp bedzie dana wzorem (5.31), X! = Xl exp(— [ivyds) i X = X exp(— JL v ds)
t € [0,7], n € N. Pokazemy, ze istnieje stata C' > 0 dla ktorej

|EFp(X", K) = W(Fp)| < C((en(e, T)2 + ||o - Pl (5.34)

0,7
+ (Vi) + [hol) sup(BI B = B )12),
t<
gdzie e, (0, T) jest zdefiniowane w (5.10), h € D(R™,R) jest dowolna funkcja o skonczonej
wariacji na [0, 7] oraz ze
E|Fp (X", K) — U(Fr)| < Clen(o,T))V2. (5.35)

Aby udowodnié (5.34), zauwazmy najpierw, ze na mocy lipschitzowskosci Frr oraz twierdzenia
Fubiniego mamy

|EFp(X", K) = W(Fr)| = |EFr(X", K) - EFr(S, K)
< E|Fr(X", K) = Fr(S, K)|

1 /T ~ ~
< —/ E|Xr — | dt. (5.36)
T Jo

Poniewaz X" = S exp(—# + Y™ oraz S, = S, exp(—% + Y,7), jest jasne, ze
H

— S, = Spexp <—@> (exp(Y;H’" — Y7 - 1) exp(YV;H).
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Stad oraz z nieréwnosci |e® — 1| < |z[e!*l uzyskujemy, ze

N N H
I} = B|X} = 5| < Syexp (—%) E (| = v exp(|Y;™" = Y| + Y1)

< S . <07 U>£{ YH,n - YH YH,n YH
< Spexp (=5 | BV = v [exp(|Y;" ) exp(2|Y}"]))-

W konsekwencji, korzystajac z nieréwnosci Schwarza, otrzymujemy
"< S _<U, 0>{{ ElVH™ _ yHI2\/2(B AVEMWA(B yH )\ 1/4
i <Soexp | ——— | (Y o 1) (Eexp(4Y) (B exp(8]Y,7])

Poniewaz YH# i Y™ g3 procesami gaussowskimi oraz sup;<p sup,, £ |Y;H’"|2 < 00, istnieje
stata cp > 0 taka, ze I < cp(E|Y,™™" — Y,7|?)'/2, co razem z (5.36) pociaga, ze
|EFp(X", K) = U(Fr)| < epsup(B|Y,™" = YT |!)!2.
t<T

Z powyzszej nieréwnosci oraz z faktu 5.5 wnioskujemy (5.34). Podobnie korzystajac z uwagi
5.6, uzyskujemy (5.35).
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enl(o,T)

Skorowidz oznaczen

zbidr liczb naturalnych N = {1,2,...}
zbior liczb rzeczywistych
zbidr liczb rzeczywistych nieujemnych
zbiér d-wymiarowych wektorow rzeczywistych, d € N
zbior d X d-wymiarowych macierzy rzeczywistych, d € N
norma Euklidesowa dla x € R? (norma macierzowa dla z € M%)
czesé catkowita x € R
max{0,z} dlaz € R
max{0, —z} dla x € R
min{t, s} dlat,s € R
max{t,s} dlat,s € R
5 297 1(1 — 2)*~'dx funkcja beta Eulera
>0 1 1/n® funkcja zeta Riemanna
przestrzen funkeji cadlag, z : Rt — R?
zy — x4 skok funkcji x € D(RT, RY) w t € RT
funkcja t — x;_
sup{|z; — zs|; a < t,s < b}
p-wariacja funkcji x na [a, b]
Vo(2) (a4 + |Ta| norma p-wariacyjna
zbior funkcji z : [a, b] — R? o skoficzonej p-wariacji
przestrzen funkcji x : [0, 7] — R spetniajacych warunek
J ||V H ds < oo
przestrzen funkeji z : Rt — R spelniajacych warunek

Ji |z ds < oo dla kazdego T € RT

(S |zs| V" ds)™ norma w przestrzeni IL[lo/%

H(2H — 1) [ [T zyys|t — 5|2 ds dt iloczyn skalarny
. 1/H
w przestrzeni ]L[O’T]

o™ — UleLl/H] + SUPth(f(t[m]/n) |0's|1/H ds)wa gdzie
0,T

o =n fg"  osds, t € [(k—1)/n, k/n)
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{{Xns}}
{{Fnnl}

X = {Xt}teR+

{~7:t}1te]R+
{X7}

96 Skorowidz oznaczen
V.9(t, x) (Vag" (t,2))ij=1...a, gdzie Vg™ (t,x) = (aag;j (t,x),..., %g;: (t,7))
{m"} 7 ={0=t,0 < tp1 <tn2 <...} clag podzialéw [0, c0)
diam(7,) maxgen(tn g — tnr—1) Srednica podziatu 7"

o 0F = tnk, t € [tug,tnirs1), FENU{0}, n €N

o, (t) min{t, g tnr >t}

{{6k:}} tablica statych {0x,; k € N, i € NU{0}}

SP(y) rozwigzanie problemu Skorochoda stowarzyszonego z y € D(RT, R?)
oraz dolng bariera [ € D(R*, R?)

SP"(y) rozwigzanie problemu Skorochoda stowarzyszonego z y € D(R™, R?)
oraz goérng barierg u € D(RT, RY)

ESP(y,l,u) rozwigzanie problemu Skorochoda stowarzyszonego z y € D(R*, R%)
oraz dwiema barierami I, u € D(R*,R?), [ < u

(Q,F,P) przestrzen probabilistyczna

N dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego

EX warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X

1], (E|X[?)V?

L2 przestrzen zmiennych losowych speliajacych warunek E|X|? < oo

z norma | - ||z

tablica zmiennych losowych {X, r; n € N, k € NU{0}}
tablica o-algebr {F,r;n e N, k e NU{0}}

proces stochastyczny na przestrzeni (€, F, P)

filtracja

ciag proceséw stochastycznych, X" = {X]'};cr+ dlan € N
[X]e = 2L [X 7, gdzie X = (X7, X9) oraz {[X7];}ser+
oznacza wariacje kwadratowa procesu X"

(X) =34 (XY, gdzie X = (X1,..., X9) oraz {{X?);}ier+
oznacza kompensator prognozowalny wariacji kwadratowej procesu X*
rozktad procesu X

sup{>r B\ Xy, — Xy, [[P)YVP 0=ty <ty <...<t,=T}
p-wariacja catkowa procesu X = {X;};cgp+ na [0, 7]

proces Wienera

utamkowy ruch Browna

YH = [to,dB" dlat € R, gdzie o € L/

loc
zbiezno$¢ wedtug prawdopodobienstwa
zbieznos¢ wedhug rozktadu
zbieznosé¢ rozktadéw skonczenie wymiarowych
opcja Fr : D(RT,R) x R —» R
aktuarialna cena opcji



Indeks

aktuarialna cena opcji, 84 cy, 71
C(p,q,H), 87
funkcja cadlag, 7 C(r,H), 13
jednostajna f{(H),1172
C-jedrnos¢, 17 P
K(p), 19

jedrnosc¢, 16
topologia Skorochoda Ji, 7

norma
macierzowa, 11 warunek (UT), 18
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problem Skorochoda zalozenia
z bariera dolng, 21 (G1), 61
z barierg gérna, 22 (G2), 62
z dwiema barierami, 22 (H1), 31
proces (H2), 31
Bf 12 zbioér W, 10
YH 12 zbieznosé
W, 3 rozktadow skonczenie wymiarowych, 16
o lokalnie skonczonej p-wariacji, 11 wedtug rozkladu, 16

p-semimartyngat, 57
p-wariacja, 10

relatywna zwartosé, 37
rozwigzanie réwnania
mocne, 50, 61

stabe, 52, 61

semimartyngal, 18
stata
c(2,H), 12
CY, 32
cy, 62
Cy, 31, 61
Cyn, 31, 62
Cy, 31, 62
Cy.n, 31, 62
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