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KONWENCJE TYPOGRAFICZNE

Podczas tworzenia niniejszego dokumentu dokonano subiektywnej interpretacji polskich zwyczajow
typograficznych w przypadku skladu matematycznego.

Wzory wystawione nie sg wysrodkowane, lecz przesuniete nieco w lewo, zeby czytanie bylo ptyn-
niejsze; wszystkie takie wzory sg ponumerowane. Twierdzenia, fakty, wnioski, uwagi i przyklady sa
numerowane wedlug schematu [nr rozdziatu].[nr podrozdziatu].[nr twierdzenia]. Jesli nie bedzie to pro-
wadzi¢ do nieporozumienia, bedziemy unika¢ pisania nawiaséw wokot argumentéw operatorow.

Na koncu pracy znajdujg si¢ BIBLIOGRAFIA, SKOROWIDZ, LISTA 0sOB oraz LisTa symBoLL Bibliografia
zostala podzielona na dwie czesci: odnoséniki do ksigzek i odnosniki do artykutéw. Powodem takiego
stanu rzeczy jest to, ze lista cytowanych ksiazek jest niewielka, wiec mozna ja podczas czytania pracy
szybko przyswoi¢. W tym tez celu w odniesieniu do ksigzek zastosowano styl BibTgX-a alphaclassic,
ktérego odnosniki sa zestawieniami inicjalow (w przypadku kilku autoréw) lub trzyliterowymi skro-
tami nazwisk (w przypadku jednego autora), co powinno utatwi¢ czytanie. Bibliografia, dla szybszego
wyszukiwania, procz danych bibliograficznych zawiera tez strone, na ktérej dana pozycja zostala za-
cytowana. W rozprawie stosujemy precyzyjne odwotania do wynikéw z innych prac, czego wyrazem
jest konwencja zapisu w postaci [Odnosnik, Nazwa twierdzenia].


ftp://ftp.tpnet.pl/pub/CTAN/macros/latex/contrib/mwcls/mwclsdoc.pdf
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WSTEP

EORIA sterowania jest interdyscyplinarng dziedzing matematyki, ktéra obejmuje problemy
i metody wyznaczania decyzji sterujacych, realizowanych przez urzadzenia techniczne.
Sterowanie uktadem uzyskuje sie zazwyczaj poprzez odpowiednie manipulowanie para-

metrem, ktorym jest funkcja zalezna od czasu nazywana strategig lub sterowaniem.

Wiele probleméw sterowania, pochodzacych glownie z fizyki, modeluje si¢ réwnaniami réznicz-
kowymi. Ponadto wiele probleméw spotecznych, biologicznych i inzynieryjnych mozna efektywnie
opisa¢ przez rownania roézniczkowe czastkowe i réwnania catkowe, a te z kolei moga by¢ przepisane
jako rownania rézniczkowe w nieskonczenie wymiarowych przestrzeniach Banacha.

Rozwazmy przykladowy uklad, ktéry mozna opisa¢ pewnym parametrem x. Jezeli szybkos¢ zmiany
zmiennej X w czasie, tzn. wielkos¢ x = dx/dt, zalezy tylko od stanu x, to ewolucja takiego uktadu
moze by¢ przedstawiona rownaniem rézniczkowym zwyczajnym postaci

x = f(x). (W.1)

Znajac stan ukladu x(tp) w pewnym momencie to, jego zachowanie dla t > typ mozna wyznaczyé¢
rozwigzujac problem (W.1). W przedstawionym modelu, nie majac mozliwosci wptywu na dynamike,
jestesmy tylko obserwatorami modelowanego uktadu. Teoria sterowania daje nam mozliwo$¢ badania
interakcji z uktadem w czasie jego ewolucji poprzez zmiane parametru v nalezacego do dopuszczalnej
rodziny sterowan V. Dzieki temu wplywowi zamiast zagadnienia (W.1) mozemy rozpatrzy¢

x = f(x,v), gdzieveV. (W.2)

Przestajac by¢ biernym odbiorcg, mogac oddzialywac na przebieg symulacji, mozemy wzia¢ pod uwage
pewne dodatkowe wiasnosci, ktore chcemy, aby stan ukladu spelnil, na przyklad: przejscie z jednego
stanu do drugiego (sterowalno$¢), maksymalizacja/minimalizacja pewnej funkcji kosztu itd. Jesli, po-
wiedzmy, v = (w,u) € V=W x U, to uklad (W.2) mozna zapisa¢ w postaci

x € F(x,u), gdzieue U, (W.3)

gdzie F(x,u) := {f(x,w,u) | w € W}. Uklady takiej postaci nazywamy inkluzjami rézniczkowy-
mi. Mozna je traktowac jako uogdlnienie rownan roézniczkowych zwyczajnych, przy czym po prawe;j
stronie zamiast jednego wektora stycznego do rozwigzania stoi caly zbiér. Rysunek 1 ponizej poréwnu-
je dynamike wygenerowang przez rownanie rézniczkowe oraz inkluzje rézniczkowa. Uklady postaci
(W.3) badano juz w latach trzydziestych XX wieku, ale prawdziwy asumpt do badan dat Tadeusz Wa-
zewski stwierdzajac ich powigzanie z ukladami sterowania postaci (W.2). Mianowicie pokazal on, ze
przy pewnych zatozeniach regularnosci na funkcje f uktady (W.2) oraz (W.3) maja te same rozwigzania
[45, Théoréme 1].

Ponadto uktady sterowania z dynamika zadang poprzez wielowarto$ciowe prawe strony pojawiaja
sie w naturalny sposéb w fizyce matematycznej [Pan]. Dla przykladu rozwazmy nieliniowe réwnanie
ciepta, w ktérym wystepuje sterujacy czynnik liniowy

yi(x, t) = Ay(x, t) + f(t, x,v(t),y(x,t)) +Bu(t) dlapw. teJ:=I[0,T], xeW, (W.4)

gdzie y oznacza stan ukladu, W jest obszarem w IR™, A jest operatorem Laplace’a z warunkami Diri-
chleta, f: J x W x R x R — IR jest odwzorowaniem cigglym, u € LZ(B, U), zasv: J — R jest takie, ze
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Rysunek 1: Rozne dynamiki rézniczkowe.

v(t) € V(y(-, 1)), dlap.w. t € J, przy czym V: L*(W, R) — L?(W, R) reprezentuje pewne sprzezenie
zwrotne. Przez B oznaczyli$my liniowy i ciagly operator z U do H.

Powyzsze rownania mozna potraktowac jako szczegélny przypadek abstrakcyjnej inkluzji semilinio-
wej postaci

y(t) € Ay(t) + F(t,y(t)) +Bu(t) dlapw. te/, (W.5)

przyjmujac, ze F(t,y) = f(t,-, V(y(:)),y(-)) dlapw. t € Jorazy € H := L2(W,R), a operator
A: Z(A) C H — H jest generatorem Cp-pdlgrupy operatorow.

Teoria sterowania ukladow liniowych w przestrzeniach skonczenie wymiarowych jest juz dobrze
rozwinieta, a szczegbly mozna znalez¢ w wielu pracach i monografiach (patrz np. [8, CZ, BDPDM, Zab]
i odwolania tamze). Wielu autoréw staralo sie rozszerzy¢ koncepcje sterowalnosci na nieskonczenie
wymiarowe uklady reprezentowane przez réwnania nieliniowe (por. [3, 32, 33, KOZ]), w badaniu kté-
rych zazwyczaj uzywa sie teorii punktéw statych. Badanie probleméw w teorii sterowania poprzez
punkty stale ma juz dluga historie [8]. Ponadto pdzZniejszy przeglad postepéw w teorii sterowania
ukladéw nieliniowych osiggnietych przy uzyciu punktéw statych, rowniez z nieliniowymi uktadami
z opdznieniem, mozna znalez¢ w artykule Balachandrana i Dauera [3]. Prace te uzywaja gtéwnie me-
trycznej teorii punktéw statych. Dalszy postep dokonat sie poprzez uzycie teorii punktéw statych dla
odwzorowan kondensujacych: twierdzenia Browdera, Sadowskiego, Schaefera (por. [BGN, BHN]). Po-
dejscia te pokazuja, ze teoria punktow statych jest odpowiednia do rozwigzywania wielu probleméow
w teorii sterowania.

Motywacja autora do podjecia badan w tej tematyce byta praca Obukhovskiego i Zecci [33] z 2009 r.
dotyczaca problemu catkowitej sterowalnosci, w ktorej autorzy rozwazali problem sterowania inkluzja
postaci (W.5), gdy operator A generuje Cy-polgrupe operatordw, za$ F jest odwzorowaniem kondensu-
jacym ze wzgledu na miare niezwarto$ci Hausdorffa. Rezultaty w przypadku, gdy prawa strona inklu-
zji jest kondensujacym zaburzeniem zaleznej od czasu rodziny operatoréw {A(t)};>o zostaly zawarte
w pracy [6].

Kluczowym zalozeniem, ktore przyjmuje si¢ rozwazajac calkowita sterowalnos¢ jest odwracalnosé
operatora sterowalnosci 8": 12(J,U) — H (zdefiniowanego w podrozdziale 2.2) stowarzyszonego
z robwnaniem

y(t) = Ay(t) + Bu(t) dlapw. te€, (W.6)

co jest rownowazne warunkowi rzedu Kalmana [Zab, Theorem 1.1.2 (vi)] w przypadku skoriczenie wy-
miarowym. Takie zalozenie w naturalny sposob eliminuje uktady paraboliczne (patrz uwaga 2.2.3). Nie-
stety okazuje sie, ze w praktyce ten warunek jest raczej trudny do bezposredniej weryfikacji ze wzgledu
na swoja ogo6lnos¢. Dlatego zaczeto rozwazac stabsze formy sterowalnosci.
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Jedna ze stabszych postaci sterowalnosci jest aproksymacyjna sterowalnosé. Wlasciwos¢ ta oznacza,
ze istnieje mozliwos$¢ sterowania trajektorig ukladu z dowolnego punktu w dowolne otoczenie jakiego-
kolwiek innego punktu, lecz w ogélnoéci nie musimy osiggnaé¢ pozadanego punktu koncowego. Wyni-
ka to bezposrednio z faktu, ze w przestrzeniach nieskonczenie wymiarowych istnieja podprzestrzenie
liniowe, ktore nie sag domkniete (po raz pierwszy te wlasnos¢ uktadow sterowania zaobserwowat Trig-
giani [43, 44]). Taki typ sterowalnos$ci bardzo czesto wystarcza w zastosowaniach (zob. [5, 37, 38]).
W przypadku ogélnych uktadéw dynamicznych bezposrednie sprawdzenie aproksymacyjnej sterowal-
nosci, o ile mozliwe, jest bardzo trudne.

W przypadku gdy zaburzenie F jest odwzorowaniem jednowarto$ciowym wyniki dotyczace aprok-
symacyjnej sterowalno$ci zostaly podane przez Sakthivela [35] oraz George’a [20]. Réznego rodzaju
wyniki dotyczace aproksymacyjnej sterowalnosci semiliniowych ukltadow sterowania mozna réwniez
znalez¢ u Mahmudova [27], Dauera i Mahmudova [11, 12], Sukavanama [42], ale takze w wielu innych
pracach [30, 36, 39, 47].

Celem tej rozprawy jest badanie aproksymacyjnej sterowalnosci dla inkluzji rézniczkowej posta-
ci (W.5) przy zalozeniu pewnych naturalnych warunkéw na uklad, w szczegdlnosci, zalozeniu aproksy-
macyjnej sterowalnosci stowarzyszonego ukltadu liniowego (W.6), co jest spdjne z klasyczna, skoncze-
nie wymiarowg teorig ukltadéw sterowania (zob. [CZ] i bibliografia w tej ksigzce). Ponadto motywacja
autora bylo rozwiniecie podobnej teorii jak w [33] dla ukladéw parabolicznych, w ktorych zalozenia
zwartosci potgrupy i stabej ciaglosci czesci nieliniowej pojawiaja si¢ w sposob naturalny.

Gléwna metoda dowodowa rozprawy inspirowana jest wynikami pracy [5], gdzie problem aprok-
symacyjnej sterowalno$ci rozpatruje sie sie jako granice optymalnych probleméw sterowania (patrz
lemat 2.3.3). Do tak przeksztalconego problemu stosujemy metody punktéw statych, przy zatozeniu ze
gesto okreslony operator A generuje zwarta Co-polgrupe. Jest to wynik Bashirova oraz Mahmudova,
ktorzy w [5] pokazali, ze odpowiednie zalozenie dotyczace rezolwenty operatora sterowalnosci dla se-
miliniowego ukladu jest r6wnowazne odpowiedniemu typowi sterowalnosci stowarzyszonego ukladu
liniowego (W.6). Warunek rezolwenty jest latwy w uzyciu i mozna go znalezé w wielu pracach doty-
czacych aproksymacyjnej sterowalnosci dla nieliniowych réwnan rézniczkowych (patrz na przyktad
[13, 26, 28, 29, 34, 37, 38, 41]).

Jednak mimo popularnosci tego tematu w ostatnich latach i do$¢ szerokiej literatury, niewiele jest
wynikow w przypadku inkluzji rozniczkowych.

Niniejsza rozprawa skltada sie z trzech rozdzialow. W pierwszym rozdziale podajemy podstawowe
pojecia i definicje dotyczace odwzorowan wielowarto$ciowych, miar niezwartosci, potgrup operatoréw
oraz twierdzen o punktach statych.

W drugim rozdziale badamy w przestrzeni Hilberta IH uklad postaci (W.5), gdzie A: Z(A) C
[H — H jest gesto okreslonym, liniowym operatorem generujacym zwartqg Co-polgrupe operatorow,
aF:J xIH — H jest wielowartoSciowym zaburzeniem u.h.c. wzgledem drugiej zmiennej o stabo
zwartych warto$ciach. Zalozenia te sg stabsze niz te, jakie zwykle spotyka sie w literaturze na temat
sterowalnosci (zob. [33, BGN], gdzie rozpatrywano sterowalno$¢ uktadéw hiperbolicznych).

Trzeci rozdziat po§wiecony jest badaniu aproksymacyjnej sterowalnosci funkcyjnych, impulsowych,
semiliniowych inkluzji r6zniczkowych o skonczonym opdznieniu w obecnosci liniowego czynnika ste-
rujacego w nieskoriczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta IH, tj. uktadu o nastepujacej postaci

y(t) € A(t)y(t) + F(t,y¢) +Bu(t) dlapw. ted, t#t, k=1,...,p,
y(t) =o(t), tel-0, 1>0, (W.7)
y(t) =ylt), ytd) =ylte) + Llyy), k=1,...,p,

gdzie {A(t)}t>0 C Z(IH) jest rodzing gesto okreslonych operatoréw liniowych w IH generujaca zwarty
silny operator ewolucyjny, F: J X IH — H jest wielowarto$ciowym odwzorowaniem, ktore jest mierzal-

3
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ne wzgledem pierwszej zmiennej i gérnie hemiciagte ze wzgledu na druga zmienna, ¢: [—7,0] — H
jest dana funkcja kawatkami ciagla, y¢(0) := y(t +0) dla ® € [—T,0], B jest ograniczonym operato-
rem liniowym oraz funkcje Iy, k = 1,...,p, sg funkcjami impulsowymi. Mimo iz problem ten wydaje
sie by¢ analogiczny do poprzedniego, w jego rozwigzaniu wystepujg pewne trudnosci, ktore rzutujg na
zalozenia poczynione na rezolwente operatora sterowalnosci.

Zdaniem autora do najistotniejszych wynikéw rozprawy naleza:

e wprowadzenie naturalnych zalozen na uktady sterowania pochodzace od inkluzji parabolicznych
oraz zastosowanie metody rezolwenty i udowodnienie aproksymacyjnej sterowalnosci inkluzji
semiliniowych (W.5) oraz (W.7), co mozna potraktowa¢ jako uzupelnienie prac [6, 33];

o wprowadzenie warunku (F3e), ktéry poprawia rezultaty spotykane w literaturze rowniez w przy-
padku réwnan rézniczkowych;

e rozwigzanie problemu sterowalnosci aproksymacyjnej inkluzja semiliniowa z niewypukla prawg
strong (twierdzenie 2.5.9);

Chcialbym podziekowaé¢ mojemu promotorowi dr. hab. Grzegorzowi Gaborowi za dyskusje i cenne
uwagi dotyczace przedstawionych w pracy zagadnien.

Krzysztof Rykaczewski
Torun, 28 stycznia 2015
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V’ ‘:1 ELEM tego rozdzialu jest wprowadzenie pojeé, oznaczen i wstepnych faktow, ktdre sa stosowa-
@ ne w tej rozprawie. Zaczynamy od definicji przestrzeni funkcyjnych oraz oméwienia odwzo-
‘ZN, d rowan wielowarto$ciowych na podstawie monografii [AE, AF, CV, GP, Gor, HP]. Nastepnie
podajemy zarys teorii operatoréw w oparciu o ksigzki [CZ, DS, Paz, Ret]. Na zakonczenie podamy
potrzebne nam twierdzenia o punktach stalych, ktére szerzej oméwione sa w [GD, Gor, KOZ].

1.1 ‘ OZNACZENIA

Niech (IE, Il H) bedzie rzeczywista przestrzenia Banacha. Domknieciei brzeg zbioru A oznaczamy przez
A oraz 9A, odpowiednio. Dla € > 0 oraz a € IE oznaczamy zbiér B(a, €) :={x € E| ||a—x| < e}, tj.
kule otwarta o promieniu € wokodt punktu a. Kule domknieta o promieniu € wokét punktu a oznacza-
my symbolem D(aq, €). Czasem, zeby nie bylo watpliwoséci, mozemy do tych oznaczen doda¢ indeks
wskazujacy na konkretng przestrzen. Symbolami conv A oraz conv A oznaczamy otoczke wypukig
oraz domknietq otoczke wypuklqg zbioru A, odpowiednio.

Dlaa,b € R, a < b, niech G([a, b], IE) oznacza przestrzen Banacha wszystkich funkeji ciagtych
u: [a,b] — [E wyposazong w norme zbieznosci jednostajnej [[u/|e((q,b),E) = SUP ¢ [q b [1L(E)]-

Funkcje w: [a, b] — IE nazywamy silnie mierzalng, jesli istnieje ciag funkcji prostych (un)n>1 (tzn.
przyjmujacych skoniczenie wiele wartoéci i mierzalnych, przy czym na odcinku [a, b] rozpatrujemy
o-cialo zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a) takich, ze u,(z) — u(z) przy n — +oo dla p.w.
z € [a,b].

Niech T < p < o0. Przez LP([a, b], [E) oznaczamy przestrzen Banacha wszystkich catkowalnych
w sensie Bochnera z p-ta potega (utozsamionych prawie wszedzie) funkcji u: [a,b] — [ tj. u €
LP([a, b], [E) pod warunkiem, ze funkcja u jest silnie mierzalna i zachodzi

1/p
Iullir = (J{ . uu(z)updu(z)) < too. L)

Uwaga 1.1.1. Przypomnijmy, ze silna mierzalnos¢ funkeji u jest rownowazna mierzalnosci oraz stabej
mierzalno$ci (funkcja u jest stabo mierzalna, jesli (p,u(-)): [a,b] — R jest mierzalna dla kazdego
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funkcjonatu p € IE*, gdzie (-, ) oznacza dualne parowanie w przestrzeni [E, patrz podrozdzial 1.3) pod
warunkiem, ze przestrzen [E jest osrodkowa (twierdzenie Pettisa [GP, Theorem 2.1.3]).

Symbolem L*°([a, b], [E) oznaczamy przestrzen tych funkeji mierzalnych, ktére sa istotnie ograniczo-
ne, tzn. u € L*°([a, b, [E) pod warunkiem, ze

[t :==inf { M >0 | [[u(z)|| <M dlap.w. z € [a,b] } < +o0. (1.2)

1.2 ‘ ODWZOROWANIA WIELOWARTOSCIOWE

Wprowadzimy terminologie dotyczaca odwzorowan wielowartosciowych. Dla danych dwoch prze-
strzeni topologicznych X oraz Y odwzorowanie wielowartosciowe (czasem tez multioperator lub multi-
funkcja) ¢: X —o Y przypisuje kazdemu punktowi x € X niepusty, domkniety podzbiér ¢(x) C .
Odwzorowanie ¢ jest gornie poiciggle (ang. upper semicontinuous lub w skrocie w.s.c.), gdy zbioér
T (A) == {x € X | d(x)NA # @} jest domkniety dla kazdego domknietego zbioru A C Y; od-
wzorowanie ¢ jest dolnie pétciggle (lower semicontinuous lub Ls.c.), jesli zbior ¢~ (U) = {x € X |
& (x) NU # o} jest otwarty dla kazdego zbioru otwartego U C Y.

Dla danego zbioru K C [E funkcja ok : [E* — IR U{+o00}, dana wzorem ok (p) := sup,cy (P, ),
nazywana jest funkcjq podpierajgcq zbioru K. Multifunkcja ¢: X —o IE jest gornie hemiciggta (upper
hemicontinuous lub u.h.c), gdy dla kazdego funkcjonatu p € IE* funkcja X > x + 0¢,(x)(p) € RU
{+0o0} jest gérnie poélciagla (jako rozszerzona funkcja rzeczywista).

Fakt 1.2.1. [Gor, Proposition 14.10] Jesli ¢: X —o Y oraz\p: Y —o Z sq odwzorowaniami u.s.c. o zwar-
tych wartosciach, to ich ztozenie\p o ¢: X —o Z, zdefiniowane jako (\ o ¢)(x) := Uyecb(x) W(y), jest
odwzorowaniem u.s.c. o zwartych wartosciach.

Uwaga 1.2.2. Latwo pokaza¢, ze kazde odwzorowanie u.s.c. jest w.h.c. Co wiecej, jasnym jest, ze jesli
¢: X —o IE jest stabo gornie poélciagla, tj. ¢: X — IE,, (gdzie IE,, jest przestrzenia IE wyposazong w sta-
ba topologie) jest gérnie podlciagta, to jest tez goérnie hemiciagla. Z drugiej strony [AE, Theorem 3.2.10],
jesli ¢: X —o IE jest gornie hemiciggla i ma stabo zwarte oraz wypukle wartosci, to jest stabo gornie
pélciagla. Zauwazmy tez, ze jesli ¢: X —o IE jest stabo gdrnie poélciggla i K C X jest zwarty, to obraz
$(K) := Uyek P(x) jest stabo zwarty.

Wykres Gr(d) = {(X,y) e XxIE ‘ y € d)(x)} goérnie hemiciagtej funkcji ¢: X —o [E o do-
mknietych i wypuklych wartosciach jest domkniety w X x IE,, [AE, Proposition 3.2.5]. Oczywiscie
multifunkcja ¢: X —o |IE o wypuklych i stabo zwartych wartosciach jest stabo gérnie polcigglta wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu ((xn,yn))n>1 z wykresu Gr(¢) takiego, ze xn — x w X, ist-
nieje podciag (‘Jnk)k>1 taki, ze yn, — Yy € ¢(x), gdzie symbolem — oznaczyli$my stabg zbieznos¢
w przestrzeni [E.

Moéwimy, ze multifunkcja ¢: |E — Y jest petnociggla, jezeli zbior ¢(B) jest relatywnie zwarty, gdy
podzbidr B jest ograniczony w IE. Jesli odwzorowanie wielowartosciowe ¢ jest pelnociagle o niepu-
stych i zwartych wartosciach, to ¢ jest u.s.c. wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ ma domkniety wykres, tzn.
jesli xn — X0, Yn € d(xn) oraz yn — Yo, to yo € $(xo). Odwzorowanie ¢ nazywa sie quasizwarte,
jesli jego ograniczenie do dowolnego zbioru zwartego jest pelnocigglym odwzorowaniem. Przywotlaj-
my pomocny fakt:

Twierdzenie 1.2.3. [KOZ, Theorem 1.1.12] Niech X oraz Y bedq przestrzeniami metrycznymi. Jesli mul-
tifunkcja Q: X —o Y o zwartych wartosciach jest odwzorowaniem quasizwartym, to jest u.s.c.
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Niech A C [a, b] X [E. Oznaczmy o-cialo zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a na [a, b] przez £,
a *B(IE) niech bedzie o-cialem borelowskim w [E. Powiemy, ze zbidr A jest £ x B(IE)-mierzalny, jesli
A nalezy do o-ciata generowanego przez zbiory postaci | x D, gdzie | € £ oraz D € B(IE).

Multifunkcje ¢: [a, b] —o [E o domknietych wartoéciach nazywamy mierzalng, jezeli o~ '(A) € £
dla kazdego domknietego A C IE. W istocie jest to rownowazne warunkowi, ze dla kazdegoy € IE
funkcja [a,b] 2 t — d(y, d(t)) == inf{ ||y —z|| | z € d(t) } jest mierzalna oraz temu, ze istnieje
ciag (fn)n>1 funkcji mierzalnych fy,: [a, b] — [E taki, ze $(t) = {fn(t)},> dlakazdego t € [a, b]
(tzw. reprezentacja Michaela-Castaing) [CV, Theorem IIL.9].

Odwzorowanie wielowartosciowe ¢: [a,b] —o IE jest stabo mierzalne, gdy dla kazdego funkcjo-
nalu p € IE* funkcja t — 04 (y)(p) jest mierzalna. Jest jasnym, ze dla multifunkecji o domknie-
tych warto$ciach mierzalnos¢ implikuje staba mierzalno$¢ (zauwazmy, ze dla kazdego p € IE,
0 (t)(p) = sup, 5 (p, fn(t)), gdzie fr: [a,b] — IE s3 funkcjami mierzalnymi pochodzacymi z re-
prezentacji Michaela-Castaing). Stwierdzenie odwrotne jest prawdziwe, jezeli ¢(-) ma wypukle, stabo
zwarte warto$ci. MOwimy, ze ¢ jest wykresowo mierzalna, jesli Gr(¢d) € £ x B(IE).

Uwaga 1.2.4. Dla odwzorowania wielowarto$ciowego o domknietych wartosciach mierzalnos¢ im-
plikuje wykresowa mierzalnosé¢. Rzeczywiscie, niech i, : [a,b] — [E, n > 1, bedzie ciagiem funkcji
mierzalnych takich, ze d(t) = {fn(t)}n>1 dla kazdego t € [a, b]; zauwazmy tez, ze Gr($) = {(t,y) €
[a,b] x [E | d(y, $(t)) = 0}. Naturalnie, d(y, $(t)) = infn>1 ||y — fr (t)] i dla kazdego n > 1 funk-
cja (t,y) — |ly — fn(t)]| jest mierzalna ze wzgledu na t oraz ciggla ze wzgledu na y, zatem funkcja
(t,y) — [y —fn(t)]| jest tacznie mierzalna, a wiec funkeja (t,y) — d(y, d(t)) = infr>1 [ly — fr(t)|]
jest lacznie mierzalna oraz Gr(¢) € £ x B(IE). Co wiecej, dla multifunkcji o wypuklych i domknietych
wartosciach implikacja przeciwna réwniez jest prawdziwa [CV, Theorem II1.30].

Moéwimy, ze odwzorowanie wielowartosciowe ¢: [a, b] X [|E —o IE jest odwzorowaniem Carathéodo-
ry’ego, jesli:

1. ¢(t,-): [E —o IE jest u.s.c. dla prawie wszystkich t € [a, b] oraz
2. ®(-,x): [a,b] —o IE jest mierzalna dla kazdego x € IE.

Jesli [E jest osrodkowa przestrzenig Banacha oraz ¢ o zwartych i wypuktych wartosciach jest odwzoro-
waniem Carathéodory’ego lub jest lacznie mierzalne, a u: [a, b] — [E jest funkcja ciagla, to odwzoro-
wanie wielowarto$ciowe cb(~,u(-)) : [a, b] —o |E posiada mierzalng selekcje, tzn. funkcje f: [a, b] — IE
taka, ze f(t) € d)(t,u(t)) dla kazdego t € [a, b], patrz [1, Remark 2.1].

Moéwimy, ze odwzorowanie wielowartosciowe ¢ : [a, b] —o IE jest catkowo ograniczone, jesli istnieje

funkcja p € ! ([a, bl, [0, +oo)) taka, ze

o) :== sup |y|| < u(t) dlapw. tela, bl (1.3)
yed(t)

Powiemy, ze rodzina W C L! ([a, bl, IE) jest catkowo ograniczona, jesli multifunkcja W: [a, b] —o IE,
dana jako W(t) :={w(t) | w € W}, jest catlkowo ograniczona.
Przez 331> bedziemy oznaczaé zbior selekcji catkowalnych odwzorowania ¢, tj. Sgb = {f €

L'([a, b], [E) } f(t) € ¢(t) dlapw. t € [a,b] } Zbidr ten w ogdlnosci moze by¢ pusty.

Uwaga 1.2.5. Dla wykresowo mierzalnej multifunkeji zbior SJb jest niepusty wtedy i tylko wtedy,
gdy funkcja t — inf{ [|z|| | z € ¢(t) } nalezy do L' ([a, b], [0,400)). Zachodzi to gdy funkcja t —
[d(t)]| =sup { ||z]| | z € b(t) } jest calkowalna na [a, b] i wtedy mozna pokaza¢, ze multifunkcja ¢
jest catkowo ograniczona. Istotnie, dla wykresowo mierzalnej multifunkcji zbior S(]b jest domkniety
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w L'([a,b], [E) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(-) ma domkniete wartosci, i jest wypukty wtedy i tylko
wtedy, gdy ¢(-) ma wypukle wartosci (zob. [CV, Theorem I11.30], [HP, Chapter 2]).

Niech ¢: [a, b] x [E —o [E bedzie odwzorowaniem wielowartosciowym. Z tym odwzorowaniem mo-
zemy skojarzy¢ operator

Py: C(la,bl,[E) — L'([a,b], E) (1.4)
ktadac
Py(y) == {ve L' (la,blE) | v(t) € p(t,y(t)) dlapw. tela,bl} =S ) (1.5)

Taki operator nazywamy operatorem podstawienia lub operatorem Niemyckiego stowarzyszonym z od-
wzorowaniem ¢ [GP, Section 3.4].
Dla pary niepustych podzbioréw A, B przestrzeni metrycznej (X, d) definiujemy metryke Hausdorffa

D(A,B) :=max {d(A,B),d(B,A) } < +oo, (1.6)

gdzie 9(A, B) :=sup 5 d(a, B) oraz d(a, B) := infpep d(a, b). Jest znanym fakt, ze D jest metryka
w przestrzeni wszystkich niepustych, domknietych i ograniczonych podzbioréw przestrzeni X. Ponad-
to metryka ta jest zupelna, jesli tylko zupelna jest przestrzen X. Powiemy, ze odwzorowanie ¢: X — Y
jest H-ciggte, jesli jest ciagle ze wzgledu na metryke ® w X. Odwzorowanie ¢ jest H-gornie potciggte
w punkcie xo € X, jezeli dla kazdego € > 0 istnieje & > 0 taka, ze jesli x € X oraz d(x,xp) < 9,
to 3(d(x), d(x0)) < e. Oczywiscie, powiemy, ze ¢ is H-gornie polciggle, jesli jest H-gornie polciagle
w kazdym punkcie xo € X. Miedzy zdefiniowanymi rodzajami ciaglosci odwzorowan wielowartoscio-
wych istniejg pewne zaleznosci. Jesli ¢ jest gornie potciggte w punkcie xo (tzn. dla kazdego otoczenia U
zbioru ¢(xp) istnieje otoczenie V punktu x takie, ze (V) C U), to jest H-gornie podlciggle w xo.
Odwrotna implikacja zachodzi w przypadku, gdy zbidr ¢ (xo) jest zwarty.
Niech k > 0. Wielowartosciowe odwzorowanie ¢: X — X nazywamy k-lipschitzowskim, jesli

D(d(x), dy)) < kd(x,y), (1.7)

dla kazdych x, y € X. Jesli k < 1, to ¢ nazywamy wielowartosciowg k-kontrakcjg lub po prostu
kontrakcjq.

Wymienimy na koniec tego podrozdziatu kilka twierdzen, do ktérych bedziemy czesto si¢ odwoty-
wac. Nastepujaca wlasnos¢ odwzorowan gornie hemiciagtych jest istotna przy dowodzeniu pewnych
wlasnosci operatora Niemyckiego.

Twierdzenie 1.2.6 (Convergence Theorem). [AE, Theorem 3.2.6] Zatézmy, ze 1 < p, q < oo. Niech IE, IF
bedq przestrzeniami Banacha, ¢: [a, b] x |E —o IF bedzie odwzorowaniem wielowartoSciowym o domknie-
tych i wypuktych wartosciach takim, ze dla prawie wszystkich t € [a, b] odwzorowanie $(t, -) jest gornie
hemiciggte. Ponadto niech bedgq dane dwa ciggi (un,) C LP([a, b, [E) oraz (vn) C L9([a, bl, IF) takie, ze
un — uwLP(la,bl,IE) ivy, = v wL9([a, b, F). Jesli dla prawie wszystkich t € [a, b] i dla wszystkich
€ > 0 istnieje N € IN takie, ze d((un(t),vn(t)),Gr(cl)(t,-))) <edlan >N, tov(t) € cl)(t,u(t)) dla
prawie wszystkich t € [a,b].

W dalszej czeéci rozprawy potrzebujemy takze kryterium zwartosci Dunforda-Pettisa w L.

Twierdzenie 1.2.7 (Dunforda-Pettisa). [15, Corollary 2.6] [14, Corollary 3] Niech zbior W C
L'([a, b], [E) bedzie catkowo ograniczony. Jesli dla kazdego t € [a,b] istnieje relatywnie stabo zwarty
zbior C(t) C [E taki, ze w(t) € C(t) dla kazdego w € W, to zbior W jest relatywnie stabo zwarty
wL' ([a,b], [E).
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Ponadto bedziemy wielokrotnie korzysta¢ z nastepujacego dobrze znanego faktu.

Twierdzenie 1.2.8 (Kuratowskiego-Ryll-Nardzewskiego). [Gor, Theorem 19.7] Fesli X jest przestrzeniq
polskq (tzn. osrodkowq, metryzowalng w sposob zupetny przestrzeniqg topologiczng) oraz multifunkcja
$: X —o [E jest mierzalna, to istnieje jej mierzalna selekcja.

Przypomnijmy tez nastepujace wazne twierdzenie.

Twierdzenie 1.2.9 (Kreina-Smuliana). [46] Domknieta wypukia otoczka stabo zwartego zbioru w prze-
strzeni Banacha jest stabo zwarta.

1.3 ‘ TEORIA OPERATOROW

W tym podrozdziale przyblizymy teorie operatoréw liniowych okreslonych na przestrzeni Banacha.
Niech (IE, || - |lie) i (IF, || - ||IF) beda przestrzeniami Banacha oraz T: |E — IF bedzie odwzorowaniem
liniowym. Méwimy, ze T jest ograniczone, jesli istnieje stala M > 0 taka, ze

ITx]lr < M||x||g dlakazdego x € IE. (1.8)
Wiadomo, Ze operator liniowy T: [|E — IF jest ciagly wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony. Normg
operatora T nazywamy liczbe ||T|| := sup, ¢ |y <1 I T(X)[[iF. Oznaczmy

Z(E,F):={T:IE— IF|T jestliniowy i ograniczony }; (1.9)
wowczas przestrzen ((Z(IE,IF), || - ||) jest przestrzenig Banacha. Przez Z(IE) := Z(IE, [E) oznaczamy

przestrzen Banacha wszystkich ograniczonych endomorfizméw w przestrzeni IE. Przestrzen funkcjo-
natéw liniowych na IE, czyli liniowych i ograniczonych odwzorowan z [E do IR, oznaczamy przez IE*;
inaczej mowiac IE* = Z(IE, IR). Dla danego p € I[E* i x € IE piszemy p(x), (p,x) lub (p,x), dla
oznaczenia ewaluacji funkcjonatu p na elemencie x. Przypomnijmy, ze IE* jest przestrzenig Banacha
z norma ||p||ie+ := SUp x| 1<1 (P, %)1.

Dla operatora liniowego T: IE — IF oznaczamy jego jadro przez Ker(T) :=={x € IE| Tx =0}, a jego
obraz przez Range(T) := {Tx | x € IE}. Symbolem llg: I|E — IE oznaczamy operator identycznosciowy
w IE, a dla ograniczonego operatora liniowego T: IE — IF przez T*: [F* — IE* rozumiemy operator
liniowy zdefiniowany przez relacje

(y, Tx)p = (T*y,x)g dlawszystkich x € [E,y € IF*. (1.10)

Mozna pokazac, ze jest on dobrze okreslony. Operator ten nazywamy sprzezonym do T. Jesli I|E = IF
jest przestrzenia Hilberta (wtedy, dzieki twierdzeniu Riesza, przestrzen IE* mozna utozsamiac z IE) oraz
T = T*, to operator T nazywamy samosprzezonym. Przydatnym bedzie ponizszy fakt.

Twierdzenie 1.3.1. [Ret, Theorem VL2, Corollary VIL.3] Niech (H, (-,-)) bedzie przestrzeniq Hilberta.
Jesli T € L(H) jest samosprzezony oraz istnieje liczha > 0 taka, ze (Tx,x) > «||x||? dlax € H, to
operator T jest odwracalny. Ponadto | T~ || < ];

NiechO <p,q,r < o0.JeSlil/p+1/q=1/r,u € LP([a,b],IE) orazv € L9([a, b], [E), to zachodzi
nierdéwnosé¢ Holdera

[wvlfor < [[uffee [[v]iLa. (1.11)

W szczegoblnosci dla p = q = 2 oraz v = 1 dostajemy nieréwnosé Cauchy’ego-Schwarza.

9
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Twierdzenie 1.3.2 (Pettisa). Niech 1 < p < oo oraz 1/p+1/q = 1. Jesli |[E jest osrodkowq lub
refleksywnq przestrzeniq Banacha, to (LP ([a, b], IE)) " mozna identyfikowaé z przestrzeniq L9 ([a, b], IE*).
Inaczej mowigc, dla kazdego f € (U’([a, bl, IE))* istnieje doktadnie jedna funkcja g € L9([a,b], IE*)
taka, ze

(f,x) = J[ b]<g(t),x(t)> dt dla kazdego x € LP([a,b], [E). (1.12)

Ponadto [|f||(1p)- = ||g]La.

Jako wniosek mozna otrzymac, ze jesli przestrzen [E jest refleksywna, to dla 1 < p < oo przestrzenie
LP([a, b], IE) sa refleksywne.

Twierdzenie 1.3.3 (Banacha-Steinhausa). Niech [E bedzie przestrzeniqg Banacha, a [F przestrzeniq unor-
mowang. Jesli {Tn : [E — IF} jest ciggiem ograniczonych operatoréw takich, ze dla kazdego x € [E mamy
sup,, 51 [[Tax[lF < 400, tosup, 5 [[Tall < +oo.

W jednym z rozdzialow uzyjemy tego twierdzenia w postaci uwagi jak ponize;.

Uwaga 1.3.4. W sytuacji jak powyzej, jesli T,x — 0 dla kazdego x € [E oraz ciag (xn )n>1 jest zbiezny,
to Thxn, — 0. Istotnie, niech x;, — xo. Wowczas

[TaxnllF < [[Tn(xn —x0)[[F + [[TaxolliF < sup [ Talll|xn —xollE + [ Tnxol[ - (1.13)

n>l

Z twierdzenia Banacha-Steinhausa mamy sup, - ||Tn|| < +oco. Dowodzi to, Ze prawa strona powyz-
szej nierownosci dazy do zera.

Fakt 1.3.5. [26, Theorem 2.3] Niech (H, (-,-)) bedzie osrodkowq przestrzeniq Hilberta oraz T: H — H
bedzie symetryczny, tzn. (z1,Tz2) = (z2,Tz1) dla kazdych z1, z; € H. Wowczas nastepujgce dwa
warunki sq rownowazne:

1. operator T jest $cisle dodatnio okreslony, tj. (z, Tz) > 0 dla kazdego z € H réznego od zera;

2. dla kazdegoh € H mamy, ze z (h) := €(ellyy + T)~ ' (h) dgzy mocno do zera dla e — 07.

1.3.1 ELEMENTY TEORII POLGRUP OPERATOROW

Ponizej podamy rezultaty dotyczace polgrup operatorow. Beda one nam potrzebne przy rozpatrywaniu
probleméw semiliniowych.

Rozwazmy operator liniowy A: IE O Z(A) — [E okreslony na rzeczywistej przestrzeni Banacha IE.
Moéwimy, ze operator A jest gesto okreslony, jezeli Z(A) = IE. Wykresem operatora A nazywamy zbior
Gr(A) C IE x [E okreslony jako Gr(A) := {(x,Ax) € EXIE | x € Z(A)}. Jesli wykres Gr(A)
operatora A jest domkniety, to powiemy, ze operator A jest domknigty.

Rodzing liniowych, ograniczonych operatoréw {S(t): IE — [E }¢>o nazywamy potgrupq operatorow,
gdy spelnia nastepujaca rownosé operatorows

S(t+s)=S(t)S(s), t,s>0, S(0)=Il. (1.14)
Jesli dodatkowo rodzina ta spelnia warunek

lim S(t)x =x, dlakazdego x € [E, (1.15)

t—0t
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to nazywamy ja Co-polgrupq operatorow. Taka polgrupe nazywamy zwartg, jesli dla kazdego t > 0
operator S(t): IE — [E jest petnociggly, tzn. S(t)(B) jest relatywnie zwarty dla kazdego zbioru ograni-
czonego B C IE.

Operator A: Z(A) C |E — [E nazywa sie (infinitezymalnym) generatorem Co-pélgrupy operatoréw

{SA(t)}t>o0, jesli

Sa(h)x —x

Ax = lim dla kazdego x € Z(A), gdzie (1.16)
h—0+
. . . 1 - C
9(A) = {x €IE ‘ granica hli\r&h (SA(h)x x) 1stn1eje}. (1.17)

Mozna pokazac, ze generator Cy-polgrupy jest zawsze domkniety i gesto okreslony w IE.
Ponizsze twierdzenie podaje ograniczenie na rzad wzrostu normy pétgrupy operatorow.

Twierdzenie 1.3.6. [Paz, Theorem 2.2] Niech S(t),t > 0, bedzie Co-polgrupq operatorow. Wtedy istniejq
state M > 0 i w € IR takie, ze

IS(t)|| < Me®"  dla kazdego t > 0. (1.18)
Kluczowe wiasnosci polgrup operatoréw sg zebrane w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 1.3.7. [Paz, Theorem 2.4] Niech operator A bedzie generatorem Co-polgrupy operatorow
{SA(t)}t>0 na przestrzeni Banacha [E. Wowczas zachodzq nastepujqce stwierdzenia:

1. dlax € |[E mamy fé Sa(s)xds € Z(A) dla wszystkicht > 0 oraz

A (Jt Sal(s)x ds) =SA(t)x—x; (1.19)

0

2. dlax € 2(A) mamySa(t)x € Z(A) dla dowolnegot > 0 oraz

dSa(t)
dt

=ASA(t) =SA(t)A. (1.20)

Definicja 1.3.8. [Paz, Definition 2.3] Niech operator A bedzie generatorem Cgy-polgrupy operatorow
{SA(t) >0 orazf € L! ([O, T1, IE), gdzie T > 0. Rozwazmy ukiad postaci

y(t) = Ay(t) +f(t) dlapw. te€[0,T],
(1.21)
y(0) =yo € E.
Funkcjey € C([0, T, IE) dang wzorem
t
YO =Sa(yo+ | Salt—s)f(s)ds, 0<t<T, (122)
0

nazywamy tagodnym rozwiazaniem problemu (1.21).

11
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1.4 TWIERDZENIA O PUNKTACH STALYCH

Niech X oraz Y beda dowolnymi przestrzeniami topologicznymi. Méwimy, ze ¢: X — Y ma punkt
staty, jeSli X C Y oraz istnieje x € X taki, ze x € ¢(x). Przez Fix(¢) oznaczamy zbidr punktow stalych
odwzorowania ¢. W dalszej czesci tego podrozdziatu przez IE oznaczamy przestrzen Banacha.

Definicja 1.4.1. Niech (A, >) bedzie zbiorem czesciowo uporzqdkowanym, a P rodzing niepustych pod-
zbiorow przestrzeni [E. Funkcja 3: P — A nazywana jest miarg niezwartosci na P, jesli

B(conv Q) = B(Q) dla kazdego niepustego, ograniczonego podzbioru Q C IE. (1.23)
Klasycznym przykladem miary niezwartosci jest miara niezwartosci Hausdorffa X, tj.
XEe(Q) = inf{ €e>0 ’ istnieje podzbior zwarty K C IE taki, ze Q C K+ €eB(0,1) } (1.24)
Uwaga 1.4.2. Kazdy operator pelnociagly jest x-kondensujacy.

Definicja 1.4.3. Odwzorowanie &: X C [|E —o |E 0 zwartych wartosciach nazywamyx-kondensujacym,

gdy
Xie($(Q)) < xe(Q) (1.25)
dla kazdego zbioru ograniczonego () C X niebedqgcego relatywnie zwartym.
W dalszym ciggu bedziemy wykorzystywaé nastepujace znane twierdzenie:

Twierdzenie 1.4.4 (Sadowskiego). [KOZ, Corollary 3.3.1] Jesli ¢: C —o C jest odwzorowaniem u.s.c.
o domknietych, wypukiych i ograniczonych wartosciach oraz jest X -kondensujqce, gdzie C jest domknie-
tym, wypuktym i ograniczonym podzbiorem przestrzeni IE, to Fix(¢}) # @.

Twierdzenie 1.4.5 (Schaefera). [KOZ, Corollary 3.3.3] Jesli V C IE jest ograniczonym otoczeniem zera
wlE, zas ¢: V —o IE jest u.s.c., ma wypukle i zwarte wartosci, jest Xie-kondensujgce oraz

x € Ap(x) dla wszystkich x €0V, 0 <A <1, (1.26)

toFix(¢p) # @.

Podzbiér K C L'([a, b], [E) jest nazywany rozktadalnym, jesli dla kazdych dwoéch funkcji u, v € K
i mierzalnego podzbioru A C [a, b] zachodzi

U XA +V-Xapna €K (1.27)

gdzie xp oznacza funkcje charakterystyczng zbioru B C [a, b], patrz [Fry, Definition 8.18]. Przez D
oznaczamy rodzine niepustych, ograniczonych, domknietych i rozktadalnych podzbioréw przestrzeni
L' ([a, b], [E). Wlasnos¢ rozktadalnosci stanowi analogon wypuklosci w przestrzeni L.

Twierdzenie 1.4.6. [7, Theorem 1] Jesli odwzorowanie d: L' ([a, b], [E) — D jest kontrakcjq, to istnieje
funkcja ciggla g: L' ([a, b],IE) — L'([a, b, [E) taka, ze g(u) € Fix($) dla dowolnegou € L' ([a, b], F)
oraz g(u) = w dlau € Fix(}). W szczegdlnosci Fix(P) # @.
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Ponizej przytoczymy definicje stopnia topologicznego dla pdl kondensujacych. Jego konstrukeje oraz
pozostate wlasnoéci mozna znalezé na przyktad w [31, KOZ].

Niech V' C [E bedzie otwartym i ograniczonym podzbiorem przestrzeni Banacha IE. Zatézmy, ze
0 < k < 1. Powiemy, ze odwzorowanie wielowartosciowe I': V —o [E jest k-kondensujqgce, jesli

Xu;(r(O_)) < kxe(Q) dlakazdego ograniczonego zbioru Q C V. (1.28)

Ponadto odwzorowanie I" nazwiemy dopuszczalnym, gdy nie ma punktow stalych na brzegu zbioru V,
tzn. dla kazdego x € OV zachodzi x & I'(x). Odwzorowanie H: V x [0, 1] — |[E nazywamy dopuszczal-
ng homotopig k-kondensujqgcg, jesli x & H(x, t) dla (x,t) € o0V x [0, 1] oraz

XIE (H(Q x [0, 1])) < kxe(Q) dlakazdego ograniczonego Q) C V. (1.29)

Definicja 1.5.1. [KOZ, Section 3.2] Niech llg —T': V. —o IE bedzie polem dopuszczalnym. Stopniem
topologicznym dla pdl kondensujacych nazywamy przyporzgdkowanie polu llig — T liczby catkowitej
deg(lle — T, V) spetniajqcej warunki:

1. (1sTNIENIE) Jesli deg(lle — T, V) # 0, to Fix(T") # @.

2. (ADDYTYWNOSC) Niech V1, V2 C 'V bedg roztgcznymi i otwartymi podzbiorami zbioru V takimi,
ze Fix(T") C V7 U V,. Wéwczas

deg(lhE — F, V) = deg(lhE — r\_\/1 ,71) + deg(lhE — FLVZ/VZ)' (1.30)

3. (HOMOTOPIJNA NIEZMIENNICZOSC) Jesli H: V x [0,1] —o [E jest dopuszczalng homotopig k-
kondensujqcg, to

deg(lhE — H(,O),V) = deg(lhE —H(,1 ),V) (1.31)

4. (NORMALIZACJA) Jesliyp € V, todeg(llg —yo, V) = 1.

Rysunek 2: Pierwsza ilustracja dotyczy wlasnosci addytywnosci stopnia (wszystkie punkty stale operatora I’
leza w zakreskowanym obszarze). Na drugiej ilustracji mamy pogladowe przedstawienie homotopii.
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wazanego w tym rozdziale problemu i podamy zatozenia. W podrozdziale 2.2 wprowadzimy

definicje aproksymacyjnej sterowalnosci. W koncu w podrozdziale 2.3 zdefiniujemy opera-
tory ', ktorych punkty stale sa rozwigzaniami zadanej inkluzji rézniczkowej z warunkiem poczat-
kowym. Nastepnie bedziemy rozwaza¢ wlasnoéci operatorow I'*. W szczegdlnosci pokazemy, ze sa
one pelnociagle, co pozwoli nam badaé problem aproksymacyjnej sterowalnosci badanego uktadu za
pomoca teorii punktéw statych. W sytuacji, w ktorej potgrupa jest zwarta pokazemy, ze przy pewnych
zalozeniach dotyczacych nieliniowego czynnika inkluzji aproksymacyjna sterowalnos¢ uktadu linio-
wego pociagga za sobg aproksymacyjng sterowalno$¢ ukltadu zaburzonego. Na zakonczenie rozdziatu

ﬂ 0zZDZIAL ten zawiera wyniki opublikowane w artykule [34]. Rozpoczniemy od opisania roz-
\

podamy przyklad ilustrujacy otrzymane rezultaty.

2.1| STEROWANA INKLUZJA ROZNICZKOWA. WSTEPNE ZALOZENIA
W tym rozdziale IH bedzie zawsze przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym (-,-) i norma || - || :=

<‘/ >

Interesuje nas problem sterowania nastepujacej semiliniowej inkluzji rézniczkowe;

{y(t) € Ay(t) + F(t,y(t)) +Bu(t) dlapw. ted:=[0,T],T>0, o

y(0) =yo € H,

gdzie

15
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(A) A: Z2(A) C H — H jest domknietym liniowym operatorem, gesto okreslonym w [H, generuja-
cym zwartg Cp-potgrupe liniowych ograniczonych operatorow {S A(t) } +>0- Namocy twierdze-
nia 1.3.6 mozna oznaczyc¢

Ma = sup [|Sa (). (2.2)
ted

Uwaga 2.1.1. W r6znych uktadach sterowanie moze by¢ wlaczone na dwa rdézne sposoby: ,w petli
otwartej”, tzn. jako funkcja t — u(t), oraz ,w petli zamknietej” (tzw. feedback), sprzezenie zwrotne,
czyli w postaci funkeji zaleznej od stanu ukladu, tj. y — u(y). Jak latwo zauwazy¢, w rozwazanym
przez nas ukladzie (2.1) sterowanie wystepuje jako liniowy czynnik w petli otwarte;j.

Zakltadamy odtad, ze wielowartosciowe zaburzenie F: J x IH —o [H spelnia nastepujace warunki
(poréwnaj [18] oraz [33]):

(F0) F ma slabo zwarte i wypukle wartosci;
(F1) F(-,x): § — IH ma mierzalng selekcje dla kazdego x € H;
(r2) dla p.w.t € J multifunkcja F(t,-): H — H jest u.h.c;

(F3) dla kazdego ograniczonego i niepustego zbioru QO C IH istnieje funkcja po € L! (3, [O,+oo))
taka, ze zachodzi nastepujace oszacowanie na wzrost odwzorowania F:

IF(t,x)||:= sup |z]| Spalt) dlapw. ted xeQ. (2.3)
z€F(t,x)

Uwaga 2.1.2. Jak mozna zauwazy¢, zalozenia nakladane na A oraz F sg stosunkowo stabe oraz sa
spojne z zalozeniami rozwazanymi w teorii roéwnan parabolicznych [18].

Zwroémy uwage, ze jesli dla kazdego x € H multifunkcja F(-,x): J — H jest stabo mierzalna, to
przy zatozeniu (FO) odwzorowania wielowartosciowe F(-,x): J —o H sa mierzalne i, na mocy twierdze-
nia Kuratowskiego-Ryll-Nardzewskiego 1.2.8, zatozenie (F1) jest spelnione. Ponadto zauwazmy, ze jesli
IH jest przestrzenia osrodkows i dla kazdego x € IH odwzorowanie F(-,x) jest wh.c., to z twierdzenia
Kuratowskiego-Ryll-Nardzewskiego oraz [AF, Theorem 8.2.14] wynika, ze zatozenie (F1) roOwniez jest
spetnione.

Niech U bedzie przestrzenig Hilberta dopuszczalnych wartosci wszystkich sterowan. Przyjmujemy,
ze sterowania dopuszczalne naleza do przestrzeni L2(J, U). O operatorze B zaktadamy, co nastepuje:

(B) B: U — H jest liniowy i ciggly (oznaczmy Mp := || BJ)).
Wprowadzmy operator Niemyckiego Pr: C(J, H) —o L' (g, H) wzorem (1.5), tzn.

Pr(y) := {f € L'(J,H) | f(t) € F(t,y(t)) dlapw.te J}. (2.4)

2.1.1 ‘ OPERATOR NIEMYCKIEGO | JEGO WEASNOSCI

Widzimy, ze dzieki zatozeniu (F0) zbiér Pg(y) jest wypukly dla kazdego y € C(J, H). Zbadamy teraz
pozostale wlasnosci operatora Pg.

Lemat 2.1.3. Niechy € C(d,H) i odwzorowanie F: J x H —o IH speinia warunki (F0)—(F3). Istnieje wte-
dy przynajmniej jedna catkowalna (w sensie Bochnera) selekcjaw € F(-,y(-)). W szczegolnosci operator
Niemyckiego dla kazdegoy ma niepuste wartosci.
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Dowéd. Niechy: § — H bedzie funkcja ciagla. Rozpatrzmy ciag (Yn )n>1 funkeji schodkowych, ktéry
zbiega jednostajnie do y na J i niech wy, bedzie mierzalng selekcja odwzorowania F(-,yn(-)), ktora
istnieje dzieki zalozeniu (F1).

Oznaczmy W(t) := conv {wn(t) [m > 1} C Hdlat € J. Poniewaz funkcje wy, (+) sa mierzalne,
multifunkcja t —o {wy (t) | n > 1} jest mierzalna i stad takze W(-) jest mierzalna [CV, Theorem IIL9].

Ponadto W(t) C conv F(t,H(t)), gdzie Y(t) :={yn(t) [n > 1} Skoro (Yyn)n>1 jest ciagiem zbiez-
nym, to zbiér Y(t) jest relatywnie zwarty. Dzieki twierdzeniu Kreina-Smuliana i gérnej hemiciaglosci
F(t,-), zbiér conv F(t, Y (t)) jest stabo zwarty. Dlatego, z twierdzenia Dunforda-Pettisa 1.2.7, bez straty
ogdlnosci (przechodzac do podciagu, jesli zachodzi potrzeba) mozemy zatozy¢, ze wn, — w € L1 (g, H).
Z twierdzenia 1.2.6 otrzymujemy, ze w(t) € F(t,y(t)) dla prawie wszystkich t € J. Dowodzi to tezy
twierdzenia. O

Uwaga 2.1.4. Zauwazmy, ze jesli dla kazdego ograniczonego zbioru @ # QO C IH multifunkcja t —
F({t} X O_) jest wykresowo mierzalna, to warunek (F3) jest rownowazny z tym, ze operator Pr ma
niepuste wartosci (por. uwagi na stronie 7).

Twierdzenie 2.1.5. Operator Pr jest ciggowo u.h.c. o stabo zwartych wartosciach.

Dowéd. Dlay € C(d, H) oraz kazdego t € J oznaczmy C(t) := F(t,y(t)). Zbior C(t) jest relatywnie
stabo zwarty, wiec zgodnie z twierdzeniem Dunforda-Pettisa zbiér Pr(y) jest relatywnie stabo zwarty.

Jesli yn — y jednostajnie na J i wn, € Pr(yn), to z relatywnej stabej zwartoéci wartosci operato-
ra Pr dla pewnego podciagu wy,, — w € L'(g, H). Dzieki twierdzeniu 1.2.6 mamy, ze w € Pg(y).
Stad Pr jest ciagowo w.h.c. o stabo zwartych wartosciach. O

2.2 APROKSYMACYJNA STEROWALNOSC | SFORMULOWANIE PROBLE-
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W ogolnosci inkluzja (2.1) moze nie miec¢ klasycznych, tzn. rézniczkowalnych, rozwiazan. Dlatego po-
trzebna jest inna definicja rozwigzania.

Definicja 2.2.1. Poprzez rozwiqgzanie inkluzji (2.1) rozumiemy tagodne rozwigzanie (ang. mild solution),
ti.y € C(d,H) bedgce postaci

t t

Sa(t—s)f(s)ds —|—J Sa(t—s)Bu(s)ds, te], (2.5)

Y(t) = y(tw) == Sa(tlyo + J O

0
gdzie f € Pe(y) oraz uw € L2(J,U). Inaczej méwige, rozwigzanie uktadu (2.1) jest punktem stalym
operatora Ky, o Pg(-), gdzie afiniczny operator Ky, : L (3, H) — C(d,H) jest dany wzorem

t t

Sa(t—s)w(s) ds—i—J Sa(t—s)Bu(s)ds, ted, well(d,H). (2.6)

K (W)(t) == S (thyo +J 0

0
Ponadto potrzebujemy nastepujacych dwoch fundamentalnych definicji (zobacz przykladowa wizu-

alizacje obu tych poje¢ na rysunku 3).

Definicja 2.2.2. [CP, Definition 3.1, 3.10]

1. Méwimy, ze uktad (2.1) jest catkowicie sterowalny (ang. exactly controllable) na g, jesli dla kaz-
dych dwoch punktéw yo, y1 € H istnieje funkcia w € 12(g,U) taka, ze tagodne rozwigzanie
réwnania (2.1) spetniay(0; u) = yo orazy(T,u) =yj.

17
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2. Uktad (2.1) nazywamy aproksymacyjnie sterowalnym na odcinku d, o ile dla kazdego punktu
Yo € H mamy

R(T,yo) =H, (2.7)

gdzie R(T,yo) := {y(T;u) | u € L?(J,U), y(0;u) = yo} C H jest zbiorem osiagalnym dla
uktadu (2.1) przy poczqtkowej wartosci o i czasie koricowym T.

Yo
Y1
% yo@

Rysunek 3: Aproksymacyjna sterowalnos¢ w odréznieniu od catkowitej sterowalnosci.

W przestrzeniach skonczenie wymiarowych pojecie sterowalnosci odgrywa kluczowa role [Zab],
wiec jest naturalnym uogodlni¢ je na przestrzenie nieskonczenie wymiarowe. Catkowita sterowalnos¢
jest wlasnoscia oznaczajaca mozliwos¢ przejscia miedzy dwoma dowolnymi punktami w przestrzeni
stanu (por. [33, BGN] i odwotania tamze). Aproksymacyjna sterowalnos¢ oznacza, ze z kazdego punktu
startowego Yo € IH mozemy dojsé wzdluz trajektorii do kazdego otoczenia dowolnego stanu konco-
wego Y1 € IH, ale na ogoét nigdy nie bedziemy w stanie tego punktu osiagna¢. Méwi o tym ponizsza
uwaga.

Uwaga 2.2.3. Triggiani w pracach [43, 44] udowodnil, Ze jesli H jest nieskoniczenie wymiarowsa prze-
strzenig Banacha oraz (a) B jest zwartym operatorem lub (b) pdlgrupa {S A(t)} >0 Jest zwarta, to
uktad (2.1) nie moze by¢ catkowicie sterowalny.

Z powyzszej uwagi wynika, ze w nieskonczenie wymiarowych przestrzeniach koncepcja catkowitej
sterowalnosci jest zazwyczaj zbyt silna. Mimo wszystko, jesli nie zalozymy zwartosci potgrupy Sa
ani operatora B, to mozemy otrzymac pewne wyniki: na przyklad w pracy [33] zostaly sformulowane
warunki wystarczajace na to, aby uklad (2.1) byt catkowicie sterowalny. Aproksymacyjna sterowal-
nos¢ jest jednak w wielu problemach bardziej adekwatna i dlatego bardzo czesto wystarczy w zasto-
sowaniach [GLH]. Na przyklad klasa ukladéw nie bedacych catkowicie sterowalnymi zawiera w sobie
paraboliczne réwnania rézniczkowe.

Uwaga 2.2.4. W polskim wydaniu swojej ksigzki Zabczyk zdefiniowana powyzej aproksymacyjng
sterowalnos$¢ nazywa aproksymatywnq sterowalnoscig [Zab, § IV.2.3].

Sformulujemy teraz problem, ktory bedzie przedmiotem naszego zainteresowania w dalszej czesci
rozdziatu.

Problem 2.2.5. Dla dowolnych punktéw yo, y;1 € IH oraz dowolnego € > 0 znaleZ¢ sterowanie u €
12(d, V) oraz tagodne rozwiazanie uktadu (2.1) spetniajace warunki: y(0) = yo oraz ||y(T) —y1 || < e.

Dazymy do otrzymania wyniku dotyczacego aproksymacyjnej sterowalnosci uktadu (2.1). Zeby to
osiggna¢, musimy wpierw wprowadzi¢ pomocnicze pojecia i operatory. W celu osiggniecia glowne-
go wyniku w tym rozdziale, uzywajac teorii punktow statych, pokazemy istnienie rodziny rozwigzan
problemu Cauchy’ego (2.1). Nastepnie udowodnimy, ze przy pewnych zalozeniach aproksymacyjna
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sterowalnos¢ ukladu (2.1) wynika z aproksymacyjnej sterowalnosci stowarzyszonego z (2.1) uktadu li-
niowego, tj.

Ay(t) +Bu(t) dlapw. tejg, (2.8)

—N
c e
c =
Il
«<
o

Uwaga 2.2.6. W pracy [33] rozwazano catkowitg sterowalnos$¢ ukladu hiperbolicznego postaci (2.1)
w osrodkowej przestrzeni Banacha bez zalozenia zwartosci polgrupy {S A(t)} 00 ale przy zaloze-
niu zwartych wartosci odwzorowania F. W szczeg6lnosci sformutowane sg tam pewne warunki, przy
ktérych catkowita sterowalno$é¢ uktadu semiliniowego (2.1) jest implikowana przez catkowity stero-
walno$¢ uktadu liniowego (2.8). Nie zaklada sie zwartosci Co-polgrupy generowanej przez operator
liniowy A, a dociekania sg prowadzone przy uzyciu teorii punktow stalych dla odwzorowan konden-
sujacych. Wyniki zawarte w tym rozdziale wydaja sie by¢ komplementarne do wspomnianej pracy,
gdyz mamy nastepujacy wynik dotyczacy istnienia rozwigzan réwnan semiliniowych:

Twierdzenie 2.2.7. Niech [E bedzie osrodkowq przestrzeniqg Banacha. Zatézmy warunek (A) oraz niech
odwzorowanie F: J X |E —o |[E ma subliniowy wzrost. Wowczas dla kazdych yo € IE oraz to € J zagad-
nienie poczqtkowe

{g(t) € Ay(t) +F(t,y(t)) dlapw. tej, 29)

y(to) =yo
ma tagodne rozwigzanie, o ile:

(a) [KOZ, Theorem 5.2.2, Corollary 5.2.2] odwzorowanie F ma zwarte i wypukte wartosci, spetnia (F1)
dla pw. t € J multifunkcja F(t,-): E —o [E jest u.s.c. oraz istnieje funkcjak € L! (3, [O,—l—oo))
taka, ze dla kazdego zbioru ograniczonego Q) C IE zachodzi

X (F({th x Q) < k(t)xe(Q) dlapw ted, (2.10)
natomiast X oznacza miare niezwartosci Hausdorffa w przestrzeni IE; lub

(b) [18, Proposition 3.6] odwzorowanie F spetnia warunki (F0), (F1), (F2) oraz pélgrupa {SA(t)}t>o
jest zwarta.

Co wiecej, w obydwu tych przypadkach odwzorowanie wielowartosciowe L: IE x § — C(J, |E), ktére
przyporzqgdkowuje kazdemu (yo, to) € [E X J zbior wszystkich tagodnych rozwigzan problemu poczgtko-
wego (2.9), jest u.s.c. o niepustych oraz zwartych wartosciach.

Uwaga 2.2.8. W powyzszym twierdzeniu zaklada sie osrodkowosc¢ przestrzeni Banacha. Zatozenie to
jest potrzebne tylko w przypadku (a).

Warunek subliniowego wzrostu oznacza, ze istnieje funkcja 3 € L (3, [0, —|—oo)) taka, ze ||F(t,x)|| <
B(t)(1+x|) dla p.w. t € Jikazdego x € IE.

W dalszej czesci rozdziatu pokazemy, ze w przypadku uktadu sterowania zwartos$¢ nieliniowej czesci
inkluzji moze by¢ zamieniona na zwartos¢ potgrupy. Bedziemy rozwaza¢ wiec przypadek ,parabolicz-
ny”, w odrdznieniu od przypadku ,hiperbolicznego”, rozpatrywanego w [33].
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2.3 POMOCNICZE OPERATORY. WARUNEK REZOLWENTY

Podejscie tu zawarte zostato zaczerpniete z pracy [11]. Podzieliliémy na kilka krokéw dowdd aprok-
symacyjnej sterowalnosci uktadu (2.1). Na poczatku definiujemy rodzine operatoréw, ktérych punkty
stale sg tagodnymi rozwiazaniami uktadu (2.1). W kroku 2.4.1 pokazujemy, ze kazdy operator z tej ro-
dziny ma w istocie punkt stalty. W kroku 2.5.1 uzywamy zalozenia o zwartosci potgrupy, zeby pokazac
gtéwny wynik tego rozdziatu.

Wprowadzamy operator HE: IH — IH wzorem

.
HE = JO SA(T —s)BB*SK (T —s)ds (2.11)

oraz operator rezolwenty R(e, HL): IH — H wzorem
R(o, HE) == (odlyy +HE) . (2.12)

Zauwazmy, ze operator HE jest samosprzezony oraz spelnia nastepujace oszacowanie ((olly +
HE)x, x) > «fx||?, wiec dzieki twierdzeniu 1.3.1 operator R(«, H}}) jest poprawnie zdefiniowany
oraz zachodzi ||R(«, Hg ) < l;. Pomoze nam to przeksztalci¢ pytanie o aproksymacyjng sterowalnosc¢
rozwazanego ukladu na zagadnienie zbieznosci jednoparametrycznej rodziny rozwigzan pewnych pro-
bleméw optymalnego sterowania.

Zdefiniujmy operator sterowalnosci dla ukladu (2.1) na J jako ograniczony operator liniowy
B8T:12(g, U) — H wzorem

-
BTu:= J SA(T—s)Bu(s)ds dla ue L%(g,U). (2.13)
0
Lemat 2.3.1. [CZ, Lemma 4.1.4] Mamy nastepujqce wilasnosci:
(@) (1B"1*z)(s) = B*SH(T—s)zdlas € [0, T};
(b) HE ma przedstawienie Hg =8T(B7)".

Dowdd. Operator sprzezony do operatora BT jest ograniczony, wiec

T
(w, BT12) 12 = (BT, 20 = <J SA(T — s)Bus) ds,z>

0 H
T T
= J (SA(T—s)Bu(s),z)nds = J (u(s), B*SA(T—s)z)n ds, (2.14)
0 0
a to dowodzi punktu (a). Przedstawienie z punktu (b) wynika wprost z réwnosci (2.14). O

Jako bezposredniag konsekwencje tego rezultatu otrzymujemy nastepujaca uwage.

Uwaga 2.3.2. [Zab, Theorem IV.2.5] Ze wzgledu na réownos¢ (Ker([87]*))+ = Range(BT) i repre-
zentacje rozwigzania tatwo zauwazy¢, ze aproksymacyjna sterowalno$é¢ ukladu (2.1) jest rt6wnowazna
réwnoéci Ker([87]*) = {0}. Ponadto stosujac lemat 2.3.1 p. (a) widzimy, Ze jest to rownowazne impli-
kacji: jesli B*S% (s)z = 0 dla kazdego s € [0, T], to z = 0. Z kolei ten ostatni warunek jest stosunkowo
tatwy do sprawdzenia w praktyce, a wiec daje skuteczng metode okreslania aproksymacyjnej sterowal-
nosci.

Ponizszy lemat stanowi podstawe dla naszych dalszych rozwazan.
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Lemat 2.3.3. [5, Lemma 2] Dla danych h € H oraz o« > 0 istnieje dokiadnie jedno sterowanie v& €
L2(7, V), dla ktérego funkcjonat kosztu

-

ORI W MOICET @15)
gdzieyV jest tagodnym rozwiqzaniem uktadu (2.8) dlauw = v, przyjmuje wartos¢ minimalng. Ponadto

v(t) = —B*SA (T —t)R(o, HE) (SA(T)yo —h), ted, oraz (2.16)

Yy (T) —h = aR(e, HE) (SA(T)yo — h). (2.17)

Dowdd. Dowdd istnienia i jedyno$ci mozna znalezé w [CP, Lemma 4.5]. W celu otrzymania drugiej
tezy lematu policzmy wariacje funkcjonatu (2.15) w punkcie v* danym wzorem (2.16):

AJF(V)(8) = JF (v +8) — (v

]
- ||yV“+5(T>hu2+ocj [ve(s) +5(s)|2 ds
0

)
e (T)—huz—«xjo v (s)]12 ds

T T 2
= <y"“(T) —h,J SA(T—s)Bd(s) ds> + J SA(T—s)Bd(s)ds
0 0
L
+ ocJO (2(v¥(s), 8(s)) + H6(s)||2) ds
T T
= J SA(T—s)B5(s)ds +ocJ 16(s)|? ds. (2.18)
0 0

Stad J*(v* 4 8) — J*(v*) > 0 dla kazdego 8, zatem v* jest poszukiwanym minimum. Wystarczy tylko
sprawdzi¢ rowno$¢ (2.17). Przy pomocy wzoru (2.16) otrzymujemy

T

YW (T) = Sa(Thyo + L SA(T — s)Bv*(s) ds
T
— Sa(T)yo —L SA(T — s)BB*S3 (T — s)R(a HE) (Sa(T)yo — h) ds
= SA(T)yo — LER(e, HE) (SA(T)yo — h). (2.19)

Nastepnie do ostatniej réwnosci dodajmy i odejmijmy czynnik aR (e, H) (Sa(T)yo — h). Po skroce-
niu otrzymamy

Y (T) —h = oR(e, HE) (SA(T)yo — ), (2.20)
co w polaczeniu z réwnoscig (2.16) da pozadang réwnosc. O

Uwaga 2.3.4. Zwroémy uwage, ze jezeli « — 07, to wartoé¢ funkcjonatu J* zbliza sie do wielko-
sci |[yY(T) — h||?. Innymi stowy, probujemy jednoczeénie zmniejszy¢ odlegloéé konca trajektorii od
punktu koricowego h oraz norme sterowania v w L2

Przy pomocy powyzszych lematéow pokazemy gtéwne twierdzenie tego podrozdziatu. Wyraza ono,
mowiac nie do konca precyzyjnie, fakt, ze aproksymacyjna sterowalnos¢ moze by¢ postrzegana jako
wlasnos¢ graniczna pewnego ciggu optymalnych probleméw sterowania.
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Twierdzenie 2.3.5. [5, Theorem 2] Przy zatozeniach (A) oraz (B) uktad (2.8) jest aproksymacyjnie stero-
walny na J wtedy i tylko wtedy, gdy

(R) aR(«x, HE) — 0 w silnej topologii operatorowej (tzn. punktowo) przy cc — 0.

Dowéd. Niechn > 0 oraz h € H. Zatézmy, ze aR(«, HE) — 0 w silnej topologii operatorowej, gdy
o — 0F. Wybierajac liczbe o > 0 dostatecznie malag mamy

[y (T) —h|| = ||aR(e, HE) (SA(T)yo —h) || <. (2.21)

Dlatego uktad (2.8) jest aproksymacyjnie sterowalny.
Z drugiej strony zalézmy, ze uklad (2.8) jest aproksymacyjnie sterowalny oraz h € IH. Dlatego
istnieje ciag sterowan (V')n>1 C L2(g,U) taki, ze

[y*" (T)—h|| = 0 dla n — 4oo. (2.22)

Wezmy rodzing optymalnych rozwigzan jak w lemacie 2.3.3. W zwiazku z tym, ze v* minimalizuje
funkcjonat J%*, mamy

T T
"™ (1) = h < Iy (T)—hnzwjo v (s)1? ds < Iy (T)—h||2+ocjo v (s)]? ds. (2.23)

Niech € > 0 oraz ustalmy wskaznik n € IN taki, ze |[y¥" (T) —h|| < e/+/2. Jesli liczba & jest wystar-
czajaco mala i o jest taka, ze 0 < o < 9, to

T €2
ocJ [v(s)]|% ds < —. (2.24)
o 2
Stad [|[y¥*(T) —h|| < e dla 0 < « < . Dzieki reprezentacji (2.20) z dowolnosci wyboru h mamy, ze

aR(«, HE) — 0 w silnej topologii operatorowej dla &« — 0. Twierdzenie zostalo wiec udowodnione.
O

Uwaga 2.3.6. Wykorzystujac fakt 1.3.5 mozna pokazac, ze jesli dimIH < +oo, to warunek (R) jest
réwnowazny warunkowi Kalmana.

2.4 PRZEFORMULOWANIE PROBLEMU

Przepiszemy problem 2.2.5 na pewien uklad réwnan. Mianowicie dla danych yo, y1 € IH i dla kazdego
« > 0 bedziemy szukaé pary funkcji (y,u) € C(J, H) x L?(g, U) takiej, ze spetnione sa nastepujace
roéwnania

u(t) =ud ¢(t) :=B*SH(T—t)R(e, Hp)p(f), (2.25)
t t
y(t) =y*(t) == Sa(t)yo + | Salt—s)f(s)ds+ | Sal(t—s)Buy, ¢(s)ds, (2.26)
0 0
gdzie
-
p(f) =y1 —Sa(Tyo _Jo SA(T—s)f(s)ds dla f e Pg(y). (2.27)

Ponizej pokazemy rozwigzalno$¢ powyzszego ukladu réwnan.



2.4 PRZEFORMULOWANIE PROBLEMU |

Uwaga 2.4.1. W podrozdziale 2.5.1 zostanie pokazane przy uzyciu metody punktéw stalych, ze przy
pewnych zatozeniach aproksymacyjna sterowalnos¢ ukladu liniowego (2.8) implikuje aproksymacyjna
sterowalno$¢ ukladu semiliniowego (2.1). Pomocne nam wtedy beda reprezentacje (2.25) i (2.26).

Nim to nastapi, potrzebnych nam bedzie jeszcze kilka definicji. Dla & > O definiujemy operator
&%: L'(g,H) — €(J, H) wzorem

t t

SA(t—s)f(s)ds—FJ SA(t—s)Buy, ¢(s)ds (2.28)

(&%f)(t) :=Sa(t)yo +J . y

0

dla f € L'(g,H) oraz liniowy operator W: IH — L?(g, U) nastepujaco

W*(x)(s) .= B*S% (T —s)R(a, HL)(x) dla x € H, s € . (2.29)

Jasnym jest, ze skoro [|[R(e, HL )| < ];, to operator W% jest ograniczony i mozemy oznaczy¢é M =

|IWe|| dla kazdego o« > 0. Jedli H = IR™, to istnieje stala M, ze dla wszystkich « > 0 zachodzi
M* <M < 400 (fakt 1.3.5).

W celu rozwigzania problemu 2.2.5 uzyjemy narzedzi analizy wielowarto$ciowej. Rozwazmy rodzi-
ne multioperatorow I'*: C(g,H) — C(g, IH) zdefiniowanych jako

M(y) := {z € C(J,H) ‘ z(t) = (G"‘f) (t) dlap.w.t € J, dla pewnego f € PF(y)}, (2.30)

gdzie y € C(J, H) dla wszystkich « > 0. Naszym celem jest pokazanie, ze operatory I'* majg punkty
stale.

Lemat 2.4.2. Dla danego catkowo ograniczonego ciqgu (fn)n>1 w L' (d,H), cigg o wyrazach vy, :=
S&*(fn) € C(d, H) jest relatywnie zwarty.

Dowdd. Zauwazmy, ze na podstawie zalozenia dla prawie wszystkich t € J mamy ||, (t)| < o(t),
dla pewnego 0 € L! (3, [O,+oo)). Niech t € J bedzie taki, ze t > 0. Wezmy € > 0 i wybierzmy

5 € (0,t) takie, ze Mg f:,é o(s)ds < § oraz MAM*([ly1]| + Mallyol| + Ma jg o(s)ds)d < §,
gdzie, przypomnijmy, Ma = sup, . [|SA (t)|. Zauwazmy, ze

t—5
vn(t) = Sa(t)yo + Sa(d) <J SA(t—8—5)(fr(s) +uy, ¢, (s)) d8>

0
t t

—|—J SA(t—s)fn(s)ds —|—J SA(t—s)uy, r.(s)ds. (2.31)

t—5 t—5

Dlatego
t—5
{vn(t) }n>1 C SA(t)yo +Sal(d) {Jo SA(t—56 —s)(fn(s) —l—uy],fn(s)) ds} (2.32)
neiN

+B(0,¢), (2.33)

poniewaz || ﬁ,(g Sa(t—s) (fn(s) —l—uy],fn(s)) ds|| < e dla kazdego n € IN. Zwarto$¢ Sa (8) impliku-
je, ze zbidr {vn(t)}n21 C IH jest relatywnie zwarty.

W celu pokazania, ze rodzina {vn }n>1 jest réwnociagla, ustalmy to € g, € > 0 oraz wezmy &7 > 0
takie, ze M a IB o(s)ds < %, jesli tylko zbiér B C J jest miary Lebesgue’a A(B) < 287. Takie &1
istnieje z absolutnej cigglosci calki. Oznaczmy z := max{0,to — 81}; wtedy to —z < 7. Poniewaz
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zbior {vn (z)In>1 jest relatywnie zwarty, rodzina {Sa (t)vn(z)}n>1 jest rownociagla, tj. istnieje 0 <
02 < &7 takie, ze dlan € IN oraz t € J mamy ||Sa(t —z)vn(z) = Sa(to —z)vn(z)| < 7, 0ile |t —
tol < 82. Wezmy liczbe 0 < & < &, spetniajaca 2MAM*(|[y1]| + Ma|[yol + Ma fg o(s)ds)d < §
oraz niech t € J bedzie takie, ze [t — to| < 0. Wlasno$¢ polgrupowa daje nam

[V (t) =vn(to)]] < ISA(t —2)vn(z) —Sa(to —2)vn(2)]

t
J SAa(t— s)(fn(s) +%1,fn(5)) ds

z

_|_

to
+ J SA(tO—S)(fn(S)“I‘LLy]/fn(S)) ds

z

< [[SA(t—=2z)vn(z) —=Sa(to —z)vn(z)]|

t to
—i—MAJ G(s)ds—l—MAJ o(s)ds
z

z

.
+4AMAM* <||y1 | +Mallyol + Ma Jo o(s) ds) d<e. (2.39)

Dowiedlismy wiec rownociagltosci rodziny {vn }n>1. Na mocy twierdzenia Arzeli-Ascolego otrzymuje-
my teze. 0

Uwaga 2.4.3. Widzimy, ze multioperator &% o P jest pelnociagly, tj. zbior &% o Pr(U) jest relatywnie
zwarty, jeSli pozdbior U C C(d,H) jest ograniczony. Istotnie, ograniczono$¢ zbioru U implikuje, ze
przy zalozeniu (F3) zbiér W := P¢(U) jest catkowo ograniczony, a stad G*(W) jest relatywnie zwarty
na mocy tych samych argumentow jak powyzej. W szczeg6lnosci operator &* o P jest quasizwarty.

Dzigki powyzszej uwadze oraz faktowi 1.2.3, w celu udowodnienia, ze dla @ > 0 odwzorowanie '*
jest u.s.c., musimy tylko pokazac, Ze ma ono zwarte wartosci.

Fakt 2.4.4. Dla danego « > 0 operator I'* = &% o Py jest u.s.c. i ma zwarte wartosci.

Dowdd. Wiemy, ze warto$ci odwzorowania I'* sg relatywnie zwarte. Pokazemy, ze sa domkniete.
Niech xo € C(d,H), (Yn)n>1 C T'*(x0) oraz yn — yo € C€(g, H). Pokazemy, ze yo € I'*(xo).
Wykorzystamy w tym celu twierdzenie 2.1.5. Niech Yy, = &%(wy,), gdzie (Wn)n>1 C Pr(x0), wow-
czas ze slabej zwartosci zbioru Pr(xo), z dokladnos$cig do podciaggu, w,, — wp € Pg(xo). Dzieki
zwarto$ci potgrupy, z dokladnoscia do podciggu, &% (wy ) — &% (wy). Stad yo = 6% (wp) € I'*(xo).
Dowodzi to, ze odwzorowanie I'* ma domkniete warto$ci. O

Uwaga 2.4.5. Zauwazmy, ze pelnociaggle odwzorowanie wielowarto$ciowe jest najprostszym przykla-
dem odwzorowania kondensujgcego.

241 ‘ WARUNKI WYSTARCZAJACE NA ISTNIENIE PUNKTOW STALYCH OPERATOROW [%

Przypomnijmy, ze stopien topologiczny dla odwzorowan kondensujacych oznaczamy przez deg. Mamy
wszystkie sktadniki, aby sformutowa¢ nastepujace ogélne twierdzenie.

Twierdzenie 2.4.6. Wezmy o« > 0 i zatézmy, ze zachodzq (A), (B), (F0), (F1), (F2) oraz (F3). Niech V& C
C(d,H) bedzie ograniczonym zbiorem otwartym takim, ze dla wszystkich z € V™ mamy z & T'*(z).
Jesli deg(ll — T, V&) =£ 0, to istnieje punkt staty y* operatora '™ taki, zey™ € V*.

W szczeg6lnosci otrzymujemy ponizsza uwage.
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Uwaga 2.4.7. Rozwazmy operator I'§*: C(d,H) — C(J, H) dany wzorem
t
o (y)(t) :== Salthyo + JO SA(t—s)B(W*(y1 —Sa(T)yo))(s)ds, ted. (2.35)

Ma on dokfadnie jeden punkt staly i jest on tagodnym rozwigzaniem ukladu (2.8) przy sterowaniu
u = W%(ys — Sa(T)yo). Przy zalozeniach jak w twierdzeniu 2.4.6, niech 8, = d(FixI'§", 0V¥) > 0
oraz deg(ll —T'g", V) # 0. Za V* mozemy przyjac kule wokét punktu Fix I'§. Wtedy, w szczegolnosci,
uklad liniowy (2.8) jest aproksymacyjnie sterowalny.

Zdefiniujmy homotopie H: Ve x [0,1] — €(J,H) wzorem

H(y,A) :=T§y) + AN (y) dla y € VX, A €[0,1], (2.36)

gdzie

: T
M (y) = {Jo SAa(-—s) (f(s) —B (W“ (L SA(T —1)f(T) dT>> (s)) ds

Woéwczas mamy

fe Pp(y)} . (2.37)

D (Fix H(,A), Fix H(+, 0)) < MA (1 +MaMpgM*T)||pye|[p1 = Na- (2.38)

Jesli istnieje liczba g taka, ze dla wszystkich 0 < o < o9 mamy 1y < 84, to H jest dopuszczalng
homotopia laczaca odwzorowania I'§* oraz I'*. Jako wniosek z niezmienniczo$ci homotopijnej stopnia
topologicznego otrzymujemy, ze deg(ll — I'*, V&) # 0.

Powyzsze twierdzenie wynika wprost z wlasnosci istnienia dla stopnia pol kondensujacych (patrz
definicja 1.5.1 p. 1) i nie daje nam konkretnych warunkow gwarantujacych rozwigzalnosé¢ rozwazanego
problemu. Powodem jest to, ze warunek wzrostu (F3) jest zbyt ogdlny, azeby zapewni¢ istnienie roz-
wigzan ukladu (2.1). Uzywajac twierdzenia Schaefera oraz twierdzenia Sadowskiego mozna pokazac
nastepujace szczegolne przypadki:

Twierdzenie 2.4.8. Przy zatozeniach (A), (B), (F0), (F1) oraz (F2), zastgpmy warunek (F3) jednym z na-
stepujqgcych warunkow:

(F3A) istnieje cigg funkcji (Wn)n>1 C L (H, [O,+oo)) taki, ze

sup [[F(t,x)]| < wn(t) dlapw ted, n=12,..., (2.39)

[x[l<mn

spetniajgcy warunek

1 T
liminf — J wn(s)ds =0; (2.40)
n—+oo N Jo

(F3B) istnieje funkcjap € L' (3,10,4+00)) oraz niemalejgca funkcjap: [0, +00) — [0, +00) taka, ze
IF(t,x)| < p()W(|Ix]]) dlapw. teg, (2.41)
oraz dla kazdego « > 0 istnieje stata L* > 0 taka, ze
Lo
C& + C3P(L¥) [} p(r) dr

> 1, (2.42)
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gdzie state C§ i C§ sq dane przez nastepujgce formuty

C§ == Mallyoll + MAMMVT([[y1 [+ Malyoll), (2.43)
C% = Ma (1 + MaMg M“ﬁ) ; (2.44)

(F3c) dla kazdego o« > 0 istnieje B* € L'(d,[0,+00)) taka, ze spelniony jest warunek subliniowego
wzrostu, tzn.

[F(t,x)|| < B*(t)(1+|x|]) dlapw. t€J ikazdego x € H,

oraz ma miejsce nastepujgca nierdwnosé
Ma [T p(s)d T Ma [ B*(t)d
(CS —Mp)eMalo B(s) SJ BX(t)eMato B (mdT q¢ 1, (2.45)
0

gdzie stata CS jest dana réwnosciq (2.44);

(F3D) istniejq rodziny funkcji £;: [0,+00) — [0, +00) oraz A; € L! (3, [O,—l—oo)), i=1,...,q, takie,
ze

[IF(t,x)]| < Z AM(t) & ([[x]]) dlapw. te€J oraz wszystkich x € H, (2.46)

i=1

oraz dla kazdego o« > 0 mamy rownos¢

limsup [ r— i gi £(1) =400 (2.47)
T—00 i b ’ '
gdzie state sq dane wzorami:
gi = max{3Ma |Ai[11,3kMAMg|Aill 1}, gdzie (2.48)
kK :=max{l,Ma, MaMgT}. (2.49)
(2.50)

Wtedy dla kazdego o > 0 odwzorowanie I'* ma punkt staty.

Dowbd. Rozumowanie dla warunkéow (F3a)-(F3c) mozna poprowadzi¢ dokladnie w taki sam sposob
jak w przypadku hiperbolicznym, zobacz [33, Theorem 4, Theorem 5, Theorem 6]. Pokazemy dowdd
przy warunku (F3d). Dowiedziemy, Ze istnieja: liczba 1 = () oraz kula domknieta D(0, r) takie, ze
odwzorowanie '* przeksztalca zbior D (0, r) w siebie. Oznaczmy

dy = 3MAHy0H, dy = 3KMAMB(HUIH+MAHUO”)/ d := max{d;, d>}. (2.51)

Na mocy zatozenia (F3d) istnieje liczba r > 0 taka, ze

d & &)
= ;g < (2:52)
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Wtedy dla kazdychy € D(0,7), z € I'*(y) oraz p.w. t € J otrzymamy z (2.25) i (2.27):
1
el < _MaMeg { [ly1ll+Mallyoll +Ma ZA )& (ly(s)]) ds

1 1
< SMaMsg ([ly1 ]l +Mallyoll) + &M%MB Z [Adllpr&ilr)
i=1

d gi T
— 2.53
3K(X 3k Z Elr 3 (2.53)
oraz
T d
12| < Malyoll + MAJ 2 Nils)&([ly(s)) ds +MaMp v T|ul|.2
i=1

d q
<3t3 ; 9i&i (1) + MAMpVT - \f 3 < (2.54)
Skoro operator I'* jest pelnociagly, to z twierdzenia Sadowskiego otrzymujemy teze. O

Chociaz warunki (F3a)-(F3d) wystarczaja zwykle do istnienia rozwigzan réwnan i inkluzji, a takze
w kontekscie badania catkowitej sterowalnoéci uktadu (2.1) [33, KOZ], to okazujg sie nadal niewystar-
czajace do zapewnienia aproksymacyjnej sterowalnosci uktadu (2.1). Celem nastepnego podrozdziatu

jest pokazanie warunkéw wystarczajacych na aproksymacyjng sterowalnos¢ rozwazanego w tym roz-
dziale uktadu.

2.5 ‘ GLOWNE REZULTATY

2.5.1 ‘ KRYTERIUM W PRZYPADKU WYPUKLEJ PRAWEJ STRONY

Twierdzenie 2.5.1. Zalozmy, ze zatozenia (A), (B), (F0), (F1) oraz (F2) sq spetnione. Niech ponadto
(F3E) istnieje funkcjap € L (H, [O,+oo)) taka, ze

sup ||F(t,x)|| < p(t) dlapw teg. (2.55)
x€IMH

Wowczas, jesli aproksymacyjnie sterowalny na odcinku { jest uktad (2.8), to uktad (2.1) rowniez jest aprok-
symacyjnie sterowalny na J.

Uwaga 2.5.2. Zauwazmy, ze warunek (F3e) pociaga za sobg kazdy z warunkéw (F3a)—(F3d) (precyzyj-
niej, trzeba by zapisa¢ warunek (F3c) w postaci B*(t) +y*(t)||x||).

Dowéd. Niech y* bedzie punktem stalym odwzorowania I'* w kuli D(0,r()) = {x € H | ||x]| <
() }. Latwo widad, ze jest on tagodnym rozwigzaniem (2.1) na J ze sterowaniem

ud, a(t) =B*SA(T—t)R(e, HR)p(f™), ted, (2.56)
dla pewnego f* € Pr(y%). Krétki rachunek pozwala nam otrzymac rownosé

y¥(T) = y1 — R, HE )p(f%). (2.57)
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Ponadto ze wzgledu na zalozenie (F3e) i twierdzenie Dunforda-Pettisa otrzymujemy, ze zbiér {f « } =0
jest stabo zwarty w L' (g, H), wiec istnieje ciag (f““)n>1 w tym zbiorze, gdzie x,, — 07, ktory stabo
zbiega do pewnego fo w L' (g, H). Oznaczmy

T

hi=y1 —Sa(T)yo —JO SA(T —s)fols) ds. (258)

Z lematu 2.4.2 operator g — [,Sa(-—s)g(s) ds: L'(9,H) — ©(J,H) przeksztatca ciagi catkowo
ograniczone na relatywnie zwarte i dzigki temu otrzymamy, ze

-
J SA(T— s)(f"‘“(s) - fo(s)) ds

[p(f") —h| = ‘
0

T
< Jo [SA(T—s)(f*(s) — fo(s))| ds — O. (2.59)

Wtedy z réwnosci (2.57) dostajemy

[y®(T) —y1 || = loenR(on, HE)P(F) |
< JJanR(otn, HE) (R[] + [lotn R0, HE) (p(F¥) — h)||
O(T‘L/H—Br (

YR+ [p(f*) —=h| — 0. (2.60)
Dowodzi to aproksymacyjnej sterowalnosci uktadu (2.1). O

Uwaga 2.5.3. Zauwazmy, ze zaden z warunkéw (F3a)—(F3d) nie implikuje, Ze zbior {f"‘} x>0 Jest ogra-
niczony i przez to powyzszego dowodu nie mozna powtérzy¢ przy ich zalozeniu. Natomiast jesli przy-
jac jakikolwiek z tych warunkow, to przy zalozeniu aproksymacyjnej sterowalnosci uktadu liniowego
otrzymamy aproksymacyjng osiggalnos¢ punktow w kazdym ograniczonym zbiorze stanéw K C H,
tzn. dla kazdego € > 0 i kazdych yo, y; € K istnieje takie sterowanie u € L%(J, U), ze spelnione sa
warunki y(0;u) =y oraz ||y(T,u) —yq| < e.

Uwaga 2.5.4. Powyzszy wynik zakltada, ze liniowy czynnik réwnania generuje zwartg potgrupe ope-
ratordw, wiec uktad (2.1) z nieliniowoscig o stabo zwartych wartos$ciach na pewno nie jest catkowicie
sterowalny. Dlatego (jak wiemy z uwagi 2.2.3) twierdzenia 2.5.1 nie mozna poprawi¢ do analogicznego
wyniku dotyczacego catkowitej sterowalnosci.

Uwaga 2.5.5. Zauwazmy, ze w pracy [38] autorzy zakladajg, ze funkcja f: J x [H — IH jest taka, ze
IIf(t,x)|| < K dla prawie wszystkich t € J i dla kazdego x € IH oraz dla pewnego K > 0. Z tego
wzgledu otrzymaliSmy wynik silniejszy niz we wspomnianym artykule, nawet w przypadku jednowar-
tosciowym.

Mozemy tez sformutowac nastepujacy lokalny warunek aproksymacyjnej sterowalnosci.

Twierdzenie 2.5.6. Niech zalozenia (A), (B), (F0), (F1), (F2) oraz (F3) bedg spetnione. Zatozmy, ze V. C
C(d, H) jest ograniczonym, otwartym zbiorem takim, ze dla wszystkichz € OV mamy z & T'*(z), gdzie
« > O jest dowolna. Ponadto zaktadamy, ze uktad liniowy (2.8) jest aproksymacyjnie sterowalny na J.
Jesli deg(Il —T*, V) # 0 dla kazdego o > 0, to uktad (2.1) jest aproksymacyjnie sterowalny na odcinku J.
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2.5.2| PRZYPADEK NIEWYPUKLY
Na uzytek ponizszego twierdzenia przypomnimy nastepujace pojecie:

Definicja 2.5.7. [KOZ, Theorem 1.3.4] Powiemy, ze odwzorowanie wielowartosciowe ¢ : [a, b] X H —o H
jest superpozycyjnie mierzalne (ang. superpositionally measurable), jesli dla kazdej mierzalnej funkcji
y: J — H odwzorowanie wielowartosciowe v : J —o IH, zdefiniowane jako ztozenie § (t) := d)(t,y(t))
dla p.w. t € {, jest mierzalne.

Uwaga 2.5.8. [KOZ, Proposition 1.3.1] Jesli odwzorowanie ¢: [a,b] X H —o |H ma zwarte wartosci
ijest u.s.c. lub Ls.c., to jest superpozycyjnie mierzalne.

Warunek dotyczacy wypuklych wartosci odwzorowania F mozna ostabi¢ jak w nastepujacym twier-
dzeniu:

Twierdzenie 2.5.9. Zalézmy (A), (B) oraz (F3e). Niech, dodatkowo,
(FOA) odwzorowanieF: J X IH — IH ma domkniete wartosci;
(F1A) F jest superpozycyjnie mierzalna;

(F2A) istnieje funkcjak € L' (3,10, +00)) taka, ze odwzorowanie F jest k(-)-lipschitzowskie ze wzgledu
na drugq zmienng, tzn.

O (F(t,x), Ft,y)) <k(t)|x—ylm dla wszystkich x, y € H ipw. t €. (2.61)

Jesli dla kazdego «x > 0 mamy LY := Max fg k(s) ds (] + MaMg M"‘ﬁ) < 1 oraz uktad linio-
wy (2.8) jest aproksymacyjnie sterowalny na J, to aproksymacyjnie sterowalny na J jest uktad (2.1).

Dowdd. Niech
U*(f):={geL'(d,H) | g(t) € F(t,y¥(t)), dlapw. ted}, (2.62)

gdzie y¢ jest dane przez réwnania (2.25), (2.26) oraz (2.27) dla f € L'(d, H). Zauwazmy, ze wartosci
odwzorowania {{* sa rozktadalne, tzn. 4*: L' (g, H) —o . Skorzystamy z twierdzenia 1.4.6, zeby poka-
zaé, ze dla ustalonego o > 0 operator ${* ma punkt staty w L' (g, IH). Punkty te daja nam rozwiazania
rozwazanego uktadu.

Pokazemy, ze dla kazdego o« > 0 operator U*: L1(J,H) — L'(J, H) jest ciagly w sensie metryki
Hausdorffa. Na poczatek wykazemy, ze jest on gornie pdlciagly. Dla otrzymania sprzecznosci zat6zmy,
ze istnieje € > 01 ciagi fr, — fo € L'(J, H) oraz g,, € U*(fy,), ktére spetniaja

d(gn, U¥(fo)) > e dla ne, (2.63)

gdzie d oznacza odlegloé¢ punktu od zbioru w przestrzeni L' (J, H).
Dlan € IN definiujemy operator @, : J —o IH wzorem

On(t) == F(t,y5 (0) N B (9n (), di(gn (0) FILUE () +57), ted. (264)

Jest to odwzorowanie mierzalne, gdyz @ ma £ ® B(IH)-mierzalny wykres, gdzie £ oznacza o-cia-
o podzbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a na odcinku § oraz ®B(IH) oznacza o-cialo zbioréow
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borelowskich w H. Z twierdzenia Kuratowskiego-Ryll-Nardzewskiego istnieje mierzalna selekcja od-
wzorowania @, tj. gn € U*(fy), spelniajaca

lgn(t) = Gn ()| < di(gn (1), F&, Y& (1)) + =

o7 dlapw. t € g. (2.65)

Biorac pod uwage to, ze gn(t) € F(t,y¢ (t)) dlap.w. t € J, otrzymujemy

! a ' [0 @ x T €
L lgn (£) = gn (Bl dt < JO D (F(t,y& (1), F(t, y& (1) dt+jo dt
0
S JO D (F(t,yf, (1)), F(t,yf, (1)) dt + % (2.66)

Stad

€

5 (2.67)

;
lgn — Gnllr < JO KOOy (1) — & ()]l dt +

Zroébmy w tym miejscu uwage ogdlna, ktorg wykorzystamy za moment w dowodzie.

Uwaga 2.5.10. Oznaczmy przez Y, Y¢, rozwigzania ukladu (2.25)-(2.27) stowarzyszone z fy oraz f5,
odpowiednio. Wtedy dla t € J mamy nieréwnosé

t

.
lyf, () =y, (O]m <J Ma||f1(s) —F2(s)]|m ds+MiMBM“ﬁL [£1(s) —f2(s)||m ds. (2.68)

0

Z uwagi 2.5.10 oraz nierdwnosci (2.67) istnieje no € IN takie, ze ||gn — gn 1 < 3 dlan > no.
Ostatecznie

d(gn,u“(fo)) < € dlakazdego n > ny, (2.69)

co przeczy nieréwnosci (2.63).

Dowdd tego, ze 1% jest dolnie pélciagla, jest analogiczny i dlatego opuscimy go. W konsekwencji
U™ jest ciagla w sensie metryki Hausdorffa.

Teraz pokazemy, ze dla kazdych f1, f; € L'(g,H) mamy

@Ll (ﬂ“(f] ),u(x(fz)) < L(fo] —fZHL]. (2.70)

Niech g1 € 4%(f;) oraz € > 0 beda dowolne. Poniewaz odwzorowanie wielowartosciowe W;,: J —o H
dane jako

€

W (t) :=F(t,yf (1) N By (91 (1), dm (g1 (t), F(t, yf (1)) + T) (2.71)

jest mierzalne, to z twierdzenia Kuratowskiego-Ryll-Nardzewskiego istnieje g2 € 1% (f;) taka, ze

11 (t) — g2(t)[lm < dm (g1 (1), F(t,y (1) +% dlapw. t€g. (2.72)
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Dzieki uwadze 2.5.10 oraz temu, ze g2 (t) € F(t,y]‘c"z(t)) dla p.w. t € {J, dostajemy

rT T
€
g1 — gzl < ; O (F(t,yf (1), Flt, y & (1) dt+Jo < dt

T
< | KOyg (0 —yE (Ondt+e

JO

T t
<[ xw ( J Mallf1 () — £2(5)llm ds) at
0 0

0
< L“Hf] —f2||]_1 + €. (2.73)

T T
—|—J k(t)M%MBM“ﬁ (L If1(s) —f2(s)|lm ds) dt+e¢

Poniewaz € bylo dowolne, otrzymujemy lipschitzowos¢ (kontraktywnos¢) operatora L%,

Dzieki twierdzeniu 1.4.6, odwzorowanie 4% ma punkt staly, powiedzmy f%, w L'(g,H). Z zato-
zenia (F3e) zbior {f*}4~0 jest relatywnie stabo zwarty, co wynika z twierdzenia Dunforda-Pettisa.
Konkludujac jak w dowodzie twierdzenia 2.5.1, otrzymujemy teze. O

2.6 PRZYKLAD

W tym podrozdziale pokazemy przyklad ukiadu sterowania, ktory mozna opisa¢ rownaniem rézniczko-
wym czastkowym, i do ktérego stosujg sie rezultaty opisane powyzej. Jest on inspirowany przykladem
[11, Example 2].

Niech J := [0, T] oraz W = [0, 7.

Rozwazamy réwnanie reakcji-dyfuzji. Oznaczmy przez y(t, z) stezenie pewnej substancji w czasie
t € J, w punkcie z € W. Zakladamy, Ze sterowanie, ktére wplywa na uklad moze by¢ podzielone na
dwa rodzaje: feedback (czyli w petli zamknietej) i ,absolutne”.

Sterowanie typu feedback jest charakteryzowane przez egzogeniczne zaburzenie stezenia danej sub-
stancji, ktorego wielkos¢ zalezy od stanu uktadu. Zakladamy, ze gestos¢ substancji mozna opisaé funk-
cja : I X W x Rx R — IR, a intensywnosé¢ zrodla reakcji moze by¢ regulowana przez funkcje
vig =12 (W, IR), tzn. mierzalng funkcje spetniajaca warunek sprzezenia zwrotnego

v(t) € V(y(t,-)) dlapw. te€], (2.74)

gdzie V: L2 (W, IR) — 12 (W, |R) jest odwzorowaniem u.s.c. o wypuklych i zwartych wartosciach,
ktore jest globalnie ograniczone:

IV(y)| < Q dlakazdego y € L%(W,R), gdzie Q > 0. (2.75)
Definiujemy nieskonczenie wymiarowg przestrzen U przez

Ui={u=Y% sunen(’) | ZX ,u? < oo} C L2(W,R), (2.76)

gdzie e, (0) := \/%sin(ne), 0 <0 <mn € IN. Norma w U jest zdefiniowana jako ||u|| =

AN 2
Zn:z Un.
Absolutne sterowanie jest zdefiniowane przez liniowy ograniczony operator B: U — L2 (W, IR) za
pomoca wzoru

(Bu)(0) :=2uzeq(0) + Z Unen(0) dla u= Z unen, €U, 0 eW. (2.77)
n=2

n=2
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Przeskalowujac wszystkie fizyczne stale mozemy opisa¢ rozwazany model jako nastepujacy uklad ste-
rowania typu reakcji-dyfuzji z warunkami brzegowymi Dirichleta zdefiniowany na J x W:

dy(tz) _ %y(tz

L4 o(t,z,y(t,2),v(t,2)) + Bult,z) dlapw. tegd, zeW,

ot —  0z2
y(0,2) =yo(z) na {0} x W, (2.78)
y(t,z) =0 na J x oW,
v(t) € V(y(t,-)) dla t e/,

gdzie u(-) € L?(g, V).

Pytanie o sterowalnos¢ powyzszego ukladu mozna potocznie sformutowac nastepujaco: czy jest moz-
liwe dosterowanie ze stanu yo do kazdego wybranego z géry stanu stezenia substancji y; za pomoca
sterowan v(-) oraz u(-) tak, aby znalez¢ si¢ dowolnie blisko stanu y1, na przyktad do profilu jednorod-
nej koncentracji substancji na odcinku W? Oczywiscie, ze wzgledu na warunek y(t,z) =0Ona g x oW,
nigdy nie osiagniemy takiego stanu, co ilustruje rysunek 4.

Rysunek 4: Rozwiazanie ukladu dyfuzyjnego zbliza sie do jednorodnego stezenia substancji.

Zakladamy, ze funkcja ¢ spelnia nastepujace warunki:
@1 &(-,-,y,v): § x W — R jest mierzalna dla kazdych y, v € IR,

($2) [d(t,z,y,v)| < v(t,z)+ B(t, z)|v| dla prawie wszystkich t € J,z € W orazy, v € R, gdzie v,
B € L?(dx W,[0,+00)),

(®3) (y,v) = d(t,z,y,v) jestciagladlapw. t € J,z e W,
(d4) v d(t,z,y,v) jest wypukladlap.w. t € 7, z € W oraz kazdego y € R.

Udowodnimy teraz, ze odwzorowanie h: J x LZ(W, R) x L>(W, R) — L%(W, R), okreslone jako

h(t,y,v)(z) == d)(t, z,y(z),v(z)), (2.79)

jest (ciagowo) ciagle jako funkcja (przy ustalonym t) z L2(W, R) x Gq do przestrzeni L2(W,R) wy-
posazonej w slaba topologie, gdzie Gg = {v € L2(W,R) | ||v(z)|| < Q, z € W}. Inaczej méwiac
pokazemy, ze h(t, yn,vn) — h(t,y,v) gdy yn — yivn — v. Wtedy zbiér h(t,y, Gq) jest wypu-
kly i (dzieki zalozeniu (¢2)) relatywnie stabo zwarty w L?(W, R) dla kazdego t € J oraz wszystkich
y € L2(W,R).

Niech wiec Yyn — Y, v, — v w LZ(W, R), wtedy dla kazdego \ € L?(W, R) mamy:

(b, h(t,yn,ve))pe = wa(z) (R(t, yn, V) (2) dz = wa(zm(t, 2, yn(2),vn(2)) dz. (2.80)

Zauwazmy, ze ze wzgledu na zalozenie ($2) obraz h(t, -, -) jest zawarty w stabo zwartym podzbiorze
L2(W,R). Z tego wzgledu (ciagowa) ciaglos¢ funkeji h jest rownowazna domknietoéci wykresu tej
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funkeji [AE, Corollary 3.1.9]. Jesli zatozymy, ze istnieje funkcja g: § — L2(W, R) taka, ze dla kaz-
dego V € L2(W,R) mamy (\, h(t,yn,vn)) — (P, g(t)), to oczywiscie g(t) = h(t,y,v) bedzie
staba granica tego ciaggu. Rzeczywiscie, przechodzac do podciagu (jesli potrzeba) mozemy zalozy¢, ze
Yn(z) = y(z) oraz vu (z) — v(z) p.w. Wtedy z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej
otrzymamy

J V(2)$(t,z,yn(z),vn(z)) dz — J V(2)d(t,z,y(z),v(z)) dz, (2.81)
w w
wiec

h(t, Yn,vn) — h(t,y,v) w L*(W,R). (2.82)

Ponadto z twierdzenia Fubiniego odwzorowanie

s (W, Rt Yy vn)) 2 = wa(z)cb(t, 2, Yn(2),vn(2)) dz (2.83)

jest mierzalne, a wiec rowniez mierzalna jest funkcja graniczna t — (1, h(t,y,v)). Poniewaz prze-
strzen L?(W, R) jest oérodkowa, to mozemy stad wnioskowaé na mocy twierdzenia Pettisa, ze funkcja
t — h(t,y,v) jest mierzalna.

Zdefiniujmy H := L2(W, R), (-,-) := (-,-)| 2 oraz Az := % z dziedzing

2(A) = {z eH ’ z, 2 sg absolutnie ciagle, Z € H, z(0) = } H2 (W)nH'(W), (2.84)

gdzie Hé (W) oraz H' (W) to przestrzenie Sobolewa (patrz [Eva, Chapter 5]). Wtedy mozna sprawdzi¢,
ze mamy nastepujaca reprezentacje:

Z (z,en)en, z€ P(A). (2.85)

Jest dobrze znanym [CZ, Example 2.3.7], ze w takiej sytuacji operator A generuje zwartg Co-polgrupe
operatorow {S A (t)}¢~o na H, ktéra ma nastepujace przedstawienie:

oo
Z Mtz en)en, z€H, t>0. (2.86)

Uzywajac warunku ($p2) i wlasnosci odwzorowania V mozemy sprawdzic, ze odwzorowanie wielowar-
tosciowe F: J x LZ(W, IR) — L2(W, IR), dane wzorem

F(t,y):=h(ty,V(y)) dlapw.ted, yeH, (2.87)

spetnia warunek (F3e). Oczywiscie ma ono wypukle wartoéci. Poniewaz funkcja h(t,y,-): L2(W, R) —
L2(W,R),, jest ciagla, a odwzorowanie V jest us.c, to F(t,-) jest us.c. jako odwzorowanie
L2(W,RR) — L2(W,R),, (patrz [AF, Proposition 1.4.14] lub fakt 1.2.1). Skoro odwzorowanie F ma
stabo zwarte 1 wypukle wartosci, to jest u.h.c. (patrz uwaga 1.2.2). Ponadto z wlasnosci funkcji h od-
wzorowanie F(-,x) jest mierzalne dla kazdego x € H.

Mozemy teraz przepisa¢ nasz uklad jako sterowang inkluzje¢ ewolucyjna w przestrzeni Hilberta H:

{g(t) € Ay(t) + F(t,y(t)) + Bu(t) dlapw. te€], (2.88)

y(0) = yo.

33



34

| STEROWANIE APROKSYMACYJNE UKLADEM SEMILINIOWYM

Skoro operator A jest laplasjanem, to nie mamy watpliwosci, ze stowarzyszone z ukladem (2.88) row-
nanie liniowe

J(t) = Ay(t) + Bu(t) dlapw. t ,
9(t) = Ay(t) + Bu(t) dlapw. te] 59)
y(0) =vyo,
nie jest catkowicie sterowalne. Z drugiej strony, bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze
(B*v)(0) = (2v1 +v2)ea(0) + ) vnen(0), (2.90)
n=3
(B*Sa(t)x)(0) = (2x1e™t +x2e *V)e2(8) + ¥ e ™ txnen(0), (2.91)
n=3

gdziev =) 7 ;vnen(:) orazx = Y 7 ; xnen(-) sa elementami przestrzeni H. Poniewaz {en }n>1
jest uktadem ortogonalnym, to z powyzszej reprezentacji tatwo zobaczy¢, ze warunek

IB*SA(t)x[w =0, ted, (2.92)

implikuje, ze x = 0.
Dzieki uwadze 2.3.2 uklad liniowy (2.89) stowarzyszony z ukladem (2.88) jest aproksymacyjnie ste-
rowalny na J. W konsekwencji otrzymujemy

Twierdzenie 2.6.1. Przy zalozeniach jak wyzej, uktad (2.78) jest aproksymacyjnie sterowalny na odcin-
kud.

Uwaga 2.6.2. Warto zauwazy¢, ze nie opieramy si¢ w tym przyktadzie na nieuchwytnej informacji
dotyczacej odwracalnoéci operatora B', jak to jest powszechne w kontekécie uktadow catkowicie ste-
rowalnych (por. [33]).
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impulsowego z opdznieniem i zawiera rezultaty przedstawione w artykule [21]. W podroz-

dziale 3.1 opiszemy problem i przedstawimy przyjete zalozenia. W podrozdziale 3.2 podamy
podstawowe wyniki dotyczace aproksymacyjnej sterowalnosci i przedstawimy pokrotce zastosowane
metody. Nastepnie w podrozdziale 3.3 zdefiniujemy operatory I'*, ktérych punkty stale sg rozwigza-
niami inkluzji rézniczkowej. Dalej zbadamy wiasciwosci operatorow I'*. W szczegoélnosci pokazemy,
ze sg one pelnociagle, a to pozwoli nam badac¢ problem aproksymacyjnej sterowalnoéci uktadu (W.7) za
pomoca twierdzen o punktach stalych. Wreszcie w podrozdziale 3.5 znajduje sie przykiad ilustrujacy

R 0zDzIAL ten poswiecony jest badaniu aproksymacyjnej sterowalnosci semiliniowego uktadu

zastosowanie uzyskanych wynikow.

3.1 | MODEL | PRZESTRZEN ROZWIAZAN. ZALOZENIA

W rozdziale poprzednim widzieliémy, jak mozna uzyskaé aproksymacyjna sterowalnosé¢ uktadu semi-
liniowego, zakladajac aproksymacyjna sterowalnos$¢ stowarzyszonego ukladu liniowego. W tym roz-
dziale rozwigzemy podobny problem dla semiliniowego uktadu impulsowego.

W ostatnich latach wzrosto zainteresowanie impulsowymi uktadami sterowania ze wzgledu na ich
znaczenie teoretyczne i praktyczne (patrz np. [2, 9, 19, 25, BHN]). Mimo to niewiele prac omawia te-
mat sterowalnosci dla impulsowych réwnan rézniczkowych w nieskonczenie wymiarowej przestrzeni
Banacha [35, 37]. Impulsowe problemy moga pojawic sie np. przy rozwazaniu decyzji inwestycyjnych
w ekonomii, w modelach uktadow chaotycznych. Wiele ukladéw dynamicznych w fizyce i biologii ma
zachowanie impulsowe z powodu naglych skokéw w pewnych momentach w trakcie ewolucji. Przy-
kladoéw dostarczaja: farmakokinetyka, promieniowanie fal elektromagnetycznych, dynamika populacji
systemow biologicznych, biotechnologia itp. (patrz [27]). Szczegélnie réwnania z opdznieniem wyko-
rzystywane sa w modelowaniu ewolucyjnych zjawisk biologicznych, gdyz na wzrost populacji wplyw
ma stan tej populacji w momencie przeszlosci potrzebnej na osiagniecie odpowiedniej dojrzatosci osob-
nikow.

Nim przejdziemy do sformutowania problemu, scharakteryzujemy przestrzen rozwiagzan w zagadnie-
niach impulsowych. Rozwigzaniami rozwazanego przez nas w tym rozdziale uktadu sa funkcje, ktore
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moga nie by¢ ciagle w pewnych ustalonych czasach. Ponizej podajemy konstrukcje przestrzeni, ktora
zawiera wszystkie te funkcje.

Niech T > 0 oraz T > 0 beda ustalone. W calym tym rozdziale uzywamy nastepujacych oznaczen
na odcinki: J := [—7,0], J := [0, T]. Od teraz oznaczamy tez przez X := PC(J, H) przestrzen funkcji
kawaltkami cigglych z ustalong skonczona liczbg punktéw mozliwej nieciaglosci {ty, ..., T} C [—T,0],
—T =T < T < T2 < -+ < T < Ty = 0, takich, ze x(tf) = limy, o+ x(ty + h) oraz
x(t;) == limp_,0- x(t; +h),1 = 1,...,p, s3 skonczone dla —t < t < 0. Norma w tej przestrzeni
dana jest przez ||x||x := % IST ||x(t)||i dt. Potrzeba wprowadzenia takiej normy zostanie wyjasniona

w uwadze 3.1.6. Przestrzen X jest przestrzenia trajektorii poczatkowych, z ktorych startuja rozwiazania
uktadu (3.1).

x € PC(J, H)

| S N
: A

—T=Tgp T1 To T3 Ty T5=0

Rysunek 5: Przyklad funkcji w przestrzeni PC(J, H).

Ponadto dla skonczonej liczby ustalonych punktow nieciaglosci {t1,...,tp} C [0,T], 0 = to <
t <tz <--- <tp <tpyr =T, przez PC(J, H) oznaczamy przestrzen Banacha funkcji z: § — H,
ktore sg ciagle dlat € J\{ty,...,tp} i takie, Ze granice lewostronna i prawostronna, odpowiednio
z(t, ) oraz z(tﬁ), istniejg oraz z(t, ) = z(tx), k = 1,...,p. W tej przestrzeni rozwazamy norme
Czebyszewa ||z||pe(gm) :=sup{|lz(t)]| [t € T}

Przez PC([—, T], H) oznaczymy przestrzen funkcji y: [—1, T] — H takich, ze y| g € PC(J, H) oraz
ylg € PC(J,H). Zauwazmy, ze tak skonstruowana przestrzen jest ,sklejona” z dwoch przestrzeni,
w ktorych wystepuja odmienne topologie. Na przyklad funkcje z przestrzeni PC(J, H) sa lewostronnie
ciagle, podczas gdy funkcja z przestrzeni PC(J, H) moze wyglada¢ jak na rysunku 5.

Zwrboémy uwage, ze mimo korzystania z podobnych oznaczen na podane powyzej przestrzenie Czy-
telnik powinien mie¢ na uwadze, ze kazda z nich ma inne wtasnosci.

—T T1 0 t1 to T

Rysunek 6: Ciagle linie oznaczaja trajektori¢ y, natomiast linie przerywane oznaczaja funkcje y przesuniets
w lewo o t. W zwigzku z tym przerywany wykres (w ramce) wyznacza funkcje y¢.

Zalozmy, ze H, U sa rzeczywistymi przestrzeniami Hilberta. Przestrzen U jest przestrzenia wartosci
wszystkich sterowan, natomiast IH to przestrzen wszystkich mozliwych stanéw. W catym rozdziale
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zaktadamy, ze wszystkie sterowania dopuszczalne u: J — U naleza do przestrzeni L2(J, U). Dla kaz-

degoy € PC([—1,Tl,H) oraz t € J definiujemy funkcje y¢ € X wzorem y¢(0) :=y(t+06) dlad € J.

Funkcja ta reprezentuje historie stanu y od czasu t — T do chwili obecnej t (zob. rysunek 6).
Przedmiotem naszego zainteresowania w tym rozdziale jest uktad sterowania postaci:

y(t) € A(t)y(t) + F(t,y¢) + Bu(t) dlapw. ted, t#tg, k=1,...,p,
y(t) = (1), ted, (3.1)
y(ty) =ylt), yt)) =ylt) +Iklyy), k=1,...,p,

gdzie ¢, F, B sa danymi funkcjami, ktore zostang okreslone ponizej, a

(A) {A(t): Z(A) C H — H}iecy jest rodzing operatoréw liniowych i domknietych, ktora generuje
zwarty silny operator ewolucyjny % : A — Z(H) (patrz definicja ponizej), gdzie A :={ (t,s) €
dxJ10<s<t< T} natomiast dziedzina Z(A) C H jest gesta w IH i nie zalezy od t.

Ponadto przyjmujemy nastepujace zatozenie:
(1) odwzorowania I}: X — H,k =1,...,p, sa funkcjami petnociaglymi.

Dokladniej, kazda z funkeji Iy okresla wielkos¢ skoku w konkretnym punkcie niecigglosci. Na tym eta-
pie to zalozenie jest do$¢ stabe i w celu uzyskania aproksymacyjnej sterowalno$ci musi zosta¢ wzmoc-
nione (patrz podrozdziat 3.3.1).

Przypomnijmy za [10, Definition 1.3] pojecie zwartego silnego operatora ewolucyjnego:

Definicja 3.1.1. Operator % : A — Z(H) nazywa si¢ zwartym silnym operatorem ewolucyjnym, o ile:

(a) % (s,s) =y jest operatorem identycznosciowym na H dla kazdego s € J;
(b) % (t,v)%U(r,s) =% (t,s),jesliO <s<r<t<T;
(c) % jest silnie ciggty na A, tj. dla kazdegox € H funkcja A > (t,s) — % (t, s)x jest ciggla;

(d) zachodzq nastepujgce rownosci:

0% (t,8)

ot

— A% (t,5), Mﬁ:”:—%@gAm dla (t,s5) € A; (3.2)

(e) operatory liniowe % (t,s) sq petnociggle dla (t,s) € A.

Uwaga 3.1.2. Mozna poda¢ warunki wystarczajace, ktore gwarantuja istnienie silnego operatora ewo-
lucyjnego % z wyzej wymienionymi wlasno$ciami. Gdy uklad (3.1) reprezentuje paraboliczne roéw-
nanie rézniczkowe czastkowe, standardowe warunki sg takie, ze w przypadku niezaleznym od czasu
operator A musi by¢ infinitezymalnym generatorem silnie ciaglej zwartej polgrupy operatoréw (jak
w rozdziale drugim), a w przypadku zaleznosci od czasu zobacz, na przyktad, [24, CP].

Zakladajac (A), mozna tatwo pokazac (podobnie jak dla pélgrupy), ze istnieje stala My, (zob. [Paz,
Theorem 6.1]) taka, ze

|7 (t,s)| <My dla (t,5) € A. (3.3)

Przyjmijmy, ze My :=sup; ¢)ea % (L8]]
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Zrobimy krotka uwage dotyczaca istnienia rozwigzan ukladu semiliniowego z operatorem liniowym
zaleznym od czasu. Rozwazmy nastepujace abstrakcyjne impulsowe rownanie ewolucyjne na IH:

y(t) = A(t)y(t) +f(t) dlapw. ted, t#tg, k=1,...,p,

y(t) = ¢(t), ted, (3.4)
ylt) =y, yt)) =ylt) +Iklyy), k=1,...,p,

gdzie operatory A(t), t € J, spelniajg zalozenie (A), a odwzorowania Iy spelniajg zalozenie (I). Opiera-
jac sie na [BHN, Theorem 3.3] bardzo tatwo pokaza¢ nastepujacy fakt.

Twierdzenie 3.1.3. Przy zalozeniach jak powyzej niech f bedzie funkcjq catkowalng. Wowczas rowna-
nie (3.4) ma doktadnie jedno rozwiqzanie, ktore spetnia rownosé

t
YO =2 (6060 + Y %(t,tllye,) + L%(t,s)f(s)ds, ted. (3.5)

O<ti<t
Takg funkcje y nazywamy fagodnym (lub catkowym) rozwigzaniem uktadu (3.4).

Uwaga 3.1.4. Na pierwszy rzut oka mogloby sie wydawac, ze w naszych rozwazaniach wystarczy
powtoérzy¢ rozdziat drugi. Zwroémy jednak uwage, ze fagodne rozwiazanie uktadu (3.4), w przeciwien-
stwie do tagodnego rozwigzania ukladu z poprzedniego rozdzialtu, jest dane w sposéb uwiktany, gdyz
funkcja y wystepuje zardwno po lewej, jak i po prawej stronie réwnosci (3.5).

Naszym glownym celem jest udowodnienie aproksymacyjnej sterowalnosci uktadu (3.1) (pojecie to
w tym kontekécie wprowadzamy w definicji 3.2.1). W tym celu udowodnimy istnienie rodziny roz-
wigzan uktadu (3.1) stosujac twierdzenia o punktach statych (otrzymamy twierdzenia 3.3.7, 3.3.8, 3.3.9
oraz 3.3.10).

Przyjmujemy nastepujace warunki dotyczace wielowartosciowego zaburzenia F: J x X —o IH:

(F0) F ma slabo zwarte i wypukle wartosci;
(F1) F(:,z): J —o IH ma mierzalng selekcje dla kazdego z € X;
(F2) dlap.w.t € J multifunkcja F(t,-): X — H jest uh.c;
(F3) dla kazdego ograniczonego zbioru @ # Q C X istnieje ug € L! (9,10, +00)) taka, ze
IIF(t,z)|| = sup ||x|| <pa(t) dlapw. te] oraz ze€ Q. (3.6)
xEF(t,2)

Definicja 3.1.5. Funkcjay € PC([—7, T],H) jest lagodnym rozwigzaniem ukladu (3.1), o ile

t t
y(t) =2 (t,0)$(0) + Z (4t ) I (ye, ) + Jo U (t,s)f(s)ds +J  (t,s)Bu(s)ds (3.7)

o<tir<t 0

dlat € J, dla pewnego f € ! (d,H) takiego, ze f(s) € F(s,ys) dla prawie wszystkich s € §, oraz
y(t) =o(t) dlat € 7.

Od teraz przez rozwigzanie ukladu (3.1) rozumiemy lagodne rozwigzanie.
Oznaczmy X :={z € PC(J,H) | z(0) = $(0) }. Jest jasnym, ze jest to zbiér wypukly. Zauwazmy, ze
rozwigzanie ukladu (3.1) jest okreslone na przedziale [—T, T], natomiast bardzo czesto dalsze rozwaza-
nia bedg prowadzone w przestrzeni PC(J, IH). Aby upora¢ sie z ta dwuznacznoscia, dla kazdego z € K
definiujemy z[d]: [—T, T] — H przez
d@ﬁ:={¢u)dbt€l

z(t) dla ted. (3.8)
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Rysunek 7: Polgczenie funkeji z oraz ¢: z[].

Jest to po prostu potaczenie dwoch funkceji: ¢ oraz z (zob. rysunek 7).
Dla operatora B przyjmujemy nastepujace zatozenie:

(B) B: U — H jest ciaglym operatorem liniowym; przyjmijmy Mp := || B|.

Jak w poprzednim rozdziale, wprowadzimy operator Niemyckiego Pr: PC(J,H) — L'(g, H) wzo-
rem

Pr(z) := {f € L'(J,H) | f(t) € F(t,z[¢p]¢) dlapw. t € J}. (3.9)

Latwo pokazaé, ze przy powyzszych zalozeniach zbiér Pr(z) jest wypukly dla kazdego z € PC(J, H).
Ponizej podamy kilka prostych twierdzen dotyczacych wlasnosci operatora Pf.

Uwaga 3.1.6. Niepusto$¢ wartosci operatora Niemyckiego jest zagadnieniem, ktore jest czesto po-
mijane przez autoréw. Okazuje sie, ze bez odpowiedniego zalozenia o normie w PC(J, H), operator
t o F(t, z[d]¢) moze nie mie¢ mierzalnej selekcji. Szczegdlnie podkreslamy tutaj wynik Gueddy z pra-
cy [22], ktoéry wydaje sie byé stosunkowo nieznany. Szczesliwie problem ten zostal we wspomnia-
nym artykule ostatecznie rozwigzany. Ponadto z normg, ktora zostala okreslona na PC(J, H), funk-
cjad 3 s+ z[d]s € X jest ciggla.

Ponizsze fakty, mowiace o waznych wlasnosciach operatora Py, sa kluczowe dla dalszych rozwazan.

Lemat 3.1.7. Niechy € PC(J, H) oraz multifunkcja F: J x X —o IH spetnia zalozenia (F0)—(F3). Wtedy
istnieje co najmniej jedna catkowalna w sensie Bochnera selekcja w(-) € F(',y[cl)}(.)). W szczegolnosci
operator Niemyckiego ma niepuste wartosci.

Dowéd. Niechy € PC(J,H), a wiec y: J — H jest kawatkami ciggla. Poniewaz punkty niecigglo-
$ci sg ustalone, mozemy znalez¢ ciag (Yn)n>1 C PC(F, H) funkcji prostych zbiegajacy jednostaj-
nie do funkcji y na odcinku J. Dzieki zatozeniu (F1) dla kazdego n > 1 istnieje mierzalna selekcja
wn(t) € F(t,yn[cb]t), t € J. Dlatego odwzorowanie t +o {wy(t) | n > 1} jest mierzalne, wiec
t o conv {wn (t) | n > 1} jest rOwniez mierzalne.

Z jednostajnej zbieznosci yn [p] — yl[d] na [—1, T| mamy jednostajng zbiezno$¢ ciggu funkeji t —
YnlPlt do funkeji t — yldly, gdyz

1 0
sup [y 0l —yl@li e =sup [ [ynlol(s) —yloli(s)] as 310

ted teg T

0
<2 | suplynloltes) —ylole+s)fas -0
TJ 1 ted
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Oznaczmy X(t) := {ynldlt | n > 1} € X dlat € J. Zbior X(t) jest relatywnie zwarty, poniewaz
t — ynldlt zbiega do t — ylPlt jednostajnie na J.

Z twierdzenia Kreina-Smuliana i gérnej hemiciagloéci F(t, -) otrzymujemy, ze zbiér conv F(t, f)C(t))
jest stabo zwarty.

Powotujac si¢ na twierdzenie Dunforda-Pettisa, bez straty ogélnosci (przechodzac do podciagu, jesli
jest to konieczne) mozemy zatozy¢, ze wy, — w € L' (g, H). Z twierdzenia 1.2.6 wnosimy, ze W(t) €
F(t,yld)¢) dla prawie wszystkich t € J, wiec w € Pg(y). O

Twierdzenie 1.2.6 moze zostac uzyte jak w rozdziale 2, mutatis mutandis, do udowodnienia nastepu-
jacego faktu.

Twierdzenie 3.1.8. Operator Py jest ciggowo u.h.c. o wartosciach stabo zwartych.

3.2 ROZNE POJECIA STEROWALNOSCI. PROBLEM STEROWANIA IM-
PULSOWEGO

W podrozdziale tym zwrocimy uwage na aproksymacyjng sterowalno$¢ uktadow semiliniowych z za-
lezng od czasu cze$cig liniowa i zbadamy wlasciwosci takich uktadow. Wprowadzimy definicje aprok-
symacyjnej sterowalnosci i operatora sterowalnosci dla uktadu (3.1).

Definicja 3.2.1. Dla nieliniowego uktadu z impulsami (3.1) definiujemy nastepujqgce pojecia:

1. operator sterowalnosci dla ukladu (3.1) na J jest operatorem liniowym 8" : 12(3,U) — H, danym

Jjako
-
BTu = Jo % (T,8)Bu(s)ds dla ue: L*(g,U); (3.11)

2. [6, Section 3] uktad (3.1) jest catkowicie sterowalny na d, jesli dla kazdych punktow yo, y1 € H
istnieje sterowaniew € L%(J, U) takie, ze tagodne rozwigzanie (3.1) spelnia warunki:y(0; 1) = yo,
y(hu) =y

3. [37, Definition 2.1] uktad sterowania (3.1) jest aproksymacyjnie sterowalny na J, jesli dla kazdych
Yo,Y1 € H idla dowolnego € > 0 istnieje sterowaniew € L*(J, U) takie, ze tagodne rozwigzaniey
problemu Cauchy’ego (3.1) spetnia y(0) = yo oraz ||[y(T) —y1|| < €; réwnowaznie mozemy
powiedziec, ze zbioér osiagalny dla uktadu (3.1) z poczqtkowej wartosci yo w czasie koicowym T, tj.
R(T,yo) = {y(T;u) | w e L*(3,V),y(0;u) = yo ), jest gesty w H;

4. gramian sterowalnosci LE € Z(H) dla uktadu (3.1) jest zdefiniowany jako

Ll =8T(8")". (3.12)

Uwaga 3.2.2. Istnieja liczne publikacje dotyczace catkowitej sterowalnosci (por. [6, BHN] i odwotania
tamze), ale w zwiazku z wynikami otrzymanymi przez Triggianiego (patrz uwaga 2.2.3) w przestrze-
niach nieskonczenie wymiarowych semiliniowe uktady impulsowe nie musza by¢ catkowicie sterowal-
ne.

Jak wspomniano we wstepie, naszym glownym celem jest rozwiagzanie nastepujacego problemu:

Problem 3.2.3. Dla dowolnych yo, y; € H pokaza¢ istnienie ciggu sterowan (un)y>1 C L2(4,U)
takiego, ze tagodne rozwigzanie ukladu (3.1) spelnia warunki: y(0; un,) = yo oraz y(T; un) — y1.
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Pytania tego typu, ale technicznie bardzo rézne, rozwazane byly w [8, 16, 17, 23, 33, 40, 41, BGN].

Ponizej prezentujemy dowody prostych faktow, ktore beda nam potrzebne w celu pokazania aprok-
symacyjnej sterowalnosci dla impulsowych ukltadéw semiliniowych w przypadku operatora liniowego
zaleznego od czasu (dla przypadku niezaleznego od czasu zobacz [4, 5, 11] lub wyniki rozdziatu drugie-

go)-
Lemat 3.2.4. Zachodzq nastepujgce stwierdzenia:
(@) ([B"*z)(s) =B*%*(T,s)zdlas € [0, T);
(b) operator Lg ma przedstawienie:
T
Liz= JO U (T,s)BB*%*(T,s)zds, gdzie z <€ H, (3.13)

co, w szczegolnosci, daje LE > 0.

Dowbd. Proste rachunki pokazuja, ze

0

.
W, [BT*2)12 = (BT, 2)y = <J U (T,s)Bu(s) ds,z>

H
T T
= J (7 (T,s)Bu(s),z)p ds = J (u(s), B*Z*(T,s)z)y ds, (3.14)
0 0
a to dowodzi (a) oraz pociagga za sobg réwnos¢ (3.13). O

Jako wniosek otrzymujemy:

Uwaga 3.2.5. Poniewaz (Ker([B7]*))+ = Range(BT7), wiec jesli zalozy¢ ograniczonosé¢ impulsow, to
aproksymacyjna sterowalnos¢ uktadu

y(t) = A(t)y(t) + Bu(t) dlapw. tegd, t#£t, k=1,...,p,
y(t) = ¢(t), ted, (3.15)
y(ty) =ylt), yt)) =ylt) +Iklyy), k=1,...,p,

jest rownowazna temu, ze Ker([87]*) = {0}. Natomiast z lematu 3.2.4 p. (a) widzimy, ze jest to réwno-
wazne implikacji: jesli B*% *(T, s)z = 0 dlakazdego s € [0, T], to z = 0. Doszli$my wiec do analogonu
uwagi 2.3.2 dla ukltadéw impulsowych. Pomimo wielu analogii w tym i w poprzednim rozdziale, nie-
ktore z twierdzen nie majg swojego odpowiednika tutaj, dlatego problem 3.2.3 zastuguje na doktadna
analize.

Poniewaz Lg > 0, wiec operator rezolwenty
R(o, LE) == (edly +L5) " T: H — H (3.16)

jest dobrze okreslony dla wszystkich o« > 0. Jesli Lg > 0, to R(«, LE) jest zdefiniowany réwniez dla
o« = 0 (zobacz podobne uwagi w rozdziale drugim).
Musimy poczynié nastepujace kluczowe zatozenie:

(R) aR(ea, HE) — 0 w silnej topologii operatorowej, gdy o« — 0.
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Uwaga 3.2.6. Zalozenie o aproksymacyjnej sterowalnosci uktadu (3.15) nie musi pociaga¢ za soba
warunku (R). Gléwnym problemem, wielokrotnie przemilczanym w literaturze (patrz np. [9, 16, 37]),
jest powtérzenie lematu 2.3.3. Wiele publikacji przyjmuje ten fakt jako co$ oczywistego, nie ttumaczac
sie z dowodu.

Warunek (R) oznacza, ze uklad

{g(t) =A(t)y(t) + Bu(t) dlapw. teg, (3.17)

jest aproksymacyjnie sterowalny.

3.3 ‘ OPERATORY POMOCNICZE | ICH WEASNOSCI

W tej czesci pokazemy, ze dla kazdego yo € H, wybierajac odpowiednie sterowanie u* dla kazdego
o > 0, istnieje tagodne rozwigzanie y(-;yo, u*) € PC([—7, T], H) uktadu (3.1), pozwalajace w kolej-
nym podrozdziale uzyska¢ zbieznos¢ y*(T;yo, u*) — y7 € H gdy « — 0.

Zgodnie z koncepcja zawarta w rozdziale drugim, dla « > 0 definiujemy operator linio-
wy W*: H — 12(J, U) wzorem

W*(x)(s) = B*%*(T,s)R(«, LL)(x) dla x e H, s €. (3.18)

Operator W* jest ograniczony, poniewaz ||R(o, LL)|| < 1; Dla kazdego o« > 0 oznaczmy M% :=
W=l

Dalsze rozwazania wymagaja przedefiniowania aproksymacyjnej sterowalnosci na pewien wygod-
ny uklad réwnan. Mianowicie dla wszystkich & > 0 bedziemy szukali funkcji (y,u) € PC(J,H) x
L2(J, U) spetniajacych nastepujacy uktad réwnan

u(t) =uy, ¢y (t) == W*(p(f,y))(t), (3.19)
t t
y(t) =y*(t) =27 (t,0)$(0) + Jo U (t,s)f(s)ds + Jo %(t,s)Bug‘],f,y(s) ds (3.20)
dlat € g, gdzie
-
Py =y —Z(T,000)— Y (T, t)L(yldly,) —L % (T,s)f(s) ds (3.21)

O<t<T

oraz f € Pr(y).
W dalszej czesci charakteryzujemy rozwiazania powyzszych roéwnan. Za [21] wprowadzimy teraz

pomocnicze operatory.
Dla o > 0 definiujemy operator T*: L' (g, H) x PC(J, H) — PC(J, H) wzorem

(TFY) () =2 (400 + Y Z(t t)k(yldly,)

o<t<t
t t
+J  (t,s)f(s) ds —i—J %(t,s)Buﬁ‘bf,y(s) ds dla feL'(J,H). (3.22)
0 0

Teraz mozemy rozwazy¢ rodzine odwzorowan I'*: KX — X danych przez

M*(y) := {z e PC(J, H) ‘ z(t) :(S“(f,y))(t), dla f € PF(y)}, gdzie o >0,y € K. (3.23)
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W celu rozwiazania ukladu (3.19)-(3.20) stosujemy technike punktéow statych dla odwzorowan wielo-
warto$ciowych. Ze sposobu, w jaki multifunkcje I'* zostaly zdefiniowane, widzimy, Ze punkty stale
odwzorowania I'* sg tagodnymi rozwigzaniami uktadu (3.1).

W celu pokazania, ze odwzorowania I'® sg u.s.c., wystarczy tylko dowie$¢ (por. strony 23-24), ze
ich wykresy sa domkniete, poniewaz, jak zobaczymy ponizej, operatory te sa pelnociagle. Dla wygody
mozemy rozwazy¢ nastepujacy warunek dla abstrakcyjnego operatora S: L1 (g, H) — PC(g, H):

(s) dla kazdego ciagu catkowo ograniczonego (fn)n>1 C L'(,H), ciag (S(fn))n>] jest relatywnie
zwarty w PC(J, H).

Bedziemy uzywac nastepujgcego operatora.

Definicja 3.3.1. Operator G: L'(J,H) — PC(J, H) zdefiniowany jako

t

(Gf)(t) == JO U(t,s)f(s)ds, fell(dH), (3.24)

nazywa si¢ uogdlnionym operatorem Cauchy’ego.
Stwierdzenie 3.3.2. Przy zafozeniu (A) uogdlniony operator Cauchy’ego spetnia warunek (S).

Dowéd. Zalozmy, ze dla prawie kazdego t € J mamy |fn(t)] < o(t), dla pewnego o €
L'(3,[0,+00)). Niech t € J,t > 0, € > 0 oraz wybierzmy § € (0, t) takie, ze My [; 5 0(s)ds < e.
Potézmy vy, (t) := (Gfy)(t) i zauwazmy, ze dla t € J mamy

t—5 t
() =% (1,1t —0) <L U (t—29,s)fn(s) ds> +L5 U (t,s)fn(s)ds. (3.25)

Dlatego

-5
vn(t)nz1 C Z (t,t—9) {Jt U (t—29,s)fn(s) ds} + B(0, €),

0 nelN

gdyz || f,:_é U (t,s)fn(s)ds|| < e dla kazdego n € IN. Pelnociaglos¢ % (t,t — 8) implikuje, ze
(vn(t))n>1 jest relatywnie zwarty.

W celu pokazania, Ze zbidr {vn }n>1 jest rownociagly, ustalmy to € J, € > 0 oraz wezmy liczbe
81 > 0 taka, ze My [, o(s) ds < §, gdy tylko P C J jest miary A(P) < 287 (gdzie A oznacza miare
Lebesgue’a na R). Niech z := max{0,tp — 01}; wtedy to —z < 1. Poniewaz zbidr {vn (z)}n>1 jest
relatywnie zwarty, rodzina {% (t, s)vn (z)In>1 jest rownociagla, tj. istnieje 0 < 8, < &7 taka, ze dla
wszystkich n € IN oraz t € J zachodzi | % (t,z)vn(z) — % (to,2)vn(2)|| < 5, 0ile [t —to| < &3.
Niech teraz t € J bedzie taki, ze [t — to| < 02. Wlasno$¢ polgrupy i nierdéwnosé trojkata daja nam, ze
dla wszystkich n mamy

[vn (1) = vn(to)]

‘@/(t, 2)vn(z) — % (to, z)vn(2) —i—J

z

t to

U (t,s8)fn(s)ds —J U (to,s)fn(s)ds

z

<

t to

o(s)ds + My J o(s)ds < e. (3.26)

z

< % (4, 2)vn(2) —  (to, 2)vn(2)| + May J

z

W zwigzku z tym ciag (Vi )n>1 jest relatywnie zwarty w PC(d, H). O
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Uwaga 3.3.3. Dokladnie jak powyzej mozna pokaza¢, ze zbior G(U) jest relatywnie zwarty, jesli U C
L'(d,H) jest ograniczony.

Zwro¢my uwage na bezposrednia konsekwencje stwierdzenia 3.3.2.

Twierdzenie 3.3.4. NiechS: L' (3, H) — PC(d, H) bedzie operatorem spelniajqcym warunek (S). Wtedy
zlozenie

SoPg: PC(J,H) — PC(J, H) (3.27)
jest domknietym multioperatorem o zwartych wartosciach.

Dowdd. Niech (Yn)n>1, (zn)nx>1 C PC(J,H), yn — Yo, zn € SoPr(yn),n > 1, oraz z, — zo.
Wezmy dowolny ciag (fn)n>1 C L'(J,H) taki, ze fn € Pr(yn), zn = S(fn), n > 1. Ciag
(Ynldlt)n>1 jest ograniczony w normie przestrzeni X, poniewaz

1 r0
lyn(@lelz = —| lynl@l(t+s)]ds
1“"*t 1(°
<o unboltrsias+ 2 [ fundl(ess)as
T) . T)
1(° 1 (7
<o| etds | lyas)l ds <o (3.28)
Jt—7 0

gdyz yn — Yo implikuje ograniczonos¢ |[yn ||pe(g,m)- Z zalozenia (F3) wynika, ze ciag (fn)n>1 jest
catkowo ograniczony. Poniewaz warto$ci odwzorowania F sg slabo zwarte i T, (t) € F(t,ynldli),
zatem z twierdzenia Dunforda-Pettisa zbior {f; }n>1 jest relatywnie stabo zwarty. Mozna wiec zatozy¢
bez straty ogdlnosci, ze f, — fo. Uwaga 3.3.3 pociaga za soba, ze S(fn,) — S(fo) = zo (z dokladnoscig
do podciagu). Z drugiej strony, dzieki twierdzeniu o zwartosci 1.2.6 mamy, ze fy € Pr(yo) i dlatego
zo € SoPg(yo), tj. odwzorowanie S o Pr jest domkniete. Zwarto$¢ zbioru S o Pr(y), dlay € PC(F, H),
wynika z jego domknigtosci i stwierdzenia 3.3.2. O

Z twierdzenia 1.2.3 otrzymujemy
Whniosek 3.3.5. Przy powyzszych zatozeniach dotyczqcych F oraz S multioperator S o Py jest u.s.c.

Dowdd. Rozpatrzmy zbiezny ciag (Yn)n>1 C PC(J, H) i dowolny ciag (fn)n>1 C L'(g,H) taki, ze
fn € PE(Yn), n > 1. Z zalozenia (F3) wynika, ze zbior {fn Jn>1 jest stabo zwarty. Przeto z uwagi 3.3.3
zbior {S(fn) }n21 C PC(J, H) jest relatywnie zwarty, a stad operator S o P jest quasizwarty, wobec
tego jest u.s.c. z twierdzenia 1.2.3. O

Nastepujaca wlasno$¢ operatora I'* jest zasadniczym wynikiem niezbednym do udowodnienia
aproksymacyjnej sterowalnosci dla uktadu (3.1).

Whniosek 3.3.6. Przy zatozeniach (A), (B), (I), (F0), (F1), (F2) oraz (F3) dla o« > 0, operator '*: K — K
jest petnociggty, u.s.c. i ma zwarte wartosci.

Dowéd. Dla f € L'(J,H) oznaczmy

T

q1¢ == y1 — % (T,0(0) - JO % (T,n)¢) dn. (3.29)
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Dla kazdego o« > 0 operator I'* mozemy rozlozy¢ w nastepujacy sposob
M) =T + T3 W + T3 Y),  y e PC(d, H), (3.30)

gdzie

t

re(y) = {z €K | z(t) = % (t,0)$(0) + JO U (t,5)f(s) ds

t
+JO U (t,5)BW(qr.1)(s) ds, f € Pp(y)}, (3.31)

t P
re(y) = L U(t,s)BWS (Z %(T,tk)lk(y[qn]tk)) (s) ds, (3.32)
k=1
)= Y 2T, t)k(yldl,). (3.33)
O0<ty<T

Wypukloé¢ wartoéci operatora I'* jest oczywista. Ponadto jednowarto$ciowe operatory I'5 oraz I'* s3
ciagle, poniewaz funkcje skoku Iyx: X — H, k = 1,...,p, i operatory liniowe B, W% sg ciagle oraz
mamy nieré6wnos$¢ (3.28). Aby zakonczy¢ te czes¢ dowodu musimy pokaza¢, ze operator [7°: K —o K
jest u.s.c.

Operator I'7* jest zlozeniem operatora Pr z S := Sq + S5 L' (g, H) — C(gJ, H), gdzie

(S1f)(t) := % (t,0)p(0) + Jt w (t,s)f(s) ds, (3.34)
0
t
(S21)(t) = jo % (1, s)BW(qr.¢)(s) ds. (335)

Ze stwierdzenia 3.3.2 operator S; spelnia warunek (S). Pokazemy, ze S, roéwniez spelnia zalozenie (S).
Latwo dostrzec, ze Syf = G(BW*(yy; —Z(T,0)$(0) — (1 G(f))), gdzie Cr: C(d,H) — H jest linio-
wa 1 ciagla funkcjg ewaluacji zadang jako (t(y) := y(T). Korzystamy teraz z wniosku 3.3.5, dzieki
ktéoremu mamy, Ze operator I'{* jest u.s.c. Dlatego operator I'™, bedac sumg odwzorowania u.s.c. oraz
przeksztalcen ciaglych, sam jest u.s.c. Ponadto, z twierdzenia 3.3.4, odwzorowanie I'* ma zwarte war-
tosci.

Wezmy dowolny zbioér ograniczony U C K. Wowczas zbior W := Pg(U) jest relatywnie stabo
zwarty dzieki twierdzeniu Dunforda-Pettisa. Poniewaz operator S spetnia warunek (S), to zbior I'7*(U)
jest relatywnie zwarty. Ponadto funkcje Ix: X — H, k = 1,...,p, sa pelnociagle. W zwiazku z tym
zbior I'*(U) jest relatywnie zwarty jako suma trzech zbioréw relatywnie zwartych. Stad odwzorowa-
nie '™ jest quasizwarte, a z twierdzenia 1.2.3 jest u.s.c. O

3.3.1 ‘ KRYTERIA WYSTARCZAJACE DLA ISTNIENIA PUNKTOW STALYCH OPERATOROW ¥

Wydaje sie, ze w naszym kontekscie warunek (F3) jest zbyt ogdlny, aby zapewnic istnienie rozwigzan
ukladu (3.1). Dlatego, aby zagwarantowac istnienie tagodnych rozwiazan, nakltadamy kilka silniejszych
ograniczen na odwzorowanie F. Nastepnie, uzywajac twierdzenia Schaefera i twierdzenia Sadowskiego,
uzyskamy warunki wystarczajace na niepusto$é zbioru rozwigzan.

Sformutujemy jednak wpierw nastepujacy ogdlny fakt:
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Twierdzenie 3.3.7. Wezmy o« > 0 i przyjmijmy, ze zalozenia (A), (B), (F0), (F1), (F2), (F3) oraz (I) sq
spetnione. Niech V* C X bedzie ograniczonym, (relatywnie wzgledem X) otwartym zbiorem takim, ze dla
wszystkichz € OV mamyz & T*(z). Jesli deg(Il — %, V&) =£ 0, to istnieje punkt staty y* operatora '™
taki, zey* € V&; przez deg oznaczylismy stopien topologiczny dla odwzorowan kondensujgcych.

Podamy teraz warunki, przy ktorych zbior punktéw staltych odwzorowania I'* jest niepusty.

Twierdzenie 3.3.8. Przy zalozeniach (A), (B), (I), (F0), (F1) oraz (F2) przyjmijmy, ze warunek (F3) zastq-
pimy nastepujgcym:

(F3A) istnieje cigg funkcji (wn)n>1 C L' (7, [0+ 00)) taki, ze

sup ||F(t,z)|| S wn(t) dlapw ted,n=1,2,..., (3.36)

lzllx<n
oraz

(1) istnieje cigg (Hn)n>1 liczb nieujemnych takich, ze:

max sup ||Ix(z)]| | < Hn. (3.37)
Isk<p <|Z||3e<n A
Wtedy, jesli
1 T
liminf — J Wwn(s)ds=0 (3.38)
n—+oco N 0
oraz
o]
liminf —H,, =0, (3.39)
n—+oco N

to dla & > 0 istnieje liczbar = r(«) > 0 taka, ze '™ (@(0, r)) C D(0,r). W konsekwencji odwzorowa-
nie ' ma punkt staty.

Twierdzenie 3.3.9. Przy zalozeniach (A), (B), (1), (F0), (F1) oraz (F2) niech warunek (F3) zostanie zastq-
piony przez nastepujqgcy:

(F3B) istnieje funkcjak € L (3, 0, +oo)) oraz niemalejgca funkcja: [0, +00) — [0, +00) taka, ze

[F(t,2)|| < k() (||zllx) dlapw te€], z€X, (3.40)
oraz
G(i1B)

Hn(2)|| < ¥(||z||x) dlan=1,...,p, oraz z € X. (3.41)
Ponadto zatéozmy, ze dla kazdego « > 0 istnieje stata L* > 0 taka, ze

L(X
Cff + CFW(L + [[0]1x) (P + 3 k(T) dT) + [ 6(0)]

>1, (3.42)
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gdzie state C{* oraz C§ sq dane przez

CS = My [|b(0)|| + My MpMEVT (Jly1 || + My | 6(0)]), (3.43)
CS =My (1 +M%MBM“\FT), (3.44)

oraz przypomnijmy, ze Moy, = sup (g )ca | = [[W*||. Wtedy dla o« > 0

istnieje = 1() > 0 takie, ze F“(@(O r)) C @(0, r).

Twierdzenie 3.3.10. Przy warunkach (A), (B), (I), (F0), (F1) oraz (F2) zatézmy, ze warunek (F3) jest
zastgpiony przez nastepujgcy:

(F3c) dla kazdego « > 0O istnieje funkcja p* € L! (H, 0, +oo)) taka, ze spetniony jest warunek subli-
niowego wzrostu, tzn.

IF(t,2)|| < B*(t)(1+||z]|x) dlapw ted, z€X, (3.45)

a ponadto zatozmy

(10) odwzorowania Iyc: X — H, k = 1,...,p, sq funkcjami ograniczonymi, tzn. istniejq state dy > 0

takie, ze
|Ik(2)]| < dx  dla z € X. (3.46)
Fesli
2 TBx(s)a ! Ma [EB%(s)d
M2, MgM*y/Telo B (s) J BXe M [oB™(s)ds gt 1, « >0, (3.47)
0

to dla kazdego o > 0 istniejer = r(a) > O takie, ze F“(@(O,T)) c DO, ).

Dowdd trzech wyzej wymienionych warunkow jest taki sam jak ten, ktory pojawit sie w [6], wiec
go pominiemy.

Twierdzenie 3.3.11. Niech

K= max{],M%,M%MBﬁ}, (3.48)
i := 3kM%, Mg |Ail|1, (3.49)
gi := max{e;i, fi }. (3.50)

Przy zatozeniach (A), (B), (10), (F0), (F1) oraz (F2), jesli zatozymy, ze

(F3D) istniejq rodziny funkcji £;: [0,+00) — [0, +00) oraz A; € L! (H, [O,—i—oo)), i=1,...,q, takie,
ze

e

IFt2)l < ) M(tE&(lzllx) dlazeX, dlapw te], (3.51)

i=1

oraz dla kazdego & > 0 mamy

q
lim sup (r — Z giai(M)Hae‘FT)> = 400, (3.52)

(08
T—00 =
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to istnieje punkt staly operatora I'* dla & > 0.

Dowdd powyzszego twierdzenia jest podobny jak w rozdziale drugim. Jedyne co trzeba zauwazy¢,
to nier6wnos¢

T
lyldlsllx < ||dllx + ;HUH?@(;}JH), (3.53)

ktoéra wynika z nieréwnosci (3.28).

Uwaga 3.3.12. Praca [37] blednie podaje, Ze jest to warunek wystarczajacy do aproksymacyjnej stero-
walnosci uktadu (3.1).

Niemniej jednak, warunki (F3a)-(F3d) sa nadal niewystarczajace, aby zapewni¢ aproksymacyjna
sterowalnos¢ ukladu (3.1). W takim razie warunek (F3) musi zosta¢ zastapiony silniejszym.

34 ROZWIAZANIE PROBLEMU STEROWALNOSCI INKLUZJA Z IMPUL-
SAMI

Majac na uwadze powyzsze twierdzenia mozemy teraz sformutowaé i udowodnié gtéwny wynik tego
rozdziatu.

Twierdzenie 3.4.1. Zatézmy, ze (A), (B), (R), (I), (10), (F0), (F1) oraz (F2) sq spetnione. Poza tym, niech

(F3E) istnieje multifunkcja H: J —o IH o stabo zwartych wartosciach, ktora jest catkowo ograniczona
i taka, ze

F(t,z) C H(t) dlap.w. t € Jidlawszystkich z € X. (3.54)

Wowczas uktad (3.1) jest aproksymacyjnie sterowalny na J.

Uwaga 3.4.2. Zwréémy uwage, ze warunek (F3e) implikuje (F3a)-(F3d), a stad I'* ma punkt staly dla
kazdego o« > 0.

Dowéd. Niech y* bedzie punktem staltym odwzorowania '*: KX —o K w kuli{z € PC(J, H) | z(0) =
&(0), ||lz|| < r(«)} C K. Kazdy taki punkt jest fagodnym rozwiazaniem ukiadu (3.1) na J przy stero-
waniu

ugl,f“,y“(t) = B*%*(T/t)R(a/LE)P(f(X/U(X)/ te 3/ (355)
dla pewnego f* € Pr(y®). Ponadto y* spelnia réwnanie
y*(T) =y1 — aR(a, Ly)p(f¥, y%). (3.56)

Istotnie, zauwazmy, ze

Yy (M =2(T,060)+ >  Z(T t)l(y*dly,) +LER(x, L)p(f*,y™)

0<ty<T

T
+J U(T,8)f%(s)ds =y1 —p(f*,y%) —I—LER(O(,LE)p(f“,y“)
0

= oR(o, LE)p(F*,y™) + LER (o, LY )p (£, y*) — p(F*, y)
+y1 — aR(a, L) p(f*, y). (3.57)



3.4 ROZWIAZANIE PROBLEMU STEROWALNOSCI INKLUZJA Z IMPULSAMI \

Z zalozenia (F3e) oraz twierdzenia Dunforda-Pettisa dostajemy, ze zbior {1""}0(> o jest stabo zwarty
w przestrzeni L' (g, H). Istnieje wiec ciag, powiedzmy (f‘x“)n>1, an — 07, slabo zbiezny do pewne-

go f w L' (g, H). Oznaczmy

:
o=y — 2 (T,000)— Y %(T,tk)lk(y“n[mtk)—]o%(T,s)f(s)ds. (3.58)

O<ty<T

Poniewaz f*m — f, wiec ciag (y*~ [dl¢, )n>1 jest ograniczony,i =1,...,p, dlatego ciag (hn)n>1 jest
zwarty. Niech h,,, — h. Wynika stad, ze

JT U(T,s)(f%x(s) —f(s)) ds
0

Ip(Fome, y%m) — hpy, || = ‘

n
< J |2 (T, s) (£ (s) — f(s))|| ds — O, (3.59)
0

gdy k — 400, ze wzgledu na petnociagloé¢ operatora Cauchy’ego G: L' (g, H) — P€(J, H). Nastep-
nie, dzieki ograniczono$ci impulséw oraz uwadze 1.3.4, przy pomocy réwnosci (3.56) otrzymujemy

ly*m(T) =yl = [lom, Rlen,,, Lg)p (£, y*n )|

< H(XTIkR(O‘TIk/ Lg)(h’nk) H + ||O(T1kR((lek/ L—BI—) (p(f“nk/yank) - h’nk) H
< Jlony Rlom,, Lg) ()| + [P (F5me, y i) =, || =0, (3.60)
gdy k — +o00. Dowodzi to aproksymacyjnej sterowalnosci uktadu (3.1). O

Uwaga 3.4.3. Zauwazmy, ze dowod twierdzenia jest konstruktywny i dlatego ciekawy zaréwno
z punktu widzenia teoretycznego, jak i numerycznego. Jedynym klopotliwym krokiem jest pokazanie
warunku (R).

Nasze rozwazania podsumujmy, wypowiadajac nastepujacy abstrakcyjny fakt:

Twierdzenie 3.4.4. Zatézmy, ze zatozenia (A), (B), (R), (F0), (F1), (F2), (F3), (10) oraz (I) sq speinione.
Niech V. C X bedzie ograniczonym, (relatywnie) otwartym zbiorem takim, ze dla wszystkich z € 0V
mamy z ¢ T*(z), gdzie & > 0 jest dowolne. Jesli deg(ll —T*,V) # 0 dla « > 0, to uktad (3.1) jest
aproksymacyjnie sterowalny na J.

Zwrdéémy uwage, ze przy zalozeniach jak w twierdzeniu 3.4.4, zbior {f*}~o0 C B(0, wv), gdzie py
pochodzi z warunku (F3), jest relatywnie stabo zwarty, a wiec zbidr {y*}y~o C V jest relatywnie zwar-
ty. Poniewaz kazda dolnie pélciggla funkcja na zbiorze zwartym osigga minimum [Aub, Corollary 1.2],
dlatego mozemy wywnioskowac nastepujaca aproksymacyjng zasade optymalizacji.

Twierdzenie 3.4.5. Niech j: PC(J,H) — [0, +00) bedzie dowolnym dolnie péicigglym funkcjonatem.
Przy warunkach twierdzenia 3.4.4 istnieje ciqg liczb dodatnich (0tn)n>1 zbiezny do zera taki, ze granica
O = limn o0 j(y*n) istnieje oraz dla wszystkich trajektorii y startujgcych z d mamyj(y) > 9.

Uwaga 3.4.6. Zauwazmy, ze skoro czasy skokoéw sg ustalone, to pomiedzy kazdymi sasiednimi ukiad
niczym sie nie rézni od ukladu z rozdzialu drugiego. Dlatego mozna tez latwo udowodnié¢ ponizszy
fakt.

Twierdzenie 3.4.7. Zalozmy, ze spetnione sq warunki (A), (B), (F0), (F1), (F2), (F3e), (10) oraz
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(RA) operator liniowy

—1
.
R (oc, Lgp’ﬂ> = (oth +J U(T,s)BB*%*(T,s) ds> H— H (3.61)

tp

spetnia «R(«, Lgp’ﬂ) — 0 w silnej topologii operatorowej, gdy o« — 0.
Wowczas uktad (3.1) jest aproksymacyjnie sterowalny na .

Dowdéd. Wybierzmy jakiekolwiek sterowanie uq na odcinku [0, t,] i znajdzmy punkt 1, do ktérego
dotrze rozwigzanie uktadu

y(t) € A(t)y(t) + F(t,y¢) + Bug (t) dapw. te[0,tp], t#t, k=1,...,p,
y(t) = ¢(t), ted, (3.62)
y(ty) =ylte), ytd) =ylt) +I(ye), k=1,...,p,

tzn. 1 := y(tp; 1) + Iy (yt, ). Jako wniosek z rozdziatu drugiego otrzymujemy, ze na odcinku [t},, T]
uklad (3.1) jest aproksymacyjnie sterowalny. Tak wiec istnieje ciag sterowan u§ taki, Ze rozwigzanie

ukladu

y(t) € Alt)y(t) +F(t,ye) + Bug(t) dlapw. te [ty T], (3.63)

y(tp) =1, '
spetnia y(T;uy) — yi. W koncu wezmy u®* = WiXjo,t,] + U3 X[t,, 1], gdzie B to funkcja
charakterystyczna zbioru B C J; wtedy rozwiazanie ukladu (3.1) przy tym sterowaniu spelnia
y(Tu%) — yi. O

3.5 PRZYKLAD

Ponizszy przyklad ilustruje twierdzenie 3.4.1.

Niech W := [0,71], T > 0,7 := [—1,0], T > 0, J := [0, T]. Rozpatrzmy cienki, waski, jednorodny,
ciagly pas W, w ktérym bedzie znajdowac sie pewna substancja. Zaktadamy, ze moga nastepowac
nagle zmiany stezenia substancji w pewnych ustalonych punktach czasu. Stezenie w ukladzie moze
by¢ modelowane réwnaniem reakcji-dyfuzji w obecnos$ci sterowania i impulséw. Oznaczamy przez
z(t,x) stezenie substancji w punkcie x € W w czasie t € J i zakladamy, ze poczatkowe stezenie jest
dane przez funkcje ¢ na przedziale J.

W okreslonych momentach czasu t € {ty,...,t,} wartosci y(t) := z(t, -) moga zmieniac¢ si¢ gwat-
townie (nastepuje gwaltowna egzogeniczna ingerencja w uklad). Zmiany te sa okreslone przez dane
funkcje impulsowe

L: PC(1,12(3, W) — L2(I,W), k=1,...,p, (3.64)

gdzie w przestrzeni X := P€(J,L?(J, W)) rozpatrujemy norme [|x| x := 1; IST [Ix(t)||m dt.

Zakladamy, ze sterowanie moze by¢ podzielone na dwa rodzaje: zwrotne (feedback) oraz absolutne.
Sterowanie w petli zwrotnej charakteryzuje catkowalna funkcja f: § — L2(J, W) spelniajaca zwrotna
relacje

f(t) € F(t,y¢) dlapw. ted, (3.65)



3.5 PRZYKLAD |

gdzie F: § x PC (f], L2(g, W)) —o L%(g, W) jest odwzorowaniem spetniajacym zatozenia (F0)—(F2).
Absolutne sterowanie jest reprezentowane przez ograniczony operator liniowy B: U — L?(J, W)
na przestrzeni Hilberta wartosci sterowan U:

o o0
B(v)(0) :==2v2e1(8)+ > vnen(0) dlav=) vhenc€U,0eW, (3.66)
n=2 n=2
gdzie U:={3Y ® sunen | > % ,u? < oo}orazen(0):=(2/m)'/?sin(nd),n € IN,dla0 < 0 < .
Podamy teraz konkretny model, ktory wpisuje sie w teorie jak powyzej. Rozwazmy nastepujacy
uktad réwnan rézniczkowych czastkowych:

22(t,%) = a(t) 2yz(t,x) + f(t) + B(u(t))(x) dlapw. t€dp, x €W,

f(t) € F(t, yt) dlapw. te],

z(t,x) = d(t,x), ted, xeWw, (3.67)
z(t,x) = z(ti, x), yt)) =ylt) + Iklyy), k=1,...,p,x €W,

z(t,0) = z(t, ) =0, teJuy,

gdzieJp, ={ted|t#tx, k=1,...,pluc L2(9,U), y(t) = z(t,-), natomiast a(-) jest funkcja
jednostajnie holderowska taka, ze a(t) # 0 dla p.w. t € J. Niech H := LZ2(W, R), (-,-) := (-,-){ 2 oraz

T
Rysunek 8: Przykladowe rozwigzanie uktadu (3.67).
niech operatory A(t) bedg zdefiniowane jako
Altly:=a(t)y, ted, ye2A) (3.68)

ze wspoélng dziedzing
P(A) :={y € H|y,ysa absolutnie ciggle,j € H, y(0) =y(n) =0} = H%(W) NH'(W). (3.69)

Znanym jest fakt (patrz [Paz, Theorem 5.2]), ze rodzina operatoréw {A(t)}icg generuje zwarty silny
operator ewolucyjny { % (t,s) }(1,s)ea na A ={(t,s) € g x J | 0 < s < t < T}, spelniajacy zalozenia
(a)—(e) z definicji 3.1.1. Mozna go explicite okresli¢ przez szereg

Ut sy = Z e f:a(T)dT(y,enkn dla y € 2(A), (t,s) € A. (3.70)
n=1
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Mozemy teraz przepisac nasz model jako uktad sterowania funkcyjng inkluzja rézniczkowsa z impul-
sami i opdznieniem:

y'(t) € A(t)y(t) + F(t,ye) + Bu(t) dlapw. t €3y,
y(t) = d(t), tel, (3.71)
ylt) =y(t), yt)) =ylt) +Iklyy), k=1,...,p.

Korzystajac z reprezentacji ukladu ewolucyjnego % i tego, ze
(B*v)(0) = (2vq +v2)ea2(0) + Z vnhen(0) dla 6 €W, (3.72)

otrzymujemy
(B*%*(T,S)Z)(e) — (221 e—fsT a(t)dT +Zze_4IST a(T)dT) e,(0)

+> e[ almdT, o () (3.73)

dla® € W, z € H oraz s € J. Dzieki przedstawieniom (3.66) oraz (3.70) dostajemy ostatecznie

aR (oc, Ll[stp'ﬂ)y = (21,22,23,...), (3.74)
gdzie

I —o?yq + 200y22(5) — o2 (8)

VT T2 4oe(2) — aoe(8) — 432(2)2(8) +45(5)27
2 — o?ys — 20y 5(5) + 4oy #(2)

27 02 doe(2) — ore(8) — 45(2)52(8) + 4(5)2”

xXYi .

L= It > .
zi Xt (22) i>3, (3.75)

oraz dla wygody przyjeliSmy (k) := ftT exp (—k fT a(t d’t) ds, k € IN. Poniewaz z zalozenia

ft s)ds # 0, wiec z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza mamy 5(2)(8) > »(5)?. Dlatego gdy
o — O otrzymujemy warunek rezolwenty (Ra). Dzieki temu mamy nastepujacy fakt:

Twierdzenie 3.5.1. Przy zalozeniach jak wyzej uktad (3.67) jest aproksymacyjnie sterowalny na g.
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podrozdziat 2.4, str.

W% - operator zadajacy postaé sterowania,
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