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Wstep

Poczatki topologii algebraicznej sa nierozerwalnie zwiazane z pojeciem kom-
pleksu symplicjalnego. Oddaje to uzywana niegdy$ w odniesieniu do tej dzie-
dziny nazwa ,topologia kombinatoryczna”: badanie topologicznych wiasnoéci
przestrzeni, ktére mozna przedstawi¢ jako geometryczna realizacje kompleksu
symplicjalnego sprowadza sie bowiem w duzej mierze do rozwazan o charakte-
rze geometryczno-kombinatorycznym, dotyczacych zaleznosci pomiedzy sym-
pleksami tego kompleksu. Z uptywem czasu wiekszego znaczenia zaczely nabie-
ra¢ metody algebraiczne (por. [65], [112]).

W ostatnich latach kombinatoryczne aspekty topologii algebraicznej ponow-
nie przyciagaja uwage. CzeSciowo wynika to zapewne z faktu, ze coraz wiek-
sza role w badaniach z zakresu topologii, a zwlaszcza w jej dziedzinach ta-
kich jak stosowana topologia algebraiczna, topologia obliczeniowa oraz cyfrowa
(zob. [69,117,122,195,238]), odgrywaja komputery. Z natury przetwarzaja one
dane o charakterze dyskretnym. Z drugiej strony wydaje sie, ze matematyka dys-
kretna staje sie coraz bardziej szanowana dziedzina. Topologia algebraiczna znaj-
duje w niej piekne zastosowania (np. [40, 116,124, 146]); tu réwniez jej kombina-
toryczne oblicze daje o sobie zna¢ w bardzo naturalny sposéb.

Badanie przestrzeni topologicznych za pomoca ich triangulacji napotyka jed-
nak wiele probleméw. Jeden z nich wynika ze stosunkowo duzej liczby symplek-
sow, z ktérych zbudowane sa triangulacje nawet prostych przestrzeni. Problem
ten stanowit jedna z motywacji dla wprowadzania innych sposobéw opisu topo-
logii, w tym na przyklad pojecia CW kompleksu. Z drugiej strony najtatwiejsza
do uzyskania struktura opisujaca dana przestrzerr okazuje sie by¢ czesto kom-
pleks symplicjalny (lub inny kompleks wieloécienny, np. kostkowy). Wynika stad
koniecznos¢ opracowania technik, ktére pozwalaja ten opis uprosci¢, przy zacho-
waniu przynajmniej typu homotopijnego rozwazanej przestrzeni.

Jedna ze stuzacych temu metod jest dyskretna teoria Morse’a, wprowadzona
w latach 90-tych ubieglego wieku przez Formana [81] i wzorowana na klasycz-
nej, majacej glebokie konsekwencje, gladkiej teorii Morse’a. Gtéwny wynik teorii
Formana [81, Corollary 3.5] pozwala znalez¢ CW kompleks homotopijnie row-
nowazny danemu CW kompleksowi, zbudowany z tzw. komoérek krytycznych
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dyskretnej funkcji Morse’a zadanej na zbiorze komoérek wyjsciowego CW kom-
pleksu.

Forman korzysta z pojecia elementarnego zgniecenia, zaczerpnietego z teo-
rii prostej homotopii [61]. Elementarne zgniecenie regularnego CW kompleksu
(tzn. takiego, ze funkcje charakterystyczne wszystkich jego komorek sa ho-
meomorfizmami) polega na usunieciu z niego dwéch komoérek: maksymalnej
(w sensie relacji bycia éciana) oraz jej Sciany kowymiaru 1, nie bedacej Sciana
zadnej innej komorki. Otrzymany w ten sposéb podkompleks jest retraktem de-
formacyjnym wyj$ciowego.

Obok elementarnych zgnieceri znane sa r6zne kombinatoryczne techniki po-
zwalajace na sprowadzenie kompleksu symplicjalnego badZz CW kompleksu do
kompleksu homotopijnie mu réwnowaznego [116, 124]. Nalezy do nich pojecie
rozbierania (ang. dismantling) komplekséw symplicjalnych. Nazwa ta, w odnie-
sieniu do komplekséw symplicjalnych, nie jest standardowa; np. Barmak i Mi-
nian [31] pisza o mocnych zgnieceniach (ang. strong collapses). Autor sadzi jed-
nak, ze majace dluga tradycje stowo ,rozbieralnoé¢”, opisujace wiasnosci gra-
féw oraz zbioréw czedciowo uporzadkowanych éciéle zwiazane z rozbieralnoscia
komplekséw symplicjalnych, jest bardziej odpowiednie.

Bliski zwiazek zbioréw czeSciowo uporzadkowanych (lub czesSciowych po-
rzadkoéw; terminéw tych uzywamy zamiennie) z kompleksami symplicjalnymi
odgrywa znaczna role réwniez w innych fragmentach topologii kombinatorycz-
nej. Dla kazdego cze$ciowego porzadku P istnieje kompleks symplicjalny K(P),
ktérego sympleksami sa skoriczone, niepuste taricuchy w P. Z drugiej strony
dla kompleksu symplicjalnego K przez P(K) oznaczamy zbidr jego sympleksow
uporzadkowany przez inkluzje. Przyporzadkowania te sa funktorialne.

Na zbiorze cze$ciowo uporzadkowanym mozna zada¢ spelniajaca aksjomat
oddzielania Ty topologie, przyjmujac, ze jego podzbiér jest otwarty, o ile wraz
z kazdym jego elementem naleza do niego wszystkie elementy od niego mniejsze
[4]. Otrzymana w ten sposob przestrzen topologiczna ma te wlasnos¢, ze przekroj
dowolnej rodziny jej otwartych podzbioréw jest zbiorem otwartym. Przestrzenie
spelniajace ten warunek (na przyklad wszystkie skoficzone przestrzenie topolo-
giczne) nazywamy przestrzeniami Aleksandrowa. Opisane przyporzadkowanie
wyznacza izomorfizm miedzy kategoria zbioréw czesciowo uporzadkowanych
a kategoria T przestrzeni Aleksandrowa.

Jak udowodnit McCord [153], realizacja geometryczna dowolnego kompleksu
symplicjalnego K jest stabo homotopijnie r6wnowazna zbiorowi cze$ciowo upo-
rzadkowanemu P (K) (traktowanemu jako przestrzenn Aleksandrowa). Odwrot-
nie, dla kazdego czeSciowego porzadku P realizacja geometryczna kompleksu
IC(P) jest stabo homotopijnie réwnowazna temu porzadkowi.
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Mniej wiecej w tym samym czasie, co wyniki McCorda [153], ukazata sie
publikacja Stonga [221], w ktdrej podatl on ,klasyfikacje” typéw homotopij-
nych skoniczonych przestrzeni topologicznych (znaczaco réznych od ich sta-
bych typéw homotopijnych), wykorzystujac w tym celu wspomniane wyzej po-
jecie rozbieralnosci. Watek ten podjeto w ostatnich latach w licznych pracach
(np. [6,25,28-31,149-152]).

Wiele twierdzeni topologii algebraicznej znalazto zastosowania w teorii punk-
tow stalych ciaglych odwzorowan. Nie inaczej jest w przypadku wymienionych
wyzej metod topologii kombinatorycznej, z ta r6znica, ze naturalne jest badanie
przy ich uzyciu punktéw statych odwzorowarn obiektéw dyskretnych, jak zbiory
czedciowo uporzadkowane, grafy czy kompleksy symplicjalne.

Przykltadowo, zbiér czesSciowo uporzadkowany ma wilasnos¢ punkt statego
wtedy i tylko wtedy, gdy ma ja podzbiér, do ktérego jest on rozbieralny [189].
Zbiér punktéw statych zachowujacego porzadek odwzorowania skoriczonego,
rozbieralnego do punktu zbioru czeciowo uporzadkowanego w siebie jest roz-
bieralny do punktu [66]. Jezeli grupa dziala na skoriczonym, rozbieralnym do
punktu zbiorze czeSciowo uporzadkowanym, to zbiér punktéw statych tego
dzialania jest rozbieralny do punktu; mozna stad wywnioskowaé, ze jesli grupa
dziala (przez automorfizmy symplicjalne) na skoriczonym, rozbieralnym do
punktu kompleksie symplicjalnym, to zbiér punktéw statych dziatania induko-
wanego na jego realizacji geometrycznej jest ciagalny [31,108].

Na zwiazek dyskretnej teorii Morse’a z teoriq punktéw statych wskazuje opu-
blikowany w 2012 przez Baclawskiego [17] kombinatoryczny dowdéd faktu, ze
kazde odwzorowanie symplicjalne skoficzonego, zgniatalnego kompleksu sym-
plicjalnego w siebie ma sympleks staty. OczywiScie wynik ten mozna otrzymac
jako wniosek z twierdzenia Lefschetza o punkcie stalym; interesujaca jest jed-
nak metoda dowodu zastosowana przez Baclawskiego. Stanowi on fragment
kombinatorycznego dowodu twierdzenia o wiasnosci punktu statego skoriczo-
nych, Scietych krat bez dopetnieni, poszukiwanego od czasu udowodnienia tego
faktu przy pomocy doé¢ zaawansowanych metod algebraicznych [16,18] w latach
70-ych.

Cho¢ topologia algebraiczna oraz kombinatoryczna daja mozliwos¢ bada-
nia przestrzeni niezwartych, wiekszo$¢ wyzej wymienionych wynikéw dotyczy
obiektow zwartych (badz, w kombinatorycznym ujeciu, skoficzonych).

Cel niniejszej rozprawy jest trojaki. Po pierwsze, jest nim przyblizenie Czy-
telnikowi aktualnego stanu wiedzy na temat wspomnianych wyzej metod oraz
wynikéw. Po drugie, uogolnienie tych wynikéw na obiekty niezwarte (nie-
skoriczone). Po trzecie, zasugerowanie mozliwych kierunkéw dalszych badan,
zwlaszcza dotyczacych ,punktéw stalych w nieskorficzono$ci” oraz wilasnosci
wielo$cianéw bez promieni i czeSciowych porzadkéw bez promieni.

Z punktu widzenia matematyki dyskretnej i topologii stosowanej, uogélnie-
nia metod topologii kombinatorycznej na niezwarte przestrzenie moga wyda-
wac sie mato wazne, gdyz obiekty, ktérymi dziedziny te sie zajmuja, sa z reguty
zwarte (skoriczone). Z drugiej strony, niezwarta topologia algebraiczna znajduje
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zastosowania np. przy badaniu zwartych rozmaitosci czy w geometrycznej teo-
rii grup [90,95,111]. Autor pozwala sobie wyrazi¢ nadzieje, ze wyniki rozprawy
oraz badania w wyznaczonych przez nia kierunkach moga sie okaza¢ przydatne
w tych (lub innych) dziedzinach.

Zanim przystapimy do oméwienia wynikéw rozprawy, poswie¢my chwile
obiektom, ktérych one dotycza. Zauwazmy, ze spdjny wielo$cian moze nie by¢
zwarty z dwoéch ,,powodéw”: albo zawiera domkniety podzbiér homeomor-
ficzny z potprosta [0,00), zwany promieniem (zwarto$¢ jest zaburzona ,global-
nie”), albo istnieje jego element, ktéry nie ma zwartego otoczenia (czyli wielo-
Scian ten nie jest lokalnie zwarty). Z kombinatorycznego punktu widzenia pierw-
szy z tych warunkéw jest rwnowazny istnieniu nieskoriczonej Sciezki prostej
w l-wymiarowym szkielecie triangulacji tego wielodcianu, za$ drugi istnieniu
wierzchotka tego szkieletu nalezacego do nieskoriczenie wielu krawedzi. Natu-
ralne jest rozwazanie klas tych wieloScianéw, dla ktérych zachodzi co najwyzej
jeden z wymienionych ,,powod6éw”: sa to wieloSciany lokalnie zwarte oraz wielo-
Sciany bez promieni. (Czes¢ wspodlna tych dwoch klas tworza przestrzenie bedace
sumami roztacznymi zwartych wielo$cianéw.)

Lokalnie zwarte wielo$ciany stanowia klase do$¢ dobrze znana i czesto po-
jawiajaca sie w literaturze. Mniej uwagi po$wiecano dotad wieloScianom bez
promieni; zazwyczaj wystepuja one w roli kontrprzykladéw (cho¢ istnieje spora
liczba publikacji dotyczacych graféw bez promieni). Niniejsza rozprawa zapel-
niamy w pewnym stopniu te luke. Oba warunki: lokalna zwarto$¢ (lokalna skon-
czonos¢) oraz brak promieni (w sensie ciaglym oraz dyskretnym), przewijaja sie
przez cata rozprawe.

OMOWIENIE STRUKTURY I WYNIKOW ROZPRAWY

Rozprawa sklada sie z pieciu rozdzialéw. Pierwszy z nich zawiera wiado-
mosci wstepne. Kolejne cztery podzielone sa na dwie czesci: rozdzialy 2 oraz
3 poswiecone sa typowi homotopijnemu niezwartych komplekséw symplicjal-
nych i CW komplekséw, oraz nieskoficzonych przestrzeni Aleksandrowa; na-
tomiast rozdzialy 4 oraz 5 dotycza punktéw statych niezwartych odwzorowan
przestrzeni tego typu. W koricowej czesci rozprawy zebrane zostaly problemy
otwarte; znajduja sie tam réwniez bibliografia (wspélna dla catosci rozprawy)
oraz spisy terminow i oznaczen.

Rozdzial 2 opiera sie w pewnym stopniu na pracy magisterskiej [129] oraz
publikacji [130] autora. Rozdzial 3 jest znaczaco udoskonalona i rozszerzona
wersja artykutu autora [133]. Cze$¢ wynikéw rozdziatu 4 naszkicowana zostata
w pracy semestralnej [131]. Niektore spoéréd rezultatéw uzyskanych w rozdzia-
tach 2, 4 oraz 5 stanowia przedmiot planowanych publikacji.
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Rozdziat 1: Wiadomosci wstepne

Rozdziat 1 zawiera pojecia wstepne z zakresu matematyki dyskretnej, topo-
logii ogdlnej, algebraicznej oraz tzw. topologii w nieskoriczonoéci, a takze teorii
punktéw stalych. Wiele uwagi posSwiecamy zbiorom cze$ciowo uporzadkowa-
nym, kompleksom symplicjalnym oraz wiazacym je funktorom P, K; lematom
o typie homotopijnym przestrzeni powstatych przez sklejenia (zwtaszcza dokle-
janie komorek); funktorowi zbioru koricow E; uzwarceniu Freudenthala; homolo-
giom lokalnie skoficzonym oraz homologiom w nieskoriczono$ci; pojeciom prze-
strzeni oswojonej do wewnatrz (oswojonej na zewnatrz) oraz przestrzeni z kot-
nierzykiem do wewnatrz (z kolnierzykiem na zewnatrz); uogélnionej liczbie Le-
fschetza A (okreSlonej przy uzyciu $ladu Leraya dla tzw. dopuszczalnych, cia-
glych odwzorowan przestrzeni, ktérych homologie nie musza by¢ skoriczonego
typu); indeksowi punktéw statych Ind.

Rozdziat 2: Mocny typ homotopijny

W rozdziale 2 rozszerzamy podana przez Stonga [221] , klasyfikacje” typow
homotopijnych skoniczonych przestrzeni topologicznych na klase przestrzeni
Aleksandrowa bez promieni. Korzystamy przy tym z pojecia rozbieralnosci
(W ujeciu Schrodera [202]). Wiele sposréd wynikéw rozdziatu jest wykorzysty-
wanych w dalszej czedci rozprawy.

Jak wspominaliémy, dowolnemu czeSciowemu porzadkowi (P, <) mozemy
przyporzadkowac pewna przestrzen topologiczna Aleksandrowa (P, T); otwarta
baze topologii tej przestrzeni stanowi rodzina

{{geP:q<p}:peP}

Przyporzadkowanie to jest funktorialne (funkcje zachowujace porzadek sa cia-
gle wzgledem wyznaczonych przez porzadek topologii Aleksandrowa) i jest izo-
morfizmem miedzy kategoria czeSciowych porzadkéw a kategoria Ty przestrzeni
Aleksandrowa. Wobec tego T przestrzenie Aleksandrowa oraz czeSciowe po-
rzadki utozsamiamy ze soba.

Element p € P czeSciowego porzadku P nazywamy nieredukowalnym, jezeli
zbiér {g € P : g > p} ma element najmniejszy badz zbiér {g € P : g < p} ma ele-
ment najwiekszy; istnieje woéwczas mocna retrakcja deformacyjna P — P\ {p}.
Jesli zbior P jest skoriczony oraz mozna znalez¢ skonczony ciag

P=PDPD...0P,

o tej wlasnosci, ze dla kazdego 0 < i < n istnieje punkt nieredukowalny p; € P;
taki, ze P; = P;_1 \ {p;}, to méwimy, ze P jest rozbieralny do P,. CzeSciowy porza-
dek nie zawierajacy punktéw nieredukowalnych nazywamy rdzeniem. Oczywi-
Scie kazdy skoriczony czedciowy porzadek jest rozbieralny do swojego podzbioru
bedacego rdzeniem. Stong [221, Theorem 4] wykazal, ze skoriczone przestrzenie
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topologiczne P, Q sa homotopijnie r6wnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy ich
rdzenie sa homeomorficzne.

Pojecie rozbieralnosci oraz jego odpowiedniki w innych kategoriach (np. gra-
fow czy komplekséw symplicjalnych) maja liczne zastosowania w wielu gate-
ziach matematyki (np. logice [135], algebrze uniwersalnej [136, 137], teorii gier
[166], zagadnieniach kolorowania graféw [59], teorii weztow [184], geometrycz-
nej teorii grup [57, 108], teorii proceséw stochastycznych i fizyce statystycz-
nej [47,68]). Znane sa réwniez jego odpowiedniki dla nieskoriczonych czescio-
wych porzadkéw; korzystamy z jednego z tych uogdlniern [202]. Symbolem
P N\ Q oznaczamy fakt, ze czeéciowy porzadek P jest C-rozbieralny do swo-
jego podzbioru Q, tzn. istnieje pozaskoniczony ciag (¢ ¢+1: Pp — Ppy1) o MOC-
nych retrakgji deformacyjnych o pewnych dodatkowych witasnosciach i taki, ze
Py = Poraz P, = Q.

Moéwimy, ze przestrzen Aleksandrowa jest bez promieni, jezeli stowarzyszony
z nia czeSciowy porzadek jest bez promieni, tzn. nie istnieje réZnowartoSciowy
ciag jego elementéw, ktérego kazde dwa kolejne wyrazy sa poréwnywalne. Po-
nizsze twierdzenie stanowi gtéwny wynik rozdziatu, uogoélniajacy twierdzenie
Stonga [221, Theorem 4]; czeSciowy wynik tego typu stanowit temat publika-
¢ji autora [129] oraz jego pracy magisterskiej [130]. (Twierdzenia dowodzimy
W mocniejszej niz nastepujaca, ekwiwariantnej wersji; dla prostoty w ponizszym
sformulowaniu pominelismy dziatanie grupy.)

Twierdzenie (2.2.21). Jesli X, Y sa przestrzeniami Aleksandrowa bez promieni, to
istniejq rdzenie XC, Y© bedace ich mocnymi retraktami deformacyjnymi i takie, Ze
X N\ XC oraz Y N\, YC. Przestrzeri X jest homotopijnie réwnowazna przestrzeni
Y wtedy i tylko wtedy, gdy rdzenie X, Y© sq homeomorficzne.

Interesujacym wnioskiem z rozwazan rozdziatu jest nastepujacy wynik, doty-
czacy nieistnienia nietrywialnych H-przestrzeni oraz ko-H-przestrzeni Aleksan-
drowa bez promieni. Uogoélnia on twierdzenia Helmstutlera i Vaughna [107, The-
orem 8] oraz Stonga [221, Section 5].

Stwierdzenie (2.2.25, 2.2.26). Niech (X, p) bedzie przestrzeniq Aleksandrowa bez
promieni, z punktem wyréznionym p € X. Jezeli istnieje ciqgle odwzorowanie
u:Xx X — X takie, ze (X,p,u) jest H-przestrzeniq, badZ ciggte odwzorowanie
n: X — XV X takie, ze (X, p,n) jest ko-H-przestrzeniq, to przestrzeni X jest sciagalna
do punktu p.

Wprowadzamy w pewnym sensie dualne do rozbieralnosci pojecie korozbie-
ralnosci. O ile C-rozbieralno$¢ przestrzeni P do jej podprzestrzeni Q intuicyjnie
oznacza usuwanie kolejno pewnych elementéw z P, az otrzyma sie Q, o tyle
C-korozbieralnos¢ P z Q, oznaczana przez Q . P, polega na dodawaniu do
Q elementéw, az do uzyskania zbioru P. Godny uwagi wydaje sie nastepujacy
wynik.

Twierdzenie (2.2.11). Jezeli X jest przestrzeniq Aleksandrowa bez promieni oraz
A C X, to X \\y A wtedy i tylko wtedy, gdy A /" X.
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Pojecia C-rozbieralnosci oraz C-korozbieralnosci przenosimy na kompleksy
symplicjalne. Definiujemy przy ich uzyciu, wzorujac sie na definicji pro-
stego typu homotopijnego, mocny typ homotopijny kompleksu symplicjalnego
oraz przedstawiamy bliskie zwiazki symplicjalnej i teorioporzadkowej wers;ji
(ko)rozbieralno$ci. W szczeg6lnosci otrzymujemy symplicjalny odpowiednik cy-
towanego wyzej twierdzenia 2.2.21, tj. , klasyfikacje” mocnych typéw homotopij-
nych komplekséw symplicjalnych bez promieni. Inspiracja dla tego fragmentu
rozdziatu byly podobne wyniki podane w przypadku skoficzonym przez Bar-
maka i Miniana [31].

Rozdziat 3: Dyskretna teoria Morse’a

Rozdzial 3 poswiecony jest dyskretnej teorii Morse’a na obiektach niezwar-
tych. Rozwazania prowadzimy korzystajac z pojecia skojarzenia Morse’a, wpro-
wadzonego przez Chariego [55], ktére stanowi dyskretyzacje pojecia gradiento-
wego pola wektorowego. Przypomnijmy zatem jego definicje.

Skojarzeniem w grafie skierowanym nazywamy kazda taka rodzine jego kra-
wedzi, ze zaden wierzchotek tego grafu nie jest elementem dwoch réznych kra-
wedzi nalezacych do tej rodziny. Skojarzenie M w grafie skierowanym D nazy-
wamy acyklicznym, jezeli graf skierowany utworzony z D przez zmiane orientacji
krawedzi nalezacych do M nie zawiera cykli. Niech X bedzie regularnym CW
kompleksem. Przez H(X) oznaczmy graf skierowany, ktérego wierzchotkami sa
komorki CW kompleksu X, za$ krawedziami takie pary (7, 0) komorek, ze o jest
Sciana T kowymiaru 1. Acykliczne skojarzenie M w grafie H(X) nazywamy sko-
jarzeniem Morse’a na CW kompleksie X. Méwimy, ze komérka CW kompleksu
X jest krytyczna wzgledem skojarzenia Morse’a M, jesli nie nalezy do zadnej kra-
wedzi tego skojarzenia. Dla kazdej liczby i € IN przez CM(X) oznaczamy zbior
i-wymiarowych komérek krytycznych CW kompleksu X wzgledem skojarzenia
M, za$ przez ¢ (X) moc tego zbioru.

Jesli X jest zwartym, regularnym CW kompleksem, za§ M jest skojarzeniem
Morse’a na X, to istnieje CW kompleks Xy, ktérego i-wymiarowe komorki sa,
dla kazdej liczby i € IN, we wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci z elemen-
tami zbioru CM(X). Wynik ten, uzyskany przez Formana [81, Corollary 3.5], na-
zywamy gléwnym twierdzeniem dyskretnej teorii Morse’a. Oznaczmy i-ta liczbe
Bettiego CW kompleksu X przez B;(X). Z gtéwnego twierdzenia dyskretnej teo-
rii Morse’a wynikaja ponizsze dyskretne nieréwnosci Morse’a [81, Corollaries 3.6,
3.7], prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej n:

n

Y (-1 M) > Y (—1) (), M

i=0 i=

o

e (X) = Bu(X). ()
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Ponadto charakterystyka Eulera CW kompleksu X wyraza sie wzorem:

X(X) =} (-1'c"(X). 3)

Wyniki te sa dyskretnymi odpowiednikami twierdzerr klasycznej, gltadkiej
teorii Morse’a (por. [155]). Podobnie jak gladki pierwowzér, dyskretna teoria
Morse’a znalazla liczne zastosowania, np. w kombinatoryce [116], topologii ob-
liczeniowej [104, 195], algebrze przemiennej [114], analizie obrazéw [191], fizyce
[71], teorii grup [74]. Pod pewnymi wzgledami jej mozliwo$ci sa poréwnywalne,
a nawet wieksze niz teorii gladkiej [33,89].

Gloéwne twierdzenie rozdziatu 3 uogélnia powyzsze wyniki Formana na nie-
zwarte CW kompleksy. Zanim je sformutujemy, przypomnijmy kilka definicji.

Jezeli X jest regularnym CW kompleksem, za§ M skojarzeniem Morse’a na
X, to przez Hp(X) oznaczamy graf powstaly z H(X) przez zmiane orientacji
krawedzi nalezacych do M. Ciag (0;);en komoérek kompleksu X nazywamy pro-
mieniem malejacym [13] w Hpy(X), jezeli dla kazdej liczby i € IN para (0;, 0;41) jest
krawedzia grafu H;(X). Mowimy, ze dwa promienie malejace (0;)ieN, (Ti)ieN
sa réwnowazne [13], o ile istnieja m,n € IN takie, ze 0,,; = T,4; dla kazdej
liczby naturalnej i. Mozna wykaza¢, ze jesli (0;);en jest promieniem malejacym,
to istnieje liczba d € IN, zwana wymiarem promienia (0;);cN, O tej wlasnosci,
ze dim(o;) € {d,d + 1} dla wszystkich odpowiednio duzych i € IN. Oczywi-
Scie rownowazne promienie maja ten sam wymiar. Dla kazdej liczby i € IN niech
RM(X) oznacza zbiér klas réwnowaznosci promieni malejacych wymiaru i, zas

rM(X) moc tego zbioru.

1
Twierdzenie (3.4.9). Niech X bedzie regularnym CW kompleksem z zadanym skojarze-
niem Morse’a M takim, Ze rodzina klas réwnowaznosci promieni malejacych w Hpr(X)
jest skoriczona. Wowczas CW kompleks X jest homotopijnie réwnowazny CW komplek-
sowi X1 o tej wtasnosci, Ze dla kazdej liczby naturalnej n zbidr n-wymiarowych komdrek
CW kompleksu Xys jest réwnoliczny ze zbiorem CM(X) U RM(X).

Przy zalozeniu o braku promieni malejacych w Hy(X) analogiczny wynik
uzyskany zostal (o czym autor rozprawy dowiedzial sie stosunkowo p6zno)
przez Orlika i Welkera [170, Theorem 4.2.14], ktérzy ponadto (kosztem dodat-
kowych zalozen o skojarzeniu Morse’a) nie wymagaja regularnosci CW kom-
pleksu X. Podobne twierdzenie, dotyczace zbioréw symplicjalnych, zawiera réw-
niez praca Browna [48, Proposition 1], ktéry stosuje je do upraszczania struk-
tury przestrzeni klasyfikujacych grup i monoidéw. Zatozenia sformulowanego
wyzej twierdzenia dopuszczaja istnienie promieni malejacych; jest ono w tym
sensie ogodlniejsze niz wyniki Browna oraz Orlika i Welkera. Ponadto wersja
twierdzenia dowiedziona w rozdziale 3 dotyczy nie tylko CW komplekséw (jak
w powyzszym sformulowaniu), ale takze wprowadzonych przez Miniana [157]
h-regularnych czesciowych porzadkéw.
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Jako wniosek otrzymujemy dyskretne nieréwnosci Morse’a, uogoélniajace (1),
(2), (3) oraz wyniki, ktére uzyskali Ayala, Férnandez i Vilches [9, Theorem 3.8],
[11, Theorem 3.1]).

Stwierdzenie (3.4.10). Niech X bedzie reqularnym CW kompleksem z zadanym sko-
jarzeniem Morse’a M takim, zZe rodzina klas réwnowaznosci promieni malejacych
w Hp(X) jest skoriczona. Dla kazdej liczby naturalnej n majq miejsce nieréwnosci:

e (X) + 1) (X) = Bu(X)

oraz
n n

Y (=1 (M) + (%)) = Y (-1 i),

i=0 i=0
o ile ¢;(M) +r;(M) < oo dla wszystkich i < n. Ponadto, jezeli cM(X) + rM(X) < oo
dla wszystkich i € IN oraz liczby te sq niezerowe jedynie dla skoriczenie wielu indekséw
i € IN, to charakterystyka Eulera CW kompleksu X wyraza si¢ wzorem

(%) = Y (=1 (M) + (X))
i=0

Gléwnego twierdzenia dyskretnej teorii Morse’a dowodzimy réwniez w wer-
sji algebraicznej, dotyczacej komplekséw taficuchowych. Korzystamy przy tym
z wynikoéw Jo6llenbecka [114], ktére w niewielkim stopniu uogélniamy:.

Moéwimy, ze regularny CW kompleks X jest co-zgniatalny do podkompleksu
Y, o ile istnieje skojarzenie Morse’a na X, komorki krytyczne wzgledem kt6-
rego tworza ten podkompleks, i takie, ze Hp(X) nie zawiera promieni ma-
lejacych. Podkompleks Y jest wéwczas mocnym retraktem deformacyjnym
X. (Dla zwartych, regularnych CW komplekséw oco-zgniatalno$¢ pokrywa sie
z klasycznym pojeciem zgniatalnosci [61].) Podajemy zwiazki co-zgniatalnosci
z (ko)rozbieralnoscia komplekséw symplicjalnych oraz czeSciowych porzadkow,
ktére nastepnie wykorzystujemy w dowodzie twierdzenia uogoélniajacego niepu-
blikowany wynik Baclawskiego [15] dotyczacy typu homotopijnego kompleksu
symplicjalnego stowarzyszonego ze scietq (tzn. pozbawiona elementu najwiek-
szego 1y oraz najmniejszego 0 ) krata L bez dopetnieri (czyli taka, ze dla pewnego
elementu x nie istnieje element y o tej wlasnosci, iz x Vy = 1 oraz x Ay = 0p).
Twierdzenia tego typu maja dluga i interesujaca historie (por. [16,17,19,39,41, 63,
125)).

Twierdzenie (3.6.12). Jezeli L jest kratq z zerem i jedynka, bez dopetnieri, to kompleks
symplicjalny K(L ~ {1r,0r}) jest co-zgniatalny do punktu (a zatem jego realizacja geo-
metryczna jest Sciagalna).

Stosujemy dyskretna teorie Morse’a do opisu wiasnosci topologii w nieskon-
czonosci spojnego, lokalnie zwartego, regularnego CW kompleksu. Do sformu-
lowania udowodnionych stwierdzer potrzebne jest pojecie promienia rosnacego.
Jesli M jest skojarzeniem Morse’a na regularnym CW kompleksie X, to promie-
niem rosnacym [13] w Hp(X) nazywamy taki ciag (0;);eny komoérek CW kom-
pleksu X, ze (01, 07) jest krawedzia grafu Hp(X) dla liczby i € IN.
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Stwierdzenie (3.7.1, 3.7.5). Niech X bedzie spéjnym, lokalnie zwartym, regularnym
CW kompleksem z zadanym dyskretnym skojarzeniem Morse’a M takim, Ze zbiér komo-
rek krytycznych jest skoticzony. Jezeli H(X) nie zawiera promieni malejacych (pro-
mieni rosnqcych), to CW kompleks X ma kotnierzyk do wewnatrz (kotnierzyk na ze-
wnatrz).

W koricowej czesci rozdziatu podajemy opis skojarzeri Morse’a w terminach
(uogoélnionych) dyskretnych funkcji Morse’a.

Rozdziat 4: Punkty i korice state odwzorowan przestrzeni lokalnie zwar-
tych

Rozdzial 4 rozpoczyna druga cze$¢ rozprawy, poSwiecona punktom sta-
tym. Dla zrozumienia jego wynikéw nieodzowne jest przyswojenie sobie poje-
cia korica lokalnie zwartej przestrzeni topologicznej X. Zat6zmy, ze X jest spdj-
nym, lokalnie zwartym ANR-em (tzn. absolutnym retraktem otoczeniowym ze
wzgledu na przestrzenie metryczne). Koricem [154] przestrzeni X nazywamy
funkcje

e: {C C X : Cjest zwarty} — 2% < {@}

taka, ze dla wszystkich zbioréw zwartych C, D C X spelnione sa warunki:

— zbidr ¢(C) jest sktadowa spdjnosci przestrzeni X \ C;

— jezeliD C C,toe(C) C ¢(D).
Zbior wszystkich koricow przestrzeni X oznaczamy symbolem E(X). (Dla przy-
kladu, zbiér E(R) jest dwuelementowy, zbiér E(IR?) jednoelementowy, za$
E(X) = @ dlakazdej zwartej przestrzeni X.) Korice intuicyjnie utozsamia¢ mozna
z , kierunkami zbieznosci do nieskorficzono$ci” w przestrzeni X. Méwimy, ze cia-
gle odwzorowanie f: X — Y jest wlasciwe, jezeli f~1(C) jest zbiorem zwartym
dla kazdego zwartego podzbioru C C Y. Odwzorowanie takie indukuje funk-
cje E(f): E(X) — E(Y).Jezeli f: X — X jest wlasciwym odwzorowaniem, to
punkt staty funkcji E(f): E(X) — E(X) nazywamy koricem stalym odwzorowania
f. Rozdzial 4 poswiecony jest twierdzeniom, ktére przy pewnych zalozeniach
o wlasciwej funkcji f: X — X gwarantuja, Ze ma ona punkt staly lub koniec
staly.

Analogiczne zagadnienie dla homomorfizméw lokalnie skoriczonych graféw
rozwazal Halin [96]; w przypadku funkgji ciaglych zblizone pomysty naszkico-
wane zostaly w artykule Weinbergera [231]. Autor nie wie o innych pracach do-
tykajacych problemu istnienia punktu lub korica stalego wlasciwego odwzoro-
wania ciaglego. Istnieje natomiast spora liczba publikacji dotyczacych konicéw
statych dziatani grup (zob. np. [98,158]).

Dowodzac twierdzenia o punkcie lub koricu statym wygodnie jest zatozy¢, ze
odwzorowanie f: X — X nie ma koncéw statych i przy tym zatozeniu wykazy-
wac istnienie punktu statego. Tak tez czynimy. Nastepujace twierdzenia naleza
do gtéwnych wynikéw rozdziatu.
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Twierdzenie (4.2.1). Niech X bedzie oswojonym do wewnatrz, lokalnie zwartym, spoj-
nym ANR-em, zas f: X — X wtasciwym odwzorowaniem. Jezeli przeksztalcenie f nie
ma koricéw statych, to jest ono dopuszczalne (tzn. liczba A(f) jest dobrze okreslona)
oraz A(f) = Ind(f) (w szczegdlnosci, jesli A(f) # 0, to f ma punkt staty).

Twierdzenie (4.2.11). Niech X bedzie oswojonym na zewnaqtrz, lokalnie zwartym, spoj-
nym ANR-em, zas f: X — X wilasciwym odwzorowaniem. Jezeli przeksztatcenie f jest
dopuszczalne, nie ma koricéw statych oraz A(f) # 0, to f ma punkt staty.

Twierdzenie (4.3.9, 4.3.10). Niech K bedzie lokalnie skoriczonym kompleksem sympli-
cjalnym, zas ¢ : K — K odwzorowaniem symplicjalnym, ktérego realizacja geometryczna
|p|: |K| — |K| jest wilasciwa. Jesli przeksztatcenie || jest dopuszczalne i nie ma kovicow
statych, to zachodzi réwnos¢ uogélnionej liczby Lefschetza, indeksu punktow statych oraz
charakterystyki Eulera zbioru punktéw statych: A(|¢|) = Ind(|@|) = x(Fix(|¢|)).

Definiujemy koniec lokalnie skoriczonego czeSciowego porzadku. Podobnie
jak w przypadku ciaglym wtasciwe (tzn. takie, ze przeciwobraz zbioru skon-
czonego jest skoficzony) odwzorowanie zachowujace porzadek miedzy lokal-
nie skoficzonymi czeSciowymi porzadkami indukuje przeksztalcenie zbioréw ich
koricow. Moéwimy, ze czeSciowy porzadek ma wlasnosé punktu lub kovica statego,
o ile kazde jego wlasciwe, zachowujace porzadek przeksztalcenie w siebie ma
punkt staty lub koniec staty. Wiazemy te wlasno$¢ z wprowadzonymi w rozdziale
2 pojeciami rozbieralno$ci oraz korozbieralnosci, otrzymujac nastepujacy wynik
(oraz jego symplicjalny odpowiednik), ktérego skoriczona wersja [204, Theorem
4.2.5] pelni wazna role w teorii punktéw statych odwzorowan zachowujacych
porzadek.

Twierdzenie (4.3.17, 4.3.20). Niech P, Q bedq lokalnie skoticzonymi czeSciowymi po-
rzadkami. Jezeli PN\Q, to P ma wlasnos¢ punktu lub korica statego wtedy i tylko wtedy,
gdy Q ma te wlasnosé. Jezeli Q /" P oraz Q ma whasnos¢ punktu statego, to P ma wia-
snos¢ punktu lub korica statego.

Nawiazujemy réwniez do postawionego przez Kuratowskiego [134] pro-
blemu dotyczacego zachowywania wlasnosci punktu statego przez operacje ilo-
czynu kartezjaniskiego przestrzeni topologicznych. Przypomnijmy, ze jego roz-
wigzanie jest negatywne nawet w przypadku, gdy jedna z rozwazanych prze-
strzeni jest zwartym wielo$cianem, za$ druga odcinkiem jednostkowym [51]. Po-
zytywna jest natomiast odpowiedZ na analogiczne pytanie dotyczace skoriczo-
nych cze$ciowych porzadkéw [192]. Uogélniamy ten wynik, dowodzac nastepu-
jacego faktu.

Stwierdzenie (4.3.25). Jesli P, X sq spéjnymi, lokalnie skoriczonymi czeSciowymi po-
rzadkami majacymi wlasnos¢ punktu lub kovica statego, to czesciowy porzadek P x X
rowniez ma te wlasnosc.
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Rozdziat 5: Punkty state odwzorowati przestrzeni bez promieni

Ostatni rozdziat rozprawy poswiecony jest twierdzeniom o niepustoéci oraz
strukturze zbioru punktéw stalych odwzorowania symplicjalnego kompleksu
symplicjalnego bez promieni w siebie (oraz zachowujacego porzadek odwzoro-
wania czeéciowego porzadku bez promieni w siebie). Badamy réwniez zbiory
punktéw statych dziatar grup na kompleksach symplicjalnych i czeSciowych po-
rzadkach bez promieni.

Sa znane liczne twierdzenia o istnieniu podzbioru niezmienniczego homo-
morfizmu grafu bez promieni w siebie [73,97,165,174-177,180-183,200]. Zdecy-
dowanie mniej uwagi zyskat ciagly wariant tego problemu, cho¢ i tu uzyskano
pewne wyniki: Okhezin [168] udowodnil miedzy innymi, ze kazde ciagle, ho-
motopijne z funkcja stalej odwzorowanie wieloécianu bez promieni w siebie ma
punkt staly, a takze, ze éciagalny wieloScian ma wlasnos¢ punktu statego wtedy
i tylko wtedy, gdy jest przestrzenia bez promieni.

Wpisujac sie w ten nurt badari, dowodzimy, ze opublikowane niedawno
twierdzenie Baclawskiego [17, Theorem 32], dotyczace istnienia sympleksu sta-
tego odwzorowania symplicjalnego skoficzonego, zgniatalnego do punktu kom-
pleksu symplicjalnego w siebie, pozostaje prawdziwe dla co-zgniatalnych do
punktu komplekséw symplicjalnych bez promieni.

Twierdzenie (5.1.5). Jezeli K jest oco-zgniatalnym do punktu kompleksem symplicjal-
nym bez promieni, to dla kazdego odwzorowania symplicjalnego ¢ : K — K istnieje sym-
pleks o kompleksu K taki, Ze (o) = 0.

Samo twierdzenie jest prostym wnioskiem ze wspomnianego wczes$niej wy-
niku Okhezina; zamieszczamy je w rozprawie ze wzgledu na dowdd, ktory jest
»czysto kombinatoryczny”, tzn. nie korzysta z argumentéw topologicznych czy
algebraicznych. (Nie r6zni sie on mocno od dowodu Baclawskiego [17] skoriczo-
nej wersji twierdzenia.)

Jako wniosek z powyzszego twierdzenia oraz wynikéw rozdzialu 3 otrzy-
mujemy nastepujace twierdzenie, dajace czeSciowa odpowiedz na pytanie po-
stawione przez Bjornera [39, s. 98].

Twierdzenie (5.1.11). Jezeli L jest kratq z zerem i jedynka, bez dopetnieri i bez promieni,
to czesciowy porzadek L ~ {1r,0r } ma wlasnosé punktu statego.

Oproécz dowodoéw skoriczonych wersji wymienionych wyzej twierdzen praca
Baclawskiego zawiera nastepujaca hipoteze [17, Conjecture 34]: jesli P jest skori-
czonym czeSciowym porzadkiem o tej whasnosci, ze kompleks symplicjalny IC(P) jest
zgniatalny do punktu, zas f: P — P jest zachowujqcym porzadek odwzorowaniem,
to kompleks symplicjalny IC(Fix(f)) (gdzie Fix(f) oznacza zbiér punktéw statych
funkcji f) rowniez jest zgniatalny do punktu. Przy pomocy wynikéw uzyskanych
przez Adiprasito i Benedettiego [3] oraz Olivera [169] wykazujemy, ze hipoteza
ta jest falszywa: kompleks /C(Fix(f)) nie musi by¢ nawet spdjny. Uzyskujemy jed-
nak réwniez, w oparciu o prace Segeva [206,207], nastepujacy rezultat, dotyczacy
czeéciowej prawdziwosci hipotezy Baclawskiego w niskich wymiarach.
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Stwierdzenie (5.2.20). Niech P bedzie skoriczonym czesciowym porzadkiem, za$
f: P — P zachowujacym porzadek odwzorowaniem. Zatézmy, ze kompleks IC(P) jest
zgniatalny. Wowczas:
— jezeli dim(K(P)) <
— jezeli dim(K(P)) =

2, to kompleks symplicjalny IC(Fix(f)) jest zgniatalny;
3, to kompleks symplicjalny IC(Fix(f)) jest acykliczny.

Whnioskujemy stad, ze jesli K jest skoriczonym, zgniatalnym kompleksem sym-
plicjalnym wymiaru co najwyzej 2, to zbiér punktéw statych realizacji geometrycz-
nej dowolnego odwzorowania symplicjalnego K w siebie jest sciqgalny; jesli natomiast
dim(K) = 3, to zbidr ten jest acykliczny.

W teorii czeSciowych porzadkéw znanych jest kilka twierdzen dotyczacych
struktury zbioru punktéw statych (por. [18,66,202]). Zazwyczaj dotycza one jed-
nak skonczonych zbioréw uporzadkowanych (jednym z wyjatkéw jest twierdze-
nie Tarskiego [223] o zupelnych kratach). Jak wspominaliémy, wiadomo na przy-
ktad, ze zbiér punktéw statych zachowujacego porzadek odwzorowania skon-
czonego, rozbieralnego do punktu czesciowego porzadku w siebie jest rozbie-
ralny do punktu [66]. O uogdlnienia tego wyniku na nieskoriczone czeSciowe
porzadki pytat Schroder [204, s. 136]. Ponizsze twierdzenie, dajace czeSciowa od-
powiedZ na jego pytanie, jest jednym z najwazniejszych wynikéw rozdziatu.

Twierdzenie (5.2.6). Niech P bedzie czesciowym porzadkiem bez promieni, zas
f: P — P zachowujacym porzadek odwzorowaniem. Jezeli P \J\, *, to Fix(f) N\ *.

Jako wniosek otrzymujemy symplicjalny odpowiednik powyzszego twier-
dzenia: jezeli K jest kompleksem symplicjalnym, ¢: K — K jest odwzorowaniem sym-
plicjalnym oraz K N\, *, to zbior Fix(|¢|) punktow statych realizacji geometrycznej
tego odwzorowania jest sciqgalny.

Wspominaliémy réwniez, ze podobny wynik jest znany dla dziatari grup na
skoniczonych kompleksach symplicjalnych: jezeli grupa I' dziata na skoficzonym,
rozbieralnym do punktu kompleksie symplicjalnym K, to zbiér punktéw statych
dziatania indukowanego na realizacji geometrycznej K jest Sciagalny [31, 108].
(Kontrastuje to z twierdzeniami dotyczacymi dziatani grup na skoriczonych kom-
pleksach symplicjalnych o Sciagalnej realizacji geometrycznej: znane sa nawet ta-
kie dziatania bez punktéw statych [80]; badanie struktury zbioru punktéw sta-
lych dziatania grupy na skoficzonym i acyklicznym, $ciagalnym czy zgniatalnym
kompleksie symplicjalnym ma dtuga tradycje i stanowi Zrédlo wielu interesuja-
cych probleméw [169,206,207,216]).

Wykazujemy, ze skoriczono$¢ kompleksu K mozna zastapi¢ brakiem pro-
mieni: jezeli grupa I dziata na kompleksie symplicjalnym bez promieni K oraz K “\\, *,
to zbiér punktéw statych dziatania indukowanego na realizacji geometrycznej tego kom-
pleksu jest sciggalny. Podobnie jak wyzej fakt ten uzyskujemy jako wniosek z po-
dobnego wyniku dotyczacego czeSciowych porzadkéw.

Stwierdzenie (5.2.1). Jesli P jest czesciowym porzadkiem bez promieni, z zadanym dzia-
faniem grupy T oraz P \J\ *, to PT \J\, *.
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CO DALEJ?

Rozprawa nie wyczerpuje tematu ,niezwartej topologii kombinatorycznej”;
wskazuje natomiast mozliwy kierunek dalszych badan. Cze$¢ nie zrealizowa-
nych w niej pomystéw ujeta zostata w formie stawianych w poszczegélnych roz-
dziatach probleméw otwartych; dla wygody Czytelnika zostaty one dodatkowo
zebrane pod koniec rozprawy. Niektére odnalez¢é mozna , miedzy wierszami”.
Kilka luznych mysli przedstawiamy w ponizszych akapitach. Poniekad dotycza
one ,brakéw” rozprawy; jednak to wiasdnie braki i niedopowiedzenia czesto sta-
nowia motywacje do dalszych poszukiwari.

W rozdziale 2, w przypadku wielu lematéw dotyczacych zwiazkow
(ko)rozbieralnosci cze$ciowych porzadkéw z (ko)rozbieralnoscia komplekséow
symplicjalnych mozna postawié¢ pytanie o prawdziwos$¢ stwierdzen do nich od-
wrotnych. Warto byloby wiedzie¢, ktére z implikacji mozna odwrécié¢ (by¢ moze
przy wzmocnionych zalozeniach), a tam, gdzie nie jest to mozliwe, wskazac
kontrprzyktady.

Autor nie jest przekonany, ze przyjeta w rozdziale 2 definicja mocnego typu
homotopijnego nieskoriczonego kompleksu symplicjalnego jest ,ta wiasciwa”.
Chetnie poznalby argumenty pozwalajace rozstrzygna¢ ten dylemat.

Czeé¢ rozdziatu 3 poswiecona jest zwiazkom dyskretnej teorii Morse’a z topo-
logia w nieskoriczonosci lokalnie skoriczonego kompleksu symplicjalnego. Cie-
kawe byloby opisanie homologii w nieskoficzonosci oraz homologii lokalnie
skoniczonych przy uzyciu dyskretnej teorii Morse’a (problem ten sformutowat
rowniez, w liScie do autora rozprawy, ale niezaleznie od niego, Vilches [226]).

Pewien niedosyt autor odczuwa w zwiazku z niewielka liczba przyktadow
zastosowan opisanych w rozprawie metod; odczucie to dotyczy zwlaszcza roz-
dziatu 4. Znalezienie nietrywialnego wykorzystania dla jego wynikéw byloby
bardzo mile widziane. Odno$nie metod rozdziatu 3 autor jest przekonany, ze
mozna zastosowac je przy badaniu metrycznych komplekséw symplicjalnych
w podobny sposoéb, jak zostato to uczynione w przypadku skoficzonym w pracy
Adiprasito i Benedettiego [2] (zob. tez [23]).

Autor ma przeczucie, ze przedstawione w rozdziale 4 twierdzenia o punkcie
lub koricu statym wiasciwych odwzorowan lokalnie zwartych ANR-6w powinny
mie¢ wspoélne uogodlnienie.

Szanse powodzenia wydaje sie mie¢ préba potaczenia wynikéw rozdziatu
4 oraz pracy Okhezina [168]. Autor jest zdania, ze mozna zdefiniowa¢ klase kom-
plekséw symplicjalnych ,lokalnie bez promieni”, ktérych ograniczone (w od-
powiednim sensie) podzbiory nie zawieraja promieni, a nastepnie udowodnic
twierdzenie o istnieniu punktu lub konica statego przy zatozeniu, ze K jest kom-
pleksem symplicjalnym ,lokalnie bez promieni” o $ciagalnej realizacji geome-
trycznej, spetniajacym odpowiednik warunku oswojonosci do wewnatrz, za$
f: |K| — |K| jest ciaglym odwzorowaniem o tej wlasnosci, Zze zbiér f~1(A) jest
bez promieni dla kazdego podzbioru A C |K| bez promieni.
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Jedna z intencji przys$wiecajacych autorowi przy pisaniu rozprawy byto
wzbudzenie u Czytelnika zainteresowania wieloécianami oraz cze$ciowymi po-
rzadkami bez promieni. Wydaje sie, Ze obiekty te, cho¢ sa praktycznie nieobecne
w literaturze, maja wiele ,dobrych” wlasnosci i moga stanowi¢ ciekawy temat
badan.

Podobno [236] William Dwyer poréwnat kiedy$ prace matematyka do przy-
gotowywania obiadu dla grona przyjaciél. Autor ma nadzieje, ze sporzadzony
przez niego posilek okaze sie jadalny, i chociaz objetosciowo jest dos¢ obfity, nie
stanie sie dla Czytelnika przyczyna niestrawnosci.






ROzZDZIAL 1

Wiadomosci wstepne

W niniejszym rozdziale zgromadzone zostaly definicje, twierdzenia i lematy
przydatne w dalszej czesci rozprawy. Czes$¢ sposrdd nich jest zupelnie standar-
dowa; przy pozostalych podajemy odsylacze do bibliografii badz dowody.

Nalezy zaznaczy¢, ze wyniki podane w tym rozdziale wraz z dowodami sa
prawdopodobnie dobrze znane (by¢ moze z wyjatkiem lematu 1.4.10, stwierdze-
nia 1.4.11 oraz lematu 1.6.4) i nie stanowia oryginalnego wkladu autora, a jedynie
Swiadcza o jego trudnosciach w dotarciu do odpowiednich Zrédet.

1.1. ROZNE OZNACZENIA I UWAGI

Definiowane pojecia zapisujemy tekstem pochylym. Przez wytluszczenie wy-
rézniamy obowiazujace w wiekszym fragmencie rozprawy zalozenia i oznacze-
nia.

Zakladamy, ze Czytelnik ma podstawowa wiedze z zakresu algebry, teorii
mnogosci, topologii (w tym topologii algebraicznej) oraz teorii kategorii.

W rozprawie swobodnie korzystamy z aksjomatu wyboru, nie czyniac na ten
temat dodatkowych uwag.

Litery N, Z, Q, R oznaczaja kolejno zbiory liczb: naturalnych, catkowitych,
wymiernych oraz rzeczywistych (wraz ze standardowymi topologia, porzad-
kiem i struktura algebraiczna na tych zbiorach).

Moc zbioru A oznaczamy przez |A|. Symbolem A/~ = {[a]~ : a € A} ozna-
czamy rodzine klas abstrakcji elementéw zbioru A wzgledem relacji réwnowaz-
nosci ~ na zbiorze A. Jezeli relacja ~ jest utozsamieniem punktéw pewnego nie-
pustego podzbioru B C A, zbiér ilorazowy oznaczamy réwniez przez A /B. Przy
uzyciu tego samego symbolu oznaczamy réwniez algebraiczne struktury ilora-
zowe (np. grupy ilorazowe).

Litera w oznaczamy najmniejsza nieskoriczona liczbe porzadkowa.

Okreslenia ,funkcja”, ,,odwzorowanie” oraz ,przeksztalcenie” stosujemy wy-
miennie.

Symbol idx: X — X oznacza morfizm tozsamos$ciowy obiektu X. Jezeli
f: X — Yjest funkcjaoraz A C X, to przez f | A° A — Y oznaczamy ograniczenie
funkgji f do podzbioru A. Przez zakrzywiona strzatke i: X — Y oznaczamy fakt,
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ze odwzorowanie i: X — Y jest wlozeniem. Jezeli A C X, to funkcjer: X — A
nazywamy retrakcjq, o ile r(r(x)) = r(x) dla wszystkich x € X.Jeslii: A — X
oznacza wlozenie, tor: X — A jest retrakcja wtedy i tylko wtedy, gdy roi = id 4.

Dla n € N przez S" oznaczamy n-wymiarowa sfere jednostkowa §" C R
przez D" domkniety, n-wymiarowy dysk jednostkowy ID" C IR", za$ przez I do-
mkniety odcinek jednostkowy I = [0,1] C R.

Izomorfizm struktur algebraicznych (grup, pierScieni itp.) oznaczamy symbo-
lem =2. Wymiar przestrzeni wektorowej V oznaczamy przez dim(V). Symbolem
@®;c1 Vi oznaczamy sume prosta rodziny przestrzeni wektorowych {V;}c;. Ciag
Vi = (Vi) nen przestrzeni wektorowych nad tym samym cialem nazywamy prze-
strzeniq wektorowq z gradacja. Jesli Vi, V] sa przestrzeniami wektorowymi z grada-
qja, to ich homomorfizmem zachowujacym gradacje nazywamy ciag homomorfizméw
liniowych fi = (fu: Vi = V) nen-

Koprodukt obiektéw X, Y (zazwyczaj bedzie to suma rozlaczna zbioréw badz
przestrzeni topologicznych) oznaczamy przez X LI Y. Dla oznaczenia koproduktu
rodziny obiektéw {X;};.; stosujemy symbol [[;c; X;, za$ przez [];c; X; ozna-
czamy produkt tej rodziny.

1.2. MATEMATYKA DYSKRETNA

1.2.1. Grafy

Grafem prostym (lub po prostu grafem) nazywamy pare G = (V,E) tak
ze V jest pewnym zbiorem, zwanym zbiorem wierzchotkéw grafu G, zas E
{{v,w} : v,w € V} jest zbiorem krawedzi tego grafu.

Grafem skierowanym nazywamy pare D = (V, E) taka, ze V jest pewnym zbio-
rem, zwanym zbiorem wierzchotkéw grafu skierowanego D, za§ E C V x V jest
zbiorem (skierowanych) krawedzi grafu skierowanego D. Jezeli (v, w) € E, to mé-
wimy, ze krawedz (v, w) wychodzi z wierzchotka v i wchodzi do wierzchotka w.

a,
C

Uwaga 1.2.1. Graf prosty G = (V, E) mozemy utozsamia¢ z grafem skierowanym
G' = (V,E’), ktérego zbiorem krawedzi jest E' = {(v,w) : {v,w} € E}. Z dru-
giej strony graf skierowany D = (W, F), ktérego zbiér krawedzi F C W x W
jest symetryczna relacja dwuargumentowa na zbiorze W, mozemy utozsamiac
z grafem prostym D' = (W, F’) o zbiorze krawedzi F' = {{v,w} : (v,w) € F}.

W oznaczeniach czesto pomija¢ bedziemy zbiory wierzchotkéw i krawedzi;
przyktadowo, piszac v € G, {v,w} € G mamy na mysli przynaleznos¢ wierz-
chotka v do zbioru wierzchotkéw grafu G oraz krawedzi {v, w} do zbioru jego
krawedzi.

Sciezkq dtugosci n w grafie skierowanym D prowadzaca z wierzchotka vy do
wierzchotka v, nazywamy taki skoriczony ciag wierzchotkéw (v, ..., v,) tego
grafu, ze krawedz (v;,v;11) € D dla wszystkich i = 0,...,n — 1. Nieskoriczong
Sciezkq w grafie skierowanym D nazywamy taki nieskorficzony ciag wierzchotkéw
(vi)ien tego grafu, ze (v;,v;11) € D dla wszystkich i € IN. Méwimy, ze Sciezka
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(skoriczona lub nie) w grafie skierowanym D jest prosta, o ile jej wierzchotki sa
parami r6zne. Skoriczona $ciezke prosta (v, . .., vy,) taka, ze n > 1 oraz (v, vg) €
D, nazywamy cyklem.

Dzieki utozsamieniu z uwagi 1.2.1 dobrze okreSlone sa réwniez pojecia
Sciezki, Sciezki prostej oraz cyklu w grafie prostym.

Graf skierowany D' = (V/,E’) nazywamy podgrafem grafu skierowanego
D = (V,E),oile V! C V oraz E’ C E. Jezeli ponadto E' = EN (V' x V'), to
D’ nazywamy podgrafem indukowanym na zbiorze wierzchotkéw V' C V.

Jezeli D = (V,E) jest grafem skierowanym oraz W C V, to podgraf grafu
D indukowany na zbiorze wierzchotkéw V . W oznaczamy przez D — W.

Mowimy, ze graf prosty G jest spdjny, jezeli dla wszystkich wierzchotkéw
v,w € G istnieje Sciezka w G prowadzaca z v do w. Sktadowa spéjnosci grafu G na-
zywamy kazdy maksymalny (w sensie relacji bycia podgrafem) spdjny podgraf
tego grafu. Graf prosty G nazywamy drzewem, o ile jest spéjny i nie zawiera cykli
dtugosci > 2.

Mowimy, ze graf skierowany D jest lokalnie skoriczony, o ile dla kazdego wierz-
chotka v € D zbiér {w € D : (v,w) € D lub (w,v) € D} jest skoriczony.

Lemat 1.2.2 (Koniga, [64, Lemma 8.1.2]). Niech D bedzie lokalnie skoriczonym grafem
skierowanym, zas v € D wierzchotkiem tego grafu. Jezeli zbidr tych wierzchotkow w &
D, dla ktérych istnieje Sciezka w D prowadzqca z v do w, jest nieskoriczony, to istnieje
nieskoriczona sciezka prosta w D.

Niech D = (V, E) bedzie grafem skierowanym. Skojarzeniem w D nazywamy
taki zbiér krawedzi M C E, ze dla kazdego wierzchotka v € V istnieje co najwy-
zej jedna krawedz (wq, wp) € M o tej wlasnosci, ze v = wq lub v = wy.

Interesujace z punktu widzenia niniejszej rozprawy wprowadzenie do teorii
grafow zawiera ksiazka Diestela [64], ktérej znaczaca cze$¢ poSwiecona jest nie-
skoniczonym grafom.

1.2.2. Czesciowe porzadki i kraty

Niech P bedzie zbiorem. Dwuargumentowa relacje < C P x P nazywamy
relacjq quasi-porzqdku na P, o ile jest ona zwrotna i przechodnia; jezeli relacja ta
jest dodatkowo stabo antysymetryczna (tzn. dla wszystkich p,q € Pjeslip < g
oraz q < p, to p = q), nazywamy ja relacjq czesciowego porzadku.

Quasi-porzadkiem (lub zbiorem quasi-uporzadkowanym) nazywamy pare (P, <)
taka, ze P jest zbiorem, zas < C P X P jest relacja quasi-porzadku na P. Czgscio-
wym porzadkiem (lub zbiorem czesciowo uporzadkowanym, albo po prostu porzadkiem)
nazywamy pare (P, <) taka, ze < jest relacja czeSciowego porzadku na zbiorze
P. Niech (P, <) bedzie quasi-porzadkiem. Przez < C P x P oznaczamy relacje
< = < N\ idp. W oczywisty sposéb definiujemy relacje > i >. Quasi-porzadkiem du-
alnym do (P, <) nazywamy quasi-porzadek (P, >). Przez ~ C P X P oznaczamy
relacje poréwnywalnosci, czyli~ =< U >
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Ustalmy zbior czesciowo uporzadkowany (P, <). Jezeli ~ = P X P, to mé-
wimy, ze (P, <) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym (lub liniowym porzqdkiem, albo
taricuchem). Jesli natomiast <= idp, to (P, <) nazywamy antytaricuchem. Liniowym
rozszerzeniem czeSciowego porzadku (P, <) nazywamy taki zbiér liniowo upo-
rzadkowany P* = (P,<*), ze < C <*.

Jesli Q C P, to relacja czedciowego porzadku < na P indukuje relacje < } g ha
zbiorze Q w oczywisty sposob: dla g, € Q zachodzi g < ‘Qq’ ,oile g < ¢'. Para
(Q, < ‘Q) jest czeSciowym porzadkiem, zwanym podzbiorem czesciowo uporzadko-
wanym porzadku (P, <). Méwimy, ze Q C P jest taricuchem (antytaricuchem) w P,
oile (Q, < | Q) jest faricuchem (antytaficuchem). Jesli nie bedzie to prowadzito do
nieporozumieri, porzadek (Q, < }Q) oznaczaé bedziemy przez (Q, <).

Elementem maksymalnym w podzbiorze A C P nazywamy kazdy element
a € A o tej wlasnosci, ze nie istnieje element b € A taki, ze b > a. Zbior
elementéw maksymalnych w zbiorze A C P oznaczamy przez max(A). Du-
alnie definiujemy element minimalny oraz zbiér min(A). Elementem najwiekszym
w A nazywamy taki element a € A, ze a > b dla wszystkich b € A. Dual-
nie definiujemy element najmniejszy. Jesli zbiér A ma element najwiekszy (naj-
mniejszy), oznaczamy tym samym co wyzej symbolem max(A) (odpowiednio
min(A)); jego wlasciwe znaczenie wynika¢ bedzie z kontekstu. Kresem gornym
podzbioru A C P, oznaczanym przez sup(A), nazywamy najmniejszy element
zbioru {p € P : p > adlawszystkicha € A}, o ile element taki istnieje. Dual-
nie definiujemy kres dolny zbioru A, oznaczany przez inf(A). Kresy gérny i dolny
zbioru {p,q} C P oznaczamy odpowiednio przez p V q oraz p A g.

CzeSciowy porzadek (P, <) nazywamy taricuchowo zupetnym, o ile dla kaz-
dego podzbioru liniowo uporzadkowanego C C P istnieja jego kresy sup(C)
oraz inf(C).

Niech (P, <p), (Q, <o) beda czesciowymi porzadkami. Méwimy, Ze funkcja
f: P — Q zachowuje porzadek, jezeli dla wszystkich p, p’ € P takich, ze p <p p’, za-
chodzi f(p) <qg f(p'). Izomorfizmem czeSciowych porzadkéw nazywamy bijekcje
f: P — Q zachowujaca porzadek i taka, ze funkcja do niej odwrotna f~1: Q — P
zachowuje porzadek.

O ile nie bedzie to prowadzito do nieporozumieri, czeSciowy porzadek (P, <)
oznaczac¢ bedziemy odtad krétko przez P. Relacje czeSciowego porzadku na réz-
nych zbiorach oznacza¢ bedziemy tym samym symbolem < (a niekiedy réwniez
symbolami mu podobnymi, np. &, <*).

Lemat 1.2.3 ([204, Proposition 4.1.6]). Jezeli P jest taricuchowo zupetnym czesciowym
porzadkiem, zas r: P — Q jest zachowujacq porzadek retrakcjq, to czesciowy porzadek
Q jest taricuchowo zupetny.

Niech P bedzie czeSciowym porzadkiem, zas p € P jego elementem. Przyj-
mujemy oznaczenia
plp={9€P:q<p}, ptp=1{9€P:q=>p}
plp = plp ~{pr}, prp=pte~{pr}
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przy czym, o ile nie bedzie to prowadzito do niejednoznacznosci, bedziemy w za-
pisie tych symboli pomija¢ P, tzn. pisa¢ pl, p1, itd.
Niech C = {po, p1,.-.,pn} C P bedzie niepustym, skoriczonym faricuchem
w czesciowym porzadku P. Liczbe n = |C| + 1 nazywamy dtugosciq taricucha C.
Moéwimy, Ze czesciowy porzadek P jest skoriczonej wysokosci , jezeli istnieje n € IN
takie, ze wszystkie faricuchy w P maja dlugos¢ réwna co najwyzej n.
Moéwimy, ze P jest czeSciowym porzadkiem z gradacja, jezeli dla kazdego
p € P wszystkie maksymalne (w sensie inkluzji) faticuchy w zbiorze p| sa skon-
czone i maja te sama dtugos¢. Ogolniej, jezeli istnieje (skonczone) maksimum dtu-
gosci taricuchéw zawartych w zbiorze p/, to nazywamy je rangq elementu p i ozna-
czamy symbolem rk(p). Méwimy, ze czeSciowy porzadek P:
— jest dobrze ufundowany, jezeli kazdy niepusty podzbiér A C P ma element
minimalny;
— jest porzqdkiem z ranga, jezeli dla kazdego elementu p € P zdefiniowana jest
jego ranga rk(p);
— ma skoriczone ideaty gtéwne, jezeli dla kazdego p € P zbidr p| jest skoriczony.
Zauwazmy, ze cze$ciowy porzadek P jest dobrze ufundowany wtedy i tylko
wtedy, gdy nie zawiera nieskoriczonego taricucha zstepujacego, czyli podzbioru izo-
morficznego ze zbiorem ujemnych liczb catkowitych ze standardowa relacja po-
rzadkujaca. Jezeli porzadek P ma skoriczone idealy gléwne, to jest porzadkiem
z ranga, za$ kazdy porzadek z ranga jest dobrze ufundowany. Dobrze ufundo-
wany liniowy porzadek nazywamy dobrym porzadkiem.
Podzbiér A liniowego porzadku P nazywamy jego odcinkiem poczatkowym, je-
zelialp C A dlakazdegoa € A.
Niech (P, <p),(Q, <) beda czeSciowymi porzadkami. Przez P ® Q ozna-
czamy cze$ciowy porzadek (P L Q, <), ktorego relacja porzadkujaca jest suma

<=<p U <o U{(pq):pePqgeQ}

Innymi stowy, a2 < bdlaa,b € P® Q wtedy, gdy oba elementy 4, b naleza do
ktoregos ze zbioréw P, Q oraz a jest mniejsze lub réwne b w tym zbiorze, lub gdy
a € Poraz b € Q. Porzadek P & Q nazywamy sumgq leksykograficzng porzadkow
P, Q.

Element p € P nazywamy pokryciem gornym elementu g € P (za$ g nazywamy
pokryciem dolnym p), jezeli p > g oraz nie istnieje r € P takie, ze p > r > ¢.
Piszemy woéwczas p = g (lub g < p). Przez zapis p = g (lub g < p) rozumiemy,
zep =qlubp=q.

Przez H(P) = (P, ) oznaczamy graf skierowany zwany diagramem Hassego
czedciowego porzadku P. Rysujac diagram Hassego przyjmuje sie czesto kon-
wencje, Ze elementy mniejsze w porzadku P znajduja sie nizej niz wieksze, co
pozwala pomina¢ na rysunku groty strzatek oznaczajace orientacje krawedzi.
Przykladowy diagram Hassego, narysowany zgodnie z ta zasada, przedstawia
rysunek 1.1.

Jesli zbiér czeSciowo uporzadkowany P nie zawiera podzbioru izomorficz-
nego ze zbiorem IN U {co} ze standardowym porzadkiem lub z porzadkiem do
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X5
X3 X4
X0 X1 X2

Rysunek 1.1: Diagram Hassego cze$ciowego porzadku na zbiorze {xo, ..., x5} za-
danego przez xop < X5, X1 < X3, X1 < X4, X1 < X5, Xp < X3, X2 < Xg, X3 < X5,
x3 < X5.

niego dualnym, to P jest jednoznacznie wyznaczony przez swoj diagram Has-
sego H(P). Dla dowolnych czesciowych porzadkéw nie jest to jednak prawda
(np. dla P = R ze zwyklym porzadkiem).

Graf skierowany G(P) = (P, ~) nazywamy grafem poréwnywalnosci czescio-
wego porzadku P. Poniewaz ~ jest relacja symetryczna, G(P) mozemy, wobec
uwagi 1.2.1, traktowa¢ jako graf prosty. Porzadek P nazywamy spdjnym, jezeli
graf G(P) jest spojny; w oczywisty sposob definiujemy sktadowe spdjnosci po-
rzadku P. Méwimy, ze czeSciowy porzadek P jest lokalnie skoriczony, o ile graf
G (P) jest lokalnie skoriczony.

Nieskoniczong $ciezke proste w grafie poréwnywalnosci G(P) cze$ciowego
porzadku P nazywamy promieniem w P. Jezeli P nie zawiera promienia, to mo-
wimy, Ze jest czeSciowym porzadkiem bez promieni (por. analogiczne definicje dla
grafow [97,200]; pod inna nazwa porzadki bez promieni rozwazat wczesniej au-
tor rozprawy [130,130]). Oczywiscie, jesli P jest porzadkiem bez promieni, to nie
zawiera nieskoniczonego faricucha.

Kratq nazywamy taki czeSciowy porzadek L, w ktérym dla wszystkich ele-
mentéw p,q € L istnieja kresy p V g oraz p A q. Wynika stad, ze w kracie L ist-
nieja kresy sup(A) oraz inf(A) kazdego skoniczonego, niepustego zbioru A C L.
Krate L nazywamy zupetng, o ile dla kazdego podzbioru A C L istnieja w L kresy
sup(A) oraz inf(A).

Lemat 1.2.4 ([204, Proposition 5.1.7]). Krata jest zupetna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest taricuchowo zupetna. W szczegdlnosci, kazda krata nie zawierajqca nieskoriczonego
taricucha jest zupetna.

Jezeli krata L ma element najwiekszy, ktéry oznaczamy przez 1;, to L nazy-
wamy kratq z jedynkq. Element najmniejszy kraty L, o ile istnieje, oznaczamy sym-
bolem 0; i méwimy w tej sytuacji, ze L jest kratq z zerem. Zauwazmy, ze kazda
zupelna krata ma zero i jedynke.

Jesli L jest krata z zerem i jedynka, to scietq kratq powstala z L nazywamy
czeéciowy porzadek L = L~ {1r,0.}.

Moéwimy, ze element p kraty L z zerem i jedynka jest dopetnieniem elementu
q € L,jezeli pVq = 1 oraz p A q = 0. Krate L z zerem i jedynka nazywamy
kratq bez dopetnieri, jeéli istnieje element p € L, ktéry nie ma dopeienia w L.
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Podzbiorem poczatkowym w czeéciowym porzadku P nazywamy taki podzbior
Q C P, ze dla kazdego elementu p € P zbiér p| N Q # @. Dualnie definiujemy
podzbidr koricowy. Méwimy, ze krata L z zerem i jedynka ma mocne dopetnienia, jesli
dla kazdego elementu p € L, kazdego podzbioru poczatkowego Q C L ikazdego
podzbioru koricowego R C L istnieja skoriczone podzbiory Qp € Q, Ry CR
takie, ze sup(Qp) oraz inf(R;) sa dopelnieniami elementu p. W przeciwnym wy-
padku méwimy, ze L jest krata bez mocnych dopetnieri. Nietrudno spostrzec, ze jesli
krata L nie zawiera nieskoriczonego taricucha, to ma mocne dopetnienia wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego elementu p € L istnieje jego dopelnienie bedace
kresem gérnym pewnego zbioru Qp C min(i) oraz dopelnienie bedace kresem
dolnym pewnego zbioru R, C max(l).

1.3. TOPOLOGIA OGOLNA

Do korica podrozdzialu 1.3 niech X, Y oznaczaja przestrzenie topologiczne.
Symbolem X ~ Y oznaczamy istnienie homeomorfizmu pomiedzy przestrze-
niami X, Y. Domkniecie i wnetrze podzbioru A C X oznaczamy odpowiednio

przez A% oraz Intx(A); jezeli z kontekstu wynika, w jakiej przestrzeni rozwa-
zamy operacje domkniecia lub wnetrza, piszemy krétko A, Int(A).

Przestrzer topologiczna X nazywamy tukowo spdjng, jezeli dla kazdej pary ele-
mentéw (x,y) € X x X istnieje ciagte przeksztalcenie f: I — X takie, ze f(0) = x
oraz f(1) = y. Méwimy, ze X jest lokalnie tukowo spdjna, jesli dla kazdego ele-
mentu x € X i kazdego jego otwartego otoczenia U C X istnieje otwarte oto-
czenie V. C U punktu x bedace przestrzenia tukowo spdjna. Sktadowa tukowej
spojnosci przestrzeni X nazywamy kazdy maksymalny tukowo spéjny podzbiér
tej przestrzeni.

Przez zwartq przestrzen topologiczna rozumiemy przestrzen, ktérej dowolne
pokrycie otwarte zawiera skoriczone podpokrycie; nie zakladamy, ze przestrzer
ta jest Hausdorffa. Moéwimy, ze przestrzen X jest o-zwarta, o ile X jest suma prze-
liczalnej rodziny swoich zwartych podzbioréw.

Moéwimy, ze podzbiér A C X jest w przestrzeni X:

— ograniczony, gdy Ax jest zbiorem zwartym;
— nieograniczony, o ile nie jest on ograniczony w X;
— koograniczony, jezeli jego dopelnienie X \ A jest zbiorem ograniczonym
w X.
Przestrzen X nazywamy lokalnie zwartq, jezeli dla kazdego x € X istnieje ogra-
niczone w X otoczenie otwarte U C X punktu x.
Moéwimy, ze ciagle odwzorowanie f: X — Y jest zwarte, jezeli jego obraz
f(X) jest ograniczonym podzbiorem Y.
Continuum to z definicji zwarta, spdjna przestrzen topologiczna Hausdorffa;
jesli przestrzen ta jest dodatkowo metryzowalna, nazywamy ja continuum Pe-
ano. Uogdlnionym continuum nazywamy spodjna, lokalnie spéjna, lokalnie zwarta,
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o-zwarta przestrzen Hausdorffa. Metryzowalne uogélnione continuum nazy-
wamy uogélnionym continuum Peano.

Ciag (C;)cen zwartych podzbioréw przestrzeni X taki, ze C; C Int(C; 1) oraz
Uien Ci = X, nazywamy ciqgiem wyczerpujacym' przestrzeri X.

Lemat 1.3.1 ([32, p. 58]). Jezeli X jest uogélnionym continuum, to istnieje ciqg wyczer-
pujacy przestrzen X.

Lemat 1.3.2. Niech (C;)ieN bedzie ciggiem wyczerpujacym przestrzer X, zas K C X
zbiorem zwartym. Istnieje wowczas liczba iy € IN taka, ze K C C;,.

Dowdd. Rodzina {Int(C;)};ci jest otwartym pokryciem zbioru K. Wobec zwar-
tosci K istnieje ip € IN takie, ze K C U,;, Int(C;). Ale Uj;, Int(C;) € Cj,, czyli
KCG, O

Lemat 1.3.3. Jesli przestrzen metryczna jest spéjna i lokalnie zwarta, to jest o-zwarta.

Dowdéd. Zgodnie z twierdzeniem Stone’a kazda przestrzeri metryczna jest para-
zwarta [70, Twierdzenie 5.1.3]. Spdjna, lokalnie zwarta, parazwarta przestrzen
Hausdorffa jest o-zwarta [219, Appendix A to Chapter 1]. O

Lemat 1.3.4 ([32, Lemma 9.5]). Niech X bedzie uogélnionym continuum, zas C C X
jego zwartym podzbiorem. Wowczas liczba sktadowych spdjnosci zbioru X ~. C bedacych
nieograniczonymi podzbiorami w X jest skoriczona.

Lemat 1.3.5 ([110, Theorem 3-9]). Niech X bedzie spdjna, lokalnie spojnq i lokalnie
zwartq przestrzeniq Hausdorffa. Wowczas dla kazdego zwartego podzbioru C C X i kaz-
dego otwartego podzbioru U C X zawierajqcego C wszystkie, z wyjatkiem skoriczonej
liczby, sktadowe spdjnosci zbioru X ~\ C sq zawarte w U.

Lemat 1.3.6. Niech X bedzie uogélnionym continuum, zas C C X jego zwartym pod-
zbiorem. Wowczas zwarty jest rowniez zbidr

C'=cCcu U{S : S jest ograniczonq w X sktadowaq spéjnosci zbioru X . C}.

Dowdd. Na podstawie lematéw 1.3.1, 1.3.2 istnieje zwarty podzbiér K C X taki,
ze C C Int(K). Wobec lematu 1.3.5 wszystkie, z wyjatkiem skoriczonej liczby,
sktadowe spojnosci zbioru X \ C sa zawarte w Int(K). Zbioér

K" = KU[ J{S : Sjest ograniczona w X sktadowa spojnosci zbioru X ~. C}

jest zatem zwarty, jako skoriczona suma zbior6w zwartych. Zbiér C’' zawiera sie
w K’ ijest domkniety, jest wiec zwarty. [

Ciagla funkcje f: X — Y nazywamy wlaisciwg, o ile dla kazdego zwartego
podzbioru C C Y jego przeciwobraz f~1(C) jest zwarty.

Osrodkowa przestrzeri metryczna X nazywamy metrycznym ANR-em?, lub po
prostu ANR-em, jezeli dla kazdej przestrzeni metrycznej Y i kazdego wlozenia
j: X — Y takiego, ze j(X) jest domknietym podzbiorem Y, istnieje zbiér otwarty
U C Y o tej wlasnosci, ze j(X) jest retraktem U.

lang. exhausting sequence
2Skrét ANR pochodzi od ang. absolute neighbourhood retract.
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Stwierdzenie 1.3.7 ([94, Theorem IV.11.3.4]). Metryczny ANR jest przestrzeniq lo-
kalnie Sciqgalng.

Poniewaz lokalna Sciagalnos¢ implikuje lokalna spéjnos¢, wobec lematu 1.3.3
oraz stwierdzenia 1.3.7 lokalnie zwarty, spdjny, metryczny ANR jest uogélnio-
nym continuum Peano.

Uzwarceniem przestrzeni topologicznej X nazywamy wlozenie i: X < Y tej
przestrzeni na gesty podzbior i(X) zwartej przestrzeni Y. (Zazwyczaj w oznacze-
niach pomija¢ bedziemy wlozenie i, méwiac po prostu, ze Y jest uzwarceniem
przestrzeni X, zas X utozsamiajac z podzbiorem i(X) przestrzeni Y.) Méwimy,
ze dwa uzwarcenia i: X < Y oraz i’: X — Y’ tej samej przestrzeni X sa izomor-
ficzne, o ile istnieje homeomorfizm h: Y — Y’ taki, ze hoi = i'.

Jedli X jest niezwarta, lokalnie zwarta przestrzenia Hausdorffa, to jej jedno-
punktowym uzwarceniem Aleksandrowa nazywamy zbiér X® = X U {coX}, gdzie
ooX jest punktem nie nalezacym do X, z topologia zadana poprzez nastepujaca
baze zbioréw otwartych:

{U:U C Xjestotwarty } U {(X N~ K)U {ooX} : K C Xjest zwarty} :

Lemat 1.3.8 ([70, Twierdzenie 3.5.11]). Jesli X jest niezwartq, lokalnie zwartq prze-
strzeniqa Hausdorffa, zas i: X — Y jest jej uzwarceniem, to przestrzeri ilorazowa
Y /(Y \i(X)) jest uzwarceniem izomorficznym uzwarceniu X.

Dla przestrzeni topologicznych X, Y oraz podzbioréow A C X,B C Y przez
[A, B] oznaczamy zbiér tych ciaglych przeksztalcenn f: X — Y, ktére spelniaja
warunek f(A) C B. Symbolem C(X, Y) oznaczmy przestrzeri cigglych odwzorowari
przestrzeni X w Y z topologia zwarto-otwartq, generowana przez nastepujaca pod-
baze zbioréw otwartych:

{[K, U] : Kjest zwarty w X, U jest otwarty w Y} .

Promieniem w przestrzeni topologicznej X nazywamy jej domkniety podzbior
A C X taki, ze A =~ [0,00). Jezeli nie istnieje promieri w X, to méwimy, ze X jest
przestrzenia bez promieni.

1.4. TOPOLOGIA ALGEBRAICZNA

Zakladamy, ze Czytelnik zna podstawowe pojecia i fakty zwiazane z poje-
ciem homotopii oraz funktorami grup homotopii, homologii singularnych i sym-
plicjalnych. Dobre Zrédlo informacji na ten temat stanowi np. ksiazka Spaniera
[218], na ktérej w duzej mierze opiera sie niniejszy podrozdziat.

Niech (X, A), (Y, B) beda parami przestrzeni topologicznych. Istnienie homo-
topii pomiedzy ciaglymi odwzorowaniami f,g: (X, A) — (Y, B) wzgledem pod-
zbioru A C X oznaczamy symbolem f ~ ¢ rel A; przez (X, A) ~ (Y, B) ozna-
czamy fakt, ze pary przestrzeni topologicznych (X, A), (Y, B) sa homotopijnie
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rownowazne. Jezeli A = @, to pare (X, A) oznaczamy krétko przez X. Dla ho-
motopii H: X X I — Y orazt € I przez H;: X — Y oznaczamy odwzorowanie
zadane dla x € X wzorem H;(x) = H(x, ).

Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni topologicznej X, zas i: A — X wlo-
zeniem. Méwimy, ze odwzorowanie r: X — A jest mocnaq retrakcjq deformacyjna,
o ile r jest retrakcja oraz i o r >~ idx rel A.

Zawieszeniem przestrzeni topologicznej X nazywamy przestrzen

X =X X1/ ~,

gdzie ~ jest najmniejsza relacja rownowaznosci na X x I taka, ze (x,0) ~ (y,0)
oraz (x,1) ~ (y,1) dla wszystkich x,y € X.

Dla liczb naturalnych n > 1 symbolem 7, oznaczamy funktor n-tej grupy
homotopii, dzialajacy z kategorii przestrzeni topologicznych z punktem wyréz-
nionym w kategorie grup; symbol 71y oznacza natomiast funktor przyporzadko-
wujacy przestrzeni topologicznej zbior jej sktadowych tukowej spéjnosci.

Ciagle odwzorowanie przestrzeni topologicznych f: X — Y nazywamy
stabq homotopijng réwnowaznosciq, jezeli ro(f): mo(X) — mo(Y) jest bijekcja oraz
dla kazdego punktu xp € X i kazdej liczby naturalnej n > 1 homomorfizm
70 (f): (X, x0) = (Y, f(x0)) jest izomorfizmem.

Symbolem H, oznaczamy, dla n € IN, funktor n-tej grupy homologii singular-
nych (w zaleznosci od kontekstu o wspétczynnikach w pierécieniu liczb catkowi-
tych badz w ciele liczb wymiernych, chyba Ze wyraZnie bedzie zaznaczone ina-
czej), dziatajacy z kategorii par przestrzeni topologicznych w kategorie grup abe-
lowych (badzZ przestrzeni wektorowych, o ile rozpatrujemy homologie o wspot-
czynnikach w ciele). Tego samego symbolu uzywamy do oznaczenia funktora ho-
mologii symplicjalnych oraz funktora homologii okreslonego na kategorii kom-
pleks6éw taricuchowych. Dla i € IN przez B;(X) oznaczamy i-ta liczbe Bettiego
przestrzeni X. Symbolem x(X) oznaczamy charakterystyke Eulera przestrzeni
topologicznej X, o ile jest ona okreslona.

Jesli A jest domknietym podzbiorem przestrzeni topologicznej X, to wlozenie
A — X nazywamy korozwtdknieniem, o ile dla kazdej przestrzeni topologicznej
Z, kazdego ciagtego odwzorowania g: X — Z i kazdej homotopii h: A x 1T — Z
o tej wlasnosci, ze hyp = g| ,, istnieje homotopia H: X X I — Z taka, ze Hy = g

oraz H|A><]I = h.

Lemat 1.4.1 ([124, Corollary 7.15]). Jezeli A jest domknietym podzbiorem przestrzeni
topologicznej X o tej wtasnosci, ze wtozenie i: A — X jest korozwtdéknieniem i homoto-
pijng réwnowaznosciq, to A jest mocnym retraktem deformacyjnym X.

Stwierdzenie 1.4.2 ([94, Corollary IV.11.6.6]). Niech A, X beda ANR-ami takimi, ze
A jest domknietym podzbiorem X. Wéwczas wlozenie A — X jest korozwitdknieniem.

Stwierdzenie 1.4.3 ([105, Proposition 2.22]). Niech A bedzie domknigtym podzbiorem
przestrzeni topologicznej X takim, ze wlozenie A — X jest korozwitdknieniem. Istnieje
wowczas naturalny izomorfizm Hy (X, A) = H.(X/A,{A}) (gdzie {A} C X /A jest
obrazem zbioru A poprzez odwzorowanie ilorazowe X — X/ A).
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1.4.1. CW kompleksy

Przestrzen topologiczna X nazywamy CW kompleksem, je$li mozna ja przed-
stawi¢ w postaci sumy
— (n)
x=U Ug

nelNiel,

(n)

roztacznych zbioréw o; "), zwanych n-wymiarowymi komdrkami, gdzie I, n € N,
sa rozlacznymi zbiorami indekséw, oraz dla kazdej liczby n € IN i kazdego in-
deksu i € I, istnieje odwzorowanie ¢;: D" — X, zwane odwzorowaniem charakte-

rystycznym komorki o

i takie, ze spelnione sa nastepujace warunki:

— ¢i(Int(ID")) = i(") oraz odwzorowanie gbi‘lnt(]D”): Int(D") — (71.(”) jest ho-
meomorfizmem;
— zbidr ‘71@) ~ al.(n), gdzie Ef”) oznacza domkniecie zbioru (71.(”) w X, zawiera

sie w sumie skoriczonej liczby komérek nizszego wymiaru;
— podzbidér A jest domkniety w X wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich
m €N, j € I, zbiér ¢;1(A) jest domkniety w ID™.
Zaleznie od kontekstu przez CW kompleks rozumie¢ bedziemy albo sama prze-
strzen topologiczna X, albo przestrzenn X wraz z ustalonym podziatem na ko-
morki oraz rodzina odwzorowan charakterystycznych (tzn. ze strukturq komér-
kowq na przestrzeni X).
CW kompleks X nazywamy regularnym, jezeli dla kazdej komorki tego kom-
pleksu jej odwzorowanie charakterystyczne jest homeomorfizmem na obraz.
Jezeli o, 0’ sa komoérkami CW kompleksu X oraz ¢/ C 7, to méwimy, ze o’ jest
$ciang komorki o; jezeli dodatkowo o # o', to éciane ta nazywamy wlasciwa.

Lemat 1.4.4 ([81, Theorem 1.2]). Niech p,c, T beda komdérkami reqularnego CW kom-
pleksu X takimi, ze p jest wtasciwq Sciang o oraz o jest wiasciwq Sciang t. Wéwczas
istnieje komérka o' # o tego kompleksu taka, Ze p jest wlasciwg Sciang o' oraz o' jest
wlasciwa Sciana T.

Moéwimy, ze regularny CW kompleks jest lokalnie skoriczony, jezeli kazda jego
komorka jest Sciana co najwyzej skoriczenie wielu innych komérek tego kom-
pleksu.

Podkompleksem CW kompleksu X nazywamy taki CW kompleks Y, ze Y jest
domknietym podzbiorem X oraz zbiory komoérek i odwzorowan charaktery-
stycznych CW kompleksu Y zawieraja sie w odpowiadajacym im zbiorach po-
chodzacych ze struktury komérkowej kompleksu X.

Lemat 1.4.5 ([105, Proposition A.1]). Niech X bedzie CW kompleksem. Jezeli podzbior
A C X jest zwarty, to istnieje podkompleks Y C X o skoriczonej liczbie komdrek i taki,
ze ACY.

Dlan € IN szkieletem n-wymiarowym CW kompleksu X nazywamy nastepujacy
jego podkompleks:
X =1 U

k<n iEIk
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Przez wymiar CW kompleksu X rozumiemy liczbe
dim(X) = min{n € N: X = X"},

o ile to minimum istnieje; w przeciwnym wypadku przyjmujemy dim(X) = co.
Ciagle odwzorowanie CW komplekséw f: X — Y nazywamy komdrkowym,
jesli f (X (”)) C Y (") dla kazdej liczby naturalnej n.

Twierdzenie 1.4.6 ([105, Theorem 4.8]). Niech X,Y beda CW kompleksami, A C X
podkompleksem X, zas f': X — Y ciggtym odwzorowaniem o tej wlasnosci, ze prze-

ksztalcenie f'| 40 A = Y jest komdrkowe. Wowczas istnieje komdrkowe odwzorowanie
f: X — Y takie, Ze f ~ f'rel A.

Niech (X, A), (Y, B) beda parami przestrzeni topologicznych, zas f: B — A
ciaglym odwzorowaniem. Méwimy, ze X powstaje z A poprzez doklejenie prze-
strzeni Y wzdtuz odwzorowania f, co zapisujemy symbolicznie X = A U Y, je-
zeli X = AUY/ ~, gdzie ~ jest najmniejsza relacja rownowaznoscina A UY taka,
ze y ~ f(y) dla wszystkich y € B. Naduzywajac nieco notacji bedziemy réwniez
pisa¢ X = AU Y w sytuagji, gdy istnieje homeomorfizm h: X — ALY / ~ taki,
ze h(a) = [a]~ dla wszystkich a € A.

Jesli w powyzszej sytuacji para (Y, B) jest, dla pewnej liczby n € IN oraz pew-
nego (by¢ moze pustego) zbioru indekséw I, postaci (Y, B) = [];c; (D", 5" 1), to
moéwimy, ze X powstaje z A przez doklejenie rodziny n-wymiarowych komérek.

Pojecie doklejania komorek pozwala podac¢ nastepujaca charakteryzacje CW
kompleksow.

Stwierdzenie 1.4.7 ([105, Appendix]). Przestrzeri topologiczna X jest CW komplek-
sem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wstepujacy cigg (X (”))n o Jej domknietych pod-
przestrzeni o nastepujacych wiasnosciach:
— X =Upen X"
— X jest przestrzeniq dyskretna;
— dla kazdej liczby n > 1 przestrzeri X\") powstaje z przestrzeni X("=1) przez dokle-
jenie rodziny n-wymiarowych komorek;
— podzbior A C X jest domknigty wtedy i tylko wtedy, gdy zbior A N X" jest
domkniety w X" dla kazdego n € N.

W kategorii CW komplekséw i ich ciaglych odwzorowan pojecia homoto-
pijnej rownowaznosci oraz stabej homotopijnej réwnowaznosci sa réwnowazne,
o czym mowi nastepujace twierdzenie ].H.C. Whiteheada.

Twierdzenie 1.4.8 ([218, Corollary 7.6.24]). Jezeli X,Y sqa CW kompleksami, to ciagte
odwzorowanie X — Y jest homotopijng réwnowaznosciq wtedy i tylko wtedy, gdy jest
staba homotopijng réwnowaznosciq.

Nastepujace, wazne twierdzenie Westa [234] potwierdzilo postawiong w 1954
przez K. Borsuka hipoteze.

Twierdzenie 1.4.9 ([234, Corollary 5.3]). Jezeli X jest zwartym ANR-em, to przestrzen
X jest homotopijnie réwnowazna pewnemu zwartemu CW kompleksowi.
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1.4.2. Kompleksy symplicjalne

Kompleksem symplicjalnym nazywamy pare K = (V,S), gdzie V jest pewnym
zbiorem, zwanym zbiorem wierzchotkéw kompleksu K, za$ S rodzina niepustych,
skoriczonych podzbioréw V, zwana zbiorem symplekséw kompleksu K, o nastepu-
jacych wiasnos$ciach:

— {v} € S dlawszystkichv € V;

— jeSlic #@, 0 Ctorazt € S, to0 € S.
Sympleksy o € S kompleksu symplicjalnego K nazywamy réwniez Scianami tego
kompleksu. Ponadto, jezeli ¢ € S oraz p C o, to p nazywamy sciang sympleksu o.

Zauwazmy, ze w przyjetej definicji kompleksu symplicjalnego zbiér wierz-
chotkéw jest w zasadzie nadmiarowy, gdyz wyznacza go w spos6b jednoznaczny
zbiér sympleksow; uwzgledniamy go w definicji dla wygody.

Podkompleksem kompleksu symplicjalnego K = (V, S) nazywamy kazdy kom-
pleks symplicjalny L = (W, T) taki, ze W C V oraz T C S. Jezeli dodatkowo
T ={c €S :0 C W}, to podkompleks L nazywamy petnym podkompleksem
K rozpietym na zbiorze wierzchotkéw W, co zapisujemy symbolicznie L = K ‘ W

Jezeli K = (V,S) jest kompleksem symplicjalnym, za$ o € S jego symplek-
sem, to przez wymiar sympleksu o rozumiemy liczbe naturalng dim(c) = |o| 4 1.
Wymiarem kompleksu symplicjalnego K nazywamy liczbe

dim(K) = sup{dim(c) : ¢ € S}.

Odwzorowaniem symplicjalnym miedzy kompleksami symplicjalnymi K =
(V,S)oraz L = (W, T) nazywamy funkcje ¢: V — W o tej wlasnosci, ze ¢(0) € T
dla kazdego sympleksu o € S.

Niekiedy pomija¢ bedziemy w zapisie zbiory wierzchotkéw i symplekséw,
uzywajac symboli v € K, 0 € K, ¢: K — L do oznaczenia odpowiednio przy-
naleznosci wierzchotka v do zbioru wierzchotkéw kompleksu K, przynaleznosci
sympleksu ¢ do zbioru symplekséw kompleksu K oraz odwzorowania sympli-
cjalnego z K do L.

Dla komplekséw symplicjalnych K = (V,S), L = (W, T), podzbioru A C V
oraz sympleksu ¢ € K definiujemy nastepujace kompleksy symplicjalne:

— lkg(0) jest podkompleksem K, zwanym ztaczem o w K, wyznaczonym przez
rodzine symplekséw

{teS:0cZtoraztU0r € S};

— stg(0) jest podkompleksem K, zwanym gwiazdq o w K, wyznaczonym przez
rodzine symplekséw
{teS:tUr eSS}
— K-A-K],

— KUL=(VUW,SUT);
— KNL=(VNLSNT).
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Ponadto, jezeli v jest wierzchotkiem kompleksu K, stosujemy skrécone oznacze-
nia: Ikg (v) = kg ({v}), stx(v) = stx({v}) oraz K — v = K — {v}.

Moéwimy, ze kompleks symplicjalny K jest lokalnie skoriczony, o ile dla kazdego
wierzchotka v € K zbiér symplekséw {o € K : v € o} jest skoriczony.

Niech K = (V, S) bedzie kompleksem symplicjalnym. Rozwazmy zbiér

veK

K:{(x:V—>]I:{U€K:oc(v)7é0}650raz Z(X(U):l}.

Na zbiorze tym istnieje metryka, zadana dla «, B € K wzorem

d(w,B) = | Y (a(v) — B(0))".

veK
Jezeli o € K, to rozwazaé mozemy domkniety sympleks
o] ={a e K:{veV:a(v)#0} Co}

z topologia indukowana przez powyzsza metryke. Jest on homeomorficzny ze
standardowym, dim(¢)-wymiarowym sympleksem domknietym

Adim(0) — {(xO xdim(a)> c pdim(e)+1 .

(@)
Z X; = 1} .
i=0

Przez realizacje geometryczng |K| kompleksu symplicjalnego K rozumiemy zbiér
K z topologia zadana w ten sposob, ze podzbiéor A C K jest domkniety wtedy
i tylko wtedy, gdy A N |c| jest zbiorem domknietym dla kazdego sympleksu
o € K. (Jezeli kompleks K nie jest lokalnie skoriczony, topologia ta rézni sie od
indukowanej przez metryke d. Odwzorowanie identycznosciowe |K| — K, gdzie
przez K rozumiemy przestrzen z topologia indukowana przez metryke, jest jed-
nak zawsze homotopijna réwnowaznoscia.)

Niech ¢: K — L bedzie odwzorowaniem symplicjalnym. Funkcje ciagla
|p|: |K| — |L|, zwana realizacjq geometryczng odwzorowania ¢, okreslamy dla
a € |K| oraz wierzchotka w € L przyjmujac:

pl)(w) =} a()

vep~H(w)

Przyporzadkowanie | - | nazywamy funktorem realizacji geometrycznej, dziata-
jacym z kategorii komplekséw i odwzorowan symplicjalnych w kategorie prze-
strzeni topologicznych i przeksztatcen ciagtych.

Jesli nie bedzie to prowadzito do nieporozumieri, bedziemy czasem oznacza¢
realizacje geometryczna kompleksu (lub odwzorowania) symplicjalnego tym sa-
mym symbolem, co ten kompleks (lub odwzorowanie), tzn. pomija¢ w zapisie
symbol funktora realizacji geometrycznej | - |.
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Jezeli K jest kompleksem symplicjalnym, zas ¢ € K jego sympleksem, okresli¢
mozemy otwarty sympleks

o) ={ae|Kl:{veV:a(v) #0} =0c}.

Jest on homeomorficzny ze standardowym, dim(c)-wymiarowym sympleksem
otwartym, tj. ze zbiorem

{(xo,...,xdim(g)> (0, 1]dim(e dlfi X; = 1}

a zatem réwniez z otwartym dyskiem Int (]Ddim(”)). Nietrudno spostrzec, iz na
realizacji geometrycznej kompleksu symplicjalnego K istnieje struktura regular-
nego CW kompleksu, ktérego komoérkami sa otwarte sympleksy K. Ponadto,
sympleks o € K jest éciana sympleksu T € K wtedy i tylko wtedy, gdy komoérka
(0) regularnego CW kompleksu |K| jest Sciana komérki (7) tego CW kompleksu.

Triangulacjq przestrzeni topologicznej X nazywamy pare (K, ) sktadajaca sie
z kompleksu symplicjalnego K oraz homeomorfizmu h: |K| — X; na ogét pomi-
ja¢ bedziemy homeomorfizm h, méwiac krétko, ze kompleks symplicjalny K jest
triangulacja X. Jezeli istnieje triangulacja X, to przestrzen ta nazywamy wieloscia-
nem. Kazdy lokalnie zwarty wielo$cian jest metrycznym ANR-em.

Jesli K = (V,S) jest kompleksem symplicjalnym, to zbiér czeSciowo upo-
rzadkowany P (K) = (S, C) nazywamy uporzadkowanym zbiorem scian kompleksu
symplicjalnego K (lub po prostu stowarzyszonym z K czesciowym porzqdkiem). Jezeli
¢: K — L jest odwzorowaniem symplicjalnym, to funkcja P(¢): P(K) — P(L)
zadana dla ¢ € P(K) wzorem P(¢)(c) = ¢(0) jest odwzorowaniem zachowu-
jacym porzadek. Przyporzadkowanie P z kategorii komplekséw symplicjalnych
i odwzorowan symplicjalnych w kategorie czeSciowych porzadkéw i odwzoro-
wan zachowujacych porzadek jest funktorialne.

Niech X bedzie CW kompleksem. Przez P(X) oznaczmy zbiér komorek tego
kompleksu uporzadkowany przez relacje bycia Sciana. Zauwazmy, ze P(X) jest
czeSciowym porzadkiem z gradacja, o skoniczonych ideatach gléwnych. Jesli
K jest kompleksem symplicjalnym, to cze$ciowy porzadek P(|K|), gdzie |K| trak-
tujemy jako regularny CW kompleks ze strukturqa wyznaczona przez kompleks
symplicjalny K, jest izomorficzny z porzadkiem P (K).

Zat6zmy, ze (P, <) jest czeSciowym porzadkiem. Kompleks symplicjalny

K(P) = (P,{C C P : Cjest niepustym, skoriczonym taricuchem}),

nazywamy kompleksem symplicjalnym skoticzonych taricuchéw w P (lub po prostu
stowarzyszonym z P kompleksem symplicjalnym). Dla odwzorowania f: P — Q za-
chowujacego porzadek przez K(f): K(P) — K(Q) oznaczamy odwzorowanie
symplicjalne zadane na wierzchotkach p € P wzorem K(f)(p) = f(p). Przy-
porzadkowanie K z kategorii czeSciowych porzadkéw w kategorie komplekséw
symplicjalnych jest funktorialne.
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Jesli X jest regularnym CW kompleksem (w tym, gdy X = |K| dla pewnego
kompleksu sympligjalnego K), to kompleks symplicjalny (P (X)) nazywamy
podziatem barycentrycznym X. Przestrzen |KC(P(X))| oraz regularny CW kompleks
X sa homeomorficzne [90, Proposition 5.3.8].

Jezeli K jest kompleksem symplicjalnym, to homeomorfizm |K(P(K))| = |K|
opisa¢ mozna prostym wzorem (podajac go opieramy sie na ksiazce Kozlova
[124]). Dla dowolnego elementu « € |K(P(K))| istnieja sympleksy

0w C0-1C ... Cogp=A{vo,...,0m}

kompleksu K takie, ze w(0;) # 0dlai = 1,...,n, oraz a(c) = 0 dla wszystkich
c € P(K)~{o;}l ;. Dlai = 0,...,mniech k; = max{0 < k < n:v; € oy}.
Okre$lmy odwzorowanie hg: |K(P(K))| — |K|, dla wierzchotka v € K przyjmu-
jac

f:o ﬁ%) , jezeliv =v; dla pewnego 0 < j < m,

hKO@(v)=={O

w przeciwnym wypadku.

Przeksztalcenie hg jest homeomorfizmem. Ponadto dla dowolnego odwzorowa-
nia symplicjalnego ¢: K — L kwadrat

K(P(K))| 2L (p(Ly)) (1.1)
8 :
K] i L]

jest, co nietrudno sprawdzi¢, przemienny. Przestrzenie |[IC(P(L))| oraz |K| be-
dziemy ze soba utozsamiac.

Korzystajac z funktora K mozemy okresli¢ homologie zbioru czesciowo uporzad-
kowanego P jako symplicjalne homologie stowarzyszonego z nim kompleksu sym-
plicjalnego: H.(P) = H.(KC(P)).

Lemat 1.4.10. Czesciowy porzadek P zawiera promienn wtedy i tylko wtedy, gdy
P(K(P)) zawiera promier.

Dowdd. Ustalmy czesciowy porzadek P. Jezeli (p;)ien jest nieskoriczona $ciezka
prosta w G(P), to ciag

({po}, {po, 1}, {1} {p1, P2} {p2}, .- )

jest nieskoriczona $ciezka prosta w G (P (KC(P))).

Z drugiej strony, zat6zmy, ze (C;)ien jest nieskoriczona Sciezka prosta
w G(P(K(P))); kazdy z elementéw tej Sciezki jest skoriczonym, niepustym tari-
cuchem w P. Dla kazdej liczby n € IN zdefiniujemy indukcyjnie nieskoriczona
sciezke (CI'),; W grafie G(P(KC(P))), jednoczesnie wybierajac elementy c, € P,
ktoére utworza nieskoniczona Sciezke prosta w G(P).
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Dlai € N niech CY = C;. Ustalmy n > 1i zal6zmy, ze okreslona jest nieskori-
czona Sciezka (CI'™1),_ w grafie G(P) o tej wlasnosci, ze

: .cn—1 _ ~n-1 -1
{ien:gt=cr1}| <2
dla kazdego i € IN. Wybierzmy dowolny element ¢, € Cj ~1. Jezeli zbior
{i eEN:CI 1= {c,H}}

(z zatozenia indukcyjnego co najwyzej (2"~ 1)-elementowy) jest niepusty, niech
iy oznacza jego najwiekszy element; w przeciwnym wypadku i, = —1. (Za-
uwazmy, ze w kazdym przypadku c¢,_1 € Ci”;jrll.) Dla i € IN przyjmujemy
Cl = CZ111+1‘ N {cn-1}. Jest jasne, ze C!' # @ dla kazdego i € NN, oraz ze
(CH)ien jest nieskoniczona Sciezka w P(K(P)), w ktérej kazdy z elementéw po-
wtarza sie co najwyzej 2" razy.

Ciag (cn)neN jest oczywiscie réznowartosciowy. Ustalmy n > 1. Jak zauwa-
zyliSmy, ¢,_1 € CZ;Lll Z definicji ¢, € Cj = CZ;Lll ~ {cy—1}. Poniewaz zbior

CZ,;ll jest faricuchem w P, elementy c,,_1, ¢, sa poréwnywalne w P. Wobec tego

(¢i)ien jest nieskoriczona Sciezka prosta w G(P). O

Stwierdzenie 1.4.11. Czgsciowy porzadek P jest bez promieni wtedy i tylko wtedy, gdy
|IC(P)| jest przestrzeniq topologicznq bez promieni.

Dowéd. Ustalmy czeSciowy porzadek P. Jezeli (p;);c jest nieskoriczona Sciezka
prosta w G(P), to

({pitien, {{po}. {po, 1} {p1}t Aprp2},--- })

jest podkompleksem K(P), ktérego realizacja geometryczna jest domknietym
podzbiorem |IC(P)| homeomorficznym z péiprosta [0, o).

Zat6zmy, ze istnieje domkniety podzbiér R C |K(P)| oraz homeomorfizm
h:[0,00) — R. Niech tp = 0, za$ 0y € K niech oznacza jedyny sympleks o tej
wlasnosci, ze h(tg) € (0p). Ustalmy n > 0 i zalézmy, Zze t; € R oraz 0; € K
sa ustalone dla wszystkich j < n w ten sposéb, ze (0});<, jest Sciezka prosta
w G(P(K(P))) oraz h((tj, o)) N |o;] = @ dla wszystkich i < j < n. Niech

ty = sup{t € [0,00) : h(t) € |0;—1]}-

Poniewaz |0;,_1]| jest zbiorem zwartym, jego cze$¢ wspdlna ze zbiorem domknie-
tym R jest zwarta. Przeciwobraz h=1(]o;,_1| N R) C [0,00) jest zatem zwarty,
a wiec domkniety i ograniczony. Wobec tego t, < oo oraz h(t,) € |o,_1|. Niech
T € K oznacza jedyny sympleks taki, ze h(t,) € (1).Jesli T C 0,,_1 (co intuicyj-
nie oznacza, ze promien R opuszcza w momencie t, sympleks domkniety |o;,_1]|
przez Sciane nizszego wymiaru), przyjmujemy 0, = 7. W przeciwnym wypadku
(tzn. gdy promieri w momencie f, przechodzi z |0,,_1| do sympleksu wyzszego
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wymiaru) za 0, przyjmujemy ktérykolwiek z symplekséw K o tej wlasnosci, ze
h((tn,00)) N (0w) # D oraz 0,1 C oy

Ciag (0n)nen jest nieskoriczona $ciezka prosta w G(P(K(P))). Na podstawie
lematu 1.4.10 czeSciowy porzadek P zawiera promien. O

Moéwimy, ze kompleks symplicjalny K jest bez promieni, o ile jego realizacja
geometryczna |K| jest przestrzenia topologiczna bez promieni. Korzystajac ze

stwierdzenia 1.4.11 nietrudno jest wykaza¢, ze warunek ten jest rtownowazny bra-
kowi promieni w cze$ciowym porzadku P (K).

1.4.3. Lematy o typie homotopijnym

Lemat 1.4.12 ([50, Theorem 7.5.7]). Niech bedzie dany przemienny diagram prze-
strzeni topologicznych i ich ciqgtych odwzorowan
B

\QC ‘\%\D
||

—Q
AN
Y R

taki, ze i: A — X, j: C — Y sq korozwtdknieniami, oraz w ktérym przedni i tylny
kwadrat sq kokartezjariskie®. Jezeli ¢o, 1, P2 sa homotopijnymi réwnowaznosciami, to
réwniez odwzorowanie ¢: Q — R wyznaczone (z wlasnosci uniwersalnosci) przez funk-
cje ¢o, P1, P2 jest homotopijng réwnowaznoscia.

A

i

X

Lemat 1.4.13 ([124, Theorem 11.11], por. [155, Lemmata 3.6, 3.7]). Niech X, X5 bedq
przestrzeniami topologicznymi, h: X; — X homotopijng réwnowaznoscia, k dodatnig
liczbq naturalng, zas f1: S<=1 — Xy, fo: SK=1 — X, ciaglymi przeksztatceniami. Jezeli
istnieje homotopia H: S~ x I — X, pomiedzy odwzorowaniami h o f| oraz fa, to
istnieje homotopijna réwnowaznosé g: X1 Ug DF — X, U 5 ID* taka, Ze g| X = h.

Lemat 1.4.14. Jesli X jest CW kompleksem, k > 0 liczbq naturalng, zas f': S&=1 — X
ciaglym przeksztatceniem, to istnieja odwzorowanie f: S*~1 — X takie, ze f (Skfl) -
X&) oraz homotopijna réwnowaznosé g: X U ¥ DfF — XU f D o tej whasnosci, Ze
g| « = idx. Ponadto przestrzen X Uy ID* jest CW kompleksem.

Dowdd. Szukane odwzorowanie f niech bedzie aproksymacja komérkowa (patrz
twierdzenie 1.4.6) funkdji f'. Teze otrzymujemy przyjmujac w lemacie 1.4.13:

Xi=X=X, h=idx, fi=f, fr=Ff. O

3Uzywajac anglojezycznej terminologii powiedzieliby$my, ze sa one pushoutami.
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Lemat 1.4.15 ([27, Lemma 3.4]). Jezeli K1, Ky sq Sciggalnymi kompleksami sympli-
cjalnymi, to kompleks symplicjalny K; U Ky jest homotopijnie réwnowazny zawieszeniu
L(K1 NKy).

Lemat 1.4.16 ([157, Lemma 2.11]). Niech P bedzie czesciowym porzadkiem oraz niech
p € P. Jezeli co najmniej jeden z kompleksow symplicjalnych KC(pl.), IC(p1) jest Scig-
galny, to wtozenie KK(P \ {p}) < K(P) jest homotopijna réwnowaznosciq.

Lemat 1.4.17. Niech a bedzie ljczbq porzadkowa oraz dla i € {0,1} niech X' bedzie
CW kompleksem, natomiast (Xfp) < po.zaskor’lc'zonym ciqgiem wstepujacym jego pod-
kompleksow o tej wlasnosci, ze Up<y Xjy = X'. Jesli (fp: Xy — Xy) p<a Jest poza-
skoriczonym ciagiem homotopijnych réwnowaznosci oraz fy C fy dla wszystkich liczb
porzqdkowych § < ¢ < a, to funkcja f = Up<, fp: X° — X! jest homotopijng réwno-
waznosciq.

Dowdd. Wykazemy, ze f jest slaba homotopijna réwnowaznos$cia, co wobec
twierdzenia Whiteheada 1.4.8 zakoniczy dowéd.

Ustalmy k € N oraz xg € X°. Niech [p] € 7, (X? x¢) bedzie klasa abstrakcji
odwzorowania p: §¥ — X0. Zauwazmy, ze p(Sk) jest zbiorem zwartym, a zatem
p(Sk) c Xgo dla pewnej liczby porzadkowej ¢ < a na podstawie lematu 1.4.5.
Przypusémy, ze 7tx(f)([p]) = 0, to znaczy istnieje homotopia H: S x T — X!
pomiedzy odwzorowaniem f o p: S¥ — X! a funkcja stala S* — X! réwna f(xo),
zachowujaca punkt wyrézniony f(xg). Poniewaz zbiér H (Sk x I) jest zwarty,
H (Sk x1I) C X(},l dla pewnej liczby porzadkowej ¢1 < a na podstawie lematu
1.4.5. Niech ¢ = max(¢o, ¢1). Odwzorowanie f: Xg — X}, jest z zatozenia ho-
motopijna réwnowaznoscia. Z wyboru ¢ mamy 7 (fs)([p]) = 0. Stad [p] = 0
\ " (Xfl),, xp), czyli p: S — Xg jest homotopijne z odwzorowaniem statym
w Xg C XY Ale to oznacza, ze [p] = 0 réwniez w 7 (X?, x9). Homomorfizm
7k (f) jest zatem r6znowartosciowy.

Ustalmy teraz [q] € (X!, f(x0)). Obraz odwzorowania q: ¢ — X! jest,
wobec lematu 1.4.5, zawarty w XI}) dla pewnej liczby porzadkowej ¢ < a.
Poniewaz homomorfizm 7y (fy): ¢ (XI%IXO) — 7T (X}p, fw(x0)) jest izomorfi-
zmenm, istnieje ciagle przeksztalcenie §: ¥ — Xf;] takie, ze [fyogq] = [q]
w grupie 1 (Xy, fy(x0)), a zatem rowniez w 7 (X', f(x0)). Homomorfizm
me(f) : e (X0, x0) — i (X, f(x0)) jest wiec surjekdja.

Wobec dowolnosci wyboru punktu xg € X° oraz liczby k € IN odwzorowanie
f jest staba homotopijna réwnowaznoscia. O

Lemat 1.4.18. Niech « bedzie liczbg porzadkowa, zas (Xy)p<a pozaskoriczonym cigq-
giem wstepujacym podkomplekséw pewnego CW kompleksu X, majacym te wtasnosé,
ze Xy = Up<y Xo dla kazdej granicznej liczby porzadkowej ¢ < w. Jesli wszystkie wto-
zenia ippy1: Xp = X1, ¢ < a, sq homotopijnymi réwnowaznosciami, to dla wszyst-
kich liczb porzadkowych ¢o < ¢1 < a wlozenie iy, : Xy, < Xg, jest homotopijng
réwnowaznosciq.



20 1. WIADOMOSCI WSTEPNE

Dowdd. Wystarczy udowodni¢ lemat dla ¢y = 0.

Wykazemy stosujac indukcje pozaskoriczona, ze wiozenie ip¢: Xo < X jest
homotopijna réwnowaznoscia dla kazdej liczby porzadkowej ¢ < a. Oczywiscie
jest tak, gdy ¢ = 0. Ustalmy 0 < ¢ < a i zal6zmy, ze wlozenia iy : Xo — Xy sa
homotopijnymi réwnowaznosciami dla wszystkich i < ¢.

Jesli ¢ jest nastepnikiem, ¢ = ¢ + 1, to iy = iy yr1 © ioy jest homotopijna
réwnowaznoécia jako ztozenie homotopijnych réwnowaznosci.

Jezeli natomiast ¢ jest graniczna liczba porzadkowa, przyjmijmy

0 1 _ 0 __ 1 _
Y'=Xo, Y'=Xy Y)=Xo, V=X,

dla wszystkich ¢ < ¢;. Na podstawie lematu 1.4.17, zastosowanego do kom-

pleksow Y, Y?, ciagéw ich podkompleksow () v<o’ (Y5) p<p OTaZ ciagu wiozen
(i0,p ) p<¢, wlozenie X — X, jest homotopijna réwnowaznoscia. O

1.4.4. Prosty typ homotopijny

Niech X bedzie regularnym CW kompleksem, zas Y jego podkompleksem.
Moéwimy, ze Y powstaje z X przez elementarne zgniecenie, co zapisujemy symbo-
licznie X Y, jezeli istnieja komorki o, T kompleksu X takie, Ze:

— P(Y)=P(X)~{o, 1}
— 0 jest wlasciwa $ciana T;
— 0 nie jest wlasciwa Sciana zadnej innej niz T komoérki CW kompleksu X.

Jezeli istnieje skoniczony ciag (X;)! , regularnych CW komplekséw taki, ze
X; N Xjy1 dla wszystkichi = 0,...,n — 1, to méwimy, ze CW kompleks Xj jest
zgniatalny do podkompleksu X, co oznaczamy za pomoca symbolu Xy \, Xj,. Jesli
ponadto X, sktada sie z pojedynczej, 0-wymiarowej komoérki, méwimy ze regu-
larny CW kompleks X jest zgniatalny i piszemy Xo “\, *.

o

Rysunek 1.2: Elementarne zgniecenie.

Nietrudno spostrzec (zob. rysunek 1.2), ze jezeli X \{Y, to Y jest mocnym re-
traktem deformacyjnym X; co wiecej, jesli P(Y) = P(X) \ {0, 7}, gdzie o jest
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wlasciwa $ciana 7, to mocna retrakcje deformacyjna r: X — Y mozna wybra¢
w ten sposéb, ze

r(cut) C | J{p € P(Y) : pjest sciana T w X}

Moéwimy, ze regularne CW kompleksy X, Y maja ten sam prosty typ homoto-
pijny (lub ze sa prosto homotopijnie réwnowazne), i piszemy X \/Y, o ile istnieje
ciag regularnych CW kompleksow (X;)"  taki, ze Xo = X, X, = Y oraz dla
kazdego indeksu i = 0,...,n — 1 zachodzi jeden z warunkéw: X; ~\, X;;1 lub
Xit1 \( X;. Prosto homotopijnie rtownowazne CW kompleksy sa, wobec obser-
wagji poczynionych w poprzednim akapicie, homotopijnie réwnowazne.

Dobre wprowadzenie do interesujacego fragmentu topologii algebraicznej,
jaki stanowia zagadnienia zwiqzane z prostym typem homotopijnym, stanowi
ksiazka Cohena [61].

Poniewaz kazdy kompleks symplicjalny mozna utozsamia¢ z pewnym regu-
larnym CW kompleksem, mozemy moéwi¢ o prostym typie homotopijnym (oraz
zgnieceniach itp.) komplekséw symplicjalnych.

Zdefiniujemy indukcyjnie zwiazana ze zgniatalnoscia komplekséw sympli-
gjalnych wlasnoé¢, wywodzaca sie z teorii ztozonosci [118]. Méwimy, ze skori-
czony kompleks symplicjalny K jest non-evasive, jesli K sklada sie z pojedyn-
czego wierzcholka lub istnieje wierzcholek v € K taki, ze kompleksy sympli-
cjalne kg (v) oraz K — v sa non-evasive. Jezeli kompleks symplicjalny ma wtasnos¢
non-evasiveness, to jest zgniatalny [118].

Twierdzenie 1.4.19 ([232, Theorem 2.10]). Jesli skoriczony kompleks symplicjalny
K jest zgniatalny, to kompleks symplicjalny KC(P(K)) ma wlasnos¢ non-evasiveness.

1.5. TOPOLOGIA W NIESKONCZONOSCI

Do korica podrozdzialu 1.5 zakladamy, ze X, Y sa przestrzeniami topolo-
gicznymi bedacymi sumami rozlacznymi skoficzonej liczby uogélnionych con-
tinuéw.

Podrozdzial opiera sie w duzej mierze na ksiqzkach Bauesa i Quintero [32]
oraz Hughesa i Ranickiego [111].

1.5.1. Whsciwy typ homotopijny

Jezeli f,g: X — Y sa wlasciwymi odwzorowaniami, to méwimy, ze odwzo-
. g . L p T
rowania te sa homotopijne w sposob wtasciwy, co oznaczamy przez f =~ g, jezeli
istnieje homotopia H: X x I — Y pomiedzy f oraz g bedaca wlasciwym od-
wzorowaniem (tzn. wlasciwa homotopia). Przestrzenie X, Y nazywamy homotopij-
nie réwnowaznymi w sposéb wiasciwy, jezeli istnieje wlasciwa homotopijna réwnowaz-
no$é X — Y, to znaczy takie wlasciwe odwzorowanie f: X — Y, ze dla pewnego
. s . C e L. . P,
wladciwego odwzorowania g: Y — X istnieja wlasciwe homotopie f o g ~ idy

p .
oraz go f ~idy.
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Moéwimy, ze przestrzern X bedaca ANR-em jest Sciqggalna w sposob wiasciwy,
jezeli przestrzen X jest homotopijnie r6wnowazna w sposéb wiadciwy realizacji
geometrycznej 1-wymiarowego, lokalnie skoficzonego, spdjnego i acyklicznego
kompleksu symplicjalnego (czyli drzewa).

1.5.2.  Zbior konicow

Przez koniec przestrzeni X rozumiemy odwzorowanie
e: {K C X : Kjest zwarty} — 25X\ {@}

takie, ze dla wszystkich zbioréw zwartych K, L C X spelnione sa ponizsze dwa
warunki:

1. zbidr e(K) jest sktadowa sp6jnosci przestrzeni X \ K;

2. jezeli L C K, toe(K) C ¢(L).
Symbolem E(X) oznaczamy zbiér wszystkich koficéw przestrzeni X. Podana
definicja korica przestrzeni topologicznej pochodzi z pracy Milnora [154] i dla
uogolnionych continuéw jest réwnowazna innym znanym definicjom korica
(por. [111, Chapter 1]).

Przyklad 1.5.1.
1. Uogodlnione continuum X jest zwarta przestrzenia topologiczna wtedy
i tylko wtedy, gdy E(X) = @.
2. Prosta rzeczywista R ma dokladnie dwa korice, natomiast kazda z prze-
strzeni R" dla n > 2 ma dokfadnie jeden koniec.
3. Dla kazdej liczby n € IN przestrzeri

Xy = ([0,00) x {0}) U ({0,...,n— 1} x [0,00)) C R?

z topologia indukowana z ptaszczyzny R? ma dokladnie n koricow. Po-
nadto zbiér koricow przestrzeni |J,,cy X» jest przeliczalnie nieskoriczony.

4. Zbidér koricow nakrycia uniwersalnego bukietu dwoéch okregéw jest nie-
przeliczalny.

Dla wlasciwego odwzorowania f: X — Y okredlimy indukowana przez nie
funkcje E(f): E(X) — E(Y).Jezeli e € E(X) oraz K C Y jest zbiorem zwartym,
przyjmujemy za E(f)(e)(K) te sp6jna sktadowa przestrzeni Y \ K, dla ktorej

f(e(F71)) SEAEK).

Nietrudno zauwazyg¢, ze taka spdjna skladowa istnieje i jest tylko jedna [111, Pro-
position 1.22]; ponadto E(f)(¢) € E(Y). Funkcja E(f): E(X) — E(Y) jest wiec
dobrze okre$lona. Co wiecej, fatwo sprawdza sie, iz przyporzadkowanie E jest
funktorem z kategorii przestrzeni topologicznych bedacych sumami roztacznymi
skoriczonej liczby uogoélnionych continuuéw oraz ich wlasciwych odwzorowan
w kategorie zbioréw i funkgji, oraz ze jesli wlasciwe odwzorowania f,g: X — Y
sa homotopijne w sposéb wtasciwy, to E(f) = E(g) (zob. [111, Proposition 1.22]).
Nastepujacy lemat stanowi prosty wniosek z lematu 1.3.2.
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Lemat 1.5.2. Zatozmy, ze (C;)ieN jest ciagiem wyczerpujacym przestrzeii X. Niech
Z oznacza zbior funkcji 5: {C;}ien — 2% \ {@} takich, ze dla kazdego i € N zbidr
5(C;) jest nieograniczonq sktadowq spojnosci przestrzeni X \ C; oraz §(C;) C 6(C;) dla
j = i. Funkcja E(X) — Z przyporzadkowujgca koricowi ¢ € E(X) jego ograniczenie
8}{c}- N jest bijekcja.

Lemat 1.5.3. Niech K bedzie zwartym podzbiorem X, zas S nieograniczonq w X skia-
dowaq spéjnosci zbioru X ~\ K. Istnieje wéwczas koniec € € E(X) taki, ze ¢(K) = S.

Dowéd. Na podstawie lematu 1.3.1 istnieje wyczerpujacy przestrzeni X ciag
(C)ien taki, ze Cy = K. Okreslimy pewna funkcje 6: {C;}ieny — 25X \ {@}.
Niech 6(Cp) = S. Ustalmy n > 01 zalézmy, ze dla wszystkich liczb naturalnych
i < n okreslone sa zbiory §(C;) € 2% \ {@}, przy czym 6(C;) jest nieograniczona
skladowa spéjnosci X \ C; oraz 6(C;) € 6(C;) dla wszystkich i < j < n. Za
d(Cy) przyjmujemy dowolna nieograniczona sktadowaq spdjnosci zbioru X \ C,
zawarta w 0(Cp,_1).

Wobec lematu 1.5.2 istnieje koniec € € E(X) taki, ze ¢| (Chin = O W szczegol-
nosci ¢(K) = 6(K) = S. O

1.5.3. Uzwarcenie Freudenthala
Dla korica e € E(X) oraz zwartego zbioru K C X przyjmijmy oznaczenia

B(e,K) = {¢ € E(X) : ¢(K) = €(K)},
N(g,K) = ¢(K) UB(g, K).

Uzwarceniem Freudenthala [88,188] przestrzeni X nazywamy przestrzen .#X =
X UE(X) z topologia zadana przez nastepujace bazy otoczen otwartych: dla
x € X jako baze otoczenr otwartych przyjmujemy dowolna baze otoczeni otwar-
tych tego punktu w przestrzeni X, natomiast dla korica ¢ € E(X) baza otoczen
otwartych jest rodzina {N(¢g, K) : K C X jest zbiorem zwartym}.

Niech f: X — Y bedzie wlasciwym odwzorowaniem. Okreslmy funkcje
Ff: FX — FY dla elementu a € .#X przyjmujac

o ) fla), jezelia € X,
Ffla) = {E(f)(a), jezelia € E(X).

Stwierdzenie 1.5.4 ([32, Proposition 1.9.11]). Jesli f: X — Y jest wtasciwym odwzo-
rowaniem, to funkcja Ff: FX — FY jest ciggla.

Wobec stwierdzenia 1.5.4 przyporzadkowanie .# jest funktorem z katego-
rii przestrzeni topologicznych bedacych sumami roztacznymi skoriczonej liczby
uogoélnionych continuuéw i ich wilasciwych odwzorowann w kategorie prze-
strzeni topologicznych i funkgji ciaglych.

Lemat 1.5.5 ([32, Addendum 1.9.9]). Jezeli X jest uogélnionym continuum, to .#X jest
continuum. Jesli X jest uogélnionym continuum Peano, to F#X jest continuum Peano.
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1.5.4. Oswojonosc¢

Przestrzen X nazywamy oswojonq na zewnatrz* [111,186], jezeli istnieje do-
mkniety, koograniczony podzbiér V' C X taki, ze wlozenie V x {0} — X (dla
v € V zadane wzorem (v,0) — v) rozszerza sie do wtasciwego odwzorowania
V x [0,00) — X.

Mo6wimy, ze przestrzen X ma kotnierzyk na zewnatrz® [111], jezeli istnieje do-
mkniety, koograniczony podzbiér V. C X bedacy ANR-em i taki, ze wlozenie
V x {0} <— V rozszerza sie do wlasciwego odwzorowania V x [0,00) — V.
(Oczywiscie kazda przestrzen z kolnierzykiem na zewnatrz jest oswojona na ze-
wnatrz.)

Przyklad 1.5.6 ([111, Example 7.3]).
1. Niech M bedzie zwarta rozmaitoscia z brzegiem 0M. Wéwczas przestrzen
X = M ~. dM ma kolnierzyk na zewnatrz.
2. Niech (fj: Xj — X]'H)]. o Pedzie systemem prostym przeksztalcen pomie-
dzy zwartymi ANR-ami. Teleskopem tego systemu nazywamy przestrzen

0= ([ 1)

j=0

gdzie ~ jest najmniejsza relacja rOwnowaznosci na zbiorze H}io(xj x )
taka, ze (xj,1) ~ (fj(x;),0) dla wszystkich x; € X;, j € N. Teleskop
Tel ( f])] <y Ma kotnierzyk na zewnatrz.

3. Niech X bedzie przestrzenia topologiczna, A C X jej podzbiorem, U C X
otoczeniem A oraz niech V' C U. Méwimy, ze zbiér V jest I-kompresowalny
w U w kierunku A, jezeli dla kazdego otoczenia W C X zbioru A istnieje
izotopia (h¢)sey taka, ze

ho = idx, hl(V) cw, ht‘ZUX\U = id-ZUX\l,I

dla pewnego otoczenia Z zbioru A oraz wszystkich ¢ € 1. Jeéli dla kazdego
otoczenia U zbioru A C X istnieje otoczenie V C U tego zbioru o tej wia-
snoéci, ze V jest I-kompresowalne w U w kierunku A, to méwimy, ze A ma
otoczenie I-reqularne w X (zob. [213]).

Niech A bedzie zwartym podzbiorem wnetrza zwartej rozmaitosci M. Jesli
A ma I-regularne otoczenie w M, to przestrzenn M \ A jest oswojona na
zewnatrz. Jest tak w szczeg6lnosci, gdy przestrzeii A ma typ homotopijny
(czy ogolniej ksztatt) CW kompleksu i jest 1-LCC zanurzona w M (tzn. dla
kazdego a € Aiotwartego otoczenia U tego punktu w M istnieje otoczenie
otwarte 1 € V C U takie, ze kazde ciagle przeksztalcenie sl 5 VA
rozszerza sie do ciagltego odwzorowania D? = U~ A).

*ang. outward tame
Sang. is outward collared
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4. Wiecej przykladéw przestrzeni oswojonych na zewnatrz odnalez¢ mozna
w ksiazce Hughesa i Ranickiego [111].

Przestrzenn X nazywamy oswojong do wewnqtrz® [54,111], o ile dla kazdego
koograniczonego podzbioru U C X istnieja koograniczony w X podzbiér V C U
oraz homotopia h: X x I — X o nastepujacych wlasnosciach:

— ho =idy;

— h(x,t) = xdlawszystkichx € X\ U, t€I;
— h(U x1I) CU;

— I (X) X\ V.

Moéwimy, ze przestrzen X ma kotnierzyk do wewnatrz’ [111], jesli dla kazdego
koograniczonegu podzbioru U C X istnieje koograniczony w X podzbiér V C U
o tej wlasnodci, ze U \ V jest mocnym retraktem deformacyjnym U. Przestrzen
majaca kolnierzyk do wewnatrz jest oswojona do wewnatrz.

Twierdzenie 1.5.7 ([111, Proposition 8.5]). Przestrzeri X bedaca ANR-em ma kotnie-
rzyk do wewnaqtrz wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wstepujacy cigg (K;)$2, zwartych
ANR-ow taki, ze X = U, en Kn oraz kazde z wlozen K, — X, n € IN, jest homotopijng
réwnowaznoscia.

Przyktad 1.5.8 ([95,111]).

1. Niech X bedzie ANR-em. Domkniety podzbior A C X nazywamy
Z-zbiorem w X, jezeli dla kazdego otwartego zbioru U C X wlozenie
U~ A — U jest homotopijna réwnowaznoscia. Przyktadowo, kazdy do-
mkniety podzbiér brzegu rozmaitosci M jest Z-zbiorem w M. Uzwarce-
nie X* przestrzeni X takie, ze X* \ X jest Z-zbiorem w X*, nazywamy
Z-uzwarceniem. Kazdy ANR majacy Z-uzwarcenie jest przestrzenia oswo-
jona do wewnatrz.

2. W szczegodlnosci, przestrzenie postaci M N\ dM, gdzie M jest zwarta rozma-
itoScia z brzegiem, sa oswojone do wewnatrz. Co wiecej, przestrzenie tego
typu maja kotnierzyk do wewnatrz [111, Example 8.3].

3. Dlan > 4istnieja zwarte, asferyczne, n-wymiarowe rozmaito$ci bez brzegu,
ktérych nakrycia uniwersalne nie sa homeomorficzne z R". Sztandaro-
wym przykladem sa tzw. rozmaitosci Davisa [95]. Rozmaitosci Davisa nie
sa postaci M \ oM dla zadnej zwartej rozmaitosci M. Istnieja jednak ich
Z-uzwarcenia, przy czym narosty tych uzwarcen nie sa ANR-ami. Rozma-
ito$ci Davisa sa oswojone do wewnatrz.

4. Rozwazmy system odwrotny (fj: Xj;1 — Xj)]. o clagtych odwzorowarn
pomiedzy zwartymi ANR-ami. Odwrotnym teleskopem tego systemu nazy-
wamy przestrzen

vt (1), = (105 0/~

j=0

bang. inward tame
7ang. is inward collared
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gdzie ~ jest najmniejsza relacja réwnowazno$ci na sumie rozlacznej
[1720(X; x I) taka, ze (x;,0) ~ (fj(x;),1) dla wszystkich x; € X, j € N.
Przestrzen InvTel ( f]')jelN ma kolnierzyk do wewnatrz. (Ma ona réwniez

Z-uzwarcenie.)

5. Kazda przestrzern metryczna X, ktérej metryka jest wilasciwa (tzn. do-
mkniete, ograniczone wzgledem tej metryki podzbiory przestrzeni X sa
zwarte) i ma tzw. wlasnos¢ CAT(0) [46], jest oswojona do wewnatrz. (Co
wiecej, przestrzenie takie maja Z-uzwarcenia [90, Example 17.5.5].)

6. Inne przyklady przestrzeni oswojonych do wewnatrz odnaleZzé¢ mozna
w ksiqzce Hughesa i Ranickiego [111].

1.5.5. Homologie lokalnie skoticzone i homologie w nieskoriczonosci

Ustalmy n € IN. Przypomnijmy, ze n-wymiarowym sympleksem singularnym
w przestrzeni topologicznej X nazywamy ciagle przeksztatcenie o: A" — X stan-
dardowego, n-wymiarowego sympleksu domknietego w te przestrzen. Wszyst-
kie n-wymiarowe sympleksy singularne w przestrzeni X tworza zatem zbior ele-
mentéw przestrzeni C(A", X).

Dla kazdej liczby n € IN na zbiorze wszystkich funkcji C(A", X) — Q istnieje
naturalna struktura przestrzeni liniowej nad ciatem liczb wymiernych (z dziata-
niami , po wspétrzednych”). Rozwazmy jej podprzestrzeri liniowa S (X), ktorej
elementami sa funkcje z: C(A", X) — Q majace te wlasnos¢, ze dla kazdego ele-
mentu x € X istnieje jego otwarte otoczenie U C X takie, ze zbior

{o e C(A",X):0c(A")NU #Q, z(0) # 0}

jest skoriczony. Przestrzen liniowa S(X) nazywamy przestrzenia
n-wymiarowych, lokalnie skoviczonych taricuchéw singularnych X (o wspolczyn-
nikach wymiernych).

Dlan € Noraz0 < i < n+1 przez e; 41t A" — ATHL oznaczamy ciagte
odwzorowanie zadane dla (xo, ..., x,) € A" wzorem

el 1 (X0, -, xXn) = (X0, ., Xi—1,0, %, ..., Xn).

If oS (X) — S¥(X) zadany dla z € S (X)

Istnieje homomorfizm liniowy dn 1t S nal

oraz T € C(A", X) wzorem

n+1 )
()0 =Y Y, (=Dz(0).
i=0 geC(A"1,X),

i
ernJrl*T

Nietrudno sprawdzi¢, ze homomorfizm ten jest dobrze okreélony, a ponadto dla
kazdego 1 > 1 zachodzi réwnos¢ dif o dif 1 =0.

Kompleksem lokalnie skoriczonych taricuchow singularnych przestrzeni topologicznej
X nazywamy kompleks taicuchowy S¥(X) = (S¥(X), d}f)n cN- Lokalnie skoriczo-
nymi homologiami singularnymi przestrzeni X [111, Definition 3.1] nazywamy prze-
strzern wektorowa z gradacja HYf(X) (nad ciatem liczb wymiernych) uzyskana
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przez zadziatanie na kompleksie taricuchowym S!f(X) funktorem homologii:
HY(X) = H, (s{f (X)) .

Wiasciwe odwzorowanie X — Y indukuje homomorfizm grup homologii lo-
kalnie skoriczonych [111, Proposition 3.2]; fakt ten podano w ksiazce Hughesa
i Ranickiego bez dowodu. Dla wygody Czytelnika przedstawiamy go ponizej.

Nastepujacy lemat jest prosta konsekwencja definicji zbioru zwartego.

Lemat 1.5.9. Jezeli z € S¥(X) dla pewnego n € N oraz zbiér K C X jest zwarty, to
istnieje otwarty podzbior U C X taki, ze K C U oraz zbior

{c e C(A",X):c(A")NU #Q, z(c) # 0}
jest skotriczony.

Jezeli f: X — Y jest wladciwym odwzorowaniem, to dla kazdego n € IN
istnieje homomorfizm liniowy S¥(f): S¥(X) — S¥(Y), zadany dla z € S¥f(X)
oraz T € C(A",Y) wzorem

SiHEO= )Y z0) (12)

ceC(A",X),
foo=1

Nalezy wykaza¢, ze homomorfizm ten jest dobrze okreslony, tzn. suma w po-
wyzszym wzorze jest skoficzona dla wszystkich z € Sf(X), T € C(A", X) oraz
dla kazdego punktu y € Y istnieje jego otwarte otoczenie U C Y takie, ze zbi6r

{T e C(A"Y) : T(A") N U £ @, S¥(f)(2)(1) # o}

jest skoriczony.

Ustalmy w tym celu z € S¥(X) oraz T € C(A",Y). Odwzorowanie f jest
wlasciwe, wiec zbiér f~1(T(A")) C X jest zwarty. Na podstawie lematu 1.5.9
zbior

{a € C(A", X) : o(A") N fL(T(A")) £ @, z(0) # o}

jest skoriczony. Ze skoriczono$ci tego zbioru oraz zawierania
(ceC(A",X): for=1}C {a € C(A",X) : o(A") C f_l(T(A”))}

wynika, Ze suma we wzorze (1.2) jest skorficzona. Przestrzeni Y jest lokalnie
zwarta, wiec dla kazdego elementu y € Y istnieje jego otwarte otoczenie U C Y
o zwartym domknieciu. Zbiér f~1 (U) C X jest zwarty, gdyz funkcja f jest wla-
Sciwa; wobec lematu 1.5.9 zbior

A= {0 € C(A", X) 1 o(A") N f(T) # @, z(0) # o}
jest skoniczony, a zatem skoriczony jest tez zbior

{T e C(A"Y) : t(A") N U # @, S¥(f)(2)(1) # o} C{(foo):ceA}.
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Jak nietrudno sprawdzi¢, ciag (Si(f)), o jest homomorfizmem komplek-
sé6w laricuchowych Sf(f): Sff(X) — SY(Y), a zatem indukuje homomorfizm
HY(f): HY(X) — HY(Y). Przyporzadkowanie HY jest funktorem z kategorii
przestrzeni lokalnie zwartych i ich wlasciwych odwzorowan w kategorie prze-
strzeni wektorowych z gradacja (nad cialem liczb wymiernych) i homomorfi-
zmow liniowych zachowujacych gradacje. Poniewaz nie bedziemy rozwazac in-
nych niz singularne homologii lokalnie skoriczonych, funktor lokalnie skoriczo-
nych homologii singularnych nazywa¢ bedziemy krétko funktorem lokalnie skori-
czonych homologii.

Czeé¢ autoréw stosuje odmienna terminologe, funktor HYf nazywajac funk-
torem homologii Borela-Moore’a. Zdarza sie, ze nazwa ta jest rezerwowana dla
funktoréw zdefiniowanych w inny sposéb; mozliwosci jest kilka (przyktadowo,
definicja pochodzaca z pracy Borela i Moore’a [44] korzysta z teorii snopéw). Dla
»dostatecznie dobrych” przestrzeni wszystkie te funktory sa réwnowazne [58,
Section 2.6]. Autor sadzi, ze nazwa , homologie lokalnie skoriczone” dobrze wy-
raza, jaki funktor mamy na myséli, i pozwala uniknaé zamieszania wynikajacego
z niejednoznacznosci terminologii zwiazanej z homologiami Borela-Moore’a.

Przez S.(X) oznaczmy kompleks taricuchéw singularnych przestrzeni to-
pologicznej X. Oczywiscie jest on podkompleksem kompleksu SY(X). Niech
S (X) = (SNH(X),JH)HGN = S¥(X)/S.(X) bedzie ilorazowym kompleksem lani-
cuchowym. Kompleks taficuchowy S°(X) = (57°(X), dy’),,~ _; taki, ze

S®(X) = S,41(X), d¥=d,q dlan> -1

nazywamy kompleksem taricuchéw singularnych w nieskoriczonosci przestrzeni topo-
logicznej X.8

Homologiami singularnymi w nieskoriczonosci przestrzeni topologicznej X nazy-
wamy przestrzeni liniowa z gradacja H°(X) (nad ciatem liczb wymiernych) uzy-
skana przez zadziatanie funktorem homologii na kompleksie taficuchéw singu-
larnych w nieskoriczonosci przestrzeni X:

HE(X) = H«(S2(X)).

Przyporzadkowanie H;’ jest funktorem z kategorii lokalnie zwartych prze-
strzeni Hausdorffa i ich wiasciwych odwzorowan w kategorie przestrzeni wek-
torowych z gradacja i homomorfizméw, ktéry krétko nazywac bedziemy funkto-
rem homologii w nieskoriczonosci.

Na ogoét H* (X) # 0[111, Example 3.18]. Jezeli jednak X jest lokalnie fukowo
spéjnym uogdlnionym continuum, to H*; (X) = 0. Dowdd tego faktu opiera sie
na podobnym pomysle, co zwiazane z analogicznym zagadnieniem rozumowa-
nie z ksiazki Geoghegana [90, Proposition 11.4.2].

8Hughes i Ranicki [111, Definition 3.8] podaja nieco bardziej skomplikowana definicje kom-
pleksu taficuchéw singularnych w nieskoriczonosci, korzystajaca z pojecia algebraicznego stozka
przeksztalcenia. Istnieje naturalna taficuchowa réwnowazno$é¢ pomiedzy kompleksem okreslo-
nym w niniejszej rozprawie a pochodzacym z ich ksiazki, por. [111, Lemma 3.7]. Podejscie po-
dobne do przyjetego w rozprawie prezentuje w swojej ksiazce Geoghegan [90].
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W przeciwieristwie do klasycznych homologii singularnych, homologie lokal-
nie skoriczone i homologie w nieskoriczonosci nie sa niezmiennikami homotopij-

nymi. Jesdli jednak f,g: X — Y sa wlasciwymi przeksztalceniami oraz f L g,
to H(f) = HY(g) oraz H®(f) = H®(g) (por. [111]). Homologie lokalnie skon-
czone i homologie w nieskoriczonoéci sa zatem niezmiennikami wlasciwego typu
homotopijnego.

Stwierdzenie 1.5.10 ([111, Proposition 3.9]). Istnieje naturalny dtugi ciag doktadny

= HP(X) — Ha(X) — Hy(X) — H;?

n—1

(X) -,

wiazqcy grupy homologii singularnych, homologii lokalnie skoticzonych oraz homologii
w nieskoriczonosci.

Twierdzenie 1.5.11 ([111, Proposition 7.15]). Jezeli przestrzeni X jest oswojonym na
zewnatrz ANR-em, to istnieje naturalny® izomorfizm HY(X) = H, (X, {ooX }).

Lemat 1.5.12 ([111, Proposition 3.13]). Niech V' C X bedzie domknietym, koograni-
czonym podzbiorem przestrzeni topologicznej X. Wowczas wtozenie V. — X indukuje
izomorfizm HP (V) = HP(X).

1.6. TEORIA PUNKTOW STALYCH

Niniejszy podrozdzial opiera sie w duzym stopniu na pracy Gérniewicza [92]
oraz ksiazce Granasa i Dugundji [94].

Niech A bedzie zbiorem, za$ f: A — A funkcja. Punktem statym funkcji f na-
zywamy kazdy element a € A taki, ze f(a) = a. Zbior punktéw statych funkgji
f oznaczamy symbolem Fix(f).

Moéwimy, ze przestrzen topologiczna X ma wlasnos¢ punktu statego, co zapisu-
jemy symbolicznie przez X € FPP, o ile kazda ciagla funkcja X — X ma punkt
staty.

Nietrudno zauwazy¢, ze jezeli X jest przestrzenia Hausdorffa, to dla kazdego
ciagtego odwzorowania f: X — X zbi6r Fix(f) C X jest domkniety.

1.6.1. Klasyczna i uogélniona liczba Lefschetza

Do korica podrozdzialu 1.6 przez przestrzeii wektorowa rozumiemy prze-
strzeni wektorowa nad cialem liczb wymiernych.

Przestrzen wektorowaq z gradacja V. nazywamy przestrzenia skoriczonego typu,
oile kazda sposéréd przestrzeni V,;, n € IN, ma skoficzony wymiar oraz V,, = 0 dla
prawie wszystkich n € IN. (Méwimy w szczegdlnosci, ze przestrzen topologiczna
X ma homologie skoriczonego typu, jezeli przestrzenn wektorowa nad Q z gradacja
H,(X) jest skoniczonego typu.)

9Hughes i Ranicki [111, Proposition 7.15] nie wspominaja o naturalnosci tego izomorfizmu;
wynika ona jednak z podanego przez nich dowodu.
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Jesli V. jest przestrzenia skoniczonego typu, zas f.: V. — V. jest homomorfi-
zmem liniowym zachowujacym gradacje, to przez liczbe Lefschetza funkcji f ro-
zumiemy naprzemienng sume Sladow:

[e¢]

Afe) = 3 (=D)" tr(fu).

n=0

Twierdzenie 1.6.1 ([218, Theorem 4.7.6]). Niech C = (Cp, dn)nen bedzie komplek-
sem taricuchowym (nad ciatem liczb wymiernych), zas f: C, — C, niech bedzie od-
wzorowaniem taricuchowym. Jesli przestrzenn C, jest skoriczonego typu, to ma miejsce
rownosc¢

A(fe) = A(H«(f)).

Przedstawiona nizej definicja uogélnionej liczby Lefschetza, oparta na uogol-
nionych §ladach, pochodzi od J. Leraya [138].

Niech V bedzie przestrzeniq wektorowa, zas f: V — V homomorfizmem li-
niowym. Uogdlnionym jgdrem homorfizmu f nazywamy przestrzefi wektorowa
N(f) = Unen ker(f"). Méwimy, ze homomorfizm liniowy f: V. — V jest do-
puszczalny, o ile przestrzen ilorazowa V /N(f) ma skoriczony wymiar. Poniewaz
f(N(f)) € N(f), istnieje indukowany przez f endomorfizm przestrzeni ilorazo-
wej f: V/N(f) = V/N(f). Uogdlnionym sladem homomorfizmu f, oznaczanym
przez Tr(f), nazywamy $lad homomorfizmu f:

Tr(f) = tr(f).
Mozna udowodni¢, ze ze uogélniony slad ma wiele sposréd wiasnosci klasycz-
nego $ladu, ajesli dimV < oo, to Tr(f) = tr(f).

Niech Vi bedzie przestrzenia wektorowa z gradacja, zas f.: V. — Vi endo-
morfizmem liniowym tej przestrzeni zachowujacym gradacje. Méwimy, ze en-
domorfizm f, jest dopuszczalny, jezeli kazde sposréd odwzorowan f,: V,, — V,
n € N, jest dopuszczalne i ponadto N(f,) = V,, dla prawie wszystkich n € IN.
Woéweczas okreslona jest uogdlniona liczba Lefschetza odwzorowania f:

(]

A(fe) = 3 (=1)" Tr(fa)-

n=0
Jezeli przestrzen V, jest skorficzonego typu, to A(fi) = A(fx).
Lemat 1.6.2 ([45, Proposition 1.3]). Jesli nastepujacy diagram przestrzeni wektorowych
z gradacja i odwzorowar liniowych zachowujqcych gradacje

vLow

| A Le

V—W
f

jest przemienny, to homomorfizm F = g o f jest dopuszczalny wtedy i tylko wtedy,
gdy homomorfizm G = f o g jest dopuszczalny; ponadto zachodzi woéwczas réwnosé
A(F) = A(G).
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Lemat 1.6.3 ([45, Proposition 1.4]). Niech bedzie dany nastepujacy diagram prze-
mienny przestrzeni wektorowych i ich homomorfizméw

% vV, V) —V!_,

Lﬁ V Lz =

%4 Vi %4 Vi

o doktadnych wierszach. Jezeli homomorfizmy f.: Vi — Vi oraz fl: V] — V| sa do-
puszczalne, to homomorfizm f)': V' — V! jest réwniez dopuszczalny i zachodzi réw-
nosc

A(f") = A(f) = A(f).

Lemat 1.6.4. Niech przestrzeri wektorowa V. = @;c; Vi bedzie sumaq prosta rodziny
swoich podprzestrzeni {V;}icy, zas f: V. — V niech bedzie dopuszczalnym homomorfi-
zmem liniowym o tej wlasnoci, Ze dla kazdego indeksu i € I istnieje indeks i’ € I\ {i}
taki, ze f(V;) C Vy. Wowczas Tr(f) = 0.

Dowdd. Dla kazdego i € I ustalmy baze B; = {b;}je J; przestrzeni V;. Zbiér
B = Uicr Bi = {b;}jej jest baza przestrzeni V. Przez p;: V — V; oznaczmy rzuto-
wanie przestrzeni V na wspélrzedne wyznaczone przez baze B;. Dla j € | niech
Ej = bj + N(f). Zbio6r {b/}jej zawiera pewna baze B = {151, .. .,En} przestrzeni
V /N(f). Oznaczmy przez f: V/N(f) — V/N(f) homomorfizm indukowany
przez f na przestrzeni V/N(f). Ustalmy element by € B; dla ustalenia uwagi
niech k = 1.
Przypusémy, ze
n
f(b1) = a1by + ) aib;
i=2
dla pewnych skalaréw ay, ..., a, € Q, przy czym a; # 0. Oznacza to, ze

n

f(b1+ N(f)) = a1by + N(f) + }_(ib; + N(f)),

i=2

czyli

n

arby + ) aib; — f(b1) € N(f).

i=2
Istnieje zatem liczba naturalna m € IN taka, ze

f (“1b1 + i“ibi —f(b1)> =0.

=2

Stad otrzymujemy réwnos¢

£ () = a f(0) + ) af (by).
=2
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Niechi; € I bedzie indeksem o tej wlasnosci, ze f"*1(by) € V;,. (Istnienie takiego
indeksu wynika z zatozenia o funkgji f.) Wéwczas

n
1 (br) = piy (me(bl)) = Piy (041fm(b1) + Z“z’fm(bi)> = ) wf"(b)
=2 fr(bi)€V;
Ale f™(by) ¢ V;, z zatozenia o funkdji f. Wobec tego, od ostatniej réwnosci cofajac
sie przez kolejne kroki dowodu, otrzymujemy

n
f(br) =) aibi
j=2
dla pewnych skalaréw a5, ...,a;, € Q, co jest sprzeczne z jednoznacznoscia

przedstawienia wektora f (b;) jako kombinacji liniowej elementéw bazowych.
Liczba a1 jest zatem réwna 0, co z dowolnosci wyboru wektora by oznacza, ze

0=tr(f) =Tr(f). O

Niech (X, A) bedzie para przestrzeni topologicznych, zas f: (X, A) = (X, A)
ciaglym odwzorowaniem. Odwzorowanie f nazywamy dopuszczalnym, o ile ho-
momorfizm H,(f): H«(X,A) — H.(X, A) jest dopuszczalny (przez H. rozu-
miemy tu funktor homologii singularnych o wspoétczynnikach w ciele liczb wy-
miernych). W tym przypadku definiujemy wogdlnionq liczbe Lefschetza ciqgtego od-
wzorowania f w nastepujacy sposob:

A(f) = A(H«(f))-
Nastepujacy lemat jest natychmiastowym wnioskiem z lematu 1.6.4.

Lemat 1.6.5. Niech X bedzie przestrzeniq topologiczng, zas f: X — X ciaglym od-
wzorowaniem o tej wlasnosci, ze f(S) NS = @ dla kazdej sktadowej tukowej spdjnosci
S przestrzeni X. Jesli liczba A(f) jest dobrze okreslona, to A(f) = 0.

Dla f: (X,A) — (X, A) oznaczmy przez fx: X — X, fa: A — A odwzoro-
wania indukowane przez f. Prawdziwe jest nastepujace relatywne twierdzenie
Lefschetza o punkcie statym.

Twierdzenie 1.6.6 ([92, Theorem 11.3],por. [45, Theorem 4.5]). Niech (X, A) bedzie
parq ANR-6w, zas f: (X, A) — (X, A) bedzie ciagtym odwzorowaniem o tej wlasnosci,
Ze odwzorowania fx: X — X, fa: A — A sq zwarte. Wowczas liczba A(f) jest dobrze
okreslona oraz jesli A(f) # 0, to Fix(f) N X N A # @.

1.6.2. Indeks punktéw statych

Niech X bedzie przestrzenia topologiczna, zas U C X jej otwartym pod-
zbiorem. Ciagle odwzorowanie f: U — X nazywamy dozwolonym, jezeli zbiér
Fix(f) jest zwarty. Homotopie h: U x I — X nazywamy dozwolong, gdy zbior
Urer Fix(h;) jest zwarty.

Niech 2 oznacza klase wszystkich dozwolonych odwzorowan o przeciwdzie-
dzinach bedacych lokalnie zwartymi, metrycznymi ANR-ami.
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Twierdzenie 1.6.7 ([93, Theorem 12.1], zob. tez [167]). Istnieje przyporzadkowanie
Ind: A — Z o nizej wymienionych wilasnosciach.

(I) (Wycinanie.) Jezeli f: U — X nalezy do 2, podzbiér U' C U jest otwarty oraz
Fix(f) C U/, to zachodzi réwnos¢ Ind(f) = Ind (f!uli u — X)

(I) (Addytywnosé.) Jezeli f: U — X nalezy do A, zbiory Uy, ..., U C U sq otwarte,
U = US| U; oraz zbiory Fix(f) NU;, i = 1,...,k, sq parami roztaczne, to zacho-

dzi réwnosé Ind(f) = Y5_, Ind <f|u u; — X)
(IIT) (Punkt staty.) Jezeli f: U — X nalezy do A oraz Ind(f) # 0, to Fix(f) # @.

(IV) (Homotopia.) Jezeli h: U x I — X jest dozwolona homotopiq pomiedzy odwzoro-
waniami nalezacymi do 2, to zachodzi réwnosé Ind (hg) = Ind(hy).

(V) (Multiplikatywnosé.) Jesli odwzorowania f1: Uy — Xi, fo: Uy — Xo nalezq do
2, to zachodzi réwnosé Ind (f1 x fo: Uy x Uy — X1 x X3) = Ind(f1) Ind(f2).

(VI) (Przemiennosé.) Jesli Xy, X, sq lokalnie zwartymi ANR-ami, U; C Xp, Uy C
Xy sa ich otwartymi podzbiorami, zas f1: Uy — Xo, fo: Uy — Xi sq ciaglymi
odwzorwaniami o tej wlasnosci, ze jedno ze ztozen

(e flyu) W =X (2o filg,): f )~ X,

jest dozwolonym odwzorowaniem, to réwniez drugie z tych ztozZen jest dozwolo-
nym odwzorowaniem i zachodzi réwnos¢

tnd (fio fol 1) =T (f20 fil )

(VII) (Normalizacja.) Jezeli odwzorowanie f: X — X nalezy do 2 i jest zwarte, to do-
brze okreslona jest uogélniona liczba Lefschetza A(f) oraz Ind(f) = A(f).

Liczbe Ind(f) z twierdzenia 1.6.7 nazywamy indeksem punktéw statych odwzo-
rowania f € 2.

Lemat 1.6.8 ([94, p. 316]). Niech (X, A) bedzie parq lokalnie zwartych ANR-6w, przy
czym A C X niech bedzie zbiorem domknietym, zas U C X niech bedzie zbiorem otwar-
tym. Dla ciagtego odwzorowania f: U — X o tej whasnosci, Ze f(U) C A, zachodzi
rownosc¢

Ind(f) = Ind (f] ;.4 UNA— A).

1.6.3. Punkty state w czesciowych porzadkach i kompleksach symplicjal-
nych
Moéwimy, ze czedciowy porzadek P ma wlasnos¢ punktu statego ze wzgledu na

funkcje zachowujace porzadek, co zapisujemy symbolicznie przez P € FPP, o ile
kazde zachowujace porzadek odwzorowanie P — P ma punkt staly.
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Twierdzenie 1.6.9 ([18, Theorem 1.2]). Niech P bedzie skoticzonym zbiorem czesciowo
uporzqdkowanym, za$ f: P — P odwzorowaniem zachowujqcym porzqdek. Zachodzi
wowczas rownos¢ liczby Lefschetza odwzorowania f oraz charakterystyki Eulera zbioru

jego punktow statych: A(f) = x(Fix(f)).

Twierdzenie 1.6.10 (Abiana-Browna, [204, Theorem 3.4.7]). Niech P bedzie taricu-
chowo zupetnym czesciowym porzadkiem, za$ f: P — P odwzorowaniem zachowujqcym
porzadek. Jezeli istnieje element p € P o tej wlasnosci, Ze f(p) = p, to zbiér Fix(f) N p?t
ma element najmniejszy.

Niech P bedzie faricuchowo zupelnym cze$ciowym porzadkiem oraz niech
f: P — P bedzie zachowujacym porzadek odwzorowaniem. Jezeli f(p) ~ p dla
kazdego p € P, to okresli¢ mozemy retrakcje Abiana-Browna AB(f): P — Fix(f),
dla p € P przyjmujac

min(Fix(f) N pt), jezeli f(p)

AB(f)(p) = {max(Fix(f) Npl), jezeli f(p)

Odwzorowanie AB(f) jest, na podstawie twierdzenia 1.6.10, dobrze okreslone.
Nietrudno sprawdzié, Ze jest ono zachowujaca porzadek retrakcja.

Ustalmy kompleks symplicjalny K. Sympleksem statym odwzorowania sympli-
galnego ¢: K — K nazywamy kazdy taki sympleks o € K, ze ¢(0) = o. Jesli
kazde odwzorowanie symplicjalne ¢: K — K ma sympleks staly, to méwimy, ze
K ma wtasnosé sympleksu statego i piszemy K € FSP.

Dla czesciowego porzadku P oraz kompleksu symplicjalnego K oczywiste sa
nastepujace implikacje:

|K(P)| € FPP = K(P) € FSP = P € FPP (1.3)
oraz
K| € FPP — P(K) € FPP —> K & FSP. (1.4)

Ponadto, jezeli P(K) nie zawiera nieskoriczonego taricucha, ma miejsce réwno-
waznos$¢ [204, Proposition 6.3.15]:

P(K) € FPP <= K € FSP.

Implikacje przeciwne do pozostalych sposréd podanych w (1.3) oraz (1.4) nie sa
prawdziwe (por. [18, Example 2.4], [204, Example 6.3.6] oraz [172]).

Jezeli ¢: K — K jest odwzorowaniem symplicjalnym, to zbiér Fix(|¢|) punk-
tow statych jego realizacji geometrycznej na og6t nie jest realizacjqa geometryczna
zadnego podkompleksu K. Z drugiej strony, jezeli f: P — P jest funkcja zacho-
wujaca porzadek, to jak fatwo zauwazy¢

Fix([(f)]) = [KL(Fix(f))]
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Dla odwzorowania symplicjalnego ¢: K — K zachodza zatem, dzieki przemien-
nosci diagramu (1.1), réwnoéci:

Fix([g]) = Fix(IK(P(¢))]) = [K(Fix(P(¢)))] (1.5)
Stosujac réwnosci (1.5) otrzymujemy nastepujacy wniosek z twierdzenia 1.6.9.

Whniosek 1.6.11. Niech K bedzie skoriczonym kompleksem symplicjalny, zas ¢: K — K
odwzorowaniem symplicjalnym. Zachodzi wéwczas réwnos¢ liczby Lefschetza odwzo-
rowania |p|: |K| — |K| oraz charakterystyki Eulera zbioru jego punktow statych:

Al¢l) = x(Fix(|o]))-

1.7. DZIALANIA GRUP

Dziataniem grupy I' na obiekcie X pewnej kategorii nazywamy homomorfizm
p: I' — Aut(X) grupy I' w grupe automorfizméw obiektu X. Jezeli X jest zbio-
rem, by¢ moze wyposazonym w dodatkowa strukture, np. topologie lub porza-
dek, zas elementy Aut(X) sa bijekcjami X — X, to dla x € X oraz g € I przyj-
mujemy skrétowe oznaczenie gx = p(g)(x); podobnie, jesli A C X, to piszemy
8(A) = p(g)(A).

Jezeli grupa I' dziata na zbiorze X, to dla x € X przezI'x = {gx : ¢ € T}
oznaczamy orbite punktu x wzgledem dziatania grupy I'. Symbolem

X/T ={Ix:x e X}

oznaczamy zbiér wszystkich orbit wzgledem dziatania grupy I' na przestrzeni X.

Punktem statym dziatania grupy I' na zbiorze X nazywamy kazdy taki element
x € X, ze gx = x dla wszystkich ¢ € I'. Zbiér punktéw stalych dzialania
I na X oznaczamy przez X'.

Moéwimy, ze dzialanie grupy I' na kompleksie symplicjalnym K jest dopusz-
czalne, o ile dla kazdego elementu g € I' oraz kazdego sympleksu ¢ € K z réw-
nosci g(0) = o wynika, ze gv = v dla wszystkich wierzchotkéw v € 0. Jezeli
dziatanie grupy I' na kompleksie symplicjalnym K jest dopuszczalne, to definiu-
jemy jego podkompleks

r_
K = K‘ {veV : gv=v dla kazdego gcT'}"

Dziatanie grupy I' na K indukuje dziatanie I na przestrzeni topologicznej |K]|.
Jesli I dziata na K w sposéb dopuszczalny, to

K" =K.

Nietrudno réwniez spostrzec, ze jedli I' dziata na czeSciowym porzadku P, to
indukowane dziatanie I na K(P) jest dopuszczalne, a ponadto K (P') = K(P)T.
Przestrzenn topologiczna z ustalonym dziataniem grupy I' nazywamy

I'-przestrzeniq. Pare przestrzeni topologicznych (X, A) nazywamy I'-para, o ile
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ustalone jest dziatanie grupy I na przestrzeni X takie, ze ¢(A) = A dla kazdego
gel.

Ustalmy I'-przestrzenie X, Y. Ciagle przeksztalcenie f: X — Y nazywamy
I'-odwzorowaniem (lub ekwiwariantnym odwzorowaniem), o ile f(gx) = gf(x) dla
wszystkich ¢ € T, x € X. Homotopie h: X x I — Y nazywamy I'-homotopiq
(lub ekwiwariantng homotopig), o ile dla kazdego t € 1T funkga h;: X — Y
jest I-odwzorowaniem. Ekwiwariantne odwzorowanie f: X — Y nazywamy
I'-homotopijna réwnowaznosciq (lub ekwiwariantng homotopijng réwnowaznosciq), je-
sli istnieje ekwiwariantne odwzorowanie g: Y — X o tej wlasnosci, ze zlozenie
f o g jest ekwiwariantnie homotopijne z odwzorowaniem idy, za$ zlozenie g o f
jest ekwiwariantnie homotopijne z funkcja idx.

Jezeli (X, A) jest I'-para oraz i: A — X jest wlozeniem, to retrakcje r: X — A
nazywamy ekwiwariantnq mocnq retrakcjq deformacyjng, o ile istnieje ekwiwa-
riantna homotopia h: X x I — X taka, ze hg =ior, hy =idx oraz h(a,t) = adla
wszystkicha € A, t € I.



Czesc I: Typy homotopijne






ROZDZIAL 2

Mocny typ homotopijny

Moéwimy, ze przestrzer topologiczna jest Aleksandrowa, o ile przekrdj kazdej
rodziny jej otwartych podzbioréw jest zbiorem otwartym. Przestrzenie Ty Alek-
sandrowa utozsamia¢ mozna z czeSciowymi porzadkami.

Korzystajac z poje¢ rozbieralnosci oraz rdzenia czesciowego porzadku dowo-
dzimy, ze dla dowolnej grupy I dwie I'-przestrzenie Aleksandrowa nie zawierajace
promieni (w sensie teorioporzadkowym) sa I'-homotopijnie réwnowazne wtedy
i tylko wtedy, gdy ich rdzenie sa homeomorficzne. Wykazujemy, ze nie ist-
nieja nietrywialne H-przestrzenie oraz ko-H-przestrzenie Aleksandrowa bez
promieni. Wprowadzamy pojecia korozbieralnosci, lokalnej rozbieralnoéci oraz
s-Sciagalnosci czeSciowych porzadkéw i dowodzimy ich wlasnoéci. Czesé sposrod
tych rozwazan przenosimy z czeéciowych porzadkéw na kompleksy symplicjalne
oraz proponujemy definicje mocnego typu homotopijnego nieskoriczonego kom-
pleksu symplicjalnego.

Rozdzial opiera sie czeSciowo na pracach autora [129,130] i uogélnia ich wyniki,
jak i rezultaty uzyskane przez innych autoréw [31,221,222].

Przestrzeni topologiczna X nazywamy przestrzeniq Aleksandrowa, o ile prze-
kréj kazdej rodziny otwartych podzbioréw X jest zbiorem otwartym. Przestrze-
nie o tej wlasnosci rozwazane byly w latach 30-tych XX wieku przez Aleksan-
drowa [4] oraz Tuckera [224], a takze, w nieco innym kontekscie, przez Birkhoffa
(zob. [196]). Wazna podklase przestrzeni Aleksandrowa tworza skoficzone prze-
strzenie topologiczne. Kategoria przestrzeni Aleksandrowa i ciaglych odwzo-
rowan jest izomorficzna kategorii zbioréw quasi-uporzadkowanych i odwzoro-
wan zachowujacych porzadek [4,224]. Podobny fakt zachodzi dla kategorii prze-
strzeni Aleksandrowa spetniajacych aksjomat oddzielania Ty i kategorii czeécio-
wych porzadkéw.

Przestrzenie topologiczne Aleksandrowa odgrywaja istotna role w bada-
niach kraty wszystkich topologii na ustalonym zbiorze [220,230], zob. tez [225].
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Dluga tradycje maja wyniki dotyczace aproksymacji dowolnych przestrzeni to-
pologicznych systemami odwrotnymi skoficzonych przestrzeni topologicznych
(zob. np. [5,21,60,79,120, 121, 212], [173, Chapter 49, Section 11],[161, p. 414]).
(Warto w tym kontekscie zwréci¢ uwage na zwiazek z przestrzeniami spek-
tralnymi, tj. homeomorficznymi spektrum przemiennego pierScienia z jedynka,
ktére mozna scharakteryzowa¢ jako granice odwrotne systeméw skoniczonych
przestrzeni Ty [109].) Znalazly one zastosowania w fizyce teoretycznej [217] oraz
topologii cyfrowej [119,120], co wplyneto w ostatnich latach na wzrost zainte-
resowania skoficzonymi przestrzeniami topologicznymi. Przestrzenie Aleksan-
drowa, jako obiekty o wyjatkowych wiasnosciach i stosunkowo prostej struktu-
rze, dostarcza¢ moga ponadto kontrprzykladéw, czy tez stanowié¢ pole do testo-
wania ogoélnych hipotez (por. [24,128,132]), a takze stuzy¢ jako narzedzie peda-
gogiczne [106, 149].

W niniejszej rozprawie na przestrzenie Aleksandrowa patrzymy od strony to-
pologii algebraicznej. Podejscie to zainicjowane zostalo dwoma artykutami z 1966
roku, autorstwa McCorda [153] oraz Stonga [221].

McCord [153] dowiddt, iz kazdy kompleks symplicjalny K ma staby typ ho-
motopijny przestrzeni Aleksandrowa odpowiadajacej czeSciowemu porzadkowi
P (K) stowarzyszonemu z tym kompleksem; odwrotnie, kazda przestrzeni Alek-
sandrowa X jest stabo homotopijnie rownowazna kompleksowi symplicjalnemu
K(X) stowarzyszonemu z ta przestrzenia (traktowana jako czeSciowy porzadek).
Przykltadowo, dla kazdej liczby naturalnej n istnieje stabo homotopijnie réwno-
wazna n-wymiarowej sferze 5" skoriczona przestrzeni topologiczna o 2n + 2 ele-
mentach (por. [28, Theorem 2.13]).

Praca Stonga [221] dotyczyla natomiast typu homotopijnego skoriczonych
przestrzeni topologicznych, ktéry bardzo rézni sie od ich stabego typu homo-
topijnego: nietrudno np. zauwazy¢, ze kazda spdjna przestrzen T; majaca typ
homotopijny przestrzeni Aleksandrowa jest $ciagalna, co wyraZznie kontrastuje
wynikami McCorda. Stong [221] podal miedzy innymi pewnego rodzaju kla-
syfikacje typow homotopijnych skoriczonych przestrzeni topologicznych: kazda
taka przestrzefi mozna sprowadzi¢ do tzw. rdzenia (bedacego jej retraktem o spe-
cjalnych wlasnosciach), przy czym dwie skoriczone przestrzenie sa homotopijnie
rownowazne dokladnie wtedy, gdy ich rdzenie sa homeomorficzne. Wykorzy-
stal w tym celu dobrze znane i szeroko stosowane réwniez w innych kontekstach
pojecie rozbieralnosci czeSciowego porzadku (krétki przeglad zwiazanej z nim
literatury znajduje sie w sekcji 2.2.2).

Wydaje sig, ze po roku 1966 przez wiele lat temat topologii algebraicznej prze-
strzeni Aleksandrowa nie wzbudzal wiekszego zainteresowania, cho¢ w 1969
ukazat sie (malo znany) artykut autorstwa Shiraki [211], zas w 1978 wazna praca
Quillena [185], ktéra w 1984 Stong [222] powiazal z wczesniejszymi rozwaza-
niami swoimi [221] oraz McCorda [153]. Dopiero w latach 90-tych temat ten za-
czal ponownie zajmowac badaczy, a po roku 2000 liczba publikowanych prac do-
tyczacych teorii homotopii przestrzeni skoriczonych i Aleksandrowa wzrosta bar-
dzo dynamicznie (przeglad niektérych sposréd nich znajduje sie w sekgji 2.2.1).
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Wsréd nich ukazat sie artykul Arenasa [6], jednym z celéw ktérego byto uogol-
nienie wynikéw Stonga dotyczacych typu homotopijnego skoriczonych prze-
strzeni topologicznych na lokalnie skoficzone przestrzenie Aleksandrowa. Autor
rozprawy zauwazyt blad w pracy Arenasa, a préby jego poprawienia zaowoco-
waly powstaniem artykutu [129] oraz pracy magisterskiej [130], w ktérych wy-
niki Stonga uogdlnia sie na pewna klase nieskoriczonych przestrzeni Aleksan-
drowa, zawarta w klasie przestrzeni Aleksandrowa bez promieni. (Przez prze-
strzert Aleksandrowa bez promieni rozumiemy taka przestrzeri Aleksandrowa,
ze odpowiadajacy jej czeSciowy porzadek nie zawiera promieni.)

Gléwnym wynikiem biezacego rodziatu jest twierdzenie 2.2.21, rozszerzajace
klasyfikacje typéw homotopijnych Stonga [221] na wszystkie przestrzenie Alek-
sandrowa bez promieni; stanowi ono uogdlnienie wczesniejszych wynikéw au-
tora [129,130]. Interesujace wnioski z tego twierdzenia dotycza nieistnienia nie-
trywialnych H-przestrzeni (stwierdzenia 2.2.25) oraz ko-H-przestrzeni (stwier-
dzenie 2.2.26) Aleksandrowa bez promieni; wzoruja sie one na analogicznych
wynikach Stonga [221], Helmstutlera i Vaughna [107]. W rozwazaniach wyko-
rzystujemy pojecie rozbieralnosci czesciowego porzadku. Ze wzgledu na zasto-
sowania w dalszej cze$ci rozprawy definiujemy zwiazane z nim: korozbieralnos¢,
lokalna rozbieralnoé¢ oraz s-Sciagalnosé, i dowodzimy niektérych ich wlasnosci.
Szczegodlnie ciekawe jest twierdzenie 2.2.11, méwiace ze w przypadku czeécio-
wych porzadkéw bez promieni pojecia rozbieralno$ci oraz korozbieralnosci sa
rownowazne. Rozdziat koficzy sie wynikami dotyczacymi komplekséw sympli-
gjalnych. Formutujemy (wzorujac sie na pracy Barmaka i Miniana [31]) definicje
(ko)rozbieralnos$ci oraz mocnego typu homotopijnego kompleksu symplicjalnego
i dowodzimy zwiazkéw tych poje¢ z (ko)rozbieralnoscia oraz typem homotopij-
nym stowarzyszonych przestrzeni Aleksandrowa. Znaczna cze$¢ wynikéw roz-
dzialu jest wykorzystywana w dalszej czeSci rozprawy.

Rozdzial zorganizowany jest w nastepujacy sposoéb. W podrozdziale 2.1 przy-
wolujemy niektore fakty z zakresu topologii ogolnej przestrzeni Aleksandrowa.
Podrozdziat 2.2 dotyczy typu homotopijnego przestrzeni Aleksandrowa. Rozpo-
czynamy go od oméwienia wynikéw prac McCorda [153] i Stonga [221]. Przy-
pominamy pojecie rozbieralnosci i rdzenia nieskoniczonej przestrzeni Aleksan-
drowa, a takze definiujemy korozbieralnos$¢ i dowodzimy jej wlasnosci. Nastep-
nie podajemy twierdzenie ,klasyfikujace” typy homotopijne przestrzeni Alek-
sandrowa bez promieni i wyciagamy wnioski dotyczace (ko)-H-przestrzeni Alek-
sandrowa. Podrozdzial 2.3 poswiecony jest rozbieralnosci i korozbieralnosci
komplekséw symplicjalnych oraz ich mocnemu typowi homotopijnemu.

2.1. TOPOLOGIA OGOLNA PRZESTRZENI ALEKSANDROWA

Niniejszy podrozdzial przybliza niektére fakty z zakresu topologii ogdlnej
przestrzeni Aleksandrowa. Rozpoczynamy od przedstawienia Scistego zwiazku
tych przestrzeni z czeSciowymi porzadkami, znanego juz w latach 30-tych
XX wieku [4, 196, 224]. Nastepnie podajemy wyniki zwiazane ze zwartoscia,
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spdjnoscia oraz topologia przestrzeni funkgji ciagltych pomiedzy przestrzeniami
Aleksandrowa. Cze$¢ z nich przenosi sie natychmiast z przypadku skoriczonych
przestrzeni topologicznych (por. [152, 221]), pozostate cytujemy z prac autora
[129,130].

2.1.1. Zwiqzek z czesciowymi porzadkami

Niech (X, T) bedzie przestrzenia topologiczna. Quasi-porzadkiem specjalizacji
na X nazywamy relacje <:C X x X taka, ze x < y, gdy y € m (Czes¢ au-
torow za quasi-porzadek specjalizacji przyjmuje quasi-porzadek dualny do wy-
zej zdefiniowanego.) Przyjmijmy oznaczenie O(X) = (X, <¢). Dla ciaglego od-
wzorowania f: X — Y przez O(f): O(X) — O(Y) oznaczamy zachowujace
quasi-porzadek odwzorowanie o tym samym co f wykresie. Przyporzadkowa-
nie O: Top — Quoset z kategorii przestrzeni topologicznych i ciagtych od-
wzorowan w kategorie quasi-porzadkéw i przeksztalcenn zachowujacych quasi-
porzadek jest funktorem.

Nietrudno zauwazy¢, ze X jest przestrzenia Ty wtedy i tylko wtedy, gdy O(X)
jest czeSciowym porzadkiem. Ponadto X spelnia aksjomat T; dokladnie wtedy,
gdy O(X) jest antytancuchem.

Niech (P, <) bedzie zbiorem quasi-uporzadkowanym. Przez X (P) = (P, 1<)
oznaczamy przestrzen topologiczna taka, ze < jest topologia na P generowana
przez baze zbioréw otwartych {pl},cp. Jak tatwo spostrzec, X'(P) jest przestrze-
nia Aleksandrowa. Ponadto P jest czesSciowym wtedy i tylko wtedy, gdy X' (P) jest
przestrzenia Ty. Dla zachowujacego quasi-porzadek odwzorowania f: P — Q
przez X(f): X(P) — X(Q) oznaczamy ciagte odwzorowanie o tym samym co
f wykresie. Przyporzadkowanie X' : Quoset — Al z kategorii quasi-porzadkéw
i przeksztalceri zachowujacych quasi-porzadek w kategorie przestrzeni Aleksan-
drowa i ich ciagtych odwzorowan jest funktorem.

Oznaczmy przez

O‘AI: Al — Quoset,
ToAl — Poset,
Poset — TyAl

O ‘TOAI :
X ‘ Poset :

odpowiednie ograniczenia rozwazanych funktoréw (TpAl oznacza kategorie
To przestrzeni Aleksandrowa, za$ Poset kategorie czeSciowych porzadkow).
Okazuje sie, ze

O], 0 X =idguosetry X 00|, =idaj

oraz
O‘TOAI © X‘Poset = idposet, X|Poset © O‘TOAI - ldTOAl’

co oznacza, ze kategorie Quoset oraz Al sa izomorficzne, podobnie jak
kategorie Poset, ToAl. Ponadto, jak nietrudno zauwazy¢, podprzestrzenie
przestrzeni Aleksandrowa odpowiadaja przy tym izomorfizmie podzbiorom
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quasi-uporzadkowanym ich quasi-porzadkéw specjalizacji. Innymi stowy, jesli
(X,7) € Aloraz A C X, to topologia indukowana na A pokrywa sie z topologia
przestrzeni X ((A, < |A) ) .

Przy rozwazaniu przestrzeni Aleksandrowa pomija¢ bedziemy odtad na
ogoél w zapisach funktory O, X, utozsamiajac zbiory quasi-uporzadkowane
i odwzorowania zachowujace quasi-porzadek z odpowiadajacymi im prze-
strzeniami Aleksandrowa i odwzorowaniami ciaglymi.

Zastosowanie jezyka quasi-porzadkéw pozwoli w wygodny sposéb opisac
wiele topologicznych wlasnosci przestrzeni Aleksandrowa.

Przyjmijmy jeszcze jedno techniczne zatozenie, ktére pozwoli znaczaco
uproscic¢ zapisy.

Do konica rozdzialu wszystkie rozwazane przestrzenie topologiczne spel-
niaja aksjomat oddzielania Tj.

Ograniczenie sie do przestrzeni Ty nie zubozy w istotny sposéb prowadzo-
nych rozwazan, gdyz kazda przestrzen topologiczna jest homotopijnie réwno-
wazna swojej (spetniajacej aksjomat Ty) przestrzeni ilorazowej powstatej przez
utozsamienie punktéw nie rozréznianych przez topologie (por. np. [130, podroz-
dziat 1.4]).

Informacje o innych zwiazkach topologii i teorii porzadku, w podobnym du-
chu do przedstawionych w tej sekcji, odnalez¢ mozna w pracy Erné [72].

2.1.2.  Spéjnosé¢, zwartosé, przestrzenie funkcyjne

Przypomnimy wyniki zwigzane z pojeciami sp6jnosci i zwartosci w przestrze-
niach Aleksandrowa, a takze z topologia zwarto-otwarta na przestrzeni funkcji
ciagltych pomiedzy dwiema przestrzeniami Aleksandrowa. Czeé¢ z nich jest kla-
syczna, niektére natomiast pochodza z prac autora [129,130].

Zauwazmy, ze poréwnywalne (w porzadku specjalizacji) elementy prze-
strzeni Aleksandrowa mozna polaczy¢ droga.

Stwierdzenie 2.1.1 ([221]). Niech X bedzie przestrzeniq Aleksandrowa oraz niech
x,y € X bedq takie, Ze x < y. Wowczas odwzorowanie h: I — X zadane dla t € 1

wzorem
nt) = x dlate€l0,1),
y dlat=1
jest ciqgte.

Zbiory otwarte {x|} sa zatem lukowo spéjne. Poniewaz tworza one baze
otwarta topologii przestrzeni X, otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 2.1.2 ([221]). Przestrzenie Aleksandrowa sq lokalnie tukowo spdjne.
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Nietrudno opisa¢ sktadowe spéjnosci przestrzeni Aleksandrowa.

Whniosek 2.1.3 ([221]). Niech X bedzie przestrzeniq Aleksandrowa. Sktadowaq spdjnosci
punktu x € X (réwnq sktadowej tukowej spéjnosci tego punktu) jest zbior

{y € X : istnieje Sciezka prosta w G(X) prowadzaca z x do y }.

Latwo tez podac charakteryzacje zwartych przestrzeni Aleksandrowa (przy-
pomnijmy, ze w definicji zwartosci nie zaktadamy aksjomatu oddzielania T>).

Stwierdzenie 2.1.4 ([129, Proposition 3.2],[130, stwierdzenie 11.3.1]). Przestrzen
Aleksandrowa X jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér max(X) jest skoriczony oraz
dla kazdego y € X istnieje x € max(X) takie, ze x > y.

Przestrzeri topologiczna nazywamy dziedzicznie zwartq, gdy kazda jej pod-
przestrzen jest zwarta.

Stwierdzenie 2.1.5 ([129, Proposition 3.3],[130, stwierdzenie 11.3.2]). Przestrzern
Aleksandrowa X jest dziedzicznie zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy porzadek dualny do
X jest dobrze ufundowany i nie zawiera nieskoriczonych antytaricuchow.

(Dobrze ufundowane czesciowe porzadki nie zawierajace nieskoriczonych an-
tytaticuchéw nazywa sie zbiorami czesciwo dobrze uporzadkowanymi. Byly one ,0d-
krywane” niezaleznie przez wielu autoréw, w réznych kontekstach, por. [127].)

Przypomnijmy, ze dla przestrzeni topologicznych X, Y oraz ich podzbioréw
A C X, B C Y symbolem [A, B] oznaczamy zbiér tych ciagtych funkcji f: X — Y,
ktore spelniaja warunek f(A) C B.

Stwierdzenie 2.1.6 ([129, Corollary 3.4],[130, stwierdzenie 11.4.2]). Niech X, Y bedq
przestrzeniami Aleksandrowa. Rodzina {[x,y]] : x € X,y € Y} stanowi wéwczas pod-
baze otwartq topologii zwarto-otwartej na C(X,Y). Topologia zwarto-otwarta na

C(X,Y) pokrywa sig zatem z topologiq indukowana przez topologie Tichonowa na pod-
przestrzeni C(X,Y) C [Tiex Y-

Stwierdzenie 2.1.7 ([129, p. 12],[130, stwierdzenie 11.4.1]). Niech X,Y beda prze-
strzeniami Aleksandrowa. Wéwczas w zbiorze uporzadkowanym O(C(X,Y)) nierdw-
nos¢ f < g zachodzi dla f,g € C(X,Y) wtedy i tylko wtedy, gdy f(x) < g(x) dla
wszystkich x € X.

Nasuwa sie pytanie, czy przestrzenn C(X,Y), gdzie X,Y sa przestrzeniami
Aleksandrowa, jest rowniez Aleksandrowa. Jesli przestrzenie X, Y sa skoriczone,
jest to oczywiscie prawda (gdyz woéwczas przestrzen C(X, Y) jest rowniez skori-
czona). Zgodnie ze sformulowanym nizej twierdzeniem, stanowiacym jeden
z gtéwnych wynikéw pracy magisterskiej autora [130], w ogélnosci nie musi tak
jednak by¢. Przeoczenie tego faktu stanowi podloze wspomnianych we wstepie
do rozdziatu btedéw w pracy Arenasa [6].

Twierdzenie 2.1.8 ([129, Corollary 3.5],[130, stwierdzenie 11.4.2]). Niech X, Y beda
przestrzeniami Aleksandrowa oraz niech Y zawiera co najmniej dwa elementy. Wowczas:
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— jesli przestrzent Y jest dyskretna, to C(X,Y) jest przestrzeniq Aleksandrowa wtedy
i tylko wtedy, gdy liczba sktadowych spéjnosci przestrzeni X jest skoriczona;

— jesli przestrzen Y nie jest dyskretna, to C(X,Y) jest przestrzenia Aleksandrowa
wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzer X jest dziedzicznie zwarta oraz dla kazdej
funkcji f € C(X,Y) zbior f(X) C Y jest skoriczony.

Whiosek 2.1.9 ([129, Corollary 3.6],[130, wniosek I1.4.7]). Jesli X jest nieskoriczonq
przestrzeniq Aleksandrowa, to C(X, X) nie jest przestrzeniq Aleksandrowa.

Przy badaniu przestrzeni Aleksandrowa z punktu widzenia teorii homotopii
uzyteczny jest nastepujacy lemat Foxa [86].

Lemat 2.1.10 ([86, Theorem 2]). Niech X, T beda przestrzeniami topologicznymi spet-
niajacymi pierwszy aksjomat przeliczalnosci. Wowczas dla dowolnej przestrzeni topolo-
gicznej Y ciqgtosé odwzorowania h : X x T — Y jest rownowazna ciqgtosci funkcji
h*: T — C(X,Y) zadanejdlat € T oraz x € X wzorem h*(t)(x) = h(x,t).

Kazda przestrzeri Aleksandrowa spelnia pierwszy aksjomat przeliczalnosci,
gdyz dowolny jej element x ma jednoelementowa baze otoczen otwartych {x|}.
Jesli zatem w powyzszym lemacie za X przyjmiemy przestrzenn Aleksandrowa,
za$ za T odcinek jednostkowy I, otrzymamy ponizszy wniosek, pozwalajacy na
utozsamianie homotopii z drogami w przestrzeni odwzorowan (i stanowiacy od-
powiedZ na pytanie Lawsona [190, p. 837]).

Whniosek 2.1.11. Niech X bedzie przestrzeniq Aleksandrowa. Dla dowolnej przestrzeni
topologicznej Y ciqgtos¢ homotopii h : X x I — Y jest réwnowazna ciggtosci odwzoro-
wania h* : 1T — C(X,Y) zadanego dla t € T oraz x € X wzorem h*(t)(x) = h(x, t).

Z wniosku 2.1.11 oraz tatwego do sprawdzenia faktu, ze topologia Aleksan-
drowa jest najbogatsza wsréd wszystkich topologii indukujacych dany porzadek
specjalizagji, otrzymujemy natychmiast nastepujacy wniosek.

Whiosek 2.1.12 ([129, p. 14],[130, s. 31]). Niech X bedzie przestrzeniq Aleksandrowa.
Jezeli h*: 1T — X (O(C(X,Y))) jest ciagtym przeksztatceniem, to ciqgle jest takZe od-
wzorowanie h: X x I — Y zadane dla t € T oraz x € X wzorem h(x,t) = h*(t)(x).

2.2. TYPY HOMOTOPIJNE PRZESTRZENI ALEKSANDROWA

2.2.1. Twierdzenia McCorda i Stonga

Funktor K z czeSciowym porzadkiem stowarzysza kompleks symplicjalny.
Gdy mowa jest o grupach homotopii lub homologii czeSciowego porzadku P,
zazwyczaj mys$li sie o odpowiednich niezmiennikach kompleksu symplicjalnego
KC(P) (patrz np. [40,227]). Jak maja sie one do niezmiennikéw porzadku P trak-
towanego jako przestrzen topologiczna Aleksandrowa? Podobne pytanie mozna
postawi¢ odnosnie funktora P. Odpowiedzi udzielit w 1966 roku McCord [153].
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Twierdzenie 2.2.1 ([153, Theorems 2, 3]). Niech X bedzie przestrzeniq Aleksandrowa,
zas K niech bedzie kompleksem symplicjalnym. Istniejq stabe homotopijne réwnowaznosci
|IK(X)| — X oraz |K| — P(K).

Czeéciowy porzadek P, traktowany jako przestrzenn Aleksandrowa, ma za-
tem staby typ homotopijny wieloScianu |K(P)|. Obserwacja ta pozwala na kon-
strukcje skoriczonych , modeli” wieloScianéw. Przyktadowo, dla kazdego n € IN
istnieje stabo homotopijnie réwnowazna sferze 5" skorficzona przestrzen topolo-
giczna o 2n + 2 elementach. Rozwazania dotyczace takich modeli wielo$cianéw
iich odwzorowan sa tematem kilku prac [1,28,99-103,233]. (Inna strukture sym-
plicjalna zwiazana ze skoriczonymi przestrzeniami topologicznymi opisuje praca
Shiraki [211].) Ponadto dla cze$ciowego porzadku P grupy homolgii singular-
nych przestrzeni |K(P)| oraz przestrzeni Aleksandrowa P sa izomorficzne [153].
Wobec tego homologie czesciowego porzadku H.(P), zdefiniowane w rozdziale
1 jako homologie symplicjalne kompleksu K(P), sa izomorficzne homologiom
singularnym przestrzeni Aleksandrowa P.

Inaczej przedstawia sie kwestia typu homotopijnego przestrzeni Aleksan-
drowa. Jak nietrudno zauwazy¢, przestrzefi Aleksandrowa nie moze by¢ homoto-
pijnie rtownowazna przestrzeni Ty, chyba ze ta ostatnia jest dyskretna. (Cho¢, jak
wykazata Clader [60], zwarty wielo$cian jest homotopijnie r6wnowazny granicy
odwrotnej pewnego ciagu skoriczonych przestrzeni topologicznych; por. [237].)

Przestrzenie Aleksandrowa maja wiec w pewnym sensie , egzotyczne” typy
homotopijne. Opis i swego rodzaju klasyfikacje typéw homotopijnych skonczo-
nych przestrzeni topologicznych podat, réwniez w 1966 roku, Stong [221]. Nizej
omawiamy uzyskane przez niego wyniki.

Zacznijmy od obserwacji wynikajacej z faktu, ze przestrzen C(X, Y) jest skon-
czona dla X, Y bedacych przestrzeniami skoficzonymi, oraz ze stwierdzen 2.1.1,
2.1.7 i wniosku 2.1.11.

Stwierdzenie 2.2.2 ([221, Corollary 3]). Niech X, Y beda skoriczonymi przestrzeniami
topologicznymi, zas f,g: X — Y ciggtymi odwzorowaniami takimi, Ze f(x) < g(x) dla
wszystkich x € X. Wowczas f ~ g rel{x € X : f(x) = g(x)}.

Ustalmy yp € X. Element x € X przestrzeni Aleksandrowa X nazywamy
nieredukowalnym® pod yo, jesli {y € P : y = x} = {yo}. Dualnie definiujemy punkt
nieredukowalny nad yy.

Podana terminologia pochodzi z teorii krat (por. [204, Section 5.4]); w lite-
raturze topologicznej uzywano na okreélenie punktéw nieredukowalnych nazw
up (down) beat point [28,152], natomiast Stong [221] nazywal je (co)linear po-
ints. Przestrzenn Aleksandrowa nie zawierajaca punktow nieredukowalnych na-
zywamy rdzeniem.

Stwierdzenie 2.2.3 ([221, Theorem 3]). Zat6zmy, zZe skoriczona przestrzeri X jest rdze-
niem, zas f: X — X jest ciagtym odwzorowaniem. Jezeli f ~ idy, to f = idx.

lang. irreducible
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Jak nietrudno zauwazy¢, jesli xg € X jest punktem nieredukowalnym pod
(lub nad) yo € X, to odwzorowanie r: X — X ~\ {xo} zadane wzorem

dlax =
T’(X) _ yo ax X0,
x dlax # xg

jest zachowujaca porzadek retrakcja, zwana retrakcjq usuwajacq punkt niere-
dukowalny. Poniewaz ior > idx (lub ior < idx) w O(C(X,Y)), gdzie
i: X\ {x0} — X jest wlozeniem, ze stwierdzenia 2.2.2 wynika, iz r jest mocna
retrakcja deformacyjna.

Usuwajac kolejno z przestrzeni skoriczonej X wszystkie punkty niereduko-
walne otrzymujemy pewna podprzestrzenn X¢ C X bedaca rdzeniem (nie jest
ona wyznaczona przez X jednoznacznie), oraz ciag retrakcji, ktérych ztozenie
jest mocna retrakcja deformacyjna X na XC,

Z powyzszych obserwagcji nietrudno wywnioskowa¢ nastepujace twierdzenie,
w pewien sposéb klasyfikujace typy homotopijne przestrzeni skoriczonych.

Twierdzenie 2.2.4 ([221, Theorem 4]). Niech X,Y beda przestrzeniami skoviczonymi,
za$ XC,YC ich rdzeniami. Jesli przestrzenie X,Y sa homotopijnie réwnowazne, to ich
rdzenie X©,YC sq homeomorficzne.

W szczegolnosci rdzenh skoriczonej przestrzeni jest wyznaczony jednoznacz-
nie z doktadnoscia do homeomorfizmu.

W 1984 ukazat sie artykul Stonga [222], w ktérym dowiédl on podob-
nego twierdzenia, klasyfikujacego ekwiwariantne typy homotopijne skorczo-
nych przestrzeni topologicznych. (Stong zauwazyl w nim réwniez, ze hipoteza
Quillena [185], odpowiednio przeformulowana, dotyczy zwiazku pomiedzy ty-
pem homotopijnym a stabym typem homotopijnym skoficzonych przestrzeni to-
pologicznych. W momencie skladania rozprawy hipoteza ta byla nierozstrzy-
gnieta.)

Sadzac po liczbie zwiazanych z nim publikagji, podejscie Stonga przez wiele
dziesiecioleci nie wzbudzalo wiekszego zainteresowania. Jednakze w ostatnich
latach, po ukazaniu sie serii notatek Maya [150-152] popularyzujacych wy-
niki wspomnianych prac Stonga, McCorda i Quillena, argentyriscy matema-
tycy z grupy skupionej wokét Miniana podjeli ten temat w licznych artykutach
[26,28-30,53], a takze w opublikowanej w formie ksiazki rozprawie doktorskiej
Barmaka [25]. Ich wyniki poszerzaja i facza ze soba idee Stonga oraz McCorda.
Wczesniej podobne podejscie przyjat Osaki [171]. W przygotowaniu jest ksiazka
Maya [149], przedstawiajaca twierdzenia McCorda i Stonga w szerszym kontek-
Scie. Interesujace oszacowania liczby typéw homotopijnych przestrzeni o n punk-
tach przedstawili Fix i Patrias [78]. Raptis [187] badat kategorie czeSciowych
porzadkéw z punktu widzenia algebry homotopijnej. Warta uwagi jest praca
magisterska Wofseya [237], w ktorej podano alternatywne dowody twierdzeri
Stonga i McCorda. Natomiast autor niniejszej rozprawy w artykule [130] (oraz
pracy magisterskiej [129]), w reakcji na btad zauwazony w pracy Arenasa [6],
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uogolnit uzyskana przez Stonga klasyfikacje typéw homotopijnych skoriczonych
przestrzeni topologicznych na pewna klase nieskorficzonych przestrzeni Aleksan-
drowa. Dalsza cze$¢ podrozdziatu poswiecona jest wzmocnieniu wynikéw prac
autora [129,130] i odpowiedzi na niektére z postawionych w nich pytan.

2.2.2. Rdzenie i rozbieralnos¢ przestrzeni Aleksandrowa

Ustalmy liczbe porzadkowa a. Niech (X¢) bedzie ciagiem pozaskoriczo-

g<a

nym zbioréw, za$ ( fopr1: Xp — X<p+1) ciagiem funkgji. Dla ¢ < a definiu-

p<wa
jemy za pomoca indukcji pozaskoriczonej nieskoriczone ztozenie

O (fop1)ocpey - X0 = Xy

funkdji (f,p+1) p<y W Dastepujacy sposéb:
— Q%(f¢,¢+1)0<4,<0 = idp,;
- O%(f¢/¢+1)0g4><1p = fopr10O~ <f¢r¢+1)0g4><p’ gdyyp=p+1

_ O%(ftp,zpﬂ)og(p«p (x) = (f¢’¢+1)0<¢<ﬁ (x) dla x € X, jesli ¢ jest liczba po-
rzadkowa graniczna, za$ B jest taka liczba porzadkowa, ze

O (fop1)ocpep (*) € Xy

oraz
O7(fpp+1)ocpep ) = O (1) o< (*)

dla wszystkich B < p < ¥, o ile taka liczba B istnieje.
Jezeli dla jakiej$ granicznej liczby porzadkowej ¢ < a nie istnieje liczba porzad-

kowa B spelniajaca powyzszy warunek, to ciag (fy,¢+1) o< nie jest nieskoriczenie

sktadalny i nieskoniczone ztozenia O~ (fyp,p+1) 0<p<p nie istnieja dla p > .
Ustalmy pewna klase R retrakcji w kategorii przestrzeni Aleksandrowa. Ele-
menty takiej klasy nazywamy R-retrakcjami. Nastepujace definicje wzorowane
sa na pracy Schrodera [202], w ktdrej sformutowano je dla pojedynczych prze-
strzeni.
Pare przestrzeni Aleksandrowa (X, A) nazywamy R-rdzeniem, jesli nie istnieje
ré6zna od identycznosci retrakcja r: X — r(X) nalezaca do R i taka, ze | 4 = ida.
Niech (X, A) bedzie para przestrzeni Aleksandrowa. Méwimy, ze przestrzen
X jest R-rozbieralna do A, jezeli istnieja liczba porzadkowa «, ciag pozaskoniczony
(Xp)p<a podzbioréw X oraz nieskonczenie skladalny ciag pozaskoriczony na-
lezacych do R retrakdji (rgg+1: Xp = Xpi1) zwany ciggiem R-rozbierajacym
X do A, takie, ze:
— Xb:: X:
— Xy = Ng<y Xp dla kazdej granicznej liczby porzadkowej ¢ < «;

p<a’

— X, =
Za R przyjmowac bedziemy w tym rozdziale nastepujace klasy retrakgcji:

— klase 7 retrakcji usuwajacych punkt nieredukowalny;
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— klase U retrakcji w gére, zawierajaca retrakgje r: X — r(X) takie, ze r(x) > x
dla kazdego x € X;
— klase D retrakcji w dét, zdefiniowana dualnie do U;
— Klase C retrakcji poréwnywalnych, zawierajaca retrakcje r: X — r(X) takie, ze
r(x) ~ x dla kazdego x € X.
Dla oznaczenia, ze przestrzen X jest C-rozbieralna do A uzywamy sym-
bolu X N\ A, natomiast C-rozbieralnos¢ X do punktu (nazywana krétko
C-rozbieralnoscia X) oznaczamy przez X \\ *.

Do konica rozdzialu I' oznacza ustalona grupe.

Jesli (X, A) jest I'-para przestrzeni Aleksandrowa oraz istnieje ciag ekwiwa-
riantnych retrakcji C-rozbierajacy X do A, to piszemy X N\ A.

Zauwazmy, ze jedli przestrzenn X jest skoriczona, to proces jej Z-rozbierania
pokrywa sie z opisanym przez Stonga procesem usuwania punktéw niereduko-
walnych, a rdzenie w sensie Stonga to doktadnie Z-rdzenie.

W przypadku przestrzeni Aleksandrowa X bez nieskoriczonych taficuchéw
pojecia C-rozbieralnosci, (U U D)-rozbieralnosci oraz Z-rozbieralnosci X do pod-
zbioru A C X sa rownowazne. Fakt ten nalezy do folkloru teorii czeSciowych
porzadkéw; dla wygody Czytelnika szkicujemy jego dowéd.

Lemat 2.2.5 ([203, Remark 2.2, Lemma 3.1]). Niech (X, A) bedzie parq przestrzeni
Aleksandrowa bez nieskoriczonych taricuchéw. Nastepujace warunki sq réwnowazne:

1) XN\ A

2) przestrzeni X jest (U U D)-rozbieralna do A;

3) przestrzen X jest Z-rozbieralna do A.

Dowdd. 1) = 2): Niech r: X — r(X) bedzie C-retrakcja. Odwzorowanie
rg: X — rg(X) dane wzorem r;(x) = min{x,r(x)} jest D-retrakcja, zas odwzo-
rowanie r,, = r}rd(x) : 74(X) — r(X) jest U-retrakcja. Ponadto r = r, o ry. W po-
dobny sposéb kazda retrakcje z ciagu C-rozbierajacego X do A mozna przedsta-
wic jako zlozenie D-retrakcji oraz U/-retrakgji.

2) = 3): Niech r: X — r(X) bedzie D-retrakcja r6zna od idx. Rozwazmy
niepusty zbiér Ag = {x € X : r(x) # x}. Zbiér min(Ay) # @, gdyz X nie zawiera
nieskoniczonych faricuchéw. Jezeli xg € min(A), to poniewaz r(xg) < xo oraz
r(y) = y dla wszystkich y < xg, punkt x( jest nieredukowalny nad r(xp). Niech
ro: X — X~ {x0} bedzie Z-retrakcja przeprowadzajaca xo na r(xg). Przyjmijmy
X1 = X~ {xp} oraz

A1:A\{x0}:{xeX:r|X1(x)7éx}.

Zauwazmy, ze r = o rp. Stosujac powyzsza metode nietrudno in-

r‘xl

dukcyjnie skonstruowaé pozaskoniczony ciag (7 ¢+1: Xp = Xp41) o< retrak-

qji Z-rozbierajacy X do r(X) i taki, ze r = O%(rfpl(pﬂ)oggbw. W przypadku
U-retrakgi dowod prowadzimy dualnie. Kazda (U U D)-retrakcje mozna zatem
przedstawic jako ztozenie ciagu pozaskoniczonego Z-retrakgji.

3) = 1): Oczywiste, gdyz Z C C. O
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Réwnowazno$¢ warunkéw 1) i 2) lematu 2.2.5 oraz wynikanie warunku
1) z warunku 3) mozna wykaza¢ bez zatozenia o braku nieskoriczonych taficu-
chow w X. W ogoélnosci jednak warunek 1) nie implikuje warunku 3). Na przy-
kiad odcinek I ze standardowym porzadkiem jest C-rozbieralnym Z-rdzeniem.

Lemat 2.2.6 (por. [204, 221]). Jezeli para (X, A) przestrzeni Aleksandrowa jest
C-rdzeniem oraz porzqdek X jest taricuchowo zupetny, to nie istnieje rézne od idx od-
wzorowanie f: X — X takie, ze f| , = id s oraz f(x) ~ x dla kazdego x € X.

Dowdd. Niech f: (X,A) — (X, A) bedzie odwzorowaniem zachowujacym po-
rzadek i takim, ze f(x) ~ x dla kazdego x € X. Istnieje zatem stowarzy-
szona z f retrakcja Abiana-Browna AB(f): X — Fix(f). Jest ona C-retrakgcja;
ponadto AB(f)] 4 = id4. Poniewaz para (X, A) jest C-rdzeniem, oznacza to, ze
AB(f) = idx. Stad réwniez f = idx. O

Lemat 2.2.7 (por. [203, Lemma 3.3]). Niech (X, A) bedzie parq przestrzeni Aleksan-
drowa takq, Ze porzqdek X jest taricuchowo zupetny, (XC,A) C (X,A) niech bedzie
C-rdzeniem, zas T: X — XC retrakcjq. Jezeli (rgpi1: Xp — Xp11) p<a Jest ciagiem
C-rozbierajacym X do pewnego podzbioru Y C X oraz r¢ g1 4 = 1dg dla wszystkich
¢ <uw, to

To Q_>(r4,,4,+1)0<¢<¢ |xe = idxe

dla kazdej liczby porzaqdkowej ¢ < a.

Dowdd. Dla ¢ < a przyjmijmy oznaczenie Ry = O*(r¢,¢+1)0<¢<w : X = Xy
Wykazemy metoda indukcji pozaskoniczonej, ze dla kazdej liczby porzadkowej
i < a zachodzi réwnos¢ T o Ry | yc = idxc.

Oczywiscie T o Ry = T oidx = T, zatem
ToRg|yec = T|yc = idxc.

Ustalmy 0 < ¢ < « i zat6zmy, ze T o Ry|,c = idyc dla wszystkich p < ¢.
Jezeli ¥ jest nastepnikiem, ¥ = ¢ + 1, to poniewaz ry 4.1 jest C-retrakcja, dla
wszystkich x € X¢ mamy

(ToRy) (x) = (Torygesi0Ry) (x) ~ (ToRy) (x) = x.

Oczywiscie (T o Ry) (x) € T(X) = X dla wszystkich x € X oraz T o RIP‘A =
id 4. Wobec lematu 1.2.3 zbiér X jest faficuchowo zupeltny. Na podstawie lematu
2.2.6 zachodzi zatem réwnosé¢ T o Ry ‘ xc = idxc.

Jesli i jest graniczna liczba porzadkowa, to rownosé T o Ry | «c = idxc wynika
z zalozenia indukcyjnego oraz definicji nieskoriczonego zlozenia. O

Nastepujaca, prosta obserwacja (oraz jej ogélniejsze wersje) naleza do folkloru
teorii czedciowych porzadkéw (por. [202,203]). Dla wygody Czytelnika zamiesz-
czamy ja wraz z dowodem.
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Lemat 2.2.8. Niech X bedzie przestrzeniq Aleksandrowa bez promieni, « liczbq porzad-
kowa, zas (Xg) o< zstepujacym ciqgiem podzbioréw X o tej wlasnosci, ze Xog = X oraz
Xy = Ng<y Xg dla kazdej granicznej liczby porzqdkowej ¢ < a. Wowczas kazdy poza-
skoriczony ciag C-retrakcji (rgp1: Xp = Xp41) p<a Jost nieskoriczenie skladalny.

Dowdd. Ustalmy ciag C-retrakcji (r¢g+1: Xp = Xpi1) p<a Oraz liczbe porzad-
kowa ¥ < a i zalézmy, ze dla kazdej liczby porzadkowej p < ¢ ciag
(rpp+1: Xp = Xpi1) p<p jest nieskoriczenie sktadalny. Wykazemy, ze nieskoricze-

nie sktadalny jest ciag (rgp4+1: Xp = Xp41) Jest to oczywiste, gdy 1 jest na-

<y’
stepnikiem. Zal6ézmy zatem, ze liczba porzadkowa ¢ jest graniczna i ustalmy ele-

ment x € X. Dla p < ¢ niech
xp = O_>(T(Pl¢+1: X(P — X¢+1)O<¢<p (.X)
Przyjmijmy pg = 0 oraz, dla n € IN, niech

pn+1:min{pn<p<l[]:xp7éxpn},

o ile to minimum istnieje; zauwazmy, ze ciag (xpk)o <k<ny1)est wowcezas Sciezka
prosta w G(X) (gdyz retrakqje 7, o, +1, 0 < k < 1, sa poréwnywalne). Poniewaz
G(X) nie zawiera nieskoniczonej Sciezki prostej, powyzsze minimum nie istnieje
dla pewnego 19 € IN. Zatem x,, € Xy oraz

O%(f¢'¢+1)0<4’<9 () = O_>(f¢’¢+1)0<¢<9n0 (x) = Xpng

dla wszystkich p,, < p < ¢, co oznacza, ze ciag (g ¢+1) p<y Jest nieskoriczenie
skladalny. O

Okreslimy pewne (U U D)-retrakcje, pozwalajace w wielu wypadkach
w usystematyzowany sposéb C-rozebra¢ dana pare przestrzeni Aleksandrowa
do Z-rdzenia.

Jesli (X, A) jest para przestrzeni Aleksandrowa oraz X jest taricuchowo zu-
petna, to przez u(x 4y : X — X oznaczamy ciagte odwzorowanie zadane dla
x € X w nastepujacy sposob:

uy, jeslix ¢ A jest punktem nieredukowalnym pod uy,

”(X,A)(x) = {

x W przeciwnym wypadku.

Poniewaz dla kazdego x € X zachodzi u(x 4)(x) > x oraz porzadek X jest taricu-
chowo zupelny, istnieje retrakcja Abiana-Browna

AB(L[(X,A))Z (X, A) — (FiX(Ll(X/A)),A> .

Przyjmujemy oznaczenie U(x 4y = AB(u(x 4)). Dualnie definiujemy retrakcje
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Lemat 2.2.9. Jezeli U(x 4y = D(x, a) = idx dla pewnej pary przestrzeni Aleksandrowa
(X, A) bez nieskoriczonych taricuchéw, to para (X, A) jest C-rdzeniem.

Dowdd. Jezeli Ux ) = D(x,4) = idx, to nie istnieje punkt x € X \ A niere-
dukowalny w X, czyli (X, A) jest Z-rdzeniem. Wobec lematu 2.2.5 otrzymujemy
teze. U]

Ponizsza obserwacja wynika tatwo z definicji funkeji Ux 4, D(x 4)-

Lemat 2.2.10 ([129, lemat II1.1.11]). Dla T-pary przestrzeni Aleksandrowa (X, A) od-
wzorowania U x 4y, D(x a) sa T-odwzorowaniami.

Rézne warianty pojecia rozbieralnosci sa dobrze znane w teorii porzadku
(zob.np. [141,202,203],[204, Chapter 4, Exercise 24]). Istnieja silne zwiazki miedzy
C-rozbieralnoscia a wlasnoscia punktu statego ze wzgledu na (jedno- i wielowar-
tosciowe) zachowujace porzadek odwzorowania [202,204], ktére stanowily jedna
z gtéwnych motywacji rozwazania rozbieralnosci nieskoriczonych czesciowych
porzadkéw, zapoczatkowanego seria prac Li i Milnera [140-144]. (Zwiazkami
rozbieralno$ci z teoria punktéw stalych zajmujemy sie bardziej szczegétowo
w rozdziatach 4 oraz 5.) Do interesujacych rozwazan prowadzi pytanie o jedno-
znaczno$¢ (z doktadnoscia do izomorfizmu) R-rdzenia, do ktérego R-rozebrac
mozna dana przestrzen [75,76,203]. Rozbieralnoé¢ oraz jej odpowiedniki w in-
nych kategoriach (np. graféw, komplekséw symplicjalnych) byly ponadto stoso-
wane miedzy innymi w badaniach z zakresu arytmetyki czeSciowych porzadkéw
[204, Proposition 10.5.8], logiki [135], algebry uniwersalnej [136, 137], teorii gier
[166], kolorowania graféw [59], teorii weztéw [184], geometrycznej teorii grup
[57,108], czy nawet proceséw stochastycznych i fizyki statystycznej [47,68]. Lite-
ratura dotyczaca rozbieralnosci i poje¢ pokrewnych jest na tyle bogata, ze préba
stworzenia wzglednie kompletnej bibliografii wykracza poza ramy niniejszej roz-

prawy.

2.2.3.  Korozbieralnos¢ przestrzeni Aleksandrowa

Niech (X,A) bedzie para przestrzeni Aleksandrowa, za§ R ustalona
klasa retrakcji w kategorii przestrzeni Aleksandrowa. Méwimy, ze przestrzen
X jest R-korozbieralna z A, o ile istnieja liczba porzadkowa pB, ciag po-
zaskonczony (Agp) p<p Podzbioréw X oraz ciag pozaskoriczony R-retrakgi
(Sp+1,9° Ags1 = Agp) p<pr ZWany ciagiem R-korozbierajacym X z A, o nastepuja-
cych wiasnos$ciach:

— Ag = 4;
— Ay = Up<y Ay dla kazdej granicznej liczby porzadkowej ¢ < f;
— Ag =X.

p

Uzywamy symbolu A " X do oznaczenia, ze przestrzen X jest
C-korozbieralna z A, za$ C-korozbieralnos¢ X z punktu (nazywana krétko
C-korozbieralnoscia X) oznaczamy przez = . X. Jezeli dodatkowo (X, A)
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jest I'-para oraz wszystkie retrakcje z ciagu C-korozbierajacego X z A sa
T-odwzorowaniami, to piszemy A 21 X.

Pojecie podobne do Z-korozbieralnosci rozwazane bylo w kategorii graféw
w kilku pracach [56,178,179].

W przypadku przestrzeni skoriczonych pojecia rozbieralnosci i korozbie-
ralno$ci sa réwnowazne. Dla nieskoriczonych przestrzeni Aleksandrowa, jak
zobaczymy ponizej, znaczaco sie one réznia. Najpierw wykazemy jednak,
ze tak jak ma to miejsce w przypadku skoniczonych porzadkéw, dla prze-
strzeni Aleksandrowa bez promieni pojecia C-rozbieralnosci do jej podzbioru
i C-korozbieralnosci z tego podzbioru sa réwnowazne.

Twierdzenie 2.2.11. Niech (X, A) bedzie T-parq przestrzeni Aleksandrowa bez pro-
mieni. Wowczas X N\ A wtedy i tylko wtedy, gdy A /7T X.

Dowdd. Zatézmy, ze X \)\! A. Ustalmy C-rozbierajacy X do A ciag I'-retrakdji
(rpp+1 : Xp = Xp11) p<o Niech D = (X/T,E) bedzie grafem skierowanym

o zbiorze wierzchotkéw X / I' i zbiorze krawedzi

E=J {(Tryp+1(x),Tx) :x € X} U

p<w

U {x,Ty):x,ye X, y <xorazy £ ryps1(x)} U

p<w

U {Tx,Ty):x,ye X, y > xorazy 2 ryps1(x)}.

p<a

Dla x € X ~ A niech

Rem(x) =min{¢ : Tx € Xy11} =min{¢:x & Xp11},

zasdla x € A przyjmujemy Rem(x) = a. Zauwazmy, ze jesli x, y € X oraz istnieje
Sciezka z wierzchotka I'x do I'y w grafie skierowanym D, to Rem(x) > Rem(y).

Rozwazmy zbiér quasi-uporzadkowany O = (X /T, C), ktérego relacja quasi-
porzadkujaca jest zadana w nastepujacy sposéb: I'x T T'y dla x,y € X, jezeli
istnieje w grafie skierowanym D $ciezka prowadzaca z T'x do T'y. Niech O be-
dzie czeSciowym porzadkiem powstalym z O przez utozsamienie tych elemen-
tow I'x, Iy € X / I, dla ktérych I'x & Ty oraz I'y T I'x. Element porzadku
O reprezentowany przez ['x € X /T oznaczamy przez [['x|, za$ relacje porzad-
kujaca zbiér O przez C. Zauwazmy, ze jesli [[x] = [[y] dla pewnych x,y € X, to
Rem(x) = Rem(y).

Przypuscémy, ze istnieje nieskoriczony, réznowartosciowy ciag (I'x;) ;e wierz-
chotkéw grafu D o tej wlasnosci, ze (I'x;;1,I'x;) € E dla wszystkich i € IN. Przy
tym zalozeniu skonstruujemy indukcyjnie nieskoriczona Sciezke prosta (v;)ien
w grafie poréwnywalnosci G(X). Niech yg = xo. Zal6zmy, ze Sciezka prosta
(yi)1=g W G(X) jest okreslona oraz y,_; € Tx,_;. Z definicji zbioru krawedzi
E istnieja z € Tx,_q oraz 2’ € Tx, takie, ze z ~ Z/. Poniewaz vy, 1 € T'x,_1,
istnieje ¢ € T o tej wlasnosci, ze gz = y,_1. Przyjmijmy y, = gz’. OczywiScie
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{Yn-1,yn} jest krawedzia grafu G(X) oraz y, # yi dla k < n. SkonstruowalisSmy
zatem nieskoriczona $ciezke prosta w G(X), co jest sprzeczne z brakiem promieni
w X. Wobec tego ciag (I'x;);en 0 wymienionych wyzej wlasnosciach nie moze ist-
niec.

Wynika stad, ze czeSciowy porzadek O jest dobrze ufundowany. Ponadto
min (O) = {[[a] : a € A}.

Okresdlimy za pomoca indukcji pozaskoniczonej liczbe porzadkowa B oraz

C-korozbierajacy X z A ciag ekwiwariantnych retrakdji (Sp41,9: Apr1 — Ag) o<p’

Przyjmijmy Ay = A oraz Oy = O ~ {[Ta] : a € A}. Zal6zmy, ze dla pewnej
liczby porzadkowej ¢ jest okreslony zbior Op C O. Jesli Op = @, przyjmujemy
B = ¢ i koriczymy konstrukcje. W przeciwnym wypadku, gdy Oy # @, zbiér
min(64,) + @, gdyz porzadek O jest dobrze ufundowany. Wybierzmy element
[Txp11] € min(Og) i przyjmijmy:

A¢_|_1 = A‘P U {x e X: [FX] = [Fx¢+1] } ,
Op1 = Op ~ {[Ixp41] }

orazdlax € Ap,1:

Spt+10(X) = rRem(xqm),Rem(xq,H)H(x)/ gdy [Ix] = [Txg41],
m x w przeciwnym wypadku.

Dla granicznej liczby porzadkowej ¢ przyjmujemy 64, = Ny<¢ 6¢ oraz Ay =
Up<gp Ay-

Z konstrukcji wynika w oczywisty sposéb, ze Ag = A oraz Ay =
X. Aby wykazaé, ze skonstruowany ciag odwzorowan jest szukanym cia-
giem C-korozbierajacym X z A wystarczy zatem udowodni¢, ze funkcje
Sp+1,9° Apr1 — Ap sa ekwiwariantnymi C-retrakcjami.

Ustalmy w tym celu liczbe porzadkowa ¢ < a oraz element x € Ay 1. Z defi-
niqji funkcji sy41,» wynika, ze:

- S(]H-l,tl?(x) ~ x, gdyz 7/Rem(x),Rem(x)—|—1(x) ~X;

— Spi1p (59p+1,6(%)) = Sp+1¢, 8AYZ 'Rem(x) Rem(x)+1 jest retrakcja;

— spi1p(8%) = g5p+19(x) dla kazdego § € T, gdyZ rgem(e)Rem(e) 1 jost
I'-odwzorowaniem.

Nalezy jeszcze wykaza¢, ze funkcja syy1, zachowuje porzadek. Ustalmy
X,y € Ay takie, ze y ~ x. Bez straty og6lnosci mozemy przyja¢, ze y > x.
Jezeli sp11,6(y) = yispi1,4(x) = x, to oczywiscie sp.1,4(y) > Spi1,6(X). Jesli
Sp+1,4(X) 7 x 0razspi14(y) # y, to

S4>+1,4>(x) = rRem(x),Rem(x)+1(x) > TRem(x),Rem(x)+1 (y) = SCP-H,(P(y)/

gdyz funkcja gem(x) Rem(x)+1 Zachowuje porzadek. Jezeli natomiast sy1,4(y) = y
oraz sp41,4(X) # X, to Mamy ¥ > rgem(x) Rem(x) H(xl, gdyz w przeciwnym wy-
padku istniataby krawedz (I'x, Ty) € E, a zatem [I'x]C[I'y], wobec czego mieliby-
sSmy y & Ay, co jest sprzeczne z wyborem y.
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Dowdd C-rozbieralnosci X do A przy zatozeniu C-korozbieralnosci X z A jest
analogiczny. O

Przyklad 2.2.12. W og6lnosci C-korozbieralno$¢ nie implikuje C-rozbieralnosci.
Przyktadowo, zbiér liczb catkowitych z porzadkiem

<={(2n,2n+d6):neZ,é<{-1,0,1}},

zwany obustronnie nieskoriczonq palisadq (patrz rysunek 2.1), jest C-korozbieralnym
z punktu C-rdzeniem (a zatem nie jest C-rozbieralny do zadnego swojego wtasci-
wego podzbioru). Ciagiem C-korozbierajacym ten zbiér z {0} jest na przyktad

(SnJrl,n: {—(Tl+1), —n,...,n,n—i—l} — {_n""’n})nEN’

gdzie dla x € Z oraz n € N retrakcja s, 11, zadana jest wzorem

n dlax =n+1,
Sutin(X) =49 —n dlax=—(n+1),

x  w przeciwnym wypadku.

VA VA VANVAN

Rysunek 2.1: Obustronnie nieskoriczona palisada, czyli C-korozbieralny C-rdzen
z przyktadu 2.2.12.

Problem 2.2.13. Czy R-rozbieralno$¢ X do A, gdzie R € {Z,C}, implikuje
R-korozbieralnos¢ X z A dla dowolnej pary przestrzeni Aleksandrowa (X, A)?

Interesujaca klasa czesciowych porzadkéw, zawierajaca klase porzadkéw bez
promieni, sa rozwazane na przyklad przez Farleya [76] porzadki bez nieskon-
czonych faricuchéw i jednostronnie nieskoriczonych palisad (tj. podzbioréw izomor-
ficznych ze zbiorem IN z porzadkiem zadanym jak w przykladzie 2.2.12 badz
z porzadkiem do niego dualnym). Naturalne wydaje sie pytanie o odpowiednik
twierdzenia 2.2.11 dla tej klasy.

Problem 2.2.14. Niech X bedzie przestrzeniq Aleksandrowa nie zawierajaca nie-
skoriczonych faricuchéw i nieskoriczonych palisad, za§ A jej podzbiorem. Czy
X N\ A wtedy i tylko wtedy, gdy A /" X?

Niech (spt1,9: Ag+1 — Agp) r<b bedzie ciagiem R-korozbierajacym prze-
strzen X z A. Dla kazdej liczby porzadkowej ¥ < p okreslimy retrakcje
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O (sg) p<p<p X = Ay zwana nieskoriczonym zlozeniem wstecz elementéw ciagu

(S4>+1/4>)¢<¢<ﬁ‘
5(54>+1,4>)¢<5 : X — X.Dlax € A niech 5(5¢+1,¢)¢<ﬁ (x) = x. Natomiast dla

W tym celu zdefiniujemy najpierw pomocnicza funkcje skoku

x ¢ A istnieje najwigksza liczba porzadkowa 0 < ¢, < B taka, ze x € Agp,;
przyjmujemy s (sy 1), (X) = g, 1.0, (x).
Dla ¢ < B oraz x € X niech

O 59110) pepeg () = (5(p110) s (®) ¥ (),
gdzie )
ny, = min {n eN: (5(s¢+1,¢)¢<ﬁ (x)) (x) € Alp} .

Lemat 2.2.15. Niech (X,A) bedzie parq przestrzeni Aleksandrowa, zas
(Sp+1,9: Apt1 — Agp) o<p cingiem ‘R-korozbierajacym przestrzen X z A. Wow-
czas dla kazdego elementu x € X zbior

{(56p19) s (0) (1) s €N} = {O(5p114) ypes (1) : 9 < B}

jest skoriczony.
Dowdd. Dla elementu x € X niech
P(x) =min{0<p<B:xeAp}.

Zauwazmy, ze dla kazdego x € X \ A zachodzi nieréwnos¢

¢ (5(5p+14) pp () < B(2).

Zbior "
{2 ((spr1)pep) (1) imeN}

jest dobrze uporzadkowany, wiec nie zawiera nieskoriczonego taricucha zstepu-
jacego; musi zatem by¢ skoriczony. Ponadto s (s¢1,¢) o<p | 4 = ida. Wobec tego

skoriczony jest rowniez zbior

{(s(5p414) 5 (x)>” (x):n €N} O

Nastepujacy wynik jest dotyczacym korozbieralnosci odpowiednikiem le-
matu 2.2.5.

Lemat 2.2.16. Niech (X, A) bedzie para przestrzeni Aleksandrowa bez nieskoriczonych
taricuchéw. Nastepujace warunki sq rownowazne:

1) A/7X;

2) przestrzen X jest (U U D)-korozbieralna z A;

3) przestrzen X jest L-korozbieralna z A;
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Dowdd. 1) == 2): Jak w dowodzie lematu 2.2.5 kazda C-retrakcje
z ciagu C-korozbierajacego X z A mozemy przedstawié¢ jako ztozenie dwdéch
(U U D)-retrakgji.

2) = 3): Rozwazmy D-retrakcje r: Y — r(Y) okreslona na przestrzeni Alek-
sandrowa bez nieskoriczonych faricuchéw Y i r6zna od idy. Zbi6r

B={yeY:r(y) #y}

jest niepusty, zatem min(B) # @, gdyz porzadek Y jest dobrze ufundowany.
Jezeli yp € min(B), to poniewaz r(yo) < yo oraz r(y) = y dla wszystkich
y < Yo, punkt yo jest nieredukowalny nad punktem r(yy). Istnieje wiec Z-retrakcja
ro: r(Y) U{yo} — r(Y) przeprowadzajaca punkt yo na r(yp). Ponadto funkcja
'Y = r(Y)U{yo} zadana dla y € Y wzorem

r dla ,
Yo dlay = yo

jest D-retrakcja. Korzystajac z tej obserwacji nietrudno udowodni¢ za po-
moca indukgji pozaskoriczonej, ze przestrzen Y jest Z-korozbieralna z r(Y).
Stosujac to rozumowanie (oraz rozumowanie dualne) do retrakcji z ciagu
(U U D)-korozbierajacego X z A wykazuje sie Z-korozbieralnos¢ X z A.

3) = 1): Oczywiste, gdyz Z C C. O

Podobnie jak w przypadku lematu 2.2.5, dow6d réwnowaznosci warunkéw
1) i 2) lematu 2.2.16 oraz wynikania warunku 1) z warunku 3) nie wymaga zato-
Zenia o braku nieskoniczonych faricuchéw w X.

2.2.4.  Klasyfikacja typéw homotopijnych przestrzeni Aleksandrowa bez
promienti

W niniejszej sekcji udowodnimy twierdzenie rozszerzajace podana przez
Stonga , klasyfikacje” typoéw homotopijnych skoficzonych przestrzeni topolo-
gicznych (twierdzenie 2.2.4) na przestrzenie Aleksandrowa bez promieni.

Uzyteczne okaze sie przy tym pojecie rzedu grafu prostego bez promieni, zde-
finiowane przez Schmidta [200]. Przypomnimy je oraz niektdre jego wiasnoéci
w oparciu o popularyzujace to pojecie opracowanie autorstwa Halina [97].

Dla kazdej liczby porzadkowej ¢ definiujemy indukcyjnie pewna klase gra-
fow prostych RL(¢p) [97, Definition 3.1] w nastepujacy sposob:

— RL(0) jest klasa graféw skoriczonych,

— jezeli¢ > 0, to graf H nalezy do RL(¢), jesli istnieje skoriczony zbidr wierz-
chotkéow F C H taki, ze kazda spdjna skladowa grafu H — F nalezy do
RL(p) dla pewnego ¢ < ¢.

Przez R L oznaczmy sume wszystkich klas RL(¢). Okazuje sie, ze graf H nalezy
do RL doktadnie wtedy, gdy jest grafem bez promieni [97, Proposition 3.2]. Dla
H € RL rzedem grafu H, oznaczanym symbolem ord (H ), nazywamy najmniejsza
liczbe porzadkowa ¢ taka, ze H € RL(¢).
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Dla nieskoriczonego grafu bez promieni H istnieje najmniejszy (w sensie in-
kluzji) skoriczony podzbiér F zbioru wierzchotkéw tego grafu taki, ze dla kazdej
spojnej sktadowej D grafu H — F zachodzi nieréwno$¢ ord(D) < ord(H) [97,
Lemma 3.11]. Zbiér F o powyzszej wlasnosci nazywamy jadrem grafu H [97, De-
finition 3.12] i piszemy ker(H) = F.

Dla czesciowego porzadku P przyjmujemy oznaczenia ord(P) = ord(G(P))
oraz ker(P) = ker(G(P)).

Ponizsze twierdzenie stanowi kluczowa innowacje biezacego rozdziatu w sto-
sunku do prac autora [129,130] i pozwala na uogdlnienie ich gtéwnych wynikéw
na wszystkie przestrzenie Aleksandrowa bez promieni. W cytowanych pracach
podobne twierdzenie [129, wniosek II1.2.2], [130, Proposition 4.4] udowodnione
zostalo innymi metodami, ale jedynie dla przeliczalnych przestrzeni Aleksan-
drowa bez promieni oraz dla przestrzeni Aleksandrowa (dowolnej mocy), w kt6-
rych wszystkie Sciezki proste sa ograniczonej dtugosci.

Twierdzenie 2.2.17. Jesli (X, A) jest I'-para przestrzeni Aleksandrowa bez promieni, to
istnieje C-rdzeit (X©, A) C (X, A), bedacy ekwiwariantnym mocnym retraktem defor-
macyjnym pary (X, A) i taki, ze X N\ X©.

Dowéd. Przeprowadzimy indukcje ze wzgledu na ord (X).

Zal6zmy najpierw, ze ord (X) = 0, co oznacza, ze przestrzen X jest skoriczona.
Jesli X = A, nie mamy czego dowodzi¢. Zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe
dla wszystkich par (Y, A) takich, ze A C Y C X. Jezeli Uxa) = D(x.a) =
idx, to wobec lematu 2.2.9 para (X, A) jest C-rdzeniem. Jesli jedna z retrakcji
D x,4), U(x,a) nie jest tozsamosciowa, oznaczmy ja przez r: X — r(X). Funkcja
r jest ekwiwariantna C-retrakcja (lemat 2.2.10), wiec X \\r r(X). Na podstawie
stwierdzenia 2.2.2 istnieje homotopia i o ~ idx rel A, gdzie i: r(X) — X jest
wlozeniem; nietrudno spostrzec, ze jest ona ekwiwariantna. Poniewaz r(X) C X,
teza wynika z zalozenia indukcyjnego.

Zal6zmy, ze ord(X) > 0 oraz twierdzenie jest prawdziwe dla kazdej I'-pary
(Y, B) przestrzeni Aleksandrowa bez promieni takiej, ze ord(Y) < ord(X).

Przez {X;},_, oznaczmy indeksowana rodzine wszystkich sktadowych spoj-
nosci przestrzeni X \ ker(X). Zauwazmy, ze ord (X;) < ord(X) dla kazdego
indeksu i € I. Niech A" = A Uker(X); dla kazdego indeksu i € I przyjmijmy
oznaczenia X; = X; Uker(X) oraz A; = X; N A’. Z zatozenia indukcyjnego dla
kazdej z przestrzeni (X;, A;) istnieja zawarty w niej C-rdzen (XZC, Ai), liczba po-
rzadkowa w;, ciag

(270 X0 — xI™)
P<u;
retrakcji C-rozbierajacy X; do X¢ oraz mocna retrakcja deformacyjna
Rii (Xi, Ai) — (XZC, Ai)-

Przyjmijmy oznaczenie X* = ;c; X. Poniewaz X; N X; = ker(X) dla
i # joraz U1 X; = X, funkga R = Uie;Ri: (X, A) — (X*,A") jest
mocngq retrakcja deformacyjna, a ponadto para (X*, A’) jest C-rdzeniem. Niech
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a =max{q;:i € I}.Dlaa; < ¢ < a przyjmijmy r?”(Hl = id . Woéwczas

(U Ut o e
icl icl icl p<a
jest ciagiem C-rozbierajacym X do zbioru X*.

Co wiecej, mozemy retrakcje R; oraz rf"PH dlai € I, ¢ < w;, dobrac tak,
aby retrakcja deformacyjna R oraz retrakcje ;¢ r?’qbﬂ byly zgodne z dziataniem
grupy I'.

Przeprowadzimy indukcje ze wzgledu na liczbe elementéw zbioru ker(X).
Jesli |ker(X)| = 0,to A = A/, a zatem para (X*, A’) = (X*, A) jest C-rdzeniem
bedacym mocnym retraktem deformacyjnym pary (X, A), czyli teza twierdzenia
zachodzi.

Zat6zmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich par (Y,B) prze-
strzeni Aleksandrowa bez promieni o tej wlasnosci, ze ord(Y) = ord(X) oraz
[ker(Y)| < [ker(X)|. Rozwazmy I-retrakcje Ux« a), D(x+ ). Jedli sa one od-
wzorowaniami identyczno$ciowymi, to (X*, A) jest C-rdzeniem (lemat 2.2.9),
za$ R szukana retrakcja deformacyjna. Jezeli natomiast jedno z tych odwzoro-
war, oznaczmy je przez p, nie jest tozsamosciowe, to istnieje punkt x € X* N\ A
nieredukowalny w X* i taki, ze p(x) # x. Poniewaz para (X*, A’) jest
C-rdzeniem, punkt x ¢ X* \ A’, a zatem x € A’ A C ker(X). Wobec tego
ker (p (X*))| < |ker(X)|. Z zatozenia indukcyjnego istnieja C-rdzen (X©, A) oraz
ekwiwariantna mocna retrakcja deformacyjna S: (p (X*),A) — (X¢, A). Od-
wzorowanie (sopoR): (X,A) — (X%, A) jest ekwiwariantna mocna retrakcja
deformacyjna. W podobny sposéb znajdujemy ciag I'-retrakcji C-rozbierajacy
X do X€. O

Sama C-rozbieralno$¢ przestrzeni Aleksandrowa bez promieni do C-rdzenia
jednoznacznego z doktadnoscia do izomorfizmu jest dobrze znanym faktem [202,
Corollary 3.15]. Wazne w twierdzeniu 2.2.17 jest istnienie mocnej retrakcji defor-
macyjnej na rdzen.

Moéwimy, ze para przestrzeni Aleksandrowa (X, A) jest lokalnie rdzeniem, o ile
dla kazdego x € X istnieje skoriczony zbiér LCx(x) C X taki, ze x € LCx(x)
oraz spelnione sa nastepujace warunki:

— jesliy € LCx(x) \ Aoraz y ¢ min(X), to [LCx(x) Nmax(ydx ~ {y})| = 2,
— jesliy € LCx(x) \ A oraz y € max(X), to |[LCx(x) Nmin(yTx ~{y})| = 2.

Dowody ponizszych dwoéch faktéw przebiegaja tak samo jak dowody cyto-
wanych przy nich twierdzen, dotyczacych szczegoélnego przypadku, gdy zbiér
A jest pusty lub jednoelementowy.

>
>

Twierdzenie 2.2.18 ([129, twierdzenie I11.2.3], [130, Theorem 4.6]). Jesli para prze-
strzeni Aleksandrowa (X, A) jest lokalnie rdzeniem, to nie istnieje ciagte odwzorowanie
f:(X,A) — (X, A) takie, ze f ~ idx rel A oraz f # idx.
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Stwierdzenie 2.2.19 ([129, twierdzenie III.2.5], [130, Proposition 4.8]). Jesli para
(X, A) przestrzeni Aleksandrowa bez promieni jest C-rdzeniem, to (X, A) jest lokalnie
rdzeniem.

Z twierdzenia 2.2.18 wynika, ze jesli para (X, A) przestrzeni Aleksandrowa
jest lokalnie rdzeniem, to jest C-rdzeniem. Otrzymujemy z niego natychmiast
rOwniez nastepujacy wniosek.

Whiosek 2.2.20. Jesli pary przestrzeni Aleksandrowa (X, A), (Y, B) sq lokalnie rdze-
niami, zas f: (X, A) — (Y,B), g: (Y,B) — (X, A) sa cigglymi odwzorwaniami ta-
kimi, Ze g o f ~ idxrel A oraz f o g ~ idyrel B, to f,g sa wzajemnie odwrotnymi
homeomorfizmami.

Ponizsze twierdzenie, bedace gtéwnym wynikiem rozdzialu, uogdélnia na
przestrzenie Aleksandrowa bez promieni podana przez Stonga klasyfikacje ty-
p6éw homotopijnych skoriczonych przestrzeni topologicznych (twierdzenie 2.2.4)
oraz wyniki uzyskane przez autora [129,130].

Twierdzenie 2.2.21. Jesli X, Y sq I'-przestrzeniami Aleksandrowa bez promieni, to ist-
niejq C-rdzenie X©, YC bedqce ich ekwiwariantnymi mocnymi retraktami deformacyj-
nymi i takie, ze X N\ XC oraz Y \\! YC. Przestrzenn X jest I'-homotopijnie réwno-
wazna przestrzeni Y wtedy i tylko wtedy, gdy rdzenie X©, YC sq T-homeomorficzne.

Dowéd. O istnieniu C-rdzeni X¢, YC bedacych ekwiwariantnymi mocnymi re-
traktami deformacyjnymi X, Y méwi twierdzenie 2.2.17.

Poniewaz X ~ X© oraz Y =~ Y* w sposéb ekwiwariantny, z istnienia
I-homeomorfizmu X¢ ~ Y© wynika I'-homotopijna réwnowaznos¢ przestrzeni
X, Y.

Z drugiej strony, istnienie I'-homotopijnej réwnowaznosci przestrzeni X oraz
Y implikuje istnienie -homotopijnej réwnowaznosci pomiedzy X© a Y©. Wo-
bec stwierdzenia 2.2.19 przestrzenie XC, Y€ sq lokalnie rdzeniami. Zastosowanie
wniosku 2.2.20 koriczy dowéd. O

2.2.5. Wnioski z twierdzenia klasyfikacyjnego

Odnotujmy kilka wnioskéw z rozwazan poprzedniej sekcji. Rozpoczynamy
od analogicznej jak w przypadku skonczonych przestrzeni topologicznych
(por. [31, Corollary 4.9]) charakteryzacji mocnych retraktéw deformacyjnych
przestrzeni Aleksandrowa bez promieni.

Whniosek 2.2.22. Niech (X, A) bedzie T-parq przestrzeni Aleksandrowa bez promieni.
Nastepujace warunki sq réwnowazne:

1) A jest ekwiwariantnym mocnym retraktem deformacyjnym X;

2) XN\ A

3) AT X
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Dowéd. Réwnowaznos¢ warunkéw 2) oraz 3) zostala wykazana w twierdzeniu
2.2.11. Wystarczy zatem udowodnié, ze rtbwnowazne sa warunki 1) i 2).

Zgodnie z twierdzeniem 2.2.17 X \\/ XC dla pewnej zawierajacej zbior
A podprzestrzeni X¢ C X takiej, ze para (X<, A) jest C-rdzeniem oraz istnieje
ekwiwariantna mocna retrakcja deformacyjna T: X — XC.

Zat6zmy, ze A jest ekwiwariantnym mocnym retraktem deformacyjnym X.
Woéweczas (X¢, A) ~ (A, A). Poniewaz pary (X, A), (A, A) sa C-rdzeniami, wo-
bec stwierdzenia 2.2.19 oraz wniosku 2.2.20 oznacza to, ze X¢ = A. Ale, jak za-
uwazylismy, X N\ X©.

Zal6zmy, ze X \\r A. Ustalmy liczbe porzadkowa a oraz C-rozbierajacy

X do A ciag (r¢,¢+1: Xp — X¢+1) p<a ekwiwariantnych retrakcji. Przyjmijmy

oznaczenie R = Oﬁ(”fPKPH)o <peu’ X — A. Wobec lematu 2.2.7 zachodzi row-
nos¢ T o R|,c = idyc. Ale R(X) = A, za$ T| , = ida, zatem (T o R) (X€) = A
Stad X© = A. O

W szczeg6lnosci przestrzeni Aleksandrowa bez promieni jest Sciagalna wtedy
i tylko wtedy, gdy pewien jej punkt jest jej mocnym retraktem deformacyjnym,
co jest z kolei rownowazne C-rozbieralnosci do tego punktu. CzeSciowo odpo-
wiada to na pytanie postawione przez autora [129, Problem 5], [130, Question 4].
Nie jest jednak prawda, ze dowolny punkt Sciagalnej przestrzeni Aleksandrowa
bez promieni (a nawet Sciagalnej skorficzonej przestrzeni topologicznej) jest jej
mocnym retraktem deformacyjnym. Kontrprzyklad przedstawia rysunek 2.2.

\ ><

[ [ ]
Rysunek 2.2: Diagram Hassego Sciagalnej, skoficzonej przestrzeni topologicznej
X z punktem wyr6znionym 4 o tej wlasnosci, ze (X, {a}) jest C-rdzeniem, a zatem
przestrzerr X nie jest C-rozbieralna do a.

Whniosek 2.2.22 odpowiada réwniez twierdzaco na pytanie o homotopijna
rownowazno$¢ przestrzeni Aleksandrowa bez promieni z podzbiorem, do kt6-
rego jest ona C-rozbieralna [129, Problem 4], [130, Question 3].

Warto wspomnie¢, ze prawdziwe jest niniejsze stwierdzenie, bedace uogol-
nieniem wyniku Stonga [222]. Jego dow6d przebiega analogicznie jak dowdd cy-
towanego przy nim stabszego odpowiednika z pracy autora [130].

Stwierdzenie 2.2.23 (por. [130, stwierdzenie II1.3.4]). Zatézmy, ze X, Y sq
[-przestrzeniami Aleksandrowa bez promieni. Wowczas I'-odwzorowanie f : X — Y
jest I'-homotopijna réwnowaznosciq wtedy i tylko wtedy, gdy f jest homotopijng réwno-
waznosciq.
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Skupialiémy sie dotad gléwnie na podobieristwach miedzy skoniczonymi
przestrzeniami topologicznymi a przestrzeniami Aleksandrowa bez promieni.
Pewna interesujaca réznice pomiedzy tymi klasami zauwazy¢ mozna przygla-
dajac sie pojeciu homotopijnej dominacji. Przypomnijmy, ze przestrzen topolo-
giczna X homotopijnie dominuje nad przestrzenia topologiczna Y, co zapisujemy
przez X >p Y, o ile istnieja ciagle odwzorowania f: X — Y, ¢: Y — X takie,
ze f o ¢ ~ idy. Mozna udowodnié [129, stwierdzenie I11.3.1], ze jesli dla skoriczo-
nych przestrzeni topologicznych X, Y zachodza homotopijne dominacje X >y Y
oraz Y >y X, to przestrzenie te sa homotopijnie rownowazne. Nie jest to prawda
dla dowolnych przestrzeni Aleksandrowa (patrz [129, przykiad III.3.2]). Nizej
wykazujemy, ze fakt ten nie uogélnia sie nawet na przestrzenie Aleksandrowa
bez promieni. (Obserwacja ta wydaje sie mie¢ bliski zwiazek z rozwazaniami do-
tyczacymi tzw. odwracalnych i bijektywnie zwiazanych czeéciowych porzadkéw
[128,132].)

Przyklad 2.2.24. Dlan € IN symbolem A, oznaczmy antylaricuch o n elementach.
Niech K, = A, @ Ay Dla kazdego n € IN wybierzmy punkt wyrézniony x, €
min(Kj, ). Rozwazmy przestrzenie ilorazowe

X = (H K2n,2n) [{xom:neN}, Y= (H K2n+1,2n+1> [{xon41:n € N}

n=1 n>1

Latwo zauwazy¢, ze sa one przestrzeniami Aleksandrowa bez promieni oraz
C-rdzeniami. Przestrzenie te nie sa izomorficzne, a zatem wobec twierdzenia
2.2.21 nie sa homotopijnie rownowazne. Wida¢ jednak, ze przestrzerr X jest ho-
meomorficzna pewnemu retraktowi przestrzeni Y, i odwrotnie, Y jest homeomor-
ficzna retraktowi X. Zatem X >y Yoraz Y >y X.

2.2.6. H-przestrzenie i ko-H-przestrzenie Aleksandrowa bez promieni

Przypomnijmy, ze H-przestrzenia nazywamy tréjke (X, p,p) skladajaca sie
z przestrzeni topologicznej X, jej wyréznionego punktu p € X oraz ciaglego, za-
chowujacego punkty wyréznione odwzorowania p : X x X — X o tej wlasnosci,
ze diagram

(pidx) (idx,p)

X XxX X

H
idX idX

X
jest przemienny z doktadnoscia do homotopii zachowujacej punkty wyréznione.
Przez p oznaczyliSmy w powyzszym diagramie odwzorowanie state.

Jesli istnieje homotopijna réwnowaznos¢ (X,p) =~ (Y,q), to struktura
H-przestrzeni na X indukuje strukture H-przestrzeni na Y [218, Theorem 1.5.4].
Ponadto, jesli przestrzen (X, p) jest $ciagalna, to mozna na niej wprowadzi¢ try-
wialne dziatanie y : X x X — X takie, ze (X, p, u) jest H-przestrzenia: wystarczy
przyjacé u(x,y) = p dla wszystkich x,y € X.
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Stong [221] udowodnil, ze kazda spdjna, skoriczona H-przestrzen jest Scia-
galna. Jego dowdd przenosi sie na przestrzenie Aleksandrowa bez promieni przy
wykorzystaniu wynikéw niniejszej rozprawy prawie bez zmian. (W dowodzie
[221, Proposition 13] nalezy jedynie zauwazy¢, ze sumy zbioréw D,, D, zawie-
raja nieskoriczone $ciezki proste.) Poniewaz jest on dos¢ dtugi, nie przytaczamy
go, ponizsze twierdzenie pozostawiajac bez dowodu.

Stwierdzenie 2.2.25 (por. [221, Section 5]). Niech X bedzie spdjna przestrzeniq Alek-
sandrowa bez promieni. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by istniata struk-
tura H-przestrzeni (X, p, ) jest istnienie mocnej retrakcji deformacyjnej przestrzeni
X na przestrzen jednoelementowaq {p}.

Pojeciem dualnym do H-przestrzeni jest ko-H-przestrzeri, to jest trojka (X, p, 17)
skladajaca sie z przestrzeni topologicznej X z punktem wyréznionym p € X oraz
ciaglego, zachowujacego punkty wyréznione odwzorowania 77: X — X V X o tej
wlasnosci, ze diagram

m U3

X XVvX

idy 1 idy

X

jest przemienny z doktadnoscia do homotopii zachowujacej punkty wyréznione.
W powyzszym diagramie X VX = {(x,y) € X xX : x = pluby = p}, za$
odwzorowania 711, 7T, 0znaczajq rzuty odpowiednio na pierwsza i druga os.

Podobnie jak ma to miejsce w przypadku H-przestrzeni, jezeli dana jest homo-
topijna rownowazno$é¢ (X, p) =~ (Y,q), to struktura ko-H-przestrzeni na X wy-
znacza strukture ko-H-przestrzeni na Y [218, Theorem 1.6.1]. Jedli przestrzerr
(X, p) jest Sciagalna, to istnieje trywialne kodziatanie 7 : X — XV X (zadane
dla wszystkich x € X wzorem 7n(x) = (p,p)) takie, ze tréjka (X, p,7) jest
ko-H-przestrzenia.

Helmstutler i Vaughn [107] wykazali, iz kazda skoriczona ko-H-przestrzen
jest Sciagalna. Podany przez nich prosty dowdéd zasadniczo r6zni sie od dowodu
wspomnianego wyzej wyniku Stonga, pomimo Ze same rezultaty wydaja sie
dualne. Ponizsze twierdzenie uogoélnia twierdzenie Helmstutlera i Vaughna na
przestrzenie Aleksandrowa bez promieni.

Stwierdzenie 2.2.26 (por. [107, Theorem 8]). Niech X bedzie przestrzeniq Aleksan-
drowa bez promieni. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by istniata struktura
ko-H-przestrzeni (X, p, n) jest istnienie mocnej retrakcji deformacyjnej przestrzeni X na
przestrzeni jednoelementowa {p}.

Dowéd. Zat6zmy, ze istnieje struktura ko-H-przestrzeni (X, p,#). Wobec twier-
dzenia 2.2.17 istnieje C-rdzeni (X, p) bedacy mocnym retraktem deformacyjnym
przestrzeni (X, p). Na XC istnieje zatem struktura ko-H-przestrzeni (X, p, #°).
Wykazemy, ze X¢ = {p}.
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Poniewaz 711 o 17C ~ idyc oraz 7y o 17C ~ idyc, z twierdzer 2.2.18, 2.2.19 otrzy-
mujemy 711 0 ¢ = idyc = 715 0 77C.

Ustalmy x € X©. Wéwczas 7¢(x) = (p,x') lub #(x) = (¥/,p) dla pewnego
elementu x’ € X. W pierwszym przypadku mamy

x = idyc(x) = <7‘(1 o ;7C> (x) = p.

Podobnie, w drugim przypadku zachodzi réwnosé x = p; stad X¢ = {p}. O

Powyzsze twierdzenia oznaczaja, ze nie istnieje spdjna, ale nieSciagalna prze-
strzeri Aleksandrowa bez promieni (X, p) taka, ze dla kazdej przestrzeni topolo-
gicznej z punktem wyréznionym (Y, p) na zbiorze klas homotopii [(Y, q), (X, p)]
lub na zbiorze [(X, p), (Y, q)] istnieje naturalne dziatanie majace obustronny ele-
ment neutralny [7, Propositions 2.2.3, 2.2.9]. W szczeg6lnosci na zbiorach tych nie
istnieje naturalna struktura grupy.

Dodajmy, ze Hardie, Vermeulen i Witbooi [101] rozpatrywali skoriczone
przestrzenie topologiczne bedace ,skoriczonymi modelami” nietrywialnych
H-przestrzeni, spelniajace odpowiednio ostabione aksjomaty H-przestrzeni.

2.2.7. Stabsze formy rozbieralnosci przestrzeni Aleksandrowa

Niech R bedzie ustalona klasa retrakcji w kategorii przestrzeni Aleksan-
drowa. Przestrzeni Aleksandrowa nazywamy lokalnie R-rozbieralng, jezeli kazdy
jej skoficzony podzbiér zawiera sie w skoficzonym, R-rozbieralnym podzbiorze
tej przestrzeni. Podobna definicje w przypadku graféw prostych podali np. Hen-
sel, Osajda i Przytycki [108]. Wyniki biezacej sekcji zainspirowane sa postawio-
nym przez nich problemem [108, Question 2.11], ktérego rozwiazanie (korzysta-
jace z tych wynikéw) znajduje sie w rozdziale 5.

Wobec lematu 225 Ilokalna Z-rozbieralno$¢ jest réwnowazna lo-
kalnej C-rozbieralnodci. Poniewaz nie bedziemy zajmowac sie lokalna
R-rozbieralnoscia dla R ¢ {C,Z}, o przestrzeni lokalnie C-rozbieralnej
mowimy kroétko, ze jest lokalnie rozbieralna.

Lemat 2.2.27. Niech X bedzie przestrzeniq Aleksandrowa. Jezeli X N\ * lub x /" X,
to przestrzeri X jest lokalnie rozbieralna.

Dowdéd. Ustalmy skoriczony podzbiér D C X.
Zatozmy, ze X 3\, *. Ustalmy liczbe porzadkowa a oraz C-rozbierajacy X do
punktu ciag (74,¢+1) p<a ZDIOT

U (Q_)(r¢,¢+1)0<¢<¢ (D)>
0<y<a

jest skoniczony (co wynika latwo 2z nieskoniczonej skladalnosci ciagu
C-rozbierajacego). Nietrudno spostrzec, ze jest on C-rozbieralny.
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Podobnie, jesli x /7 X oraz (sg41,9) p<p Jest, dla pewnej liczby porzadkowej
B, ciagiem C-korozbierajacym X z punktu, to zbiér

U (QF(S #+14) y<pep (D )>

0<y<p

jest skoficzony (na podstawie lematu 2.2.15) oraz C-rozbieralny. O

X
N N

—_
N

;2§;4i::::/;:><1\\\\\\7 7 1 11
2 2 éé;zg;é 1 10

Rysunek 2.3: Diagram Hassego lokalnie rozbieralnego cze$ciowego porzadku,
ktéry nie jest C-rozbieralny ani C-korozbieralny.

Przyklad 2.2.28. Nie jest prawda, ze jesli przestrzent Aleksandrowa X jest lokalnie
rozbieralna, to X N\, * lub * 7 X. Niech X oznacza czeSciowy porzadek,
ktérego diagram Hassego przedstawiony jest na rysunku 2.3. Zauwazmy, ze jest
on suma wstepujacego ciagu swoich skoriczonych, Z-rozbieralnych podzbioréw:

X=J ({m:0<m<a,pu{m:0<m<ay}),
nelN

gdzie ag = O oraz a, = a,_1 +n+1dlan > 1. Przestrzen X jest zatem lokalnie
rozbieralna. Nietrudno sprawdzi¢, ze przestrzeni nie jest ona C-rozbieralna ani
C-korozbieralna.

Moéwimy, ze niepusta przestrzeri Aleksandrowa X jest s-sciqggalna, o ile
kazde zachowujace porzadek odwzorowanie skorficzonej przestrzeni topologicz-
nej w przestrzen X jest homotopijne z odwzorowaniem statym.

Lemat 2.2.29. Jezeli przestrzeni Aleksandrowa jest lokalnie rozbieralna, to jest
s-sciqgalna.
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Dowdd. Niech X bedzie lokalnie rozbieralna przestrzenia Aleksandrowa, D skon-
czona przestrzenia topologiczna, za$ f: D — X zachowujacym porzadek od-
wzorowaniem. Zbiér f(D) C X jest skoniczony, a zatem istnieje skoriczony,
C-rozbieralny zbior A C X zawierajacy f(D). Poniewaz przestrzen A jest Scia-
galna (patrz wniosek 2.2.22) oraz f(D) C A, przeksztalcenie f jest homotopijne
z funkcja stala. ]

Autor nie wie, czy istniejq s-Sciagalne przestrzenie Aleksandrowa, ktére nie
sa lokalnie rozbieralne.

Lemat 2.2.30. Jezeli przestrzeri Aleksandrowa jest s-Sciqgalna, to kazdy jej retrakt réw-
niez jest s-Sciagalny.

Dowdd. Niech X bedzie s-Sciagalna przestrzenia Aleksandrowa, r: X — A
zachowujaca porzadek retrakcja, zas i: A — X wlozeniem. Ustalmy skon-
czona przestrzeni topologiczna D oraz zachowujace porzadek odwzorowa-
nie f: D — A. Poniewaz przestrzen X jest s-Sciagalna, istnieje homotopia
h: X x I — X miedzy przeksztalceniem (i o f): D — X a pewna funkgja stata
¢: D — X. Odwzorowanie (roho (i x idy)): A x I — A jest homotopia miedzy
funkgja (roio f) = f a funkqa stata (roc): D — A. O

Stwierdzenie 2.2.31. Jezeli przestrzeri Aleksandrowa X jest lokalnie rdzeniem, to jest
s-Sciagalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest jednoelementowa.

Dowéd. OczywiScie przestrzefi jednoelementowa jest s-Sciagalna, wiec jedna
z implikacji jest trywialna.

Dla dowodu drugiej implikacji ustalmy przestrzeri Aleksandrowa X bedaca
lokalnie rdzeniem, punkt x € X oraz zbiér LCx(x) C X. Niechi: LCx(x) — X
bedzie wlozeniem.

Wykazemy metodq indukgji, ze jesli f € C(LCx(x),X) oraz f < i w po-
rzadku spegjalizacji przestrzeni C(LCx(x), X) (tzn. f(y) < i(y) dla wszystkich
y € LCx(x), patrz stwierdzenie 2.1.7), to f = i. Ustalmy w tym celu zachowujace
porzadek odwzorowanie f: LCx(x) — X takie, ze f < i.Je$liy € min(LCx(x)),
to z wlasnosci zbioru LCx(x) wynika, ze y € min(X), a zatem f(y) = y. Niech
y € LCx(x) \ min(LCx(x)); zalézmy, ze f(z) = z dla wszystkich z € ylic,(x)-
Wobec wiasnosci zbioru LCx(x) istnieja z1,z0 € LCx(x), z1 # zp, takie, ze
z1 < yoraz zz < y w porzadku X. Poniewaz z; = f(z1) < f(y) < y, mamy
f(y) € {z1,y}. Podobnie f(y) € {zz,y}; stad f(y) = y. Wobec tego f = i. Analo-
gicznie dowodzi sie, ze jesli f € C(LCx(x), X) oraz f > i, to f =i.

Na podstawie twierdzenia 2.1.8 przestrzen C (LCx(x), X) jest Aleksandrowa.
Wobec powyzszych obserwacji oraz wniosku 2.1.3 sktadowa tukowej spojnosci
elementu i € C(LCx(x), X) jest jednoelementowa. Zgodnie z wnioskiem 2.1.11
oznacza to, ze jesli funkcja f: LCx(x) — X zachowuje porzadek oraz f ~ i, to
f=i

Zal6zmy, ze przestrzen X jest s-Sciagalna. Jest ona zatem spdjna (gdyz
w przeciwnym wypadku odwzorowanie dwuelementowej przestrzeni dyskret-
nej w X przeprowadzajace elementy tej przestrzeni na punkty nalezace do dwoéch
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roznych skladowych spéjnosci X nie bytoby homotopijne z funkcja stata). Wio-
zeniei: LCx(x) — X jest homotopijne pewnej funkgji statej c: LCx(x) — X.Jak
zauwazyliSmy, oznacza to, iz i = ¢, a zatem LCx(x) jest zbiorem jednoelemento-
wym, LCx(x) = {x}. Punkt x jest wobec wilasnosci zbioru LCx(x) jednoczesnie
maksymalny i minimalny w X. Poniewaz przestrzen X jest spdjna, otrzymujemy
X = {x}. O

Whniosek 2.2.32. Niech X bedzie przestrzeniq Aleksandrowa bez promieni. Nastepujace
warunki sq rownowazne:

1) X N\\ *

2) przestrzen X jest lokalnie rozbieralna;

3) przestrzen X jest s-Sciqgalna.

Dowdéd. Wynikanie warunku 2) z warunku 1) oraz warunku 3) z warunku 2) sta-
nowi tre$¢ lematéw 2.2.27 oraz 2.2.29.

Udowodnimy, ze z warunku 3) wynika warunek 1). Zal6zmy w tym celu, ze
przestrzen X jest s-Sciagalna. Wykazemy, iz X \\, *. Na podstawie stwierdzenia
2.2.17 istnieje C-rdzenr XC C X taki, ze X \J\, X©. Wobec stwierdzenia 2.2.19 jest
on lokalnie rdzeniem. Z lematu 2.2.30 wynika, ze przestrzen X* jest s-éciagalna,
a zatem XC jest, na podstawie stwierdzenia 2.2.31, zbiorem jednoelementowym.

O

2.3. ROZBIERALNOSC I MOCNY TYP HOMOTOPIJNY
KOMPLEKSOW SYMPLICJALNYCH

Celem niniejszego podrozdzialu jest wprowadzenie pojecia mocnego typu
homotopijnego kompleksu symplicjalnego oraz podanie jego zwiazkéw z ty-
pem homotopijnym stowarzyszonej z tym kompleksem przestrzeni Aleksan-
drowa. Wykorzystujemy przy tym przeniesione na kompleksy symplicjalne po-
jecie rozbieralnosci. Rozwazania te uogoélniaja niektére wyniki pracy Barmaka
i Miniana [31]; zob. tez [77]. Pojecia mocnego typu homotopijnego i rozbieral-
nosci skoriczonych komplekséw symplicjalnych rozpatrywane byly przez kilku
autoréw pod inna nazwa i w innym kontekscie [59, 147]. Ponadto dla ogolniej-
szych obiektéw okreslit je i badat Matsushita [148].

2.3.1. (Ko)rozbieralnos¢ kompleksow symplicjalnych

Przypomnijmy (zob. np. [218]), Zze odwzorowania symplicjalne ¢, ¢: K — L
nazywamy sqsiednimi, jezeli ¢ (o) U ¢(c) jest sympleksem kompleksu L dla kaz-
dego sympleksu o € K. Méwimy, ze ¢, leza w tej samej klasie sqsiedztwa, je-
zeli istnieje skoniczony ciag ¢ = @o, ¢1,..., ¢» = P odwzorowan symplicjalnych
K — L taki, ze ¢;, ;11 sa sasiednie dla kazdego 0 < i < n. Piszemy wéwczas

) S . Nietrudno zauwazy¢, ze jesli ¢ 2 P, to |¢| ~ |p|. Odwrotna implikacja nie
jest, oczywiscie, prawdziwa. Przypomnijmy jednak [218, Theorem 3.6.8], ze jesli
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K, L sa kompleksami symplicjalnymi oraz kompleks K jest skoriczony, to mozna
aproksymowa¢ klasy homotopii ciagltych odwzorowan |K| — |L| klasami sa-
siedztwa odwzorowan symplicjalnych iterowanego podziatu barycentrycznego
kompleksu K w kompleks L.

Ponizsze stwierdzenie, autorstwa Barmaka i Miniana [31], podaje zwiazek po-
miedzy pojeciami sasiedztwa odwzorowan symplicjalnych i homotopii miedzy
ciaglymi przeksztalceniami skoficzonych przestrzeni topologicznych.

Stwierdzenie 2.3.1 ([31, Propositions 4.11, 4.12]). Niech f,g: X — Y bedq cigglymi
odwzorowaniami skoriczonych przestrzeni topologicznych, zas ¢,y : K — L odwzorowa-
niami symplicjalnymi skoriczonych komplekséw symplicjalnych. Zachodzaq nastepujqce
implikacje:

— jezeli ¢ 2 P, to P(¢)
— jezeli f ~ g, to K(f)

P(yp);
K(g)-

2

Stwierdzenie 2.3.1 nie przenosi sie bezposrednio na przypadek nieskoriczo-
nych komplekséw symplicjalnych i przestrzeni Aleksandrowa: prawdziwa po-
zostaje jedynie pierwsza implikacja.

Zdefiniujemy pojecia rdzenia oraz (ko)rozbieralnosci kompleksu symplicjal-
nego, wzorujac sie na ich odpowiednikach dla przestrzeni Aleksandrowa.

Niech R bedzie pewna klasa retrakcji w kategorii komplekséw i odwzorowan
symplicjalnych, K niech bedzie kompleksem symplicjalnym, za$ L jego podkom-
pleksem. Kompleks K nazywamy R-rdzeniem, jesli nie istnieje r6zna od identycz-
nosci retrakcja p: K — p(K) nalezaca do R.

Mowimy, ze kompleks symplicjalny K jest R-rozbieralny do podkompleksu L, je-
zeli istniejq liczba porzadkowa g, ciag pozaskonczony (Ky) p<a POdkompleksow
K oraz nieskoriczenie skladalny ciag pozaskoriczony nalezacych do R retrakcji
(0p,p+1: Kp = Kpi1) p<ar ZWANY ciggiem R-rozbierajacym K do L, takie, ze:

— Ky =K;
— Ky = Ny<y Ky dla kazdej granicznej liczby porzadkowej ¢ < «;
- le - L.

Podobnie, méwimy ze kompleks K jest R-korozbieralny z L, o ile istniejq liczba
porzadkowa B, ciag pozaskonczony (Lg) o<p podkomplekséw K oraz ciag po-
zaskoniczony, zwany ciggiem R-korozbierajacym K z L, nalezacych do R retrakcji
(Gp+1,9: Lop+1 = Lg) o<p © nastepujacych wlasno$ciach:

— Lo=1L;
— Ly = Up<y Ly dla kazdej granicznej liczby porzadkowej ¢ < ;
— Lg =K.

Retrakcje p: K — p(K) taka, ze jej ztozenie 10 p: K — K z wlozeniem
1: p(K) <= K jest sasiednie z idgx, nazywamy retrakcjq sqsiedniq. Klase retrakgji
sasiednich oznaczmy przez Cp; Ca-rozbieralnoé¢ K do L oznaczamy symbo-
lem K N\, L, zas§ Ca-korozbieralnoéc K z L symbolem L ,” K. Ponadto
Ca-rozbieralno$é K do punktu oraz Ca-korozbieralnos$¢ K z punktu (nazywane
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rowniez krétko C o -rozbieralnoscia oraz C a-korozbieralnoécia) oznaczamy odpo-
wiednio symbolami K N\ *, * /" K.

Moéwimy, ze wierzchotek v € K jest zdominowany [31] przez wierzchotek
v € K, v # v,jezeli lkg(v) jest stozkiem o wierzchotku ¢/, tzn. {v'} U o jest
sympleksem w lkg (v) dla kazdego sympleksu o € lkg(v). Zdominowane wierz-
chotki sa ,,symplicjalnym odpowiednikiem” punktéw nieredukowalnych.

Jezeli v € K jest wierzchotkiem zdominowanym przez v’ € K, to retrakcje
sasiednia p: K — K — v zadana dla wierzchotka w € K wzorem

o(w) = {w dlaw # v,

v dlaw=v

nazywamy retrakcjq usuwajqcq wierzchotek zdominowany. Klase retrakcji usuwaja-
cych wierzchotek zdominowany oznaczamy symbolem Zx .

Moéwimy, ze kompleks symplicjalny nie zawiera nieskoriczonego sympleksu, jesli
nie istnieje nieskoriczony podzbiér S zbioru wierzchotkéw kompleksu K taki, ze
kazdy skoniczony, niepusty podzbiér zbioru S jest sympleksem K. Warunek ten
jest rownowazny temu, ze kazdy sympleks kompleksu K zawarty jest w maksy-
malnym sympleksie tego kompleksu. Zauwazmy, ze jesli v € K jest wierzchot-
kiem kompleksu K nie zawierajacego nieskoriczonego sympleksu, to v jest zdo-
minowany przez v’ € K wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy maksymalny sympleks
kompleksu K zawierajacy v zawiera réwniez v’ (por. [31, Remark 2.2]).

Lemat 2.3.2. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym, zas ¢: K — K odwzorowa-
niem symplicjalnym. Jesli ¢ jest sasiednie z idk, to kazdy wierzchotek v € K taki, ze
¢(v) # v, jest zdominowany przez wierzchotek ¢(v).

Dowdd. Zalézmy, ze ¢ jest sasiednie z idg. Rozwazmy wierzchotek v € K taki,
ze @(v) # v. Niech o bedzie sympleksem lkg(v). Zbior ¢(c U {v}) U (o U {v})
jest sympleksem w K, a zatem sympleksami w K sa réwniez jego podzbiory
{v} U{¢(v)} Uo oraz {¢(v)} Uo. Oznacza to, ze {¢(v)} U o jest sympleksem
kg (v). Wobec dowolnosci wyboru sympleksu o kompleks lkg(v) jest stozkiem
o wierzchotku ¢(v). Wierzchotek v jest zatem zdominowany przez ¢(v). O

Lemat 2.3.3. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym, zas L jego podkompleksem.
Wowczas K o\, L wtedy i tylko wtedy, gdy kompleks K jest Zx-rozbieralny do L.

Dowdd. Poniewaz Zp C Cp, to Za-rozbieralnosé K do L implikuje, ze K N\ L.

Dla dowodu przeciwnej implikacji rozwazmy Ca-retrakcje p: K — p(K).
Ustawmy wierzchotki kompleksu K nie nalezace do p(K) w ciag pozaskoniczony
(U¢)¢<a' Dla ¢ < a niech Ky = K— {vy : ¢ < ¢}.

Z lematu 2.3.2 wiemy, ze wierzchotek vy € K jest zdominowany przez p(vy).
Poniewaz wierzchotki vy, p(vy) € Ky, wierzchotek vy jest zdominowany przez
p(vy) réowniez w kompleksie K. Istnieje zatem T -retrakcja pg p+1: Ko — Kpy1
przeprowadzajaca vy na p(vy).
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Zauwazmy, ze nieskoniczone ztozenie O~ (0¢,¢ +1)0< p<a istnieje i jest rowne
retrakcji p. Jesli wiec K \J\, L, to kazda Cx-retrakcje w ciagu Ca-rozbierajacym
K do L zastapi¢ mozna ciagiem pozaskoriczonym 7 -retrakgji, uzyskujac w ten
sposob ciag Z-rozbierajacy K do L. O

Lemat 2.3.4 (por. [31, Propositions 2.7, 2.9]). Niech K bedzie kompleksem symplicjal-
nym. Nastepujqce warunki sq réwnowazne:

1) K jest Ca-rdzeniem;

2) nie istnieje zdominowany wierzchotek v € K, tzn. K jest I n-rdzeniem;

3) nie istnieje odwzorowanie symplicjalne ¢ : K — K takie, Ze ¢ S idg oraz ¢ # idg.

Dowdd. 1) = 2): Oczywiste, gdyz Zx C Ca.
2) = 3): Natychmiastowy wniosek z lematu 2.3.2.
3) = 1): Oczywiste. O

Rozbieralno$¢ przestrzeni Aleksandrowa jest blisko zwiazana z rozbieralno-
Scia kompleksow symplicjalnych.

Lemat 2.3.5 (por. [31, Theorem 4.14]). Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym, zas
L C K jego podkompleksem. Jezeli K \3\, L, to P(K) o\ P(L).
Niech X bedzie przestrzeniq Aleksandrowa bez nieskoriczonych taricuchéw, zas A C

X jej podprzestrzeniq. Jezeli X N\, A, to IC(X) N\ K(A).

Dowdd. Niech Ky bedzie podkompleksem K, za$ p: K — Ky retrakcja sasiednia.
Rozwazmy funkcje zachowujaca porzadek r;: P(K) — r,(P(K)) zadana dla o €
P(K) wzorem ry(c) = o Up(c). Oczywidcie r,(c) > o dla kazdego elementu

o € P(K). Ponadto

rp (rp(@)) = cUp(e) Up(eUp(0)
=cUp(e)Up(p(o)) =cUp(e)Up(o) = ry(0).

Odwzorowanie r;) jest zatem U-retrakcja. Funkcja

ry = P(p)| 11y (P(K)) = P(Ko)

jest D-retrakcja oraz P(p) = ry ory. Jesli zatem (pgp11: Kp — Kpi1) p<a JESt
ciagiem C-rozbierajacym K do L, to ciag (P (pgp+1) : P (Kp) = P (Kp11)) <
jest nieskoriczenie skiadalny, a po zastapieniu w nim, dla kazdej liczby porzad-
kowej ¢ < w, retrakqji P (0g,+1) para retrakcji r;)¢,<p+1’rg¢,¢+1 otrzymujemy ciag
(U U D)-rozbierajacy P(K) do P(L).

Z drugiej strony zauwazmy, ze jesli r: X — X ~ {x} jest retrakcja usuwajaca
punkt nieredukowalny x, to (x) ~ y dla kazdego elementu y € x1 U x]. Wobec
tego x jest wierzchotkiem zdominowanym przez r(x) w K(X). Odwzorowanie

K(r): K(X) = K(X ~ {x}) = K(X) - x
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jest wiec Za-retrakcja. Zalézmy, ze X N\, A. Na podstawie le-
matu 2.2.5 istnieja liczba porzadkowa « oraz pozaskoniczony ciag
(rpp+1: Xp = Xgi1) p<a Tetrakqji Z-rozbierajacy X do A. Wobec powyzszych

obserwadji (K (rp¢+1) : K (Xp) = K (Xp41)) p<a jest ciagiem Z-rozbierajacym
kompleks KC(X) do IC(A). O

Lemat 2.3.6. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym bez promieni, « liczbq porzad-
kowa, zas (Kgp) < zstepujacym ciagiem podkomplekséw K o tej wiasnosci, ze Ky = K
oraz Ky = (p<y Ky dla kazdej granicznej liczby porzadkowej ¢ < a. Wowczas
kaidy pozaskoriczony ciag Ca-retrakcji (0g,p+1: Kp = Kpt1) o< jest nieskoriczenie
sktadalny.

Dowdd. Ustalmy  liczbe porzadkowa  « oraz ciag Ca-retrakgji
(0pp1: Kp = Kpi1) e Clag (P (oggi1) 1 P (Kp) = P (Kpi1)) oo WY-
znacza ciag (U U D)-retrakgi okreslony jak w dowodzie lematu 2.3.5, ktory
wobec lematu 2.2.8 jest nieskoriczenie skladalny; nieskoriczenie skladalny jest
wiec takze ciag (p¢,¢+1)¢<a. O

Zwiazek pomiedzy C-rdzeniami przestr Aleksandrowa a Ca-rdzeniami kom-
plekséw symplicjalnych opisuje nastepujacy lemat.

Lemat 2.3.7 (por. [31, Proposition 4.17]). Niech K bedzie kompleksem symplicjalny.
Jezeli P(K) jest C-rdzeniem, to K jest Ca-rdzeniem.

Niech X bedzie przestrzeniq Aleksandrowa. Jezeli X jest C-rdzeniem, to KC(X) jest
Cn-rdzeniem. Jesli X nie zawiera nieskoriczonych ftaricuchéw oraz K(X) jest
Cn-rdzeniem, to X jest C-rdzeniem.

Dowdd. Z lematu 2.3.5 wynika natychmiast, ze jesli P(K) jest C-rdzeniem, to
K jest Ca-rdzeniem, oraz ze je$li X nie zawiera nieskoniczonych tanicuchéw
i K(X) jest CA-rdzeniem, to X jest C-rdzeniem.

Jezeli IC(X) nie jest Ca-rdzeniem, to wobec lematu 2.3.4 kompleks K(X) za-
wiera wierzchotek v zdominowany przez rézny od niego wierzchotek v’'. Ozna-
cza to, ze jesli o jest sympleksem KC(X) (czyli skoriczonym, niepustym faricuchem
zawartym w X) oraz v € 0, to c U {0’} € K(P). Wobec tego kazdy element x € X
poréwnywalny z v jest takze poréwnywalny z v’; w szczeg6lnosci v ~ v'. Dla
ustalenia uwagi zalézmy, ze v < v'. Odwzorowanie r: X — r(X) zadane dla

x € X wzorem
/

r(x) = v/, gdyo < x <0,
x  w przeciwnym wypadku

jest nietrywialng U-retrakcja. Wobec tego X nie jest C-rdzeniem. O
Istnieja skonczone kompleksy symplicjalne bedace Ca-rdzeniami, ktérych

uporzadkowane zbiory $cian nie sa C-rdzeniami (np. kompleks przedstawiony
w pracy Barmaka i Miniana [31, Example 2.13]).
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2.3.2. Mocny typ homotopijny komplekséw symplicjalnych

Niech K, L beda kompleksami symplicjalnymi. Méwimy, Ze K, L maja ten sam
mocny typ homotopijny, co oznaczamy przez K, )Q\L, gdy istnieja kompleksy
symplicjalne K = Ko, Ky, ..., K, = L takie, ze dla kazdego 0 < i < n ma miejsce
jedna z zaleznoSci:

KiNN Kiv1, Ki /27 Kip1, Ko N Ki, Ky 7K

Powyzsza definicja jest uogélnieniem (patrz wniosek 2.3.19) pojecia moc-
nego typu homotopijnego skoriczonych komplekséw symplicjalnych, wprowa-
dzonego przez Barmaka i Miniana [31, Definition 2.1]. Autor nie jest przekonany,
ze jest to ,wlasciwe” uogoélnienie. W niniejszej sekcji staramy sie uzasadnié przy-
jeta definicje w przypadku komplekséw symplicjalnych bez promieni.

Stwierdzenie 2.3.8 (por. [31, Remark 2.3]). Jesli kompleksy symplicjalne Ky, Ky sq
izomorficzne, to Ky /< Kp.

Dowdd. Zat6zmy, ze kompleksy symplicjalne Ky = (Vk,, Sk,), Ko = (Vk,, Sk,) sa
izomorficzne. Istnieje kompleks symplicjalny L = (Vp,Sy) izomorficzny z tymi
kompleksami oraz roztaczny z kazdym z nich. Niech i € {1,2}. Ustalmy izo-
morfizm symplicjalny ¢;: K; — L. Rozwazmy kompleks symplicjalny L; =
(V1.,S1,) o zbiorze wierzchotkéw Vi, = V. U Vp i zbiorze symplekséw

Si, = {o C V|, : istnieje sympleks T € Sk, taki, ze 0 C TU @;(7)}.

Okreslmy odwzorowania symplicjalne p;: L; — K; oraz pi: L; — L, dlav € Vj,
przyjmujac:

v dlav € Vg, i(v) dlave Vg,
pe) =1" pi(o) = 1 71
¢; (v) dlaveV, v dlav e V.

Nietrudno sprawdzié, ze p;, pf € Cp, a zatem

Ky /LN L /7 Ly N\ Ko O

Stwierdzenie 2.3.9. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym, zas L C K jego pod-
kompleksem takim, ze K )\, L lub L /. K. Wéwczas |L| jest mocnym retraktem
deformacyjnym |K]|.

Dowdd. Jezeli L /. K, to teza stwierdzenia wynika z lematéw 1.4.1, 1.4.18,
stwierdzenia 1.4.2, i prostej obserwagji, ze realizacja geometryczna retrakgji sa-
siedniej jest mocna retrakcja deformacyjna .

Jesli natomiast K N\, L, to istnieja liczba porzadkowa a oraz nie-
skoniczenie skiadalny ciag retrakcji (og,¢+1: Kg = Kp11) p— ktoéry Ca-rozbiera

K do L. Ich realizacje geometryczne ‘p¢,¢+1‘ : }K¢| — |K¢+1| sa mocnymi
retrakcjami deformacyjnymi. Dla kazdej liczby porzadkowej ¥ < a niech
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Ry = O (pgy +1)0<¢ <’ K — Ky. Wykazemy, ze dla kazdej liczby porzadkowej
i < a przeksztatcenie |Ry| : |[K| = |Ky| jest mocna retrakcja deformacyjna.

Ustalmy w tym celu ¢ < «. Jezeli p = 0, nie mamy czego dowodzi¢. Zat6ézmy,
ze | Ry | jest mocna retrakcja deformacyjna dla kazdej liczby porzadkowej ¢ < 1.
Jesli i jest nastepnikiem, = ¢ + 1, to |[Ry| = ‘p¢,¢+1‘ o |Rg| jest mocna retrakcja
deformacyjna jako ztozenie takich retrakcji.

Zal6zmy, ze 1 jest graniczna liczba porzadkowa. Jako retrakcja |Ry | indukuje
epimorfizm grup homotopii. Wykazemy, ze 7ty (|R¢ , xo) jest monomorfizmem
dla wszystkich k > 0 oraz xo € |K|. Ustalmy element [p] € 7,(|K]|, xo) reprezen-
towany przez ciagle przeksztalcenie p: S — |K|. Jezeli 7ty (|Ry|, x0) ([p]) = 0, to
istnieje homotopia H: §* x I — |Ky| miedzy funkdja |Ry| o p a odwzorowaniem
statym réwnym xo. Zauwazmy, ze zbiér p(S¥) C |K| jest zwarty, a zatem jest za-
warty w pewnym zwartym podkompleksie D C K (patrz lemat 1.4.5). Poniewaz
ciag Ca-rozbierajacy K do L jest nieskoriczenie skladalny, Ry | p=R | p dla pew-
nej liczby porzadkowej B < ¢, czyli |Ry| o p = |Rg| o p. Niechio lep} — |Kg
oznacza wiozenie. Ztozenie i o H jest homotopia miedzy |Rg| o p a przeksztat-
ceniem statym, co oznacza, ze 7y (|Rg|,x0) ([p]) = 0. Poniewaz 7t (|Rg|,xo)
jest z zatozenia indukcyjnego izomorfizmem, [p] = 0 w 7m(|K]|, xp). Zatem
Ty (|R¢ ,xo) jest izomorfizmem. Korzystajac z twierdzenia Whiteheada 1.4.8,
stwierdzenia 1.4.2 oraz lematu 1.4.1 otrzymujemy teze. O

Whiosek 2.3.10. Jezeli K, D\L, to |K| ~ |L|.

Uwaga 2.3.11. Nie jest prawda, ze jesli |[K| ~ |L|, to istnieja takie triangulacje K’, L’
wieloscianow |K|, |L|, ze K’ /)L’ Dowéd tego faktu odktadamy do strony 78.
Niech ¢,9: K — L beda odwzorowaniami symplicjalnymi. Méwimy, ze
odwzorowania ¢, sa co-sgsiednie, jesli istnieja liczba porzadkowa a oraz ciag
pozaskoniczony odwzorowan symplicjalnych (¢z: K — L) < ZWany Swiadkiem
oco-sgsiedztwa ¢ i1, takie, ze spelnione sa nastepujace warunki:
— Yo =9,
— P =;
— odwzorowania @z oraz @z sa sasiednie dla kazdej liczby porzadkowej
¢ <ua;
— dla kazdego wierzchotka v € K oraz kazdej granicznej liczby porzadkowej
v < w istnieje liczba porzadkowa ¢ < 7 o tej wlasnosci, ze ¢z(v) = @, (v)
dla kazdej liczby porzadkowej é < ¢ < 7.
Niech ~ bedzie najmniejsza relacja réwnowaznosci na zbiorze odwzorowarn sym-
plicjalnych K — L zawierajaca wszystkie pary (¢, ) odwzorowan co-sasiednich.

OczywiScie relacja X zawiera relacje ~. Ponadto, jezeli kompleksy K, L sa skon-
czone, to relacje te sa identyczne.
Nastepujaca obserwacja jest natychmiastowa konsekwencja powyzszej defi-
nicji.
Lemat 2.3.12. Jezeli ¢1, ¢2: K — L oraz 1, Pp: L — M sq odwzorowaniami sympli-
. . L o 0 L .. 0
cjalnymi takimi, Ze @1 ~ @o oraz Py ~ Py, to réwniez Py © ¢1 ~ Py © Py.
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Nie jest jasny zwiazek pomiedzy relacja ~ a relacja homotopii odwzorowar.
Ponizszy problem jest blisko zwiazany z pytaniami postawionymi przez Law-
sona [190, p. 837].

Problem 2.3.13. Czy dla odwzorowan f,g: X — Y przestrzeni Aleksandrowa
oraz odwzorowan symplicjalnych ¢, : K — L komplekséw symplicjalnych za-
chodzi ktéras z ponizszych implikacji:

— jezeli ¢ X ¢, to P(¢) ~ P(v);

— jezeli f ~ g,to K(f) ~ K(g);

— jezeli ¢ % ¢ to || ~ [y]?
Cojesli zatozymy dodatkowo, ze X, Y nie zawieraja promieni (albo, ogélniej, nie-
skoniczonych taricuchéw) oraz K, L nie zawieraja promieni (albo nieskoriczonych
symplekséw)?

Mozna jednak udowodnié, ze kompleksy mocno homotopijnie réwnowazne
o0 L .
sa ,,~-rOwnowazne” .

Stwierdzenie 2.3.14. Jezeli K, L sq kompleksami symplicjalnymi oraz K /)L, to ist-
nieja odwzorowania symplicjalne ¢: K — L, ¢: L — K takie, ze ¢ o ~ id; oraz
Ppoe@ R idg.

Dowdd. Wystarczy wykazaé, ze teza stwierdzenia jest prawdziwa w przypadku,

gdy KN\ LlubL /" K.

Zatozmy, ze K ™\, L. Istnieja zatem liczba porzadkowa a oraz ciag
(0pp+1: Kp — K¢+1)¢<a, ktory Ca-rozbiera K do L. Dla ¢ < a niech iy: Ky — K
oznacza wlozenie. Przyjmujemy ¢ = Q_>(p¢,¢+1)0 <p<a OTZ ¢ = iy. OczywiScie
¢ o = id;. Ciag pozaskoniczony

<i§ o O%(P¢,¢+1)o<¢<é>o<§<a

jest Swiadkiem oco-sasiedztwa odwzorowan idk oraz i, o R,.
Jezeli L /7 K, to istnieja liczba porzadkowa P oraz Ca-korozbierajacy
K z L ciag (Gp+1,9: Lo+1 — L‘P)¢</3' Dla ¢ < P niech ig: Ly — K oznacza
wlozenie. Przyjmujemy ¢ = O (cp+1,9) < p<p OTaZ Y = io. Zachodzi réwnos¢
poy =idy, aciag
: —

jest Swiadkiem oco-sasiedztwa odwzorowarn i o Sg oraz idk. O

Moéwimy, ze kompleks symplicjalny K jest lokalnie rdzeniem, jezeli dla kazdego
wierzchotka x € K istnieje skoficzony podzbiér LCI%(x) zbioru wierzchotkéw
kompleksu K o tej wlasnosci, ze dla kazdego podkompleksu L kompleksu K za-

) jako podkompleks zaden wierzchotek v € LCI%(x) nie jest

wierajacego K ’LCA (x
K

zdominowany w L.



2.3. ROZBIERALNOSC I MOCNY TYP HOMOTOPIJNY 75

Przestrzenie Aleksandrowa bedace lokalnie rdzeniami okreéliliSmy w sposéb,
ktéry na pierwszy rzut oka znaczaco rézni sie od definicji przyjetej dla komplek-
sow symplicjalnych. Istnieje jednak ich alternatywna charakteryzacja, podobna
do powyzszej definicji, ktérej podanie pozostawiamy jako ¢wiczenie dla zainte-
resowanego Czytelnika.

Nastepujace stwierdzenie jest odpowiednikiem twierdzenia 2.2.18.

Stwierdzenie 2.3.15. Jezeli kompleks symplicjalny K jest lokalnie rdzeniem, to nie ist-
nieje odwzorowanie symplicjalne ¥: K — K takie, ze  ~ idg oraz ¢ # idk.

Dowdd. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym, ktéry jest lokalnie rdze-
niem. Ustalmy odwzorowanie symplicjalne ¢: K — K. Zat6zmy, Ze istnieje ciag
pozaskoriczony odwzorowan symplicjalnych (¢z: K — K) <a bedacy $wiad-
kiem co-sasiedztwa idg oraz ¢ badZ co-sasiedztwa ¢ oraz idx. Przypusémy, ze
¢(x) # x dla pewnego wierzchotka x € K.

Ustalmy zbior LCI%(x). Poniewaz jest on skoniczony, istnieja liczby porzad-
kowe u,v < a takie, ze p = v+ 1badzv = p +1 (a zatem ¢,, ¢, sa odwzoro-
waniami sasiednimi) oraz (py‘ch 0 = lchf(x) 7+ (PV|LCI%(x)' Wybierzmy wierz-

chotek v € LCA(x) o tej wlasnosci, ze ¢,(v) # v, i rozwazmy kompleks L =

K !LC )U{ge(0)} Niech ¢ bedzie maksymalnym sympleksem kompleksu L za-

Wlera]acym wierzchotek v. Poniewaz ¢, jest sasiednie ¢, zbior (pv( YU @u(o ) =
@y (0) U 0 jest sympleksem w K. Wobec tego (¢, () Uc) N (LC (x) U{gu(v)})
jest sympleksem w L. Poniewaz zawiera on maksymalny sympleks o, jest mu
réwny, i stad ¢(v) € o¢. Oznacza to, ze wierzchotek v € LCI%(x) jest zdomi-
nowany w L przez ¢(v), co jest sprzeczne z wyborem zbioru LCI%(x). Zatem
¢(x) = x dla wszystkich wierzchotkéw x € X.

Wobec tego nie istnieje odwzorowanie symplicjalne 1: K — K takie, ze ¢ #
idg, ale ¢ ~ id. O

Nastepujacy fakt jest symplicjalnym odpowiednikiem stwierdzenia 2.2.19,
udowodnionego w pracach autora [129, 130]. Przedstawiona nizej metoda do-
wodu znaczaco jednak rézni sie od uzytej w tych pracach.

Stwierdzenie 2.3.16. Kompleks symplicjalny bez promieni bedacy C a-rdzeniem jest lo-
kalnie rdzeniem.

Dowdd. Zat6zmy, ze kompleks symplicjalny K bez promieni jest C-rdzeniem.
Niech K1) oznacza graf prosty bedacy szkieletem 1-wymiarowym kompleksu K.
Oczywiscie K1 jest grafem bez promieni. Przeprowadzimy indukcje pozaskon-
czona ze wzgledu na rzad ord (K(l)).

Jezeli ord (K(l)) = 0, to kompleks K jest skoriczony, jest wiec lokalnie rdze-
niem (gdyz mozemy dla kazdego wierzchotka x € K przyja¢ za LCI%(x) zbior
wszystkich wierzchotkéw K).
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Zal6zmy, ze stwierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich komplekséw sym-
plicjalnych bez promieni L takich, Zze ord (L(l)) < ord(K(l)). Ustalmy wierz-
chotek x € K. Dla kazdego wierzchotka v € ker (K(l)) istnieje nieskoniczenie
wiele sktadowych spéjnosci S grafu K1) —ker (K()) takich, ze {v,u(v,S)} € K()
dla pewnego wierzchotka u(v,S) € S. Wybierzmy dla kazdego wierzchotka
v € ker(K(1)) dwie spoéréd nich i oznaczmy zbiory ich wierzchotkéw przez
51(v), S2(v). Jezeli x ¢ ker(K()), dokonujemy tego wyboru w ten sposéb, ze
x € S1(v) dla pewnego v € ker(K()). Poniewaz zaden z wierzchotkéw v €
ker (K(l)) nie jest zdominowany w kompleksie K, dla kazdej pary wierzchot-
kéw v,w € ker(K)), v # w, istnieje maksymalny sympleks o(v,w) € K taki,
zev € o(v,w) oraz w ¢ o(v,w). Definiujemy skoriczone zbiory wierzchotkéw
grafu K(1:

Z = J{o(v,w) : v,w € ker(KW), 0 # w},
2 =J{s: k0| jest spsjna sktadowa (K —ker(K(V)) orazSNZ # @}

Niech L bedzie pelnym podkompleksem K indukowanym na zbiorze wierzchot-
kow
ker(KVYu |J  Si(v)uz.
ie{1,2},
veker (K(l))

Zauwazmy, ze ord (L)) < ord (K(") (por. [97, Corollary 3.8]).

Wykazemy, ze L jest Ca-rdzeniem. Przypusémy, ze tak nie jest. Na podstawie
stwierdzenia 2.3.4 istnieje wéwczas wierzchotek vy € L zdominowany w L przez
pewien wierzchotek wy € L~ {v}. Jezeli vy € S dla pewnej sktadowej sp6jno-
sci S grafu LV — ker(K(l)), to kg (vp) zawiera sie w podkompleksie K induko-
wanym na zbiorze wierzchotkéw grafu S U ker(K(l)). Stad lkg(vo) = lkr(vp).
Wobec tego v jest zdominowany w K, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze K jest
Ca-rdzeniem. Zatem vy € ker (K(l)). Z konstrukcji kompleksu L wierzchotek
wo ¢ ker(KM), gdyz o(vo, wp) jest sympleksem w L. Poniewaz wy ¢ ker(K(1)),
wierzchotek wy € S dla pewnej sktadowej spSjnosci S grafu L(Y) — ker(K(1).
Oczywiscie S # S1(vg) lub S # S(vp). Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze S #
S1(vo). Zatem {wy, u(vo, S1(vo)) } nie jest sympleksem w L, ale {vo, u(vg, S1(vp)) }
jest sympleksem w L, stad wierzchotek vy nie jest zdominowany przez w,. Wobec
tego nie istnieje wierzchotek zdominowany w L.

Udowodnili$my, ze L jest Ca-rdzeniem. Ponadto ord (L)) < ord(KM").
Z zatozenia indukcyjnego L jest lokalnie rdzeniem. Wybierzmy zbiory LCLA (x),
LCLA(w) oraz LCLA(u(v, Si(v))) dla wszystkich v € ker(KV), w € Z oraz
i € {1,2}. Przyjmujemy

LC(x) =LCo(x)U | LCE(u(o,Si(v))) U | LCE (w).
ie{1,2}, weZ
veker(K<1))
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Niech N bedzie podkompleksem K zawierajacym podkompleks K ‘LCA ()"

K
Analogicznie jak wyzej wykazuje sie, Ze nie istnieje wierzchotek kompleksu
LCI%(x) zdominowany w N. O

Z lematu 2.3.4 oraz stwierdzen 2.3.15, 2.3.16 otrzymujemy nastepujacy wnio-
sek.

Whniosek 2.3.17. Kompleks symplicjalny bez promieni K jest Ca-rdzeniem wtedy i tylko
wtedy, gdy nie istnieje odwzorowanie symplicjalne ¢: K — K takie, ze ¢ ~ idg oraz

¢ # idk.

Dla komplekséw symplicjalnych bez promieni mozna poda¢ analogiczna jak
dla przestrzeni Aleksandrowa bez promieni (twierdzenie 2.2.21) ,klasyfikacje”
mocnych typéw homotopijnych.

Stwierdzenie 2.3.18 (por. [31, Theorem 2.11]). Niech K, L bedq kompleksami sym-
plicjalnymi bez promieni. Istniejq wéwczas C-rdzenie K& C K, L¢ C L takie, ze
KN\ KCiLNN LC a ponadto nastepujace warunki sq réwnowazne:
1) K/ OQ\L;
2) istniejq odwzorowania symplicjalne ¢: K — L oraz ¢: L — K o tej wlasnosci, ze
pop ~Nidg oraz g o ~idy;
3) kompleksy symplicjalne K€, L sq izomorficzne.

Dowdd. Skonstruujemy za pomoca indukcji pozaskoniczonej liczbe porzadkowa
w oraz C-rozbierajacy K do C-rdzenia ciag retrakdji (0g,¢+1: Ko — Kp41) o<

Przyjmijmy Ko = K. Ustalmy liczbe porzadkowa ¢ > 0 i zal6zmy, ze kom-
pleksy Kz sa okreslone dla wszystkich liczb porzadkowych ¢ < ¢, zas odwzo-
rowania pg#11 sa okreslone, oile { +1 < ¢. Jesli ¢ jest graniczna liczba porzad-
kowa, przyjmujemy Ky = sy Kz. Zatézmy, ze ¢ = ¢ + 1 jest nastepnikiem.
Jezeli K¢ jest Cp-rdzeniem, przyjmujemy a = ¢ i koriczymy konstrukcje. W prze-
ciwnym wypadku istnieje nietrywialna retrakcja sasiednia p: Kg — L. Przyjmu-
jemy Ky = L oraz pgzy1 = p-

Na podstawie lematu 2.3.6 ciag (0¢,¢+1: Kp = Kp+1) p<a Jest nieskoriczenie
skladalny. Jest on zatem ciagiem C-rozbierajacym K do Ca-rdzenia K¢ = K,.
Tak samo L \\, LC.

Przystepujemy do dowodu réwnowaznos$ci warunkéw 1), 2), 3).

1) = 2): Stwierdzenie 2.3.14.

2) = 3): Poniewaz K \)\, K€ oraz L )\, LS, na podstawie stwierdze-
nia 2.3.14 istnieja odwzorowania symplicjalne px: K — K€, ix: K¢ — K oraz
pL: L — LS, 11 : LC — L takie, ze

oo . o .
Pk © tk ~ idk, Ik © px ~ idgc

o ., oo .
pL o ~idr, i opr ~idsc.
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Dla odwzorowan symplicjalnych ¢, jak w warunku 2), korzystajac z lematu
2.3.12, otrzymujemy:

(progoig)o(pxkoporr) ~idy,
(px oy our)o (pro@oig) ~idk.

Wobec wniosku 2.3.17 zachodzi réwnosé

(progoik) = (pxopou)™ !,

czyli kompleksy K¢, LC sa izomorficzne.

3) = 1): Jedli kompleksy symplicjalne K¢ oraz L sa izomorficzne, to ze
stwierdzenia 2.3.8 otrzymujemy K¢ OQLC. Ale K N3\, K&, L \}\, L, wiec
K, QL. O

Whiosek 2.3.19. Skoriczone kompleksy symplicjalne K, L sqa mocno homotopijnie réw-
nowazne w sensie Barmaka i Miniana [31, Definition 2.1] wtedy i tylko wtedy, gdy

KO0 L.

Dowdd. Skoriczone kompleksy symplicjalne K, L sa mocno homotopijnie réwno-
wazne w sensie Barmaka i Miniana wtedy i tylko wtedy, gdy ich Cx-rdzenie sa
izomorficzne [31, Theorem 2.11], co w potaczeniu ze stwierdzeniem 2.3.18 dowo-
dzi wniosku. O

Przystepujemy do zapowiedzianego wczeéniej dowodu uwagi 2.3.11.

Dowéd (uwagi 2.3.11). Niech K, L beda skoriczonymi kompleksami symplicjal-
nymi. Na podstawie wniosku 2.3.19 jezeli K/ <X\,L, to kompleks K jest mocno
homotopijnie réwnowazny L w sensie Barmaka i Miniana [31, Definition 2.1].
Autorzy ci wykazali, ze kompleksy K oraz L sa w tej sytuacji prosto homotopij-
nie rownowazne [31, Proposition 2.15]. Istnieja jednak zwarte wielo$ciany, ktére
sa homotopijnie réwnowazne, ale ktdre nie maja prosto homotopijnie réwnowaz-
nych triangulacji [61, (24.4)]; ich triangulacje nie moga zatem by¢ mocno homo-
topijnie rownowazne. [

Jako podsumowanie powyzszych rozwazan podajemy zwiazek miedzy moc-
nym typem homotopijnym komplekséw symplicjalnych bez promieni a typem
homotopijnym przestrzeni Aleksandrowa bez promieni.

Whiosek 2.3.20 (por. [31, Theorem 4.13]). Niech X,Y bedq przestrzeniami Aleksan-
drowa bez promieni. Jezeli X ~Y, to K(X) /)8 J(Y).

Niech K,L beda kompleksami symplicjalnymi bez promieni. Jezeli K, PQ\L, to
P(K) ~ P(L).

Dowdd. Jedli X ~ Y, to na podstawie stwierdzenia 2.2.21 istniejq podprzestrzenie
XC C X, YC C Y takie, ze X )\, X%, Y 0\, YC oraz X¢ ~ YC. Z lematu
2.3.5 otrzymujemy K (X) N\, K (X€) i £(Y) N\ K (Y©). Poniewaz kompleksy
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K (XC) ,IC (YC) sa izomorficzne, IC (XC) SN (YC) zgodnie ze stwierdzeniem
2.3.8. Zatem K(X) D0 (Y).

Z drugiej strony, jesli K, P>Q\ L, to na wobec stwierdzenia 2.3.18 istniejq izo-
morficzne kompleksy K¢ C K oraz L¢ C L takie, ze K \\, K¢ i L 3\, LC.
Z lematu 2.3.5 otrzymujemy P (K) \3\, P (K©), P(L) \o\ P (L©). Zatem

P(K) ~ P(K®) ~ P(LE) ~ P(L)

na podstawie wniosku 2.2.22. O

2.3.3. Stabsze formy rozbieralnosci komplekséw symplicjalnych

Kompleks symplicjalny K = (V, S) nazywamy lokalnie rozbieralnym, jezeli dla
kazdego skoriczonego podzbioru D C V istnieje skorficzony zbiér E C V taki, ze
D C E oraz K|E N\ k.

Nastepujaca obserwacja, uogoélniajaca wyniki znane dla skorficzonych kom-
plekséw symplicjalnych i czeSciowych porzadkéw [31, Theorem 4.15, Corollary
4.18], [91], okaze sie uzyteczna zaréwno przy poréwnaniu poje¢ lokalnej rozbie-
ralno$ci komplekséw symplicjalnych oraz przestrzeni Aleksandrowa, jak i w dal-
szej czeSci rozprawy.

Stwierdzenie 2.3.21 (por. [31, Theorem 4.15]). Niech K bedzie kompleksem sympli-
cjalnym bez promieni. Wéwczas K o\, * wtedy i tylko wtedy, gdy K(P(K)) N\ *.

Niech X bedzie przestrzeniq Aleksandrowa bez promieni. Wowczas X N\, * wtedy
i tylko wtedy, gdy P (K (X)) 3\ *.

Dowdd. Na podstawie lematu 2.3.5 jesli K \3\, *, to réwniez IC(P(K)) )\ *,
oraz jesli X N3\ *, to P(K(X)) 2\ *.

Zalézmy, ze IC(P(K)) 3\ *. Wobec stwierdzenia 2.3.18 istnieje Ca-rdzen
L C K taki, ze K 3\, L. Z lematu 2.3.5 otrzymujemy K(P(K)) \\, L(P(L)).
Kompleksy IC(P (L)) oraz K(P(K)) maja wiec ten sam mocny typ homotopijny,
a zatem IC(P (L)) \\ * na podstawie stwierdzenia 2.3.18.

Zgodnie z lematem 2.3.3 istnieje Za-rozbierajacy K(P(L)) do punktu
ciag (p¢,¢+1: Ly — L¢+1) p<a (zauwazmy, Ze przyjmujemy oznaczenie Ly =
IC(P(L))). Udowodnimy za pomoca indukcji pozaskoniczonej, ze dla kazdej
liczby porzadkowej ¢ < «, kazdego sympleksu o € max(P(L)) oraz kazdego
wierzchotka v € L sympleksy o oraz {v} sa wierzchotkami kompleksu Ly . Po-
niewaz kompleks L, sklada sie z jednego wierzchotka, oznaczalo to bedzie, ze
réwniez L sktada sie z jednego wierzchotka, czyli ze K \p\, L = *.

Oczywiscie dowodzona indukcyjnie teza jest prawdziwa dla ¢ = 0. Ustalmy
0 < ¢ < «izalézmy, ze jest ona prawdziwa dla wszystkich liczb porzadkowych
P < ¢. Jesli ¢ jest graniczna liczba porzadkowa, to teza indukcyjna dla ¢ wynika
natychmiast z definicji ciagu Z-rozbierajacego. Niech wiec ¢ = @ + 1 bedzie
nastepnikiem.
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Jezeli o = {vo, ..., Vgim(e) } € max(P(L)), to z zatozenia indukcyjnego o jest
wierzchotkiem kompleksu Ly. Wykazemy, ze wierzcholek ten nie jest w Ly zdo-
minowany, co bedzie oznaczato, ze 0 nalezy réwniez do L. Jezeli dim(c) =0, to
lkLl,,(U') = @, wiec wierzchotek ¢ € Ly nie jest zdominowany; mozemy wiec
zaklada¢, ze dim(c) > 0. Zauwazmy, ze z zalozenia indukcyjnego {v;} jest
wierzchotkiem kompleksu Ly dla kazdego i = 0,...,dim(c). Ponadto {{v;},c}
jest sympleksem w Lg. Poniewaz Ly jest pelnym podkompleksem Ly, sympleks
{{vi}, o} nalezy do Ly. Zatem {v;} € lk., (o). Przypusémy, Ze o jest wierz-
chotkiem zdominowanym w Ly przez pewien wierzchotek 7 # ¢ tego kom-
pleksu. Wobec tego T € lki, () oraz {{v;}, T} jest sympleksem w Ly dla kaz-
degoi = 0,...,dim(c). To oznacza, ze v; € T dla kazdego i = 0,...,dim(0),
wiec o C 7. Ale 0 jest maksymalnym sympleksem, wiec T = 0, co jest sprzeczne
z wyborem 7. Wierzchotek ¢ nie jest zatem zdominowany w Ly.

Jesli v jest wierzchotkiem L, to z zatozenia indukcyjnego {v} jest wierz-
chotkiem Ly. Wykazemy, ze nie jest on zdominowany. Mozemy zaklada¢, ze
{v} &€ max(P(L)), gdyz ten przypadek zostat juz rozpatrzony wyzej. Niech
M = {0 € max(P(L)) : v € ¢}. Z zalozenia indukcyjnego kazdy sympleks
0 € M jest wierzchotkiem Ly. Ponadto {o, {v}} jest sympleksem L dla kazdego
o € M, wiec o € Ik, ({v}). Przypusémy, ze {v} jest wierzchotkiem zdomino-
wanym w Ly przez pewien wierzchotek T # {v}. Wéwczas T € lkpy({v}),
wiec {v} C 7, oraz {7,0} jest sympleksem Ly, czyli T C ¢, dla kazdego sym-
pleksu o € M. Wybierzmy wierzchotek w € 7, w # v. Poniewaz w € ¢ dla
kazdego maksymalnego sympleksu ¢ zawierajacego v, wierzchotek v jest zdomi-
nowany w kompleksie L przez wierzchotek w, co jest sprzeczne z tym, ze L jest
Ca-rdzeniem.

ZakonczyliSmy dowdd pierwszej czesci stwierdzenia.

Zal6zmy, ze P(K(X)) 0\ *. Wiemy z twierdzenia 2.2.21, ze X “\J\, Y dla
pewnego C-rdzenia Y C X. Zlematu 2.3.5 otrzymujemy P (IC(X)) N\ P(K(Y)).
Poniewaz P (K (X)) jest przestrzenia $ciagalna, $ciagalna jest rowniez przestrzeni
P(K(Y)) (patrz wniosek 2.2.22). Zatem P(K(Y)) \J\ * na podstawie twierdze-
nia 2.2.21. Wobec lematu 2.3.5 mamy réwniez KC(P(KC(Y))) o\ *. Korzystajac
z pierwszej czedci dowodu otrzymujemy K(Y) 3\, *. Przestrzen Y jest jednak
C-rdzeniem, wiec na podstawie lematu 2.3.7 kompleks K(Y) jest Ca-rdzeniem.
Kompleks IC(Y) sktada sie zatem z jednego wierzchotka; stad Y jest przestrzenia
jednoelementowa. O

Problem 2.3.22. Czy stwierdzenie 2.3.21 uogolnia sie na kompleksy symplicjalne
bez nieskoniczonych symplekséw i przestrzenie Aleksandrowa bez nieskonczo-
nych faricuchéw, badZ na dowolne kompleksy symplicjalne i przestrzenie Alek-
sandrowa?

Stwierdzenie 2.3.23. Jezeli kompleks symplicjalny K jest lokalnie rozbieralny, to prze-
strzen Aleksandrowa P (K) jest lokalnie rozbieralna.

Przestrzeni Aleksandrowa X jest lokalnie rozbieralna wtedy i tylko wtedy, gdy kom-
pleks symplicjalny IC(X) jest lokalnie rozbieralny.
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Dowéd. Ustalmy lokalnie rozbieralny kompleks symplicjalny K. Niech D C P(K)
bedzie skoriczonym podzbiorem. Zbitr

D’ = min ( U x¢>

xeD

jest skoriczony i zawiera sie w zbiorze wierzchotkéw kompleksu K. Istnieje zatem
zawierajacy D', skoriczony zbior E wierzchotkéw tego kompleksu o tej wlasnosci,
ze K|, 0\ *. Na podstawie lematu 2.3.5 mamy P (K|.) \\ *; ponadto D C
P(K| £) € P(K). Przestrzen P(K) jest zatem lokalnie rozbieralna.

Ustalmy przestrzen Aleksandrowa X. Zal6zmy, ze jest ona lokalnie rozbie-
ralna. Zbiorem wierzchotkéw kompleksu K(X) jest z definicji X. Niech D C X
bedzie skoriczonym zbiorem. Istnieje skoriczony, Z-rozbieralny zbiér E C X za-
wierajacy D. Z lematu 2.3.5 otrzymujemy K(E) \\ *. Ale K(E) = K(X)|,.
Kompleks (X) jest zatem lokalnie rozbieralny.

Zat6zmy teraz, ze kompleks symplicjalny K(X) jest lokalnie rozbieralny.
Niech D C X bedzie skoficzona podprzestrzenia. Istnieje skoriczony zbiér E C X
o tej whasnosci, ze kompleks KC(X)|. = K(E) jest Zp-rozbieralny. Korzystajac
z lematu 2.3.5 otrzymujemy P (K(E)) o\ * i w konsekwengji E \}\, * na pod-
stawie stwierdzenia 2.3.21. Przestrzeni X jest wobec tego lokalnie rozbieralna. [l

Stwierdzenie 2.3.24. Kompleks symplicjalny bez promieni K jest lokalnie rozbieralny
wtedy i tylko wtedy, gdy K “\p\ *.

Dowdéd. Jezeli kompleks symplicjalny bez promieni K jest lokalnie rozbieralny, to
na podstawie stwierdzenia 2.3.23 lokalnie rozbieralny jest czeSciowy porzadek
P(K). Wobec wniosku 2.2.32 porzadek P(K) \J\, %, a zatem IC(P(K)) o\ *
zgodnie z lematem 2.3.5. To jednak na podstawie stwierdzenia 2.3.21 oznacza, ze

Z drugiej strony, jezeli K )\, *, to istniejq liczba porzadkowa « oraz
C p-rozbierajacy kompleks K do punktu ciag (0g,¢+1: Ky — Kg41),_ . Dla skon-

Pp<a
czonego zbioru wierzchotkéw E kompleksu K niech

D= OH(P¢,¢+1)0<¢<¢ (E).

Pp<wo

Zbi6r D jest skoriczony oraz K|, 2\ *. O






ROZDZIAL 3

Dyskretna teoria Morse’a

W biezacym rozdziale dowodzimy uogélnienia gléwnego twierdzenia dyskretnej
teorii Morse’a, pozwalajacego w pewnych sytuacjach zbudowaé CW kompleks ho-
motopijnie réwnowazny danemu niezwartemu, regularnemu CW kompleksowi,
skladajacy sie z tzw. komoérek krytycznych. Podajemy algebraiczna wersje tego
twierdzenia. Jako wniosek otrzymujemy dyskretne nieréwnosci Morse’a. Wyniki
te formulujemy przy uzyciu pojecia skojarzenia Morse’a.

Podajemy takze lematy pozwalajace modyfikowaé skojarzenie Morse’a celem
usuniecia tzw. promieni malejacych oraz kryteria pozwalajace rozpozna¢ CW
kompleksy z koinierzykiem na zewnatrz i do wewnatrz. Badamy zwiazki
skojarzefi Morse’a z tzw. uogoélnionymi dyskretnymi funkcjami Morse’a. Jezyk
dyskretnej teorii Morse’a stosujemy do opisu wlasnoéci Scietych krat bez dopet-
nien.

Rozdziat oparty jest czeSciowo na artykule autora rozprawy [133] i uogdélnia wyniki
zawarte w pracach kilku innych autoréw [2,9,11,17,81,85].

W rozdziale 2 rozwazaliémy metode upraszczania struktury kompleksu sym-
plicjalnego przy zachowaniu kombinatorycznej wlasnosci zwanej mocnym ty-
pem homotopijnym. W biezacym rozdziale zamujemy sie¢ w pewnym stopniu
podobna technika, inspirowana teoria Morse’a na rozmaitosciach gtadkich, ktéra
pozwala zredukowac liczbe komérek CW kompleksu przy zachowaniu jego typu
homotopijnego.

Przypomnijmy, ze klasyczna teoria Morse’a [22,155] wiaze punkty krytyczne
gladkiej funkcji M — IR, okreslonej na gtadkiej rozmaitosci M, z topologia tej
rozmaito$ci. Zostata ona zapoczatkowana w pierwszej potowie XX wieku przez
Morse’a [159] i stanowi uzyteczne narzedzie, wykorzystywane w geometrii, to-
pologii i fizyce teoretycznej. Jeden z podstawowych wynikéw tej teorii stwier-
dza istnienie homotopijnej réwnowaznosci pomiedzy rozmaitos$cia M a pewnym
CW kompleksem, ktérego d-wymiarowe komorki sa we wzajemnie jednoznacz-
nej odpowiedniosci z punktami krytycznymi o indeksie d funkcji Morse’a na M,
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tj. gladkiej funkcji M — IR, ktorej wszystkie punkty krytyczne sa niezdegenero-
wane.

W latach 90-tych ubieglego wieku Forman [81] zaproponowat dyskretny
odpowiednik tej teorii, w ktérym rozmaitos$ci zastapione zostaly zwartymi
CW kompleksami, za$ gladkie funkcje Morse’a odwzorowaniami ze zbioru ko-
moérek CW kompleksu w zbidr liczb rzeczywistych o odpowiednich wiasno-
Sciach. Ta dyskretna teoria Morse’a znalazta liczne zastosowania, przykladowo
w kombinatoryce [116], topologii obliczeniowej [104, 195], algebrze przemien-
nej [114], analizie obrazéw [191], fizyce [71], teorii grup [74]. Mozna przypusz-
czaé, iz powodem jest jej prostota, fatwos¢ implementacji komputerowej (teoria
ta dotyczy wszak obiektow skonczonych), a takze mozliwoé¢ uzyskania przy
jej uzyciu rezultatow poréwnywalnych z osiaganymi przez klasyczna teorie
Morse’a [33,89].

Gléwnym twierdzeniem dyskretnej teorii Morse’a bywa nazywany wynik
Formana [81, Corollary 3.5] pozwalajacy dla regularnego, zwartego CW kom-
pleksu X z zadana dyskretna funkcja Morse’a znalez¢ homotopijnie rtéwnowazny
mu CW kompleks, ktérego d-wymiarowe komorki sa, dla kazdego d € IN, we
wzajemnie jednoznacznej odpowiednio$ci z tzw. d-wymiarowymi komoérkami
krytycznymi kompleksu X wzgledem tej dyskretnej funkcji Morse’a. Jako wnio-
sek z tego twierdzenia Forman [81, Corollaries 3.6, 3.7] otrzymat dyskretne nie-
réwnosci Morse’a, wiazace liczby Bettiego CW kompleksu z liczba jego komoérek
krytycznych wzgledem dyskretnej funkcji Morse’a zadanej na tym CW komplek-
sie.

Dyskretna teoria Morse’a doczekata sie kilku uogdlnieni i alternatywnych sfor-
mulowan. Przykladowo: Forman [82-84] rozszerzyl swoja pierwotna teorie; Freij,
Jollenbeck, Kozlov i Skoldberg [87,114,126,214] podali jej wersje algebraiczne;
Minian [157] zastapit regularne CW kompleksy pewna klasa czesciowych po-
rzadkéw, zawierajaca klase porzadkéw Scian regularnych CW komplekséw; Cha-
riemu [55] przypisuje sie sformulowanie gléwnych wynikéw teorii w jezyku
skojarzen w diagramie Hassego uporzadkowanego zbioru $cian rozwazanego
CW kompleksu.

Stosunkowo niewielka cze$¢ badan zwiazanych z dyskretna teoria Morse’a
dotyczy niezwartych CW komplekséw. Forman [85] postawil pytanie o uogol-
nienie swoich wynikéw na niezwarte CW kompleksy. Zaproponowat takze cze-
Sciowe rozwiazanie tego zagadnienia przy pomocy tzw. wlasciwych dyskretnych
funkcji Morse’a, ktére jednak uznat za niesatysfakcjonujace. W serii prac [8-13]
Ayala i jego wspotpracownicy uzyskali miedzy innymi nieréwnosci Morse’a
dla pewnej klasy dyskretnych funkcji Morse’a na niektérych lokalnie skoriczo-
nych, co najwyzej 2-wymiarowych kompleksach symplicjalnych. Prace doty-
czace algebraicznej wers;ji teorii [87,114,126,214] omawiaja przypadki nieskon-
czenie generowanych komplekséw taricuchowych i podaja dla nich, przy pew-
nych zatozeniach, algebraiczna wersje gléwnego twierdzenia dyskretnej teorii
Morse’a. W trakcie przygotowywania rozprawy autor dowiedziat sie o artykule
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K.S. Browna [48] z 1992 roku, w ktérym udowodnione (i zastosowane do uprasz-
czania struktury przestrzeni klasyfikujacych grup i monoidéw) zostalo giéwne
twierdzenie dyskretnej teorii Morse’a dla nieskoficzonych zbioréw symplicjal-
nych. (Wczesniej podobna technike wykorzystali Brown i Geoghegan [49].) Wy-
niki Browna poprzedzily odkrycia Formana; by¢ moze ze wzgledu na mniej
,chwytliwa” terminologie nie sa szerzej znane. Rdwniez stosunkowo p6zno au-
tor poznat wyklad P. Orlika i V. Welkera [170], zawierajacy dowdd gltéwnego
twierdzenia dyskretnej teorii Morse’a dla niezwartych CW komplekséw. Praca
autora [133], na ktérej w duzej mierze opiera sie biezacy rozdziat, od wynikéw
Browna [48] oraz Orlika i Welkera [170] r6zni sie przede wszystkim nieco stab-
szymi zalozeniami, przy ktérych dowodzi sie w niej gldéwnego twierdzenia dys-
kretnej teorii Morse’a, jak rowniez rozpatrywana klasa obiektéw: obok CW kom-
plekséw autor dowodzi twierdzenia dla wprowadzonych przez Miniana [157]
tzw. dopuszczalnych nieskoriczonych czeSciowych porzadkéw. (Wspomnieé na-
lezy, ze dyskretnej teorii Morse’a uzywali do badania niezwartych przestrzeni
takze Mathai i Yates [145], lecz w innym duchu, niz prezentujemy to w tym roz-
dziale.)

Najwazniejszy wynik rozdzialu stanowi twierdzenie 3.4.7, tj. gléwne twier-
dzenie dyskretnej teorii Morse’a dla tzw. skojarzern Morse’a bez promieni male-
jacych na h-regularnych cze$ciowych porzadkach [157], czyli obiektach ogdlniej-
szych niz regularne CW kompleksy. (Twierdzenie to, udowodnione w publikacji
autora [133], jest podobne do wynikéw Browna [48, Proposition 1] oraz Orlika
i Welkera [170, Theorem 4.2.14]). Wniosek 3.4.8, uzyskany z niego przy uzyciu
techniki ,,odwracania promieni” (stwierdzenie 3.3.7), dotyczy skojarzeri Morse’a
o skoriczonej liczbie klas rownowaznos$ci promieni malejacych i jest dzieki temu
ogOlniejszy niz twierdzenia Browna [48] oraz Orlika i Welkera [170]; wynikaja
z niego réwniez gtéwne wyniki prac Ayali i wspoétpracownikéw [9, 11]. Naj-
istotniejszymi nowosciami rozdziatu w stosunku do wspomnianej publikacji au-
tora [133] sa, obok bardziej eleganckich i dopracowanych dowodéw, twierdzenia
3.6.11 oraz 3.6.13, dotyczace co-zgniatalnosci komplekséw symplicjalnych stowa-
rzyszonych ze Scietymi kratami bez dopelniern. Uogdlniaja one rezultaty uzy-
skane przez Baclawskiego [17] oraz Kozlova [125]. W ich dowodzie wykorzy-
stuje sie powigqzania pomiedzy dyskretna teoria Morse’a a (ko)rozbieralnoscia.
Ciekawe i warte rozwiniecia wydaja sie rowniez wyniki wiazace dyskretna teo-
rie Morse’a z topologia w nieskoriczonosci (stwierdzenia 3.7.1, 3.7.5).

Struktura rozdziatu jest nastepujaca. W podrozdziale 3.1, majacym charak-
ter wprowadzenia i nie zawierajacym nowych wynikéw, przypominamy podsta-
wowe twierdzenia gladkiej oraz dyskretnej teorii Morse’a i dokonujemy kroét-
kiego ich poréwnania. Nastepnie w podrodziale 3.2 wprowadzamy kluczowe
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dla dalszej czeSci rozdzialu pojecia skojarzenia Morse’a na czeSciowym po-
rzadku i promienia malejacego. Podrozdziat 3.3 zawiera wazne wyniki pozwa-
lajace modyfikowaé¢ dane skojarzenie Morse’a celem ,usuniecia” indukowa-
nych przez nie promieni malejacych. Uogdlnienie gtéwnego twierdzenia dys-
kretnej teorii Morse’a na obiekty niezwarte (nieskoriczone) stanowi temat pod-
rodziatu 3.4. W podrozdziale 3.5 czynimy uwagi odnoénie algebraicznej wersji
gléwnego twierdzenia dyskretnej teorii Morse’a. Podrozdziat 3.6 dotyczy poje-
cia co-zgniatalnosci, stanowiacego uogoélnienie zgniatalnos$ci regularnego, zwar-
tego CW kompleksu. Przedstawiamy jego zwiazki z (ko)rozbieralnoscia, ktére
nastepnie wykorzystujemy dowodzac co-zgniatalno$ci komplekséw symplicjal-
nych stowarzyszonych z nieskoniczonymi kratami bez dopetiert. W podroz-
dziale 3.7 stosujemy dyskretna teorie Morse’a do opisu wlasnosci topologii w nie-
skoniczonosci. Rozdziat koficzymy znajdujacymi sie w podrozdziale 3.8 uwagami
o zwiazku pojecia skojarzenia Morse’a z uogélnionymi dyskretnymi funkcjami
Morse’a.

3.1. KLASYCZNE TEORIE MORSE’A: GEADKA ORAZ DYSKRETNA

W tym podrozdziale przypominamy, w oparciu o ksiazke Milnora [155], prace
Formana [81] i Jollenbecka [114], niekt6re podstawowe twierdzenia gladkiej teorii
Morse’a oraz ich dyskretne odpowiedniki, a nastepnie, korzystajac z wynikéw
Benedettiego [33], krotko poréwnujemy te dwa podejscia.

3.1.1. Gtadka teoria Morse'a

Teoria Morse’a, wiazaca punkty krytyczne odwzorowania gladkiej rozmaito-
Sci w zbidr liczb rzeczywistych z topologia tej rozmaitoéci, zapoczatkowana ba-
daniami Morse’a [159], stanowi wazne narzedzie topologii geometrycznej i r6z-
niczkowej. Klasyczne wprowadzenie do tej teorii, na ktérym opiera sie niniejsza
sekcja, stanowi ksiazka Milnora [155]; interesujace wydaja sie réwniez nowsze
wydawnictwa [22,162]. Ponizej ograniczamy sie do podania tych jej wynikéw,
ktore sa kluczowe z punktu widzenia niniejszej rozprawy.

Zakladamy znajomos$¢ podstawowych poje¢ topologii rézniczkowej. Przez
gladkie rozmaitosci i odwzorowania rozumiemy rozmaitosci (bez brzegu, o ile
nie zaznaczono inaczej) i odwzorowania klasy C®.

Niech M bedzie gladka, n-wymiarowa rozmaitoscia, zas$ f: M — R gltadkim
przeksztalceniem. Méwimy, ze p € M jest punktem krytycznym funkdji f, jezeli
homomorfizm T, f: TyM — T, R przestrzeni stycznych jest zerowy.

Jesli na pewnym otoczeniu U punktu p € M zadamy lokalne wspoéirzedne
(x!,...,x™"), to krytycznoéé punktu p jest rownowazna nastepujacym réwno-
S

ciom:
f (O
ox! © o oxn

(p) =0.
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Dla 2 € R wprowadzmy oznaczenie M(a) = {x € M : f(x) < a}. Jesli
a nie jest wartoécia krytyczna funkdji f (tzn. zbiér f~1(a) nie zawiera punktéw
krytycznych), to M(a) C M jest gtadka rozmaitoscia z brzegiem. Ponadto brzeg
rozmaitosci M(a), réowny f~1(a), jest gladka podrozmaito$cia M.

Punkt krytyczny p € M nazywamy niezdegenerowanym, gdy macierz

02 f
[axiaxj (p)} i,j=1,..n

jest nieosobliwa. (Definicja nie zalezy od wyboru lokalnych wspétrzednych.)

Lemat 3.1.1 (Morse’a, [155, Lemma 2.2]). Niech M bedzie gtadka rozmaitosciq, zas
p € M niezdegenerowanym punktem krytycznym gladkiej funkcji f: M — RR. Istniejq
wéwezas otwarte otoczenie U punktu p oraz lokalny uklad wspétrzednych (y',...,y")
na U takie, ze y (p) = 0 dla wszystkich j =1,...,n oraz

F=f) =) = = ) ) ()
na U dla pewnej liczby 0 < i < n.

Liczbe i z powyzszego lematu nazywamy indeksem niezdegenerowanego
punktu krytycznego p.

Whiosek 3.1.2 ([155, Corollary 2.3]). Niezdegenerowane punkty krytyczne gtadkiego
odwzorowania gtadkiej rozmaitosci w zbidr liczb rzeczywistych sa izolowane.

Punkty krytyczne gladkiej funkgji f: M — R maja zwiazek z typem homoto-
pijnym rozmaitosci M.

Twierdzenie 3.1.3 ([155, Theorem 3.1]). Niech M bedzie gltadkq rozmaitoscia, zas
f: M — R gladkim przeksztatceniem. Jesli a,b € R, a < b oraz zbiér f~'([a,b])
jest zwarty i nie zawiera punktow krytycznych funkcji f, to rozmaitosé z brzegiem M (a)
jest dyfeomorficzna z rozmaitosciq z brzegiem M(b), a ponadto jest jej mocnym retraktem
deformacyjnym.

Twierdzenie 3.1.4 ([155, Theorem 3.2]). Niech M bedzie gladka rozmaitosciq, zas p €
M niezdegenerowanym punktem krytycznym o indeksie i gladkiej funkcji f: M — R.
Jezeli dla pewnego € > 0 zbior f~1([f(p) —e€, f(p) + €]) jest zwarty i nie zawiera punk-
tow krytycznych innych niz p, to dla wszystkich odpowiednio matych € > 0 rozmaitosé
M(f(p) + €) ma typ homotopijny przestrzeni powstatej przez doklejenie i-wymiarowej
komérki do rozmaitosci M(f(p) — €).

Jezeli M jest gladka rozmaitoscia, za$ f: M — R gladkim odwzorowaniem, to
f nazywamy funkcjq Morse’a, o ile wszystkie punkty krytyczne tej funkcji sa nie-
zdegenerowane. Dla funkcji Morse’a f: M — R przez m{ (M) oznaczamy liczbe
niezdegenerowanych punktéw krytycznych funkcji f o indeksie i. OczywiScie

mf(M) =0dlai > dim(M).

1
W oparciu o wniosek 3.1.2 oraz twierdzenia 3.1.3, 3.1.4 udowodni¢ mozna

nastepujacy wynik.
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Twierdzenie 3.1.5 ([155, Theorem 3.5]). Jezeli f: M — R jest okreslong na gtadkiej
rozmaitosci M funkcja Morse’a oraz dla kazdego a € R zbiér M(a) C M jest zwarty, to
M ma typ homotopijny CW kompleksu, ktory dla kazdego i € IN ma doktadnie m{ (M)
komérek i-wymiarowych.

Whniosek 3.1.6 (Nier6wnosci Morse’a, [155, Section 1.5]). Niech M bedzie gladka,
zwartq rozmaitosciq, zas f: M — R funkcjq Morse’a. Dla kazdego n € IN zachodza
nieréwnosci

(1) () > 1 (1) Bi(M)

1
oraz

my(M) > Bu(M).
Ponadto charakterystyka Eulera rozmaitosci M wyraza si¢ wzorem

dim (M) .
X(M) = T (=1)mh(M).
i=0

Okresli¢ mozna tzw. homologie Morse’a gltadkiej, zwartej rozmaitosci, izomor-
ficzne jej homologiom singularnym, a bedace homologiami pewnego wolnego
kompleksu faricuchowego (wystepujacego w ré6znych wariantach, pochodzacych
od Morse’a, Thoma, Smale’a, Milnora, Wittena, Floera), generatory ktérego utoz-
samia¢ mozna z punktami krytycznymi funkcji Morse’a zadanej na tej rozmaito-
Sci. Bardziej szczegb6towe omoéwienie tego typu konstrukcji wymagatoby znacz-
nego odbiegniecia od zasadniczej tematyki rozprawy. Zainteresowanego Czytel-
nika odsytamy do literatury [22,162].

3.1.2. Dyskretna teoria Morse’a dla skoriczonych CW komplekséw

Dyskretna teoria Morse’a wprowadzona zostata jako kombinatoryczny odpo-
wiednik klasycznej teorii Morse’a przez Robina Formana [81], na artykule kto-
rego w znacznym stopniu opiera sie biezaca sekcja. Dobre wprowadzenie do tej
teorii stanowiq réwniez pdZniejsza praca Formana [85], a takze inne opracowa-
nia, np. [42,124,170]. (Kilku autoréw niezaleznie uzyskalo zblizone do Formana
wyniki [37,38,48,115]; w tym kontekscie zob. tez [20,43,139].)

Niech X bedzie regularnym CW kompleksem. Funkcje f: P(X) — R ze
zbioru komérek CW kompleksu X w zbiér liczb rzeczywistych nazywamy dys-
kretng funkcjqa Morse’a, jezeli dla kazdej komoérki o kompleksu X zbiory

up(o) ={t >0 f(1) < f(o)},
de(o) ={t < 0o:f(1) = f(0)}

sa co najwyzej jednoelementowe.

Lemat 3.1.7 ([81, Lemma 2.5]). Niech f: P(X) — R bedzie dyskretnq funkcjq Morse’a
na reqularnym CW kompleksie X. Wowczas dla kazdej komérki o € P(X) co najwyzej
jeden ze zbiorow ug(0),ds(0) jest niepusty.



3.1. KLASYCZNE TEORIE MORSE’A: GEADKA ORAZ DYSKRETNA 89

Komoérke o € P(X) nazywamy krytyczng wzgledem dyskretnej funkgji
Morse’a f: P(X) — R, gdy ug(0) = d¢(0) = @. Jezeli dla pewnej liczby ¢ € R
istnieje komoérka krytyczna o € f~1(c), to c nazywamy wartosciq krytyczng funkdji
f.

Dla regularnego CW kompleksu X, dyskretnej funkcji Morse’a f: P(X) — R
oraz ¢ € R rozpatrzmy podkompleks kompleksu X zadany wzorem

Xe)= U Uw

f(r)<coCr

to znaczy najmniejszy podkompleks zawierajacy wszystkie te komoérki, na kto-
rych funkcja f przyjmuje warto$¢ co najwyzej c.

Nastepujace twierdzenia sa dyskretnymi odpowiednikami twierdzen 3.1.3,
3.14.

Twierdzenie 3.1.8 ([81, Theorem 3.3]). Niech X bedzie zwartym, reqularnym CW
kompleksem, zas f: P(X) — R dyskretng funkcja Morse’a. Jezelia,b € R, a < b oraz
przedziat [a, b nie zawiera wartosci krytycznych funkcji f, to X(b) N\, X(a).

Twierdzenie 3.1.9 ([81, Theorem 3.4]). Niech X bedzie zwartym, reqularnym CW
kompleksem, f: P(X) — R dyskretng funkcjqa Morse’a, zas ¢ € P(X) komorka kry-
tyczng wzgledem f. Jezeli dla a,b € R, a < b, jedynq komdrkq krytycznaq nalezacq do
zbioru f~1[a,b] jest o, to kompleks X(b) jest homotopijnie réwnowazny CW komplek-
sowi powstatemu przez doklejenie dim (o )-wymiarowej komdrki do kompleksu X (a).

Dla i € IN oznaczmy przez c{ (X) liczbe i-wymiarowych komorek krytycz-
nych kompleksu X wzgledem dyskretnej funkcji Morse’a f: P(X) — R. Do-
wod nastepujacego twierdzenia, czasem nazywanego gléwnym twierdzeniem
dyskretnej teorii Morse’a i bedacego odpowiednikiem twierdzenia 3.1.5, opiera
sie na twierdzeniach 3.1.8, 3.1.9.

Twierdzenie 3.1.10 ([81, Corollary 3.5]). Zwarty, reqularny CW kompleks X z zadanq
dyskretnq funkcjq Morse’a f ma typ homotopijny CW kompleksu, ktéry dla kazdego i €

IN ma doktadnie c{ (X) komérek i-wymiarowych.

Uogolnienie twierdzenia 3.1.10 na nieskoriczone CW kompleksy stanowi je-
den z gléwnych celéw biezacego rozdziatu.

Whnioskiem z twierdzenia 3.1.10 sa tak zwane dyskretne nieréwnos$ci Morse’a,
stanowiace odpowiednik wniosku 3.1.6.

Whniosek 3.1.11 ([81, Corollaries 3.6, 3.7]). Niech X bedzie zwartym, reqularnym CW
kompleksem, zas f: P(X) — R dyskretnq funkcjq Morse’a. Dla kazdego n € IN majq
miejsce nieréwnosci

n n

Y. (-1 > ()X

i=0 =0
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oraz
ch(X) = Bu(X).

Ponadto charakterystyka Eulera CW kompleksu X wyraza si¢ wzorem

Forman [85] przypisuje Chariemu [55] obserwacje, ze dyskretne funkgje
Morse’a opisa¢ mozna za pomoca pewnego typu skojarzenn w diagramie Hassego
uporzadkowanego zbioru $cian, zwanych skojarzeniami Morse’a, i w jezyku sko-
jarzenn Morse’a wystowi¢ powyzsze twierdzenia. (Forman [81] korzystat ze zbli-
zonego pojecia dyskretnego gradientowego pola wektorowego.) Ponizej przybli-
zamy ten jezyk, stosowany w dalszej czesci rozdziatu.

Niech X bedzie regularnym CW kompleksem, za$ f: P(X) — R dyskretna
funkcja Morse’a. Wobec lematu 3.1.7 istnieje skojarzenie

M(f) = {(p,q) e H(P(X)) : f(q) = f(p)}

w grafie skierowanym H (P (X)), ktére nazywamy skojarzeniem Morse’a induko-
wanym przez f. Oznaczmy symbolem H ;s (P (X)) graf skierowany powstaty
z H(P (X)) przez zmiane orientacji krawedzi nalezacych do M(f), tzn. zastapie-
nie w grafie H(P (X)) wszystkich krawedzi (p,q) € M(f) krawedziami (g, p).
Nietrudno zauwazy¢, ze graf skierowany H ) (P (X)) nie zawiera cykli. Z dru-
giej strony, jesli N jest skojarzeniem w grafie H (P (X)) o tej wlasnosci, ze graf
skierowany Hy(P(X)) nie zawiera cykli, to mozna wykaza¢, ze istnieje dys-
kretna funkcja Morse’a f(N): P(X) — R taka, ze N = M(f(N)) (por. [85, The-
orem 3.6]). Skojarzenie N w grafie (P (X)) o powyzszej wlasnosci nazywamy
skojarzeniem Morse’a na X. Jak tatwo sprawdzi¢, dla skojarzenia Morse’a N na
X zbiér komorek krytycznych wzgledem funkcji f(N) pokrywa sie ze zbiorem
tych elementéw X, ktére nie naleza do zadnej krawedzi z N. Mozemy zatem mo-
wié o zbiorze komérek krytycznych wzgledem skojarzenia N.

3.1.3. Algebraiczne spojrzenie na dyskretnq teori¢ Morse’a

Gléwne twierdzenie dyskretnej teorii Morse’a 3.1.10 pozwala dla zwartego,
regularnego CW kompleksu z zadana dyskretna funkcja Morse’a zbudowa¢ ho-
motopijnie réwnowazny mu CW kompleks, ktérego komorki sa we wzajem-
nie jednoznacznej odpowiednioéci z komérkami krytycznymi wyjsciowego kom-
pleksu. Od poczatku rozwijana byta rowniez algebraiczna wersja tej teorii, dajaca
mozliwo$¢ konstrukgji, w oparciu o dyskretna funkcje (czy skojarzenie) Morse’a,
pewnego kompleksu faricuchowego o homologiach izomorficznych z homolo-
giami wyjsciowego CW kompleksu (por. [81]).

Podejscie to pozwolito na wyabstrahowanie od topologicznych korzeni i za-
stosowanie dyskretnej teorii Morse’a w sytuacjach czysto algebraicznych, do
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upraszczania struktury komplekséw faricuchowych przy zachowaniu ich tan-
cuchowego typu homotopijnego. Wyniki osiagnelo w tej dziedzinie niezalez-
nie kilku autoréw [114,126,214] (zob. tez [87,160, 215]), przy czym swoich roz-
wazan nie ograniczali oni do skoriczenie generowanych komplekséw faricucho-
wych. Ponizej podajemy gléwne twierdzenie algebraicznej wersji dyskretnej teo-
rii Morse’a w ujeciu Jollenbecka [114].

Niech R bedzie pierscieniem z jedynka, zas Cx = (C;,9;);y Wolnym kom-
pleksem faricuchowym nad R. Ustalmy dla kazdego i € IN baze B; mo-
dutu C;. Wolnym kompleksem taricuchowym nad R z bazq nazywamy trojke C =
(Ci,9i, Bi);epny- Ustalmy i € IN. Elementy ¢ € C; utozsamiamy z funkcjami
c: B; — R takimi, ze c(b) = 0 dla prawie wszystkich b € B;. Dla ¢ € B; oraz
¢’ € B;_1 przyjmijmy oznaczenie [c : ¢'] = 9;(c)(c’).

Rozwazmy graf skierowany V(C) o zbiorze wierzchotkéw | [;c B; oraz zbio-
rze krawedzi

{(c,c") :c€ By, ¢ € Bi_ydlapewnegoi € Noraz [c:c'] #0}.

Skoriczone skojarzenie M w grafie V(C) nazywamy skojarzeniem Morse’a na wol-

nym kompleksie taficuchowym z baza C, o ile spelnione sa nastepujace warunki:

— graf skierowany Vj;(C) powstaty z V(C) przez zmiane orientacji krawedzi
nalezacych do M nie zawiera cykli;

— dla kazdej krawedzi (c,c’) € M wspétczynnik [c : ¢’] nalezy do centrum
pierScienia R ijest odwracalny w R.

Moéwimy, ze element ¢ € B; jest krytyczny wzgledem skojarzenia M, jezeli ¢ nie

nalezy do zadnej krawedzi z M. Niech

BM = {c € B; : cjest krytyczny wzgledem M} .

Dla wierzchotkéw ¢,¢’ € Vy(C) niech PX (¢, c’) oznacza zbiér éciezek pro-
stych w Vi (C) prowadzacych z ¢ do ¢’. Dla krawedzi (¢, ¢’) € Vy(C) (tzn. dwu-
elementowej Sciezki prostej) przyjmujemy

[c:c], gdy () €M,
—L, edy (c,c) € M.

[c:c")”

wl ((c,c')) =

Jezeli p = (co,c1,...,Cn) € Péd(co, cn), definiujemy wage tej $ciezki

n—1

wéA(P) = H wéA((cirCi+l))-

i=0
Dla wierzchotkéw ¢, ¢’ € Vy(C) niech
Med)= Y wc(p),

pePéA(c,c’)

o ile wM(p) = 0 dla prawie wszystkich p € P¥(c,¢). (Zauwazmy, ze jesli skoja-
rzenie Morse’a M jest skoniczone, to dla wszystkich ¢, ¢’ € V)1(C) skoriczony jest
réwniez zbiér PX(c, ¢’), wiec element T™(c, ¢’) € R jest dobrze okreslony.)
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Twierdzenie 3.1.12 ([114, Theorem 1.2]). Jezeli R jest pierscieniem z jedynka, zas
M jest skoticzonym skojarzeniem Morse’a na wolnym kompleksie taricuchowym nad
Rz baza C = (C;,9;, B;)icN, to istnieje tavicuchowo homotopijnie réwnowazny komplek-
sowi C, = (C;,9;)ieN wolny kompleks taricuchowy CM = (CM,0M);c nad R taki, ze
dla kazdego i € N bazq wolnego R-modutu CM jest zbiér BM C B; elementow krytycz-
nych wzgledem skojarzenia M, zas homomorfizm oM: CM — CM, jest dla ¢ € BM,
¢ € BM, zadany wzorem
oM(c)(c") = TM(c, ).

Odwzorowania taricuchowe f: C. — CM, ¢: CM — C, wyznaczajace taricuchowq
homotopijng réwnowaznos¢ sa zadane wzorami:

file)()=T"(c,c') dlace B, ¢ € BM
gi(c)(c)=TM(c,c) dlaceBM, ¢ €B.

Za C. = (C;,0;)ien przyjmijmy kompleks taricuchéw komorkowych [105,
Section 2.2] nad R pewnego regularnego CW kompleksu X, za$ B; niech ozna-
cza, dla i € IN, zbiér generatorow wolnego R-modulu C; odpowiadajacych
i-wymiarowym komérkom CW kompleksu X. Kazde skoriczone skojarzenie
Morse’a M na X indukuje w naturalny sposéb skoriczone skojarzenie Morse’a
M na (Ci, 94, Bi)ieN, przy czym i-wymiarowe komorki X krytyczne wzgledem
M odpowiadaja elementom zbioru BM. Czytelnik z fatwoscia sformutuje, korzy-
stajac z twierdzenia 3.1.12, homologiczny odpowiednik twierdzenia 3.1.10.

Mozna rozpatrywac skojarzenia Morse’a na kompleksach taficuchéw komor-
kowych CW komplekséw, ktére nie sa regularne. Musimy jednak pamieta¢, ze
wspotczynniki [c : ¢/] powinny by¢ odwracalne i naleze¢ do centrum pier$cienia
R dla wszystkich par komorek (¢, ¢’) bedacych elementami takiego skojarzenia.

3.1.4. Poréwnanie

W biezacej sekcji poréwnujemy, w oparciu o prace Benedettiego [33], niektore
aspekty gladkiej oraz dyskretnej teorii Morse’a, wskazujac, ze w wielu przypad-
kach pozwalaja one osiagna¢ zblizone wyniki, a niekiedy rezultaty uzyskiwane
przy uzyciu dyskretnej teorii moga by¢ nawet ,lepsze”.

Obiektami, do ktérych stosuje sie gtadka teoria Morse’a, sa gladkie rozma-
itoSci; teoria dyskretna sluzy badaniu skoniczonych CW komplekséw. Kazda
zwarta, gladka rozmaitos$¢ jest triangulowalna (jeden z dowodéw podat Cairns
[52]), zatem rozmaitosci tego typu stanowiq naturalne pole do poréwnania moz-
liwosci obu teorii.

Wektorem Morse'a realizowanym przez gladka (dyskretna) funkcje
Morse’a f okre$lona na zwartej, n-wymiarowej rozmaitosci M (zwartym,

n-wymiarowym CW kompleksie X) nazywamy wektor (mg (M),..., (M))

(wektor (cg (X),...,cz(X))), ktérego i-ta wspoétrzedna jest liczba punktéw
krytycznych (komorek krytycznych) funkgcji f o indeksie (wymiarze) réwnym i.
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Poniewaz wektor Morse’a opisuje liczbe komérek, z ktérych skiada sie pe-
wien CW kompleks homotopijnie réwnowazny obiektowi, na ktérym funkcja
ta jest zadana, daje on pewne pojecie o tym, na ile CW kompleks ten jest
»skomplikowany”. Jesli wiec naszym celem jest uproszczenie opisu topologii da-
nego obiektu, wektor Morse’a stanowi miare tego, na ile dobrze dana funkcja
Morse’a spelnia to zadanie. (Zagadnieniu znajdowania funkcji Morse’a o opty-
malnym, tj. majacym jak najmniejsze wspoirzedne, wektorze Morse’a poswie-
cono wiele uwagi. Dla gtadkich funkcji Morse’a informacje na ten temat mozna
znalez¢ w ksiazce Sharko [208]; w przypadku dyskretnym jego oméwienie za-
wiera np. praca Benedettiego i Lutza [36].)

Aby poréwna¢ wektory Morse’a mozliwe do osiagniecia przy podejsciu
gladkim i dyskretnym Benedetti [33] wykorzystuje elementy PL topologii.l
Przypomnijmy, ze je$li K jest kompleksem symplicjalnym, to jego podpodzia-
fem nazywamy kazdy taki kompleks symplicjalny K’, ze istnieje homeomorfizm
h: |K| — |K'| o tej wlasnosci, ze dla kazdego sympleksu ¢ € K’ istnieje sym-
pleks T € K taki, ze h(|o|) C |t|. Dwa kompleksy symplicjalne K, L nazywamy
PL homeomorficznymi, o ile pewne ich podpodziaty K, L’ sa izomorficzne (jako
abstrakcyjne kompleksy symplicjalne). Przez PL kule (odpowiednio PL sferg) ro-
zumiemy kompleks symplicjalny PL homeomorficzny sympleksowi (brzegowi
sympleksu). Jezeli kompleks symplicjalny K triangulujacy pewna rozmaitos¢ to-
pologiczna ma te wlasnos¢, ze dla kazdego wierzchotka v € K kompleks stg(v)
jest PL kula, to triangulacje te nazywamy PL triangulacja. Wspomniana wyzej
triangulacja gladkiej, zwartej rozmaitosci, opisana przez Cairnsa [52], jest PL
triangulacja.

Jesli ustalimy kompleks symplicjalny K bedacy PL triangulacja zwartej, gltad-
kiej rozmaitosci M, moze zdarzy¢ sie, ze znajdziemy gladka funkcje Morse’a
M — R realizujaca wektor Morse’a o wiele ,lepszy”, niz jakikolwiek wektor
Morse’a realizowany przez dyskretna funkcje Morse’a P(K) — R. Przykla-
dowo, na kazdej sferze (ze standardowa struktura gtadka) istnieje gtadka funkcja
Morse’a o doktadnie dwoéch komérkach krytycznych. Z drugiej strony, Benedetti
[34] otrzymal nastepujacy wynik.

Twierdzenie 3.1.13 ([34, Theorem 4.18]). Dla dowolnych k,d € N takich, ze d > 3,
istnieje d-wymiarowa PL sfera K o tej wlasnosci, ze kazda dyskretna funkcja Morse’a na
K ma co najmniej k krytycznych komérek (d — 1)-wymiarowych.

Inaczej sytuacja przedstawia sie, gdy wyniki teorii dyskretnej stosujemy nie
do ustalonej triangulacji danej rozmaitosci, ale do odpowiedniego jej podpo-
dziatlu. (Przykladem podobnego podejscia jest twierdzenie o aproksymacji sym-
plicjalnej ciaglych odwzorowan miedzy wielo$cianami.) Korzystajac z rozktadu
PL rozmaitosci na raczki Benedetti [33] udowodnit ponizsze twierdzenie. (Wcze-
$niej zblizony wynik, z drobna luka w dowodzie [33, Remark 2.29], opubliko-
wany zostal przez Gallais [89, Theorem 3.1].)

1Skrét ,,PL” pochodzi od ang. piecewise linear.
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Twierdzenie 3.1.14 ([33, Main Theorems A, B]). Niech M bedzie zwarta, gtadka roz-
maitosciq bez brzegu, zas K jej ustalonq PL triangulacjq. Ustalmy wektor liczb natural-
nych v € N4m(M),

Jezeli v jest wektorem Morse’a realizowanym przez pewnq gtadka funkcje Morse’'a
M — IR, to istnieje n € IN takie, ze v jest wektorem Morse’a pewnej dyskretnej funkcji
Morse’a P ((KKoP)"(K)) — R, zadanej na n-tym podziale barycentrycznym kom-
pleksu K.

Jesli dim(M) < 7 oraz v jest wektorem Morse’a pewnej dyskretnej funkcji Morse’a
P(K) — R, to v jest réwniez realizowany przez pewnaq gtadka funkcje Morse’a M — R.

Najmniejsza liczba n, dla ktérej zachodzi teza pierwszej czesci twierdzenia
3.1.14, zalezy od wyboru triangulacji K i moze by¢ (nawet w przypadku M beda-
cego sfera) dowolnie duza [33, Proposition 3.20].

Wobec twierdzenia 3.1.14 w niskich wymiarach podejscie gtadkie i dyskretne
sa ,rownowazne”, o ile ograniczymy sie do PL triangulacji. Dyskretna teoria
Morse’a moze jednak by¢ stosowana réwniez do triangulacji nie majacych wta-
snoéci PL. Okazuje sie, ze pozwala to uzyska¢ przy jej uzyciu lepsze wektory
Morse’a, niz stosujac teorie gtadka.

Twierdzenie 3.1.15 ([2, Subsection 3.3]). Dla kazdego d > 5 istnieje gladka,
d-wymiarowa, zwarta rozmaitos¢ M taka, Ze (1,0,...,0) jest wektorem Morse’a dys-
kretnej funkcji Morse’a zadanej na pewnej triangulacji rozmaitoéci M, ale wektor ten nie
jest realizowany przez zadnq gtadkq funkcje Morse’a na M.

3.2. NIESKONCZONE SKOJARZENIA MORSE’A I PROMIENIE

W niniejszym podrozdziale definiujemy pojecie skojarzenia Morse’a na do-
wolnym czedciowym porzadku. Czesto nie beda one mialy wiele wspdélnego
z zaproponowanym przez Formana pojeciem dyskretnej funkcji Morse’a, cho¢by
z tego powodu, ze rozwazane czeSciowe porzadki moga pod zadnym wzgledem
nie przypomina¢ uporzadkowanego zbioru $cian regularnego CW kompleksu.
Wprowadzone w tym podrozdziale pojecia traktowa¢ mozna jako ,abstrakcyjny
nonsens”, ktérego bardziej konkretne zastosowania znajduja sie w dalszej czeSci
rozdziatu.

Jesli D = (V,E) jest grafem skierowanym, za§ M C E podzbiorem zbioru
jego krawedzi, to grafem skierowanym powstatym przez zmiang orientacji krawedzi
nalezacych do M nazywamy graf skierowany D’ = (V, E’), gdzie

E' = (E~ M) U {(wy,wy) : (w1, w;) € M}.

Jesli M jest podzbiorem zbioru krawedzi diagramu Hassego H (P) pewnego cze-
Sciowego porzadku P, to graf skierowany powstaly przez zmiane orientacji kra-
wedzi nalezacych do M oznaczamy symbolem H 1 (P).

Skojarzenie M w diagramie Hassego H(P) czeSciowego porzadku P o tej
wilasnosci, ze graf skierowany Hy;(P) nie zawiera cykli, nazywamy skojarzeniem
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Morse’a na P. Element x € P nazywamy krytycznym wzgledem M, o ile (x,y) ¢ M
oraz (y,x) ¢ M dla wszystkich y € P. Przez skojarzenie Morse’a na regularnym
CW kompleksie X rozumiemy skojarzenie Morse’a na P (X).

Ciag (x;)ien wierzcholkéw grafu skierowanego D nazywamy promieniem ma-
lejacym [13], o ile (x;, x;11) € D oraz x; # x; dla wszystkich i,j € N, i # j. Graf
D nazywamy grafem skierowanym bez promieni malejacych, jezeli D nie zawiera pro-
mienia malejacego. Méwimy, ze skojarzenie Morse’a M na porzadku P jest bez
promieni malejacych, gdy graf skierowany Hp(P) jest bez promieni malejacych.

Wyboér nazwy ,promien malejacy” uzasadniony jest faktem, Ze jedli P =
P(X) jest uporzadkowanym zbiorem $cian regularnego CW kompleksu X oraz
istnieje dyskretna funkcja Morse’a na X indukujaca (w sposéb opisany w sekgcji
3.1.2) skojarzenie Morse’a M na P, to jej wartosci maleja wzdtuz kazdego promie-
nia malejacego w Hpr(P).

Promieniem rosnqcym [13] nazywamy ciag (x;);en wierzchotkéw grafu skiero-
wanego D taki, ze (x;y1,x;) € D oraz x; # X; dla wszystkich i,j € IN, i # j.

Skojarzenia Morse’a bez promieni malejacych odgrywaja w niniejszym roz-
dziale szczeg6lnie wazna role. Uzyteczne okaza sie ich alternatywne charaktery-
zadje.

Lemat 3.2.1. Skojarzenie M w diagramie Hassego czesciowego porzadku P jest skojarze-
niem Morse’a bez promieni malejacych wtedy i tylko wtedy, gdy graf skierowany Hp(P)
nie zawiera nieskoriczonej sciezki.

Dowdd. Ustalmy czesciowy porzadek P oraz skojarzenie M w grafie skierowa-
nym H(P). Jesli Hp(P) zawiera nieskoriczona Sciezke (x;)ien, to albo jest ona
promieniem malejacym, albo istnieja liczby naturalne iy < i, takie, ze x;, = x;,. Je-
zeli zachodzi drugi z tych warunkéw, mozemy liczby i1, i wybra¢ w ten sposéb,
ze nie istnieja jl/jZ € IN takie, ze i1 < jl < j2 < ip, (il, iz) # (jl/jZ) oraz xj = Xj,.
Sciezka (x;,, X 41, ..., %i,—1) jest wéwczas cyklem.

Z drugiej strony, kazdy promient malejacy w H pr(P) jest nieskoriczona $ciezka.
Natomiast jesli Hp;(P) zawiera cykl (xo,...,x,-1), to ciag (vi)ien, gdzie y; =
Xi mod n , jest nieskoniczona Sciezka. O

Ponizszy lemat inspirowany jest wynikiem z ksiazki Kozlova [124, Theorem
11.2].

Lemat 3.2.2. Niech P bedzie dobrze ufundowanym czesciowym porzadkiem oraz niech
M bedzie skojarzeniem w grafie H(P). Skojarzenie M jest skojarzeniem Morse’a bez
promieni malejacych na P wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liniowe rozszerzenie
P* = (P, <*) czgsciowego porzadku P bedace dobrym porzadkiem o tej wlasnosci, ze jesli
(p,q) € M dla pewnych p,q € P, to p jest pokryciem gérnym q w P*.

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze istnieje liniowe rozszerzenie P* porzadku P o po-
wyzszych wlasnosciach. Przypusémy, ze w H 1 (P) istnieje nieskoriczona $ciezka
(x;)ien- Poniewaz porzadek P jest dobrze ufundowany, Sciezka (x;);en nie moze
zawiera¢ nieskoficzonego ciagu zstepujacego w P, wiec w szczegolnosci dla kaz-
dego j € N istnieje liczba naturalna i > j taka, ze (x;, x;_1) € M.
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Niech (xik)k . bedzie podciagiem ciagu (x;);en skladajacym sie z tych ele-
mentoéw x;, dla ktérych (x;,x;_1) € M. Ustalmy k € IN. Poniewaz M jest skoja-
rzeniem oraz (x;,x;,_1) € M, nie jest mozliwym, aby (x;,11,x;) € M. Mamy
zatem x; > x; 41, astad réwniez x; > x; 1. Alex; =" x; _q, a porzadek P* jest
liniowy, wiec

Xi -1 >" Xj 41 (3.1)

Poniewaz (x;,x;_1) ¢ Mdlaiy+1 < i < i 1, mamy
Xig41 7= Xjg42 7 - oo 7 Xj -1,

a zatem rOwniez
*
Xig41 > X, -1 (3.2)

Zestawiajac nieréwnosci (3.1) oraz (3.2) otrzymujemy, ze x; 1 >* x;,, 1. Po-
niewaz indeks k byt ustalony w sposéb dowolny, (x;,_1) ke Jest nieskonczonym
zstepujacym ciagiem w P*. Ale zbiér P* jest dobrze uporzadkowany, nie moze
wiec zawiera¢ takiego ciagu. OtrzymaliSémy sprzecznos$é; nie istnieje zatem nie-
skoriczona Sciezka (x;);eny W Har(P). Wobec lematu 3.2.1 skojarzenie M jest sko-
jarzeniem Morse’a bez promieni malejacych.

Zal6zmy teraz, ze M jest skojarzeniem Morse’a na P bez promieni maleja-
cych. Skonstruujemy liczbe porzadkowa a oraz ciag pozaskoriczony dobrych po-
rzadkéw ((Pp, <¢)) p<ar 22 pomoca ktorego zdefiniujemy liniowe rozszerzenie
P* czesSciowego porzadku P.

Niech Py = @. Zal6zmy, ze dla pewnej liczby porzadkowej ¢ > 0 jest dany
ciag dobrych porzadkéw ((Py, <y)) p<o spelniajacy ponizsze warunki:

(ap) dobry porzadek (Py,, <y, ) jest odcinkiem poczatkowym dobrego porzadku
(Py,, <y,) dla wszystkich ; < ¢ < ¢;

(bp) zachodzi zawieranie zbior6w elementéw Py C P dla wszystkich ¢ < ¢;

(cg) jesli przyjmiemy oznaczenie Ay = min (P N Up<g P¢> , to dla kazdego ele-
mentu x € Ay albo jest on elementem krytycznym, albo istnieje element
u(x) € P\ Uyp<y Py taki, ze (u(x),x) € M.

Przy tych zatozeniach okreslimy dobry porzadek (P, <g).
Jezeli istnieje xg € Ay bedace elementem krytycznym wzgledem M, to przyj-
mujemy

P4, = U Plp D {XO}.
p<¢
Jesli Ay # @ i dla kazdego x € Ay istnieje u(x) € P\ Uy, Py takie, ze
(u(x),x) € M, to rozwazmy podgraf D grafu skierowanego Hp(P) indukowany
na zbiorze wierzchotkéw Ay U {u(x) : x € Ap} C P\ Up<p Py. Poniewaz graf
skierowany D nie zawiera promieni malejacych ani cykli, jak tatwo zauwazy¢
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musi istnie¢ wierzcholek yo € D, z ktérego nie wychodzi zadna krawedz grafu
D. Liczba krawedzi grafu D wychodzacych z x jest réwna 1 dla wszystkich x €
Ay, wiec wierzchotek yg musi by¢ postaci yg = u(xg) dla pewnego xg € Ay.

Definiujemy Py = (Up<g Py ) @ {xo} @ {y0}.

Nietrudno zauwazy¢, ze w obu powyzszych przypadkach ciag
((Py, <¢))¢<¢+1 spetnia warunki (ag1), (bp+1), (Cpt1)-

Gdy natomiast Ay = @, to przyjmujemy a = ¢ i koriczymy konstrukcje. Za-
uwazmy, ze w tym przypadku P \ Uy<y Py = ©, gdyz porzadek P jest dobrze
ufundowany.

Latwo sprawdzi¢, ze P* = Uy, Py jest liniowym rozszerzeniem porzadku
P o zadanych wtasnosciach. O

3.3. ODWRACANIE PROMIENI

Niech r = (7;)jeN Oraz s = (s;);en beda promieniami malejacymi w grafie
skierowanym D. Piszac x € r mamy na mysli istnienie takiego indeksu i € IN, Ze
x = r;, tzn. przynalezno$¢ x do zbioru wyrazéw ciagu r.

Promienie malejace r,s nazywamy réownowaznymi [13], o ile istniejq liczby
m,n € N takie, ze r,,+; = s,4; dla wszystkich i € IN. Klase abstrakcji promie-
nia malejacego r wzgledem tej relacji oznaczamy przez [r|.

Moéwimy, ze dla pewnych liczb naturalnych n > 0, k > 0 promient malejacy
r ma obwodnice (b;)" | zaczynajaca sie w r,, i koficzaca w 1,4k, jezeli (b;)", jest
Sciezka prosta w grafie D, by = ry, by, = 1,4 oraz spelniony jest jeden z poniz-
szych warunkow:

— m>=2orazb; grdlal<i<m—1,
— m=1orazk > 1.
Przyklady obwodnic przedstawione sa na rysunku 3.1.

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

N /

ro 41 2 r3 T4 s T ry rg r9

Rysunek 3.1: Promient malejacy (r;);eny ma obwodnice (r3,x1, X2, ..., X, 18), Za-
czynajaca sie w r3 a konczaca w rg, oraz obwodnice (r1,76), zaczynajaca sie
w r1 i konczaca w rg.

Lemat 3.3.1. Niech r, s bedq promieniami malejacymi w grafie skierowanym D nie zawie-
rajacym cykli, przy czym r niech nie ma obwodnic. JezZeli czes¢ wspdlna zbioréw wyrazéw
ciqgow r oraz s jest nieskoficzonym zbiorem, to [r] = [s].
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Dowdd. Zatézmy, ze zbiér wierzchotkéw D bedacych wyrazami kazdego z cia-
gow 7, s jest nieskoriczony. Przypusémy, ze [r] # [s]. Istnieja zatem liczby natu-
ralnie ip < 7 oraz a # b takie, ze s, = rq,5; = rp oraz s; ¢ r dla wszystkich
ig < j <1y, przy czym (i1, b) # (ip+1,a+1).

Gdyby b < a, to (sio,sio+1,...,sil,rbﬂ,...,ra,l) byloby cyklem w D, co
jest niemozliwe. Zatem a < b, co oznacza, ze (SiO,SiO+1,...,Si1) jest obwod-
nica promienia r. OtrzymaliSmy sprzecznos¢ z zatozeniem lematu. Wobec tego
[r] = [s]. O

Promien malejacy r nazywamy multipromieniem, o ile dla kazdej liczby n € IN
istnieje liczba i € IN taka, Ze promieri r ma obwodnice zaczynajaca sie w 7, ;.

Lemat 3.3.2. Jezeli graf skierowany D nie zawiera cykli oraz zawiera multipromieri, to
moc rodziny klas abstrakcji promieni malejqcych zawartych w grafie D jest nie mniejsza
niz 280,

Dowdd. Ustalmy graf skierowany D nie zawierajacyc cykli oraz multipromienr
r = (ri)ieN zawarty w D. Przez (rl-].)]. cN OZhaczmy taki podciag ciagu (77)ieN,
ze dla kazdego j € IN promieri malejacy * ma obwodnice b(j) zaczynajaca sie
w rj;, a koficzaca w 7; . dla pewnego k € IN takiego, ze ij + k < ij11. Poniewaz
graf skierowany D nie zawiera cykli, fatwo zauwazy¢, ze dla i # j éciezki proste
b(i), b(j) nie maja elementéw wspodlnych. Przez r(j) oznaczmy dla j € IN Sciezke
prosta (T’ij, Titls -0 Ti; +1) bedaca fragmentem promienia malejacego r.

Dla A C N przez r4 oznaczmy promierr malejacy powstaly przez zastapie-
nie w promieniu r fragmentu r(j) Sciezka prosta b(j) dla wszystkich j € A. Dla
A,B € NN promienie malejace 74, 7p sa rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy
réznica symetryczna zbioréw A i B jest skoficzonym zbiorem. Wobec tego zbidr
{[ra] : A € N} jest mocy 2%, O

Rozwazmy skojarzenie Morse’a M na czeSciowym porzadku z gradacja P oraz
ciag r = (r;)ieN bedacy promieniem malejacym w H s (P). Niech

ip = min {7 : rk(r;) = i dla pewnego j € N},
jo=min {j : k(r;) = io } .

Nietrudno spostrzec, ze poniewaz M jest skojarzeniem, promienn malejacy
(7jos Tio+1sTjo+2, - - -) zawiera jedynie elementy rangi iy oraz ig + 1. Mowimy, ze
io jest ranga promienia r, czy tez ze r jest ig-promieniem; symbolicznie: rk(r) = ij.
Zauwazmy, ze rOwnowazne promienie maja rowna range.

Dla skojarzenia Morse’a M na czeéciowym porzadku P przez CM(P)
oznaczmy zbidr elementéw czesciowego porzadku P krytycznych ze wzgledu
na M, za$ przez RM(P) rodzine klas réwnowaznosci promieni malejacych
w Hpr(P). Ponadto, jesli P jest porzadkiem z ranga, niech

cM(p) = {c e CM(P) : tk(c) = n}
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oraz, o ile P jest porzadkiem z gradacja, niech

RM(p) = {[r] e RM(P) : tk(r) = n}.

Niech D bedzie grafem skierowanym oraz niech
R C {[r] : r jest promieniem malejacym w D}.

Rodzine {r'} .4 promieni malejacych w D taka, ze [r] = v dla kazdego v € R,
nazywamy rodzing reprezentujacq zbior R.

Jezeli P jest czeSciowym porzadkiem z gradacja, zas M jest skojarzeniem
Morse’a na P, to rodzine {r* = (rf)l. EIN}t <oz Teprezentujaca zbiér R C RM(P)
nazywamy wspaniafq, o ile dla wszystkich «, v/ € R takich, ze v # v/, spelnione sa
nastepujace warunki:

— promieri malejacy r* nie ma obwodnic;

— nie istnieje $ciezka prosta w H 1(P) prowadzaca z elementu nalezacego do
r* do elementu nalezacego do ¥ (w szczegdlnoéci r* nie ma elementéw
wsp6lnych z r¥);

— rk (1) = rk(r").

Szczegolnie istotny dla dalszej czesci rozprawy bedzie przypadek, gdy zbioér
A jest jednoelementowy.

Lemat 3.3.3. Niech P bedzie czesciowym porzadkiem z gradacjq oraz z zadanym skoja-
rzeniem Morse’a M. Dla kazdego promienia malejgcego r w Hp;(P) nie bedacego multi-
promieniem istnieje wspaniata rodzina reprezentujgca zbior {[r]}.

Dowdd. Ustalmy promien malejacy » w H s (P) nie bedacy multipromieniem. Dla
odpowiednio duzego n € IN rownowazny r promien malejacy r* = (r])ien =
(744i)ien nie ma obwodnic oraz rk(r) = rk(r*) = rk(rj). Jednoelementowy zbior
{r*} stanowi wspaniata rodzine reprezentujaca {|[r]}. O

Wspaniala rodzine reprezentujaca 93 nietrudno takze znalez¢ dla dowolnego
zbioru R C RM(P(X)), gdzie X jest I-wymiarowym, regularnym CW komplek-
sem.

Lemat 3.3.4. Niech X bedzie reqularnym, 1-wymiarowym CW kompleksem, zas M niech
bedzie skojarzeniem Morse’a na X. Dla kazdego zbioru % C RM(P(X)) istnieje wspa-
niata rodzina reprezentujqca R.

Dowdd. Zauwazmy, ze dla kazdego promienia malejacego r w H (P (X)) zacho-
dzi réwnos¢ rk(r) = 0. Ponadto, jezeli x € P(X), rk(x) = 1, to zbi6r £]p x) jest
dwuelementowy.

Ustalmy zbiér R € RM(P(X)) i wybierzmy dowolna reprezentujaca R ro-
dzine {r* = (}),cn } ey Promieni malejacych w HP(X)) o tej wlasnosci, ze
0 = rk(r*) = rk (r()) dla kazdego t € R. Wykazemy, Ze rodzina ta jest wspaniata.

Niech v € R oraz niech (cy, ¢1) bedzi krawedzia grafu H (P (X)). Zatézmy,
ze co = r; dla pewnej liczby naturalnej ip. Nietrudno zauwazy¢, np. rozpatrujac
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osobno przypadki rk(cg) = 0, rk(cp) = 1, a przy rozwazaniu drugiego z nich
majac na uwadze, ze ¢ # 1, za$ zbior (ol p(x) jest dwuelementowy, ze istnieje
doktadnie jedna krawedz w H (P (X)) wychodzaca z ¢ i jest niq (rl?o,rfo 1)
czylic; = r} , ;. Zatem kazda skoficzona $ciezka prosta w H (P (X)) rozpoczy-
najaca sie w elemencie promienia malejacego r* jest postaci (r},75,,,...,7f,,) dla
pewnychi,n € IN.

Wobec powyzszej obserwacji zaden z promieni malejacych 7%, v € R, nie ma
obwodnicy i dla zadnych tg, vy € A takich, ze vy # vy, nie istnieje Sciezka prosta
w Hp(P) prowadzaca z elementu nalezacego do r™ do elementu nalezacego do
r*1. Rodzina (r%).c: reprezentujaca zbidr R jest wiec wspaniata. O

Ponizszy lemat pozwala zmodyfikowa¢ dane skojarzenie Morse’a poprzez
,odwrdécenie” promieni malejacych tworzacych wspanialq rodzine reprezentu-
jaca dany zbiér klas rownowaznos$ci promieni malejacych. W wyniku tej operacji
promienie malejace zostaja przeksztalcone w promienie rosnace, a jednoczeénie
powstaje po jednym nowy elemencie krytycznym dla kazdego z tych promieni.
Technike ,odwracania promieni” wykorzystana w ponizszym dowodzie stoso-
wali wczedniej Ayala, Ferndndez i Vilches [12], a jej korzenie mozna znalez¢ w ar-
tykule Formana [81].

Lemat 3.3.5. Niech P bedzie czesciowym porzadkiem z gradacjq i z zadanym skoja-
rzeniem Morse'a M, za$ {rt = (rf)ie]N}t cor Niech bedzie rodzing reprezentujacq zbiér
R C RM'(P). Jezeli rodzina ta jest wspaniata, to zbiér

M= (M/ S { (kg 72) }kelN,) U { (31, "k 12) Jhen,
teR teR
jest skojarzeniem Morse’a na P o tej wtasnosci, ze
cM(P) = CM (P)U {r§ : t € R},

przy czym s € P~ CM(P), 1§ # 1§ dla v # v/ oraz vk(ry) = rk(r*) dla wszystkich
t, v € R

Dowdd. Zatézmy, ze rodzina {r'} ., reprezentujaca zbiér R jest wspaniata. Po-
niewaz rk(r) = rk(r%) dla wszystkich t € RM'(P), r§ jest minimalnym elemen-
tem zbioru wyrazow ciagu r%; zatem (rf, rj) € H(P). Ale (r§, r]) € Hpp (P), wiec
(r5,75) € M'. Poniewaz M’ jest skojarzeniem, (r5,75) ¢ M’, i w konsekwengji
(r5,15) € H(P), wiecrk(ry) = rk(r*). Podobnie, dla wszystkich k € IN krawedzie
(75441, %) naleza do skojarzenia M'.

Korzystajac z powyzszej obserwacji i zatozenia, ze promienie malejace r°, ' sq
roztaczne dla réznych t,v/ € R, fatwo jest zauwazy¢, ze M jest skojarzeniem
w grafie skierowanym #(P).

Wykazemy, ze graf skierowany #p(P) nie zawiera cykli. W tym celu udo-
wodnimy najpierw, ze jesli 2l C A jest skoriczonym zbiorem, to

My — (M' N }kEN,) U { (s ) b,
e e
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jest skojarzeniem Morse’a na P. (Oczywiscie {r* = (r})ien }, cq jest wspaniata ro-
dzina reprezentujaca 2, zatem z pierwszej czeSci dowodu wiemy, ze My jest sko-
jarzeniem w grafie skierowanym H(P).)

Przeprowadzimy indukcje ze wzgledu na liczbe elementéw zbioru . Jezeli
A = @, to My = M’ jest skojarzeniem Morse’a. Zal6zmy, ze My jest skojarze-
niem Morse’a dla wszystkich B C R takich, ze |B| < |2l|. Ustalmy a € 2. Przy-
pusémy, ze graf skierowany Hr, (P) zawiera cykl ¢ = (co, ¢y, ...,Cm). Poniewaz
Mg {a} jest z zatozenia indukcyjnego skojarzeniem Morse’a, musza istnie¢ ele-
menty nastepujace kolejno po sobie w cyklu c (przez takie elementy rozumiemy
réwniez cy,, cg), ktére naleza do r%; w przeciwnym wypadku c byloby cyklem
W HMy (o) (P). Mozemy zatozy¢ (ewentualnie zmieniajac numeracje elementéw
cyklu c), ze ¢y, co € r°. Z drugiej strony, musi istnie¢ element cyklu ¢ nie nalezacy
do r%; w przeciwnym wypadku ciag (cu, -1, ..., o) bylby cyklem w Hpy (P).
Niech 7,1, € IN beda takie, ze 0 < i, < i, +1 < i, <m,¢c; € r*dlai, <i <
oraz ¢;,¢;, € r*. Woéwczas ¢;, = ry,¢;, = r, dla pewnych a,b € IN. Oczywiscie
a # b, gdyz 1§ = ¢;, # c;, = r}. Gdyby a > b, to ciag (Ciﬂ,---,Cib,T’EJrl,---/VZ,l)
bylby cyklem w Hag, (P), co jest niemozliwe. Zatem a < b. Ale to oznacza,
ze (cj,, ..., ¢j,) jest obwodnica r* w Hpr, (o) (P). Poniewaz r® z zalozenia nie ma
obwodnic w H y (P), istnieje

igp = min{ia <i<ipicier® dla pewnego a’ € 2 \ a}.

Wobec tego (cia,. . .,cio) jest Sciezka w Hpp(P) prowadzaca z elementu ciagu
r* do elementu ciagu . Jest to sprzeczne ze wspanialoscia rodziny {r}.cq.

WykazaliSmy, ze dla kazdego skoniczonego zbioru 21 C R graf skierowany
H My (P) nie zawiera cykli, czyli My jest skojarzeniem Morse’a.

Ustalmy skoniczony ciag ¢ = (co, ¢, - .., cm) wierzchotkéw Hpr(P). Udowod-
nimy, ze nie jest on cyklem. Zauwazmy, ze zbior {cy, ..., ¢, } ma niepuste prze-
kroje ze zbiorami wyrazéw co najwyzej m + 1 réznych promieni malejacych z ro-
dziny {r*}em; powiedzmy ze sa to promienie 11, ..., r* dla pewnego n < m + 1.
Niech 2 = {ty,...,t,}. Gdyby c bylo cyklem w H;(P), to bytoby tez cyklem
W H oy (P). To jednak, jak wykazali$my, jest niemozliwe. Zatem M jest skojarze-
niem Morse’a na P.

Nietrudno zauwazy¢, ze CM(P) = CM'(P) U {r} : v € R}. Bezposrednio z za-
tozen lematu wynika, ze r§ € P~ CM(P), r§ # 1 dlat # v/ oraz rk(r§) = rk(r")
dla wszystkich t,v" € . O

Przy ,,odwracaniu” promieni malejacych ze wspaniatej rodziny reprezentuja-
cej zbior ® C RM(P) nie powstaja nowe promienie malejace.

Lemat 3.3.6. Niech P bedzie czesciowym porzadkiem z gradacja i z zadanym skoja-
rzeniem Morse'a M, zas {r* = (r})jen }, cor Niech bedzie rodzing reprezentujacq zbiér
R C RM(P). Zatéimy, ze rodzina ta jest wspaniata, za$ M jest skojarzeniem Morse’a
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na P zadanym wzorem

M = (M/ S A (a1, 73k }kEIN,) U { ("1, Toks2) breny, -
teER teR

Woéwczas dla kazdego promienia malejacego s zawartego w H pp (P) i takiego, Ze [s] & R,
istnieje promiert malejacy § € [s] w Hpy(P) bedacy réwniez promieniem malejacym
w Hat(P), a odwzorowanie RM (P) ~ R — RM(P) zadane przez [s] — [3] jest bijek-
cja.

Dowdd. Ustalmy promiert malejacy s = (s;);en W grafie Hy (P) taki, ze [s] € R.
Zdefiniujemy promieri malejacy 3.

Jezeli zbior elementéw promienia malejacego s jest roztaczny ze zbiorem ele-
mentéw kazdego z promieni malejacych 7%, t € R, to s jest promieniem maleja-
cym w Hpr(P) i mozemy przyjac § = s.

Jesli natomiast s ma elementy wspdlne z jakim$ promieniem nalezacym do
rodziny {r'} ., to promien taki jest dokladnie jeden. Jesli bowiem s;, € 7%,
s;; € r't dla pewnych vo,v; € R oraz iy < iy, to (5i0,5i0+1/- . .,sil) jest Sciezka
prosta w Hy (P) prowadzaca z elementu promienia 0 do elementu promienia
r*1. Wobec zaloZenia o wspaniatosci rodziny {r*} .4 zachodzi réwnos¢ tp = vy.

Zat6zmy, ze dla pewnego t, € R promien malejacy s ma elementy wspdlne
z promieniem r*. Wobec lematu 3.3.1 jesli zbiér elementéw nalezacych zaréwno
do r* jak i do s jest nieskoriczony, to t, = [r'*] = [s], co jest sprzeczne z wyborem
s. Zatem dla odpowiednio duzego 1y € IN promient malejacy § = (Sp,+i)ieN € [5]
jest roztaczny z r**. Ciag § jest roztaczny ze wszystkimi promieniami z rodziny
{r*} .co, jest wiec tez promieniem malejacym w Hp(P).

Wobec tego istnieje odwzorowanie RM (P) ~ | — RM(P) zadane dla [s] €
RM'(P) \ 9 przez [s] — [5]. Jest ono oczywiscie réznowartoéciowe. Pokazemy,
ze jest tez ,na”.

W tym celu ustalmy promieri malejacy t = (t;)jen W Hm(P). Jezeli zbior
wyrazéw ciagu t jest roztaczny ze zbiorem wyrazéw kazdego sposréd promieni
malejacych nalezacych do {r*}, s, to t = Fjest promieniem malejacym w H y/(P)
oraz|t] = [f].

Jedli natomiast istnieje promien malejacy z rodziny {r*} g, ktéry ma wspdlne
elementy z ¢, to jest on tylko jeden. (W przeciwnym wypadku istniatyby iy < iy
takie, Ze t;,, t;, nalezalyby do réznych promieni z rodziny {r*} ., za$ t; nie na-
lezatoby do zadnego promienia z tej rodziny dla wszystkich iy < i < i;. Ciag
(tio, tig+1s- -ty ) bylby wéwczas Sciezka prosta miedzy elementami r6znych pro-
mieni z {r'} .y, co wobec zaloZenia o wspaniatosci tej rodziny jest wykluczone.)

Zat6zmy, ze dla pewnego t, € R promierr t ma wspoélny element z promie-
niem malejacym r**. Udowodnimy, ze zbiér wspoélnych elementéw tych ciagow
jest skonczony. Bedzie to oznaczato, ze istnieje rownowazny t promieni malejacy
t' w Hp(P) roztaczny z r*. Taki promien ' jest réwniez promieniem malejacym
w Har(P) imamy [f] = [¢] = [t] w Hpm(P), a zatem funkdja [s] — [5] jest ,na”.

Przypus$émy, ze t oraz r** maja nieskoriczenie wiele wspélnych elementéw.
Istnieja wowczas réznowartosciowe ciagi liczb naturalnych (i, ),eN 0raz (jn)nen

teR/
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takie, ze t; = r]t: dla wszystkich n € IN. W szczeg6lnosci istnieja a4,b € IN o tej
wtlasnosci, ze i, < i, oraz j, < j,, a zatem istnieja w grafie Hp;(P) Sciezki proste
(r]tu* = ti, tig41s oty = r]t;) oraz (t;, = r;;,r]t.;_l,...,r]t.; = t;,). Oznacza to, ze
w grafie skierowanym #,(P) istnieje cykl; jest to sprzeczne faktem, ze M jest
skojarzeniem Morse’a. Zbiér wspdlnych elementéw ciagéw t oraz r* jest wiec

skoriczony, co wobec wczesniejszych rozwazan koriczy dowod lematu. O

Stwierdzenie 3.3.7. Niech P bedzie czesciowym porzqdkiem z gradacja, na ktérym za-
dane jest skojarzenie Morse’'a M’ takie, ze zbiér RM' (P) jest skoriczony. Wéwczas istnieje
skojarzenie Morse’a M na P bez promieni malejqcych i o tej wtasnosci, ze

cM(p) = cM (P)u {cm 1] e RM’<p)},

gdzie c;;) € P\ cM(p), Cl 7 Cpp) dla [r] # [r'] oraz vk(cp)) = rk(r) dla wszystkich
7], [F'] € RM',

Dowéd. Dowdéd prowadzimy metodq indukcji matematycznej ze wzgledu na
liczbe klas réwnowaznosci promieni malejacych. Poniewaz liczba ta jest skon-
czona, na podstawie lematu 3.3.2 graf skierowany H ¢ (P) nie zawiera multi-
promieni, a w tej sytuacji lematy 3.3.3, 3.3.5 oraz 3.3.6 pozwalaja przeksztalci¢
dane skojarzenie Morse’a przez ,,odwrdcenie” jednego z promieni i tym samym
zmniejszy¢ o jeden liczbe klas rownowazno$ci promieni malejacych. O

Ponizsze stwierdzenie stanowi natychmiastowy wniosek z lematu 3.3.4
(dla R = RM(P(X))) oraz lematéw 3.3.5, 3.3.6.

Stwierdzenie 3.3.8. Niech X bedzie 1-wymiarowym, reqularnym CW kompleksem z za-
danym skojarzeniem Morse’a M. Istnieje wowczas skojarzenie Morse’a M na X bez pro-
mieni malejacych i takie, Ze

Cr(P(X)) = Cur (P(X)) U {ey : [r] € R (P(X)) |,

gdzie ¢y € P(X) N\ Cyr(P(X)), ¢y # cpy dla [r] # [r'] oraz rk(cp) = 0 dla
wszystkich [r], [r'] € RM',

Naturalne wydaje sie przypuszczenie, ze mozliwy jest korzystajacy z zasady
indukcji pozaskoriczonej dowdéd wyniku analogicznego do stwierdzenia 3.3.7
w sytuacji, gdy H pr (P) nie zawiera multipromieni, lecz klas réwnowaznosci pro-
mieni malejacych w tym grafie jest nieskoriczenie wiele. Jednakze dla granicz-
nych liczb porzadkowych granicznych przy tym podejSciu problem: w wyniku
procesu ,odwrécenia” nieskoriczenie wielu promieni malejacych moze powstac
nowy taki promien. Sytuacje taka ilustruje rysunek 3.2.

OczywiScie w sytuacji z rysunku 3.2 nietrudno wybra¢ wspaniata rodzine re-
prezentujaca zbior { [r'] }._, ale przykiad ten mozna zmodyfikowa¢, czyniac go
bardziej , ztodliwym”. Przyktadowo, pomiedzy promieniami r2k 2+l dlak e N
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Rysunek 3.2: Diagram Hassego pewnego czeSciowego porzadku z gradacja po
zmianie orientacji krawedzi (zaznaczonych linia przerywana) nalezacych do sko-
jarzenia Morse’a na tym porzadku. Odwrécenie wszystkich promieni z rodziny
("), POWOduje powstanie nowego promienia malejacego (przechodzacego
przez pionowe strzatki).

mozemy dorysowaé nieskoriczenie wiele pionowych strzatek. W tej sytuacji wy-
bér wspaniatej rodziny reprezentujacej zbiér { [r'] },_, bedzie niemozliwy. Jed-
nakze operacje ,odwracania promieni” mozna w tej sytuacji nadal przeprowa-
dzi¢ bez tworzenia nowego promienia malejacego. Gdy nieskoniczenie wiele
strzatek dorysujemy pomiedzy wszystkimi parami promieni r/, 71, i € N, staje
sie to niemozliwe.

Problem 3.3.9. Niech P bedzie czeSciowym porzadkiem z gradacja oraz zadanym
skojarzeniem Morse’a M’ takim, ze zbiér RM (P) jest nieskoriczony. Przy jakich
zalozeniach o P oraz M’ mozliwe jest uzyskanie na P skojarzenia Morse’a M bez
promieni malejacych i o tej wlasnosci, ze

cM(p) = cM (P)u {cm 1] € RM’(p)},

gdzie cj,) € P\ cM(p), ¢ # cp dla [r] # [r'] oraz rk(cp,)) = rk(r) dla wszyst-
kich [r], [r'] € RM?

Przez RG ({r'}, ;) dlarodziny promieni malejacych {r'}_, zawartych w gra-
tie skierowanym D oznaczmy graf skierowany o zbiorze wierzchotkéw {ri}i I
taki, ze krawedz (r',1) € RG({r'},_ ;) wtedy i tylko wtedy, gdy i # j oraz
istnieje Sciezka w D prowadzaca z elementu nalezacego do ' do elementu nale-
zacego do 7.

Wydaje sie, ze jesli w definicji wspanialej rodziny reprezentujacej R C RM(P)
zastapimy warunek moéwiacy o nieistnieniu $ciezek pomiedzy r6znymi promie-
niami z tej rodziny warunkiem nastepujacym:
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— promienie malejace 1%, r"1 sa rozlaczne dla vg # vy € R oraz graf skiero-
wany RG ({r* }ren) nie zawiera cykli,

to mozliwy bedzie dowéd wyniku analogicznego do lematu 3.3.5. Jesli za$ zato-
zymy dodatkowo, ze

— graf skierowany RG ({7 }.es) nie zawiera promieni malejacych,
to prawdziwy bedzie odpowiednik lematu 3.3.6. Nie widzac jednak w tej chwili
eleganckich zastosowan dla tych wynikéw, nie chcemy sie wdawaé¢ w ich do-
wody, pozostajac przy stabszych, ale prostszych lematach 3.3.5, 3.3.6.

Autor przypuszcza, Ze ciekawymi obiektami badari, obok grafu RG ({r'}._;),
moga okaza¢ sie kompleksy symplicjalne (czy ogoélniejsze typy komplekséw)
o zbiorze wierzchotkéw {ri }l. ¢ oraz sympleksach wyznaczanych przez (r6znego
rodzaju) Sciezki pomiedzy promieniami z tego zbioru.

3.4. TOPOLOGICZNA WERSJA DYSKRETNE] TEORII MORSE’A

W niniejszym podrozdziale udowodnimy wersje gléwnego twierdzenia
dyskretnej teorii Morse’a (twierdzenie 3.1.10) prawdziwa dla odpowied-
nio ,dobrych” skojarzern Morse’a na niezwartych CW kompleksach oraz na
tzw. h-regularnych nieskoriczonych czesciowych porzadkach, wprowadzonych
przez Miniana [157].

3.4.1. Porzadki h-regularne i dopuszczalne

Definicje podane w niniejszej sekcji maja sw¢j pierwowzoér w pracy Miniana
[157], w ktorej sformulowane zostaly dla skoriczonych cze$ciowych porzad-
kéw. Ponizej przedstawiamy je zaadaptowane do porzadkéw nieskoriczonych,
w nieco ogodlniejszej formie niz w artykule autora [133].

Czedciowy porzadek P nazywamy h-regularnym, o ile P jest porzadkiem
z ranga oraz dla kazdego x € P kompleks symplicjalny K(%]) jest homotopij-
nie réwnowazny sferze S*(*)~1, (Przez sfere (—1)-wymiarowa rozumiemy zbiér
pusty.)

Jezeli P jest czeSciowym porzadkiem z ranga, to krawedz (x,y) € H(P) nazy-
wamy dopuszczalng, gdy kompleks (2] \ {y}) jest $ciagalny. Méwimy, ze cze-
Sciowy porzadek z ranga jest dopuszczalny, jesli wszystkie krawedzie jego dia-
gramu Hassego sa dopuszczalne.

Skojarzenie Morse’a M na h-regularnym czeSciowym porzadku P nazywamy
dopuszczalnym, o ile kazda krawedz grafu skierowanego H (P) nalezaca do M jest
dopuszczalna.

Przyklad 3.4.1 ([157, Remark 2.6]). Jezeli X jest regularnym CW kompleksem, to
cze$ciowy porzadek P(X) jest dopuszczalny.

Przyklad 3.4.2 ([157, Subsection 4.1]). Niech X bedzie CW kompleksem; dla
jego komorki o przez ¢, : DI™) — X oznaczmy jej odwzorowanie charakte-
rystyczne. CW kompleks X nazywamy h-regularnym, o ile dla kazdej komorki
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o tego kompleksu funkcja 4)0"5dim(0)71 : gdim(7)=1 _, X jest homotopijna réwno-
waznoscia na swdj obraz oraz ¢, () jest podkompleksem kompleksu X. Jesli CW
kompleks X jest h-regularny, to czeSciowy porzadek P(X) jest h-regularny.

Wazne okaza sie nastepujace wlasnosci omawianych klas czeéciowych po-
rzadkéw (pominiete dowody przenosza sie bez zmian z pracy Miniana [157]).

Stwierdzenie 3.4.3 ([157, Remark 2.6]). Kazdy dopuszczalny czesciowy porzadek
P jest h-regularny.

Dowdd. Ustalmy dopuszczalny czeSciowy porzadek P oraz x € P. Wykazemy, ze
kompleks symplicjalny (%) jest homotopijnie réwnowazny sferze S™(*) 1,

Jesli rk(x) = 0, jest to oczywiste. Jezeli rk(x) = 1, to poniewaz £/ jest antytan-
cuchem, a z zatozenia kompleks IC(%] ~\ {y}) jest Sciagalny dla kazdego v < x,
zbiér £ jest dwuelementowym antylaricuchem, czyli (%) ~ S°.

Niech n = rk(x). Zatézmy, ze K(2]) ~ S™*=~1 dla wszystkich z € P takich,
ze rk(z) < n. Istnieje y < x takie, ze rk(y) = n — 1. Z zatozenia indukcyjnego
K(9l) ~ S"~2. Poniewaz

K(x) = Kyd) UK(EL N {y}),

przy czym
Kyd) nK@~Ay}) = K@),

za$ kompleksy K (2] \ {y}) 1 K(yl) sa Sciagalne (pierwszy z zalozenia o dopusz-

czalnosci P, za$ drugi jako stozek), na podstawie lematu 1.4.15 zastosowanego do

kompleksow K (%)~ {y}), K(y!) otrzymujemy, ze kompleks IC(%£]) jest homoto-

pijnie réwnowazny zawieszeniu X/C(7)), ktore z kolei jest homotopijnie réwno-

wazne sferze S 1. O

Lemat 3.4.4 ([157, Lemma 2.8]). Niech P bedzie h-reqularnym czeSciowym porzadkiem.
Jesli krawedz (x,y) € H(P) jest dopuszczalna, to rk(x) = rk(y) + 1.

Whniosek 3.4.5 ([157, Lemma 2.8]). Dopuszczalny czesciowy porzadek jest porzadkiem
z gradacia.

Lemat 3.4.6 (por. [157, Theorem 2.12 (proof)]). Niech P bedzie h-regularnym cze-
$ciowym porzadkiem oraz niech x € max(P). Wowczas istniejq ciqgte odwzorowanie
h: SK)=1 5 KC(P \ {x}) oraz homotopijna réwnowaznosc

g: K(P~ {x}) U, D*™) — £(P)

0 tef wlasnosci, Ze 8|y p._ ) = idic(p- {x})-

Dowdd. Poniewaz czeSciowy porzadek P jest h-regularny, istnieje homotopijna
réwnowaznosé¢ f: S*)-1 — K(£]). Niech j: K(£]) < K(P ~ {x}) oznacza
wlozenie oraz niech 1 = jo f. Przez ¢: D™*®) — (P~ {x}) U, D*®) oznaczmy
odwzorowanie charakterystyczne doklejonej wzdtuz odwzorowania h komorki.
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Istnieje przemienny diagram

grk(x) -1 i) K(P~ {x})
\ ] ] \
K(£])c l K(P~{x})
1Df1<<x>\ Y K(P~ {x}) U, D
8
" ke \um

taki, ze przedni i tylny kwadrat sa w nim kokartezjanskie, F([x,t]) = [f(x), ]
dla x € S*®~1 oraz t € T (utozsamiamy tutaj D) oraz KC(x|) ze stozkami
odpowiednio nad $™**)=1 i nad K(%])), za§ odwzorowanie g jest wyznaczone
przez przeksztalcenia f, F oraz idi(p. {y})- Na podstawie lematu 1.4.12 funkcja
g jest homotopijna réwnowaznoscia. [

3.4.2. Glowne twierdzenie dyskretnej teorii Morse’a dla nieskoriczonych
skojarzen

Sformutowane nizej twierdzenie, stanowiace jeden z najwazniejszych wyni-
kéw biezacego rozdziatu, jest uogélnieniem gléwnego twierdzenia dyskretnej
teorii Morse’a 3.1.10. Stanowi ono temat publikacji autora [133]. Podobne wyniki,
ktére omawiamy w koricowej czesci sekcji, uzyskali wczesniej Brown [48, Propo-
sition 1] oraz Orlik i Welker [170, Theorem 4.2.14].

Twierdzenie 3.4.7. Niech P bedzie h-regularnym czesciowym porzadkiem z zadanym
dopuszczalnym skojarzeniem Morse’a M bez promieni malejacych. Wéwczas kompleks
symplicjalny KC(P) jest homotopijnie réwnowazny CW kompleksowi, ktérego zbior ko-
mérek wymiaru n jest réwnoliczny ze zbiorem CM(P) dla kazdego n € IN.

Dowdd. Niech P* bedzie liniowym rozszerzeniem porzadku P o wasnoéciach jak
w lemacie 3.2.2.

Skonstruujemy liczbe porzadkowa a oraz pozaskoriczone ciagi: czeSciowych
porzadkéw (P;;) p<ar (Py) p<ar bedacych podzbiorami czeéciowo uporzadkowa-
nymi odpowiednio P* i P, CW kompleksow (Xy)
nowaznosci (fp: Xy — K (Py))
spelnione sa warunki:

(ap) Xy jest podkompleksem X, oraz fy C fp dla wszystkich ¢ < ¢;

(byp) zbiér n-wymiarowych komérek kompleksu Xy jest rownoliczny ze zbiorem

(cp) zbidr elementéw czeSciowego porzadku Py jest rowny zbiorowi P* \ P,
i stanowi odcinek poczatkowy w P*;

p<a OTAZ homotopijnych réw-

p<a takie, ze dla kazdej liczby porzadkowej ¢ < «
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(dp) najmniejszy element czesciowego porzadku Py (o ile Py # @) albo jest ele-
mentem P krytycznym wzgledem skojarzenia M, albo mniejszym sposréd
dwoch elementéw P tworzacych krawedzZ nalezaca do skojarzenia M.

Niech Py = P*, Py = @, Xo = ©, fo = @.
Ustalmy liczbe porzadkowa ¢ i zat6zmy, ze dla wszystkich ¢ < ¢ obiekty

Py, Py, Xy, fy sa zdefiniowane i spetniaja warunki (ay), (by), (cy), (dy).

Jesli ¢ = 1 + 1 jest nastepnikiem, to rozwazmy trzy przypadki.

— Jesli Py = &, to przyjmujemy a = ¢ i koriczymy konstrukcje. Z warunkow
(by), (cy) wynika, ze Xy jest szukanym CW kompleksem.

— Jezeli p = min(Pll’j) jest elementem krytycznym wzgledem M, to przyj-
mujemy Py = Py~ {p}, Py = Py U{p}. Na podstawie lematu 3.4.6 ist-
nieja odwzorowanie fzp: grk(p) -1 5 K (Py) oraz homotopijna réwnowaz-

&6 o- k : . .
no$¢ g: K (Py) Us, D" ) — K (Py) tajka, ze g‘}C(Plp) = idy(p,)- Niech

Xy = Xy Up, D™*(P), gdzie hy = fyohy: sk(P)=1 — X,. Poniewaz od-

wzorowanie fy: Xy — K (Py) jest, z zatozenia indukcyjnego, homoto-

pijna rownowazno$cia, zgodnie z lematem 1.4.13 istnieje jego rozszerze-
nie k: X(’p — K (Py) U, D™(P) bedace homotopijna réwnowaznoscia. Wo-
bec lematu 1.4.14 istnieja CW kompleks Xy = Xy Uy, D™(P) oraz homoto-

pijna réwnowaznos¢ [: Xy — X(’p rozszerzajaca odwzorowanie identyczno-

Sciowe na Xy. Przyjmijmy f5 = (gokol): Xy — K (Pp).

— Jesli p = min(Py) jest elementem krawedzi nalezacej do M, to z wia-
snosci liniowego rozszerzenia P* otrzymujemy, ze (q,p) € M dla g =
min(Py ~ {p}). Przyjmijmy Py = Py~ {pq}, P, = Py U {pq}.
Zauwazmy, ze ptp, = {q}, zatem p € P jest elementem niere-
dukowalnym pod g, wobec czego zgodnie z lematem 1.4.16 wlozenie
i K(Pp~{p}) — K (Pp) jest homotopijna réwnowaznoscia. Poniewaz
krawedz (q,p) € H(P) jest dopuszczalna, kompleks K (4lp ~ {p}) =
K(4p,~{py) jest sciagalny, wiec na podstawie lematu 1.4.16 wlozenie
j: K (Py) < K (Pyp~ {p}) jest homotopijna rownowaznoscia. Przyjmijmy
X‘P = le orazf4, = (iojoflp) : X¢ - K (P‘P)

Latwo sprawdza sie, ze w drugim i trzecim sposréd powyzszych przypadkéw
skonstruowane obiekty spetniaja warunki (ay), (by), (cg), (dg)-

Dla ¢ bedacego graniczna liczba porzadkowa definiujemy P;; = ﬂ¢ <¢ Pl’/;,
Py = Uyp<p Py, Xp = Uy<y Xy (ze staba topologia) oraz fp = Uy<y fy- Funk-
Gja f jest na podstawie lematu 1.4.17 homotopijna réwnowaznoscia. Ponownie
nietrudno spostrzec, ze spelnione sa warunki (ay), (by), (cg), (dg)- O

Twierdzenie 3.4.7 wraz z wynikami podrozdzialu 3.3 pozwala udowodni¢
glowne twierdzenie dyskretnej teorii Morse’a dla skojarzeri Morse’a o skoriczo-
nym zbiorze klas r6wnowaznosci promieni malejacych.
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Whniosek 3.4.8. Niech P bedzie dopuszczalnym czesciowym porzadkiem z zadanym sko-
jarzeniem Morse’a M takim, Ze zbiér RM(P) jest skoriczony. Wéwczas kompleks sym-
plicjalny IC(P) jest homotopijnie réwnowazny CW kompleksowi, ktérego zbiér komdrek
wymiaru n jest réwnoliczny ze zbiorem CM(P) U RM(P) dla kazdego n € IN.

Dowdd. Poniewaz porzadek P jest dopuszczalny, jest h-regularnym porzadkiem
z gradacja (stwierdzenie 3.4.3 i wniosek 3.4.5). W tej sytuagji stwierdzenie 3.3.7
pozwala na pozbycie sie promieni malejacych kosztem utworzenia nowych ko-
morek krytycznych, przy czym otrzymane skojarzenie Morse’a jest dopusz-
czalne, gdyz porzadek P jest dopuszczalny. Teza wniosku wynika z twierdzenia
3.4.7. O

Dzieki obserwagji z przyktadu 3.4.1 otrzymujemy nastepujacy wynik.

Whniosek 3.4.9. Niech X bedzie reqularnym CW kompleksem z zadanym skojarzeniem
Morse’a M takim, ze zbior RM(P (X)) jest skoriczony. Wéwczas CW kompleks X jest
homotopijnie réwnowazny CW kompleksowi, ktérego zbior komdrek wymiaru n jest row-
noliczny ze zbiorem CM (P (X)) U RM(P(X)) dla kazdego n € N.

Zauwazmy, ze prawdziwy jest odpowiednik wniosku 3.4.8 dla dowolnych
skojarzeri Morse’a na 1-wymiarowych, regularnych CW kompleksach. Jego do-
wod przebiega analogicznie do dowodu wniosku 3.4.8, z tym ze w miejsce stwier-
dzenia 3.3.7 korzysta sie ze stwierdzenia 3.3.8.

Dla i € IN oraz czeSciowego porzadku P z ranga i zadanym skojarzeniem
Morse’a M symbol ¢M(P) niech oznacza moc zbioru CM(P). Jesli P jest porzad-
kiem z gradacja, niech r™(P) oznacza moc zbioru RM(P); w przeciwnym wy-
padku przyjmujemy rM(P) = 0.

Uzyskane wyniki umozliwiaja podanie nieréwnosci analogicznych do dys-
kretnych nier6wnosci Morse’a (wniosek 3.1.11) przy przyjetych w twierdzeniu
3.4.7 oraz wnioskach 3.4.8, 3.4.9 zatozeniach. (Dowdd ponizszego wniosku jest
standardowy, patrz np. [155, str. 28-31].)

Whniosek 3.4.10. Niech P bedzie czesciowym porzadkiem z zadanym skojarzeniem
Morse’a M. Jesli spetniony jest jeden z ponizszych warunkéw:
— porzadek P jest dopuszczalny i zbiér RM(P) jest skoriczony;
— porzadek P jest h-reqularny i M jest dopuszczalnym skojarzeniem Morse’'a bez
promieni malejacych;
— P = P(X) dla pewnego 1-wymiarowego, regularnego CW kompleksu X,
to dla kazdej liczby n € IN majq miejsce nieréwnosci:

e (P) + 1y (P) = Bu(K(P))

oraz
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o ile cM(P) + rM(P) < oo dla wszystkich i < n. Ponadto, jezeli cM(P) + rM(P) < oo
dla wszystkich i € IN oraz liczby te sa niezerowe jedynie dla skoriczonej liczby indekséw
i, to charakterystyka Eulera kompleksu IC(P) wyraZa si¢ wzorem
X(P) = LD ((P)+ ().
im

Whiosek 3.4.10 jest znaczaco silniejszy od podobnych wynikéw, ktére podali
Ayala, Ferndndez i Vilches [9, Theorem 3.8], [11, Theorem 3.1].

Odnotujmy, ze jesli M’ jest dopuszczalnym skojarzeniem Morse’a na
h-regularnym cze$ciowym porzadku P i graf H,;(P) zawiera promieri male-
jacy r taki, ze {r} jest wspaniala rodzina reprezentujaca {[r|}, to skojarzenie
M okreslone jak w lemacie 3.3.5 nie musi by¢ dopuszczalne. Przyktad takiej sy-
tuacji przedstawiony jest na rysunku 3.3. W zwiazku z tym nie jest znany od-
powiednik wniosku 3.4.8 dla dopuszczalnych skojarzert Morse’a na dowolnych
h-regularnych cze$ciowych porzadkach.

INLTIN TN
l><l/ \l><l/ \L><l/ \L><l/

Rysunek 3.3: Diagram Hassego pewnego h-regularnego czesciowego porzadku
z gradacja po zmianie orientacji krawedzi (zaznaczonych linia przerywana) na-
lezacych do dopuszczalnego skojarzenia Morse’a na tym porzadku. W wyniku
,odwrécenia” widocznego w gérnej czesci rysunku promienia (przy uzyciu tech-
niki z lematu 3.3.5) otrzymuje sie skojarzenie Morse’a, ktére nie jest dopusz-
czalne.

Uwaga 3.4.11. W pracach Browna [48, Proposition 1] oraz Orlika i Welkera [170,
Theorem 4.2.14] podano odpowiedniki twierdzenia 3.4.7 odpowiednio dla nie-
skoriczonych zbioréw symplicjalnych oraz dla niezwartych CW komplekséw
(niekoniecznie regularnych). Przyjete przez tych autoréw zalozenia o skojarze-
niu Morse’a sa, o ile rozwazany obiekt jest regularnym CW kompleksem (lub
w przypadku zbioréw symplicjalnych moze by¢ z takowym utozsamiany), réw-
nowazne temu, ze nie indukuje ono promieni malejacych. Aby unikna¢ wpro-
wadzania stosowanej przez cytowanych autoréw terminologii pomijamy dowéd
tego faktu. Odnotujmy jedynie, ze réwnowaznos$¢ braku promieni malejacych
i warunku wprowadzonego przez Browna [48, Condition (C2)] wynika prawie
natychmiast z definicji, za§ w przypadku zalozZenia przyjetego przez Orlika i We-
lkera [170, Definition 4.2.10] z udowodnionego w nastepnej sekgji lematu 3.5.1.
Whniosek 3.4.9 jest nieco ogodlniejszy niz cytowane wyniki w tym senise, ze w jego
zalozeniach dopuszcza sie istnienie promieni malejacych.
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Celem biezacego podrozdziatu jest dow6d odpowiednika gléwnego twier-
dzenia algebraicznej wersji dyskretnej teorii Morse’a 3.1.12 dla nieskoriczonych
komplekséw faricuchowych, ugoélniajacego (w niewielkim stopniu) wyniki Jol-
lenbecka [114].

Niech R bedzie pierécieniem z jedynka, zas C = (C;, 9;, B;)jeny wolnym kom-
pleksem taricuchowym nad R z baza. Jego podkompleksem nazywamy wolny
kompleks faricuchowy nad R z baza D = (D,-,BZ'}D.: D; — Di—l’Ai)ieN taki, ze
D; jest wolnym R-podmodutem C; generowanymlprzez A; C B; dla kazdego
i € IN. Oczywiécie skojarzenie Morse’a M na C indukuje w tej sytuacji skojarze-
nie Morse’a M ‘ phaD.

Wykazemy, ze twierdzenie 3.1.12 pozostaje prawdziwe dla nieskoriczonego
skojarzenia Morse’a M na wolnym kompleksie taricuchowym nad R z baza
C = (C;,9;,B;)ien, o ile graf skierowany V)(C) nie zawiera promieni maleja-
cych. Postuzymy sie w tym celu nastepujaca obserwacja.

Lemat 3.5.1. Niech P bedzie czesciowym porzadkiem o skoticzonych ideatach gtéwnych
z zadanym odwzorowaniem p: P — IN takim, ze p(p) < p(q) dla wszystkich p < q,
p,q € P, oraz niech py € P. Zatézmy, ze M jest skojarzeniem Morse’a bez promieni
malejacych na czesciowym porzadku P, przy czym p(q) = p(p) + 1 dla wszystkich
(9, p) € M. Rodzina zbioréw A C P spetniajacych warunki:

1) po € A;

2) gl C Adla kazdego q € A;

3) jesliq € Aoraz (q,vr) € M1ub (r,q) € Mdla pewnegor € P, tor € A,
zawiera element najmniejszy O(po), ktory jest zbiorem skoriczonym.

Dowdd. Zauwazmy, ze zbiér P spetnia warunki 1), 2), 3), wiec rozwazana rodzina
zbioréw jest niepusta. Ponadto cze$¢ wspdlna dowolnej rodziny zbioréw spetnia-
jacych te warunki réwniez je spelnia. Istnieje zatem najmniejszy zbiér O(py) spet-
niajacy te warunki (bedacy czeéciqa wspdlna wszystkich zbioréw je spetniajacych).

Wykazemy, ze zbiér O(py) jest skoriczony. Niech D bedzie grafem skierowa-
nym o zbiorze wierzchotkéw O(py) i zbiorze krawedzi

{(a,p) € O(po) x O(po) : 9 = plub (p,q) € M}.

Poniewaz M jest skojarzeniem, zas$ P jest porzadkiem o skoriczonych ideatach
gtéwnych, graf D jest lokalnie skoriczony. Zauwazmy, ze zbidr

{q € O(po) : istnieje $ciezka w D prowadzaca z pg do q}

spelnia warunki 1), 2), 3), wiec jest réwny O(pp). Zatem dla kazdego wierzchotka
g € O(po) istnieje Sciezka w D prowadzaca z pg do 4.

Przypusémy, ze zbidr O(py) jest nieskoriczony. Na podstawie lematu Koniga
1.2.2 istnieje w D nieskoriczona $ciezka prosta (g;)ien. Dla kazdego i € IN jesli
9 = giv1, to p(qi11) < p(q:) — 1, zas jezeli q; < qit1, to (9iv1,q:) € M, wiec
p(qi+1) = p(g;) + 1. Ponadto, poniewaz M jest skojarzeniem, niemozliwym jest,
aby q; < qi11 < qi42. Stad dla kazdego i € IN zachodzi jeden z przypadkéw:
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— qi > qit1 > Giv2, azatem p(qi42) < p(4i) —2;

— qi < qis1 ~ Git2, a zatem p(qi12) < p(qi);

— 4i > Git1 < qit2, a zatem p(qiy2) < p(4;)-
Przeciwdziedzina p jest dobrze uporzadkowany zbiér IN. Istnieje wobec tego co
najwyzej skonczona liczba indekséw i € NN takich, ze q; > giy1 > giq2. Dla
pewnego ip € IN mamy wiec g;, < Gig+1 > Gig+2 < Fig+3 - - -» ZYl (ig+k)keN
jest promieniem malejacym w H;(P), co jest sprzeczne z zatozeniem, ze M jest
skojarzeniem Morse’a bez promieni malejacych. O

Ponizszy wynik jest nieco ogélniejszy niz podobne twierdzenie Jollenbecka
[114, Theorem 1.4], cho¢ opiera sie na tym samym pomysle.

Twierdzenie 3.5.2. Jezeli R jest pierscieniem z jedynka, zasé M jest skojarzeniem
Morse’a na wolnym kompleksie taricuchowym nad R z bazq C = (C;,9;, B;)jeN 0raz
graf skierowany Vy(C) nie zawiera promieni malejacych, to istnieje taricuchowo ho-
motopijnie réwnowazny kompleksowi C. = (C;,d;)ieN wolny kompleks taricuchowy
CM = (cM, E)ZM)Z. o 11ad R taki, Ze dla kazdego i € IN bazq wolnego R-modutu CM jest
zbior BM C B; elementow krytycznych wzgledem skojarzenia M, za$ homomorfizm
oM: CM — CM jest dla c € BM, ¢’ € BM| zadany wzorem

oM(c) (") =TM(c, ).

Dowéd. Zauwazmy, ze istnieje czeSciowy porzadek P taki, ze V(C) = H(P).
Niech p: P — IN bedzie funkcja dlan € IN oraz p € B, zadana wzorem p(p) = n.

Rozwazmy cze$ciowy porzadek ® = ({ACP:|A| <Ny}, C).DlaF € @
niech O(F) = U,erO(p), gdzie O(p) sa skoriczonymi podzbiorami P o wia-
snoSciach jak w lemacie 3.5.1. Rodziny zbioréw {O(F)}recqp oraz wlozen
{O(F) = O(F') }p prce pcp tworza system skierowany zbior6w czesciowo upo-
rzadkowanych.

Niech B(F); = {p € O(F) : p(p) = i}; oczywiscie B(F); C B;. Dzieki warun-
kowi 2) (z lematu 3.5.1) dla kazdego F € @ istnieje wolny kompleks taficuchowy
nad R z baza

C(F) = (C(F)i/ai’C(F)i’B(F)i>ieIN

bedacy podkompleksem C. Ponadto C(F). jest podkompleksem C(F’). dla
F C F. Kompleksy tanicuchowe {C(F):}pcqp z odpowiednimi wiozeniami
tworza zatem system skierowany. Korzystajac z warunku 1) otrzymujemy
colim {C(F)+}pcp = C.

Dla F € ® oznaczmy przez M(F) skojarzenie M| cry W grafie skierowanym
V(C(F)). Dzieki warunkom 2), 3) kazda Sciezka prosta w Vj;(C) rozpoczynajaca
sie¢ w elemencie nalezacym do C(F) jest réwniez $ciezka prosta w Vi) (C(F)).
Zatem dla F,F' € ®, F C F' faiicuchowo homotopijnie réwnowazny komplek-
sowi C(F) kompleks taricuchowy C(F)M, okreslony jak w twierdzeniu 3.1.12, jest
podkompleksem kompleksu C(F’)M. System skierowany tworza wiec réwniez
kompleksy taricuchowe {C(F)¥}._., a ponadto colim {C(F)M} . _, = CM.
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Dla F € & niech fr: C(F). — C(F)M, g¢r: C(F)M — C(F). beda od-
wzorowaniami faricuchowymi zadanymi jak w twierdzeniu 3.1.12. Wyznaczaja
one odwzorowania systeméw skierowanych {C(F).}receo — {C(F)M}rco oraz
{C(F)M}reo — {C(F)+}ree, wiec indukuja réwniez odwzorowania faricuchowe
f:Ci — CM, ¢: CM — C, granic prostych tych systeméw, ktére opisa¢ mozemy
wzorami:

file)() =T™(c,c') dlace B, ¢ € BM,
gi(c)(c") =TM(c,c') dlace BM, ¢ € B;.

Dla kazdej liczby i € IN rozwazmy homomorfizm ¢;;,1: C; — C;y; zadany dla
¢ € B;, ¢’ € Bi;1 wzorem
¢i(c)(c) =T"(c,c).

Korzystajac z lematu Jollenbecka [114, Lemma 2.3] otrzymujemy réwnosci

(giofi) —idc, = (9i11 0 @iiy1) + (@i—1,i09;),
(fiogi) — idem = 0,

co koniczy dowdéd twierdzenia. O

Uwaga 3.5.3. Twierdzenie 3.5.2 mozna wykorzysta¢ do badania tzw. homolo-
gicznie dopuszczalnych skojarzefi Morse’a na komdrkowych czesciowych porzad-
kach; pojecia te zostaly wprowadzone w przypadku skoficzonym przez Mi-
niana [157]. Przykladowo, jesli P jest lokalnie skoficzonym cze$ciowym porzad-
kiem i przestrzen |K(P)| jest n-wymiarowa rozmaitosciq homologiczng (tzn. dla
kazdego x € |K(P)| istnieje izomorfizm H,(|/C(P)|, |[IC(P)| ~ {x}) = Z oraz
H;(|KC(P)|, [KK(P)| ~ {x}) = 0dlawszystkich j # n), to czesciowy porzadek P jest
komérkowy i kazde skojarzenie Morse’a na P jest homologicznie dopuszczalne
(por. [157, Theorem 4.6]).

Minian [157] wykazal, ze grupy homologii (o wspétczynnikach catkowito-
liczbowych) skoriczonego, komérkowego czesciowego porzadku P sa izomor-
ficzne homologiom pewnego wolnego kompleksu laricuchowego Cell,(P) ta-
kiego, ze dla kazdego n € IN baza wolnej grupy abelowej Cell,(P) jest zbior
{p € P :rk(p) = n}; wynik ten przenosi sie na nieskoriczone czesciowe porzadki.
Homologicznie dopuszczalne skojarzenie Morse’a na komérkowym czeSciowym
porzadku P indukuje skojarzenie Morse’a na wolnym kompleksie taficuchowym
Cell.(P) (z wyzej opisana baza). Stosujac twierdzenie 3.5.2 do tego skojarzenia
otrzymujemy homologiczne odpowiedniki twierdzenia 3.4.7 oraz, w konsekwen-
cji, wnioskéw 3.4.8, 3.4.10, uogoélniajac tym samym wyniki pracy Miniana [157].

Dowody autorstwa Miniana przenosza sie na nieskoriczone czesciowe po-
rzadki prawie bez zmian, jednak ich przedstawienie wymagatoby sporego na-
kladu pracy i wprowadzania dodatkowej terminologii; poniewaz z wynikéw
tych nie korzystamy w dalszej czedci rozprawy, niniejsza uwage pozostawiamy
bez dowodu, zainteresowanego Czytelnika odsylajac do pracy Miniana [157]
(oraz jej wstepnej wersji [156], zawierajacej bardziej szczegétowe dowody).
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3.6. KOMPLEKSY c0-ZGNIATALNE

Regularny CW kompleks X nazywamy co-zgniatalnym do podkompleksu Y i pi-
szemy X Y, o ile istnieje skojarzenie Morse’a bez promieni malejacych na
P(X), ktérego zbiorem komorek krytycznych jest P(Y). Moéwimy, ze X jest
oo-zgniatalny, co oznaczamy przez X Y *, jezeli X jest co-zgniatalny do punktu.
(Podobne pojecie rozwazane byto w kontekscie wiasnosci metryk na wieloécia-
nach w pracy Jiehua i Yun [113]; jest tez znane pojecie nieskoriczonego prostego
typu homotopijnego, zob. np. [32,111].)

Powyzsza definicja uogélnia klasyczne pojecie zgniatalnosci skoriczonych, re-
gularnych CW komplekséw. Celem biezacego podrozdziatu jest dowd6d podsta-
wowych obserwacji dotyczacych tego uogélnienia, poréwnanie go z pojeciem
(ko)rozbieralnosci oraz podanie przykladoéw klas niezwartych, co-zgniatalnych
komplekséw symplicjalnych.

3.6.1. Podstawowe obserwacje dotyczqce co-zgniatalnosci

Przedstawione w niniejszej sekcji obserwacje wskazuja, ze pojecie
co-zgniatalnodci jest faktycznie naturalnym uogodlnieniem zgniatalnosci. Po-
nadto stuza one jako uzyteczne lematy w dalszej czesci rozdziatu.

Lemat 3.6.1. Niech X bedzie reqularnym CW kompleksem, zas Y jego podkompleksem.
Wowczas X 'Y wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq liczba porzadkowa « oraz pozaskori-
czony ciqg (Xy) p<a Podkomplekséw X takie, Ze:

— Xo = Y,’

— X, =X;

— Xp11 X Xy dla kazdej liczby porzadkowej ¢ < a;

— X¢p = Uyp<gp Xy dla kazdej granicznej liczby porzadkowej ¢ < w.

Dowdd. Zatézmy, ze istnieje na P(X) skojarzenie Morse’a M bez promieni ma-
lejacych, ktérego zbiorem elementéw krytycznych jest P(Y). Jest ono oczy-
widcie réwniez skojarzeniem Morse’a bez promieni malejacych na zbiorze
P(X) N P(Y). Niech <* bedzie liniowym rozszerzeniem relacji porzadkujacej
zbiér P(X) . P(Y) o wilasnosciach jak w lemacie 3.2.2.

Skonstruujemy liczbe porzadkowa a oraz pewien wstepujacy, pozaskoriczony
ciag (Xy) p<a Podkompleksow kompleksu X.

Niech Xy = Y. Zal6zmy, ze ¢ > 0 jest liczba porzadkowa oraz kompleksy
Xy € X zostaly okreslone dla wszystkich liczb porzadkowych ¢ < ¢ w ten spo-
s6b, ze P (Xy) \ P(Y) jest odcinkiem poczatkowym (P(X) \ P(Y), <*) oraz
(t,0) € M, gdzie ¢ oraz T sa odpowiednio najmniejszym elementem zbioru
uporzadkowanego (P(X) \ P (Xy), <* |P(X)\P(X¢)) i jego pokryciem gor-
nym w tym porzadku. Jezeli ¢ jest nastepnikiem, ¢ = ¥ + 1, to niech X, be-
dzie podkompleksem X powstatym przez doklejenie do kompleksu X, komoérek
0,7 (tzn. P(Xy) = P(Xy) U {0, T}). Zauwazmy, ze ¢ jest w X, Sciana wolna
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(zawarta w T); wobec tego Xy \ Xy. Jesli natomiast ¢ jest graniczna liczba po-
rzadkowa, niech Xy = Uy<y Xy. W kazdym wypadku, jezeli Xy = X, to przyj-
mujemy & = ¢ i koriczymy konstrukcje. Jezeli Xy # X, zauwazmy, Ze poniewaz
skojarzenie M nie ma elementéw krytycznych w zbiorze P(X) \ P(Y), to do
pewnej krawedzi tego skojarzenia nalezy element ¢’ najmniejszy w porzadku
(P(X) NP (Xp),<* |P(X)\P(X¢)>' Wobec wtasnosci relacji porzadkujacej <*,

dla v € P(X) \ P (X,) bedacego pokryciem gérnym elementu ¢’ wzgledem
porzadku <* mamy (7/,0’) € M. Skonstruowany ciag (Xy) pca A wymienione
w tredci lematu wlasnosci.

Udowodnimy teraz przeciwna implikacje. Niech a bedzie liczba porzadkowa,
za$ (Xy)p<a pozaskoniczonym ciagiem podkomplekséw CW kompleksu X o wia-
sno$ciach wymienionych w sformulowaniu lematu.

Dla kazdej liczby porzadkowej ¢ < & niech 75,04 € P(X) beda komérkami
takimi, Ze 0y jest $ciana wolna 7y w X1 oraz P (Xp) = P (Xpt1) ~ {79, 0p }-
Przyjmijmy M = {(1p,04) : ¢ < a}. Oczywiscie M jest skojarzeniem w grafie
skierowanym H(P(X)), za$ elementy zbioru P(X), ktére nie naleza do zadnej
krawedzi skojarzenia M, to dokladnie komoérki tworzace podkompleks Y. Ko-
rzystajac z lematu 3.2.1 wykazemy, ze M jest skojarzeniem Morse’a bez promieni
malejacych na X.

Zauwazmy na poczatek, ze jezeli (x,y) € Hy(P (X)), przy czym x € P (Xyp)
dla pewnej liczby porzadkowej ¢ < a, toy € P (Xyp). Jesli bowiem y < x,
toy € P (Xy), gdyz Xy jest podkompleksem X; w przeciwnym wypadku, gdy
x <y, zachodzi oczywiscie rownos¢ (y, x) = (ty,0y) dla pewnej liczby porzad-
kowej i < ¢.

Przypus$émy, ze (x;)ieN jest nieskoriczona $ciezka w grafie H (P (X)). Przyj-
mijmy:

¢o = min {¢ < « : istnieje liczba i € N taka, ze x; € Xy},
i0=min{i€N:xi0 EX(PO}.

Na podstawie obserwagji poczynionej w poprzednim akapicie dowodu x; € Xy,
dla wszystkich j > iy. Ciag (Xi,4), < jest wiec nieskoniczona Sciezka w podgra-
fie grafu H (P (X)) indukowanym na zbiorze wierzchotkéw P (X, ). Ciag taki
oczywiscie nie istnieje gdy ¢9 = 0. Zatem ¢p > 0. Poniewaz Xy = Uy Xy
dla kazdej granicznej liczby porzadkowej ¢ < «, liczba ¢ jest nastepnikiem,
$o = o + 1. Ponadto wobec wyboru liczby ¢y zachodzi zawieranie

{1k 1k €N} CP (Xgy) NP (Xy) = { T T }

co jest oczywistq sprzecznoscia.
Graf skierowany H (P (X)) nie zawiera zatem nieskoriczonej Sciezki. Zgod-
nie z lematem 3.2.1 M jest skojarzeniem Morse’a bez promieni malejacych. [

Gdyby w twierdzeniu 3.4.7 ograniczy¢ sie do rozwazania regularnych CW
komplekséw, lemat 3.6.1 moglby postuzy¢ jako jeden z gléwnych krokéw jego
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dowodu (pelniac w nim role podobna do twierdzenia 3.1.8 w dowodzie twier-
dzenia 3.1.10).

Lemat 3.6.2. Niech X,Y bedq reqularnymi CW kompleksami. Jezeli X 'Y, to istnieje
mocna retrakcja deformacyjnar: X —'Y.

Dowéd. Zat6zmy, ze X ¥Y. Niech a bedzie liczba porzadkowa, zas (Xy) pee
ciagiem podkomplekséw X o wiasnosciach jak w lemacie 3.6.1. Dla wszystkich
¢ < a wlozenie Xy — X1 jest homotopijna rownowaznoscia, gdyz X¢ 1 X Xp-
Na podstawie lematu 1.4.18 wlozenie Y — X jest homotopijna réwnowaznoscia,
a zatem, wobec lematu 1.4.1 oraz stwierdzenia 1.4.2, podkompleks Y jest mocnym
retraktem deformacyjnym CW kompleksu X. O

Kolejny lemat, dotyczacy mozliwosci ,skladania” co-zgniecer, jest natychmia-
stowa konsekwencja lematu 3.6.1.

Lemat 3.6.3. Niech X bedzie reqularnym CW kompleksem, « > 0 liczbq porzadkowq,
zas (X¢)p<a pozaskoriczonym ciggiem podkompleksow X takim, Ze:

— Xp11 X X dla kazdej liczby porzadkowej ¢ < a;

— Xp = Uy<g Xy dla kazdej granicznej liczby porzadkowej ¢ < «;

P — Q-

Woéwczas X~ Xj.

Ponizszy wynik jest w przypadku skoriczonych komplekséw symplicjalnych
dobrze znana obserwacja (zob. np. [118]).

Lemat 3.6.4. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym, zas v € K wierzchotkiem ta-
kim, ze lkg(v) g *, tzn. istnieje skojarzenie Morse’a bez promieni malejacych M na
kg (v) o doktadnie jednej, O-wymiarowej komdrce krytycznej {w}. Wéwczas

M={(xru{o},eu{o}): (r,0) € M} U{({o,w}, {o})}

jest skojarzeniem Morse’a bez promieni malejacych na K wyznaczajacym oo-zgniecenie
KXY K — .

Dowdd. Oczywiscie M jest skojarzeniem. Poniewaz kazdy sympleks kg (v), z wy-
jatkiem {w}, nalezy do ktorej$ z krawedzi skojarzenia M, kazdy sympleks o € K
zawierajacy wierzchotek v nalezy do ktoérej$ sposroéd krawedzi M. Nietrudno
sprawdzi¢, ze M jest skojarzeniem Morse’a bez promieni malejacych. O

3.6.2. (Ko)rozbieralnos¢ implikuje co-zgniatalnosé

Ponizej opisujemy niektore sytuacje, w ktérych rozbieralnos$¢ oraz korozbie-
ralnoé¢ implikuja co-zgniatalno$é. Wyniki tego typu byly dowodzone, zazwy-
czaj przy duzo mocniejszych niz w tej sekcji zatozeniach, przez ré6znych autorow
i w wielu wariantach [15,17,31,123,124].
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Lemat 3.6.5. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym, zas v € K wierzchotkiem zdo-
minowanym przez w € K. Wowczas

M= {(c,0 ~{w}):0 € P(K),{v,w} Co}

jest skojarzeniem Morse’a bez promieni malejacych na K, wyznaczajacym oo-zgniecenie
KXY K —wv.

Dowdd. Poniewaz
M= {(o,0~{w}):0 € P(lkk(v)), o # {w}}

jest, jak tatwo zauwazy¢, skojarzeniem Morse’a bez promieni malejacych na
lkx(v) wyznaczajacym oo-zgniecenie lkg(v) “§ {w}, teza wynika z lematu
3.6.4. 0

Lemat 3.6.6. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym, za$ L jego podkompleksem ta-
kim, ze K jest I x-rozbieralny do L. Wowczas K~ L.

Dowdd. Ustalmy liczbe porzadkowa a oraz Zx-rozbierajacy K do L ciag retrakcji
(p¢,¢+1: Ky — K4>+1) p<n’ za$ (04,) p<a’ (w¢) p<a niech oznaczaja ciagi wierzchot-
kow kompleksu K takie, ze Ky 11 = K¢ — vg 0raz py 41 (v9) = wy dla wszystkich
¢ <.

Dla kazdej liczby porzadkowej ¢ < a niech

My = {(c,0~{wy}) 10 € P (Kps1), {vg, wp} C o}

oznacza skojarzenie Morse’a bez promieni malejacych wyznaczajace
oco-zgniecenie Ky 1 Y Ky (patrz lemat 3.6.5).

Przyjmijmy M = Uy, Myp. Oczywiscie M jest skojarzeniem w grafie skiero-
wanym H(P(K)), a P(L) jest zbiorem tych elementéw P(K), ktére nie naleza
do zadnej krawedzi M. Wykazemy, ze M jest skojarzeniem Morse’a bez promieni
malejacych.

Rozwazmy w tym celu relacje cze$ciowego porzadku C na zbiorze P (K) taka,
ze dla x,y € P(K) mamy y C x, o ile zachodzi jeden z warunkéw:

— dim(y) < dim(x);
— dim(y) = dim(x) oraz y € Upew O~ (Ppy1) gy ().
Poniewaz ciag (0¢,p+1) o< jest nieskoriczenie skladalny, a elementy P(K) sa

skoriczonymi zbiorami, porzadek (P(K), C) jest dobrze ufundowany. Udowod-
nimy metoda indukcji noetherowskiej ze wzgledu na porzadek C, ze kazda
Sciezka w grafie H (P (K)) jest skoriczona.

Ustalmy x € P(K) i zalézmy, ze skoriczone sa wszystkie Sciezki w grafie
Hm(P(K)) rozpoczynajace sie w sympleksach y € P(K) takich, ze y T x. Roz-
wazmy Sciezke w H (P (K)), ktorej pierwszym wierzchotkiem jest x, za$ kolej-
nymi trzema a,b,¢c € P(K). Jesli (a,x) € M, to a C x, wiec dim(a) < dim(x)
i w konsekwengji @ T x. Jezeli (a,x) € M, toa = xU{wy}, gdzie ¢ =
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min {¢ < a:vy € x}. W przypadku, gdy b = a~ {vy} = xU {wy} ~ {vy},
mamy b C x, gdyz wy = QH(PIPJPH)O@KqDH (vg). Jesli natomiast b = a \ {v}
dla pewnego v € a \ {wy, vy}, to poniewaz (b, b\ {wy}) € M, a M jest skojarze-
niem, krawedz (¢,b) ¢ M, czylic = b~ {v'} dla pewnego v’ € b~ {wy}. Ozna-
cza to, ze dim(c) < dim(x), wiec ¢ C x. WykazaliSmy, ze w kazdym przypadku
ktorys z elementéw Sciezki rozpoczynajacej sie w x jest mniejszy od x w porzadku
C, co z zalozenia indukcyjnego oznacza, ze $ciezka ta jest skoriczona.

Na podstawie lematu 3.2.1 M jest skojarzeniem Morse’a bez promieni maleja-
cych. O

Stwierdzenie 3.6.7. Niech K bedzie kompleksem symplicjalnym, zas L jego podkom-
pleksem takim, ze K o\, L lub L /" K. Wowczas K™Y L.

Dowdd. Jesli K \p\, L, teza stanowi natychmiastowy wniosek z lematéw 2.3.3
oraz 3.6.6.

Zalézmy, ze L /" K. Ustalmy liczbe porzadkowa p oraz C-korozbierajacy
K z L ciag (Gp4+1,9: Lp+1 — L¢)¢</3' Poniewaz Ly1 o\ Ly dla kazdej liczby
porzadkowej ¢ < B, na podstawie pierwszej czesci stwierdzenia Ly 1 Y Ly. Za-
stosowanie lematu 3.6.3 koriczy dowdd. O

Zauwazmy, ze lemat 3.6.2 w polaczeniu ze stwierdzeniem 3.6.7 dostarcza al-
ternatywnego dowodu stwierdzenia 2.3.9.

Korzystajac z lematu 2.3.5 oraz stwierdzenia 3.6.7 moglibySmy udowodnig,
ze jesli P jest czeSciowym porzadkiem bez nieskoniczonych faricuchéw, A C P
oraz P \\, A, to K(P) g K(A). Zalozenie o braku nieskoniczonych taricuchéw
w P mozna jednak pomina¢, co wykazemy korzystajac z nastepujacego lematu,
gléwna idea dowodu ktérego pochodzi z ksiazki Kozlova [124].

Lemat 3.6.8 (por. [124, Remark 13.13]). Niech P bedzie czesciowym porzadkiem, zas
r: P — r(DP) retrakcja nalezqcq do klasy (U U D). Wowczas KC(P) g KC(r(P)).

Dowdd. Bez utraty ogélnosci mozemy zaklada¢, ze r € D.

Kazdy element x € P(IC(P)) \ P(K(r(P)) jest niepustym, skoriczonym, li-
niowo uporzadkowanym podzbiorem P postaci x = {xp < x1 < ... < xdim(x)}.
Niech iy = min{i : x; # r(x;) }. Przyjmujemy:

M={(xU{r(x)},x):x € P(K(P))\P(K(r(P))), ix =0lubr(x; ) #x; 1}.

Wykazemy, ze M jest skojarzeniem Morse’a bez promieni malejacych na kom-
pleksie symplicjalnym KC(P), ktérego zbiorem elementéw krytycznych jest
K(r(P)).

Poniewaz r € D, to dla kazdego x € P(K(P)) mamy r (x;, ) < x;_oraz, o ile
iy >0,x;,1 =7r(x;,_1) <r(x;). Zatem x U {r (x;,)} jest elementem P (IC(P)),
czyli M C P(K(P)) x P(K(P)) jest podzbiorem zbioru krawedzi grafu skiero-
wanego H(P(K(P))).

Nietrudno spostrzec, ze element x € P(K(P)) nalezy do
P(K(P)) NP(K(r(P))) wtedy i tylko wtedy, gdy jest elementem krawedzi
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ze zbioru M. Latwo réwniez sprawdzi¢, ze M jest skojarzeniem w grafie
H(P(K(P)).

Wobec lematu 3.2.1 pozostaje do udowodnienia, ze nie istnieje nieskoriczona
Sciezka w grafie skierowanym H (P (KC(P))). Oczywiscie skoriczona jest kazda
Sciezka rozpoczynajace sie w wierzchotku nalezacym do zbioru P (KC(r(P))). Dla
Sciezek rozpoczynajacych sie w wierzchotku x € P(K(P)) ~ P(K(r(P))) do-
wod przeprowadzimy metoda indukcji ze wzgledu na dim(x) oraz dim(x) — iy.
Ustalmy w tym celu x € P(K(P)) ~ P(K(r(P))) i zatézmy, ze kazda Sciezka
w Hp(P(K(P))) rozpoczynajaca sie w wierzchotkuy € P(IC(P)) \P(K(r(P)))
takim, ze dim(y) < dim(x) lub dim(y) = dim(x) oraz dim(y) —i, < dim(x) — iy,
jest skoriczona.

Element x jest skoficzonym, niepustym zbiorem liniowo uporzadkowanym
x = {x0 < ... < Xdim(x)} € P.Rozwazmy $ciezke w Hp(P(K(P))) rozpo-
czynajaca sie w x, ktorej kolejnymi elementami sa a,b,¢ € P(K(P)). Mozemy
zaktada¢, ze a,b,c € P(K(r(P)). Jezeli a C x, to Sciezka ta jest skoriczona z za-
tozenia indukcyjnego, gdyz dim(a) < dim(x). Zat6zmy wobec tego, ze a 2 x.
Oznacza to, ze (a,x) € M, czylia = {xo < ... < r(x;,) < %, < ... < Xdim(x) -
Poniewaz M jest skojarzeniem, b = a ~ {x;} = x U {r (x;,)} \ {x;} dla pewnego
j € 10,...,dim(x)}. Jesli j # iy, to (b,x~ {xj}) € M, wiecc = a~ {x]-,xj/}
dla pewnego j’ € {0,...,dim(x)} \ {j}; wowczas dim(c) < dim(x), czyli roz-
wazana Sciezka jest skoficzona z zalozenia indukcyjnego. Jezeli natomiast j = iy,
to zauwazmy, ze dim(b) = dim(x), ale i) = i, (y_} > ix, wiec dim(b) — i), <
dim(x) — iy. Rozwazana Sciezka jest wiec, wobec zalozenia indukcyjnego, skon-
czona. O

Stwierdzenie 3.6.9. Niech P bedzie czesciowym porzqdkiem, zas A C P takim jego
podzbiorem, Ze P N\, A lub A /' P. Wéwczas IC(P) g KC(A).

Dowdd. Zalézmy, ze P\, A. Na podstawie lematu 2.2.5 oraz nastepuja-
cej po nim uwagi odnos$nie dowodu, istnieja liczba porzadkowa a oraz ciag
(r¢.p+1: Pp = Ppi1) p<a TetTakdji (U U D)-rozbierajacy P do A.

Dla ¢ < « niech My bedzie dla 4,41 skojarzeniem Morse’a na K (P,) zdefi-
niowanym jak w dowodzie lematu 3.6.8 oraz niech M = Uy, Mp. Wobec lematu
3.6.8 zbior M jest skojarzeniem w grafie H(P(K(P))), a wierzchotki tego grafu
nie nalezace do zadnej krawedzi skojarzenia M tworza zbiér P(K(A)).

Wykazemy, ze graf skierowany Hpi(P(K(P))) nie zawiera nieskoriczonej
Sciezki, co na podstawie lematu 3.2.1 oznaczalo bedzie, ze M jest skojarzeniem
Morse’a bez promieni malejacych.

Podobnie jak w dowodzie lematu 3.6.6 rozwazmy dobrze ufundowany cze-
Sciowy porzadek C na zbiorze P(K(P)) taki, ze dlax,y € P(K(P)) mamyy C x,
o ile zachodzi jeden z warunkéw:

— dim(y) < dim(x);
— dim(y) = dim(x) oraz y C Uy, Q—>(r¢,¢+1)0<¢<¢ (x).
Przeprowadzimy indukcje noetherowska ze wzgledu na porzadek C.
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Ustalmy x € P(K(P)) i zat6zmy, ze wszystkie Sciezki w grafie H (P (IC(P)))
rozpoczynajace sie w wierzchotkach y € P(K(P)) takich, ze y T x, sa skoriczone.
Rozwazmy Sciezke w H (P (K(P))), ktorej pierwszym wierzchotkiem jest x, zas
kolejnymi trzema a, b, c € P(K(P)). Jak zauwazyliSmy w dowodzie lematu 3.6.8,
albo (a,x) ¢ Miwbéwczas a C x, albo (a,x) € M, tzn. (a,x) € My dla pew-
nego ¢ < a. W tym ostatnim przypadku zachodzi jedna z mozliwosci: ¢ C x,
czylic C x,albo b = (x ~ {x;}) U{rgps1(xi)} € Upen Qﬁ(rlpﬂpﬂ)ogw@ (x) dla
pewnego i € {0,...,dim(x)} takiego, Ze r¢,¢11(x;) # {x;}, co oznacza, ze b C x.
W kazdym wypadku rozwazana $ciezka jest na podstawie zalozenia indukcyj-
nego skoriczona. W konsekwencji M jest skojarzeniem Morse’a bez promieni ma-
lejacych; wyznacza ono co-zgniecenie KC(P) N7 IC(A).

Jezeli A /7 P, teza stwierdzenia wynika natychmiast z lematu 2.2.16 (wraz
z nastepujaca po nim uwaga) oraz lematéw 3.6.3, 3.6.8. ]

3.6.3. Kraty bez dopetnien

Badanie topologicznych wtasnosci Scietych krat bez dopetniert ma dosé diuga
historie. Z pracy Crapo [63] z 1966 roku wynika (dzieki zwiazkowi miedzy
tzw. funkcja Mobiusa czesciowego porzadku a jego charakterystyka Eulera [40,
(9.14)]), ze charakterystyka Eulera skoniczonej, Scietej kraty bez dopelnien jest
rowna 1. Wynik ten stanowil motywacje dla Baclawskiego [16, Corollary 6.3],
ktory wykazat (korzystajac miedzy innymi z ciagu spektralnego Leraya), ze krata
taka ma trywialne homologie catkowitoliczbowe, a nastepnie wraz z Bjornerem
[19, Theorem 3] zastosowal dowdd w nieco ogdlniejszej sytuacji. W pdZniejszej
pracy Bjorner [39, Theorem 3.3] udowodnit Sciagalnoé¢ realizacji geometrycznej
kompleksu symplicjalnego stowarzyszonego z krata bez mocnych dopelnien (bez
zalozenia o skoniczonosci tej kraty). Wazne i daleko idace uogélnienia tego wy-
niku zawiera praca Bjornera i Walkera [41].

Kozlov [125, Theorem 2.4] oraz Baclawski [17, Theorem 27] udowodnili, iz
kompleks symplicjalny stowarzyszony ze skoriczona, Scieta krata bez dopetniers
(w przypadku Baclawskiego réwniez bez mocnych dopelnien) jest zgniatalny
(a nawet ma silniejsza wlasno$é non-evasiveness). W niepublikowanych notatkach
Baclawski [15] czeSciowo przeniést ten wynik na nieskoriczone kraty. Celem bie-
zacej sekcji, w duzej mierze opartej na wspomnianych notatkach [15], jest przed-
stawienie dopracowanych i nieco uogélnionych niepublikowanych rezultatéw
Baclawskiego jako przyktadu zastosowania pojecia co-zgniatalnosci.

Idea ponizszego wyniku oraz jego dowodu pochodzi z notatek Baclawskiego
[15]; podane sformulowanie jest ogdlniejsze niz w oryginale.

Lemat 3.6.10 (por. [15, Theorem 6.2, Proposition 10.2]). Niech K bedzie komplek-
sem symplicjalnym o zbiorze wierzchotkow V oraz niecch W C V, U = V \ W. Jezeli
stx ()], X * dla kazdego sympleksu o kompleksu K|, to K™ K| ;.
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Dowéd. Ustawmy elementy zbioru W w ciag pozaskoniczony: W = {wy } p<a dla
g wiec K\ K | u

pewnej liczby porzadkowej a. JeSlia = 0,tzn. W = @, to K = K
w spos6b trywialny.

Zat6zmy, ze lemat jest prawdziwy dla wszystkich komplekséw symplicjal-
nych L oraz podzbioréw Wy zbioréw ich wierzchotkéw takich, ze Wy, = {U¢ } o<p
dla pewnej liczby porzadkowej g < a.

Rozwazmy najpierw sytuacje, gdy a jest nastepnikiem: « = -y + 1. Wykazemy,
ze Ikg (w,) & *. Przyjmijmy oznaczenie K = lkg(w.,). Niech V bedzie zbiorem
wierzchotkéw kompleksu K, za$

W:{w¢}¢<7ﬂV, U=V~wW=vnu.
Oczywiscie elementy zbioru W mozna, dla pewnej liczby porzadkowej f < «,
ustawic¢ w ciag pozaskoriczony {@g } o<p" Dla kazdego sympleksu o kompleksu

K| mamy stg(0)|; = stk (0 U {w,})
niami lematu. Na podstawie zalozenia indukcyjnego K K‘u‘ Zauwazmy jed-

L wiec sty (o) ‘ﬁ g * zgodnie z zatoze-

nak, ze K| g = stk (w-) L Wiec K‘ a N * z zatozen lematu. Z lematu 3.6.3 otrzy-
mujemy K\ x.

Poniewaz lkg (w,) = K ¥x, na podstawie lematu 3.6.4 zachodzi
co-zgniecenie K\ K — w.,. Z zatozenia indukcyjnego

K—ZUI),%OK—ZUW}U\{HJV} = K}U

Wobec lematu 3.6.3 oznacza to, ze K\ K } u

DowiedliSmy tezy indukcyjnej w przypadku, gdy a jest nastepnikiem. Za-
16zmy, ze liczba porzadkowa « jest graniczna. Dla ¢ < a niech Wy = {wy } p<o
oraz Ky = K‘uqu). Jak zauwazyliSmy wyzej, jesli ¢ < a, to K1 Y Kyp. Zatem
K =K, 3 Ko = K| y ha podstawie lematu 3.6.3. O

Ponizsze twierdzenie uogo6lnia niepublikowany wynik Baclawskiego [15,
Theorem 9.1], ktéry udowodnit je przy dodatkowym zatozeniu, ze krata L jest
skoriczonej wysokosci. (Podobne wyniki dla krat skoriczonych uzyskali wcze-
$niej Baclawski [17, Theorem 26] oraz Kozlov [125, Theorem 2.4].) Prezento-
wany nizej dowdd rézni sie od przedstawionego przez Baclawskiego [15] przede
wszystkim zastosowaniem stwierdzenia 3.6.9, nieco ogdlniejszego niz jego wy-
korzystany w oryginalnym dowodzie odpowiednik.

Twierdzenie 3.6.11 (por. [15, Theorem 9.1]). Niech L bedzie kratq z zerem i je-
dynka. Zatozmy, ze x € L, zas B C L jest zbiorem zawierajacym wszystkie dopetnie-
nia elementu x oraz zawartym w zbiorze dolnych pétdopetnieri tego elementu. Wowczas
K (L~ B) g .

Dowéd. Przyjmijmy oznaczenie P = L \ B. Niech
Isc(x) ={yeLl:xny=0.},
c(x)={yeLl:xny=0, xVy=1.}
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oznaczaja odpowiednio zbiér dolnych pétdopetnient elementu x oraz zbiér do-
pelnieni tego elementu. Z zatozenia c(x) € B C Isc(x). Niech W = Isc(x) \ B
oraz U = L~ 1sc(x).

Jezelip € U,q € Porazq > p,toqgAx = p Ax > 01, wiec g € U. Podobnie,
jeslipe W,geP,g<ptogAx<pAx=0L.

Zastosujemy lemat 3.6.10 do kompleksu IC(P) i wyzej okreslonych zbioréw
U, W. Wykazemy w tym celu, ze dla kazdego sympleksu ¢ kompleksu K(W) =
K(P) ‘W zachodzi co-zgniecenie sty (p) () | TS

Rozwazmy sympleks o kompleksu IC(W). Jest on niepustym, skoriczonym
podzbiorem liniowo uporzadkowanym {wy < w1 < ... < w,} C W. Kazdy
sympleks T kompleksu st;C(p)(Uﬂu jest niepustym, skoriczonym, liniowo upo-
rzadkowanym podzbiorem U takim, ze zbiér ¢ U T C P jest liniowo uporzadko-
wany. Zauwazmy, ze takie podzbiory to doktadnie skoriczone, niepuste fariuchy
w zbiorze U N (wy1p), czyli stic(p) (o) |, = KU N (w,Tp)).

Przyjmijmy oznaczenie w = w,. Poniewaz

w € W =1sc(x) ~ B Clsc(x) \ c(x),

towVx < 1y, wiec wV x € wlp. Ponadto x A (wV x) = x # 0, a zatem
wV x € U. Rozwazmy zachowujace porzadek odwzorowanie

ro: UN (wtp) = ro(UN (wtp)) CL

zadane dla u € UnN (wfp) wzorem ro(u) = u A (wV x). Wykazemy, ze
ro(U N (wtp)) jest podzbiorem U N (w?p). Ustalmy w tym celu u € UN (w?p).
Poniewaz u > w oraz wV x > w, mamy ro(u) = uA(wVx) > w, czyli
ro(u) € wty. Z drugiej strony

ro(u)Ax=uAN(wVx))Ax=uA((wVx)Ax)=uAx#0g,

gdyz u € U. Zatem ro(u) € UN (wTy) = UN (w?lp). Zauwazmy, ze ro(u) < u,
a ponadto

ro(ro(u)) = A (wVx)AN(wVx)=uA((wVx)N(wVx))=uA(wVx)=ry(u),

czyli rg jest D-retrakcja. Odwzorowanie state r1: ro(U N (wlp)) — {w Vv x}
jest U-retrakcja. Zatem {w Vv x} /7 K(UN (whp)) = stgpy(o)|,, czyli
sti(p)(0) | y ¥ * na podstawie stwierdzenia 3.6.9.

Wobec lematu 3.6.10 zachodzi co-zgniecenie K(P) Y K(P)|, = K(U).
Udowodnimy, ze K(U) Y %, co bedzie, dzieki lematowi 3.6.3, oznaczato, iz
KC(P) N .

Rozwazmy zachowujace porzadek odwzorowanie r(’): u— r’O(U) C L dane
dla u € U wzorem r((u) = x A u. Wykazemy, ze r,(U) € U. W tym celu ustalmy
u € U. Poniewaz u ¢ lsc(x), mamy x A u > 0y, czyli rj(u) € L. Ponadto ry(u) =
x Au < x, wiec x Arj(u) = ry(u) > 0r, a zatem ry(u) € U. Zauwazmy takze,
ze ry(ry(u)) = x Arj(u) = ry(u) oraz ry(u) = x Au < u, czyli funkgja r{) jest
D-retrakcja na zbiorze U. Odwzorowanie state 7| : rj(U) — {x} jest U-retrakdja.
Wobec tego {x} " U, wiec £(U) g * na podstawie stwierdzenia 3.6.9. O]

u/
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Oczywiscie twierdzenie 3.6.11 pozostaje prawdziwe, gdy zbiér dolnych pot-
dopelnient w jego sformutowaniu zastapimy zbiorem gérnych pétdopetnieni.

Jezeli L jest krata bez dopelnierr, mozemy w twierdzeniu 3.6.11 przyja¢ B = O,
co prowadzi do nastepujacego wniosku.

Whniosek 3.6.12. Jezeli L jest kratq z zerem i jedynka, bez dopetnieri, to IC (L) g =.

Przy dodatkowym zatozeniu, ze krata L nie zawiera nieskoriczonego laricu-
cha, jestesmy w stanie wykaza¢ co-zgniatalnos¢ kompleksu K (L), o ile L nie ma
mocnych dopelnieri. Wynik ten nieznacznie uogoélnia niepublikowane twierdze-
nie Baclawskiego [15, Theorem 9.2], zawierajace mocniejsze zatozenie o skon-
czonej wysokosci kraty L. (Analogiczny wynik dla skoriczonych krat znajduje
sie w artykule Baclawskiego [17, Theorem 27].) Idea zaprezentowanego nizej
dowodu pochodzi z notatek Baclawskiego [15]; od oryginalnego rozumowania
rézni sie on szczegdtami technicznymi.

Twierdzenie 3.6.13 (por. [15, Theorem 9.2]). Jezeli L jest kratq bez mocnych dopetnier,
ktora nie zawiera nieskoriczonego faricucha, to KC (L) g .

Dowdd. Ustalmy element x & L taki, ze nie istnieje dopetnienie x bedace kre-
sem gornym zbioru zawartego w min (L) badz nie istnieje dopelnienie x bedace
kresem dolnym zbioru zawartego w max (i) Bez utraty ogélnosci mozemy za-
ktada¢, ze zachodzi pierwsza z tych mozliwosci. Symbolem c(x) oznaczmy zbidr
dopelnieri elementu x.

Okreslamy indukcyjnie pewien pozaskoriczony ciag podzbioréw zbioru c(x),
dla kazdej liczby porzadkowej ¢ przyjmujac

Cp =min | c(x)~ [ J Cy
p<¢

Niech B bedzie najmniejsza liczba porzadkowa o tej wilasnosci, ze Cp = @.
CzeSciowy porzadek L nie zawiera nieskoriczonych taficuchéw, wiec jest dobrze
ufundowany, skad wynika, ze zachodzi ré6wnos¢ c(x) \ Uyg Cyp = @.

Dla wszystkich ¢ < B niech

ch =L~ C¢
P<yp<p

oraz Ky = K (Ly). Wykazemy, ze dla kazdej liczby porzadkowej ¢ < B zachodzi
oco-zgniecenie Ky 11 Y K. Ustalmy w tym celu ¢ < B.

Zastosujemy lemat 3.6.10 do kompleksu K = K¢+1 oraz zbiorow W = Cp, U =
L~ Up<y<p Cyp- Poniewaz zbiér Cy jest antytaricuchem, wszystkie sympleksy
kompleksu K¢+l‘c¢ = K (Cy) sa O-wymiarowe oraz StKgb-H({C})‘U = le¢+1(c)
dla kazdego ¢ € Cy. Ustalmy ¢ € Cy. Poniewaz ¢ € c(x), z wyboru elementu
x nie istnieje podzbiér zbioru min (i), ktoérego kresem gérnym jest c. Jesli wiec
z = sup (min (cly)) (ten kres gérny istnieje, gdyz L nie zawiera nieskoriczonych
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faricuchéw, jest wiec krata zupelna na podstawie lematu 1.2.4), to z < ¢, a zatem

z e L‘P
Niech Q = {q € Ly : q ~ c}. Okre$lmy zachowujace porzadek odwzo-
rowanie ro: Q — r9(Q) C L, zadane dla q € Q wzorem ry(q) = g Az

Wykazemy, ze r9(Q) € Q, a funkcja 7y jest D-retrakcja. Dla 4 € Q mamy
ro(q) < z < c. Wystarczy zatem pokaza¢, ze ro(q) # 0r.Jeslig > ¢, to g > z, wiec
ro(q) = z > 0p. Jezeli zas q < c, to g > m dla pewnego elementu m € min (cly),
wiec ro(g) = m > 0r. Oczywiscie ro(q) < g oraz ry jest retrakcja. Funkgja stata
r1: 19(Q) — {z} jest U-retrakcja, wobec czego x " K(Q) = Ik, , (c). Na pod-
stawie stwierdzenia 3.6.9 kompleks lkg, , (c) " *. Z lematu 3.6.10 wnioskujemy,
ze K11 X Kgp1|; = K.

Stosujac lemat 3.6.3 do ciagu (Ky) ,_ , otrzymujemy

$<p

K (L) = Kg ¥ Ko = K(L~\ c(x)).

Na podstawie twierdzenia 3.6.11 zachodzi co-zgniecenie K (L \ c(x)) g *. Za-
stosowanie lematu 3.6.3 koriczy dowéd. O

Bjorner [39, Theorem 3.3] udowodnil, ze kompleks K (i) ma Sciagalna reali-
zacje geometryczna dla dowolnej (réwniez zawierajacej nieskoriczone laricuchy)
kraty L bez mocnych dopelnien. Zastanawiajace jest, czy mozna przy tych zalo-
zeniach wykaza¢ co-zgniatalnosci K (L).

Problem 3.6.14. Czy jesli L jest dowolna krata z zerem i jedynka, bez mocnych
dopemien, to K (L) g #?

Twierdzenie 3.6.13 postuzy w sekgcji 5.1.2 jako fragment kombinatorycznego
dowodu twierdzenia o istnieniu punktu stalego zachowujacego porzadek od-
wzorowania $cietej kraty bez promieni i bez mocnych dopetnien.

3.7. DYSKRETNA TEORIA MORSE’A A TOPOLOGIA
W NIESKONCZONOSCI

W tym podrozdziale przedstawiamy wyrazajace sie w jezyku dyskretnej teo-
rii Morse’a kryteria pozwalajace na stwierdzenie, ze dany lokalnie skoriczony,
regularny CW kompleks ma kotnierzyk do wewnatrz lub ma kotnierzyk na ze-
wnatrz.

3.7.1. Kotnierzyki do wewnaqtrz

Stwierdzenie 3.7.1. Niech X bedzie spéjnym, reqularnym, lokalnie skoriczonym CW
kompleksem z zadanym dyskretnym skojarzeniem Morse’a M bez promieni malejacych
i takim, Ze zbiér Cp;(P (X)) jest skoriczony. Wéwczas X ma kotnierzyk do wewnaqtrz.
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Dowdd. Stosujac lemat 3.5.1 do czeSciowego porzadku P = P(X) oraz funk-
gip = rk: P(X) — NN dla kazdego x € P(X) otrzymujemy skoniczony zbior
O(x) € P(X) o wilasnosciach opisanych w tym lemacie.

Zbiér komorek CW kompleksu X jest przeliczalny. Ustawmy go w ciag
(xn)nen- Dla n € IN niech X, bedzie podzbiorem X bedacym suma komérek na-
lezacych do zbioru U,,<, O(xm); warunek 2) z lematu 3.5.1 gwarantuje, ze X, jest
podkompleksem X, za$ dzieki warunkowi 1) zachodzi réwnos¢ U,,cn Xn = X.

Rodzina krawedzi M, = {(x,y) € M : x,y € P(Xy) ~ P(X,—1)} jest
skojarzeniem Morse’a na X,. Poniewaz zbior Cy;(P (X)) jest skoriczony, korzy-
stajac z warunku 3) otrzymujemy dla odpowiednio duzych n € IN réwnosc¢
Cm,(P(Xn)) = P(Xy-1), tzn. X, " X;,—1. Na podstawie lematu 3.6.3, dla wy-
starczajaco duzych n € IN, mamy X \y X}, a zatem wobec lematu 3.6.2 wlozenia
Xy < X sa (dla dostatecznie duzych n € IN) homotopijnymi réwnowaznosciami.
Zgodnie z twierdzeniem 1.5.7 oznacza to, ze przestrzeri X ma kotnierzyk do we-
wnatrz. O

Zauwazmy, ze na podstawie stwierdzenia 3.7.1 kazdy regularny, lokalnie
skoriczony CW kompleks X, ktory jest co-zgniatalny do swojego zwartego pod-
kompleksu, ma kotnierzyk do wewnatrz.

Ze stwierdzen 3.3.7, 3.7.1 otrzymujemy ponadto nastepujacy wniosek.

Whiosek 3.7.2. Jesli na reqularnym, lokalnie skoriczonym CW kompleksie X zadane jest
skojarzenie Morse’a M takie, ze zbiory Cp(P(X)) oraz Ry (P (X)) sa skoriczone, to
przestrzeni X ma kotnierzyk do wewnaqtrz.

3.7.2. Kotnierzyki na zewnatrz

Zanim przystapimy do dowodu analogicznego do stwierdzenia 3.7.1 wyniku
dotyczacego przestrzeni z kolnierzykami na zewnatrz, wprowadZmy pomoc-
nicze oznaczenia. Niech P bedzie czeSciowym porzadkiem z zadanym skoja-
rzeniem M w diagramie Hassego #H(P). Dla podzbioru A C P przez M_(A)
oznaczmy zbidr tych elementéw p € P, dla ktérych istnieje Sciezka w H p1(P)
zaczynajaca sie w p i koniczaca w ktéryms z elementéw zbioru A. Przyjmijmy
ponadto

M*(A)=M_(A)U{x e P:(x,y) € Mdlapewnegoy € M_(A)}.

Lemat 3.7.3. Niech X bedzie reqularnym, lokalnie skoriczonym CW kompleksem z za-
danym skojarzeniem Morse’a M takim, Ze H (P (X)) nie zawiera promieni rosnqcych.
Woéwczas dla dowolnego skoriczonego zbioru A C P(X) zbiér M* (A) jest skoriczony,
zas komérki kompleksu X nalezace do P(X) ~ M* (A) tworzq koograniczony podkom-
pleks CW kompleksu X.

Dowdd. Ustalmy skoniczony zbiér A C P(X). Przypusémy, ze zbiér M_(A) jest
nieskoriczony. Poniewaz zbior A jest skoriczony oraz M_(A) = U,ea M—({a}),
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istnieje 4 € A takie, ze zbiér M_({a}) jest nieskoriczony. Rozwazmy pod-
graf D diagramu Hassego H(P(X)) indukowany na zbiorze M_({a}). Niech
D“ oznacza graf skierowany powstaty z D przez zmiane orientacji wszystkich
krawedzi. Poniewaz porzadek P(X) jest lokalnie skoniczony, to lokalnie skori-
czony jest tez graf D?. Z lematu Koniga 1.2.2 wynika, ze D? zawiera nieskoficzona
Sciezke prosta, czyli D zawiera promier rosnacy, co jest sprzeczne z zatozeniem
o braku promieni rosnacych w H (P (X)). Wobec tego zbiér M_(A) jest skon-
czony, wiec skoniczony jest tez zbiér M* (A).

Wykazemy, ze elementy zbioru P(X) \ M* (A) tworza podkompleks kom-
pleksu X, tzn. ze x|px) € P(X) \ M’ (A) dla kazdego x € P(X) \ M’ (A).
W tym celu wystarczy udowodnié, ze dla wszystkich x € P(X) ~ M* (A) oraz
y € P(X) takich, ze y < x, element y ¢ M* (A). Ustalmy x € P(X) ~ M* (A)
orazy € P(X),y < x. Przypusémy, ze y € M*(A). Jezeli (x,y) € M, to ponie-
waz y nie nalezy do zadnej innej niz (x, y) krawedzi z M, mamy y € M_(A). Ale
to oznacza, ze x € M* (A), co jest sprzeczne z wyborem x. Zatem (x,y) ¢ M.
Gdyby y € M_(A), to wtedy réwniez x € M_(A), co wykluczyliémy. Wobec
tegoy € M* (A) ~ M_(A), czyli istnieje z € M_(A) takie, ze (y,z) € M. Mamy
z <y < x, wiec na podstawie lematu 1.4.4 istnieje ' € P(X) \ {y} o tej wlasno-
Sci, ze z < y' < x. Poniewaz (y,z) € M, mamy (y,z) ¢ M, zatem y' € M_(A).
Aley’ < x.Jak zauwazyliémy przed chwila, taka sytuacja jest niemozliwa. Otrzy-
mali$my sprzecznos¢; wobec tego y ¢ M* (A). O

Lemat 3.7.4. Niech X bedzie reqularnym CW kompleksem z zadanym skojarzeniem
Morse’'a M takim, ze Cpr(P (X)) = @. Zatézmy, ze y € X oraz M_({y}) = {y}.
Wowczas istnieje x € P(X) takie, Ze (x,y) € M, a ponadto §1p(xy = {x}, tzn. istnieje
podkompleks Y C X o tej wtasnosci, Ze P(Y) = P(X) ~ {x,y} oraz X (Y.

Dowdd. Poniewaz Cp(P(X)) = @, element y nie jest krytyczny wzgledem M.
Zatem istnieje x € P(X) takie, ze (x,y) € M lub (y,x) € M. Poniewaz
M_({y}) = {y}, druga z tych mozliwosci jest wykluczona; zatem (x,y) € M.

Ustalmy a € §Tp(x). Przypusémy, ze a 2 x. Istnieje wobec tego
beP(X)~ {x} takie, ze a > b > y. Poniewaz (x,y) € M oraz M jest skoja-
rzeniem, krawedz (b,y) ¢ M, wiecb € M_({y}), cojest sprzeczne z zatozeniem.
Zatema > x.

Przypusémy, ze a > x. Istnieje ¢ € P(X) takie, ze a > ¢ > x. Na podstawie
lematu 1.4.4 istnieje d € P(X) \ {x} o tej wlasnosci, ze ¢ >~ d > y. To jednak, jak
zauwazyli$my, jest niemozliwe. Wobec tego a = x, czyli §Tpx) = {x}.

Ostatnia cze$¢ tezy wynika z definicji elementarnego zgniecenia. O

Stwierdzenie 3.7.5. Niech X bedzie reqularnym, lokalnie skoriczonym CW kompleksem
z zadanym skojarzeniem Morse’a M takim, ze graf skierowany H (P (X)) nie zawiera
promieni rosnacych oraz zbiér Cp;(P (X)) jest skoriczony. Wéwczas X ma kotnierzyk na
zewnatrz.

Dowdd. Skonstruujemy pewien zstepujacy ciag (Vi)nen podkomplekséw kom-
pleksu X oraz ciagi: skojarzent Morse’a (M, € H(P(Vy))), o Tetrakeji defor-
macyjnych (r,: Vi, = V,41)nen 1 homotopii (h,: Vi, x I — Vi) pen.
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Niech Vj oznacza koograniczony podkompleks kompleksu X skiadajacy sie
z komoérek nalezacych do zbioru P(X) ~ M* (Cp(P(X))) (patrz lemat 3.7.3) oraz
niech
My={(x,y) e M:x,y € P(W)}.

Zauwazmy, ze M)y jest skojarzeniem Morse’a na Vo, Hay,(P(Vp)) nie zawiera
promieni rosnacych oraz Cy;, (P(Vy)) = @, bowiem komoérki krytyczne kom-
pleksu X wzgledem skojarzenia M leza poza V), a wobec witasnosci zbioru
M* (Cm(P(X))) dla kazdej krawedzi (x,y) € M albo oba jej elementy naleza
do V, albo do Vj nie nalezy zaden z nich.

Ustalmy n > 01 zalézmy, ze okresliliSmy V), oraz skojarzenie Morse’a M, na
Vy, takie, ze H g, (P(Vy)) nie zawiera promieni rosnacych oraz Cpy, (P(Vy)) = @.
Rozwazmy zbior

Ap = {]/ €P(Vn) : Mu_({y}) = {y}}

Na podstawie lematu 3.7.4 dla kazdego y € A, istnieje komérka x, € P(Vj,)
o tej wlasnosci, ze (x,y) € M, oraz zachodzi elementarne zgniecenie V,, “§ V,,(y),
gdzie V,(y) jest podkompleksem V, takim, ze P(Vu(y)) = P(Vu) ~ {xy, v}
Niech r(y): Vu — Vi (y) oznacza mocna retrakcje deformacyjna wybrana w ten
sposob (patrz s. 21), ze

r(y) (xy Uy) € J{z € P(Vu(y)) : zjest sciana x, w V;, }.
Przez V1 oznaczmy taki podkompleks CW kompleksu V;, ze P(V,11) =
P (Vi) N Uyea, dy, xy}, przez in: V11 — Vy wlozenie, zas przez ry: Vi — Vi
mocna retrakcja deformacyjna zadana, dla a € V,;, wzorem

rula) = r(y)(a), jezelia € x, Uy dla pewnegoy € Ay,
T )a w przeciwnym wypadku.

Wobec wyboru retrakcji r(y), y € Ay, retrakcja ry, jest wlasciwa. Istnieje wiasciwa

homotopia idy, £ i o ryrel Vy;; oznaczmy ja przez hy,: V,, x I — V. Niech

M1 = {(x,y) € My : x,y € P(Vi1)}.

Nietrudno spostrzec, ze M, jest skojarzeniem Morse’a na V11 o tej wlasnosci,
ze Hm,.,(P(Vy41)) nie zawiera promieni rosnacych oraz Cpy, ., (P(Vy41)) = @.

Wykazemy, ze N,en Vu = @. Dlan € N oraz y € P(V,) niech I,,(y) oznacza
maksymalna dtugos¢ Sciezki w grafie skierowanym M,,_ ({y}). Latwo zauwazy¢,
zejesliy € P(Vy41), to I, 41(y) < Iu(y). Ponadto I,(y) = 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy M,,_({y}) = {y}. Zatem dla kazdego y € P(Vp) istnieje n € IN takie, ze
VRS P(Vn) AN P(Vn+1)

Zdefiniujemy pewien ciag odwzorowan (H,: Vy x [n,n+1] = Vp),en- Niech
Hy = ho: Vp x [0,1] — Vp. Zat6zmy, ze okreslilismy H,_1: Vo X [n —1,n] — V)
dla pewnego n € IN. Niech odwzorowanie Hy,: V) x [n,n + 1] — V; bedzie dla
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v € W, t € [n,n+ 1] zadane wzorem Hy(v,t) = h,(H,—1(v,n),t — n). Funkcja
H: Vy x [0,00) — V) taka, ze H(v,t) = Hy(v,t) dlav € Vy, t € [n,n+ 1], jest
zadanym w definicji przestrzeni z kolnierzykiem na zewnatrz wiasciwym prze-
dtuzeniem odwzorowania Vp x {0} — Vj. O

3.8. SKOJARZENIA MORSE’A A DYSKRETNE FUNKCJE MORSE’A

Uogolniajac dyskretna teorie Morse’a na nieskoriczone kompleksy i czedciowe
porzadki nie korzystaliémy, przynajmniej jawnie, z pojecia dyskretnej funkgcji
Morse’a. Powodem tego stanu rzeczy jest fakt, iz skojarzenia Morse’a okazaty
sie dla autora rozprawy podczas formutowania przedstawionych uogélnieri na-
rzedziem wygodniejszym i bardziej elastycznym. Gar$¢ uwag dotyczacych dys-
kretnych funkcji Morse’a na niezwartych (nieskoriczonych) obiektach wydaje sie
jednak by¢ w tym miejscu stosowna.

3.8.1. Przeglad literatury

Podejscie do dyskretnej teorii Morse’a na nieskoriczonych kompleksach sym-
plicjalnych bazujace na dyskretnych funkcjach Morse’a zostato zaproponowane
przez Formana [85]. Zdefiniowal on wfasciwq dyskretng funkcje Morse’a na kom-
pleksie symplicjalnym K jako dyskretna funkcje Morse’a na K o tej wlasnosci, ze
podkompleksy K(a) sa skoniczone dla wszystkich a € R. Dla tego typu dyskret-
nych funkcji Morse’a mozna przeprowadzi¢ dowody najwazniejszych twierdzen
dyskretnej teorii Morse’a analogicznie jak w przypadku skoriczonym. Jednakze,
jak zauwazyl Forman, w wielu przypadkach zalozZenie to jest nienaturalne.

Pojecie wlasciwej dyskretnej funkcji Morse’a uogoélnili Ayala, Fernandez i Vil-
ches [9]; autorzy ci zdefiniowali wlasciwa dyskretna funkcje Morse’a na kom-
pleksie symplicjalnym K jako taka dyskretna funkcje Morse’a na K, dla ktérej
zbiory f~![a, b] sa skoriczone dla wszystkich a < b € R. Méwimy, ze funkdje tego
typu sa wiasciwe w stabym sensie. Dla dyskretnej funkcji Morse’a wlasciwej w sta-
bym sensie mozna wykazaé, w zasadzie przepisujac dowody z pracy Formana
[81], ze jezeli zbioér f~![a, b] nie zawiera komérek krytycznych, to podkompleksy
K(a),K(b) sa homotopijnie réwnowazne, a takze ze ,przejScie” przez poziom,
ktérego przeciwobraz zawiera komorke krytyczna, odpowiada doklejeniu ko-
morki. Ponadto, w specjalnych wypadkach, udowodniono dla dyskretnych funk-
cji Morse’a wlasciwych w stabym sensie dyskretne nieréwnosci Morse’a [9, 11],
oraz innego typu wyniki [8,10,12,13].

3.8.2.  Uogdlnienia pojecia dyskretnej funkcji Morse’a

Niech P bedzie dobrze ufundowanym cze$ciowym porzadkiem nie zawiera-
jacym podzbioru izomorficznego z w + 1. Funkcje f: P — R nazywamy dyskretnq
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funkcja Morse’a, jezeli dla kazdego p € P ponizsze zbiory sa co najwyzej jednoele-
mentowe oraz przynajmniej jeden z nich jest pusty:

de(p) ={qa=<p:f(p) < f(a)},
ur(p) ={q>=p:f(p) = f(@)}

Element p € P nazywamy krytycznym wzgledem dyskretnej funkcji Morse’a f,
jezeliug(p) = @ =dg(p).

Oczywiscie, jesli P = P(X) dla pewnego regularnego CW kompleksu X, to
funkcja f spelnia powyzsze warunki wtedy i tylko wtedy, gdy jest dyskretna
funkcja Morse’a na X w klasycznym sensie.

Nietrudno zauwazy¢, ze dla tych porzadkéw P, dla ktérych prawdziwy jest
odpowiednik lematu 1.4.4, wystarczy w definicji dyskretnej funkcji Morse’a za-
klada¢, ze zbiory d¢(p), us(p) sa co najwyzej jednoelementowe dla wszystkich
p € P;jeden z nich musi wéwczas by¢ pusty.

Jesli f: P — R jest dyskretna funkcja Morse’a, to skojarzeniem Morse’a na P in-
dukowanym przez f nazywamy skojarzenie M = {(p,q):q € df(p)} w grafie
H(P). (Zauwazmy, ze elementy krytyczne wzgledem tego skojarzenia pokrywaja
sie z elementami krytycznymi wzgledem funkgji f.)

Moéwimy, ze dyskretna funkcja Morse’a f na czeSciowym porzadku z ranga
P jest samoindeksujaca, jezeli f(p) = rk(p) dla kazdego elementu p € P krytycz-
nego wzgledem tej funkcji.

Lemat 3.8.1. Niech P bedzie czesciowym porzadkiem z gradacja, o skoriczonych ideatach
gtéwnych oraz niech M bedzie skojarzeniem Morse’a na P bez promieni malejacych. Dla
kazdego x € P zbior tych y € P, dla ktérych istnieje skierowana w H i (P) prowadzaca
z x do y jest skoriczony.

Dowdd. Ustalmy x € P; niech
D(x) = {y € P : istnieje $ciezka w H;(P) prowadzaca z x do y} .

Zastosujmy lemat 3.5.1 do zbioru P, punktu x oraz skojarzenia M, przyjmujac
p = rk; oczywiscie D(x) C O(x), gdzie O(x) jest skoriczonym zbiorem uzyska-
nym z lematu 3.5.1. O

Stwierdzenie 3.8.2. Niech P bedzie czesciowym porzadkiem z gradacja, o skoriczonych
ideatach gtéwnych oraz niech M bedzie skojarzeniem Morse’a na P bez promieni male-
jacych. Istnieje wowczas samoindeksujaca dyskretna funkcja Morse’a f: P — R taka,
ze M jest skojarzeniem Morse'a indukowanym przez f.

Dowdd. Niech Py = {x € Cp(P) : rk(x) = 0}. Definiujemy indukcyjnie dlan > 0:
Py =P, UlJ{{x u(x)}:x € P, rk(x) = noraz (u(x),x) € M},
Pyt =P, U{x € Cp(P) : tk(x) =n+1}.

Dla elementu x € P} \ P, niech F(x) oznacza podgraf grafu skierowanego
Hm(P) indukowany na zbiorze tych elementéw y € P, rk(y) € {n,n+ 1}, dla
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ktorych istnieje Sciezka w Hpq(P) prowadzaca z x do y. Na podstawie lematu
3.8.1 graf F(x) jest skoriczony. Przez L(x) oznaczmy maksymalna dtugosé Sciezki
prostej w grafie skierowanym F(x). (Oczywiscie Sciezka o maksymalnej dtugosci
musi zaczynac sie w x.)

Zdefiniujemy dyskretna funkcje Morse’a f: P — IR. Dla elementéw kry-
tycznych x € P przyjmijmy f(x) = rk(x). Kazdy element x € P, ktéry nie
jest krytyczny, nalezy do zbioru postaci P, \ P, dla pewnego n € IN. Jezeli
rk(x) = n, niech f(x) = n+ <1 - ﬁ) Jesli natomiast rk(x) = n+1, to
x = u(y) dla pewnego y € P} \ P, takiego, ze rk(y) = n. Przyjmujemy wéw-

czas f(x) =n+ <1—L>.

2L()
Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie, ze otrzymana funkcja jest samoin-
deksujaca dyskretna funkcja Morse’a na P indukujaca skojarzenie M. O

Otrzymana w dowodzie stwierdzenia 3.8.2 dyskretna funkcja Morse’a nie jest
na ogol wlasciwa (nawet w stabym sensie), cho¢by z tego powodu, ze moze ist-
nie¢ nieskoriczenie wiele elementéw krytycznych ustalonej rangi. Charaktery-
zacje tych skojarzeri Morse’a na lokalnie skoriczonych kompleksach symplicjal-
nych, ktére sa indukowane przez wlasciwe w stabym sensie dyskretne funkcje
Morse’a, podali (przy zalozeniu o skoriczonosci zbioru klas réwnowaznosci pro-
mieni malejacych oraz zbioru komérek krytycznych) Ayala, Vilches, JerSe i Kosta
[13]. W og6lnosci charakteryzacja takich skojarzen nie jest znana.

W dowodach Formana wykorzystywany jest czesto fakt, ze dyskretna funkcje
Morse’a mozna zastapi¢ réznowartosciowq dyskretna funkcja Morse’a induku-
jaca to samo skojarzenie. Jednakze w przypadku dyskretnych funkcji Morse’a na
nieskorficzonych CW kompleksach operacja taka nie zawsze jest mozliwa: przy-
ktadowo, jesli rozwazany kompleks sktada sie z ponad 2% komérek, to nie ist-
nieje na nim zadna réznowartoéciowa dyskretna funkcja Morse’a. Jako Srodek
zaradczy na ten problem proponujemy rozwazanie dyskretnych funkcji Morse’a
o warto$ciach w innych niz IR zbiorach uporzadkowanych.

Niech L bedzie liniowym porzadkiem. Uogdlniong dyskretng funkcja Morse'a
o warto$ciach w L, zadana na dobrze ufundowanym czeéciowym porzadku P nie
zawierajacym podzbioru izomorficznego z w + 1, nazywamy funkcje f: P — L
o tej wlasnodci, ze dla kazdego p € P ponizsze zbiory sa co najwyzej jednoele-
mentowe oraz przynajmniej jeden z nich jest pusty:

de(p) ={q=<p:f(p) < f(9)},
ug(p) ={q>=p:f(p) = f@)}

Podobnie jak w przypadku klasycznych dyskretnych funkcji Morse’a definiu-
jemy skojarzenie indukowane przez uogélniona dyskretna funkcje Morse’a.

Odpowiednim kandydatem na kodziedzine uogoélnienej dyskretnej funkcji
Morse’a w przypadku, gdy interesuja nas jedynie funkcje indukujace skojarze-
nia Morse’a bez promieni malejacych, okazuja sie by¢ dobre porzadki.
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Stwierdzenie 3.8.3. Niech P bedzie dobrze ufundowanym czesciowym porzadkiem nie
zawierajqcym podzbioru izomorficznego z w + 1. Dla skojarzenia M w diagramie Has-
sego H (P) nastepujace warunki sq réwnowazne:

1) M jest skojarzeniem Morse'a bez promieni malejacych na P;

2) istnieje liniowe rozszerzenie P* = (P, <*) czesciowego porzadku P bedace dobrym
porzadkiem o tej wlasnosci, ze jesli (p,q) € M dla pewnych p,q € P, to p jest
pokryciem gérnym q w P*;

3) istnieje indukujqca skojarzenie M uogdlniona dyskretna funkcja Morse’a na
P o wartosciach w pewnym dobrym porzqdku;

4) istnieje réznowartosciowa, indukujqca skojarzenie M uogélniona dyskretna funk-
cja Morse’a na P o wartosciach w pewnym dobrym porzadku.

Dowdd. 1) <= 2): O réwnowaznosci warunkéw 1) i 2) méwi lemat 3.2.2.
2) = 4): Zadajemy funkcje f: P — P* wzorem

Flp) = g, jezeliistnieje g € P takie, ze (p,q) € M 1ub (gq,p) € M,
P p W przeciwnym wypadku.

OczywiScie jest ona r6znowarto$ciowa i wobec wlasnosci porzadku P* jest uogol-
niona dyskretna funkcja Morse’a indukujaca skojarzenie M.

4) = 3): Oczywiste.

3) = 1): Niech f: P — L bedzie uog6lniona dyskretna funkcja Morse’a
o warto$ciach w dobrym porzadku L, indukujaca skojarzenie M. Przypusémy, ze
M nie jest skojarzeniem Morse’a bez promieni malejacych, czyli ze istnieje w gra-
fie Hp1(P) nieskoniczona Sciezka (p;)ien (patrz lemat 3.2.1). Dla kazdej liczby
i € N krawedz (p;, piz1) € Hm(P). Oznacza to, ze albo p;11 = p; w P oraz
(piv1,pi) € M, albo p; = pir1 w P oraz (p;, pisv1) € M.

W pierwszym przypadku f(p;) = f(piy1) oraz f(pit1) > f(pit2), gdyz
(Pi+1,Pit2) ¢ M. Natomiast w drugim przypadku zachodza nieréwnosci
f(pi) > f(pis1) oraz f(pit1) = f(pi)-

Ma zatem miejsce nieré6wnos¢ f(p;) > f(pit2), wobec czego (f(pax))ken jest
nieskoriczonym taficuchem zstepujacym w L, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze
L jest dobrym porzadkiem. O

Problem 3.8.4. Scharakteryzowaé inne klasy skojarzeri Morse’a niz skojarzenia
Morse’a bez promieni malejacych za pomoca uogdélnionych dyskretnych funkgcji
Morse’a o odpowiednich kodziedzinach.
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ROZDZIAL 4
Punkty i konce stalte odwzorowan
przestrzeni lokalnie zwartych

Dowodzimy, dla X bedacego lokalnie zwartym ANR-em nalezacym do jednej
z kilku specjalnych klas, twierdzenia o punkcie lub koricu staltym gloszacego, ze je-
§li dla wlasciwego odwzorowania f: X — X okre$lona i niezerowa jest uogélniona
liczba Lefschetza A(f), to istnieje punkt staty przeksztatcenia f: X — X lub punkt
staty indukowanej na zbiorze koncéw funkgji E(f): E(X) — E(X). W niektérych
przypadkach wykazujemy, ze o ile funkcja E(f) nie ma punktéw statych, zacho-
dzi réwnos¢ uogolnionej liczby Lefschetza A(f) i indeksu punktéw statych Ind(f).

Przedstawiamy teorioporzadkowe i symplicjalne wersje powyzszych wynikéw,
a takze podajemy zwiazki pomiedzy (ko)rozbieralnoscia i operacja produktu
kartezjariskiego cze$ciowych porzadkéw a wlasnoscia punktu lub korica statego.

Wyniki rozdziatu uogdlniaja kombinatoryczne twierdzenia o punkcie lub koricu
stalym autorstwa Halina [96]; niektére przedstawione w nim idee sa tez bliskie
naszkicowanym w artykule Weinbergera [231].

Rozdzial w znacznej czesci opiera sie na pracy semestralnej autora [131], ale przed-
stawione w nim wyniki sa mocniejsze i ogdlniejsze.

Zaden niezwarty, lokalnie zwarty wieloscian nie ma wtasnosci punktu sta-
fego, gdyz jesdli jest on spojny, to zawiera domkniety podzbiér homeomorficzny
z nie majaca wlasnosci punktu statego potprosta [0, c0), bedaca absolutnym re-
traktem. Aby uzyska¢ nietrywialne, a jednocze$nie doé¢ ogélne wyniki o istnie-
niu punktu stalego ciaglej funkcji okreslonej na lokalnie zwartym wieloscianie,
nalezy o niej zatem poczyni¢ jakie§ dodatkowe zalozenia. Przykladowo, dobrze
znane sa twierdzenia o punkcie stalym dla odwzorowan zwartych lub majacych
zblizone wtasnosci [92].

W niniejszym rozdziale badamy wlasciwe odwzorowania f: X — X, gdzie
X jest spojnym, lokalnie zwartym wielo$cianem (lub og6lniej: spdjnym, lokalnie
zwartym, metrycznym ANR-em), o tej wlasnosci, ze funkcja E(f): E(X) — E(X)
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indukowana przez f na zbiorze koncéw przestrzeni X nie ma punktéw sta-
tych (w tej sytuacji méwimy, ze przeksztalcenie f nie ma koncéw statych). Przy
pewnych dodatkowych zatozeniach o funkgji f oraz przestrzeni X uzyskujemy
wyniki méwiace o istnieniu punktu statego f, sposréd ktérych szczegélnie in-
teresujace sa twierdzenia wiazace niezerowo$¢ uogoélnionej liczby Lefschetza
A(f) z niepusto$cia zbioru punktéw statych Fix(f).

Wyniki te mozna réwniez interpretowac jako méwiace o istnieniu punktu sta-
tego lub korica statego wiasciwego odwzorowania f: X — X; przez koniec staty
rozumiemy element zbioru Fix(E(f)). (Intuicyjnie, istnienie kornca statego ozna-
cza, ze f zachowuje co najmniej jeden z kierunkéw zbiezno$ci do nieskoriczono-
Sci w przestrzeni X.) Mozna je takze rozumiec¢ jako wyniki dotyczace istnienia
punktu statego odwzorowania Z#f: .#X — X, indukowanego na uzwarceniu
Freudenthala przestrzeni X.

Pomyst badania witasciwych funkgcji bez koricow statych nie jest nowy.
W 1973 roku Halin [96] podal kombinatoryczne twierdzenia o punkcie lub
koricu statym dla ré6znowartoéciowych, symplicjalnych odwzorowan zadanych
na 1-wymiarowych kompleksach symplicjalnych. Sformutujmy je w formie do-
stosowanej do terminologii, z ktérej korzystamy w niniejszej rozprawie (Halin
uzywal w swojej pracy poje¢ z zakresu teorii grafow).

Twierdzenie 4.0.1 ([96, Theorem 4, 5]). Niech K bedzie lokalnie skoticzonym,
1-wymiarowym, spéjnym kompleksem symplicjalnym, zas ¢: K — K niech oznacza
réznowartosciowe odwzorowanie symplicjalne. Wowczas istnieje skoticzony zbidr wierz-
chotkéw F C K taki, Ze ¢(F) = F, lub istnieje koniec ¢ € E(|K|) bedacy punktem statym
odwzorowania E(|¢|): E(|K|) — E(|K]). Jezeli kompleks K jest acykliczny, to o zbiorze
F mozemy dodatkowo zaktada¢, ze jest sympleksem K.

W przypadku ciaglym zblizone do zawartych w tym rozdziale idee zostaty
naszkicowane w artykule Weinbergera [231]. Wspomnie¢ nalezy takze o dos¢ in-
tensywnych badaniach dziatari grup na przestrzeniach lokalnie zwartych, w kt6-
rych wykorzystuje sie istnienie punktéw oraz koricéw statych tych dziatan (patrz
np. [98,158]).

Najwazniejsze wyniki rozdzialu to twierdzenia 4.2.1 oraz 4.2.11, mé-
wiace o istnieniu punktu stalego wlasciwego, dopuszczalnego odwzorowania
f: X — X bez konicow stalych, ktorego uogdlniona liczba Lefschetza A(f) jest
niezerowa, w przypadku gdy X jest sp6jnym, lokalnie zwartym ANR-em oswo-
jonym do wewnatrz lub oswojonym na zewnatrz. Jezeli X jest spdjnym, lokalnie
zwartym wielo$cianem, za$ f: X — X realizacja geometrycznq odwzorowania
symplicjalnego pewnej triangulacji przestrzeni X w siebie, to analogiczny wynik
(wniosek 4.3.9) otrzymujemy bez zadnych dodatkowych zalozeri o X, a ponadto

1Oryginalne twierdzenie Halina méwito w tym przypadku wiecej, a mianowicie, ze jesli nie
istnieje sympleks staly, to istnieje zachowywana przez ¢ nieskoniczona Sciezka prosta.
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dowodzimy w tym przypadku réwnosci A(f) = Ind(f) uogélnionej liczby Le-
fschetza oraz indeksu punktéw statych funkcji f (twierdzenie 4.3.10). Wymie-
nione rezultaty mozna traktowac jako daleko idace uogoélnienia twierdzenia Ha-
lina 4.0.1. Godne uwagi sa réwniez wyniki sekcji 4.3.4, dotyczace zachowywa-
nia wlasnosci punktu lub korica statego przez proces (ko)rozbierania kompleksu
symplicjalnego (lub czeSciowego porzadku).

Struktura rozdziatu jest nastepujaca. Rozpoczynamy od Scistego sformutowa-
nia rozpatrywanych probleméw oraz dowodu podstawowych obserwagji i lema-
tow w podrozdziale 4.1. Nastepnie, w podrozdziale 4.2, dowodzimy twierdzen
typu Lefschetza o punkcie lub koricu stalym dla lokalnie zwartych, metrycz-
nych ANR-6w o odpowiednio ,,dobrych” wlasnosciach w nieskoriczonosci. Pod-
rozdzial 4.3 poswiecony jest rezultatom o charakterze dyskretnym. Dowodzimy
w nim twierdzen typu Lefschetza o punkcie lub koricu statym dla odwzorowan
zachowujacych porzadek oraz odwzorowarn symplicjalnych, a takze przedsta-
wiamy wyniki dotyczace zachowywania wlasnosci punktu lub korica stalego
przez iloczyn kartezjanski czeSciowych porzadkéw oraz (ko)rozbieralno$é cze-
Sciowych porzadkéw i komplekséw symplicjalnych.

Rozdziat w znacznej czedci opiera sie na napisanej pod opieka
prof. dr. hab. Marka Golasiriskiego pracy semestralnej [131]. Przedstawione
w nim wyniki stanowia przedmiot planowanej publikagji.

Wszystkie rozwazane w biezacym rozdziale kompleksy laricuchowe oraz
grupy homologii maja wspé6tczynniki w ciele liczb wymiernych.

4.1. OGOLNE OBSERWACJE

4.1.1. Korice state

Przypomnijmy, ze jeSli przestrzenie topologiczne X,Y sa sumami rozlacz-
nymi skonczonej liczby uogdélnionych continuéw, to wlasciwe odwzorowanie
f: X — Y indukuje odwzorowanie E(f): E(X) — E(Y) miedzy zbiorami ich
koricow, a takze ciagte przeksztalcenie .#f: .#X — .ZY ich uzwarceni Freuden-
thala. Koricem statym wlasciwego odwzorowania f: X — X nazywamy taki ko-
niec e € E(X), ze E(f)(¢) = €. Zbior konicéw statych odwzorowania f oznaczamy
symbolem FixEnd(f).

Postawi¢ mozna nastepujace pytanie o prawdziwosé uogdlnienia twierdze-
nia Lefschetza o punkcie stalym; celem niniejszego rozdziatu jest przedstawienie
cze$ciowych na nie odpowiedzi.

Problem 4.1.1. Niech X bedzie lokalnie zwartym ANR-em o homologiach skoni-
czonego typu, za$ f: X — X wlasciwym odwzorowaniem. Czy jesli A(f) # 0, to
Fix(f) UFIixEnd(f) # @?

Ogodlniej, czy jesli X jest lokalnie zwartym ANR-em, natomiast f: X — X
jest wlasciwym, dopuszczalnym odwzorowaniem oraz A(f) # 0, to Fix(f) U
FixEnd(f) # @?
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Réwnowaznie mozemy pyta¢ o istnienie punktu stalego odwzorowania
Ff: FX — FX, gdy liczba A(f) (badz A(f)) istnieje i jest niezerowa.

Odpowiadajac na powyzsze pytanie wygodnie zatozy¢ jest, ze wlasciwe
odwzorowanie f nie ma koncéw statych i w tej sytuacji bada¢ istnienie punktu
stalego. Tak tez zrobimy, w poszczegélnych sekcjach czyniac ponadto pewne
dodatkowe zalozenia.

Odtad, az do kofica podrozdziatu 4.2, zakladamy, ze X jest uogélnionym
continuum, f: X — X jest wlasciwym odwzorowaniem oraz FixEnd(f) = @.

Odnotujmy, ze znane jest rozwiazanie problemu 4.1.1, gdy odwzorowanie
f jest typu CAC [92], czy tez ma inne, podobne wlasnosci, pozwalajace na dowo6d
twierdzenia Lefschetza o punkcie stalym. Rozwazane w tym rozdziale funkcje
nie musza jednak mie¢ tego typu wilasnosci.

4.1.2. Zbiory przestawiajqce kovice

Moéwimy, ze zbiér D C X jest dla f zbiorem przestawiajgcym kovice, o ile D jest
zwarty i dla kazdego konca ¢ € E(X) zachodzi réwnos¢ f(e(D)) Ne(D) = Q.
Korzystajac z lematu 1.5.3 nietrudno zauwazy¢, ze powyzszy warunek jest row-
nowazny temu, ze f(S) NS = @ dla kazdej nieograniczonej skladowej spéjnosci
S zbioru X \ D.

Zauwazmy, ze jesli D jest dla f zbiorem przestawiajacym korice, to jest nim
réwniez kazdy zbiér zwarty D’ O D. W szczegdlnosci mozemy zakladag, ze skla-
dowe spodjnosci dopelnienia zbioru przestawiajacego korice sa nieograniczone
w X, gdyz dany zbioér przestawiajacy korice D zastapi¢ mozna, na podstawie
lematu 1.3.6, zbiorem

D'=DuU U{S : S jest ograniczona w X sktadowa spéjnosci zbioru X \ D}.
Lemat 4.1.2. Istnieje dla f zbiér D C X przestawiajacy korice.

Dowdd. Niech {K;};cn bedzie ciagiem wyczerpujacym przestrzenn X. Dla kaz-
dego indeksu i € IN oznaczmy przez L; rodzine tych nieograniczonych w X skta-
dowych spéjnosci S zbioru X \ K;, dla ktérych f(S) NS # @.

Jesli L; = @ dla pewnego i € IN, to teza lematu zachodzi, gdyz mozemy
przyja¢ D = K.

Przypusémy, ze L; # @ dla wszystkich i € IN. Niech G = (V,E) bedzie
grafem skierowanym o nastepujacych zbiorach wierzchotkéw i krawedzi:

V= J{i} xL,
ielN
E= {((n,S),(n+1,T)) € V2:T§S}.

Wobec lematu 1.3.4 kazdy ze zbioréw L;, i € IN, jest skoriczony. Z lematu Koniga
1.2.2 wynika istnienie nieskoniczonej $ciezki prostej { (i, S;) }iey W grafie skierow-
nym G.
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Definiujemy koniec ¢ € E(X), dlai € N przyjmujac ¢(K;) = S; (na podsta-
wie lematu 1.5.2 przyporzadkowanie to wyznacza jednoznacznie koniec prze-
strzeni X). Zauwazmy, ze E(f)(e) = ¢, co jest sprzeczne z przyjeta umowa, ze
FixEnd(f) = @. O

Uwaga 4.1.3. Jesli zatozymy, ze zbiér E(X) jest skoriczony, to istnienie zbioru prze-
stawiajacego konice wykaza¢ mozna w prostszy sposob. Ponizej prezentujemy ten
alternatywny dowdd.

Dowéd. Jezeli zbior E(X) jest skoriczony, to istnieje zwarty zbiér C C X taki, ze
jeslie, & € E(X) oraz e # ¢, toe(C) # ¢ (C) (a zatem réwniez e(C) Ne'(C) = Q).
Przyjmijmy D = CU f~!(C) oraz ustalmy ¢ € E(X). Funkcja E(f) przeprowadza
koniec ¢ na pewien koniec ¢ # ¢. Z definicji E(f) otrzymujemy f (¢ (f ~1(C))) C
¢'(C). Poniewaz f~!(C) C D, zachodzi inkluzja ¢(D) C ¢ (f!(C)) i w konse-
kwendji f(¢(D)) C €(C). Ale C C D, zatem ¢(D) C ¢(C). Wobec tego

f(e(D))Nne(D) C€(C)ne(C) =,
gdzie ostatnia réwnoé¢ wynika z wlasnosci zbioru C. O

Rozwazane w dalszej czesci rozdziatu przestrzenie beda zazwyczaj spdjnymi,
lokalnie zwartymi, metrycznymi ANR-ami. Poniewaz przestrzenie te sa uogol-
nionymi continuami Peano (patrz s. 9), prawdziwy jest nastepujacy wniosek.

Whiosek 4.1.4. Jezeli X jest spéjnym, lokalnie zwartym, metrycznym ANR-em, to ist-
nieje dla f zbiéor D C X przestawiajacy kovice i taki, Ze sktadowe spdjnosci X \. D sq
nieograniczone w przestrzeni X.

Bedziemy odtad korzystaé¢ z wniosku 4.1.4 nie odwolujac sie do niego
W spos6b jawny.

Lemat 4.1.5. Zbior Fix(f) jest zwarty.

Dowdd. Na podstawie lematu 4.1.2 istnieje zbiér D C X bedacy dla f zbiorem
przestawiajacym konice. Mozemy zaklada¢, ze sktadowe spojnosci przestrzeni
X N D sa nieograniczone w X. Z wlasnosci zbioru D wynika natychmiast, ze
funkgja f nie ma punktéw statych w zbiorze X ~\ D. Zbiér Fix(f) zawiera sie za-
tem w zwartym zbiorze D. Poniewaz zbidr Fix(f) jest domkniety (gdyz X jest
przestrzeniqa Hausdorffa), jest rtéwniez zwarty. [

4.1.3. Brak koricow statych a indeks punktow statych

Konsekwencja istnienia zbioru przestawiajacego korice jest mozliwosé¢ okre-
Slenia indeksu punktéw statych odwzorowania f.

Whniosek 4.1.6. Jezeli X jest spéjnym, lokalnie zwartym, metrycznym ANR-em, to do-
brze okreslony jest indeks punktéw statych Ind( f) majacy wtasnosci (I)—(VI).
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Dowdd. Wobec lematu 4.1.5 zbioér Fix(f) jest zwarty, czyli odwzorowanie f jest
dozwolone. Teza wniosku wynika z twierdzenia 1.6.7. O

Naturalne w tej sytuacji staje sie pytanie o wlasnoé¢ (VII); pozytywna odpo-
wiedZ na to pytanie, dzieki wiasno$ci (III) indeksu punktéw statych, stanowitaby
rOwniez rozwiazanie problemu 4.1.1.

Problem 4.1.7. Niech X bedzie spéjnym, lokalnie zwartym, metrycznym
ANR-em, za$ f: X — X niech bedzie wlasciwym, dopuszczalnym odwzorowa-
niem. Czy jesli FixEnd(f) = @, to A(f) = Ind(f)?

Zauwazmy, ze w sformulowaniu problemu 4.1.7 zatozenie o dopuszczalnosci
funkdji f jest istotne.

Przyklad 4.1.8. Rozwazmy podzbiér plaszczyzny
X={(t1):teR}U{(t,-1):teR}U{(n,s):neZse[-11]}

oraz wilasciwa funkgje f: X — X zadana wzorem f(x,y) = (—x,y). Indeks punk-
tow statych Ind(f) = 1, ale odwzorowanie H,(f) nie jest, co tatwo zauwazy¢,
dopuszczalne, wiec liczba Lefschetza A(f) nie jest dobrze okreslona. (Przestrzeni
X, przedstawiona na rysunku 4.1, nazywana bywa niekiedy drabina Jakubowa.)

Rysunek 4.1: Drabina Jakubowa (patrz Ksiega Rodzaju 28, 12).

Pewien zwiazek indeksu punktéw stalych wlasciwego odwzorowania bez
koncow statych z liczba Lefschetza opisuje nastepujacy lemat.

Lemat 4.1.9. Jezeli przestrzenie X oraz #X sq metrycznymi ANR-ami, to zachodzi réw-
nos¢ Ind(f) = A(Ff) = Ind(.Zf).
Dowdd. Przyjmijmy oznaczenia:

u, =X, X = ZX, fi=f X=X

U, = X, X =X, fzsz<—>ﬁ’X
Mamy

fiofa=foi: X=X, foofi=iof: X —= 7X.
Z wlasnosci przemiennosci (VI) otrzymujemy Ind(i o f) = Ind(f o i) = Ind(f).
Ale A(Ff) = Ind(.#f) z wlasnosci normalizagji (VII). Poniewaz, wobec przy-

jetej umowy, Fix(.#f) C X, a X jest otwartym podzbiorem .#X, na podstawie
wiasnosci wycinania (I) ma miejsce rownos¢

Ind(.Zf) = Ind <£¢’f\x> — Ind(io f). O
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Wobec tego, gdy zaréwno przestrzen X, jak i jej uzwarcenie Freudenthala sa
metrycznymi ANR-ami, problem 4.1.7 sprowadza sie do pytania o réwnos¢ liczb
A(f) oraz A(Zf), o ile pierwsza z nich jest dobrze okreslona. Warto jednak wspo-
mnie¢, ze charakteryzacja tych metrycznych ANR-6w, ktérych uzwarcenie Freu-
denthala (czy tez uzwarcenie jednopunktowe) jest metrycznym ANR-em, jest
problemem otwartym [235, Problem 875].

4.1.4. Brak koricow statych a liczba Lefschetza

Biezaca sekcja zawiera obserwacje dotyczace zachowania sie liczby Lefschetza
homomorfizméw indukowanych przez f na homologiach: singularnych, lokalnie
skoniczonych oraz homologiach w nieskoriczonosci.

Stwierdzenie 4.1.10. Jezeli homomorfizm HY(f): HX(X) — HL(X) jest dopusz-
czalny, to A (H?(f)) = 0.

Dowdd. Na podstawie lematéw 1.3.1, 1.3.2 oraz 4.1.2 istniejq zwarte podzbiory
Ko, K1,K2 € X bedace dla f zbiorami przestawiajacymi korice i takie, ze Ky C
Int(K7) oraz Ky U f~1(Ky) C Int(K;). Mozemy ponadto zakltada¢, ze spéjne skla-
dowe dopetnierr zbioréw Ky, Kj, K, sa nieograniczone w X. Niech T1, . .., T;; beda
wszystkimi sktadowymi spéjnosci zbioru X \ Kp (na podstawie lematu 1.3.4 jest
ich skoniczenie wiele). Przyjmijmy, dla i = 1,...,n oraz j = 1,2, oznaczenie
TZJ = T; \ Kj. Zauwazmy, ze

n
=UT
i=1

dlaj=1,2.
Na podstawie lematu 1.5.12 wlozenia

XNKi)—=X, 71=1,2,
( ]) ]

oraz
2 1 :
Tl<—>Tl’ 121,...,7’1

indukuja izomorfizmy na grupach homologii w nieskoficzonosci.

Przypomnijmy, ze S(X) oraz S¥(X) oznaczaja odpowiednio kompleks tan-
cuchéw singularnych oraz kompleks lokalnie skoriczonych faricuchéw singular-
nych przestrzeni X. Dla j = 1,2 zauwazmy, ze

(X~K) @S(Tf) s (X<K)) @slf()

a zatem rowniez

H®(X) = H® (X< K)) EBH‘”( ).
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Oczywiscie dla kazdego i € {1,...,n} istnigje 7 € {1,...,n} ~ {i} takie,
ze f (TZZ) C Til, a zatem réwniez H(f) (H:ﬁQ (le)) C HY (Til) Zat6zmy, ze
homomorfizm HZ(f) jest dopuszczalny. Z lematu 1.6.4 otrzymujemy réwnosé
A((HP(f)) =0 -

Ze stwierdzenia 4.1.10 wynika, Ze jesli wiadciwe przeksztalcenie X — X in-
dukuje dopuszczalny endomorfizm homologii w nieskoriczonoéci o niezerowej
uogolnionej liczbie Lefschetza, to przeksztalcenie to ma koniec staty. Stwierdze-
nie 4.1.10 mozna wiec uznac¢ za swego rodzaju ,twierdzenie Lefschetza o koricu
stalym”.

Lemat 4.1.11. Jezeli dwa sposréd homomorfizméw H.(f), HY(f), H®(f) sa dopusz-
czalne, to dopuszczalny jest tez trzeci z nich oraz A (H(f)) = A (HY(f)).

Dowdéd. Na podstawie stwierdzenia 1.5.10 istnieje diagram

+——= H(X) — Hy(X) —= H}{(X) — H}?

n—1

lH?(f) lHn(f) lH}f(f) ijfl(f)
e HEP(X) — Hy(X) — HE(X) — H? () — -

n—1

(X) —- -

przemienny, ktérego wiersze sa ciagami doktadnymi. Jezeli dwa spo$réd homo-
morfizméw H.(f), HE(f), H®(f) sa dopuszczalne, to wobec lematu 1.6.3 do-
puszczalny jest tez trzeci z nich i zachodzi réwnos¢

A(HY(f)) = A (Ha(f) = A (HE(f)).
Ale A (HZ(f)) = 0 na podstawie stwierdzenia 4.1.10. O

W sformutowaniach probleméw 4.1.1, 4.1.7 mozna zastapi¢ liczbe A(f) przez
A (H}kf (f))- Jezeli dla danego odwzorowania f: X — X obie te liczby sa dobrze
okreslone, to wobec lematu 4.1.11 otrzymane w ten spos6b problemy sa réw-
nowazne wyjsciowym. W dalszej czesci rozdzialu podajemy jednak przyklady
takich wtasciwych odwzorowan f: X — X bez korficéw statych, ze jedna z liczb
A(f), A (H¥(f)) jest dobrze okreslona, a druga nie.

4.1.5. Wiasnos¢ punktu lub kotica statego

Mowimy, ze przestrzen topologiczna Y bedaca suma rozlaczna skoriczonej
liczby uogoélnionych continuéw ma witasnos¢ punktu lub korica statego, co zapisu-
jemy symbolicznie przez Y € FPEP, o ile dla kazdego wlasciwego odwzorowania
¢:Y — Y co najmniej jeden ze zbioréw Fix(g), FixEnd(g) jest niepusty.

Zauwazmy, ze wlasnos¢ ta jest ciekawa gltéwnie dla przestrzeni o co najmniej
dwéch konicach, bowiem jesli E(Y) = @, to Y € FPEP wtedy i tylko wtedy, gdy
Y € FPP, jezeli za$ zbior E(X) jest jednoelementowy, to Y € FPEP.

Podobnie jak klasyczna wlasnosé punktu statego, wiasnoé¢ punktu lub korica
stalego jest zachowywana przez retrakcje, o ile jednak zatozy sie o nich dodat-
kowo, ze sa wlasciwe.
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Stwierdzenie 4.1.12. Jezeli Y € FPEP oraz r: Y — r(Y) jest wlasciwaq retrakcja, to
r(Y) € FPEP.

Dowdd. Zatézmy, ze Y € FPEP oraz r: Y — r(Y) jest wlasciwa retrak-

cja. Oznaczmy przez i: r(Y) < Y wlozenie przestrzeni r(Y) w Y. Niech

g:1(Y) — r(Y) bedzie wlasciwym odwzorowaniem. Wéwczasiogor: Y — Y.
Jezeli istnieje y € Fix(iogor), toy € r(Y), zatem

y=i(g(r(y)) =i(gy)) = gW),

czyliy € Fix(g).
Jesli natomiast istnieje ¢ € FixEnd (i o g o), to poniewaz r o i = id,(y), mamy
dla ¢ = E(r)(e) nastepujacy ciag rownosci:

E(g) (¢) = E(roiog) (¢) = (E(r) oE(iog or))(e) = E(r)(e) =
Zatem ¢’ € FixEnd(g). O

Zauwazmy, ze przestrzen, ktéra ma wiasnos¢ punktu lub korica statego,
nie musi by¢ spdjna. Co wiecej, jej zwarte skladowe spdjnosci nie musza miec
wlasnosci punktu stalego. Przykladowo, suma roztaczna poétprostej i okregu
[0,00) LIS! € FPEP, cho¢ 8! ¢ FPP. Jednakze, przynajmniej w przypadku prze-
strzeni o odpowiednio ,, dobrych” wlasnos$ciach, istnienie co najmniej dwoéch nie-
zwartych spéjnych sktadowych wyklucza wlasnos¢ punktu lub korica statego.

Stwierdzenie 4.1.13. Niespdjna przestrzen topologiczna Y o skoriczonej liczbie spdj-
nych sktadowych, z ktérych kazda jest uogélnionym continuum Peano, ma wlasnos¢
punktu lub kovica statego wtedy i tylko wtedy, gdy Y ma doktadnie jednq niezwartq skia-
dowq spdjnosci oraz sktadowa ta ma wtasnos¢ punktu lub korvica statego.

Dowdd. Jezeli Y nie ma niezwartej skladowej, to jest niespdjna przestrzenia
zwarta, a zatem Y ¢ FPP i w konsekwencji Y ¢ FPEP.

Jesdli Y ma co najmniej dwie niezwarte skladowe spdjnosci, to kazda z nich
zawiera domkniety podzbiér homeomorficzny z potprosta [229, 9.28]. Istnieje
wladciwa retrakcja przestrzeni Y na sume tych podzbioréw [209]. Ale przestrzen
[0,00) LI [0,00) & FPEP, wiec Y ¢ FPEP na podstawie stwierdzenia 4.1.12.

Zat6zmy, ze Y ma dokladnie jedna niezwarta sktadowa S. Jest ona wiasci-
wym retraktem Y (wszystkie pozostale skladowe sp6jnoéci Y mozemy przepro-
wadzi¢ na ustalony punkt skladowej S). Zatem, wobec stwierdzenia 4.1.12, je-
zeli Y € FPEP, to S € FPEP. Z drugiej strony, kazde wlasciwe odwzorowanie
g: Y — Y musi przeprowadza¢ S w S. Jeéli zatem S € FPEP, to Y € FPEP. O

W dalszej czesci rozdziatu zajmujemy sie przede wszystkim spdjnymi prze-
strzeniami.
Nastepujace pytanie stanowi szczeg6lny przypadek problemu 4.1.1.

Problem 4.1.14. Czy kazdy Sciagalny, lokalnie zwarty, metryczny ANR ma wta-
sno$¢ punktu lub korica statego?
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4.2. TWIERDZENIA O PUNKCIE LUB KONCU STALYM DLA
ANR-OW O ,,DOBRYCH” WELASNOSCIACH
W NIESKONCZONOSCI

Przypomnijmy, ze obowiazuje zalozenie, iz przestrzenn X jest uogélnionym
continuum, za$ f: X — X jest wlasciwym odwzorowaniem bez konicéw statych.
Do korica podrozdzialu 4.2 zakladamy dodatkowo, ze X jest ANR-em.

Przy pewnych ograniczeniach na topologie w nieskoriczonosci przestrzeni
X odpowiadamy w tym podrozdziale twierdzaco na pytania postawione w pro-
blemach 4.1.1 oraz 4.1.7.

4.2.1. Korice oswojone do wewnatrz

Twierdzenie 4.2.1. Niech X bedzie oswojonym do wewnatrz ANR-em. Wowczas od-
wzorowanie f: X — X jest dopuszczalne oraz A(f) = Ind(f).

Dowdd. Niech D C X bedzie dla f zbiorem przestawiajacym korce, ktérego do-
pelnienie nie ma ograniczonych sktadowych spéjnosci.

Przyjmijmy U = X \ D. Ustalmy V C X oraz h: X x I — X jak w defi-
nicji przestrzeni oswojonej do wewnatrz (s. 25). Niech ¢ = h; o f. Oczywiscie
f = hp o f jest homotopijne z g poprzez homotopie H zadana wzorem H(x, t) =
h(f(x),t). Poniewaz homotopijne odwzorowania indukuja ten sam homomor-
fizm na grupach homologii, przeksztatcenie f jest dopuszczalne wtedy i tylko
wtedy, gdy dopuszczalne jest g, oraz zachodzi wéwczas réwnos¢ A(f) = A(g).
Ale g jest zwartym odwzorowaniem przestrzeni X w siebie, wiec z wlasnosci nor-
malizagji (VII) (patrz twierdzenie 1.6.7) otrzymujemy réwnos$¢ A(g) = Ind(g).

Udowodnimy, ze homotopia H jest dozwolona. Wystarczy w tym celu zauwa-
zy¢, ze Fix(H;) = Fix(f) dla wszystkich t € I. Ustalmy elementy x € X orazt € I
i rozpatrzmy dwa przypadki.

— Jezeli f(x) € D, to Hi(x) = f(x), gdyz h;
wtedy i tylko wtedy, gdy x € Fix(f).
— Jesli f(x) € S dla pewnej sktadowej spojnosci S zbioru X \ D, to réwniez
Hi(x) € S,bo h(U xI) C U. Jezeli wiec x € D, to Hi(x) # x # f(x).
Jesli natomiast x € S’ dla pewnej skltadowej spdjnosci zbioru X \ D, to
poniewaz D jest zbiorem przestawiajacym konce, f (S') NS’ = @, zatem
réwniez H(x) # x # f(x).
Udowodnilismy, ze U,y Fix(H;) = Fix(f), wiec homotopia H jest dozwolona.
Z wtasnosci (IV) indeksu punktéw statych wynika réwnoéé Ind(f) = Ind(g). O

|, = idp. Zatem x € Fix(Hy)

Ponizej podajemy przyktad oswojonego do wewnatrz, lokalnie zwartego wie-
lodcianu X oraz wlasciwego odwzorowania bez koricow statych f: X — X o tej
wlasnoéci, ze liczba A( f) jest dobrze okreslona, ale homomorfizmy HY(f), H®(f)
nie sq dopuszczalne.
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Przyklad 4.2.2. Rozwazmy 1l-wymiarowy kompleks symplicjalny K, ktérego
wierzchotkami sa wszystkie skoniczone ciagi o wyrazach nalezacych do zbioru
{0,1} (w tym ciag pusty ()), za$ 1-wymiarowymi sympleksami zbiory

{(aO/ .. -/an)/ (aOI' . -/an/anJrl)}

takie, ze (ai)?jol jest wierzchotkiem K (tzn. dwuelementowe zbiory skladajace sie

z ciagu zero-jedynkowego oraz jego przedtuzenia o jeden element). Rozwazmy
odwzorowanie symplicjalne ¢: K — K, ktére przy zalozeniu, ze (ay, ..., a,) jest
skoniczonym ciagiem zero-jedynkowym, wyraza sie wzorami:

¢(0) =0,
¢((0,a9,...,a,)) = (L, a9,...,an),
¢((Laog,...,an)) = (0,a0,...,a,).

Niech X = |K]| x S! (patrz rysunek 4.2) oraz niech f = |p| X idgi: X — X.
Oczywiscie X jest oswojonym do wewnatrz wieloScianem, za$ f jego wlasciwym
przeksztalceniem bez koricéw statych. Poniewaz H,(X) = H, (S'), liczba A(f)
jest dobrze okreslona (i réwna 0). Nietrudno jednak spostrzec, ze homomorfizmy
HY(f) oraz H®(f) nie sa dopuszczalne.

4.2.2. Potulnosé¢ w nieskorniczonosci

W niniejszej sekcji przedstawiamy technike dowodu twierdzenia o punkcie
lub konicu statym, ktéra wydaje sie intuicyjna, ale ma raczej ograniczone zastoso-
wanie. Jej istota zawiera sie w nastepujacej obserwacji.

Lemat 4.2.3. Zalozmy, ze FX jest ANR-em oraz whozenie i: X — FX indukuje izo-
morfizm na grupach homologii. Woéwczas homologie singularne przestrzeni X sq skori-
czonego typu oraz zachodzi réwnosé A(f) = Ind(f).

Dowéd. Poniewaz .7X jest zwartym ANR-em, homologie tej przestrzeni sa skoni-
czonego typu (patrz twierdzenie 1.4.9). Wobec tego przestrzen X réwniez ma ho-
mologie skonczonego typu.

Niech h,: H.(#X) — H.(X) bedzie izomorfizmem odwrotnym do izomorfi-
zmu H,(i): H«(X) — H«(#X). Zauwazmy, ze

H.(i) o Ha(f) o hu = Hi(io f) o b = Hi(Ff o i) o .
= H.(Zf) o H.(i) o h, = H.(FF),

zatem A (H. (i) o Hi(f) o hy) = A(Zf). Z drugiej strony
A(Hi (i) o He(f) o hy) = A(hy 0o Hi (i) 0 Hi(f)) = AM(H«(f)) = A(f),

co wynika z lematu 1.6.2. Na podstawie lematu 4.1.9 ma miejsce réwnosc
A(Zf) = Ind(f). O
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Rysunek 4.2: ,,Baobab”, czyli oswojony do wewnatrz wieloScian X z przyktadu
4.2.2; rozwazane w tym przykladzie odwzorowanie f: X — X ma wiele wspdl-
nego z popularna legenda dotyczaca tego gatunku drzew.

Istotnym przypadkiem, w ktérym lemat 4.2.3 ma zastosowanie, jest sytuacja,
w ktorej X jest przestrzenia potulna w nieskoriczonoéci. Jedna z réwnowaznych
definicji tej wlasnosci jest nastepujaca. MOwimy, ze przestrzen X bedaca ANR-em
jest potulna w nieskoriczonosci? [210], o ile dla kazdego zwartego zbioru A C X
istnieje zwarty zbiér A C B C X taki, ze kazda sktadowa spdjnosci przestrzeni
X \ Bjest Sciagalna w X \ A.

Stwierdzenie 4.2.4. Niech X bedzie potulnym w nieskoriczonosci ANR-em. Wowczas
homologie singularne przestrzeni X sq skoriczonego typu oraz A(f) = Ind(f).

Dowdd. Przestrzen .#X jest ANR-em [210, Theorem 4.2] oraz wlozenie X — .#X
jest homotopijna réwnowaznoscia [210, Theorem 4.4]. Z lematu 4.2.3 otrzymu-
jemy teze. [

Uwaga 4.2.5. Stwierdzenie 4.2.4 mozna otrzymac réwniez jako wniosek z twier-
dzenia 4.2.1, gdyz uzwarcenie Freudenthala lokalnie zwartego, potulnego w nie-
skoriczonodci ANR-u jest Z-uzwarceniem [210, Theorem 4.4], a zatem taki ANR
jest przestrzenia oswojona do wewnatrz (patrz przyktad 1.5.8).

2ang. docile at infinity
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Osrodkowa, lokalnie zwarta przestrzen metryczna Y nazywamy APR-em®
[209], jezeli dla kazdej osrodkowej, lokalnie zwartej przestrzeni metrycznej
Z i kazdego wlozenia j: Y — Z na podzbiér domkniety j(Y) C Z takiego, ze
funkgja E(j): E(Y) — E(Z) jest roznowartosciowa, istnieje wtasciwa retrakcja
r:Z —j(Y).

Whniosek 4.2.6. Jesli X jest APR-em, to X € FPEP.

Dowdd. Kazdy APR jest potulnym w nieskoriczonosci, éciagalnym ANR-em [210,
Theorem 4.5]. Jezeli wiec X jest APR-em, to dla kazdego wlasciwego odwzorowa-
nia ¢: X — X bez konicéw stalych zachodzi na podstawie stwierdzenia 4.2.4 réw-
nos$¢ A(g) = Ind(g). Ale A(g) = 1, gdyz przestrzen X jest Sciagalna. Z wtasnosci
(IIT) indeksu punktéw statych otrzymujemy Fix(g) # @. O

Kazdy $ciagalny w sposéb wiasciwy ANR jest APR-em [209, Theorem 4.1].
Otrzymujemy stad nastepujacy wniosek, ktéry odpowiada na pytanie posta-
wione w problemie 4.1.14 w przypadku, gdy rozwazana przestrzen jest Sciagalna
w sposob wiasciwy. (Nie daje on jednak petnej odpowiedzi na wspomniane py-
tanie.)

Whniosek 4.2.7. Jesli X jest Sciagalnym w sposéb wtasciwy ANR-em, to X € FPEP.

4.2.3. Korice oswojone na zewnqtrz

Obok obowiazujacych zatozeni o przestrzeni X oraz odwzorowaniu f: X — X
do korca sekcji 4.2.3 zakladamy, ze X jest oswojonym na zewnatrz ANR-em.
Dowéd twierdzenia Lefschetza o punkcie lub koricu stalym dla tego typu prze-
strzeni jest nieco bardziej ztozony niz rozumowania przedstawione w poprzed-
nich sekcjach i sktada sie z kilku lematow.

Lemat 4.2.8. Zbior E(X) jest skoriczony.

Dowdd. Poniewaz przestrzen X jest oswojona na zewnatrz, istnieje taki do-
mkniety, koograniczony podzbiér V. C X, o dopelnieniu C = X \V, ze
wlozenie hy: V x {0} — X rozszerza sie do wlasciwego odwzorowania
h: V x [0,00) — X.

Przypuéémy, ze X ma nieskoniczenie wiele koricow. Na podstawie lematu 1.3.4
istnieje sktadowa sp6jnosci S zbioru V taka, ze ¢(C) = S dla nieskoriczenie wielu
koricéw € € E(X). Ustalmy dwa rézne korice ¢, ¢1 € E(X) o tej wlasnosci. Istnieje
zbiér zwarty D C X taki, ze e9(D) # €1(D).

Poniewaz odwzorowanie & jest wlasciwe, istnieje t € [0,00) o tej wlasnosci,
ze h(V,t) N D = @. Funkgja hy = h(-, t) jest homotopijna w spos6b wilasciwy od-
wzorowaniu hg, zatem E(h;)(e;) = E(ho)(e;) = ¢;, gdzie i = 0, 1. Ale to oznacza,
ze

i (ei (1 1(D)) ) € B(h)(e)(D) = ei(D). (@1)

3ang. absolute proper retract
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Zachodza inkluzje @ # ¢ (CUhK; (D)) C &(C) = S oraz &;(CUR; }(D)) C
ei(h;}(D)), zatem

D+ ¢ (c U h;l(D)) Ce (h;l(D)) ns. 4.2)

Zestawiajac (4.1) 1 (4.2) otrzymujemy h;(S) Ne;(D) # @ dlai = 0, 1. To jednak jest
niemozliwe, gdyz €y(D), e1(D) sa réznymi sktadowymi spojnosei zbioru X \ D,
a zbi6r h;(S) jest spojny (jako obraz spéjnego zbioru S) oraz Iy (S) "D =@. [

Dowéd ponizszego lematu jest wzorowany na dowodzie analogicznego wy-
niku dotyczacego uzwarcenia jednopunktowego, podanym w ksiazce Hughesa
i Ranickiego [111].

Lemat 4.2.9 (por. [111, Proposition 7.11]). Uzwarcenie Freudenthala .ZX przestrzeni
X jest ANR-em.

Dowdd. Na podstawie lematu 1.5.5 przestrzen .#X jest metryzowalna.

Wobec lematu 4.2.8 zbiér E(X) jest skoriczony. Oznaczmy jego elementy przez
€1,...,&n. Niech V bedzie domknietym, koograniczonym podzbiorem X, dla kt6-
rego istnieje wlasciwe odwzorowanie g : V x [0,00) — X bedace rozszerzeniem
wlozenia V x {0} — X; zbior taki istnieje, gdyz przestrzen X jest oswojona na
zewnatrz.

Przypusémy, ze .#X jest zanurzone jako domkniety podzbioér w pewnej prze-
strzeni metrycznej Z. Poniewaz (bedacy ANR-em) zbior X = ZX \ E(X) jest
domkniety w Z \ E(X), mozemy znalez¢ jego otwarte otoczenie N w Z \ E(X)
oraz retrakcje r: N — X.

Niech {U;}! , bedzie rodzina otwartych podzbioréw przestrzeni Z o nastepu-
jacych wilasnosciach: ¢; € U;, U;” N X~ V" = @ oraz U;" N sz = @ dla wszyst-
kichi,j =1,...,n,i # j; rodzina taka istnieje, gdyz przestrzerr Z spetnia aksjo-
mat oddzielania T3 (por. [70, Twierdzenie 1.5.5]). Ustalmy zbiér O C Z \ E(X)
otwarty w Z \ E(X) i taki, ze

XCO QGZ\E(X) CN
oraz ; ,
(E N r‘l(IntX(V))> N0” = {&;}
dla wszystkich i = 1,...,n. Intuicyjnie, ,w poblizu” koricow zbidr GZ\E(X) po-

winien zawieraé sie w zbiorze r~!(Intx(V)), otwartym w przestrzeni Z \. E(X).
Na podstawie lematu Urysohna istnieje ciagta funkcja

0: (CJEZUGZ> “E(X) = [0, 0]

i=1
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Odwzorowanie 7 : (|J"; U;) UO — X okreSlone dla x € (U, U;) UO wzorem
i=1 i=1

&, jezeli x € U;” ~ r~(Intx(V)),
P(x) = < q(r(x),p(x)), jezelix e r~1(V),
r(x), jezelix € 07~ r 1(V).
jest ciagla retrakcja. O

Lemat 4.2.10. Zachodzi naturalny izomorfizm HY(X) = H,(ZX,E(X)).

Dowédd. Zgodnie z lematem 4.2.9 przestrzenr .#X jest ANR-em. Wobec stwierdze-
nia 1.4.2 wlozenie skoriczonego zbioru dyskretnego E(X) w przestrzen .#X jest
korozwtéknieniem. Na podstawie stwierdzenia 1.4.3 istnieje naturalny izomor-
fizm

H.(#X,E(X)) = H, (#X/E(X),e),

gdzie e jest punktem odpowiadajacym obrazowi zbioru E(X) w przestrzeni ilo-
razowej .ZX /E(X). Ale przestrzeri .#X /E(X) jest homeomorficzna uzwarceniu
jednopunktowemu X (lemat 1.3.8). Zastosowanie twierdzenia 1.5.11 koticzy do-
wod. O

Twierdzenie 4.2.11. Niech X bedzie oswojonym na zewnaqtrz ANR-em. Wowczas lokal-
nie skoriczone homologie H (X) sq skoriczonego typu i jesli A (HE(f)) # 0, to Fix(f) #
@. Ponadto, jezeli homomorfizm H.(f) jest dopuszczalny, to A(f) = A (HE(f)).

Dowéd. Wobec twierdzenia 1.5.11 lokalnie skoriczone homologie HY(X) sa izo-
morficzne zredukowanym homologiom singularnym zwartego ANR-u, a zatem
sa skorniczenie generowane na podstawie twierdzenia 1.4.9. Liczba A (H}f (f))
jest wiec dobrze okreslona. Jezeli homomorfizm H,(f) jest dopuszczalny, to
A(f) = A (HY(f)) na podstawie lematu 4.1.11

Wykazemy, zejesli A (HY(f)) # 0, to Fix(f) # @. Na podstawie lematu 4.2.10
zachodzi réwnos¢:

A (HE()) = A(H.(Ff,E(X))).

Z lematu 4.2.9 wiemy, ze .#X jest ANR-em. Zgodnie z twierdzeniem 1.6.6 odwzo-
rowanie .Zf ma punkt staly w zbiorze .ZX \ E(X) = Z#X. Ale FixEnd(f) = Q,
wiec Fix(.Zf) NE(X) = @, stad .Zf ma punkt staly w zbiorze ZX \ E(X) = X.
Poniewaz .Zf | « = f,jest on réwniez punktem statym f. O

W przypadku oswojonych na zewnatrz ANR-6w nie jest znana odpowiedz
na pytanie o zwiazek liczby Lefschetza z indeksem punktéw statych, postawione
w problemie 4.1.7.

Ponizej podajemy przyklad oswojonego na zewnatrz, lokalnie zwartego wie-
lodcianu X oraz wiasciwego odwzorowania bez koricow statych f: X — X o tej
wlasnodci, ze liczba A (HY(f)) jest dobrze okreslona, ale homomorfizmy H. (f),
H(f) nie sa dopuszczalne.
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Przyklad 4.2.12. Dla kazdej liczby naturalnej n niech
Ay = {(x,y) €R?: x4 (y —2n)* = 1} :
Za przestrzeni X przyjmijmy (przedstawiony na rysunku 4.3) zbior

X = |J Anx ((—o0,—n] U [n,0)),
nelN

z topologia indukowana z R3, za$ f: X — X niech bedzie dla (x,y,z) € X
dane wzorem f(x,y,z) = (x,y, —z). Oczywiscie odwzorowanie f jest wlasciwe
i FixEnd(f) = @. Nietrudno réwniez spostrzec, ze X jest oswojonym na ze-
wnatrz wielo$cianem, wobec czego liczba Alf(f) jest dobrze okreslona na pod-
stawie twierdzenia 4.2.11. Jednak homomorfizmy H.(f), H(f) nie sa, jak tatwo
zauwazy¢, dopuszczalne.

— 0. 0
0 O

Rysunek 4.3: ,Piszczatki organowe”, czyli oswojony na zewnatrz wieloscian
X z przyktadu 4.2.12.

4.3. KOMBINATORYCZNE TWIERDZENIA O PUNKCIE LUB KONCU
STALYM

W niniejszym podrozdziale przenosimy podstawowe definicje zwiazane
z koricami statymi z przypadku ciagltego na teorioporzadkowy oraz sympli-
gjalny, a takze rozwiazujemy dyskretne odpowiedniki probleméw 4.1.1, 4.1.7,
4.1.14. Otrzymujemy twierdzenia typu Lefschetza o punkcie lub korncu sta-
tym dla odwzorowan zachowujacych porzadek oraz odwzorowan symplicjal-
nych. Badamy ponadto zwiazki wlasnosci punktu lub korica statego z pojeciem
(ko)rozbieralnosci oraz z operacja iloczynu kartezjaniskiego zbioréw czeéciowo
uporzadkowanych.
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4.3.1. Definicje

Zachowujace porzadek odwzorowanie f: P — Q nazywamy wlasciwym, jesli
dla kazdego g € Q zbior f~1(q) jest skoriczony.
Koricem lokalnie skoriczonego czeSciowego porzadku P nazywamy funkcje

e: {A C P: Ajest skoriczony} — 2F

spelniajaca nastepujace warunki:
— jezeli A C B sa skonriczonymi zbiorami zawartymi w P, to e(B) C ¢(A);
— dla kazdego skoriczonego zbioru A C P zbidr e(A) jest nieskoriczona skta-
dowa spdjnosci czesciowego porzadku P \ A.
Zbi6r koricow porzadku P oznaczamy symbolem E(P).

Jedli f: P — Q jest wlasciwym odwzorowaniem zachowujacym porzadek
miedzy lokalnie skoficzonymi czeSciowymi porzadkami, to mozemy zada¢ od-
wzorowanie E(f): E(P) — E(Q) w nastepujacy sposéb. Dla ¢ € E(P) i skon-
czonego zbioru A C Q niech E(f)(¢)(A) bedzie jedyna spdjna sktadowa zbioru
O ~\ A taka, ze

f(e(F7A)) SE(AE(A).

Przyporzadkowanie E jest funktorialne.

Analogicznie jak w przypadku ciagtych odwzorowan definiujemy koniec staty
wlasciwego, zachowujacego porzadek odwzorowania f: P — P lokalnie skon-
czonego czesciowego porzadku P w siebie, zbiér koricéw statych FixEnd(f) ta-
kiego odwzorowania oraz wlasnos¢ punktu lub korica statego (FPEP) ze wzgledu
na wiasciwe, zachowujace porzadek przeksztalcenia. Dla lokalnie skoriczonego
czeSciowego porzadku P i wlasciwego odwzorowania f: P — P bez korficow sta-
tych definiujemy zbidr przestawiajacy korice jako taki skoficzony zbiér D C P, ze
f(e(D))Ne(D) = @ dlakazdego konica € € E(X). Jezeli porzadek P jest spojny, to
zbior taki istnieje, a ponadto zatozy¢ o nim mozna, ze P \. D ma jedynie nieskon-
czone skladowe spojnosci. Faktéw tych dowodzimy podobnie jak w przypadku
ciagltym.

Przez koniec lokalnie skorficzonego kompleksu symplicjalnego K rozumiemy
koniec czeSciowego porzadku P(K); piszemy E(K) = E(P(K)). Odwzorowa-
nie symplicjalne ¢: K — L nazywamy wfasciwym, o ile funkcja zachowujaca
porzadek P(¢): P(K) — P(L) jest wlasciwa, lub réwnowaznie, o ile realiza-
cja geometryczna |¢|: |K| — |L| jest wlasciwym odwzorowaniem. Przyjmu-
jemy oznaczenie E(¢) = E(P(¢)). Nietrudno jest wskaza¢ naturalna bijekcje
& E(P(K)) — E(|K]).

Jesli K jest lokalnie skoriczonym kompleksem symplicjalnym, to méwimy, ze
K ma wlasnos¢ sympleksu lub kovica statego i piszemy K € FSEP, o ile dla kazdego
wlasciwego odwzorowania symplicjalnego ¢: K — K istnieje sympleks staly lub
koniec staty, tj. taki koniec € € E(K), ze E(¢)(e) = «.

Oczywiscie istnienie sympleksu statego odwzorowania symplicjalnego impli-
kuje istnienie punktu stalego jego realizacji geometrycznej, zas kazdy koniec staty
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odwzorowania symplicjalnego mozna utozsamiac (poprzez bijekcje k) z korficem
stalym realizacji geometrycznej tego odwzorowania.

Wriasnos¢ sympleksu lub korica stalego jest rtownowazna wlasnosci punktu
lub konca statego stowarzyszonego czeSciowego porzadku.

Stwierdzenie 4.3.1 (por. [204, Proposition 6.3.15]). Jezeli K jest lokalnie skoriczonym
kompleksem symplicjalnym, to K € FSEP wtedy i tylko wtedy, gdy P(K) € FPEP.

Dowéd. Ustalmy lokalnie skoficzony kompleks symplicjalny K.

Zalézmy, ze P(K) € FPEP; niech ¢: K — K bedzie wlasciwym odwzo-
rowaniem symplicjalnym bez konicow statych. Wowczas FixEnd(P(¢)) = O,
wiec Fix(P(¢)) # @, co oznacza, ze istnieje sympleks o kompleksu K taki, ze
¢(0) = 0. Wobec tego K € FSEP.

Zat6zmy teraz, ze K € FSEP i ustalmy wlasciwe, zachowujace porzadek od-
wzorowanie f: P(K) — P(K) bez koricow statych. Dla kazdego wierzchotka
v kompleksu K wybierzmy dowolny element g, € f({v}). OkreSlmy funk-
ce g: P(K) — P(K), dla ¢ € P(K) przyjmujac g(0) = Upeo{gv}. Oczywi-
Scie ¢ zachowuje porzadek. Nietrudno réwniez sprawdzié¢ (por. [204, Lemma
6.3.14]), ze odwzorowanie y: K — K zadane na wierzchotkach v € K wzorem
v(v) = g jest symplicjalne oraz P(y) = g. Dla kazdego sympleksu o € P(K)
i kazdego wierzchotka v € ¢ mamy f(0) 2 f({v}) 2 {gv} = g({v}), wiec
f(0) 2 Uper §({v}) = g(0). Jak tatwo zauwazy¢, wynika stad, ze E(g) = E(f),
czyli w szczegoblnosei FixEnd(g) = FixEnd(f) = @. Poniewaz ¢ = P(7y), odwzo-
rowanie 7y nie ma koricow statych, a zatem istnieje sympleks staly ¢ tego odwzo-
rowania. Ale f(c) 2 g(0) = o, wiec na podstawie twierdzenia Abiana-Browna
1.6.10 funkcja f ma punkt staty, co koriczy dowdd stwierdzenia. O

4.3.2.  Odlegtos¢ w czesciowym porzadku

Biezaca sekcja poSwiecona jest pomocniczemu pojeciu odleglosci miedzy ele-
mentami czeSciowego porzadku, ktére wykorzystane zostanie w dalszej czesci
rozdziatu.

Jezeli p,q sa elementami czeSciowego porzadku P, to przez dp(p,q) ozna-
czamy odlegtosé p od g w zbiorze P, z definicji réwna minimalnej dtugosci Sciezki
prowadzacej z p do g w grafie poréwnywalnosci G(P), o ile Sciezka taka istnieje;
w przeciwnym wypadku przyjmujemy dp(p,q) = o.Dlap € Poraz A C P
niech dp(p, A) = min{dp(p,q) : g € A}.

Jesdli f: P — Q jest zachowujacym porzadek odwzorowaniem, to dla kazdej
Sciezki (po, ..., pn) w G(P) ciag (f(po),...,f(pn)) jest Sciezka w G(Q), zatem
do(f(p), f(q9)) < dp(p,q) dlawszystkich p,q € P.

Dla czeSciowego porzadku P, elementu p € P orazliczby n € IN przyjmujemy
oznaczenie

Bp(p,n) = {q € P:dp(p,q) < n}.
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Ponadeto, jesli F C P, to definiujemy zbiér

n) = |J Bp(p,n) ={q € P:dp(q,F) <n}.
pEF

Nietrudno spostrzec, ze jesli porzadek P jest lokalnie skoficzony, to dla kazdego
skoriczonego podzbioru F C P oraz kazdego n € IN zbiér Bp(F, n) jest skoriczony.

Lemat 4.3.2. Niech P bedzie spéjnym czesciowym porzadkiem, F C P jego skoticzo-
nym podzbiorem, S C P skiadowaq spéjnosci zbioru P . F oraz niech k € IN. Wowczas
dp(p,q) > kdlawszystkichp € S, q € P~ (SUBp(F,k)).

Dowéd. Zauwazmy, ze dla wszystkich elementéw p € Sorazg € P~ (SUF)
kazda $ciezka prosta w grafie poréwnywalnosci G(P) prowadzaca z p do g za-
wiera element zbioru F; zachodzi zatem nieré6wno$¢

dp(p,q) = dp(p,F) +dp(q, F).

Wobec tego dla p € Soraz g € P~ (SU Bp(F,k)) mamy
dp(p,q) Edp(p,F)—de(q,F) Edp(p,F)—Fk—f—l > k. [

Lemat 4.3.3. Niech P,Q beda lokalnie skoriczonymi czesciowymi porzadkami, za$
f,g: P — Q wiasciwymi odwzorowaniami zachowujacymi porzadek. Jezeli istnieje
k € IN takie, ze dla kazdego p € P zachodzi nieréwnos¢ dgo(f(p),g(p)) < k, to
E(f) = E(g).

Dowdd. Zat6zmy, ze istnieje liczba k € N taka, ze do(f(p),g(p)) < k dla kaz-
dego p € P. Aby udowodni¢ réwnosé¢ E(f) = E(g) wystarczy wykazaé, ze
dla kazdego korica ¢ € E(P) i kazdego skoriczonego podzbioru F C Q mamy
E(f)(e)(F)NE(g)(e)(F) # @. Ustalmy zatem koniec ¢ € E(P) oraz skoriczony
zbiér F C Q.

Zauwazmy, ze

“H(F) C fH(B(F k) 2 fH(F),
wiec

e(g7'(F) 2 & (f1(Bo(F,K)) Ce(F(F)).
Ustalmy p € ¢(f~!(Bg(F, k))); mamy

fp)ef(e(f(F)) CE
8(p) € g (e(37(F))) CE@)(E)(F)

oraz dg(f(p), F) > k. Ale do(f(
wie lematu 4.3.2. Wobec tego E(

p).8(p)) <k, wiecg(p) € E(f)(¢)(F) na podsta-
F)(e)(F)NE(g)(e)(F) # @. O
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4.3.3. Kombinatoryczne twierdzenie typu Lefschetza o punkcie lub koricu
statym

Odtad, az do konica sekcji 4.3.3, zakladamy, ze P jest sp6jnym, lokalnie
skoficzonym cze$ciowym porzadkiem, zas f: P — P jest wlasciwym odwzo-
rowaniem zachowujacym porzadek bez koricow stalych.

Jesli h: A — A jest funkcja okreSlona na pewnym zbiorze A, to méwimy, ze
a € A jest jej punktem periodycznym, o ile i (a) = a dla pewnej liczby naturalnej
m > 1. Jezeli natomiast istnieje liczba naturalna n taka, ze h"(a) jest punktem
periodycznym funkgcji h, to a nazywamy punktem ostatecznie periodycznym funkcji

h.

Lemat 4.3.4. Kazdy element p € P jest punktem ostatecznie periodycznym odwzorowa-
nia f.

Dowdd. Ustalmy element p € P i przypusémy, Ze nie jest on punktem ostatecz-
nie periodycznym funkgji f. Przyjmijmy oznaczenie k = dp(p, f(p)); porzadek
P jest spojny, wiec k < co. Poniewaz f zachowuje porzadek, prawdziwa jest dla
wszystkich n € IN nieréwnos¢

dr (F"(p), f"(p) <k (43)

Istnieje podzbiér D C P przestawiajacy konce i taki, ze P \. D nie ma skoniczo-
nych skladowych spéjnosci. Poniewaz punkt p nie jest ostatecznie periodyczny,
a zbiér Bp(D, k) jest skoniczony, istnieje liczba ny € IN taka, ze f"(p) € Bp(D, k)
dla wszystkich n > ng. W szczeg6lnosci f"0(p) ¢ D, wiec f"0(p) € ¢(D) dla
pewnego korica & € E(P). Poniewaz D jest zbiorem przestawiajacym korice,
fotl(p) ¢ e(D), a z wyboru liczby ng element f*1(p) & Bp(D,k). Zatem
frotl(p) € P~ (e(D) UBp(D,k)). Na podstawie lematu 4.3.2 zachodzi nieréw-
no$é¢ dp (" (p), f(p)) > k, sprzeczna z nieréwnoscia (4.3). O

Lemat 4.3.5. Niech Q bedzie czesciowym porzadkiem, zas g: Q — Q zachowujacym
porzadek odwzorowaniem o tej wtasnosci, ze kazdy element zbioru Q jest punktem perio-
dycznym funkcji §. Wowczas g jest automorfizmem czesciowego porzadku Q.

Dowdd. Dowdd lematu jest nietrudny; nalezy zauwazy¢, ze odwzorowanie g jest
réznowartoéciowe i ,na”, oraz ze jesli g(p) < g(q) dla pewnych p,g € Q, to
réowniez p < g. Dla przykladu udowodnimy te ostatniqa wlasnos¢.

Jesli p < g, to ¢"(p) < ¢"(g) dla kazdej liczby n € IN. Poniewaz p, g sa punk-
tami periodycznymi funkdji g, istnieja liczby naturalne n,, n, takie, ze g"» (p) = p
oraz g"1(q) = g, a zatem:

p=_g""(p) <g""(q) =q. O

Oznaczmy przez P, podzbiér czesciowo uporzadkowany zbioru P, kto-
rego elementami sa wszystkie punkty periodyczne odwzorowania f. Oczywi-
scie f(Pow) C Peo. Niech foo = f|, : Po — Pe. Na podstawie lematu 4.3.5
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odwzorowanie to jest automorfizmem czeSciowego porzadku P. Poniewaz
FixEnd(f) = @, jest oczywiste, ze FixEnd( fe) = @.

Przypomnijmy, ze z definicji homologie cze$ciowego porzadku Q sa réwne
symplicjalnym homologiom stowarzyszonego z nim kompleksu symplicjalnego
K(Q). Sa to zatem homologie pewnego kompleksu faricuchowego C.(Q) =
(Ci(Q),0i);en takiego, ze dla kazdego i € IN baza przestrzeni wektorowej
Ci(Q) jest zbioér taiicuchéw dtugosci i zawartych w Q. Jezeli A C Q, to
istnieje kompleks taricuchowy C.(Q,A) = C.(Q)/C«(A) oraz H.(Q,A) =
H.(C(Q, A)).

Jezeli Q jest czeSciowym porzadkiem, A C Q, zas g: Q — Q jest zachowu-
jacym porzadek odwzorowaniem o tej wlasnosci, ze g(A) C A, to symbolem
g4 (QA) — (QA) oznaczamy indukowane przez ¢ odwzorowanie par
czedciowych porzadkéw.

Lemat 4.3.6. Homomorfizm H.(f) jest dopuszczalny wtedy i tylko wtedy, gdy homo-
morfizm H,(feo) jest dopuszczalny. Ponadto zachodzi wéwczas réwnos¢ uogélnionych
liczb Lefschetza: A(f) = A(foo)-

Dowdd. Istnieje przemienny diagram

- —— Hy(Po) — Hy(P) —= Hy(P, Poo) —= Hyy 1 (Po) —> - --

i) | i Gona) | oatre
-+ ——> Hy(Ps) — Hy(P) — Hy(P, Poo) — Hy;_1(Pog) — - - -

o wierszach bedacych dtugimi ciagami doktadnymi pary (P, Py ). Dla kazdego
elementu { € H, (P, Py) istnieje taticuch z € C,(P) taki, ze { jest klasa homologii
elementu z + C,(Pe) € Ci(P)/Cs(Pwo), co zapisujemy przez { = [z+ C.(Pw)]. Na
podstawie lematu 4.3.4 istnieje liczba naturalna 7, taka, ze C«(f")(z) € Ci(Pwo).
Zatem

He (f5.)) @) = He (£3 5. ) (24 Co(P)]) = [Co(f")(2) + Cu(P)] = 0,

czyli { nalezy do uogélnionego jadra: { € N(H.(f(pp,)))- Wobec dowolno-
sci wyboru { € H.(P,Pw) oznacza to, ze homomorfizm H.(fipp.)) jest do-
puszczalny oraz A(H«(f(pp,))) = 0. Z lematu 1.6.3 otrzymujemy réwnos¢

A(f) = Afoo). 0

Ponizsze twierdzenie typu Lefschetza o punkcie lub koricu stalym dla czescio-
wych porzadkéw jest uogélnieniem na lokalnie skoriczone czeSciowe porzadki
twierdzenia 1.6.9.

Twierdzenie 4.3.7. Jesli homomorfizm H.(f) jest dopuszczalny, to zachodzi réwnos¢
uogdlnionej liczby Lefschetza odwzorowania f oraz charakterystyki Eulera zbioru jego
punktow statych: A(f) = x(Fix(f)).
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Dowdd. Zat6ézmy, ze homomorfizm H.(f) jest dopuszczalny. Wybierzmy skon-
czony podzbiér D’ C P taki, ze D’ jest dla fo zbiorem przestawiajacym korice.
Poniewaz fo jest automorfizmem, mozemy zaktadaé, ze podzbiér D’ jest nie-
zmienniczy ze wzgledu na dziatanie fo. Co wiecej, mozemy D’ rozszerzy¢ do
niezmienniczego ze wzgledu na f., skoficzonego podzbioru D C P takiego, ze
zbidr Py . D nie ma skoriczonych sktadowych spéjnosci.

Niech A = P ~ D. Wobec wyboru D zbidr A jest niezmienniczy ze wzgledu
na dziatanie automorfizmu fe. Poniewaz zbiér D = P \ A jest skoriczony, kom-
pleks taricuchowy C. (P, A) oraz relatywne homologie H. (P, A) sa skoficzo-
nego typu. Istnieje przemienny diagram

: ‘_>Hn(A)_>Hn(P°°) _>Hn(P00/A)_> n—l(A) -

lHn (],) lHn(foo) ]H (Feo(root)) \Hn-l (])

- —— Hy(A) — Hy(Po) —= Hy(Poo, A) —= Hyy _1(A) —> - --

o wierszach bedacych dtugimi ciagami doktadnymi pary (Pe, A). Homomorfi-
zmy H, ( feo (P, A)) oraz H,(f«) sa dopuszczalne, co wynika odpowiednio z faktu,
ze homologie H,(Pw, A) sa skoficzonego typu i z lematu 4.3.6. Na podstawie le-
matu 1.6.3 homomorfizm H, (f| ,) jest dopuszczalny oraz

A(fl4) = Alfo) = Alfoo(py,a))-

Niech S;,i = 1,...,k, beda wszystkimi spdjnymi skladowymi zbioru A. Po-
niewaz D jest dla f zbiorem przestawiajacym konce, dla wszystkichi =1,...,k
mamy fe(S;) N'S; = @. Wobec teorioporzadkowego odpowiednika lematu 1.6.5
oznacza to, ze A(f|,) = 0, czyli A(fw) = A(foo(p a))- Z lematu 4.3.6 otrzymu-
jemy r6wnos¢ A(f) = A(feo(p a))-

Kompleks taricuchowy C,(Ps, A) jest skoriczonego typu, wobec czego na
podstawie twierdzenia 1.6.1 zachodza réwnosci

A <C* (fOO(p/A))> =A <H* (fOO(P,A))> - A(fm(P,A))'

Baze przestrzeni C.(Pw, A) tworza skoriczone, liniowo uporzadkowane pod-
zbiory Ps, nie zawierajace sie w A. Dla takiego bazowego podzbioru liniowo upo-
rzadkowanego I C P, oraz skalara a € Q . {0} r6wnos¢ Cy ( Jfeo(p, A)) (I) = alma
miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy fo(l) = [ oraz &« = 1, gdyz fe jest odwzoro-
waniem zachowujacym porzadek. Poniewaz Fix(fe) C Pw \ A, kazdy bazowy
podzbiér liniowo uporzadkowany I C P, taki, ze Cu(feo(p 4)) (1) = I, jest row-
niez elementem bazowym przestrzeni liniowej Cyx(D) C C,(Pe, A). Zachodza
zatem réwnosci

MCulfor4)) = A (C.(f])) = L(=1) b (Gi(f],))

1=0

(=1 [{{q0 < ... < q:} S Fix(f)}| = x(Fix(f)),

I
agk

0

~.
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konczace dowod twierdzenia. O]
Oczywisty jest nastepujacy wniosek.

Wniosek 4.3.8. Jesli homomorfizm H.(f) jest dopuszczalny oraz A(f) # 0, to
Fix(f) # @.

Prawdziwa jest takze symplicjalna wersja twierdzenia 4.3.7, uogdlniajaca
wniosek 1.6.11.

Whniosek 4.3.9. Niech K bedzie lokalnie skoriczonym kompleksem symplicjalnym, zas
¢: K — K wlasciwym odwzorowaniem symplicjalnym bez kovicow statych. Jesli homo-
morfizm H, () jest dopuszczalny, to jego uogélniona liczba Lefschetza jest réwna cha-
rakterystyce Eulera zbioru punktow statych realizacji geometrycznej tego odwzorowania:
Alp) = x(Fix|ol).

Dowdd. Oczywiscie P(KC(P(K))) jest lokalnie skoriczonym cze$ciowym porzad-
kiem, zas P(K(P(¢))) jest wlasciwym odwzorowaniem zachowujacym porza-
dek bez konicow statych. Ponadto, jesli homomorfizm H.(¢) jest dopuszczalny,

to réwniez homomorfizm H.(P(K(P(¢)))) jest dopuszczalny i zachodzi réw-
nos¢ A(p) = A(P(K(P(¢)))). Z twierdzenia 4.3.7 otrzymujemy:

Alg) = x(Fix(P(K(P(¢))))) = x(Fix([K(P(9)])) = x(Fix(lg])). O

Zauwazmy, ze funkcja z przykiadu 4.1.8 jest realizacja geometryczna odwzo-
rowania symplicjalnego, co pokazuje, ze w powyzszych wynikach nie mozna po-
minaé zalozenia o dopuszczalnosci homomorfizméw indukowanych przez roz-
wazane odwzorowania.

Ponizsze twierdzenie wiaze uogodlniona liczbe Lefschetza odwzorowania
symplicjalnego bez koricow stalych z indeksem punktéw stalych jego realizacji
geometryczne;.

Twierdzenie 4.3.10. Niech K bedzie lokalnie skoriczonym kompleksem symplicjalnym,
zas ¢: K — K whasciwym odwzorowaniem symplicjalnym bez koricéw statych. Jesli
homomorfizm H,(¢) jest dopuszczalny, to uogélniona liczba Lefschetza odwzorowania
symplicjalnego ¢ jest réwna indeksowi punktow statych jego realizacji geometrycznej:
Alp) = Ind(|g])-

Dowéd. Na podstawie lematu 4.3.4 zastosowanego do odwzorowania
P(¢): P(K) — P(K) kazdy wierzchotek kompleksu K jest punktem osta-
tecznie periodycznym funkcji ¢. Istnieje zatem wierzchotek vy € K bedacy
jej punktem periodycznym. Dla kazdej liczby n € IN niech K,, bedzie penym
podkompleksem K rozpietym na zbiorze wierzchotkéw

V(Ky) = {J min (BP(K) (9™ (v0), ”)) /
meN
za$ przez K, oznaczmy pelny podkompleks K rozpiety na zbiorze wierzchotkéw

V(K = | {(pm(w):wev(zzn)}.

meN
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Kompleks K, jest oczywiscie skoriczony. Skoriczonosé kompleksu K, wynika na-
tomiast ze skoniczonosci K,, oraz faktu, ze kazdy wierzchotek kompleksu K jest
ostatecznie periodyczny. Zauwazmy, ze J,en Kn = K oraz |¢|(|Ky|) C |Ky| dla
kazdej liczby naturalnej n.

Zbior Fix(|¢|) jest (na podstawie lematu 4.1.5) zwarty, a zatem istnieja otwarty
podzbiér U C |K| oraz liczba ny € NN takie, ze Fix(|¢|) € U C |K,,]|. Stosujac
kolejno lemat 1.6.8, aksjomat wycinania (I) oraz normalizacji (VII), otrzymujemy:

ind(|g)) =Ind (|gl|,;: U = [Kal) =Ind (Il| ¢ [Kal = [Kal) =A (Igl] ¢, ) -

Poniewaz Fix <|g0| | K ‘> = Fix(|¢|), na podstawie wniosku 4.3.9 zachodza réw-
nosci:

A (Il ) = x (Fix (Igll ) ) = x(Fix(])) = Alg). =

4.3.4. (Ko)rozbieralnos¢ a wlasnos¢ punktu lub kotica statego

Wskazemy zwiazki miedzy kombinatoryczna wlasnoscia punktu lub korica
stalego a pojeciem (ko)rozbieralnosci. Badanie ich jest naturalne, gdyz analo-
giczne powiazania okazaly sie niezwykle istotne dla teorii punktéw statych od-
wzorowan zachowujacych porzadek [202,204,205].

Moéwimy, ze para (P, r), sktadajaca sie z cze$ciowego porzadku P oraz retrak-
cjir: P — r(P), spetnia warunek lustrzany* [202, Definition 3.17], o ile dla kazdego
zachowujacego porzadek odwzorowania f: P — P istnienie punktu stalego zto-
zeniaro f| (P) r(P) — r(P) implikuje istnieje punktu stalego funkgji f.

Przykladéw par spetniajacych warunek lustrzany dostarczaja nastepujace le-
maty.

Lemat 4.3.11 ([202, Example 3.18, 1.]). Niech P bedzie taricuchowo zupetnym czescio-
wym porzadkiem, zas r: P — r(P) retrakcja nalezacq do klasy C. Wowczas para (P, r)
spetnia warunek lustrzany.

Symbolem R4 [202, Example 3.8] oznaczamy klase tych retrakcjir: P — r(P),
dla ktérych |P~\ r(P)| < 1.

Lemat 4.3.12 ([202, Example 3.18, 2.]). Niech P bedzie czesciowym porzadkiem, a € P
jego elementem, zasr: P — r(P) = P\ {a} retrakcjq nalezqcq do klasy R. Jezeli jeden
ze zbioréw AT, 4 ma wlasnos¢ punktu statego, to para (P, r) spetnia warunek lustrzany.

Szczegoblna rola warunku lustrzanego w teorii punktéw stalych odwzorowan
zachowujacych porzadek wynika z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 4.3.13 ([202, Theorem 3.19]). Jezeli P jest czesciowym porzadkiem,

w liczba porzadkowa, zas (rg p+1: Py — Ppy1) o< ciqgiem rozbierajqgcym P do pewnego

podzbioru Q C P, przy czym kazda z par (Py,1p¢41), 0 < ¢ < w, spetnia warunek
lustrzany, to P € FPP wtedy i tylko wtedy, gdy Q € FPP.

“ang. reflection condition
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Nastepujacy wniosek jest konsekwencjq lematu 4.3.11 oraz twierdzenia 4.3.13.

Whiosek 4.3.14. Jezeli P jest taricuchowo zupetnym czesciowym porzadkiem, Q C P
oraz P )\, Q, to P € FPP wtedy i tylko wtedy, gdy Q € FPP.

Udowodnimy analogiczne do twierdzenia 4.3.13 oraz wniosku 4.3.14 fakty
dotyczace wlasnosci punktu lub korica statego.

Dla kazdej liczby k € IN symbolem By oznaczamy klase takich zachowujacych
porzadek retrakcji r: P — r(P), ze dp(p,r(p)) < k dla kazdego elementu p € P.
Zauwazmy, ze C C By, oraz ze kazda R;-retrakcja okre$lona na spéjnym zbiorze
cze$ciowo uporzadkowanym nalezy do B;.

Lemat 4.3.15. Niech P bedzie spéjnym, lokalnie skoriczonym czesciowym po-
rzadkiem, k liczba naturalng, « liczbq porzadkowa, zas (r¢,¢+1: Py — P¢+1) o<
nieskoriczenie sktadalnym ciqgiem retrakcji nalezacych do By. Odwzorowanie
Ry = O (rpp+1) e p<a i P = Do jest wowczas whasciwg retrakcja, a indukowana
przez nie funkcja E(Ry ) : E(P) — E(Ry(P)) jest bijekcja, funkcja odwrotna do ktérej jest
odwzorowanie E(i): E(Ry(P)) — E(P) indukowane przez wlozenie i: Ry(P) — P.

Dowdéd. Wykazemy najpierw, ze dla kazdej liczby porzadkowej 0 < ¢ < a retrak-
cja Ry = Q_>(r¢,4,+1)0<¢<¢ : P — Py jest wlasciwa.

Jest tak oczywiScie dla ¢ = 0. Ustalmy ¢ > 0 oraz p € Py i zat6zmy, ze dla
wszystkich liczb porzadkowych p < i oraz wszystkich g € P, zbior Rfjl(q) jest
skoriczony. Niech A(p) = Bp,(p,k) N R, L(p); zbiér A(p) jest skonczony, gdyz

jest zawarty w skoficzonym zbiorze Bp, (p, k). Dla kazdego g € A(p) niech

pg =min {p < ¢ : Ryi1(q) = p}.

Zauwazmy, ze
R,iAp) ={rtu U R, @),
9€A(p)

co z zalozenia indukcyjnego oznacza, ze zbior R, 1(p) jest skonczony (jako suma
skoniczonej rodziny skoriczonych zbior6w). Retrakcja Ry jest wiec wiasciwa.

Niechi: Ry — P oznacza wlozenie. Poniewaz R, jest retrakcja, zachodzi row-
nos¢ Ry oi = idg, (p); stad

E (Rqe) o E(i) = E(idg,(p)) = idg(r,(p)) -

Wykazemy, ze E(i) o E (Ry) = idgp)-

Ustalmy w tym celu koniec ¢ € E(P). Dla dowolnego konca ¢’ € E(P) \ {¢}
istnieje skoriczony podzbiér F C P taki, ze ¢(F) # €' (F), tzn. ¢(F) N¢/'(F) = @.Na
podstawie lematu 4.3.2 dla wszystkich p € ¢ (F) oraz q € P~ (¢/(F) UBp(F,k))
zachodzi nieréwnos¢ dp(p, q) > k.

Rozwazmy zbior

A = (ioRy) " (Ra(Bp(F, k) UBp(F,k)) = R (Ry (Bp(E, k))).
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Udowodnimy, ze R,(q) ¢ € (F) dla wszystkich elementéw g € P~ (¢/(F) U A).
Jezeli bowiem R,(gq) € €(F) dla pewnego q € P, to istnieje najmniejsza liczba
porzadkowa ¢ < « taka, ze Ry(q) € €' (F).Jesliq ¢ € (F), to ¢ > 0 jest nastepni-
kiem, ¢ = ¢ + 1. Poniewaz Ry(q) = ryy+1 (Ry(q)) oraz ry 1 € By, ma miejsce
nier6wnos¢ dp (Ry(q), Ry(9)) < k; stad Ry(q) € Bp(F, k) U€(F). Ale z defini-
cji liczby porzadkowej ¢ element Ry (q) & €' (F), wiec Ry(q) € Bp(F, k). Zatem
Ra(9) = Ru(Ry(q)) € Ra(Bp(F,k)), czylig € Ry (Ry(Bp(F, k))) = A.
Poniewaz F C Bp(F, k) C A oraz ¢(F) N¢'(F) = @, zachodza inkluzje

£(A) C ¢ (Bp(E,K)) C € (F),

a takze
e(A) Ce(Bp(Fk))NACP~ (€(F)UA).

Stad (io Ry)(e(A)) N€'(A) = @. Zatem E(i o Ry)(e) # €, co wobec dowolnosci
wyboru konica ¢’ € E(P) \ {e} oznacza, ze (E(i) o E(Ry)) (¢) = e. O

Ponizszy wynik jest uwzgledniajacym kornce stale odpowiednikiem twierdze-
nia 4.3.13.

Twierdzenie 4.3.16 (por. [202, Theorem 3.19]). Jezeli P jest lokalnie skori-
czonym czesciowym porzqdkiem, k liczbq naturalng, o liczba porzadkowa, zas
(rg,p+1: Pp — Ppi1) o< ciggiem By-rozbierajacym P do pewnego podzbioru Q C P,
przy czym kazda z par (Py,1¢¢+1), ¢ < &, spetnia warunek lustrzany, to P € FPEP
wtedy i tylko wtedy, gdy Q € FPEP.

Dowdd. Ustalmy spelniajace zalozenia twierdzenia porzadki P, Q, liczbe k € IN,

liczbe porzadkowa a oraz ciag (r¢,¢+1 : Pp — P¢+1) pea Dla kazdej liczby porzad-

kowej ¢ < a niech Ry = Q_>(r¢,¢+1)0<¢<¢ : P — Py, za$ iy: Py — P niech
bedzie wlozeniem. Oczywiscie Q = R, (P).

Na podstawie lematu 4.3.15 zbiér Q jest wlasciwym retraktem P. Jezeli za-
tem P € FPEP, to wobec teorioporzadkowego odpowiednika stwierdzenia 4.1.12
réwniez Q € FPEP.

Zalézmy, ze Q = R,(P) € FPEP. Ustalmy zachowujace porzadek odwzo-
rowanie f: P — P bez koncow statych. W szczegélnosci E(f)(E(ix)(e)) #
E(iy)(e) dla kazdego konica ¢ € E(Ry(P)). Z lematu 4.3.15 dla kazdego korica

¢ € E(Ry(P)) otrzymujemy
(E(Ry) 0 E(f) o E(i0)) (€) = E(ia) ™ (E(f) (B(ia) (¢))) # &,

czyli odwzorowanie Ry o f oiy: Ry(P) — Ry (P) nie ma konicow statych. Zatem
Fix(Ry o foiy) # @.

Wykazemy indukcyjnie dla kazdej liczby porzadkowej 0 < ¢ < a, ze jesli
odwzorowanie Ry o foiy = Rgo f ‘p(P: Py — P, ma punkt staly, to Fix(f) # @.
Dla ¢ = 0 jest to oczywiste. Ustalmy ¢ > 0 i zal6zmy, ze dowodzona impli-
kacja jest prawdziwa dla wszystkich ¢ < ¢, oraz ze Fix(Ry o f| P¢) # @. Jesli
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¢ jest nastepnikiem, ¢ = ¢ + 1, to Ry o f]| p, = Tppr10Ryo f | p, Poniewaz para
(Py,7y,p+1) spelnia warunek lustrzany, to Fix(Ry o f| Pw) # @, co wobec zatoze-
nia indukcyjnego oznacza, ze Fix(f) # @. Jezeli natomiast ¢ jest graniczna liczba
porzadkowa i Ry o f] p, Ma punkt staty p € Py, to z definicji nieskoriczonego zto-
zenia istnieje liczba porzadkowa i < ¢ taka, ze Ry(f(p)) = Re(f(p)) = p,cona
podstawie zalozenia indukcyjnego oznacza, ze Fix(f) # @.

Wykazalismy wczesniej, ze odwzorowanie Ry 0 f 0iy = Ry o f| p, Ma punkt
staty, a zatem Fix(f) # @, co oznacza, ze P € FPEP. O

Prawdziwy jest tez odpowiednik wniosku 4.3.14, jak réwniez jego sympli-
cjalna wersja.

Whniosek 4.3.17. Jesli P,Q sa lokalnie skoriczonymi czesciowymi porzadkami oraz
PN\ Q, to P € FPEP wtedy i tylko wtedy, gdy Q € FPEP.

Dowdd. Ustalmy lokalnie skoriczone czesciowe porzadki P,Q takie, ze ist-
nieja liczba porzadkowa a oraz C-rozbierajacy P do Q ciag retrakcji
(rp: Py — P¢+1)¢<“. Na podstawie lematu 4.3.11 kazda para (Py, 7¢), ¢ < «, spet-
nia warunek lustrzany. Poniewaz C C By, teza wynika z twierdzenia 4.3.16. [

Whniosek 4.3.18. Jesli K, L sa lokalnie skoriczonymi kompleksami symplicjalnymi oraz
KNN\L, to K € FSEP wtedy i tylko wtedy, gdy L € FSEP.

Dowéd. Ustalmy lokalnie skoriczone kompleksy symplicjalne K,L takie, zZe
KN\ L. Z lematu 2.3.5 otrzymujemy P(K) “\»\, P(L). Zgodnie z wnioskiem
4.3.17 czeSciowy porzadek P(K) € FPEP wtedy i tylko wtedy, gdy P(L) € FPEP.
Zastosowanie stwierdzenia 4.3.1 koriczy dowdd. O

Zachodzi réwniez podobny do twierdzenia 4.3.16 fakt dotyczacy korozbieral-
nosci.
Twierdzenie 4.3.19. Jezeli P jest lokalnie skoriczonym czesciowym porzadkiem,
k liczbq naturalng, B liczba porzadkowa, zas (s¢+1’¢: Qp+1 — Q¢) o< ciggiem

By-korozbierajacym P z pewnego podzbioru Q C P, przy czym kazda z par
(Qp+1,Sp+1,9), ¢ < B, spetnia warunek lustrzany, to Q € FPP implikuje, Ze P € FPEP.

Dowdd. Ustalmy porzadki P, Q, liczbe naturalna k, liczbe porzadkowa p oraz
ciag (s¢+1’¢: Q¢+1 — Q¢) o<p spelniajace zalozenia twierdzenia. Zal6zmy, ze cze-
Sciowy porzadek Q ma wilasnoé¢ punktu statego. Dla kazdej liczby porzadkowej
¢ < Bniech Sy = OF(S¢+1I¢)¢<¢<[5 : P — Qy, zad iy: Qy — P niech bedzie

wlozeniem. Przez s = s(5441,¢) o<p P — P oznaczmy funkcje skoku (patrzs. 56).
Ustalmy wlasciwe, zachowujace porzadek odwzorowanie f: P — P bez koficow
stalych.

Wykazemy indukcyjnie, ze dla kazdej liczby porzadkowej ¢ < B odwzoro-
wanie Sp o f oip: Qp — Qp ma punkt staty. Poniewaz Sgo f oig = f, wobec
dowolnosci wyboru funkgji f zakoriczy to dowdéd twierdzenia.
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Z zatozenia Qp = Q € FPP, wiec Fix (Sp o f o ig) # @. Ustalmy liczbe porzad-
kowa 0 < ¢ < B i zatozmy, ze Fix (Sy o f oiy) # @ dla kazdej liczby porzadko-
wej P < ¢. Jezeli ¢ jest nastepnikiem, ¢ = 1 + 1, to Fix (Sp o foiy) # @, gdyz
para (Qgp, Sy+1,4) Spelnia warunek lustrzany.

Zal6zmy, ze liczba porzadkowa ¢ jest graniczna. Istnieje skoriczony podzbiér
F C P bedacy dla f zbiorem przestawiajacym korice i taki, ze kazda sktadowa
spéjnosci zbioru P \ F jest nieskoriczona. Jesli ¢, ¢’ € E(X) oraz ¢(F) # € (F), to
wobec lematu 4.3.2 dla kazdego elementu q € ¢(F) \ Bp(F, k) ma miejsce nie-
réwnosc dp (gq,¢ (F)) > k. Na podstawie lematu 2.2.15 dla kazdego p € P zbiér
{s'(p) : n € N}, gdzie 9(p) = idp(p) = p, jest skoriczony, wiec skoriczony jest
roéwniez zbior

F= | {¢(p):neN}.

pEBp(F,k)

Udowodnimy, ze dla kazdej liczby porzadkowej p < ¢ zachodzi zawie-
ranie Fix (Spo foiy) C F. Ustalmy w tym celu punkt p € Fix (Syo foiy);
mamy Sy(f(p)) = p. Jesli p € Bp(F,k), to oczywiscie p € F. Jezeli nato-
miast p € Bp(F, k), to p € &(F) \ Bp(F, k) dla pewnego kornica ¢ € E(P). Ale
F jest dla f zbiorem przestawiajacym korice, wiec f(p) & ¢(F). Istnieje liczba
naturalna n taka, ze §'(f(p)) = Sy(f(p)) = p. Rozwazmy skoriczony ciag
(f(p),s(f(p)),.... 4" (f(p))). Odlegtos¢ miedzy kazdymi dwoma kolejnymi ele-
mentami tego ciagu wynosi co najwyzej k. Niech

mo=min{m < n:4"(f(p)) € e(F) ~ Bp(F,k)};

oczywiscie my > 0 (gdyz 50 ( f (p)) = f(p) €& &(F)). Poniewaz zachodzi nier6w-
no$¢ dp (5’"0_1(f( ) < k, dla kazdego kornica ¢ € E(P) N\ {¢} element
oI f(o0) # OB, Zatem P91 (y) € BuE B oyt

p=4(p) =977 (f(p) € F.

Nietrudno spostrzec, ze jesli p € Qy oraz p ¢ Fix (Syo foiy) dla pewnej
liczby porzadkowej ¢ < B, to p & Fix (S, o f oi,) dla wszystkich liczb porzadko-
wych ¢ < p < B. Poniewaz zbiér F jest skoriczony oraz @ # Fix (Sy o foiy) C F
dla kazdej liczby porzadkowej ¢ < ¢, to istnieja punkt py € F oraz liczba porzad-
kowa p < ¢ takie, ze (Sy o foiy) (po) = po dla wszystkich p < ¢ < ¢p. Element
po jest wiec réwniez punktem statym funkgji Sy o f o iy. O

Podobnie jak wyzej otrzymujemy wnioski dotyczace C-korozbieralnoséci cze-
Sciowych porzadkéw oraz Ca-korozbieralnosci komplekséw symplicjalnych.

Whniosek 4.3.20. Jesli P,Q sa czesciowymi porzadkami, P jest lokalnie skoriczony,
Q € FPP oraz Q /" P, to P € FPEP.

Dowdd. Natychmiastowa konsekwencja lematu 4.3.11, twierdzenia 4.3.19 oraz
faktu, ze C C B;. H
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Whiosek 4.3.21. Jesli K, L sq kompleksami symplicjalnymi, K jest lokalnie skoriczony,
L € FSPoraz L /" K, to K € FSEP.

Dowdd. Ustalmy lokalnie skoficzone kompleksy symplicjalne K, L o tej wlasnosci,
ze L € FSP oraz L /" K. Korzystajac z obserwacji poczynionych w dowodzie
stwierdzenia 2.3.5 nietrudno zauwazy¢, ze P(L) /. P(K). Poniewaz L € FSP,
to P(L) € FPP (patrz s. 34). Na podstawie wniosku 4.3.20 mamy P (K) € FPEP.
Zastosowanie stwierdzenia 4.3.1 koriczy dowdd. O

4.3.5. Wiasnos¢ punktu lub kotica statego i produkty

Czy jesli X, Y sa przestrzeniami topologicznymi majacymi wlasno$¢ punktu
statego, to ich iloczyn kartezjaniski X x Y réwniez ma te wlasnos¢? Pytanie to ma
dtuga tradycje. Dla X, Y bedacych continuami Peano problem ten opublikowat
w 1930 Kuratowski [134], cho¢ prawdopodobnie rozwazany byt on juz wczeséniej.
Jego rozwiazanie (negatywne) zajeto ponad 35 lat (dla dowolnych przestrzeni
topologicznych X, Y odpowiedZ znana byta nieco wczeéniej). Obecnie wiadomo
miedzy innnymi, ze X x Y nie musi mie¢ wlasnosci punktu statego nawet wtedy;,
gdy X jest zwartym wielo$cianem, za$ Y odcinkiem jednostkowym, czy tez dla
X, Y bedacych zwartymi rozmaito$ciami. Wiecej o wspomnianych wynikach oraz
historii tego problemu mozna przeczyta¢ w artykule Browna [51].

W tym kontekscie interesujaca jest kwestia zachowywania wlasnosci punktu
stalego przez iloczyn kartezjanski czeSciowych porzadkéw. Przypomnijmy, Ze je-
8li (P, <p), (Q, <) sa czeSciowymi porzadkami, to na zbiorze P x Q istnieje re-
lacja porzadkujaca

<PxQ= {((Pl,ql), (p2,92)) € (P % Q)% : p1 <p pz oraz q; <Q th};

nietrudno sprawdzi¢, ze topologia Aleksandrowa wyznaczona na zbiorze P x Q
przez te relacje pokrywa sie z topologia Tichonowa produktu przestrzeni Alek-
sandrowa P, Q. Czy jesli P,Q € FPP, to P x Q € FPP? Problem ten zostat opu-
blikowany w 1979 roku [18] (cho¢ réwniez mozna przypuszczaé, iz byl znany
wczeséniej) i przykul uwage wielu badaczy. Przez 15 lat podawano jedynie sto-
sunkowo stabe, czastkowe wyniki [67,197,198,228]. Przetomem byta praca Roddy
[192] z 1994 roku, w ktérej dowiedziono, ze P x Q € FPP, oile P,Q € FPP oraz
porzadki P, Q sa skoniczone. (Nastepnie szybko zauwazono, ze wystarczy, aby
tylko jeden z nich byt skoficzony [204, Section 10.2.1].) Dla nieskoriczonych cze-
Sciowych porzadkéw problem jest nadal otwarty, choé uzyskano liczne cze$ciowe
wyniki [163,164,193,194,199,201].

Opierajac sie na pomystach Roddy [192] (w ujeciu Schrodera [204, Subsection
10.2.1]) dowodzimy w biezacej sekcji, ze wlasnos¢ punktu lub korica statego jest
zachowywana przez iloczyn kartezjariski, o ile oba czynniki sa sp6jnymi, lokalnie
skoriczonymi cze$ciowymi porzadkami. Metode dowodu autorstwa Roddy mo-
dyfikujemy, celem dostosowania jej do porzadkéw lokalnie skoriczonych, jedynie
w szczegotach.
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Rozpoczynamy od lematu, ktéry pozwoli przy badaniu wlasnosci punktu lub
korica statego produktu dwoch spéjnych, lokalnie skoriczonych porzadkéw ogra-
niczy¢ sie do przypadku, gdy jeden z nich jest skoficzony.

Lemat 4.3.22. Jezeli P, X sq spojnymi, lokalnie skoriczonymi, nieskoriczonymi czescio-
wymi porzadkami, to zbiér E(P x X) jest jednoelementowy.

Dowédd. Zat6zmy, ze P, X sa spojnymi, lokalnie skoriczonymi, nieskoficzonymi
czedciowymi porzadkami. Rozwazmy skoriczony podzbiér F C P x X. Istnieja
skoniczone zbiory F; C P,F, C X takie, ze F C F; x F. Ustalmy punkt
(p,x) € P x X o tej wlasnosci, ze p ¢ Fi, x ¢ F,. Dla dowolnego punktu (q,y) €
(P x X) \ (F; x F,) zachodzi co najmniej jeden z warunkéw: q ¢ Fi, y ¢ F.
Poniewaz zbiory P, X sa spdjne, istnieja Sciezka prosta (9 = 4o,q1,---,9m = pP)
w grafie poréwnywalnosci G(P) (prowadzaca z q do p) oraz Sciezka prosta
(y = vo,y1,--.,Yyn = x) w grafie poréwnywalnosci G(X) (prowadzaca z y do x).
Jeslig ¢ Fy, to ciag

((90,0), (q0,y1), -+, (90, Yn), (G1,Yn)s - - -, (G, Y))

jest Sciezka prostaw G ((P x X) \ (Fy x F,)) prowadzaca z (q,y) do (p, x). Analo-
gicznie konstruujemy Sciezke z (g,y) do (p, x) w przypadku, gdy y ¢ F,. Wobec
dowolnosci wyboru punktu (g, y) zbiér (P x X) \ (F; x F,) jest spojny, wiec cze-
Sciowy porzadek (P x X) \ F ma doktadnie jedna nieskoriczona sktadowa spdj-
nosci. Poniewaz F C P x X bylo dowolnym skoriczonym podzbiorem, oznacza
to, ze [E(P x X)| = 1 O

Przypomnijmy prosty, ale uzyteczny lemat, pozwalajacy stowarzyszy¢ z od-
wzorowaniem skoriczonego cze$ciowego porzadku w siebie pewnq zachowujaca
porzadek retrakgje.

Lemat 4.3.23 ([204, Proposition 4.1.4]). Niech P bedzie skoriczonym czesciowym po-
rzadkiem, za$ f: P — P zachowujqcym porzqdek odwzorowaniem. Jezeli |P| = n, to
funkcja f*: P — f™ ( ) jest zachowujacq porzadek retrakcja, Fix(f) C f™(P) oraz
f|fn, : f™(P) — f™(P) jest automorfizmem.

Niech P, X beda czeSciowymi porzadkami. Skorzystamy z nastepujacych
oznaczen. Dla odwzorowania f: P x X — P x X oraz punktéw p € P,x € X
niech

fx=mpof(-,x): P — P,
fp=mnxof(p,): X=X,
gdzietp: Px X — P, tx: P x X — X oznaczaja rzuty odpowiednio na pierwsza

i druga os. Zauwazmy, ze jesli p,q € P, x,y € Xoraz p < q, x <y, to f,(x) <
fa(y), jakrowniez fx(p) < fy(q)-
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Lemat 4.3.24. Niech P, X bedq spéjnymi czesciowymi porzadkami, przy czym P niech
bedzie skoticzony, zas X nieskoriczony, ale lokalnie skoriczony. Zatézmy, ze a: X — P,
f: Px X — P x X sq zachowujqcymi porzqdek odwzorowaniami oraz f jest wlasciwe.
Niech h: X — X zadane bedzie dla x € X wzorem h(x) = f,(y)(x). Odwzorowanie
h jest wtasciwe, a zbiory FixEnd( f) oraz FixEnd (h) sq réwnoliczne.

Dowéd. Zauwazmy, ze dla kazdego x € X zbior

() = {y € X fuy ) = x} € U £

peP

jest skoriczony, gdyz P jest zbiorem skoriczonym oraz dla kazdego p € P odwzo-
rowanie f,: X — X jest wlasciwe. Zatem funkgja h: X — X jest wlasciwa.

Ustalmy punkt p € P. Niech r,: P x X — {p} x X bedzie retrakcja zadana
dla (q,y) € P x X wzorem ry(q,y) = (p,y), za$ przez ip: {p} x X — Px X
oznaczmy wlozenie. Funkgcje te sa wlasciwe. Niech k = max{dp(p,q) : p,q € P}.
Zauwazmy, ze 1, € By. Na podstawie lematu 4.3.15 mamy E(r,) = E(i,) ~!. Od-
wzorowania E(r,),E(iy) wyznaczaja wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢
miedzy zbiorami FixEnd(f) oraz FixEnd(r, o f o ip).

Odwzorowanie j: X — {p} x X zadane dla x € X wzorem j(x) = (p, x) jest
izomorfizmem cze$ciowych porzadkéw, a ponadto f, = j~lor, 0 f 0i, o j, wiec
istnieje indukowana przez j bijekcja miedzy zbiorami FixEnd(r, o f o i,) oraz

FixEnd(f)).
Zauwazmy, ze dla kazdego x € X zachodzi nieréwnos¢ dx (fy(x),h(x)) <k,
wobec czego FixEnd(f,) = FixEnd(h) na podstawie lematu 4.3.3. O

Stwierdzenie 4.3.25 (por. [192, Theorem 1.1],[204, Theorem 10.2.11]). Jesli P, X sq
spojnymi, lokalnie skoriczonymi czesciowymi porzadkami oraz P, X € FPEP, to réwniez
P x X € FPEP.

Dowdd. Ustalmy spéjne, lokalnie skoriczone czeSciowe porzadki P, Q. Wobec le-
matu 4.3.22 wystarczy udowodni¢ twierdzenie przy zatozeniu, ze co najmniej
jeden ze zbioréw P, X jest skoficzony, gdyz w przeciwnym wypadku zbiér
E(P x X) jest jednoelementowy, wiec P x X € FPEP. Dla ustalenia uwagi za-
16zmy, ze skoriczony jest zbiér P; zatem P € FPP.

Rozwazmy wiasciwe, zachowujace porzadek odwzorowanie bez koricow sta-
tych g: P x X — P x X. Udowodnimy, ze Fix(g) # @.

Dla x € X niech ry = gLP“: P — ry(P); funkgja ta jest na podstawie lematu
4.3.23 retrakcja. Odwzorowanie f: P x X — P x X zadane dla (p,x) € P x X

fpx) = (87 (), gp(0))

jest wlasciwe i zachowuje porzadek; ponadto fy, = gLP“H oraz f, = g¢p. Za-

uwazmy, ze fx(P) = ry(P). Wobec lematu 4.3.23 dla kazdego x € X przeksztal-
cenie gx|, p): rx(P) — rx(P) jest automorfizmem. Zatem automorfizmem jest

Ty
réwniez fx‘rx(P): r+(P) = rx(P).
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Oczywiscie Fix(g) C Fix(f). Z drugiej strony, jesli (p, x) € Fix(f), to g,(x) =
fp(x) = x oraz, poniewaz p € fy(P) = r¢(P), mamy

p=re(p) = r:(fe(p)) = 857 (p) = g (rx(r(p))) = gx(r(p)) = gx(p),
czyli (p, x) € Fix(g). Zatem Fix(f) = Fix(g). Zauwazmy, ze

dpxx (f(p,x),8(p,x)) < max{dp(a,b):a,be P}

dla wszystkich p € P, x € X, wiec FixEnd(f) = FixEnd(g) = @ na podstawie
lematu 4.3.3.
Niech n € IN. Skoniczony ciag (po, - - ., Pn, Xx) € (IT'_o P) x X nazywamy gérna
s-palisadq dtugosci n [192], o ile:
— PoSPLZP2S P

— fPo(x) =X
— rx(p;) = pj dla wszystkich0 < j < n;
— fx(pn) = pa.

Dualizujac pierwszy z powyzszych warunkéw otrzymujemy definicje dolnej
s-palisady.

Wykazemy, ze istnieje co najmniej jedna s-palisada. Ustalmy g € P. Niech
h: X — X zadane bedzie wzorem h(x) = f, (,)(x). Na podstawie lematu 4.3.24
zbiér FixEnd (h) = @, gdyz FixEnd(f) = @. Ale X € FPEP, istnieje wiec punkt
vo € Fix(h). Niech g9 = ry,(q). Wybierzmy p € Fix (fy,). Poniewaz zbi6r P jest
spéjny, spojny jest réwniez zbiér ry, (P). Istnieje zatem ciag g0 < g1 = ...qm = p
elementéw zbioru ry, (P). Jak tatwo sprawdzi¢, (qo, - - -, 9m, Yo) jest s-palisada.

WykazaliSmy, ze zbi6ér s-palisad jest niepusty; nalezy zatem do niego
s-palisada minimalnej dtugosci (po, ..., pn, X0). JeSli n = 0, to fx,(po) = po oraz
fro(x0) = x0, czyli f(po,x0) = (po,x0), a zatem @ # Fix(f) = Fix(g). Przypu-
$¢my, ze n > 0; pokazemy, ze prowadzi to do sprzecznosci.

Bez utraty ogélnosci mozemy zakladaé, ze pg < p;. OkreSlmy ciagi (x;)ieN
elementoéw X oraz (g;);en elementéw P wzorami:

qo=po, @1 =p1, Xi=fp(xic1), g1 =rx(q) dlaiz1.
Sa one niemalejace, na co wskazuja ponizsze, dowodzone indukcyjnie, nieréw-
nosci:
71 = P1 > Po = 4o,
x1 = fg,(x0) = fpi(%0) 2 fpo(x0) = x0,
G2 = rx (1) = 12 (q1) = 1,
Giv1 = rx(qi) = x4 (qi) = 1x 4 (qio1) = qi (dlai >2),
Xiy1 = fa0 (Xi) = fg(xic1) = x; (dlai>1).
Porzadki P, X sa lokalnie skoriczone, wiec ciagi (X;)icN, (4i)ien sa od pewnego
miejsca state. Niech
g« = max{g; : i € N},
x = max{x;:i € N}.
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Przyjmijmy by = ry,(g«) oraz b; = ry (p;) dla 1l < j < n. Wykazemy, ze
(b1, ...,bn, xy) jest dolna s-palisada (dtugosci n — 1), co jest sprzeczne z tym, ze
minimalna diugos¢ s-palisady jest réwna n.

Zauwazmy najpierw, ze q. = q1 = p1 = pa2, wiec by = rx,(9«) = 1x,(p2) = ba.
Wymagane w definicji s-palisady nieréwnosci miedzy elementami b;, b; 1 dla2 <
i < n — 1 wynikaja z nieréwnosci miedzy p;, p;+1 oraz zachowywania porzadku
przez funkgcje ry,. Drugi warunek definicji s-palisady jest spetniony, gdyz maja
miejsce rownosci

fb1 (x*) = frx* (g+) () = fq* (x*) = X«
wynikajace z definicji ciagéw (x;)ieN, (4;)ieN Oraz elementéw x., g.. Trzecia wia-
sno$¢ wymagana w definicji jest oczywisScie spelniona, gdyz ry, jest retrakcja. Do
udowodnienia pozostat ostatni warunek.

Poniewaz fx, (pn) = fxo(pn) = pn, mamy fr, (fr.(pn)) = fr.(pn). Ale od-
wzorowanie fy, fo(P): fx.(P) = fr,(P) jest automorfizmem skoriczonego cze-

Sciowego porzadku, wiec fr, (pn) € Fix(fy,). Jak wiemy fy, (P) = ry, (P), stad
element fy, (pn) € v, (P), a zatem rx, (fx,(Pn)) = fr.(pn), gdyz rx, jest retrakcja.
Ponadto fy.(pn) = rx, (fr.(pn)) = §27 = £ (r+.(pn)) i z réznowartogciowo-
Sci funkdji fx. |f, (p) otrzymujemy fx, (pn) = x, (pn). Wobec tego

fr.(bu) = fx.(rx,(pn)) = fa.(fx.(pn)) = fx.(pn) = rx.(Pn) = bn,
czyli ciag (b, . .., by, x4) jest s-palisada. O






ROZDZIAL 5

Punkty stale odwzorowan
przestrzeni bez promieni

Rozdzial zawiera twierdzenia o istnieniu punktu statego oraz o strukturze zbioru
punktéw statych zachowujacego porzadek odwzorowania, okre$lonego na cze-
Sciowym porzadku bez promieni, lub odwzorowania symplicjalnego, okreslonego
na kompleksie symplicjalnym bez promieni, a takze wyniki dotyczace struktury
zbioréw punktéw statych dziatani grup na obiektach tego typu.

Podajemy kombinatoryczny dowdd faktu, ze co-zgniatalny kompleks symplicjalny
bez promieni ma wlasno$¢ sympleksu statego. Wyciagamy stad wniosek, ze jesli
Scieta krata bez mocnych dopelnieri nie zawiera promieni, to ma wiasnos¢ punktu
stalego. Dowodzimy, ze jezeli P jest czeSciowym porzadkiem bez promieni oraz
P N\ * (tzn. jest C-rozbieralny do punktu), to dla kazdego zachowujacego po-
rzadek odwzorowania f: P — P zbiér punktéw statych Fix(f) “\y\, *; podobnie,
jesli grupa I' dziala na czeSciowym porzadku bez promieni P oraz P “\}\, *, to
P' N\J\/ *. Analogiczne fakty zachodza dla komplekséw symplicjalnych. Oba-
lamy hipoteze postawiong przez Baclawskiego podajac przyklad na to, ze zbior
punktéw stalych odwzorowania f: P — P skoficzonego czeSciowego porzadku
P o zgniatalnym stowarzyszonym kompleksie symplicjalnym K(P) nie musi by¢
spojny; jezeli jednak dim(/C(P)) < 3, dowodzimy, ze zbioér Fix(f) jest acykliczny,
ajesli dim(K(P)) < 2, to kompleks K (Fix(f)) jest zgniatalny.

Rozdzial zainspirowany jest treScia znacznej liczby publikacji [17, 31, 66, 108, 168,
206,207] i uogdlnia niektére ich wyniki, tym samym rozwiazujac badz czeéciowo
rozwiazujac kilka probleméw otwartych [17,39,108,202,204].

W poprzednim rozdziale podane zostaty przyklady uogdélnien na przestrze-
nie lokalnie zwarte twierdzeri o punkcie staltym klasycznie formutowanych dla
zwartych wielo$cianéw. Inna, naturalnie zdefiniowana klasa zawierajaca wszyst-
kie zwarte wielo$ciany jest klasa wieloScianéw bez promieni (tzn. nie zawieraja-
cych domknietego podzbioru homeomorficznego z pétprosta [0, o0)).
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Sa znane twierdzenia o punkcie stalym dotyczace tego typu obiektow. Wsréd
nich z pewnos$cia wymienié nalezy te pochodzace z pracy Okhezina [168], ktéry
udowodnil miedzy innymi, ze $ciagalny wieloscian ma wlasnoé¢ punktu statego
wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera promieni. Co wiecej, punkt staty ma kazde
ciagle przeksztalcenie wielodcianu bez promieni w siebie, ktére jest homotopijne
z funkcja stala.

Kombinatoryczne wyniki o punktach statych, dotyczace skoriczonych graféw,
komplekséw symplicjalnych i czeSciowych porzadkéw, takze probowano prze-
nosié¢ na obiekty bez promieni. Jednym ze starszych przyktadéw tego typu uogoél-
nien jest twierdzenie Nowakowskiego i Rivala [165] méwiace, ze 1-wymiarowy,
acykliczny kompleks symplicjalny (tzn. graf prosty bedacy drzewem) bez pro-
mieni ma wlasnos¢ symplekstu stalego. Doczekato sie ono licznych wariantéw
i uogoélnien [73,97,174-177,180-183, 200], zaréwno na szersze klasy grafow, jak
i na rodziny odwzorowarn, a obok symplekséw (czyli wierzchotkéw i krawedzi)
statych badano istnienie ré6znego rodzaju skoriczonych podzbioréw niezmienni-
czych. Udalo sie réwniez scharakteryzowaé czeSciowe porzadki bez promieni
(a nawet nalezace do nieco szerszej klasy) majace wlasnoé¢ punktu statego ze
wzgledu na zachowujace porzadek funkcje wielowarto$ciowe jako te, ktére sa
C-rozbieralne do punktu [202, Theorem 3.27].

Niniejszy rozdziat wpisuje sie w ten nurt badan. Podajemy dowo6d twierdze-
nia o istnieniu sympleksu statego odwzorowania symplicjalnego co-zgniatalnego
kompleksu symplicjalnego bez promieni w siebie (twierdzenie 5.1.5). Poniewaz
realizacja geometryczna takiego kompleksu jest Sciagalnym wielo$cianem bez
promieni, sam wynik jest natychmiastowa konsekwencja wspomnianego wy-
zej twierdzenia Okhezina. Ciekawa jest jednak alternatywna, kombinatoryczna
metoda dowodu, dla skoriczonych komplekséw symplicjalnych zastosowana
w pracy Baclawskiego [17]. Opowiedzmy krétko o jej historii.

Jeden z klasycznych probleméw z zakresu teorii punktéw statych odwzoro-
wan czeSciowych porzadkéw dotyczy wilasnosci punktu statego Scietych krat bez
dopetnien o skoriczonej wysokosci [39, s. 98]. Od dos¢ dawna wiadomo, ze skoni-
czone, $ciete kraty bez dopelnierr maja te wlasnos¢ [18], choé przez diugi czas nie
znano czysto kombinatorycznego dowodu tego faktu (por. [190, s. 838]). W roku
2012 opublikowane zostato przez Baclawskiego [17] tego typu rozumowanie, cze-
Sciq ktorego jest dowdd wiasnosci sympleksu stalego zgniatalnych, skoriczonych
komplekséw symplicjalnych. W biezacym rozdziale uogélniamy ten dowdéd na
co-zgniatalne kompleksy symplicjalne bez promieni, tym samym podajac kom-
binatoryczny dowdéd wilasnosci punktu statego nie zawierajacych promieni Scie-
tych krat bez mocnych dopelniert (wniosek 5.1.11). (Elementy takiego uogélnie-
nia mozna odnalez¢ réwniez w niepublikowanych notatkach Baclawskiego [15].)

Pyta¢ mozna nie tylko o istnienie punktu stalego odwzorowania, ale réw-
niez o strukture zbioru jego punktéw statych, i to pytanie jest drugim z tema-
tow przewodnich rozdziatu. O ile dla skoriczonych cze$ciowych porzadkéw sa
dobrze znane wyniki udzielajace na nie, przy réznych zatozeniach, odpowiedzi
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[18, 66,202], autor nie spotkat sie z ich uogélnieniami, ani ze zblizonymi rezul-
tatami dotyczacymi obiektéw nieskoriczonych (nie liczac prostych obserwacji na
temat drzew oraz klasycznego twierdzenia Tarskiego [223] o zupelnych kratach).

Szczegblnie waznym wynikiem niniejszego rozdziatu jest twierdzenie 5.2.6,
ktore gwarantuje, ze zbiér punktéw stalych zachowujacego porzadek odwzo-
rowania okreslonego na C-rozbieralnym cze$ciowym porzadku bez promieni
jest C-rozbieralny. Twierdzenie to stanowi czeSciowa odpowiedZ na pytanie
Schrodera [204, s. 136]. Podobny wynik jest prawdziwy dla odwzorowan sym-
plicjalnych.

We wspomnianej wyzej pracy Baclawski stawia hipoteze [17, Conjecture 34],
ze jesli f: P — P jest odwzorowaniem zachowujacym porzadek, a P skorczo-
nym cze$ciowym porzadkiem o tej wilasnosci, ze IC(P) jest zgniatalnym kom-
pleksem symplicjalnym, to kompleks symplicjalny IC(Fix(f)) réwniez jest zgnia-
talny. Przyklad 5.2.14, korzystajacy z wynikéw Adiprasito i Benedettiego [3] oraz
Olivera [169], pokazuje, ze ta hipoteza oraz jej stabsze wersje sa falszywe. Z dru-
giej strony, opierajac sie o prace Segeva [206,207], czeSciowo potwierdzamy te
hipoteze przy dodatkowym zatozeniu, ze kompleks KC(P) jest niskiego wymiaru
(stwierdzenie 5.2.20).

Ostatnim z poruszanych w rozdziale zagadnienien jest struktura zbioru punk-
tow stalych dziatania grupy. Wiele prac poswiecono badaniu zbioru punktéw sta-
tych dziatania grupy na skoriczonym kompleksie symplicjalnym przy zatozeniu
o ,prostej strukturze” tego kompleksu, opisanej przez wiasnosci takie jak $cia-
galnos¢ realizacji geometrycznej, zgniatalnos¢ czy acyklicznoé¢ (zob. np. [169,
206,207,216]). Okazuje sie, ze nawet stosunkowo mocne zalozenia o komplek-
sie symplicjalnym nie gwarantuja chociazby istnienia punktu stalego symplicjal-
nego dzialania dowolnej grupy na tym kompleksie. Na tym tle wyrdznia sie
nastepujacy rezultat: sympleksy stale dopuszczalnego dziatania grupy na skon-
czonym, Ca-rozbieralnym do punktu kompleksie symplicjalnym tworza jego
Cp-rozbieralny do punktu podkompleks [31, 108]. Stwierdzenie 5.2.2 uogdlnia
ten wynik na Ca-rozbieralne do punktu kompleksy symplicjalne bez promieni.

Rozdziat zorganizowany jest w nastepujacy sposéb. W podrozdziale 5.1 zaj-
mujemy sie twierdzeniami dotyczacymi istnienia punktu stalego odwzorowania
przestrzeni bez promieni w siebie. Rozpoczynamy od krétkiego przypomnie-
nia znanych wynikéw tego typu oraz sformutowania kilku otwartych proble-
mow. Nastepnie kombinatoryczny dowdéd Baclawskiego [17] twierdzenia o sym-
pleksie stalym odwzorowania symplicjalnego zgniatalnego, skoriczonego kom-
pleksu symplicjalnego w siebie uogélniamy na co-zgniatalny kompleks sympli-
cjalne bez promieni; otrzymujemy wniosek, ze $cieta krata bez mocnych do-
pelniert nie zawierajaca promienia ma witasnos¢ punktu stalego. Podrozdziat
5.2 poswiecony jest badaniu struktury zbioru punktéw statych, zaréwno po-
jedynczego odwzorowania, jak i dzialania grupy. Rozpoczynamy od dowodu
C-rozbieralnosci zbioru punktéw statych dziatania grupy na C-rozbieralnym cze-
Sciowym porzadku bez promieni oraz analogicznego wyniku dla kompleksow
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symplicjalnych. Nastepnie wykazujemy, ze zbiér punktéw statych zachowuja-
cego porzadek endomorfizmu C-rozbieralnego do punktu czeSciowego porzadku
bez promieni jest C-rozbieralny do punktu; podajemy symplicjalny odpowiednik
takze tego twierdzenia. Podrozdziat koficzy sie wynikami zwigzanymi ze struk-
tura zbioru punktéw statych zachowujacego porzadek odwzorowania skoriczo-
nego czeSciowego porzadku, ktérego stowarzyszony kompleks symplicjalny jest
zgniatalny. Wykazujemy, ze zbiér ten nie musi by¢ spdjny; jesli jednak wspo-
mniany zgniatalny kompleks jest 2- lub 3-wymiarowy, to zbiér punktéw statych
jest odpowiednio zgniatalny lub acykliczny.
Wyniki rozdziatu stanowia przedmiot planowanej publikacji.

5.1. ISTNIENIE PUNKTU STALEGO ODWZOROWANIA
PRZESTRZENI BEZ PROMIENI

5.1.1. Znane wyniki

Jest dobrze znanym faktem, wynikajacym z twierdzenia Lefschetza o punkcie
stalym, ze jedli ciagle odwzorowanie zwartego wieloScianu w siebie jest homo-
topijne z funkcja stata, to ma ono punkt staly. Zalozenie o zwartosci mozna zna-
czaco ostabi¢, o czym méwi nastepujacy, uzyskany przez Okhezina [168], wynik.

Twierdzenie 5.1.1 ([168, Theorem 3.2]). Niech f: X — X bedzie ciqglym odwzoro-
waniem wieloscianu X. Wowczas spetniony jest co najmniej jeden z nastepujacych wa-
runkéw:

— Fix(f) #&;

— f nie jest homotopijne z odwzorowaniem statym;

— przestrzen X zawiera promien.

Potprosta [0, 00) jest absolutnym retraktem, ktéry nie ma wtasnosci punktu
stalego. Zaden wieloscian zawierajacy domkniety podzbiér homeomorficzny
z [0,00) nie moze zatem mie¢ tej wlasnosci. Jako wniosek z twierdzenia 5.1.1
otrzymujemy wobec tego nastepujaca charakteryzacje Sciagalnych wielo$cianéw
majacych wlasnosé punktu statego.

Twierdzenie 5.1.2 ([168, Theorem 3.5]). Jezeli X jest Sciagalnym wieloscianem, to
X € FPP wtedy i tylko wtedy, gdy X jest przestrzenia topologicznag bez promieni.

Okhezin [168] dowi6dl réwniez twierdzeri o punkcie stalym (w tym twier-
dzeni typu Lefschetza) dla innych klas niezwartych przestrzeni bez promieni. Nie
jest jednak znana odpowiedZ na ponizsze pytanie.

Problem 5.1.3. Zal6zmy, ze K jest kompleksem symplicjalnym bez promieni,
za$ f: |[K| — |K]| jest ciagtym, dopuszczalnym odwzorowaniem. Czy jesli
A(f) # 0, to Fix(f) # @? Cojezeli zalozymy dodatkowo, ze f jest realizacja geo-
metryczna odwzorowania symplicjalnego K — K?
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Interesujace byloby rozwiazanie nawet nastepujacego, szczegdlnego przy-
padku problemu 5.1.3.

Problem 5.1.4. Czy jezeli K jest acyklicznym kompleksem symplicjalnym bez
promieni, to |K| € FPP lub K ma wtasnos¢ sympleksu statego?

Znane sa liczne twierdzenia dotyczace istnienia klik statych oraz innych ro-
dzajéw niezmienniczych podzbioréw w nieskoriczonych grafach prostych bez
promieni, czy ogoélniej w grafach prostych bez tzw. promieni izometrycznych,
a nawet w jeszcze szerszych klasach. Niestety, ich oméwienie wykracza poza
ramy niniejszej rozprawy. Wiecej wiadomosci na ten temat odnalezé mozna
np. w artykutach Polata [174-177,180-183].

5.1.2. Kompleksy oo-zgniatalne i uogélnienie twierdzenia Baclawskiego
o punkcie statym

Przypomnijmy, ze kompleks symplicjalny K nazywamy co-zgniatalnym, jezeli
istnieje skojarzenie Morse’a bez promieni malejacych na K o dokladnie jednej ko-
morce krytycznej (ktéra musi by¢ O-wymiarowa). Ponizsze twierdzenie, uogoél-
niajace analogiczny wynik udowodniony przez Baclawskiego [17, Theorem 32]
dla skoriczonych komplekséw symplicjalnych, jest natychmiastowa konsekwen-
¢ja lematu 3.6.2 oraz twierdzenia Okhezina 5.1.2.

Twierdzenie 5.1.5 (por. [17, Theorem 32]). Jezeli K jest co-zgniatalnym kompleksem
symplicjalnym bez promieni, to K € FSP.

Interesujacy jest jednak alternatywny, kombinatoryczny dowdd twierdze-
nia 5.1.5. Powiedzmy kilka sléw o jego motywacji. W latach 70-tych ubieglego
wieku ukazat sie korzystajacy z metod topologii algebraicznej dowéd wiasno-
Sci punktu statego skoriczonych Scietych krat bez dopetient [18]; w pdzniej-
szym czasie podano alternatywne rozumowania [62,202]. Nie byt jednak znany
czysto kombinatoryczny dowdéd, a jego znalezienie stanowilo jeden z waznych
otwartych probleméw teorii czeSciowych porzadkéw [19], [190, s. 838]. Opubli-
kowany w 2012 przez Baclawskiego [17] dowdd odpowiednika twierdzenia 5.1.5
dla skoriczonych komplekséw symplicjalnych stanowi fragment podanego przez
niego rozwiazania tego problemu.

Bjorner wyrazit na konferencji w Banff w 1981 roku nadzieje [190, s. 838], ze
tego typu dowdd uda sie uogélnié réwniez na nieskoriczone, ale o skoriczonej
wysokosci, kraty bez dopelnieni, co potwierdzi postawiona w jego pracy hipo-
teze [39, s. 98], Ze maja one wlasnos¢ punktu statego. Okazuje sie, ze dowdd Bac-
lawskiego przenosi sie bez wiekszych zmian na Sciete kraty bez dopelnieri nie
zawierajace promieni; przedstawienie tego uogolnienia stanowi cel biezacej sek-
qji (elementy takiego uogélnienia mozna réwniez odnalez¢ w niepublikowanych
notatkach Baclawskiego [15]). Cho¢ zmiany w stosunku do oryginalnego rozu-
mowania Baclawskiego [17] nie sa duze, ze wzgledu na terminologie stosowana



174 5. PUNKTY STALE W PRZESTRZENIACH BEZ PROMIENI

przez Baclawskiego, ktéra znaczaco rézni sie od przyjetej w niniejszej rozprawie,
autor zdecydowat sie przytoczy¢ dowdd w catosci.

Do kofica sekcji 5.1.2 zakladamy, ze K = (V, S) jest kompleksem symplicjal-
nym, ¢: K — K jest odwzorowaniem symplicjalnym, zas M jest skojarzeniem
Morse’a bez promieni malejacych i bez elementéw krytycznych na czeSciowym
porzadku P = (SU{®}, C).

Zauwazmy, ze M, = {(7,0) € M : 0 # O} jest skojarzeniem Morse’a bez
promieni malejacych na K o dokladnie jednej, 0-wymiarowej komorce krytycznej.
Odwrotnie, jesli N jest skojarzeniem Morse’a bez promieni malejacych na K o do-
ktadnie jednej, 0-wymiarowej, komorce krytycznej vy, to N* = N U {(vg, D) } jest
skojarzeniem Morse’a bez promieni malejacych i bez elementéw krytycznych
na czeSciowym porzadku P. Ponadto (N*), = N oraz (M.)* = M. Mozemy
wiec M traktowac jako ,zredukowane” skojarzenie Morse’a na K (por. [85]), za$
© uwazac za ,,sympleks pusty” kompleksu K.

Ponizsze definicje zaadaptowane zostaty z pracy Baclawskiego [17].

Sympleks (by¢ moze pusty) ¢ € P nazywamy dolnym sympleksem, jezeli ist-
nieje T € P takie, ze (T,0) € M; w tej sytuacji T nazywamy gérnym sympleksem
i piszemy T = B(0) oraz ¢ = (7). Zauwazmy, ze kazdy element czeSciowego
porzadku P jest sympleksem gérnym badz dolnym, oraz ze rodziny gérnych
i dolnych symplekséw sa roztaczne.

Sciezke (00,-..,0m) w grafie skierowanym # ;(P) nazywamy B-Sciezkg, o ile
spelnione sa nastepujace warunki:

— 0y jest gornym sympleksem;

— 07; jest dolnym sympleksem oraz 0y 1 = B(0p;) dla0 < i < 7.
Zauwazmy, ze jesli (0y, ..., 0m) jest B-Sciezka, to jest (dzieki brakowi cykli w gra-
fie Hp1(P)) Sciezka prosta w Hp(P), a ponadto 0y, _1 > 03; oraz (02;_1,0%) € M
dla0 <i < % (gdyz M jest skojarzeniem).

Niech Z[P] oznacza wolna grupe abelowa rozpieta na zbiorze P. Kazdy ele-
ment a € Z|[P] jest wiec funkcja a: P — Z, ktéra reprezentowaé¢ mozna przez
formalna sume postaci:

a=Y a(o)-o,

oceP

gdzie a(c) € Z dla wszystkich o € P oraz a(c) = 0 dla prawie wszystkich o € P.
Okre$lmy homomorfizm str: Z[P] — Z[P], dla ¢ € P przyjmujac

str(o) = ). o

(0,00, 0m)
jest B-Sciezka
Na podstawie lematu 3.8.1 (por. [15, Theorem 5.2]) suma w powyzszym wzorze
jest skoniczona. Zauwazmy, ze str(c)(7) > 0 dla wszystkich o, T € P.

Dowéd twierdzenia 5.1.5 korzysta z serii przedstawionych nizej lematéw (be-
dacych uogdélnieniami cytowanych przy nich wynikéw).
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Lemat 5.1.6 (por. [17, Theorem 9]). Niech o € P. Jezeli o jest gornym sympleksem, to
str(0) = 0. Jesli o jest dolnym sympleksem, to

str(o) = (o) + ) str(7),
Tifé(g),

a ponadto str(7)(B(0)) = 0 dla wszystkich T # o, T < B(0) oraz str(o)(p) = 0dla
wszystkich p # B(0), p = 0.

Dowdd. Pierwsza implikacja jest natychmiastowa konsekwencja ostatniego wa-
runku definicji B-$ciezki.

Dla dowodu drugiej implikacji zal6zmy, ze ¢ jest dolnym sympleksem. Za-
uwazmy, ze (0, B(0)) jest B-Sciezka. Ponadto dla kazdej B-Sciezki (o, 01, ...,0m),
gdzie m > 2, mamy oy = B(0), oo # o0, 02 < B(0), a ciag (02,...,0m) jest
B-Sciezka. Z drugiej strony, jesli 7o < B(c), 10 # o, oraz (19, 7,..., ), 1 = 0,
jest B-Sciezka, to (o, B(0), T, ..., Tn) jest B-Sciezka. Stad prawdziwy jest podany
w drugiej implikacji lematu wzor na str(o).

Ustalmy 7 < B(0) oraz zatézmy, ze str(7)(B(0)) # 0. Istnieje zatem B-Sciezka
(00,...,0m) prowadzaca z 0y = T do 0y, = B(0). Gdyby T # 0, to (B(0),T) € M,
wiec krawedz (B(c),T) € Hp(P), co oznaczatoby, ze Sciezka (0y,...,0m) jest
cyklem w Hp(P). OtrzymalibySmy wiec sprzeczno$¢ z zatozeniem, ze M jest
skojarzeniem Morse’a.

Podobnie, jesli p > o oraz p # B(0), to krawedz (p, o) € Hp(P), wiec istnie-
nie B-$ciezki z o do p oznaczatoby, ze H 1 (P) zawiera cykl. O

Lemat 5.1.7 (por. [17, Theorem 10]). Jezeli T, p € P sq réwnoliczne, to liczba B-Sciezek,
ktore rozpoczynajq sie w sympleksie p lub sympleksie bedacym pokryciem dolnym p i kori-
czq si¢ w sympleksie T, jest parzysta.

Dowdd. Dla p € P niech m, = Y ;.,str(d). Chcemy wykaza¢, ze dla wszyst-
kich elementéw p, T € P takich, ze dim(p) = dim(7), liczba m,(7) jest parzy-
sta. Zauwazmy, ze jest to prawda, jezeli T jest dolnym sympleksem: wéwczas
my(7) = 0, gdyz kazda B-Sciezka koriczy sie w gérnym sympleksie.

Wobec lematu 3.2.2 porzadek C w zbiorze P mozna rozszerzy¢ do dobrego
porzadku C* o tej wlasnosci, ze jesli (J,€) € M dla pewnych J,e € P, to ¢ jest
pokryciem gérnym € w porzadku C*. Korzystajac z tego faktu przeprowadzimy
dowdd lematu metoda indukcji pozaskoriczonej ze wzgledu na p.

Jezeli p jest elementem najmniejszym w porzadku C*, to p = @. Wéwczas jesli
dim(p) = dim(7), to T = @. Ale @ jest sympleksem dolnym, wiec m, () = 0.

Ustalmy p O* @ oraz T € P takie, ze dim(7) = dim(p), i zat6zmy, ze dla
wszystkich 7/, p’ € P o tej wlasnosci, ze o’ C* p oraz dim(7’) = dim(p’), liczba
my (T') jest parzysta. Mozemy zakltada¢, ze T jest gérnym sympleksem. Dowéd
rozbijemy na dwa przypadki: gdy p jest gérnym sympleksem i gdy p jest dolnym
sympleksem.
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Jesli p jest gérnym sympleksem, to z lematu 5.1.6 oraz faktu, ze y(p) < p,
otrzymujemy

my = str(p) + Y _ str(6) = p +str(y(p)) + Y str(6). (5.1)
6=<p 6=p,
s#7(p)

Na podstawie lematu 5.1.6, poniewaz y(p) jest dolnym sympleksem, zachodza
rownosci

str(y(0)) = B(v(p)) + 52 str(d). (52)
=p,

o7 (p)

Zestawiajac rownania (5.1) oraz (5.2) i korzystajac z faktu, ze p = B(y(p)), otrzy-
mujemy

me=2p+ Y str(6) |,
o0=p,

577 ()
wiec m,(T) jest liczba parzysta. (Zauwazmy, ze w tym przypadku nie korzystali-
Smy z zalozenia indukcyjnego.)
Zal6zmy, ze p jest dolnym sympleksem. Poniewaz p # @, to |B(p)| > 2. Roz-
wazmy element b € Z[P] zadany wzorem

= ) Yst(e)= ), Y str(Blo) N {v,w}),

3=p(p) €=o vep(p) wep(p)~{v}

w ktérym przez v,w oznaczyliSmy wierzchotki sympleksu B(p). Oczywiscie

str(B(p) ~{v,w}) = str(B(p) ~ {w,v}), wiec b(7) jest liczba parzysta.
Poniewaz p < B(p), mamy

b= Z str(e) + Z Zstr (5.3)

€=p 5=<B(p), €=o
5#

Dodajac obustronnie 2str(p) do réwnania (5.3), rozwijajac przy uzyciu lematu
5.1.6 jedno z wyrazen str(p) i grupujac odpowiednio wyrazenia otrzymujemy:

b+2str(p) =2str(p) + Y str(e)+ Y ) str(e

€=<p 5=<B(p), €=d
57&0
)+ Y str(0) +str(p) + Y str(e)+ Y Y str(e
3=<B(p), e<p 5<B(p), €=6
5#9 57ép
=Blo)+mp+ Y, ms. (5.4)
5=p(p),

oFp
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Ale dim(B(p)) > dim(p) = dim(7), wiec B(p) # T, i ze wzoru (5.4) otrzymu-

jemy:

b(t) +2str(p) (1) = me(T) + Y. mg(T). (5.5)
5=B(p),
5#p
Poniewaz (B(p),p) € M, element p jest pokryciem dolnym S(p) w porzadku C*.
Relacja C* rozszerza porzadek C na P, wiec 6 C* B(p) dla wszystkich 6 < B(p);
stad 6 C* pdlad < B(p), 6 # p. Z zalozenia indukcyjnego liczby ms(T) sa
parzyste. Wiemy zatem, ze wszystkie wyrazenia w réwnosci (5.5), oprécz m,(T),
sq parzyste. Stad parzysta jest réwniez liczba m,(7). O

W dalszym rozumowaniu bardzo wazna role odgrywa nastepujaca definicja,
wprowadzona przez Baclawskiego [17, Definition 28]. Trafieniem nazywamy pare
(0, T) elementoéw P taka, ze:

— 0T
— zbiory ¢(0) oraz ¢ sa réwnoliczne;

— str(p(0))(7) 0.

Krotnosciq trafienia (0, T) nazywamy liczbe catkowita str(¢(c)) (7).

Lemat 5.1.8 (por. [17, Proposition 29]). Jezeli ¢(0) = o dla pewnego o € P, to
albo o jest g6rnym sympleksem i (o, ) jest trafieniem, albo o jest dolnym sympleksem
i (0, B(0)) jest trafieniem.

Z drugiej strony, jesli (o, T) jest trafieniem oraz (o) = o dla pewnych o,t € P, to
T jest gornym sympleksem réwnym o lub B(o).

Dowdd. Ustalmy o € P takie, ze ¢(0) = 0.
Jezeli o jest gornym sympleksem, to wobec lematu 5.1.6

str(g(0)) =str(o) =0,

wiec (0, 0) jest trafieniem i nie istnieje trafienie (o, 7) takie, ze T # 0.
Zal6zmy, ze o jest dolnym sympleksem. Na podstawie lematu 5.1.6)

str((0)) =str(0) =B(o) + ) str(7).
T=<B(0),
T#0
W szczegoélnosci str(¢ (o)) (B(0)) # 0, wiec (o, B(0)) jest trafieniem.
Ponadto, jesli (o, T) jest trafieniem dla pewnego T € P, to z definigji trafienia
T > o oraz str(¢(c))(t) = str(o)(T) # 0, wiec z lematu 5.1.6 otrzymujemy
T = B(0). O

Lemat 5.1.9 (por. [17, Theorem 31]).
1) Dla kazdego sympleksu T € P liczba

Y str(e(e)(7),

o€EeP,
(0,7) jest trafieniem

bedaca sumaq krotnosci trafieri, w ktérych T wystepuje jako druga wspdtrzedna, jest
parzysta.
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2) Dla kazdego sympleksu o € P liczba
Y. str(e(e))(7),

TEP,
(0,7) jest trafieniem
bedaca sumaq krotnosci trafien, w ktérych o wystepuje jako pierwsza wspdtrzedna, jest
nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ (o) = 0.

Dowdd. Zacznijmy od dowodu 1). Ustalmy T € P. Zbiér {c € P : ¢ < T} jest
skoriczony, wiec badana suma jest dobrze okresélona liczba naturalna. Rozwazmy
nastepujace przypadki.

— Jezelidim(¢(7)) < dim(7) — 1, to dim(¢(¢)) < dim(c) dla kazdegoo < 7,
wiec nie istnieje trafienie, ktérego druga wspotrzedna jest 7.

— Jesli dim(¢(t)) = dim(t) — 1, to poniewaz ¢ jest odwzorowaniem
symplicjalnym, istnieja dokladnie dwa sympleksy o1,00 < T takie, ze
dim(¢(0;)) = dim(o;) dlai = 1,2. Ponadto ¢(c1) = ¢(02) = ¢(7). Wo-
bec tego krotnos¢ trafienia (o7, T) jest réwna krotno$ci trafienia (07, T), wiec
suma tych krotnosci jest liczba parzysta.

— Roéwnos¢ dim(¢(t)) = dim(t) oznacza, ze odwzorowanie ¢ jest bijek-
tywne na sympleksach zawartych w 7, wiec

{0:0<9(0)} ={ol0): o< T}

Na podstawie lematu 5.1.7 liczba

Y, ste(6)(r) = Y str(p(e))(7)

o=e(T) o<T

jest parzysta. Poniewaz dim(c) = dim(¢(c)) dla kazdego ¢ < T, jest ona
réwna sumie krotnosci trafien, w ktérych T wystepuje jako druga wspot-
rzedna.

— Jest niemozliwe, aby dim(¢(7)) > dim(7), gdyz ¢ jest odwzorowaniem
symplicjalnym.

W kazdym z przypadkéw suma krotnosci trafieri, w ktérych T wystepuje jako
druga wspélrzedna, jest liczba parzysta. Dowod pierwszej czesci lematu jest za-
koniczony.

Przystepujemy do dowodu 2). Niech 77: Z[P] — Z bedzie homomorfizmem
grup, zadanym dla a € Z[P] wzorem 5(a) = Y .cpa(7). Ustalmy o € P. Dla
p € P takich, ze dim(c) = dim(p), definiujemy Q(c, p) € Z[P] wzorem

Q(o,p) = ¥ str(p)(r) - .
T=0
Zauwazmy, zejesli dim(¢(0)) # dim(0), to z definigji nie istnieje trafienie majace
o za pierwsza wspotrzedna. Mozemy wiec zaktada¢, ze dim(¢(c)) = dim(0).
Woéwczas

Y, str(e(0))(1) = 1(Qlo, 9(0)))- (5.6)

TEP,
(0,7) jest trafieniem
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Wykazemy, ze #(Q(c, p)) jest liczba nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy p = o,
co wobec réwnodci (5.6) zakoriczy dowdd.

Rozwazmy najpierw przypadek p = . Jezeli ¢ jest gornym sympleksem, to
z lematu 5.1.6 mamy str(c) = o, wiec #(Q(c,0)) = 1. Jesli natomiast ¢ jest dol-
nym sympleksem i Q(c, o) (T) # 0 dla pewnego T € P, to Tjest gébrnym symplek-
sem, wiec T # 0, i z definicji Q(c, o) wiemy, ze T > ¢. Poniewaz str(c)(t) # 0,
z lematu 5.1.6 otrzymujemy T = (o) oraz (Q(c,0)) = 1.

W ogblnym przypadku, gdy p € P moze by¢ rézne od o (ale dim(p) =
dim(c)), przeprowadzimy indukgje ze wzgledu na % (str(p)). Zauwazmy, ze dla
kazdego p € P takiego, ze dim(p) = dim(c), zachodzi nieréwnos¢ 7 (str(p)) > 1.
Ponadto, wobec lematu 5.1.6, #(str(p)) = 1jedynie w dwoéch przypadkach: gdy
p = @ lub gdy p jest gérnym sympleksem. Jezeli p = @, to ¢ = @, wiec, jak
wyzej wykazaliSmy, 17(Q(o,p)) = n1(Q(®,0)) = 1. Jesli natomiast p jest gor-
nym sympleksem, to Q(c,p)(7) # 0 tylko wtedy, gdy 7 = p = o, i wéwczas
1(Q(e,0)) = 1(Q(e,0)) = 1.

Zal6zmy, ze 1 (str(p)) > 1 (wiec p jest dolnym sympleksem) oraz dla wszyst-
kich 6 € P takich, ze dim(c) = dim(d) oraz 7(str(d)) < #n(str(p)), liczba
7(Q(c,0)) jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy o = J. Mozemy zaklada¢,
ze 0 # p. Zlematu 5.1.6 otrzymujemy réwnosc¢

str(o) = Blp) + ) str(d).
6=<p(p),
50

Wobec tego

Blo)+ X Q(0,9), jezelic < B(p),

5§i(p),
,0) = P 5.7
Qlep) Y Q(o,9), jezelio £ B(p). 57)
d=B(p),
oFp

Zauwazmy, ze 1(str(d)) < n(str(p)) dlaé < B(p),d # p; z zatozenia indukcyj-
nego liczby #(Q(c, d)) sa wiec nieparzyste wtedy i tylko wtedy, gdy o = é.

Jezeli ¢ < B(p), to poniewaz zatozyliSmy, ze p # o, ze wzoru (5.7) otrzymu-
jemy

1(Q(o,0)) =1 | Blp) + Qe,0) + Y. Q(v,6)
5=Bp),
67,0

=1+74(Q(c,0)) + Y 17(Q(,9)).

5=B(p),
oFp,0



180 5. PUNKTY STALE W PRZESTRZENIACH BEZ PROMIENI

Jesli natomiast o £ B(p), to ze wzoru (5.7) dostajemy

Qo)) =n| ), Q@d)|= ) n(Q9).
6=<p(p), 6=<B(p),
o#p 0Fp

Poniewaz wyrazenia 7(Q(c,6)) sa w powyzszych wzorach parzyste, za$
7(Q(c,0)) nieparzyste, w obu przypadkach liczba #(Q(c,p)) jest parzysta, co
koriczy dowdd indukcyjny, a zarazem i dowdd lematu. O

Zauwazmy, ze zalozenie, iz K jest kompleksem symplicjalnym, zas ¢: K — K
jest odwzorowaniem symplicjalnym, wykorzystaliSmy w istotny sposéb jedy-
nie w dowodach lematéw 5.1.7 oraz 5.1.9. Dla dowodu pozostatych dwéch spo-
srod powyzszych lematéw wystarczaja o wiele stabsze zalozenia dotyczace po-
rzadku P.

Mozemy udowodni¢ twierdzenie 5.1.5.

Dowdd (twierdzenia 5.1.5). Rozwazmy graf prosty H, ktérego wierzchotkami sa
trafienia o nieparzystej krotnosci (ktére krétko nazywac bedziemy nieparzy-
stymi trafieniami), za$ krawedziami zbiory zawierajace dwa takie trafienia majace
wspolna pierwsza albo druga wspoélrzedna.

Wykazemy, ze istnieje niepusta rodzina skoriczonych $ciezek prostych w gra-
tie H o parami roztacznych zbiorach elementéw, ktérych poczatki i korice sa nie-
parzystymi trafieniami (o, T) takimi, ze ¢(0) = 0.

Okreslimy w tym celu podzbiory Fj, F, zbioru krawedzi grafu H. Wobec le-
matu 5.1.9 dla kazdego T € P liczba

Y, str(e(0))(7)

oeP,
(0,7) jest trafieniem

jest parzysta. Stad parzysta jest rowniez liczba

Y, str(e(e)(T),

o€EP,
(0,7) jest nieparzystym trafieniem

wiec parzysta jest liczba

L
oeP,
(0,7) jest nieparzystym trafieniem

bedaca moca zbioru tych nieparzystych trafiei, ktérych druga wspoétrzedna
jest T. Dla kazdego sympleksu T € P wybierzmy dowolny podziat R;(7) tego
zbioru na 2-elementowe podzbiory. Kazdy z tych podzbioréw jest krawedzia
grafu H. Podobnie, dla kazdego o € P takiego, ze ¢(0) # o, zbiér nieparzy-
stych trafiefi o pierwszej wspoélrzednej rownej o ma parzysta liczbe elementéw
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(korzystamy ponownie z lematu 5.1.9), mozemy wiec wybrac¢ jego podziat Ry (o)
na 2-elementowe podzbiory. Sa one krawedziami grafu H. Przyjmujemy

Fl = U Rl(T), FQZ U Rz((f).
TEP o€EP,

p(o)£0

Na podstawie lematéw 5.1.8, 5.1.9 dla kazdego o € P takiego, ze ¢(0) = o,
istnieje jedyne T € P takie, ze (0, T) jest trafieniem i trafienie to jest nieparzyste.
Nie nalezy ono do zadnej krawedzi ze zbioru F, oraz nalezy do dokladnie jednej
krawedzi z F.

Rozwazmy podgraf Hr C H, ktérego wierzchotkami sa wszystkie nieparzy-
ste trafienia, za$ zbiorem krawedzi jest F = F; U 5.

Wykazemy, ze Hr jest grafem bez promieni. Przypusé¢my, ze istnieje nieskon-
czona Sciezka prosta ((0j, Ti));eny W Hr. Przyjmijmy py; = 05, ppiy1 = 7 dla
wszystkich i € IN. Poniewaz ¢ < 7 dla (0, T) bedacego trafieniem, ciag (0;)ieN
jest nieskoriczona $ciezka w grafie poréwnywalnosci G(P). Sciezka ta nie musi
by¢ prosta. Zauwazmy jednak, ze dla wszystkich p € P istnieje skoriczenie wiele
trafiefi majacych p za pierwsza lub druga wspoétrzedna, wiec dla kazdego p € P
zbior I(p) = {i € N : p; = p} jest skoriczony. Ciag (p;, ), &dzie ip = 0 oraz
i1 = max (I (p;)) + 1, jest Sciezka prosta w G(P), co jest sprzeczne z zatoze-
niem o braku promieni w P. Wobec tego nie istnieje nieskoriczona $ciezka prosta
w grafie Hr.

Oczywiscie F; N F, = @. Zauwazmy ponadto, ze kazde nieparzyste trafienie
jest elementem dokladnie jednej krawedzi ze zbioru F;, za$ kazde nieparzyste
trafienie (o, T) takie, ze ¢(0) # o, jest elementem doktadnie jednej krawedzi z F,.
Wobec tego, jesli (o, T) jest nieparzystym trafieniem, to o ile ¢ (o) # ¢, nalezy ono
do doktadnie dwo6ch krawedzi ze zbioru F, zas gdy ¢(c) = 0, trafienie to nalezy
do dokladnie jednej krawedzi z F.

Wobec tego kazda sktadowa spéjnosci Hr jest albo ,,cyklem”, albo skoriczona
»Sciezka”, przy czym jesli nieparzyste trafienie (o, 7) nalezy do danej sktadowej
spojnosci grafu Hr oraz ¢(0) = o, to sktadowa ta jest ,Sciezka”, a (o, T) jest
jednym z jej koricow.

Poniewaz ¢(©®) = @, sktadowa Hf zawierajaca wierzchotek (@, 3(®)) jest
skoriczona ,$ciezka” o konicu w tym wierzchotku. Istnieje zatem trafienie (o, 7),
bedace jej drugim konicem, przy czym o # @ oraz ¢(0) = 0. O

Whniosek 5.1.10 (por. [17, Corollary 33]). Jezeli Q jest czesciowym porzadkiem bez
promieni o tej wlasnosci, ze IC(Q) jest co-zgniatalnym kompleksem symplicjalnym, to
Q € FPP.

Ponizszy wniosek wynika natychmiast z twierdzenia 3.6.13 oraz wniosku
5.1.10. Daje on cze$ciowq odpowiedZ na pytanie o wlasnoé¢ punktu stalego $cie-
tych krat bez dopelnier o skoriczonej wysokosci [39, s. 98].

Wniosek 5.1.11. Jezeli L jest kratq bez mocnych dopetnieri i bez promieni, to L. € FPP.
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Dowdéd wniosku 5.1.11 jest , kombinatoryczny”. Autor nie widzi jednak spo-
sobu jego uogodlnienia na wszystkie Sciete kraty bez dopelnieni o skorficzonej wy-
sokosci. By¢ moze datoby sie zastosowaé w tym celu wspomniane na koricu sekcji
5.1.1 wyniki Polata?

5.2. STRUKTURA ZBIORU PUNKTOW STALYCH
W PRZESTRZENIACH BEZ PROMIENI

Niniejszy podrozdzial poswiecony jest wynikom zwiazanym ze struktura
zbioru punktéw statych, przy czym zajmujemy sie¢ w nim zaréwno punktami
stalymi dziatania grupy, jak i punktami statymi pojedynczego odwzorowania.

5.2.1. Rozbieralnos¢ zbioru punktow statych dziatania grupy

Literatura dotyczaca struktury zbioru punktéw statych dopuszczalnego dzia-
fania grupy na kompleksie symplicjalnym o Sciagalnej realizacji geometrycznej
(lub kompleksie majacym zblizone wlasnosci: acyklicznym, zgniatalnym itp.) jest
dos¢ bogata. Przypomnijmy niektére wyniki zwigzane z tym zagadnieniem.

Symplicjalne dziatanie grupy na skoriczonym kompleksie symplicjalnym
o Sciagalnej (a nawet bedacej dyskiem) realizacji geometrycznej nie musi miec
punktéw stalych [80]. Z drugiej strony, jesli I' jest grupa o rzedzie bedacym
potega pewnej liczby pierwszej p, dziatajaca w sposéb dopuszczalny na skon-
czonym, Z,-acyklicznym kompleksie symplicjalnym K, to kompleks sympli-
gjalny KT jest Zy-acykliczny [216]. Oliver [169] scharakteryzowat te skoriczone
kompleksy symplicjalne K, ktére sa kompleksami punktéw statych dopuszczal-
nego dzialania grupy I' o rzedzie nie bedacym potega liczby pierwszej na $cia-
galnym (badZ Z-acyklicznym) kompleksie symplicjalnym; warunkiem koniecz-
nym i dostatecznym jest przystawanie charakterystyki Eulera x(K) = 1 modulo
pewna liczba, zalezna jedynie od grupy I'. Istnieja wyniki méwiace o strukturze
zbioru punktéw statych dziatania grupy na kompleksie symplicjalnym K o ni-
skim wymiarze. Przykladowo, przy zalozeniu, ze kompleks K jest acykliczny
oraz dim(K) < 2, lub zgniatalny i dim(K) < 3, zbiér punktéw statych jest pu-
sty lub acykliczny [206,207].

Na tym tle wyréznia sie wlasno$¢ C-rozbieralnosci: Barmak i Minian [31,
Theorem 6.5] oraz niezaleznie od nich Hensel, Osajda i Przytycki [108, Theorem
1.2] udowodnili, ze jesli grupa dziata na C-rozbieralnym do punktu komplek-
sie symplicjalnym, to zbiér punktéw stalych dziatania indukowanego na jego re-
alizacji geometrycznej jest Sciagalny (podobne idee byly obecne w pracy Duf-
fusa, Poguntke i Rivala [66]). Co wiecej, jezeli grupa dziala w sposéb dopusz-
czalny na C-rozbieralnym do punktu, skorficzonym kompleksie symplicjalnym,
to sympleksy stale wzgledem tego dziatania tworza Ca-rozbieralny do punktu
podkompleks.

Wykazemy, ze wynik ten uogolnia sie na Ca-rozbieralne do punktu kom-
pleksy symplicjalne bez promieni, korzystajac przy tym (podobnie jak Barmak
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i Minian [31]) z analogicznego rezultatu dla C-rozbieralnych do punktu czescio-
wych porzadkéw (czyli Sciagalnych przestrzeni Aleksandrowa).

Stwierdzenie 5.2.1 (por. [31, Lemma 6.4]). Jesli P jest czesciowym porzadkiem bez
promieni z zadanym dziataniem grupy T oraz P \J\ *, to PT N\, *.

Dowdd. Ustalmy porzadek bez promieni P oraz dziatanie grupy I' na P. Zat6zmy,
ze P N\, {p} dla pewnego p € P. Wobec wniosku 2.2.22 porzadek P, traktowany
jako przestrzen Aleksandrowa, jest Sciagalny. Na podstawie twierdzenia 2.2.21
istnieje C-rdzert Q C P taki, ze P \\,' Q, a ponadto zachodzi homotopijna réw-
nowazno$¢ Q ~ P. Poniewaz Q ~ P ~ {p}, C-rdzenie Q oraz {p} sa, wobec
twierdzenia 2.2.21, izomorficzne, czyli Q = {gq} dla pewnego elementu g € P.
Ale to oznacza, ze P \\! {g}, wiec element g € P'.

Niech a bedzie liczba porzadkowa, zas (r¢,¢+1 : Pp — P¢+1) ciagiem ekwi-

Pp<a
wariantnych retrakcji C-rozbierajacym P do {q}. Wowczas Py NPT = P£ dla kaz-

dego ¢ < a, zatem (rpp+1|pr: Py — Ppyq) p<a Jest ciagiem C-rozbierajacym zbi6r
9
P do {q}. O

Ze stwierdzenia 5.2.1 wynika w szczego6lnosci, ze jesli grupa I' dziata na cze-
$ciowym porzadku bez promieni P, to zbiér P' # @. Wobec tego nie istnieje
wolne dzialanie grupy na $ciagalnej przestrzeni Aleksandrowa bez promieni.

Stwierdzenie 5.2.2 (por. [31, Theorem 6.5], [108, Theorem 1.2]). Jesli K jest kom-
pleksem symplicjalnym bez promieni, z zadanym symplicjalnym dziataniem grupy I oraz
K N\ *, to zbidr |K|" punktéw statych dziatania T indukowanego na |K| jest Sciqgalny.
Ponadto, jesli dziatanie T na K jest dopuszczalne, to KI' N\, *.

Dowdd. Ustalmy Ca-rozbieralny kompleks symplicjalny K bez promieni oraz
dzialanie grupy I' na K.

Udowodnimy najpierw stwierdzenie przy zalozeniu, ze dzialanie I' na K jest
dopuszczalne. Wéwczas P (K)T = P (K'). Wobec lematu 2.3.5 cze$ciowy porza-
dek P(K) 3\ *, wiec P(K)I' \J\, * na podstawie stwierdzenia 5.2.1. Ponownie
korzystajac z lematu 2.3.5 otrzymujemy K (P (K')) N3\, *. Zgodnie ze stwier-
dzeniem 2.3.21 oznacza to, ze KI' N3\, *, wiec przestrzen |[K|' = |K'| jest écia-
galna na podstawie stwierdzenia 2.3.9.

Jesli dziatanie grupy I' na kompleksie symplicjalnym K nie jest dopusz-
czalne, to dziatanie indukowane na podziale barycentrycznym C(P(K)) tego
kompleksu jest juz dopuszczalne, przy czym

K" = |K(P(K)I" = [K(P(K))].

Ponadto IC(P(K)) \J\, * na podstawie stwierdzenia 2.3.21. Teza wynika zatem
z pierwszej czeSci dowodu. O

Niech K = (V, S) bedzie 1-wymiarowym kompleksem symplicjalnym. Przez
Y(K) = (V,5) oznaczmy kompleks symplicjalny na tym samym co K zbiorze
wierzchotkoéw i taki, ze

S'={0cCV:0<|o| <Nyoraz {v,w} € S dlawszystkichv,w € 0} .
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Zauwazmy, ze dziatanie grupy na K indukuje dziatanie tej grupy na Y (K), za-
dane na zbiorze wierzchotkéw w ten sam sposéb. Hensel, Osajda i Przytycki
[108, Question 2.11] postawili pytanie (w jezyku teorii graféw; tu formutujemy
je w sposéb réwnowazny), czy jesli K jest 1-wymiarowym kompleksem sympli-
gjalnym z ustalonym dzialaniem grupy oraz kompleks symplicjalny )(K) nie
zawiera nieskoniczonych symplekséw i jest lokalnie rozbieralny, to istnieje punkt
staty dziatania tej grupy indukowanego na | Y (K)|.
Odpowiedz na postawione przez nich pytanie jest negatywna.

Przyklad 5.2.3. Niech X bedzie czeSciowym porzadkiem z przykladu 2.2.28. Po-
niewaz cze$ciowy porzadek X jest lokalnie rozbieralny, na podstawie stwier-
dzenia 2.3.23 lokalnie rozbieralny jest réwniez kompleks IC(X). Graf prosty
G(X) mozemy traktowac¢ jako 1-wymiarowy kompleks symplicjalny. Oczywiscie
K(X) =Y (G(X)) i kompleks ten nie zawiera nieskoriczonych symplekséw. Od-
wzorowanie ,przekazania kapeluszy”, dla m > 1 zadane wzorami

m—m, m— i,

wyznacza dziatanie grupy dwuelementowej Z, na X. Dziatanie indukowane na
|IC(X)| nie ma punktéw statych.

Zauwazmy, ze kompleks sympligjalny K(X) z przykladu 5.2.3 ma nie-
skoriczony wymiar. Autor nie wie, jaka jest odpowiedZ na pytanie Hensela,
Osajdy i Przytyckiego [108, Question 2.11] w przypadku komplekséw o skon-
czonym wymiarze.

Ponizszy wynik daje natomiast pozytywna odpowiedzZ na to pytanie przy za-
fozeniu, ze 1-wymiarowy kompleks K jest bez promieni.

Stwierdzenie 5.2.4. Niech K bedzie 1-wymiarowym kompleksem symplicjalnym bez
promieni, z zadanym dziataniem grupy T. Jezeli kompleks symplicjalny Y (K) jest lokalnie
rozbieralny, to przestrzeri | ) (K)|! jest Sciggalna.

Dowéd. Prowadzac rozumowanie podobne do dowodu stwierdzenia 1.4.11
mozna wykazaé, ze Y (K) jest kompleksem symplicjalnym bez promieni. Za-
t6zmy, ze kompleks ) (K) jest lokalnie rozbieralny. Wobec stwierdzenia 2.3.24
oznacza to, ze Y (K) \J\, *, wiec na podstawie stwierdzenia 5.2.2 przestrzen
|V(K)|' jest $ciagalna. O

Problem 5.2.5. Niech P bedzie lokalnie skoriczonym czeSciowym porzad-
kiem z zadanym dziataniem skonczonej grupy I'. Czy jeSli porzadek P jest
C-korozbieralny, to C-korozbieralny jest rowniez zbiér punktéw statych P dzia-
fania I' na P?

Zauwazmy, ze w problemie 5.2.5 wazne jest zaloZenie o skoriczonosci grupy
I'; przyktadowo, istnieje dzialanie bez punktéw statych grupy liczb catkowitych
na obustronnie nieskoriczonej palisadzie z przyktadu 2.2.12.
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5.2.2.  Rozbieralnos¢ zbioru punktéw statych odwzorowania

Obok wynikéw zwiazanych ze struktura zbioru punktéw stalych dzialania
grupy sa w teorii czeSciowych porzadkéw znane twierdzenia o strukturze zbioru
Fix(f), gdzie f: P — P jest zachowujacym porzadek odwzorowaniem, okreslo-
nym na skoficzonym zbiorze czes$ciowo uporzadkowanym P.

Wiadomo na przyktad [18, Theorem 1.1], ze charakterystyka Eulera x (Fix(f))
jest réwna liczbie Lefschetza A(f). Od dos¢ dawna znane jest twierdzenie [66,
Theorem 3] méwiace, ze jesli P \J\, *, to Fix(f) “\y\, *. Nieco $wiezszy wynik do-
tyczy wprowadzonego przez Schrodera [202] pojecia ,,connected collapsibility”.
Skoriczony czeSciowy porzadek P nazywamy connectedly collapsible, o ile P jest
jednoelementowy lub istnieje punkt p € P taki, ze zbiory P \ {p} oraz ptU pl
sa connectedly collapsible. Okazuje sie, ze jesli P jest connectedly collapsible, to zbior
Fix(f) jest niepusty i sp6jny [202, Proposition 5.6]. Ponadto klasyczne twierdze-
nie Tarskiego [223, Theorem 1] méwi, ze jesli L jest (by¢ moze nieskoriczona)
krata zupelna, zas g: L — L jest odwzorowaniem zachowujacym porzadek, to
Fix(g) jest krata zupelna.

Ponizej dowodzimy uogdlnienia jednego z wyzej wymienionych faktéw na
czedciowe porzadki bez promieni: wykazujemy, ze jesli P jest porzadkiem bez
promieni, f: P — P jest odwzorowaniem zachowujacym porzadek oraz P )\ *,
to Fix(f) \o\ *. (W terminach przestrzeni Aleksandrowa powiedzieliby$my, ze
zbiér punktéw statych ciagltego przeksztalcenia Sciagalnej przestrzeni Aleksan-
drowa bez promieni w siebie jest Sciagalny.) Odnotujmy, ze jest dobrze znanym
faktem, iz zbidr ten jest niepusty; wynika to z twierdzenia 4.3.14 (mozna réw-
niez poda¢ alternatywne dowody korzystajace ze stwierdzenia 2.3.9 i twierdzenia
5.1.2 lub stwierdzenia 3.6.7 i twierdzenia 5.1.5).

Twierdzenie 5.2.6. Niech (P,<) bedzie czesciowym porzadkiem bez promieni, zas
f: P — P zachowujacym porzadek odwzorowaniem. JeZeli P 3\, *, to Fix(f) N\, *.

Dowdd. Zalézmy, ze P \\, *. Wobec twierdzenia 2.2.11 oraz lematu 2.2.16 cze-
Sciowy porzadek P jest I—korozbieralny.1 Ustalmy liczbe porzadkowa p oraz ciag
T-retrakdji (Sp+1,¢: Qpr1 — Qgp)p<p korozbierajacy P ze zbioru jednoelemento-
wego (Qo. Dla ¢ < B niech Sy = O<—(5¢+1,¢)¢<¢<5 : P — Q. Przyjmijmy dla
¢ < B oznaczenie Fixy = Fix (Sg o f). Na podstawie twierdzenia 4.3.14 kazdy ze
zbioréw Fixy jest niepusty.

Dla kazdej liczby porzadkowej ¢ < B wykazemy za pomoca indukcji poza-
skoriczonej, ze Fixy “\\, *. Konstruowac przy tym bedziemy ciag zachowujacych
porzadek odwzorowar pomocniczych (g ¢+1: Fixg — Fixyi1) p<p

Dla ¢ = 0 zbior Fixy = Fixp jest jednoelementowy, zatem Fixg \\ *.

IKorozbieralnoé¢ P nie jest kluczowa dla dowodu. Mogliby$my przeprowadzi¢ go nie korzy-
stajac z tej wlasnosci; rozumowanie indukcyjne byloby wéwczas odrobine bardziej skompliko-
wane.
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Ustalmy liczbe porzadkowa 0 < ¢ < B i zaltézmy, ze Fixy o\ * dla wszyst-
kich liczb porzadkowych ¢ < ¢, a ponadto jesli p +1 < ¢, to okreslone jest
zachowujace porzadek odwzorowanie gy, 1 1: Fixy — Fixy 1, przy czym:

— ciagi (g¢’¢+1)p <y~ SANieskoniczenie sktadalne dla wszystkich p < o' < ¢o;
— Syyp+1(x) ~ x dla wszystkich ¢ < ¢ +1 < ¢ i wszystkich x € Fixy.

Jezeli ¢g = 1o + 1 jest nastepnikiem, to istnieje punkt x4, nieredukowalny
w Qy, itaki, ze Qg = Qy, U {x¢, } Dla ustalenia uwagi zal6zmy, ze x4, jest niere-
dukowalny nad pewnym punktem yg, € Qg, 0raz sg,,y, (Xg,) = Yg,- Przyjmijmy
dla skrocenia zapiséw oznaczenia: Fix = Fixy,, FiX' = Fixg,, X = Xgp, ¥ = Ygy,
S = Sy, S" = Spy, 5 = Sy, y,- Zauwazmy, ze S =so S’

Zbior Fix' jest réwny jednemu ze zbioréw: Fix, FixU{x}, Fix~{y},
(Fix U{x}) \ {y}. W kazdym z tych przypadkow wykazemy, ze Fix' \J\, * oraz
okreslimy zachowujaca porzadek funkcje gy, : Fix — Fix'.

I(¢o). Jezeli Fix' = Fix, to Fix' \J\, * z zalozenia indukcyjnego. Przyjmujemy
Qoo = idpix: Fix — Fix’,

I(¢p). Gdy Fix' = Fix U{x}, mamy do rozwazenia dwie mozliwosci: y € Fix
oraz y ¢ Fix.

Jesli y € Fix, to punkt x jest nieredukowalny nad y w zbiorze Fix'.

Jesli natomiast y ¢ Fix, to (So f)(y) # y # (S o f)(y). Poniewaz
y < x, mamy (S0 f)(y) < (S0 f)(x) = x. Ale (S0 )y) £ x,
gdyz to oznaczatoby, ze (S o f)(y) = y. Poniewaz x jest nieredukowalny
nad y w Qg,, otrzymujemy (S’ o f)(y) < y. Na podstawie twierdze-
nia Abiana-Browna 1.6.10 istnieje najwiekszy punkt stalty odwzorowa-
nia (S’ o f) mniejszy od y. Oznaczmy ten punkt przez (. Element x jest
nieredukowalny nad yo w zbiorze Fix'.

W obu przypadkach Fix' \J\, Fix\{x} = Fix. Poniewaz z zalozenia
indukcyjnego Fix N3\, *, to rowniez Fix' \0\ *. Za gy,¢,: Fix < Fix’
przyjmujemy wlozenie.

II(¢o). Jesli Fix' = Fix \{y}, mozemy zaklada¢, ze y € Fix, gdyz w przeciwnym
wypadku zachodzi przypadek I(¢yp).

Mamy y € Fix, y & Fix’, czyli (So f)(y) = y oraz (S’ o f)(y) # y; zatem
(8o f)(y) = x > y. Na podstawie twierdzenia Abiana-Browna 1.6.10
istnieje najmniejszy punkt staly odwzorowania (S’ o f) wiekszy od y.
Oznaczmy go przez y;. Element y; ¢ {x, y}, wiec jest rowniez punktem
statym funkgji (S o f), tzn. y; € Fix. Ponadto y jest nieredukowalny pod
v1 w Fix. Za gy ¢,: Fix — Fix' przyjmujemy Z-retrakcje przeprowadza-
jaca y na yj.

Poniewaz Fix \J\, Fix' oraz, z zalozenia indukcyjnego, Fix 3\, *,
to na podstawie wniosku 2.2.22 istnieja homotopijne réwnowazno$ci
« ~ Fix ~ Fix'. Przestrzen Fix’ jest wiec éciagalna, czyli Fix/ o\ * zgod-
nie z twierdzeniem 2.2.21.
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V(). Jezeli Fix' = (FixU{x}) \ {y}, to mozemy zaktada¢, ze y € Fix (w prze-
ciwnym razie zachodzi przypadek II(¢y)). Zatem:

(Sof)y) =y, (Seof)ly)=x (Sof)(x)=y, (S'of)(x)=nx

Ustalmy element z € Fix. Jezeliz > x, toz > y, gdyz x > y. Podobnie, je-
zeliz <y,toz < x.Jedliz < x,toz < y, poniewaz x jest nieredukowalny
nad y w Qg,. Jezeli natomiast z > y, toz = (S' o f)(z) = (' o f)(y) = x.
Zatem

{z e FixX' ~{x} :z ~x} = {z e Fix~{y} : z ~ y}.
Odwzorowanie gy, ¢,: Fix — Fix’ zadajemy dla z € Fix wzorem

x, jezeliz =y;

8opo (z) = {

z  w przeciwnym wypadku.

Jest ono izomorfizmem cze$ciowych porzadkéw. Poniewaz z zalozenia
indukcyjnego Fix \J\, *, mamy réwniez Fix' N\, *.

Nieskonczona sktadalnosé ciagow (gy,y+1) dla wszystkich p < p’ < ¢ jest

psyp<p’
oczywista konsekwencja zalozenia indukcyjnego. Zauwazmy ponadto, ze w kaz-
dym wypadku gy, ¢,(z) ~ z dla wszystkich z € Fix.

Jezeli ¢p < a jest graniczna liczba porzadkowa, to nietrudno spostrzec, iz

FiX¢0 = U m Flep .
P<¢o p<p<¢o

Ponadto, jesli p < ¢ < ¢ oraz x € Fixy, x € Fixy, to x € Fixy dla wszystkich
b <P < o

Ustalmy p < ¢p. Dla kazdego p < p’ < ¢y ciagi (gq},lp_t'_l)p <p<p
czenie skladalne na podstawie zalozenia indukcyjnego; przyjmijmy oznaczenie
Gp/ — Q—>(g¢,¢+1)p<¢<p, : Fix, — Fixp/. Wykazemy, ze ciag (g¢,¢+1)p<¢<¢0 jest
nieskoniczenie skladalny. Zauwazmy, ze nieskoriczona sktadalnoéc tego ciagu jest

, s nieskon-

réownowazna temu, Ze dla kazdego x € Fix, ciag <Gp/(x)> , jest od pew-
<o

p<p
nego miejsca staty. Ustalmy x € Fix, i przypusémy, ze ciag ten nie od pewnego
momentu jest staly. Okresli¢ zatem mozemy nieskoriczony ciag liczb porzadko-
wych (pn)neN przyjmujac pg = p oraz

pn = min {p’ > pn-1: Gp(x) # Gp, (x)}

dla n > 1. Zauwazmy, ze jesli n > 1, to liczba porzadkowa p; jest nastepnikiem,
Pn = Pn + 1. Poniewaz

GPn+1(x) = 8Pnt10n11 (Gpn (x)) ~ Gy, (x)
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dla kazdegon € N, to ciag (Gp, (X)), . jest nieskoniczona éciezka prosta w G(P),
co jest sprzeczne z zalozeniem o braku promieni w P.

Udowodnimy, ze przestrzen Fixg, jest s-ciagalna. Niech D bedzie skonczo-
nym czeéciowym porzadkiem, zas k: D — Fixy, zachowujacym porzadek od-
wzorowaniem. Istnieje g < ¢y takie, ze k(D) C Fixy,; niech k': D — Fixy,
oznacza odwzorowanie o tym samym co k wykresie. Poniewaz Fixy, o\ *,
przestrzen Fixy, jest s-Sciagalna (wniosek 2.2.32), wiec istnieje homotopia
h: D x I — Fixy, miedzy k' a pewnym odwzorowaniem statym c: D — Fixy,.
Niech G = Q—>(g¢,¢+1>%<w<¢o . Fixy, — Fixg,. Funkcja Go h: D x I — Fixg,
jest homotopia miedzy k = G o k’ a funkgja stata G o c: D — Fixg,.

WykazalisSmy, ze przestrzen Fixy, jest s-Sciagalna; stad Fixg, o\ * na podsta-
wie wniosku 2.2.32. O

Twierdzenie 5.2.6 ma sw¢j symplicjalny odpowiednik.

Whniosek 5.2.7. Niech ¢: K — K bedzie odwzorowaniem symplicjalnym okreslonym
na kompleksie symplicjalnym bez promieni K. Jezeli K “\y\, *, to zbiér Fix(|¢|) jest
$ciagalny oraz kompleks symplicjalny Fix(IC(P(@))) o\ *.

Dowdd. Zatézmy, ze K N3\, *. Wobec lematu 2.3.5 porzadek P(K) \J\, *. Zatem
Fix(P(¢)) 3\ * zgodnie z twierdzeniem 5.2.6. Ponownie korzystajac z lematu
2.3.5 otrzymujemy K(Fix(P(¢))) \0\ *. Zauwazmy jednak, ze K(Fix(P(¢)) =
Fix(IC(P(¢))); kompleks Fix((P(¢))) jest wiec Ca-rozbieralny do punktu. Na
podstawie stwierdzenia 2.3.9 jego realizacja geometryczna | Fix(IC(P(¢)))] jest
przestrzenia $ciagalna. Ale Fix(|¢|) = Fix(|[K(P(¢))|) = |Fix(K(P(¢)))|, co
koriczy dowod. O

Twierdzenie 5.2.6 czeSciowo odpowiada na pytanie Schrodera [204, s. 136]
o C-rozbieralnos¢ zbioru punktéw stalych odwzorowania zachowujacego porza-
dek okre$lonego na nieskoriczonym, C-rozbieralnym zbiorze cze$ciowo uporzad-
kowanym. Mozna postawi¢ analogiczne pytanie dotyczace C-korozbieralnosci;
aby odpowiedzZ na to pytanie nie byla w oczywisty sposéb negatywna trzeba jed-
nak zalozy¢, ze zbiér punktow statych jest niepusty. (Nietrudno bowiem znalez¢
okreslone na obustronnie nieskoniczonej palisadzie z przyktadu 2.2.12, zachowu-
jace porzadek odwzorowanie, ktére nie ma punktéw statych.)

Problem 5.2.8. Czy jezeli P jest czeéciowym porzadkiem takim, ze * " P,
za$ f: P — P jest zachowujacym porzadek odwzorowaniem o tej witasnosci, ze
Fix(f) # @, to x /2 Fix(f)? Co jesli o zbiorze czesciowo uporzadkowanym
P zalozymy dodatkowo, Ze jest faicuchowo zupelny lub nie zawiera nieskoriczo-
nych taricuchéw?

Kolejny problem dotyczy mozliwosci uogoélnienia jednego sposréd wynikéw
o strukturze zbioru punktéw statych wspomnianych na poczatku sekcji; stanowi
on szczegblny przypadek pytania postawionego przez Schrodera [202, Open Qu-
estion 4]. Wydaje sie, ze do jego rozwiazania mozna sprobowac zastosowac¢ me-
tody podobne do wykorzystanych w dowodzie twierdzenia 5.2.6.



5.2. STRUKTURA ZBIORU PUNKTOW STALYCH 189

Problem 5.2.9. Czy pojecie connected collapsibility mozna przenie$¢ na porzadki
bez promieni i udowodni¢, ze zbiér punktéw statych zachowujacego porzadek
odwzorowania okreslonego na connectedly collapsible porzadku bez promieni jest

spojny?

5.2.3. Zgniatalnos¢ a struktura zbioru punktow statych odwzorowania

W dowodzie twierdzenia 5.1.5 punkty state odwzorowania symplicjalnego
okreSlonego na co-zgniatalnym kompleksie symplicjalnym taczy sie w pary. Bac-
lawski [17, Section 9] wyrazil nadzieje, ze w przypadku, gdy odwzorowanie sym-
plicjalne pochodzi od zachowujacego porzadek odwzorowania okreslonego na
skoriczonym zbiorze czeSciowo uporzadkowanym, mogtoby to pozwoli¢ na zna-
lezienie skojarzenia Morse’a na zbiorze punktéw statych, co dato mu podstawy
do sformulowania nastepujacej hipotezy.

Hipoteza 5.2.10 ([17, Conjecture 34]). Jezeli P jest skoficzonym czeSciowym po-
rzadkiem o tej wlasnosci, ze K(P) jest zgniatalnym kompleksem symplicjalnym,
za$ f: P — P jest odwzorowaniem zachowujacym porzadek, to IC(Fix(f)) jest
zgniatalnym kompleksem symplicjalnym.

Wykazujemy nizej, ze hipoteza 5.2.10, jak réwniez jej stabsze wersje zapropo-
nowane przez Baclawskiego [14] w korespondengji z autorem, sa nieprawdziwe.
Z drugiej strony, przy zatozeniu, ze dim(}C(P)) < 3, uzyskujemy wyniki cze-
Sciowo potwierdzajace te hipoteze.

Kontrprzykiad dla oryginalnej hipotezy Baclawskiego jest poda¢ stosunkowo
nietrudno. (W przyktadzie tym naduzywamy nieco notacji, domys$lnosci Czytel-
nika pozostawiajac precyzyjne definicje rozwazanych komplekséw symplicjal-
nych.)

Przyklad 5.2.11. Niech K bedzie skoficzonym, zgniatalnym kompleksem sympli-
cjalnym o zbiorze wierzchotkéw V, majacym te wiasnos¢, ze istnieje podkom-
pleks L C K taki, ze K zgniata sie do L, ale zadna triangulacja wieloScianu
|L| nie jest zgniatalna. (Kompleks K o tej wiasnosci mozna znalez¢ juz w wy-
miarze 3, patrz [35].) Niech K1 = K x {1}, K_1 = K x {—1} beda roztacznymi
kopiami kompleksu K. Rozwazmy kompleks symplicjalny M = Ky U K_1/~,
gdzie ~| jest najmniejsza relacja rownowaznosci na zbiorze wierzchotkéw kom-
pleksu K3 U K_q taka, ze (v,1) ~1 (v, —1) dla wszystkich wierzchotkéw v € L.
(Innymi stowy M powstaje przez utozsamienie kopii kompleksu L zawartych
w Kj oraz K_j.) Poniewaz K N\, L, to M \, Kj. Ale K; *\, *, wiec kompleks
M jest zgniatalny.

Niech ¢: M — M bedzie odwzorowaniem symplicjalnym zadanym dla
v € K, i € {-1,1} wzorem ¢ ([(v,i)]) = [(v,—i)] oraz niech P = P(M),
f = P(¢). Kompleks K£(P) = K(P(M)) jest zgniatalny (a nawet ma wla-
snos¢ non-evasiveness) na podstawie twierdzenia 1.4.19. Ale kompleks sympli-
gjalny KC(Fix(f)), izomorficzny IC(P(L)), nie jest zgniatalny, gdyz jest triangu-
lacja wielo$cianu |L|.
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Hipoteza Baclawskiego 5.2.10 jest zatem falszywa, nawet jesli zalozymy do-
datkowo, ze kompleks K(P) jest non-evasive. Mozna pytac, czy jesli I(P) N\ *,
to o zbiorze punktéw statych Fix(f) mozna powiedzie¢ co$ wiecej poza tym, ze
jest on niepusty? Poniewaz ze zgniatalnosci /C(P) wynika, ze kompleks IC(P) jest
acykliczny, wiadomo [18, Theorem 1.1], ze charakterystyka Eulera x (Fix(f)) = 1.
Interesujace sa jednak na przyklad postawione przez Baclawskiego [14] pytania,
czy zbior Fix(f) jest spojny oraz czy przestrzen |KC(Fix(f))| jest $ciagalna badz
acykliczna?

Negatywnej odpowiedzi na te pytania pomoze udzieli¢ nastepujacy szcze-
golny przypadek twierdzenia z pracy Olivera [169].

Twierdzenie 5.2.12 ([169]). Niech Z.,, oznacza skoviczonq grupe cykliczng rzedu m, nie
bedacego potega liczby pierwszej, zas L niech bedzie skoriczonym kompleksem symplicjal-
nym. Istnienie kompleksu symplicjalnego K z zadanym dopuszczalnym dziataniem grupy
Zy, takim, ze KZm = L, jest réwnowazne temu, ze charakterystyka Eulera x(L) = 1.

Zauwazmy, ze zbiér X! punktéw stalych dziatania grupy cyklicznej T na
przestrzeni topologicznej X to po prostu zbiér punktéw statych automorfi-
zmu przestrzeni X odpowiadajacego generatorowi tej grupy. Symbolicznie, jesli
p: G — Aut(X) jest homomorfizmem grup (tzn. dziataniem I' na X), za$ T = (g)
dla pewnego ¢ € T, to X' = Fix(p(g)).

Przypomnijmy, ze jezeli K jest kompleksem symplicjalnym, za$ ¢ jego sym-
pleksem, to symbolem (¢) oznaczamy zawarty w |K| otwarty sympleks odpowia-
dajacy abstrakcyjnemu sympleksowi . Otwarte sympleksy wyznaczaja struk-
ture regularnego CW kompleksu na przestrzeni |K|. Dla n > 0 na przestrzeni
|K| x I" istnieje struktura regularnego CW kompleksu o nastepujacej rodzinie
komorek:

{(o)x i x...xJu:0€K, J1,...,. Jn € {{0},{1},(0,1)} } .

Nastepujacy wynik, ktéry réwniez okaze sie pomocny, pochodzi z pracy Adi-
prasito i Benedettiego [3].

Twierdzenie 5.2.13 ([3, Corollary 11.1.6]). Jezeli realizacja geometryczna kompleksu
symplicjalnego K jest Sciqgalna, to istnieje liczba n € IN taka, Ze reqularny CW kompleks
|K| x I" jest zgniatalny.

Tak przygotowani mozemy odpowiedzie¢ na postawione wyzej pytania
o wlasnosci zbioru Fix(f) dla f: P — P bedacego odwzorowaniem zachowu-
jacym porzadek, przy zalozeniu, ze IC(P) jest zgniatalnym kompleksem sympli-
gjalnym.

Przyklad 5.2.14. Niech L bedzie dowolnym, skoficzonym kompleksem sympli-
gjalnym o charakterystyce Eulera réwnej 1. (Zauwazmy, ze kompleks L nie musi
spojny.) Na podstawie twierdzenia 5.2.12 istnieja kompleks symplicjalny K o $cia-
galnej realizacji geometrycznej oraz automorfizm symplicjalny ¢: K — K takie,
ze Fix(¢) = L.
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Wobec twierdzenia 5.2.13 dla pewnej liczby naturalnej n regu-
larny CW kompleks |K| x I" jest zgniatalny. Rozwazmy odwzorowanie
l@| xidp: |[K| x I" — |K| x I"; zauwazmy, ze przeprowadza ono komorki
na komorki, a zatem indukuje w oczywisty zachowujace porzadek sposéb
odwzorowanie f: P (|K| x I") — P (|K| x I"); ponadto Fix(f) = P (|L| x I").

Kompleks sympligjalny IC(P(|K| x I")) jest zgniatalny (por. [81, Theorems
1.4, 12.1]), wiec kompleks symplicjalny (K o P)?(|K| x I") jest non-evasive na
podstawie twierdzenia 1.4.19. Jedli jednak kompleks L nie jest spéjny, to zbiér
Fix(P(K(f))) = (PoKoP)(|L| x I") réwniez nie jest spojny, a zatem nie jest
acykliczny ani (tym bardziej) Sciagalny.

WykazaliSmy, ze w ogdlnosci hipoteza Baclawskiego oraz jej stabsze wersje sa
falszywe (jednoczes$nie odpowiadajac negatywnie na pytanie z pracy Schrodera
[202, Open Question 11] o acykliczno$¢ zbioru punktéw statych endomorfizmu
Z-acyklicznego czeSciowego porzadku). Udowodnimy jednak ich prawdziwos¢
w niskich wymiarach.

Kluczowym narzedziem beda nastepujace dwa twierdzenia Segeva [206,207].

Twierdzenie 5.2.15 ([206, Theorem 1]). Jezeli grupa I' dziata w sposéb dopuszczalny
na skoriczonym, acyklicznym, co najwyzej 2-wymiarowym kompleksie symplicjalnym K,
to podkompleks KY jest pusty albo acykliczny.

Twierdzenie 5.2.16 ([207, Theorem 4.2]). Jezeli grupa I dziata w sposéb dopuszczalny
na skoriczonym, zgniatalnym, co najwyzej 2-wymiarowym kompleksie symplicjalnym K,
to podkompleks KT jest zgniatalny.

Wzorujac sie na artykule Segeva [207] dla n € IN symbolem %, oznaczmy
klase wszystkich skoriczonych komplekséw symplicjalnych K o tej wlasnosci, ze
dim(K) < n oraz K Y\, L dla pewnego podkompleksu L C K, dim(L) < n — 1.
W szczeg6lnosai, jesli dim(K) < n —1, to K € J#,. Ponizszy lemat uogoélnia
obserwacje z pracy Segeva [207, (3.6)].

Lemat 5.2.17. Jezelin € IN, K € J#, oraz N jest podkompleksem K, to N € ;.

Dowéd. Ustalmy liczbe n € IN, kompleks symplicjalny K € %, oraz podkom-
pleks N C K. Jesli dim(N) < n — 1, nie mamy czego dowodzi¢. Mozemy zatem
zatozy¢, ze dim(N) = dim(K) = n.

Poniewaz K ™\, L dla pewnego podkompleksu L C K, istnieje (na podstawie
lematu 3.6.1) skojarzenie Morse’a M na K, komorki krytyczne wzgledem ktérego
tworza podkompleks L. Niech

My ={(t,0) € M: 0,7 € N oraz dim(t) = n}.

Latwo zauwazy¢, ze My jest skojarzeniem Morse’a na N. Jezeli T jest
n-wymiarowym sympleksem w N, to istnieje (n —1)-wymiarowy sympleks
o € K taki, ze (t,0) € M. Ale N jest podkompleksem K oraz T € N, wiec
réwniez ¢ € N. Zatem (7,0) € My. Wobec tego N \, N, gdzie N jest
(n — 1)-wymiarowym kompleksem powstatym z N przez usuniecie wszystkich
symplekséw T, o takich, ze (T,0) € My. O
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Nastepne dwa lematy réwniez pochodza z artykutu Segeva [207].

Lemat 5.2.18 ([207, Corollary 3.7]). Jezeli n € IN oraz dane jest dopuszczalne dziatanie
grupy I' na kompleksie symplicjalnym K nalezacym do ¢, to istnieje I'-niezmienniczy
podkompleks L C K taki, ze dim(L) < n —1, K\, L oraz K' \ LT.

Lemat 5.2.19 ([207, (4.3)]). Niech K bedzie skoriczonym, Z-acyklicznym, co najwyzej
2-wymiarowym kompleksem symplicjalnym, zas L C K jego spdjnym podkompleksem
o charakterystyce Eulera x(L) = 1. Wéwczas kompleks L jest Z-acykliczny. Ponadto,
jesli kompleks K jest zgniatalny, to L jest zgniatalny.

Mozemy przystapi¢ do dowodu hipotezy Baclawskiego w niskich wymia-
rach.

Stwierdzenie 5.2.20. Niech P bedzie skoriczonym czeSciowym porzadkiem, zas
f: P — P zachowujacym porzadek odwzorowaniem. Zatézmy, ze kompleks symplicjalny
IC(P) jest zgniatalny. Wowczas:

— jezeli dim(/C(P)) < 2, to kompleks symplicjalny IC(Fix(f)) jest zgniatalny;

— jezeli dim(KC(P)) = 2, to kompleks symplicjalny KC(Fix(f)) jest Z-acykliczny.

Dowdd. Na podstawie lematu 4.3.23 funkgja r = fIPI': P — r(P) jest retrak-
ga, f|r(P): r(P) — r(P) jest automorfizmem oraz Fix(f) = Fix <f|r(p)). Roz-
wazmy cykliczna podgrupe I' C Aut(r(P)) generowana przez automorfizm
f |r( p) € Aut(r(P)), i dziatajaca na r(P) w oczywisty spos6b. Poniewaz przestrzen
|IC(P)| jest Sciagalna, przestrzen |IC(r(P))| jest rowniez $ciagalna jako jej retrakt.

Zat6zmy, ze dim(IC(P)) < 2. Wobec lematu 5.2.19 kompleks K(r(P)) jest
zgniatalny. Zgodnie z twierdzeniem 5.2.16 zgniatalny jest kompleks K (r(P))!.
Ale zachodza réwnosci

K(r(P) =K (r(p)f) =K <Fix (f\r(P)» = K(Fix(f)),

co koriczy dowdd w tym przypadku.

Zal6zmy zatem, ze dim(/C(P)) = 3. Poniewaz IC(P) jest zgniatalnym kom-
pleksem symplicjalnym, K(P) € #3. Zatem K(r(P)) € J#; na podstawie lematu
5.2.17. Wobec lematu 5.2.18 istnieje I'-niezmienniczy podkompleks L C K(r(P))
taki, ze dim(L) < 2, K(r(P)) N\ L oraz K(r(P))' \, L'. Poniewaz K(r(P)) \, L,
ze $ciagalnosci kompleksu K(r(P)) wynika, ze podkompleks L jest Sciagalny.
Grupa T jest cykliczna, wiec z twierdzenia Lefschetza o punkcie statym 1.6.6
otrzymujemy L' # @. Wobec lematu 5.2.15 kompleks L! jest Z-acykliczny, a po-
niewaz K(r(P))' \, L', to Z-acykliczny jest réwniez kompleks symplicjalny
K(r(P) = K(Fix(f)). .

Whniosek 5.2.21. Niech K bedzie skoticzonym, zgniatalnym kompleksem symplicjalnym,
zas ¢: K — K odwzorowaniem symplicjalnym. Wowczas:
— jeslidim(K) < 2, to przestrzen Fix (| @|) jest Sciagalna oraz kompleks symplicjalny
IC(Fix(P(¢))) jest zgniatalny;
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— jesli dim(K) = 3, to przestrzen Fix(|¢|) jest acykliczna.

Dowdd. Zauwazmy, ze Fix(|¢|) = |IC(Fix(P(¢)))|. Poniewaz kompleks sympli-
gjalny K jest zgniatalny, na podstawie twierdzenia 1.4.19 zgniatalny jest réw-
niez jego podzial barycentryczny K(P(K)). Teza wniosku wynika natychmiast
ze stwierdzenia 5.2.20 zastosowanego do czeSciowego porzadku P = P(K) i od-
wzorowania f = P(¢). O

Analizujac dowody stwierdzenia 5.2.20 i wniosku 5.2.21 zauwazy¢ mozemy,
ze prawdziwe sa nastepujace, bardziej ogélne, ale nieco mniej eleganckie obser-
wagje.

Stwierdzenie 5.2.22. Niech P bedzie skoriczonym czesciowym porzadkiem, za$
f: P — P zachowujacym porzadek odwzorowaniem. Zatézmy, Ze kompleks symplicjalny
IC(P) jest Z-acykliczny oraz K(P) € J#5. Wowczas zbidr Fix(f) jest Z-acykliczny.

Whniosek 5.2.23. Niech K bedzie skoriczonym, Z-acyklicznym kompleksem symplicjal-
nym nalezacym do 43, zas ¢: K — K niech bedzie odwzorowaniem symplicjalnym.
Wowczas przestrzen Fix(|¢|) jest Z-acykliczna.

W kontekscie biezacego rozdziatu naturalne jest nastepujace pytanie.

Problem 5.2.24. Czy sa prawdziwe odpowiedniki twierdzen Segeva 5.2.16,5.2.15,
stwierdzenia 5.2.20 i wniosku 5.2.21 dla komplekséw symplicjalnych bez pro-
mieni i czeSciowych porzadkéw bez promieni?

Przypomnijmy, ze dla skoficzonego czeSciowego porzadku i odwzorowa-
nia f: P — P zachowujacego porzadek zachodzi réwno$é charakterystyki Eu-
lera zbioru punktéw statych funkcji f i liczby Lefschetza tego odwzorowania:
Xx(Fix(f)) = A(f). Nasuwa sie zatem ponizsze pytanie.

Problem 5.2.25. Niech P bedzie czeSciowym porzadkiem bez promieni, za$
f: P — P zachowujacym porzadek odwzorowaniem. Czy x(Fix(f)) = 1, o ile
kompleks IC(P) jest zgniatalny (Sciagalny, acykliczny)?

Gdy kompleks KC(P) jest zgniatalny, mozna sprébowac uzyska¢ odpowiedz
na powyzsze pytanie stosujac metody kombinatoryczne w duchu Baclawskiego.
Jesli przestrzen |KC(P)| jest Sciagalna, to na podstawie twierdzenia Okhezina 5.1.1
zbiér Fix(f) # @. Gdy natomiast zakladamy jedynie, ze kompleks symplicjalny
IC(P) jest acykliczny, zadne ze znanych autorowi twierdzer nie gwarantuje nawet
istnienia punktu statego funkgji f (patrz problem 5.1.4).






Spis problemow otwartych

W niniejszym dodatku zebrane zostaly postawione w rozprawie problemy
otwarte, wraz z odno$nikami do numeréw stron, na ktérych zostaty one sformu-
fowane.

2.2.13 (s. 55): Czy R-rozbieralno$¢ X do A, gdzie R € {Z,C}, implikuje
R-korozbieralno$¢ X z A dla dowolnej pary przestrzeni Aleksandrowa
(X,A)?

2.2.14 (s. 55): Niech X bedzie przestrzenia Aleksandrowa nie zawierajacq nie-
skoriczonych taricuchéw i nieskoriczonych palisad, zas A jej podzbiorem.
Czy X \J\ A wtedy i tylko wtedy, gdy A /" X?

2.3.13 (s. 74): Czy dla odwzorowan f,g: X — Y przestrzeni Aleksandrowa oraz
odwzorowan symplicjalnych ¢, : K — L komplekséw symplicjalnych za-
chodzi ktéras z ponizszych implikacji:

— jezeli¢p ~ ¢, to P(¢) ~ P(1);

— jezeli f ~ g, to K(f) < K(g);

— jezelip ~ ¢, to |p| =~ |¢]?
Co jesli zatozymy dodatkowo, ze X, Y nie zawierajq promieni (albo, ogol-
niej, nieskoriczonych taricuchéw) oraz K, L nie zawieraja promieni (albo nie-
skoniczonych symplekséw)?

2.3.22 (s. 80): Czy stwierdzenie 2.3.21 uogoélnia sie na kompleksy symplicjalne
bez nieskoriczonych symplekséw i przestrzenie Aleksandrowa bez nieskon-
czonych faricuchéw, badZ na dowolne kompleksy symplicjalne i przestrze-
nie Aleksandrowa?

3.3.9 (s. 104): Niech P bedzie czeSciowym porzadkiem z gradacja oraz zadanym
skojarzeniem Morse’a M’ takim, ze zbiér Ry (P) jest nieskoriczony. Przy
jakich zatozeniach o P oraz M’ mozliwe jest uzyskanie na P skojarzenia
Morse’a M bez promieni malejacych i o tej wiasnosci, ze

Cu(P) = Cur(P)U{ep: 1] € R (P) },
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gdzie c) € P\ Cpp(P), ¢y # cppy dla [r] # [r'] oraz rk(cp)) = rk(r) dla
wszystkich [r], [r'] € Ry?

3.6.14 (s. 124): Czy jesli L jest dowolna kratq z zerem i jedynka, bez mocnych
dopemien, to K (L) g #?

3.8.4 (s. 131): Scharakteryzowaé inne klasy skojarzeri Morse’a niz skojarzenia
Morse’a bez promieni malejacych za pomoca uogélnionych dyskretnych
funkcji Morse’a o odpowiednich kodziedzinach.

4.1.1 (s. 137): Niech X bedzie lokalnie zwartym ANR-em o homologiach skon-
czonego typu, za$ f: X — X wilasciwym odwzorowaniem. Czy jesli

A(f) # 0, to Fix(f) UFixEnd(f) # @?

Ogodlniej, czy jesli X jest lokalnie zwartym ANR-em, natomiast f: X — X
jest wlasciwym, dopuszczalnym odwzorowaniem oraz A(f) # 0, to

Fix(f) UFIixEnd(f) # @?

4.1.7 (s. 140): Niech X bedzie spéjnym, lokalnie zwartym, metrycznym ANR-em,
za$ f: X — X niech bedzie wlasciwym, dopuszczalnym odwzorowaniem.
Czy jesli FixEnd(f) = @, to A(f) = Ind(f)?

4.1.14 (s. 143): Czy kazdy Sciagalny, lokalnie zwarty, metryczny ANR ma wta-
snos¢ punktu lub korica statego?

5.1.3 (s. 172): Zal6ézmy, ze K jest kompleksem symplicjalnym bez promieni,
za$ f: |K| — |K] jest ciagtym, dopuszczalnym odwzorowaniem. Czy jesli
A(f) # 0, to Fix(f) # @? Cojezeli zalozymy dodatkowo, Ze f jest realizacja
geometryczna odwzorowania symplicjalnego K — K?

5.1.4 (s. 173): Czy jezeli K jest acyklicznym kompleksem symplicjalnym bez pro-
mieni, to |K| € FPP lub K ma wtasnos¢ sympleksu statego?

5.2.5 (s. 184): Niech P bedzie lokalnie skoriczonym czeSciowym porzadkiem
z zadanym dzialaniem skoriczonej grupy I'. Czy jesli porzadek P jest
C-korozbieralny, to C-korozbieralny jest rowniez zbiér punktéw statych
PT dziatania I na P?

5.2.8 (s. 188): Czy jezeli P jest czeSciowym porzadkiem takim, ze * " P, za$
f: P — Pjest zachowujacym porzadek odwzorowaniem o tej wlasnosci, ze
Fix(f) # @, to x /. Fix(f)? Co jesli o zbiorze czeSciowo uporzadkowa-
nym P zatozymy dodatkowo, Ze jest faricuchowo zupelny lub nie zawiera
nieskoniczonych taficuchéw?

5.2.9 (s. 189): Czy pojecie connected collapsibility mozna przenie$¢ na porzadki bez
promieni i udowodnié, ze zbiér punktéw statych zachowujacego porza-
dek odwzorowania okreslonego na connectedly collapsible porzadku bez pro-
mieni jest spojny?
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5.2.24 (s. 193): Czy sa prawdziwe odpowiedniki twierdzeni Segeva 5.2.16, 5.2.15,
stwierdzenia 5.2.20 i wniosku 5.2.21 dla komplekséw symplicjalnych bez
promieni i czeéciowych porzadkéw bez promieni?

5.2.25 (s. 193): Niech P bedzie czeSciowym porzadkiem bez promieni, za$
f: P — P zachowujacym porzadek odwzorowaniem. Czy x(Fix(f)) = 1,
o ile kompleks KC(P) jest zgniatalny (Sciagalny, acykliczny)?
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Spis oznaczen

IN zbiér liczb naturalnych, 1

Z zbidr liczb catkowitych, 1

Q zbi6r liczb wymiernych, 1

R zbidr liczb rzeczywistych, 1

D" n-wymiarowy, domkniety dysk jednostkowy, 2

I domkniety odcinek jednostkowy, 2

s" n-wymiarowa sfera jednostkowa, 2

A" n-wymiarowy, standardowy sympleks domkniety, 14

idx morfizm tozsamosciowy obiektu X, 1

it X =Y funkgjai: X — Y jest wlozeniem, 1

i ’ ograniczenie funkcji f do podzbioru A jej dziedziny, 1

|A| moc zbioru A, 1

[x]~ klasa abstrakcji elementu x wzgledem relacji réwnowaznosci ~, 1
A~ zbiér ilorazowy zbioru A wzgledem relacji réwnowaznosci ~ na A, 1
dim(V) wymiar przestrzeni wektorowej V, 2

w najmniejsza nieskoriczona liczba porzadkowa, 1

®Dicr Vi suma prosta rodziny przestrzeni wektorowych {V;}ic;, 2

A=B struktury algebraiczne A, B sa izomorficzne, 2

X=~Y przestrzenie topologiczne X, Y sa homeomorficzne, 7

(X,A)~(Y,B) pary przestrzeni topologicznych (X, A), (Y, B) sa homotopijnie réwno-

wazne, 9
f~grelA odwzorowania f, ¢ sa homotopijne wzgledem zbioru A, 9

p . . .. ) ;-
f>~g wladciwe odwzorowania f, ¢ sa homotopijne w sposéb wiasciwy, 21

Xuy koprodukt obiektéow X, Y, 2
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icr Xi koprodukt rodziny obiektow {X;}icj, 2

[Tic; X produkt rodziny obiektéw {X;}ic, 2

A, Ax domkniecie zbioru A (w przestrzeni topologicznej X), 7

IntA, Intx A  wnetrze zbioru A (w przestrzeni topologicznej X), 7

C(X,Y) przestrzen ciagtych przeksztalcenn X w Y z topologia zwarto-otwarta, 9

X zawieszenie przestrzeni topologicznej X, 10

X uzwarcenie jednopunktowe Aleksandrowa lokalnie zwartej przestrzeni
Hausdorffa X, 9

Aut(X) grupa automorfizméw obiektu X, 35

I'x orbita punktu x wzgledem dziatania grupy I', 35

X/r zbi6r orbit wzgledem dziatania grupy I' na zbiorze X, 35

KT pelny podkompleks kompleksu symplicjalnego K rozpiety na zbiorze
wierzchotkéw statych dopuszczalnego, symplicjalnego dziatania grupy
I'na K, 35

Bi(X) i-ta liczba Bettiego przestrzeni topologicznej X, 10

H, funktor homologii singularnych lub symplicjalnych, zazwyczaj o wspot-
czynnikach wymiernych lub catkowitoliczbowych, 10

HY funktor lokalnie skoficzonych homologii, 28

HY funktor homologii w nieskoriczonosci, 28

Tty funktor n-tej grupy homotopii, 10

Ki,y pelny podkompleks kompleksu symplicjalnego K rozpiety na zbiorze
wierzchotkéw W, 13

K—-A pelny podkompleks kompleksu symplicjalnego K indukowany na dopet-
nieniu podzbioru A zbioru wierzchotkéw tego kompleksu, 13

D-A podgraf grafu skierowanego D indukowany na dopetnieniu podzbioru
A zbioru wierzchotkéw tego grafu, 3

kg (o) ztacze sympleksu o w kompleksie symplicjalnym K, 13

stx (o) gwiazda sympleksu o w kompleksie symplicjalnym K, 13

KUL suma komplekséw symplicjalnych K oraz L, 13

KNL cze$¢ wspolna komplekséw symplicjalnych K oraz L, 13

K|, |¢| realizacja geometryczna kompleksu symplicjalnego K i odwzorowania
symplicjalnego ¢, 14

(0) sympleks otwarty, 15

o] sympleks domkniety, 14

X szkielet n-wymiarowy CW kompleksu X, 12
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dim(X)
dim(0)
ker(G)
ord(G)
Fix(f)
FixEnd (f)

K € FSEP
X ¢ FPP

X ¢ FPEP

p>=q
p=q
p~q
pip
pTp
pip
pte
max(A)

min(A)

sup(A)
inf(A)
pVa

wymiar CW kompleksu (lub kompleksu symplicjalnego) X, 12, 13
wymiar sympleksu o, 13

jadro grafu prostego bez promieni G, 58

rzad grafu prostego bez promieni G, 57

zbiér punktéw statych funkgji f, 29

zbiér koncéw statych ciaglego (lub zachowujacego porzadek), wiasci-
wego odwzorowania f, 137, 151

indeks punktéw statych odwzorowania f, 33

liczba Lefschetza odwzorowania f, 30

uogolniona liczba Lefschetza odwzorowania f, 30
uogolnione jadro homomorfizmu liniowego f, 30

$lad homomorfizmu liniowego f, 30

uogolniony slad homomorfizmu liniowego f, 30

kompleks symplicjalny K ma wlasnos$¢ sympleksu statego, 34

lokalnie skorficzony kompleks symplicjalny K ma wiasno$¢ sympleksu
lub korica statego, 151

przestrzeri topologiczna (lub czeSciowy porzadek) X ma wilasnosé
punktu statego, 29, 33

przestrzeri topologiczna (lub czeSciowy porzadek) X ma wilasnosé
punktu lub korica statego, 142, 151

element p jest pokryciem gérnym elementu g, 5

element p jest pokryciem gérnym elementu g lub jest mu réwny, 5
elementy p, g czedciowego porzadku sa poréwnywalne, 3

zbiér elementéw czeSciowego porzadku P mniejszych lub réwnych p, 5
zbiér elementéw czeSciowego porzadku P wiekszych lub réwnych p, 5
zbior elementéw czeSciowego porzadku P mniejszych od p, 5

zbior elementéw czeSciowego porzadku P wiekszych od p, 5

zbiér elementéw maksymalnych w A, albo element najwiekszy w tym
zbiorze, 4

zbiér elementéw minimalnych w A, albo element najmniejszy w tym
zbiorze, 4

kres gérny zbioru A, 4
kres dolny zbioru A, 4

kres gorny zbioru dwuelementowego {p,q}, 4



216 SPIS OZNACZEN

pAq kres dolny zbioru dwuelementowego {p,q}, 4

1;,0; najwiekszy i najmniejszy element kraty L, 6

P®Q suma leksykograficzna czeSciowych porzadkéw P, Q, 5

AB(f) retrakcja Abiana-Browna stowarzyszona z zachowujacym porzadek od-
wzorowaniem f, 34

dp(p,q) odlegtos¢ miedzy elementami p, g czeéciowego porzadku P, 152

dp(p, A) odlegtos¢ punktu p od zbioru A w czeSciowym porzadku P, 152

Bp(p,n) domknieta kula o §rodku p i promieniu n w zbiorze czeSciowo uporzad-
kowanym P, 153

Bp(A,n) domknieta otoczka zbioru A o promieniu n w zbiorze czeéciowo upo-
rzadkowanym P, 153

rk(p) ranga elementu p cze$ciowego porzadku, 5

rk(r) ranga promienia malejacego r, 98

7] klasa abstrakgcji promienia malejacego r, 97

cM(p) zbioér elementéw czeSciowego porzadku P krytycznych ze wzgledu na
skojarzenie Morse’a M, 98

cM(p) zbiér elementéw rangi n czeSciowego porzadku P krytycznych ze
wzgledu na skojarzenie Morse’a M, 99

RM(P) rodzina klas réwnowaznosci promieni malejacych w grafie #(P), 98

RM(P) rodzina klas réwnowaznosci promieni malejacych rangi n w grafie
Hm(P), 99

™ (c,c") suma wag $ciezek miedzy wierzchotkami c, ¢’ grafu Vy(C), 91

E funktor zbioru koncéw przestrzeni topologicznej (lub czeSciowego po-
rzadku), 22, 151

F funktor uzwarcenia Freudenthala, 23

K funktor kompleksu symplicjalnego stowarzyszonego z czeSciowym po-
rzadkiem, 15

(@) funktor quasi-porzadku specjalizacji, 42

P funktor uporzadkowanego zbioru $cian, 15

X funktor przestrzeni topologicznej Aleksandrowa stowarzyszonej
z quasi-porzadkiem, 42

G(P) graf poréwnywalnosci czeSciowego porzadku P, 6

H(P) diagram Hassego czeSciowego porzadku P, 5

Hm(P) graf skierowany powstaty z 11 (P) przez zmiane orientacji krawedzi na-

lezacych do zbioru M, 94
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V(C)
Vum(C)
XY

XN\ Y
X N\ *
XN\Y
XY
X
XN\ A

KN\ L
XA\ A

XN\ *
KN\ *
A AAX

L 2K
A 2T X

x SNK
¢y
o~y
LCX(X)

LCy (x)

Oﬁ(f¢)og¢<¢
O™ (5¢) yegep

5(S¢)¢<ﬁ

graf skierowany stowarzyszony z wolnym kompleksem taficuchowym
zbaza C, 91

graf skierowany powstaty z V(C) przez zmiane orientacji krawedzi na-
lezacych do skojarzenia M, 91

podkompleks Y powstaje z regularnego CW kompleksu X przez elemen-
tarne zgniecenie , 20

regularny CW kompleks X jest zgniatalny do podkompleksu Y, 20
regularny CW kompleks X jest zgniatalny (do punktu), 20

regularne CW kompleksy X, Y maja ten sam prosty typ homotopijny, 21
regularny CW kompleks X jest co-zgniatalny do podkompleksu Y, 114
regularny CW kompleks X jest co-zgniatalny (do punktu), 114

zbidr czeSciowo uporzadkowany X jest C-rozbieralny do podzbioru A,
49

kompleks symplicjalny K jest Cx-rozbieralny do podkompleksu L, 68

zbioér czeSciowo uporzadkowany X jest C-rozbieralny do podzbioru
A w sposéb ekwiwariantny, 49

zbiér czedciowo uporzadkowany X jest C-rozbieralny (do punktu), 49
kompleks symplicjalny K jest C-rozbieralny (do punktu), 69

zbidr czedciowo uporzadkowany X jest C-korozbieralny z podzbioru A,
52

kompleks symplicjalny K jest Cx-korozbieralny z podkompleksu L, 68

zbiér czesciowo uporzadkowany X jest C-korozbieralny z podzbioru
A w sposéb ekwiwariantny, 53

zbior czeSciowo uporzadkowany X jest C-korozbieralny (z punktu), 52
kompleks symplicjalny K jest Cx-korozbieralny (z punktu), 69

odwzorowania symplicjalne ¢, ¢ sa rOwnowazne w sensie relacji rowno-
wazno$ci generowanej przez relacje co-sasiedztwa, 73

odwzorowania symplicjalne ¢,  leza w tej samej klasie sasiedztwa, 67

struktura lokalnego rdzenia wokét elementu x zbioru czeSciowo upo-
rzadkowanego X, 59

struktura lokalnego rdzenia wokét wierzchotka x kompleksu symplicjal-
nego K, 74

nieskoriczone zlozenie ciagu funkdji (fp: Xp — Xp + 1), o<t 48

nieskoriczone ztozenie wstecz ciagu retrakdji (s¢: Xg41 — Xo) p<pep OO

funkcja skoku zwiazana z ciagiem retrakdji (s¢: Xg41 — Xo) p<p’ 56
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By klasa retrakcji nie przemieszczajacych punktéw dalej niz o k, 159

C klasa retrakgji por6wnywalnych, 49

Ch klasa retrakgji sasiednich, 68

D klasa retrakcji w dot, 49

A klasa retrakcji usuwajacych punkt nieredukowalny, 48

Ia klasa retrakcji usuwajacych wierzchotek zdominowany, 69

U klasa retrakcji w gore, 49

R1 klasa retrakgji usuwajacych co najwyzej jeden punkt, 158



co-sasiedztwo, 73
co-zgniatalnos¢, 114

ANR, 8
potulny w nieskoriczonoéci, 146
Sciagalny w sposéb wiasciwy, 22
antytancuch, 4
APR, 147

B-éciezka, 174

charakterystyka Eulera, 10
ciag
nieskoniczenie skiadalny, 48
‘R-korozbierajacy
czeSciowy porzadek z jego
podzbioru, 52
kompleks symplicjalny z jego
podkompleksu, 68
‘R-rozbierajacy
czeSciowy porzadek do jego
podzbioru, 48
kompleks symplicjalny do jego
podkompleksu, 68
wyczerpujacy przestrzen
topologiczna, 8
continuum, 7
Peano, 7
uogolnione, 7
uogolnione Peano, 8
CW kompleks, 11
h-regularny, 105
regularny, 11
lokalnie skoriczony, 11
co-zgniatalny, 114

Spis terminow

zgniatalny, 20

cykl w grafie, 3
czeSciowy porzadek, 3

bez promieni, 6
connectedly collapsible, 185
dobry, 5
dobrze ufundowany, 5
dopuszczalny, 105
dualny, 3
h-regularny, 105
komoérkowy, 113
korozbieralny, 52
liniowy, Poréwnaj faticuch
lokalnie rdzen, 59
lokalnie rozbieralny, 64
lokalnie skoriczony, 6
faricuchowo zupeiny, 4
ma wlasnos¢
punktu lub korica statego, 151
punktu statego, 33
o skoriczonych ideatach gtéwnych, 5
rozbieralny, 48
skoniczonej wysokosci, 5
specjalizacji, 42
spojny, 6
s-Sciagalny, 65
stowarzyszony z
kompleksem symplicjalnym, 15
Ty przestrzenia topologiczna, 42
z gradacja, 5
zranga, 5

diagram Hassego, 5
dtugos¢ taricucha, 5
doklejanie, 12
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dopelnienie elementu kraty, 6
drzewo, 3
dyskretna funkcja Morse’a
na dobrze ufundowanym
czedciowym porzadku, 129
na regularnym CW kompleksie, 88
samoindeksujaca, 129
uogolniona, 130
wilasdciwa, 128
wladciwa w stabym sensie, 128
dziatanie grupy, 35
dopuszczalne, 35

element
krytyczny, Poréwnaj krytycznosc¢
maksymalny, 4
minimalny, 4
najmniejszy, 4
najwiekszy, 4
nieredukowalny, 46

funkcja, Poréwnaj odwzorowanie
dyskretna Morse’a, Poréwnaj
dyskretna funkcja Morse’a
Morse’a, 87
skoku, 56

graf
lokalnie skoriczony, 3
poréwnywalnosci, 6
prosty, 2
skierowany, 2
bez promieni malejacych, 95
powstaly przez zmiane orientacji
krawedzi, 94
spojny, 3
gwiazda sympleksu, 13
-
-homotopia, 36
-homotopijna réwnowaznos¢, 36
-odwzorowanie, 36
-para, 35
-przestrzen, 35

homologie, 10
Borela-Moore’a, 28
czedciowego porzadku, 16
lokalnie skoriczone, 26

Morse’a, 88

skoniczonego typu, 29

w nieskoriczonosci, 28
homomorfizm

dopuszczalny, 30

zachowujacy gradacje, 2
homotopia

dozwolona, 32

ekwiwariantna, 36

wzgledem zbioru, 9
homotopijna dominacja, 62
homotopijna réwnowaznos¢, 9

ekwiwariantna, 36

prosta, 21

staba, 10

wiasciwa, 21
H-przestrzen, 62

indeks
niezdegenerowanego punktu
krytycznego, 87
punktéw statych, 33

jadro
grafu bez promieni, 58
uogoblnione homomorfizmu, 30

klasa sasiedztwa, 67
ko-H-przestrzen, 63
komoérka CW kompleksu, 11

krytyczna, Poréwnaj krytycznosé
kompleks

lokalnie skoriczonych tarficuchéw, 26

faricuchowy wolny z baza, 91
kompleks symplicjalny, 13

bez promieni, 18

korozbieralny, 68

lokalnie rdzen, 74

lokalnie rozbieralny, 79

lokalnie skoriczony, 14

ma wlasnos¢

sympleksu lub konica statego, 151
sympleksu statego, 34
nie zawiera nieskoficzonego
sympleksu, 69
non-evasive, 21
rozbieralny, 68
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stowarzyszony z czeSciowym
porzadkiem, 15
koniec
czedciowego porzadku, 151
kompleksu symplicjalnego, 151
przestrzeni topologicznej, 22
staly odwzorowania
ciagtego, 137
symplicjalnego, 151
zachowujacego porzadek, 151
korozbieralno$¢
cze$ciowego porzadku, 52
kompleksu symplicjalnego, 68
korozwloknienie, 10
krata, 6
bez dopeltnieri, 6
bez mocnych dopetnieni, 7
Scieta, 6
z zerem i jedynka, 6
zupelna, 6
krawedz dopuszczalna, 105
kres gérny (dolny), 4
krotnos¢ trafienia, 177
krytycznos$é wzgledem
dyskretnej funkcji Morse’a
na CW kompleksie, 89
na czeSciowym porzadku, 129
funkgcji gtadkiej, 86
skojarzenia Morse’a
na czeSciowym porzadku, 95
na wolnym kompleksie
faricuchowym z baza, 91

liczba
Bettiego, 10
Lefschetza, 30
uogolniona, 30
taricuch, 4
dtugoscin, 5
nieskoniczony zstepujacy, 5

multipromieni, 98

nieskonczone zlozenie, 48
wstecz, 56

obwodnica, 97
odcinek poczatkowy, 5

odlegltos¢ w czeSciowym porzadku, 152
odwzorowanie
charakterystyczne komérki CW
kompleksu, 11
dopuszczalne, 32
dozwolone, 32
ekwiwariantne, 36
komorkowe, 12
skoku, 56
symplicjalne, 13
oco-sasiednie, 73
sasiednie, 67
wlasciwe, 151
wlasciwe, 8
zachowujace porzadek, 4
wlasciwe, 151
zwarte, 7
orbita, 35

palisada, 55
podgraf, 3
indukowany, 3
podkompleks
CW kompleksu, 11
kompleksu symplicjalnego, 13
peiny, 13
wolnego kompleksu taficuchowego
z baza, 111
podzbiér
cze$ciowo uporzadkowany, 4
konicowy, 7
koograniczony, 7
nieograniczony, 7
ograniczony, 7
poczatkowy, 7
podziat barycentryczny, 16
pokrycie goérne (dolne), 5
poréwnywalnosé, 3
promieny
malejacy, 95
n-promien, 98
réwnowazny innemu
promieniowi, 97
rosnacy, 95
w czedciowym porzadku, 6
w przestrzeni topologicznej, 9
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przeksztalcenie, Poréwnaj
odwzorowanie
przestrzen topologiczna
Aleksandrowa, 39
stowarzyszona z
quasi-porzadkiem, 42
bez promieni, 9
ciagltych odwzorowan, 9
dziedzicznie zwarta, 44
lokalnie tukowo spéjna, 7
lokalnie zwarta, 7
tukowo spdjna, 7
ma kotnierzyk do wewnatrz, 25
ma kotnierzyk na zewnatrz, 24
ma wilasnos¢
punktu lub korica statego, 142
punktu statego, 29
oswojona do wewnatrz, 25
oswojona na zewnatrz, 24
potulna w nieskoriczonosci, 146
o-zwarta, 7
Sciagalna w sposob wlasciwy, 22
zwarta, 7
przestrzen wektorowa z gradacja, 2
skoriczonego typu, 29
punkt
krytyczny, Poréwnaj krytycznosé
nieredukowalny, 46
ostatecznie periodyczny, 154
periodyczny, 154
staty
dziatania grupy, 35
odwzorowania, 29

quasi-porzadek, 3
dualny, 3
specjalizacji, 42
stowarzyszony z przestrzenia
topologiczna, 42

ranga
elementu czedciowego porzadku, 5
promienia malejacego, 98
rdzerd
(czeSciowy porzadek)
lokalnie rdzen, 59
R-rdzen, 48
(kompleks symplicjalny)

lokalnie rdzen, 74
R-rdzeni, 68
skoniczonej przestrzeni
topologicznej, 46
realizacja geometryczna, 14
relacja
co-sasiedztwa, 73
cze$ciowego porzadku, 3
poréwnywalnosci, 3
quasi-porzadku, 3
sasiedztwa, 67
retrakgja, 2
Abiana-Browna, 34
mocna deformacyjna, 10
ekwiwariantna, 36
poréwnywalna, 49
‘R-retrakcja, 48
sasiednia, 68
usuwajaca
punkt nieredukowalny, 47
wierzchotek zdominowany, 69
w doét, 49
w gore, 49
rodzina reprezentujaca, 99
wspaniata, 99
rozbieralno$¢
cze$ciowego porzadku, 48
kompleksu symplicjalnego, 68
rozmaito$¢é homologiczna, 113
rozszerzenie liniowe, 4
rownowaznosé
homotopijna, Poréwnaj homotopijna
rownowaznosé
promieni malejacych, 97
rzad grafu bez promieni, 57

sasiedztwo, 67
co-sasiedztwo, 73

sktadowa tukowej spdjnosci, 7

sktadowa spéjnosci
czeSciowego porzadku, 6
grafu, 3

skojarzenie, 3

skojarzenie Morse’a
bez promieni malejacych, 95
dopuszczalne, 105
homologicznie dopuszczalne, 113
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indukowane przez dyskretna
funkcje Morse’a
na CW kompleksie, 90
na cze$ciowym porzadku, 129
uogolniona, 130
na czeSciowym porzadku, 95
na regularnym CW kompleksie, 95
na wolnym kompleksie
faricuchowym z baza, 91
s-Sciagalnos¢, 65
struktura komorkowa, 11
suma leksykograficzna, 5
sympleks
dolny, 174
domkniety, 14
standardowy, 14
gorny, 174
otwarty, 15
standardowy, 15
singularny, 26
staty, 34
szkielet n-wymiarowy, 11

$ciana
komoérki CW kompleksu, 11
kompleksu symplicjalnego, 13
sympleksu, 13
Sciagalnos¢ w spos6b wiasciwy, 22
Sciezka w grafie, 2
nieskonczona, 2
prosta, 3
$lad uogo6lniony homomorfizmu, 30
Swiadek co-sasiedztwa, 73

topologia zwarto-otwarta, 9
trafienie, 177
triangulacja, 15
typ homotopijny
ekwiwariantny, 36
mocny, 72
prosty, 21
wiasciwy, 21

uzwarcenie, 9
Aleksandrowa (jednopunktowe), 9
Freudenthala, 23
izomorfizm uzwarcen, 9
Z-uzwarcenie, 25

waga Sciezki prostej, 91
warunek lustrzany, 158
wielodcian, 15
wierzchotek zdominowany, 69
wlasnos¢
punktu lub korica statego
cze$ciowego porzadku, 151
przestrzeni topologicznej, 142
punktu statego
cze$ciowego porzadku, 33
przestrzeni topologicznej, 29
sympleksu lub kornca statego, 151
sympleksu statego, 34
wspaniata rodzina reprezentujaca, 99
wymiar
CW kompleksu, 12
kompleksu symplicjalnego, 13
sympleksu, 13

zawieszenie, 10
zbior
czeSciowo uporzadkowany,
Poréwnaj czedciowy porzadek
konicow
cze$ciowego porzadku, 151
kompleksu symplicjalnego, 151
przestrzeni topologicznej, 22
konicoéw statych odwzorowania
ciagtego, 137
zachowujacego porzadek, 151
krawedzi grafu, 2
liniowo uporzadkowany, Pordwnaj
faricuch
przestawiajacy korice
w czeéciowym porzadku, 151
w przestrzeni topologicznej, 138
punktéw statych
dziatania grupy, 35
odwzorowania, 29
quasi-uporzadkowany, Poréwnaj
quasi-porzadek
symplekséw kompleksu
symplicjalnego, 13
wierzchotkéw
grafu, 2
kompleksu symplicjalnego, 13
zgniecenie, 20
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oo-zgniecenie, 114 Z-uzwarcenie, 25
ztacze sympleksu, 13
ztozenie nieskoniczone, Poréwnaj
nieskonczone ztozenie
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