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Wstep

W ksiazce [18] (zobacz réwniez [17]) de Haan opisuje nastepujacy problem z lat 50.
ubiegtego wieku : Duzy obszar Holandii (okoto 40% powierzchni) znajduje sie ponizej
poziomu morza i jest chroniony przed powodzia przy pomocy watéw umieszczonych
wzdluz wybrzeza. Majac na uwadze bezpieczeristwo oraz koszty zwiazane z budowa
i utrzymaniem watéw, rzad Holandii zadecydowal, ze wysokos¢ watéw powinna by¢
taka, aby prawdopodobienistwo powodzi w danym roku wynosifo 0,0001. Postawione
zadanie to wyznaczenie wysokosci watu. Dysponujemy wynikami z ponad 100 lat ob-
serwacji, ponadto wysokosci fal tworza w przyblizeniu ciag niezaleznych obserwacji.

Powyzsze, bardzo wazne zagadnienie stanowilo mocny impuls do rozwoju teorii
wartosci ekstremalnych w Holandii na przestrzeni XX wieku. Inne, aktualne i wazne
przyklady zastosowan tej teorii, w hydrologii, ubezpieczeniach czy finasach, mozna zna-
lez¢ np. w [19] lub [61].

Teoria wartosci ekstremalnych dla ciagéw zmiennych losowych opisuje asympto-
tyczne wiasnosci rozktadu maksimum

M, := max X,
1<j<n
gdy n — oo, gdzie {X, } ez jest obserwowanym procesem. Teoria ta, zapoczatkowana
w latach 20. ubieglego stulecia przez Frécheta [25], Fishera i Tipetta [24], w klasycznej
wersji koncentrowata sie na asymptotyce maksiméw ciagu {X,} niezaleznych zmien-
nych losowych o jednakowym rozkladzie. Dla takich ciagéw Fisher, Tipett [24] i Gnie-
denko [30] scharakteryzowali klase rozktadéw ekstremalnych, tj. stabych granic ciagéw od-
powiednio scentrowanych i unormowanych maksiméw czesciowych. Wykazali, ze jesli
P(Mna_hqu) — H(x) gdy n— o
n

w punktach ciaglosci niezdegenerowanej dystrybuanty H (dla a, > 0, b, € R), to H
ma jeden z trzech typéw ekstremalnych (patrz Twierdzenie 1.3). Twierdzenie o typach
ekstremalnych stanowi gléwny rezultat klasycznej teorii wartosci ekstremalnych.

Nietrudno jednak o przyklady sytuacji, gdy obserwowany proces wykazuje istotne
zaleznosci. Dlatego poczawszy od lat 50. XX wieku rozwijana jest odpowiednia teoria
dla ciagéw zaleznych zmiennych losowych. Watson [74], Berman [5,6] i Loynes [51] daja



poczatek teorii wartosci ekstremalnych dla ciagow stacjonarnych, czyli ciagow { X, }nez,
ktérych rozklady skoriczenie wymiarowe sa niezmiennicze ze wzgledu na translacje:

D
{Xn+j}n€A = {Xn}ne./l

dla kazdego skonczonego zbioru A C Z i wszystkich j € Z. Szczegdlnie interesujace sa
dla nas rezultaty opisujace lokalne zaleznosci rozwazanych proceséw w jezyku dystrybu-
anty pozornej (O’Brien, 1987) oraz indeksu ekstremalnego (Leadbetter, 1983). Oba te pojecia
zostaly gruntownie przestudiowane w latach 80. i 90. w kontekscie ciagéw stacjonar-
nych [37,46,47,56]. W szczegdlnosci prowadzono intensywne prace [23,33,44,64,65,69,75]
nad estymacja indeksu ekstremalnego 6 € (0, 1] w oparciu o wzér O’Briena [56]:

0 = lim P (max{Xy, Xp,..., X, } < v, | X1 > vy),

n—o00

ktory dla ciagéow m-zaleznych przybiera postac:

6 = lim P (max{Xa, Xo, ..., Xut+1} < vn| X1 > vp). (1)

n—00

Niniejsza rozprawa po$wiecona jest badaniom wartosci ekstremalnych stacjonarych
pol losowych oraz stacjonarych ciagéw wektoréw losowych.

Praca zorganizowana jest w spos6b nastepujacy. W rozdziale 1 przedstawiamy znane
wyniki z teorii wartoéci ekstremalnych dla stabo zaleznych stacjonarnych ciagéw zmien-
nych losowych. Rozdzialy 2 i 3 zawierajq rozwazania i oryginalne rezultaty dotyczace
asymptotyki ekstremoéw po6l losowych. W rozdziale 2 badamy maksima stabo zaleznego
stacjonarnego pola losowego z czasem dyskretnym, natomiast rozdziat 3 poswiecamy
asymptotyce supremum pola gaussowskiego z czasem ciaglym. W ostatnim rozdziale 4
dowodzimy twierdzen granicznych dla maksiméw stabo zaleznych ciagéw wektorow
losowych.

W opublikowanej w 1997 roku pracy [50] Leadbetter i Rootzén pokazuja, ze klasa
rozktadéw ekstremalnych dla p6l pokrywa sie z klasa rozktadéw ekstremalnych otrzy-
mana wczeéniej dla ciagéw zmiennych niezaleznych o jednakowym rozkltadzie. Mimo, iz
ogo6lna postac stabej granicy ciagu odpowiednio scentrowanych i unormowanych maksi-
moéw czesciowych jest znana, sam wyboér ciagéw normujacego i centrujacego bywa trud-
nym zadaniem. Czesto wybor ten jest SciSle zwiazany ze struktura lokalnych zalezno$ci
rozwazanego procesu, do opisu ktérej wykorzystuje sie indeks ekstremalny i dystrybu-
ante pozorna.

Jak dotad tematyka indeksu ekstremalnego dla pél losowych podejmowana byta je-
dynie przez nielicznych autoréw [3,12,22,73]. Co wiecej, wedtug posiadanej przez nas
wiedzy, nikt nie prowadzit badan nad dystrybuanta pozorna pola. Wyniki przedsta-
wione w rozdziale 2 rozprawy czeSciowo wypelniaja te istotna luke. W pelni opisuja
asymptotyke maksimum pola losowego spetniajacego pewne lokalne warunki mieszania
(w szczeg6lnosci pola m-zaleznego) — podobnie jak rezultaty Chernicka, Hsinga i McCor-
micka [11] w przypadku ciagow.

W rozdziale 2 rozwazamy stabo zalezne, stacjonarne pole { Xy } 74, gdzie d € IN jest
dowolne. Badamy asymptotyke maksiméw

My := max{Xy : 1< k < n (po wspétrzednych)}



gdy n — (oo,...,00). Stosujac podejécie zaproponowane przez O’Briena [56], a konty-
nuowane m.in. przez Jakubowskiego [37], wskazujemy wzér na dystrybuante pozorna
pola {Xyn} (patrz: Twierdzenie 2.27 dla d = 2, Twierdzenie 2.57 dla dowolnego d > 1)
oraz podajemy warunki réwnowazne istnieniu dystrybuanty pozornej (Twierdzenie 2.33,
Twierdzenie 2.59). W dowodzie gltéwnych rezultatow przedstawionych w rozdziale 2
kluczowa role odgrywa nieréwnoé¢ typu Bonferroniego z artykutu Jakubowskiego i Ro-
siniskiego [39, Theorem 2.1]. Korzystajac z tej metody pokazujemy, ze dla p6l spelnia-
jacych wprowadzony przez nas lokalny warunek mieszania LD(") rozklad graniczny
maksiméw moze byé otrzymany z rozkladu tacznego r? zmiennych (Twierdzenie 2.34,
Twierdzenie 2.60). Znajdujemy wzér na indeks ekstremalny pola spetniajacego warunek
LD") (Twierdzenie 2.43, Twierdzenie 2.63), ktéry dla 2-wymiarowego pola n-zaleznego
przyjmuje postac:

P (M(mﬂ,mﬂ) > vn) _p (M(m,mﬂ) > vn) P (M(mﬂlm) > vn) +P (M(m,m) > vn)
6= m, P (X1 > 0n)

i stanowi odpowiednik wzoru (1) dla p6l. Proponujemy takze dalsze uogélnienia otrzy-
manej formuly (Twierdzenie 2.46, Twierdzenie 2.64). Ponadto odpowiadamy na pytanie
o warunki réwnowazne istnieniu indeksu ekstremalnego pola (Twierdzenie 2.40, Twier-
dzenie 2.62).

W latach 60. Cramér [14] zainicjowal badania ekstreméw procesu gaussowskiego
z czasem ciaglym. Rozdziat 3 stanowi kontynuacje rozwazarn Leadbettera, Lindgrena
i Rootzéna [47, Theorem 12.3.4], Arendarczyka i Debickiego [2, Lemma 4.3] oraz Tana
i Hashorvy [72, Lemma 3.3] na temat stacjonarnych proceséw gaussowskich. Badamy
scentrowane stacjonarne pole gaussowskie {X(t) : t = (t,t2,...,t;) € R%},d € N,
o funkgji kowariangji r(t) := Cov(X(t), X(0)) spelniajacej warunki:

r(t) =1— 1| — || — .= [tg|™ +o(|t1|" + |22 + ... + |t4]*) gdy t—0,

gdzie wy, ..., a4 € (0,2], oraz

r(t)ln\/t§+t§+...+tg —ref0,00) gdy t— co.
Dla pewnych funkgji mq, my, ..., my : R — (0,00) o wlasnosci

-1
my(u)mp(u) - - -my(u) =P ( sup X(t) > u) (14+0(1)),

te[0,1)4

dla dowolnego x € (0, 00)?

oraz d-wymiarowych kostek postaci
PX(u) := [0, x1m1(u)] x [0, xama(u)] x ... x [0, xgmq(u)],

otrzymujemy nastepujacy wynik:

P (sup X(t) < u) —E <exp <—x1x2...xd exp (_r + \/7)/\/))) gdy u — oo,
tePx 2y T

gdzie vy € (0, %) jest stala wyznaczona przez funkcje my, my, ..., myjako

~ lim In (max{mq(u),my(u),..., mg(u)})
U u2

7



a W jest zmienna o standardowym rozktadzie normalnym N (0, 1) (patrz Twierdzenie 3.8
dla d = 2 oraz Twierdzenie 3.20 dla dowolnego d € IN). Wnioskujemy, ze zachodzi ana-
logiczne twierdzenie opisujace asymptotyke supremum pola {X(t)} po zbiorze mierzal-
nym w sensie Jordana (Twierdzenie 3.12). Jako zastosowanie otrzymanych rezultatéw
podajemy twierdzenie opisujace asymptotyczne zachowanie supremum pola gaussow-
skiego po losowym zbiorze (Twierdzenie 3.18) i wyciagamy wnioski dotyczace indeksu
ekstremalnego zdyskretyzowanego pola losowego wyznaczonego przez {X(t)} (Twier-
dzenie 3.19).

Rozdzial 4 zawiera rezultaty dotyczace asymptotyki maksiméw czesciowych ciagu
wektoréw losowych. Rozwazamy stabo zalezny, stacjonarny ciag

(3= (110030

gdzie wymiar w € N jest dowolny, i okreslamy maksima

M, = (max XO), max X(Z),..., max X(w)> .

1j<n 1T 1gj<n 1<j<n
Wprowadzamy pojecie wielowymiarowej dystrybuanty pozornej. Dowodzimy twierdzen
o postaci (Twierdzenie 4.27) i istnieniu (Twierdzenie 4.28) dystrybuanty pozornej ciagu
{Xj:}. Ponadto pokazujemy jak wykorzysta¢ nieréwnos¢ typu Bonferroniego do badania
maksiméw ciagéw spelniajacych pewne lokalne warunki mieszania (Twierdzenie 4.32),
podobnie jak czynimy to w przypadku pdl losowych. W szczegdlnosci otrzymujemy re-
zultaty na temat wielowymiarowego indeksu ekstremalnego (Twierdzenie 4.36), ktére
nastepnie poréwnujemy ze znanymi metodami wyznaczania indeksu wielowymiaro-
wego.

Rozdziat 2 niniejszej rozprawy opiera sie na pracy [40] przygotowanej wspdlnie z pro-
motorem A. Jakubowskim. Rezultaty z rozdziatu 3 stanowia uogolnienie wynikéw z ar-
tykutu napisanego przez autorke we wspétpracy z K. Debickim i E. Hashorva [15].

Autorka dziekuje prof. dr. hab. Adamowi Jakubowskiemu za kierowanie jej praca
naukowa, po$wiecony czas i udzielone rady w zwiazku z powstawaniem tej rozprawy.
Ponadto dziekuje prof. dr. hab. Krzysztofowi Debickiemu za opieke naukowa podczas
stazu na Uniwersytecie Wroctawskim.



Teoria wartosci ekstremalnych dla ciagéow

1.1. Klasyczna teoria dla ciagéw niezaleznych zmiennych
o jednakowym rozkladzie

Niech {X,},cz bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozkltadzie wyznaczonym przez dystrybuante F. Klasyczna teoria wartosci ekstremal-
nych koncentruje sie¢ wokét opisu asymptotycznego zachowania (gdy n — o) czescio-
wych maksiméw M, := max{Xj : 1 <j < n}. Fischer, Tippet i Gniedenko [24, 30] do-
konali charakteryzacji klasy typowych granic dla odpowiednio scentrowanych i unor-
mowanych maksiméw M,,. Dowiedzione przez nich twierdzenie o typach ekstremalnych
(Twierdzenie 1.3) stanowi gléwny rezultat klasycznej teorii wartosci ekstremalnych.

Zal6zmy, ze istnieja ciagi {a, }nen liczb dodatnich oraz {b,, },en liczb rzeczywistych
takie, ze ciag {(M, — by)/a, }nen posiada niezdegenerowana granice wedtug rozktadu
wyznaczona przez dystrybuante H, czyli

P(M"a_b” <x> = F(ay,x+b,)" — H(x) gdy n— o0 (1.1)

dla wszystkich punktéw x € R, w ktérych H jest ciagla. Rozklad, ktéry otrzymujemy
jako granice w (1.1) nazywany jest rozktadem ekstremalnym. Jezeli warunek (1.1) zachodzi,
to mowimy, ze rozklad F lezy w obszarze przyciqgania rozktadu ekstremalnego H.

Fakt 1.1. Klasa rozkladéw ekstremalnych pokrywa sie z klasq rozktadéw max-stabilnych, czyli
takich, ktorych dystrybuanta H dla dowolnego n € IN spetnia warunek

H(A,x+B,)"=H(x), x€R,
dla pewnych ciggéw { Ap}nen C (0,00) i {By}nen C R.

O dystrybuantach G i H powiemy, ze sa fego samego typu, gdy G(x) = H(ax + b)
dla pewnych statych a > 0i b € RR. Korzystajac z twierdzenia Chinczyna o zbieznosci
do typoéw [31, Theorem 2.1, strona 428] dostajemy:

Fakt 1.2. Typ rozktadu ekstremalnego w (1.1) nie zalezy od wyboru ciggéw {ay } i {by }. Jesli wa-
runek (1.1) jest spetniony oraz ponadto dla innego centrowania {b), } neN i normowania {a), },eN



8 ROZDZIAL 1. TEORIA WARTOSCI EKSTREMALNYCH DLA CIAGC)W

mamy

_
P (W < x) — G(x), gdy n— oo, wpunktach x € R ciggtosci dystrybuanty G,

to G i H sq tego samego typu.

Przypomnijmy rezultat Fishera, Tippeta i Gniedenki [24, 30] charakteryzujacy klase
rozktadow ekstremalnych lub, réwnowaznie, rozkltadéw max-stabilnych.

Twierdzenie 1.3 (O typach ekstremalnych). Niech {X,} bedzie ciagiem niezaleznych zmien-
nych losowych o jednakowym rozktadzie. Jesli (1.1) zachodzi dla ciggéw {a}nen C (0,00)
i {by}nen C R oraz dla pewnej niezdegenerowanej dystrybuanty H, to H jest tego samego
typu co jeden ponizszych rozktadow:

1. rozktad Gumbela (typ 1) o dystrybuancie

Gi(x) =exp(—e™™*) dla x€R,

2. rozklad Frécheta (typ II) z parametrem o > 0 o dystrybuancie

0 dlax <0
Goul(x) =
24 (%) { exp(—x~*) dlax >0,

3. rozktad Weibulla (typ III) z parametrem « > 0 o dystrybuancie

) exp(=(—x)*) dlax <O0;
Gaulx) = { 0 dla x > 0.

Ponizej podajemy takze inny opis rodziny rozktadéw ekstremalnych (patrz np. [18,
Theorem 1.1.3]):

Whniosek 1.4. Rodzina rozktadéw ekstremalnych moze by¢ przedstawiona jako
{ny'b ca>0,beER,y € IR},
gdzie HY"(x) := H, (ax + b) dla x € R oraz
H(x) = 4 P07, gdy v #0;
r T —X\ — 1; —
exp(—e™) = limy_0 Hy(x), gdyy =0,
dla x spetniajacych warunek 1 + yx > 0.

W nastepnym przyktadzie podajemy propozycje wyboru odpowiednich ciagéw {a, }
i{b,}, gdy {X,} jest ciagiem zmiennych o rozktadzie normalnym [18, Example 1.1.7].

Przyklad 1.5. Niech {X, } bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych o rozktadzie N'(0,1).
Ktadaca, :=1/v2Innib, :=+v2Inn — (Inlnn +In(47))/(2v2Inn), otrzymujemy:

P (M”a_ b < x) —exp(—e ) gdy n—o, xeR

Wynika stad, ze standardowy rozklad normalny lezy w obszarze przyciagania rozktadu
Gumbela.
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Rysunek 1.1: Dystrybuanty rozkladéw ekstremalnych: Gumbela G, Frécheta Gj;
oraz Weibulla G3 ;.

W dalszej czesci podrozdziatu nadal rozwazamy ciag { X, } niezaleznych zmiennych
o jednakowym rozkladzie zadanym przez F. Nie zakladamy natomiast, Ze ma miejsce
zbieznos¢ (1.1). Zadamy jedynie, aby
JEIJOP(MH < Un) =p
dla pewnego ciagu {v,}nenw C R i pewnej liczby p € (0,1), co w przypadku ciagu
niezaleznych zmiennych réwnowazne jest warunkowi
. no_
lim F(0,)" = p. (1.2)
Bez zmniejszenia ogdlnosci zakladamy, ze ciag {v,} jest niemalejacy (jesli tak nie jest,
definiujemy nowy ciag o wyrazie ogélnym v}, := min{v; : I > n}, dla ktérego (1.2) takze
zachodzi). Jak pokazuje ponizszy przyklad zaczerpniety z pracy Doukhana, Jakubow-
skiego i Langa [16], warunek (1.2) jest istotnie stabszy od zalozenia (1.1).

Przyktad 1.6. Rozwazmy ciag { X, } niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozkladzie z dystrybuanta

F(x) —1—x VI dla x> 1.

Poniewaz dla dowolnej statej c > 0 mamy x~¢/(1 — F(x)) — 0 gdy x — oo, to F nie lezy
w obszarze przyciagania zadnego rozktadu ekstremalnego [18, Theorem 1.1.3]. Z drugiej
strony dla ciagu vy, := n!™" otrzymujemy F(v,)" — e~! gdy n — co.

Dystrybuante F nazywa sie regularng w sensie O’Briena, gdy dla pewnego (a stad
dla kazdego) p € (0,1) istnieje ciag {vn}nen C R taki, ze (1.2) zachodzi. O’Brien [55]
podaje nastepujaca charakteryzacje dystrybuanty regularnej:

Fakt 1.7. Dystrybuanta F jest reqularna doktadnie wtedy, gdy

F(F,—) =1 oraz lim F(x) = F(x-)

S ST
x /'F, 1—F(x)

gdzie F, = sup{x : F(x < 1)} oraz F(x—) oznacza lewostronng granicg funkcji F w punkcie x.
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Zauwazmy, ze ciagla dystrybuanta F jest réwniez regularna. Rzeczywiscie, wybiera-
jac dla dowolnego p € (0,1) ciag {vx(p) }nen C Rjako

vnlp) = min{x €R: F(x) = (1_ —1np>}

n

otrzymujemy

: , —Inp\"
tim F(o,(p)" = fim (1 =) =p,

Nietrudno pokaza¢, ze majac ciag {v,} iliczbe p € (0,1), dla ktérych warunek (1.2)
jest spelniony, znamy asymptotyke P(M, < u,) gdy n — oo dla dowolnego ciagu
{un}ne]N CR.

Fakt 1.8. Niech {v,}nen C Rip € (0,1) bedaq takie, ze (1.2) zachodzi. Wtedy
P (M, <v,) —p' gdyn — oo, jednostajnie dla t € [0,00).
Dowdd. Korzystajac z niezalezno$ci zmiennych dla dowolnego t > 0 otrzymujemy

n—oo n—oo n—oo

t
Jednostajna zbieznos¢ wynika z monotonicznoéci funkgji t — P (M), < v,) i ciagtosci
funkgji granicznej t — p'. O

1.2. Teoria dla slabo zaleznych ciagéw stacjonarnych

W kolejnym podrozdziale przypominamy podstawowe twierdzenia teorii wartosci
ekstremalnych dla ciagéw stacjonarnych. Interesuja nas ciagi stabo zalezne — w naszym
rozumieniu ciagi o asymptotycznie niezaleznych maksimach. Pierwsza cze$¢ podroz-
dziatu poswiecamy omoéwieniu réznorakich warunkéw opisujacych te wlasnos¢. Jak sie
okazuje, asymptotyczne zachowanie maksiméw stabo zaleznych ciagéw stacjonarnych
jest pod wieloma wzgledami zblizone do zachowania maksiméw ciagéw niezaleznych.
W drugiej czesci podrozdziatu Czytelnik znajdzie twierdzenie o typach ekstremalnych
dla ciagéw stacjonarnych, a takze rezultaty dotyczace dystrybuanty pozornej oraz bar-
dziej szczegbélowe rozwazania na temat indeksu ekstremalnego.

Zaktadamy, ze ciag zmiennych losowych { X, },cz jest stacjonarny, czyli jego skoricze-
nie wymiarowe rozklady sa niezmiennicze ze wzgledu na przesuniecia. Dla dowolnych
j < noznaczamy M, ,, := max{X;: [ <j < n}. Wtedy M, = My,

1.2.1. Przeglad warunkéw mieszania

Na poczatek przypominamy warunek mocnego mieszania, zaproponowany w 1956
przez Rosenblatta [66], i wykorzystany w dowodzie centralnego twierdzenia granicz-
nego dla zmiennych zaleznych.

Definicja 1.9. Ciag {X,} spelnia warunek mocnego mieszania, o ile istnieje ciag {¢; }ien
zbiezny do zera i taki, ze

[P(AN B) — P(A) P(B)| < ¢1.

dla n € IN i wszystkich zbioréw A € (X1, X2, ..., Xu), B € 0(Xyt141, Xntit2,---)-



1.2. TEORIA DLA SEABO ZALEZNYCH CIAGOW STACJONARNYCH 11

W 1965 Loynes [51] dowiéd! pewnych twierdzen granicznych dla maksiméw ciagéw
stacjonarnych spetniajacych warunek mocnego mieszania, m.in. pokazat dla takich cia-
gow twierdzenie o typach ekstremalnych identyczne jak w przypadku zmiennych nie-
zaleznych. Nastepnie, w 1974 Leadbetter wzmocnit te wyniki wykazujac, ze tezy rezul-
tatow Loynesa sa prawdziwe réwniez wtedy, gdy zastapimy mocne mieszanie zapropo-
nowanym przez Leadbettera stabszym warunkiem D (u,) [45,47].

Definicja 1.10. Ciag { X, } spetnia warunek D(u,) dla ciagu {u, }nen C R, 0ile dla a(n,1)
okreslonych (dla n, I € IN) jako

a(n, 1) := max ’P (M{il,iz,‘..,ip,jl,jg,.‘.,jq} < ”n) -P <M{i1,i2,...,ip} < ”n) P (M{jl,jz,...,j,,} < Mn)

(gdzie maksimum jest po p,q € IN i wszystkich uktadach 1 < iy < ip < ... < iy <
1 < j2 < ... < j; < nspehniajacych j; —i, > I) istnieje ciag {l, },en taki, ze I, = o(n)
oraz «(n,l,) — 0 gdy n — oo.

Nalezy w tym miejscu dodaé, ze warunek D(u,) jest warunkiem powszechnie uzy-
wanym w teorii wartos$ci ekstremalnych. Jednym z wazniejszych rezultatow, przy dowo-
dzie ktérych zaktada sie, ze D(u,) jest spelniony, jest twierdzenie o typach ekstremalnych
dla ciagéw stabo zaleznych, ktére przypomnimy w dalszej czesci tego rozdziatu (patrz
Twierdzenie 1.21).

W 1987 O’Brien [56] wprowadzit warunek AIM(u,) (skrét od asymptotic independence
of maxima).

Definicja 1.11. Ciag {X, },cz spelnia warunek AIM(u,) dla ciagu {u,},en C R, o ile
dla a(n,1) zdefiniowanych (dla 1,1 € IN) jako

a(n,l) = pr?g\(r [P(Mp < s, Mpii41, pig < tn) = P(Mp < 1) P(Mg < )|
pa>l,
p+l+q<n

istnieje ciag {I, }nen taki, ze I, = o(n) oraz a(n,1l,) — 0 gdy n — oo.

Jak pokazuje kolejny przyktad [56, strona 287] warunek AIM(u,) jest istotnie stabszy
od warunku D(uy,).

Przyktad 1.12. Niech {Y}, },cz bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o roz-
ktadzie jednostajnym na odcinku (0,1). Niech Z bedzie zmienna niezalezna od {Y,},
o rozkladzie P(Z = 1) = P(Z = 0) = 3. Dlan € Z okreslamy X, := (—1)"*2Y,
oraz v, := 1 — 1. Wtedy ciag {X, },cz spetnia AIM(v,), podczas gdy warunek D(v,)

n
nie zachodzi.

Zatozenie AIM(u,) méwi, ze ma miejsce asymptotyczna niezalezno$¢ maksiméw po
roztacznych odcinkach, o ile tylko zadbamy o odpowiednia odlegtosc pomiedzy blokami,
na ktére dzielimy. Chcac pominaé niewygodny aspekt powyzszego warunku dotyczacy
oddzielania blokéw, Jakubowski [37] wprowadza warunki Br(u,) i Be(us), ktére be-
dziemy nazywac warunkami tamania.
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Definicja 1.13. Mowimy, ze ciag { X, } spetnia warunek Br(u,) dla ciagu {u,}nen € R
istalej T > 0, jezeli dla
,BT(n) ‘= max |P(Mp+q <) — P(Mp < uy) P(Mq <uy)| (dla ne€N)

paEN
p+q<Tn

zachodzi Br(n) — 0 gdy n — oo.
Definicja 1.14. Ciag { X, } spetnia warunek Be(u,,) dla ciagu {u, }nen C R oile dla

B(n) = gilgﬂ)% |P(Mp1g < uyp) —P(Mp <uy)P(My <uy)|, (dla nelN)

zachodzi f(n) — 0 gdy n — oo.
Ma miejsce nastepujacy fakt [37, Proposition 2.5]:

Fakt 1.15. Jezeli ciag {v,, } jest taki, Ze P(M,, < v,,) — p € (0,1), to Bo(vy) zachodzi doktadnie
wtedy, gdy warunek Br(vy,) jest spetniony dla wszystkich T > 0.

Uwaga 1.16. Warunek Bj(u,) jest silniejszy od warunku AIM(u,). Jednak jesli tylko
P(M;, < uy) — 1gdy n — oo (gdzie {I,} jest ciagiem z definicji AIM(u,)), to mamy
réwnowazno$¢ obu warunkow.

Definicja 1.17. Ciag {X,} jest m-zalezny (dla pewnego m € IN), gdy rodziny {X;};c4
i {X)}1ep sa niezalezne dla dowolnych skoniczonych zbioréw A, B C Z, dla ktérych
inf{|[j —1]:j€ A leB}>m.

Ciagi m-zalezne stanowia podklase ciagdéw stabo zaleznych: m-zaleznos¢ ciagu { X, }
implikuje mocne mieszanie, a co za tym idzie réwniez D(u,) i AIM(u,) dla dowolnego
{n}nen C R. Ponadto, jesli ciag {vn}nen C R jest taki, ze P(X; > v,) = o(1), to
m-zalezno$¢ pociaga warunek Br(v,) dla dowolnego T > 0.

Jako ostatni przypominamy warunek D) (1) Chernicka, Hsinga i McCormicka [11]
opisujacy lokalne zaleznosci ciagu zmiennych losowych.

Definicja 1.18. Zat6zmy, ze {X,} speinia D(u,) dla ciagu {u,},en C R. Powiemy, ze
dla ciagu { X, } zachodzi warunek D) (u,) (dla pewnego r € N), o ile
lim T/IP (Xl > Uy > ler,Mr_;’_l,Ln/knJ > un) - 0

n—00

dla pewnych ciagow {I, }nen, {kn tnen liczb naturalnych spetniajacych k,a(n,1,) — 0
oraz k,l, P(X1 > u,) — 0 gdy n — oo, dla a(n, ) takich jak w definicji 1.10.

Zauwazmy, ze ciagi spelniajace warunek D(’)(un) spelniaja D(r“)(un). Co wiecej,
jesli wiemy, ze D(u,) zachodzi, to aby pokaza¢, ze warunek D") (u,,) jest spetniony wy-
starczy stwierdzi¢, ze

|1/ kn]
lim 7 ‘;1 P(Xy > uy = My,, X; > uy) =0, (1.3)
1=r

lub wykaza¢ stabsza wtasnos¢

[n/k|
lim limsupn Y P(Xy > uy > Moy, X; > u,) = 0. (1.4)

k=0 p—eo i=r+1
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Zwro¢my uwage, ze warunek (1.4) dla r = 1 to warunek D’(u,) Leadbettera i in. [47],
natomiast (1.3) dla r = 2 jest warunkiem D”(u,) wprowadzonym przez Leadbettera
i Nandagopalana [49].

Przyktad 1.19. Niech { X, } bedzie ciagiem m-zaleznym. Zat6zmy, ze dla pewnego ciagu
{vn}nen C R zachodzi limsup, , nP(X; > v,) < oo . Wtedy {X,} spetnia warunek
D) (v,) dla kazdego r > m + 1.

Kolejny przyktad dotyczy proceséw gaussowskich (zobacz [47, rozdziat 3]).

Przyklad 1.20. Zat6zmy, ze { X, } jest procesem gaussowskim, X1, X, X3, . . . maja rozktad
N(0,1), a dla ciagu kowariangji r,, := Cov(X,,, Xo) zachodzi warunek Bermana:

rpyInn -0 gdy n— oo (1.5)

Wtedy spetnione sa warunki D(v,,) i D’ (v,) dla kazdego ciagu {v, }nen C R o whasnosci
P(M, < v,) — p dla pewnegop € (0,1).

1.2.2. Twierdzenia graniczne dla maksiméw ciagéw stacjonarnych

W niniejszym podrozdziale prezentujemy twierdzenia graniczne dla maksiméw stabo
zaleznego stacjonarnego ciagu { Xy },cz. W pierwszej kolejnosci przypominamy twier-
dzenie o typach ekstremalnych dla ciagéw stacjonarnych dowiedzione po raz pierwszy
przez Loynesa [51]. Ponizej przedstawiamy ogélna wersje Leadbettera [47]. Twierdzenie
to méwi, ze klasa stabych granic odpowiednio scentrowanych i unormowanych maksi-
mow stabo zaleznych ciagéw stacjonarnych pokrywa sie z klasa stabych granic scentro-
wanych i unormowanych maksiméw ciagéw niezaleznych zmiennych losowych o jed-
nakowym rozkladzie.

Twierdzenie 1.21 (O typach ekstremalnych dla ciagéw stacjonarnych). Niech ciqgg {X,}
bedzie taki, Ze ma miejsce zbieznos¢

P (Mna_b" < x> — H(x), gdy n— oo, (1.6)

we wszystkich punktach x ciggtosci niezdegenerowanej dystrybuanty H, dla pewnych ciqgow
{an}nen C (0,00), {by}nen C R. Wtedy, jesli dla dowolnego x € R spetniony jest warunek
Leadbettera D(ayx + by), to H jest tego samego typu co G, G lub Gs 4.

[lustrujemy powyzsze twierdzenie nastepujacym przykltadem Bermana [6]:

Przyklad 1.22. Zat6zmy, ze {Xu} jest procesem gaussowskim, zmienne Xj, Xp, X3, ...
maja rozktad N(0,1), a ciag kowariangji r, = Cov(X,, Xo) spelnia warunek Bermana
(1.5). Wtedy

p (Mrla_b”) —exp(—e™*) gdy n — oo,

gdzie ciagi {a, } i {b,} sa takie jak w Przykfadzie 1.5.
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W pozostatej czesci podrozdziatu przedstawiamy rzadziej uzywane podejscie do pro-
blemu asymptotyki maksiméw, w ktérym nie zaktadamy stabej zbieznosci (1.6). Zadamy
jedynie, aby istniat ciag {v, }nen C R, dla ktorego

P(M, <v,) > p gdyn — oo, dlapewnejliczbyp € (0,1), (1.7)

co stanowi odpowiednik zatoZenia (1.2). Pytamy o asymptotyczne zachowanie prawdo-
podobiestw P(M,, < uy), gdy n — oo, dla dowolnego ciagu {u, }nen C R.

Z rozwazanym ciagiem { X, } stowarzyszamy ciag { X, },en niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowym rozktadzie zadanym przez F(x) = P(X; < x). Okre§lamy
M, = max{X]- :1 < j < n}dlan € N. Okazuje sie, ze w pewnych szczeg6élnych
sytuacjach maksima M,, zachowuja sie asymptotycznie tak samo jak maksima M,,. Méwi
o tym nastepujacy fakt [46, Theorem 3.4.1]:

Fakt 1.23. Zatézmy, ze { X, } spetnia warunki D(v,,) i D'(vy,) dla pewnego ciagu {v, }nenw C R
oraz (1.7) zachodzi. Wtedy

P(M, < v,) —P(M, <v,) =P(M, <v,) — F(v,)" = 0o(1).

Rozwazmy ogolniejszy problem: kiedy maksima M, mozna aproksymowa¢ mak-
simami cze$ciowymi pewnego ciagu {Y, }necz niezaleznych zmiennych o jednakowym
rozkltadzie? Odpowiedzi udzielimy wykorzystajac zaproponowane przez O’Briena [56]
pojecie dystrybuanty pozornej.

Definicja 1.24. Dystrybuante G nazywamy dystrybuantq pozorng ciagu { X, }, jesli
P(M, < up) —G(uy)" =0 gdy n— oo,
dla dowolnego ciagu {u, }nen C R.

Uwaga 1.25. Dystrybuanta G jest dystrybuanta pozorna ciagu { X, }, o ile

sup |P(M, < x)—G(x)"| =0 gdy n— oo.

ueR
Uwaga 1.26. Dystrybuanta pozorna nie jest wyznaczona jednoznacznie. Istotne jest wy-
facznie jej zachowanie w poblizu punktu F, = G..

Postugujac sie warunkiem mieszania Br mozna otrzymac charakteryzacje stabo zalez-
nych ciagéw stacjonarnych, dla ktérych istnieje dystrybuanta pozorna [37, Theorem 1.3].

Twierdzenie 1.27. Niech ciqg {v, }nen C Ristata p € (0,1) bedq takie, Ze warunek (1.7) za-
chodzi. Wtedy {X,,} ma dystrybuante pozorna wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia Br(v,,) dla kaz-
dego T > 0. Ponadto dystrybuanta pozorna moze by¢ zadana wzorem:

0 dla x < vy
G(x):=< pV" dlav, <x < vy
1 dlax > F,.

W dowodzie powyzszego twierdzenia bardzo wazna role odgrywa nastepujacy fakt
[37, Proposition 2.5]:
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Fakt 1.28. Zatézmy, ze ciag { X, } spetnia warunek Beo(vy,) dla ciggqu {v, }nen C R takiego, Ze
(1.7) zachodzi. Wtedy

P (M <v,) = p' gdyn —co, jednostajnie dla t € [0,00).

Zauwazmy, ze powyzszy fakt stanowi uogélnienie Faktu 1.8 prawdziwego dla ciagu
zmiennych niezaleznych. Nalezy w tym miejscu dodag, ze tezy analogicznej do Faktu 1.28
dowiédt réwniez O’Brien dla ciagu spelnijacego AIM(v,) (poréwnaj z dowodem [56,
Theorem 4.1]).

Spojrzmy na kolejny przykiad.

Przyklad 1.29. Niech ciag { X, } bedzie okreslony jako
Xy :=max{Zy, Zys1,---, Znim}, nEZ,

dla ustalonego m € N oraz ciagu {Z, },cz niezaleznych zmiennych losowych o jedna-
kowym rozktadzie. Wtedy dla dowolnego ciagu {u, }nen C R zachodzi

P(M, < up) —P(X; < up)"™D" 50 gdy n— co.
Stad G(x) :=P(X; < x)(m“)*] jest dystrybuanta pozorna ciagu { X, }.

Okazuje sig, ze podobnie jak w powyzszym przykladzie, réwniez w wielu innych,
bardziej skomplikowanych sytuacjach, maksima M,, mozna przybliza¢ maksimami ciagu
zmiennych niezaleznych o jednakowym rozkladzie zadanym przez G(x) = F(x)?, gdzie
6 € (0,1] jest pewna stata. Obserwacje te sformalizowat Leadbetter [46] wprowadzajac
pojecie indeksu ekstremalnego. Ponizsza, nieco ogélniejsza definicja indeksu ekstremal-
nego zostata zaproponowana przez Jakubowskiego [37].

Definicja 1.30. Stacjonarny ciag { X, } ma indeks ekstremalny 6 € (0,1], o ile
P(Mn < un) - P(Mn < un)e = P(Mn < un) - F(un)ne = 0(1) (1.8)
dla dowolnego ciagu {uy }ren C R.

Uwaga 1.31. Leadbetter zdefiniowal i rozwazat takze indeks ekstremalny réwny zero. My
nie bedziemy po$wiecaé uwagi zagadnieniom z tym zwiazanym.

Uwaga 1.32. Liczba 6 € (0,1] jest indeksem ekstremalnym ciagu { X, } doktadnie wtedy,
gdy ciag ten posiada dystrybuante pozorna postaci G(x) := F(x)®.

Uwaga 1.33. Istnieje ciag stacjonarny {X,}, ktéry ma dystrybuante pozorna regularna
w sensie O’Briena oraz nie posiada indeksu ekstremalnego 6 € (0, 1] [16, Theorem 7].

Indeks ekstremalny zostal wprowadzony jako narzedzie do badania ciagu stacjonar-
nego {X,} spelniajacego warunek (1.7) dla pewnego ciagu {v,}nen C R. Dla klasy
takich ciagéw definicja Leadbettera pokrywa sie z powyzsza definicja Jakubowskiego.
Nietrudno jednak o przykiad ciagu niespetniajacego zatozenia (1.7), dla ktérego indeks
ekstremalny w sensie definicji 1.30 istnieje.

Przyklad 1.34. Niech ciag { X, } bedzie ciagiem z Przyktadu 1.29, gdzie zmienne Y, maja
rozklad Poissona Pois(A) z parametrem A > 1. Wtedy indeks ekstremalny w sensie de-
finicji 1.30 istnieje i 6 = 1.
Leadbettera nie istnieje, poniewaz nie istnieje ciag {v, }nen spelniajacy (1.7).

Z drugiej strony, indeks ekstremalny w sensie definicji
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Przyktad 1.29 podaje konstrukgje ciagu losowego o indeksie ekstremalnym 6 = m%rl,

dla dowolnego m = 0,1,2,.... W oparciu o Przyktad 1.20 i Fakt 1.23 mozna pokazag,
Ze stacjonarny scentrowany i unormowany proces gaussowski z ciagiem kowariangji
rn = Cov(Xy, Xo) spelniajacym (1.5) ma indeks 6 = 1. Okazuje sie, ze kazda liczba
6 € (0,1] jest indeksem ekstremalnym pewnego ciagu losowego. Zanim podamy odpo-
wiedni przykiad, przypomnimy definicje funkcji wolno i regularnie zmieniajacych sie.

Definicja 1.35. O funkgji ! : (0,00) — R powiemy, ze jest funkcja wolno zmieniajacq sie,
o ile dla dowolnego a > 0 zachodzi I(ax)/I(x) — 1 gdy x — co. Natomiast funkcje
g :(0,00) = R postaci g(u) = x~* - I(x) dla pewnej wolno zmieniajacej sie fukgji I nazy-
wamy funkcja regularnie zmieniajaca sie o indeksie —a (w my$l definicji Karamaty [42]).

Przyktad 1.36. [19, Example 8.1.1 (d)] Niech {X,} bedzie procesem ruchomych srednich
okreslonym jako:
Xy = Z YiZnyyi, dla neZ,
j=—00
gdzie {Z, } ez to ciag niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie. Za-
ktadamy, ze g(u) := P(]Z1| > x) jest funkcja regularnie zmieniajaca sie o indeksie «,
ponadto warunki

P(Z; > x) P(Z; < —x)
AR RIAE (gdy x — )

zachodza dla pewnego p € (0,1]igq := 1 — p. Wtedy ciag { X, } ma indeks ekstremalny

o YiP+ 749
2 oo |7l (P, 50y + 41y,<0})

gdzie v+ :=max{y;V0: i€ Z},y_ :=max{—y;V0: i € Z}.

Naturalne jest pytanie: jak interpretowac indeks ekstremalny? W literaturze znajdujemy,
ze indeks ekstremalny nazywany jest miarq zaleznosci krétkiego zasiegu. Wraz ze wrostem
takiej zaleznosci indeks maleje. Dla przykfadu, indeks ekstremalny 6 = 1 maja ciagi
o bardzo stabych lokalnych zaleznosciach, m.in. ciagi zmiennych niezaleznych oraz ciagi
spelniajace warunek D’(u,,). Co wiecej, jak wykazuje Leadbetter [46], duze wartosci ciagu
stacjonarnego posiadajacego indeks ekstremalny 6 grupuja sie w kilkuelementowe kla-
stry, ktérych éredni rozmiar wynosi 0~ !. Rezultat ten zostat uogélniony przez Hsinga,
Hiislera i Leadbettera [35], ktérzy pokazali, ze punktowy proces przekroczeni okre$lony
dla dowolnego zbioru borelowskiego B C R jako

NW(B) = Z ]1{Xk>un} (w)IlB (k/?l)
keIN
zbiega do zlozonego procesu Poissona z klastrami o $rednim rozmiarze réwnym 61,
Powotlujac sie na rezultaty O’Briena [55,56] mozemy wskaza¢ metode liczenia indeksu
ekstremalnego. Przypusémy na chwile, ze {X,} posiada indeks ekstremalny 6. Ponadto
zalézmy, ze ciag {vn }nenw C R jest taki, ze (1.7) zachodzi. O’Brien pokazuje jak skonstru-
owac ciag {7, }nenw C IN spelniajacy r, = o(n) tak, aby zachodzit wzor

0 = lim P(My,, < v, | X1 > v,) = im P(M,, 1 < v, | Xy, > 0n), (1.9)
n—oo n—00
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przy zalozeniu, ze ciag { X, } spetnia AIM(v,) (poréwnaj [56, Theorem 2.1]). W szczegol-
nym przypadku, gdy {X,} jest ciagiem m-zaleznym lub innym ciagiem losowym spet-
niajacym lokalny warunek D" +1) (v,,), wzér (1.9) redukuje sie do postaci

n—o0

(poréwnaj [11, Corollary 1.3]). Formuta (1.10) dla ciagéw m-zaleznych moze by¢ tatwo
otrzymana poprzez zastosowanie nierdwnosci typu Bonferroniego [38, Lemma 3.2].

Wzér (1.9) byl intensywnie wykorzystywany do aproksymacji indeksu ekstremal-
nego. Wyczerpujace informacje dotyczace estymacji indeksu ekstremalnego zawarte sa
w pracach [23,33,44, 64, 65,69,75].

Przyktad 1.37. Rozwazmy ciag { Z, } ,cz niezaleznych nieujemnych zmiennych losowych
o jednakowym rozkladzie zadanym przez dystrybuante regularna w sensie (1.2). Niech
W bedzie zmienna o rozktadzie P(W = 1) = P(W = 0) = 1/2, niezalezna od {Z,}.
Okreslamy ciag stacjonarny { X, } jako

X, =W2,, dla neZ.

Z regularnosci rozkladu zmiennej Z; dostajemy, ze dla dowolnej liczby ¢ € (0,1) istnieje
ciag {v4(0) }nen C R, dla ktérego P(Z; < v,(0))" — 0 gdy n — oo. Dla maksiméw
cze$ciowych ciagu { X, } otrzymujemy:

< n
lim P(M, < 0,(0)) = lim LA S (@) 1 o+1

n—oo n—00 2 2 2

Z drugiej strony, dla maksiméw M, stowarzyszonego ciagu zmiennych niezaleznych
mamy:

n—oo n—oo \ 2 2

lim P (M, < v4(0)) = imP(WZ; < v4(g)) = lim <1 + 1P(21 < vn(g))>11 - /0.

Z dowolnosci wyboru ¢ € (0,1) wnioskujemy, ze ciag {X, } nie ma indeksu ekstremal-
nego. Zauwazmy, ze mimo to posiada on niezdegenerowana dystrybuante pozorna. Zo-
bacz réwniez [19, Example 8.1.4].

Zamykamy niniejszy rozdzial podajac warunki gwarantujace istnienie indeksu eks-
tremalnego. W $wietle Uwagi 1.32 widzimy, ze pytajac o istnienie indeksu ekstremal-
nego, pytamy wiasciwie o istnienie dystrybuanty pozornej szczegdlnej postaci. Korzysta-
jac z Twierdzenia 1.27 otrzymujemy charakteryzacje ciagéw, dla ktérych istnieje indeks
ekstremalny:

Twierdzenie 1.38. Zatézmy, ze dystrybuanta F(u) = P(X1 < u) jest reqularna. Cigg { X, }
posiada indeks ekstremalny 6 € (0, 1] wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq ciag {vy }nen C Riliczba
T > 0 takie, zZe

lim nP(Xq >v,) = 7,

n—oo

,}EEOP(Mn <vy) = exp(—071)

oraz zachodzi warunek Beo(vy).



Maksima dyskretnych stacjonarnych pdl losowych

2.1. Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale rozwazamy d-wymiarowe pole losowe { Xy },cz4, ktore jest
stacjonarne, tzn. dla dowolnego skoriczonego zbioru A C Z% i dla kazdego j € Z? zacho-
dzi réwnos¢ wedlug rozkladu:

{Xn+j }nEA 2 {Xn}neA-

Dla dowolnego n € Z? przyjmujemy notacje n = (n1,ny,...,14). Wyrézniamy ele-
menty 0 := (0,0,...,0) oraz 1 := (1,1,...,1), ponadto oznaczamy oo := (00,09, ...,00).
Zbiér indekséw Z9 rozpatrujemy z dodawaniem po wspétrzednych (dlaj, n € Z? mamy
j+n=(j1+n,j2+ny,...,ji+ns)) oraz z porzadkiem po wspétrzednych (dla j, n € Z¢
zachodzij < n,oile j1 < ny, o <y, ..., jg < ng). OkreSlamy a - n := (any, any, ..., any),
n/b := (n1/b,na/b,...,ny3/b) i ||n||e = max{|ny|,|n2|,...,|n4)} dlan € Z%, a € R,
b € R\{0}. O ciagu {j(n) = (j1(n),j2(n),...,ja(n)) }nen C Z? piszemy, ze j(n) — oo
gdy n — oo, jezeli ji(n) — co dla wszystkichi € {1,2,...,d}.

Dla kazdego skoriczonego niepustego zbioru A C Z¢ okreslamy

My :=max{Xj: je A},

ponadto Mg := —oo. Definiujemy d-wymiarowa kostke w Z? wyznaczona przez wierz-
chotki j < njako [j, n] := {l € Z?: j <1< n}ioznaczamy M, := M, n)- W ni-
niejszym rozdziale przedstawiamy rezultaty opisujace asymptotyke (gdy n — oco) mak-
simOw czeSciowych

My = My = max{Xj:1<j <n}.

Stacjonarne pole { Xy } to w szczegdlnosci pole zmiennych o jednakowym rozktadzie
wyznaczonym przez dystrybuante F(x) := P(X; < x), x € R. Z polem {X,} stowa-
rzyszamy pole {Xp},cz Niezaleznych zmiennych o jednakowym rozkladzie zadanym
przez F i okreslamy M, = max{f(j :1<j<n}.

Wyjatkowa uwage poswiecamy polom m-zaleznym (dla pewnego m € IN). Pole { Xy }
nazywamy m-zaleznym, gdy rodziny {Xj}jea i {Xi}1ep sa niezalezne dla dowolnych
skoriczonych zbioréw indeksow A, B C Z% takich, ze

dist(A,B) :==inf{||j — || : j € A 1€ B} > m.



2.1. WPROWADZENIE 19

Leadbetter i Rootzén [50, Theorem 4.1] dowodza twierdzenia o typach ekstremalnych
dla pol. Pokazuja, ze staba granica odpowiednio scentrowanych i unormowanych mak-
simow czeSciowych pola { Xy } spelniajacego warunek CW-mieszania jest typu Gumbela,
Frécheta lub Weibulla (poréwnaj z Twierdzeniem 1.21 dla ciagéw). Podczas gdy postaé
rozktadéw granicznych jest znana, znalezienie odpowiednich ciagéw normujacych i cen-
trujacych bywa nietatwe. Wybér takich ciagéw czesto mocno zalezy od lokalnych zalez-
noséci rozwazanego pola losowego. W niniejszym rozdziale opisujemy wptyw lokalnych
zalezno$ci na zachowanie maksiméw pola losowego w jezyku indeksu ekstremalnego
i dystrybuanty pozornej. Szczegélny przypadek d = 1, gdy {Xn } jest ciagiem losowym,
zostal oméwiony wczesniej w podrozdziale 1.2.2.

Jednym z interesujacych nas probleméw jest znalezienie wzoru na indeks ekstre-
malny pola losowego. Wczesniej zagadnieniem tym zajmowali sie nieliczni autorzy, m.in.
Ferreira i Pereira [22] oraz Turkman [73] prowadzacy og6lne rozwazania czy Basrak i Ta-
fro [3], ktérzy wskazali wzor na indeks ekstremalny dla pola ruchomych érednich i pola
ruchomych maksiméw. Naturalnym pomystem jest przeniesienie rezultatu O’Briena wy-
razonego wzorami (1.9) i (1.10) na przypadek wielowymiarowy. Zauwazmy, ze wWspo-
mniane wzory maja nastepujaca wlasnosé: podstawiajac r, := m + 1 we wzorze (1.9)
otrzymujemy formute (1.10), dzieki ktérej mozemy obliczy¢ indeks ekstremalny ciagu
m-zaleznego na podstawie rozkladu facznego kolejnych m + 1 zmiennych z rozwaza-
nego ciagu.

Turkman [73, Theorem 1] proponuje pewne uogolnienie wzoru (1.9). Otrzymuje in-
deks ekstremalny d-wymiarowego pola losowego jako granice iloczynu d prawdopodo-
bieristw warunkowych dla maksiméw czesciowych po rosnacych prostokatnych blokach
owymiarach r1(n) x ra(n) X ... xrg(n), ri(n) xrp(n) X ... xrz_1(n) x1,r1(n) xry(n) x
s Xrgo(n) x1x1,...,r(n) xra(n) x 1 x...x1orazr(n) x 1 x...x 1 (patrz (2.26)
dlad = 21 (2.36) dla dowolnego d € IN). Gdy d = 1, to rezultat Turkmana pokrywa sie
z formuta (1.9) O’Briena. Jednak jesli tylko d > 1, to poprzez podstawienie r;(n) := m +1
(dlai = 1,2,...,d) nie otrzymujemy poprawnego wzoru na indeks ekstremalny pola
m-zaleznego (poréwnaj Przyktad 2.42).

Szukamy wzoru na indeks ekstremalny, ktéry stanowi uogdlnienie formuty (1.10)
i pozwola nam wyliczy¢ indeks pola m-zaleznego na podstawie rozkladu facznego skon-
czonej liczby zmiennych. Stawiajac przed soba podobny cel, Ferreira i Pereira [22] pro-
ponuja dla d = 2 wzoér postaci:

6 = nli_r}rogP(Mf <o | X1 > 0p), (2.1)
gdzie r > 1 jest ustalone, My := max{X; : 1 < j <r, j # 1} oraz {v, },eN jest pew-
nym ciagiem liczb rzeczywistych. Okazuje sie jednak, ze istnieje bardzo prosty przyktad
pola 1-zaleznego, dla ktérego indeks ekstremalny istnieje, ale formuta (2.1) nie jest spel-
niona (poréwnaj Przyktad 2.45). Pokazemy, w jaki spos6b wykorzysta¢ nieréwnos$¢ typu
Bonferroniego [39, Theorem 2.1], aby otrzymaé¢ nowy wzér na indeks ekstremalny pola
losowego (patrz Twierdzenie 2.43 i Twierdzenie 2.63). Przedstawiony tok rozumowania
w pelni wyjaéni przypadek pola m-zaleznego. Uzyskamy takze wglad w asymptotyke
maksiméw pol o bardziej ztozonej strukturze zaleznosci, podobnie jak zrobili to Cher-
nick, Hsing i McCormick [11] dla ciagéw zmiennych losowych.
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Wyniki, o ktérych mowa w dalszej czesci rozdziatu prawdziwe sa dla p6l dowol-
nego wymiaru d > 1. W celu zachowania przejrzystosci przedstawionych rozumowan,
w podrozdziale 2.2 prezentujemy twierdzenia ze szczegélowymi dowodami dla d = 2,
gdzie rachunki sa nieco prostsze niz w przypadku dowolnego d > 1. W podrozdziale 2.3
podajemy rezultaty dla pél dowolnego wymiaru wraz ze szkicami niektérych dowodow.

2.2. Maksima dwuwymiarowych pél losowych

W podrozdziale tym skupiamy sie na przypadku d = 2 i rozwazamy stacjonarne pole
losowe { Xp }nez2- Ponadto ustalamy niemalejacy ciag

{$(n) = (Y1(n), Y2(n)) }new € N

taki, ze 1 (n) — oo, Pa(n) — oo oraz Py (n)Pa(n) ~ n? (gdy n — o). Niektore z naszych
rozwazan dotyczy¢ beda szczeg6lnej sytuacji, gdy (1) = ¢po(n) := (n,n) dlan € IN.

Interesuje nas asymptotyczne zachowanie maksiméw M, gdy n — oo wokdt p w mysl
definicji 2.5. Zwykle zaktadaé bedziemy, ze

P <M¢<n) < Un) —p gdy n—co, dla pe(0,1), (2.2)

dla pewnego ciagu {v, }nen C R, co stanowi odpowiednik warunku (1.7).

2.2.1. Podstawowe pojecia

Przedmiotem naszych badan jest pole {Xy}, ktére ma asymptotycznie niezalezne
maksima w sensie nastepujacego warunku mieszania.

Definicja 2.1. Powiemy, ze pole {X,} spelnia warunek Br(v,) wzdtuz ¢ dla pewnego
T > 0iciagu {v,}uen C R, 01ile

Br(n)i=  max_ [P (Mpiq <ox) =P (Mp <0x) P My, 40) < 0n)
P.9ENG
p+asT¢(n)
X P (Mg, p) <o) P (Mq < 04) | — 0.

Powyzszy warunek Br(v;,) jest odpowiednikiem warunku tamania wprowadzonego
wczesniej dla ciagéw (patrz definicja 1.13). Oznacza, ze mozemy potamaé duzy prostokat
[Lp + q] na cztery mniejsze: [1,p], [(1,p2 + 1), (pr, p2 + 2)], [(p1 + 1, 1), (p1 + q1, p2)]
i[p+1,p+ q] (tak jak na rysunku 2.1), a nastepnie aproksymowaé prawdopodobieristwo
P (Mp4q < vy) przez iloczyn czterech odpowiednich prawdopodobieristw dla maksi-
mow po mniejszych blokach. W sformutowaniu warunku Br(v,) w celu uproszczenia
zapisu skorzystaliSmy ze stacjonarnosci pola { Xy }.

Uwaga 2.2. Innym warunkiem opisujacym staba zaleznos¢ pola losowego jest warunek
CW-mieszania wprowadzony przed Leadbettera i Rootzéna [50] (poréwnaj takze [22]).

Dla pola { X, } spetniajacego B; (v, ) wprowadzamy warunek LD") (v,,) (skrét od local
dependencies) opisujacy lokalne zalezno$ci.
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Ptq

p+1

Rysunek 2.1: Podziat prostokata [1, p + q] na cztery bloki: [1, p], [(1, p2 + 1), (p1, p2 + 92)],
[(p1+1,1), (p1+qup2)li[p+1,p+4l.

Definicja 2.3. Powiemy, ze pole { Xy} spelnia warunek LD") (v, ) wzdtuz ¢ (dla pewnego
r € N),oile

K2 Y P(X; > vy, X1 > v,) =0, gdy n— oo,

FAE (1 2 [1.(1) )T (1,210 [2() )},
i1l

dla pewnego ciagu {k }nen C IN takiego, ze k21 (n) — 0 (gdzie {B1(n) }nen jest ciagiem
z definicji warunku By (vy,)) i knpi(n) P(X1 > v,) - 0gdyn — oo, dlai =1,2.

Zauwazmy, ze warunek LD")(v,) ma podobny charakter do warunku D'(v,) Le-
adbettera i in. [47] gdy ¥ = 1, do warunku D" (v,) Leadbettera i Nandagopalana [49]
gdy r = 2 oraz do warunku D(r)(vn) wprowadzonego przez Chernicka i in. [11] dla
dowolnego r € IN.

Uwaga 2.4. Niech {X,} bedzie polem m-zaleznym oraz niech {v, },en C R bedzie cia-
giem takim, ze
limsup n® P(X; > v,) < oo.
n—o0

Wtedy Bj(v,) zachodzi na mocy Faktu 2.19 (dowodzonego w dalszej czesci rozdziatu)
i dlatego B1(n) — 0. Ponadto z przyjetego zatozenia wynika, ze ¢;(n) P(X1 > v,) — 0
dla i = 1,2. Wnioskujemy, ze istnieje ciag {k, }nen C IN rosnacy do nieskoriczonosci, dla
ktorego k2B1(n) — 0 oraz k,p;(n) P(X3 > v,) — 0dlai = 1,2 (gdy n — o). Dla ciagu
tego otrzymujemy:

K2 Y. P(Xj > vy, X1 > vn)
A2, L1 (1) /K |} x {1,200 [ 2 (n) /kn |},
[[j=1|co>m-+1
(o) (1)) P(s > o)
< k%l k;ll P(Xl > Un)2 = k%
2 2
_ (nPP(Xy > 04))" o(1).

ki

Otrzymujemy stad, ze dla m-zaleznego pola {X,} warunek LD("*1)(v,) jest spetniony
wzdiuz .
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Definicja 2.5. O ciagu {N(n)},en C IN? powiemy, ze
N(n) — o0 wokét P gdy n — oo,
jesli N(n) — oo oraz istnieje stata C > 1 taka, ze dla kazdego n € IN zachodzi:

N(n) € U(C) == U 1/C-91(j), C-1(j)] x [1/C - 92(j), C- 2(j)].

jEN

- ¥(1)

Rysunek 2.2: Zacieniowany obszar to zbiér U (C) wokét ciagu {¢(n) },en dla C = 2.

Przyktad 2.6. Zbieznos¢ N(n) — oo wokét ¢y zachodzi doktadnie wtedy, gdy ciagi
{Ni(n)} i {N2(n)} sa tego samego rzedu, czyli dla pewnego C > 1 i dla wszystkich
n € Nmamy 1/C < Ny(n)/Ny(n) < C.

Uwaga 2.7. Zbiezno$¢ wokot o nazywana jest zbieznoscia sektorowq. Zbieznoé¢ taka roz-
wazana byta m.in. przez Gadidov [26] w zagadnieniach dotyczacych twierdzer granicz-
nych dla U-statystyk.

Definicja 2.8. O rodzinie {an }hcz2 C R powiemy, ze
an — a gdy n — oo wokét 9,

jezeli dla kazdego C > 0 i dla kazdego € > 0 istnieje liczba R € IN taka, ze |an —a| < g,
oileny,n, > Rin € U(C)

Ponizej wprowadzamy definicje dystrybuanty pozornej dla pola losowego. Jest to
uogolnienie definicji 1.24 pochodzacej od O’Briena.

Definicja 2.9. Dystrybuante G nazywamy dystrybuantq pozorna wzdtuz ¢ dla pola {Xn},
oile
P(Mn < tin) — G(1n)""™ — 0, gdy n — oo wokét ¢,

dla dowolnej rodziny {un fnene C R.
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Uwaga 2.10. Szukajac dystrybuanty pozornej stabo zaleznego pola {Xn} w istocie szu-
kamy pola zmiennych niezaleznych o jednakowym rozkladzie zadanym przez dystry-
buante G, ktérego maksima aproksymuja maksima M, rozwazanego pola { Xp }.

Uwaga 2.11. W naszych rozwazaniach zakltadamy, ze zachodza warunki (2.2) oraz Br(v,)
wzdtuz ¢ dla kazdego T > 0 i dla pewnego ciagu {v,}nen C R. W takiej sytuacji
sensowna okazuje sie by¢ aproksymacja maksiméw M, maksimami pola niezaleznego
gdy n — oo wokét ¢p. Zwykle zatozona przez nas wiedza nie jest wystarczajaca, aby méc
rozwazac ogolna sytuacje, gdy n — oo.

W szczegblnym przypadku, gdy dystrybuanta pozorna pola { X, } (wzdtuz ¢) istnieje
ijest postaci G(x) = P(Xy < x)? dla pewnej statej 6 € (0, 1], liczbe 8 nazywamy indeksem
ekstremalnym (wzdluz ¢) rozwazanego pola, zgodnie z ponizsza definicja.

Definicja 2.12. Jesli dla pewnej liczby 6 € (0, 1] zachodzi
P(My < tin) — P(X1 < un)""% — 0, gdy n — co wokoét 9,

dla dowolnej rodziny {un } nene C R, to liczbe 6 nazywamy indeksem ekstremalnym wzdtuz i
pola { Xy, }.

Uwaga 2.13. Powody, dla ktérych rozwazamy n — oo wzdluz ¢ sa podobne do tych
przedstawionych w Uwadze 2.11. Nalezy w tym miejscu doda¢, ze Choi [12] w swo-
jej rozprawie doktorskiej proponuje nieco inna definicje indeksu ekstremalnego, bedaca
prostym uogolnieniem definicji Leadbettera [47], bez zaloZenia o zbiezno$ci n — oo
wzdluz ¢. My jednak uwazamy te definicje za zbyt mocna i wymagajaca sprawdzenia
zbyt wielu zatozen.

2.2.2. Warunek lamania i jego konsekwencje

W dalszym ciagu rozwazamy stacjonarne pole losowe {X,} i ciag {¢p(n)} taki jak
na poczatku rozdziatu. Powiemy o pewnych konsekwencjach warunku Br(v,) dotycza-
cych asymptotyki maksimum pola {Xn}. W dalszej czeSci podrozdziatu podamy takze
przyklady pol spetniajacych Br(v,).

Zaczynamy od przykladu, na podstawie ktérego wnioskujemy, ze dla p6l losowych
nie zachodzi odpowiednik Faktu 1.15. Nie mozna zastapi¢ warunkéw Br(v,) dla pola
(dla wszystkich T > 0) jednym warunkiem stanowiacym analogon warunku Be(vy)
okreslonego dla ciagu przez definicje 1.14.

Przyklad 2.14. Niech { X, } bedzie polem okreslonym jako

{Xn} = max {Y(nllﬂz)’ Y(nlJrl/nz)} , ne Z2/
gdzie {Yn } ncz2 jest polem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie
oraz P(Y; < v,)" — p dla pewnego ciagu {v,;},en C R i liczby p € (0,1). Wtedy
pole {Xn} jako pole 1-zalezne spelnia Br(v,) wzdluz ¢ dla kazdego T > 0 (na mocy
Faktu 2.19). Z drugiej strony:
P (M(Z,nz) < Un) -P (M(l,nz) < Un) P (M(l,nz) < Z)n>
= P(Y1 < 0,)™ = P(¥1 <) P(V1 < 0,)™" +0(1) = p°(1 - p) +0(1),

a zatem nie zachodzi bezposredni odpowiednik warunku B (v, ) dla ciagéw.
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Lo o
i) o 0
T
Rysunek 2.3: Wyznaczony przez p(1),p(2),...,p(k) € IN? podziat prostokata [1,P(k)],
gdzie P(i) :=p(1) +p(2) +... +p(i)dlai =1,2,... k.

1

Przypomnijmy, ze warunek Bt (v, ) méwi, ze maksimum czesciowe pola { Xn } po du-
zym prostokacie o wymiarach (p1 + ¢1) X (p2 + g2) mozna aproksymowac przez mak-
sima po blokach o wymiarach p; X p2, g1 X p2, p1 X g2 141 X g2, a zatem mozna potamac
duzy prostokatny obszar na cztery mniejsze asymptotycznie niezalezne bloki. Iloczyn
prawdopodobienistw pojawiajacy sie w definicji warunku Br(v,) zwiazany z tym po-
dzialem bedziemy oznacza¢ jako ITp, 4 (), a formalnie:

Mpq(n) i= P (Mp < 0) P My, g0 < 00 ) P (Mg ) < 00) P (Mg < 2).

Analogicznie postepujemy, gdy tamiemy duzy obszar na k* blokéw, gdzie k € N
jest dowolne. Wtedy dla dowolnych p(1),p(2),...,p(k) € N3 rozwazamy podziat pro-
stokata [1,p(1) + p(2) + ... + p(k)] taki jak przedstawiony na rysunku 2.3 i definiu-
jemy ITy(1) p(2),...p(k) (1) jako produkt odpowiednich prawdopodobieristw dla maksiméw
po blokach podziatu:

k k
o1),p@),p0) (1) = T T TTPMpy(i0),patin)) < On)- (2.3)

i1=1i=1

Okazuje sie, ze warunek Br(v,) pozwala famaé¢ duze prostokaty nie tylko na cztery
mniejsze (co wynika wprost z definigji), ale takze na k? blokéw, gdzie k € IN dowolne,
oraz na k2 blokéw, gdzie k, — co dostatecznie wolno gdy n — co. O wlasnosciach tych
moéwi ponizszy lemat.

Lemat 2.15. Zatézmy, zZe pole {Xn} spetnia dla pewnego T > 0 warunek Br(v,) wzdtuz ¢
dla ciggu {v, }nen C R

(1) Dla dowolnego k € IN zachodzi

sup P(Mp)+..4+pi) < 0n) — Hpa)p(2),..p0) (1) | —= 0.
p(1)+...+p(k)<T-p(n)
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(2) Dla dowolnego ciagu {k }nen C IN 0 wilasnosciach
ky — 00, ky=o(n), kiBr(n)=o(1), (2.4)

gdzie { Br(n) }nen jest ciagiem z definicji warunku By (v, ) wzdtuz ¢, zachodzi

sup

P(Mp(1)+..rpk) < On) = Tp() p@),.epkn) (1) | —= 2 O-
p(L)+...+p(kn)<T9(n)

(3) Niech cigg {N(n)},en C IN? bedzie taki, ze N(n) < T-¢(n) dla n € IN. Wtedy
dla dowolnego ciagu {k,}nen C IN o0 wlasnosciach (2.4) i k,p;(n) P(X1 > v,) = o(1)
(dlai =1,2) zachodzi

P(MN(n) <oy) =P (M(LNl(n)/knJ,LNz(n)/knJ) < Un) " + 0(1).

Dowdéd. Dla dowolnego n € IN ik > 2 okres§lamy

Br(n k) = sup P(Mp(1)4+p(2)+..tp() < Un) — Hp(l),p(Z),...,p(k)(”)’ :

p(D)+...+p(k)<T-9(n)

Zauwazmy, ze wtedy Br(n,2) = Br(n). Dlan € N, k > 2ip(1),p(2),...,p(k) € N3
takich, ze p(1) + p(2) + ... + p(k) < T - ¢p(n) otrzymujemy:

‘P <Mp(1)+p(2)+...+p(k) < Un) - Hp(l),p(Z),‘..,p(k)(n)’
< }P (Mp<1>+p<z)+...+p<k> < vn) - Hp(l)+p(2),p<3>,...,p(k>(”)‘

| Tp1) 49210031006 (1) = (1) p(2),..pit) (1)

Korzystajac z nier6wnosci

m
[Toi-

i=1 i

bi< (ﬂi—bl‘) oile 1>ai>bi20dlai:1,2,...,m (25)

m
=1

M

Il
—_

prawdziwej dla kazdego m € IN, po kilku prostych przeksztalceniach dostajemy, ze drugi
skladnik powyzszego oszacowania spelnia nierd6wnos¢

niezaleznie od wyboru p(1), p(2), ..., p(k). Rozwazania te prowadza nas do nier6wnosci

Br(n, k) < Br(nk—1)+ Br(n,2)

prawdziwej dla dowolnych n € IN, k > 2. Za pomoca metody indukcji matematycznej
nietrudno pokaza¢, ze

Br(n,k) <k*Br(n) dla nkeN. (2.6)

Poniewaz Br(n) — 0, to dla dowolnego k € IN mamy Br(n, k) — 0 gdy n — oo, a zatem
punkt (1) dowodzonego lematu zachodzi. Natomiast z wyboru ciagu {k, } wnioskujemy,
ze Br(n, k,) — 0 gdy n — oo, co koriczy dowdd punktu (2).
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Przejdzmy do dowodu czesci (3). Poniewaz k,;(n)P(X1 > v,) — Odlai = 1,2
oraz N(n) < T-4(n), to

0<P (M(kn N1 (1) /e | e | Na(1) Ve ]) S Un) -P (MN(n) < Un)
< K (Na (1) + N (1)) (X1 > 0) = 0(1).

Ponadto z punktu (2) dowodzonego lematu mamy takze

kn
P (Mm [Na (1) /K Lea [N () /K ]) S Un) -P (MuNl/kn 1IN /ka)) S vn) = o(1).
W konsekwencji czes$¢ (3) lematu zachodzi. O

Ponizej przypominamy obserwacje O’Briena [56], ktdra jest powszechnie stosowana
w teorii wartoéci ekstremalnych.

Fakt 2.16. Niech {cy, }neN bedzie ciggiem liczbowym o wartosciach w przedziale [0, 1]. Wtedy
(I1—cy)"—e "™ =0 gdy n— oo
Konsekwencja Lematu 2.15 (3) oraz Faktu 2.16 jest nastepujacy wniosek:

Wniosek 2.17. Zatéimy, zZe pole {Xn} i ciag {v,}nen C R sq takie, zZe dla pewnego T > 0
warunek By (v,) zachodzi wzdtuz  oraz

Pi(n)P(X1 >0v,) >0 gdy n—oo (dla i=1,2). (2.7)

Ponadto niech {N(n)},en C IN? bedzie ciggiem indekséw spetniajacym N(n) < T - p(n).
Wtedy istnieje ciag {ky }nen C IN zbiezny do nieskoriczonosci taki, ze

K,
F (MN(n> S ”n) =P (M(LM(n)/knJ,LNz(n)/knJ) < vn) +0(1)
= exp <—k%P (M(LNl(n)/knJ,LNz(n)/k,,J) > vn>) +0(1), gdy n— oo.

Dowdd. Poniewaz warunek Br(v,) zachodzi, to Br(n) — 0 gdy n — oo. Ponadto z zato-
zenia mamy (2.7). Dlatego mozemy wybrac ciag {k, } rosnacy do nieskoriczonosci na tyle
wolno, aby k2B7(n) — 0, k,p1(n) P(X1 > v,) — 0 oraz k,y»(n) P(X; > v,) — 0. Taki
ciag {k,} spelnia zatozenia Lematu 2.15 (3). Na podstawie tego lematu otrzymujemy
pierwsza rownos¢. Druga réowno$¢ wynika z Faktu 2.16. O

Kolejny lemat méwi o pewnych witasnosciach wynikajacych z warunku (2.2) dla pél
m-zaleznych.

Lemat 2.18. Zatézmy, zZe pole {Xn} jest m-zalezne. Rozwazmy dowolny ciag {an}nen C N
taki, ze a, = o(n?). Wtedy warunek (2.2) implikuje, zZe
lim a, P(X7 > v,) =0

n—00

oraz

lim sup n?*P (X1 > v,) < 0.
n—oo
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Dowéd. Przypuéémy nie wprost, ze pierwsza wlasnos¢ nie zachodzi. Wtedy istnieje pod-
ciag {1 }1en ciagu liczb naturalnych taki, ze a,, P(X > v,,) — a gdy I — oo dla pewnej
statej a € (0, oo]. Korzystajac najpierw z m-zaleznosci, a potem z Faktu 2.16 i z zatozenia

P1 ()92 (ny) ~ n?, otrzymujemy:

p = lim P (M) <00) < iy (s < 2y 0/ )
o () (ny) —

co stanowi sprzeczno$¢ z zatozeniem, ze p € (0,1).
Dla dowodu drugiej wlasnosci okreslamy a,, := P(X; > v,)!. Gdyby dla pewnego

podciagu {,},eN ciagu liczb naturalnych zachodzito n?P(Xy > vy,,) — co gdy [ — oo, to

otrzymaliby$my a,, = o(n?) oraz a,, P(Xq > v,,) — 1 gdy | — oo, co stanowi sprzecz-

noé¢ z udowodniong wyzej pierwsza czeécia lematu. ]
Ponizej dowodzimy zapowiedzianego wczesdniej faktu méwiacego, ze jesli rozwazane
pole { Xy} jest m-zalezne, to jest stabo zalezne w sensie warunku Br.

Fakt 2.19. Zatézmy, ze pole { Xn } jest m-zalezne oraz wtasnosé (2.7) zachodzi dla pewnego ciggu
{vn}nen C R. Wtedy pole to spetnia warunek Br(v,) wzdtuz ¥ dla dowolnego T > 0.

Dowdd. Niech T > 0. Dla ustalonego n € IN niech p,q € IN? beda dowolne takie, ze za-
chodzi p+ q < T - ¢(n). Rozwazmy stowarzyszony z wyborem p i q podziat prostokata
[1,p + q]- Dla€e € {0,1}? okres§lamy zbior A, jak na rysunku 2.4, a formalnie:

Ae :=[(e1p1 + m+1,eap2 + m+1), (p1+ €191, p2 + €292)].

Na mocy m-zaleznosci otrzymujemy, Ze dla €, # € maksima M, i M4, sa niezalezne.
Okreslmy zbior A jako

A= Ao U A1 YA YA

Korzystajac z nieréwnosci tréjkata, nastepnie z nieréwnosci (2.5) oraz z wilasnosci
rozwazanego pola otrzymujemy:

‘P (Mp+q < vn) — leq(”)’
< [P(Ma < 0n) — P (Mpig < 0a)| + [P (Ma < 04) — I q(n)]
<

[P (Mg, <on) P (Mg, < 00) P (Mt < 00) P (M, < 00) — Tlpg(n)

< 2m(pr+q1+ p2+q2) P(Xa > 0q) + 2m(p1 + g1 + p2 + q2) P(X1 > vn)
< 4mT(P1(n) + ¢2(n)) P(X1 > vy),
a stad:
Br(n) = max, [P (Mp+q < vp) — pq(n)| <4mT(ip1(n) + o(n)) P(X1 > vy).
P4
p+q<T-tP0(n)

Zauwazmy, ze dla a, := 4mT(y1(n) + y2(n)) zachodzi a, = o(n?) gdy n — co. Na pod-
stawie Lematu 2.18 wnioskujemy, ze a, P(X; > v,) — 0 gdy n — oo, co koniczy do-
wod. O
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p+q
Ao, Aan
m+1
P
Ao Ao
m+1
(m+1,m+1)

1

Rysunek 2.4: Podziat prostokata [1, p + q] z wyréznionymi zbiorami A, dla € € {0,1}2.

Z Lematu 2.18 wynika, Ze jesli pole m-zalezne spetnia zalozenie (2.2), to automatycz-
nie warunek (2.7) zachodzi. A zatem prawdziwy jest nastepny wniosek plynacy z dowie-
dzionego powyzej faktu.

Wniosek 2.20. Zatézmy, ze pole {Xn} jest m-zaleine oraz (2.2) zachodzi dla pewnego ciggu
{vntnen C R. Wtedy {Xn} spetnia warunek Br(v,) wzdtuz ¢ dla dowolnego T > 0.

Wazna klase p6l stabo zaleznych stanowia pola ruchomych maksiméw badane przez
Basraka i Tafro [3].

Definicja 2.21. Pole { Xy },c72 okreslone jako
Xn:=max7iZnsi, M€ z?, (2.8)
nazywamy polem ruchomych maksiméw zmiennych o regularnie zmieniajacych si¢ ogonach,
gdy spetnione sa warunki:
(i) {Zn}nez jest polem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie;
(ii) dla pewnejliczby & > 0 mamy
P(|Z1] > x) =x7%-1(x) dla x>0, (2.9)
gdzie I : (0,00) — R jest wolno zmieniajaca sie funkgja;
(iii) {7i}icze jest rodzina wspotczynnikéw rzeczywistych spetniajacych

Y mil° < oo (2.10)
icz?
dla pewnej stalej 6 € (0, 1] takiej, ze 6 < a.

Uwaga 2.22. Mozna pokaza¢ [13, Theorem 2.1, Theorem 2.3], ze zdefiniowane powyzej
pole ruchomych maksiméw jest poprawnie okreSlone oraz zachodzi
. P(|X1’ > X

)
lim ———— = E % < 0. 2.11
o P(|Z4] > x) 5, il @11)
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Dla pola ruchomych maksiméw prawdziwe jest nastepujace twierdzenie [3, Corol-
lary 2.2] opisujace asymptotyke maksiméw:

Twierdzenie 2.23. Niech { Xy} bedzie polem ruchomych maksiméw okreslonym zgodnie z defi-
nicjq 2.21. Niech 74 := max{max{7;,0} : i € Z?}, y_ := max{max{—+;,0} : i € Z?}.
Niech {ay } nen bedzie ciagiem liczb dodatnich, dla ktérego

n?P(|Z1] > apx) = x™ gdy n— oo, dlakazdego x > 0. (2.12)
Zatézmy, Ze dla pewnego p € [0,1] i q := 1 — p zachodzi

P(Z1 > x) P(Z1 < —x)

— 2T sy ooraz ——— T s ody x — oo
P(|Zi)>x) F P([Zi>x) T &

Wtedy
lim P (M(n,n) < anx> =exp (—(p7§ +97*)x7%)

n—o0

Uwaga 2.24. Ciag {a,} z powyzszego twierdzenia mozna okresli¢ (poréwnaj [3]) jako:
a, :=inf{x: P(|Z1] > x) <n?}.
Ponizej uzasadnimy, ze pola ruchomych maksiméw spetniaja warunek Br wzdiuz .

Fakt 2.25. Niech { Xp} bedzie polem ruchomych maksiméw okreslonym zgodnie z definicjq 2.21.
Zaktadamy, ze Zy > 0 prawie wszedzie oraz «v; > 0dlai € Z2. Niech {a, }neN bedzie ciggiem
z warunku (2.12). Wtedy dla dowolnego x > 0 pole {Xn} spetnia warunek Br(a,x) wzdtuz o
dla wszystkich T > 0.

Dowdd. Ustalmy T > 01ix > 0. Dla uproszczenia notacji przyjmijmy v, := a,x. Mozemy
zalozy¢, ze 7; # 0 dla pewnego i € Z2. Zauwazmy, ze wtedy na mocy Twierdzenia 2.23
zachodzi

lim P (M(n,n) < vn) — exp(—12x %) € (0,1),

n—00

a zatem warunek (2.2) jest spelniony z p = exp(—74x~%). Rozwazmy ciagi {p(n) }neN,
{q(n) }nen elementéw z N3 takie, ze p(n) + q(n) < (T-n,T - n) dla dowolnego n € IN.
Aby dowie$¢ warunku Bt (v, ) nalezy pokazaé, ze

P <Mp(n)+q(n) < Un) —P (Mp(n) < Un) P (Mq(n) < Un) (2.13)

x P (Mwn),qz(n)) S Un) P (M(%(”)/Pz(”)) < Un) =0 gdy n— oo
Niech m € N. Z polem { X, } stowarzyszamy pole {X,[lm]} okreslone nastepujaco:

XM= max YiZnsi, dla neZ2 (2.14)

ie{-m,..—1,01,..,m}2

Jak tatwo zauwazy¢, tak zdefiniowane pole {XLm]} jest (2m)-zalezne. Ponadto, dla wy-

starczajaco duzych m € IN oraz dla MLm} = Maxigj<n Xj[m] mamy

lim P (MP:,]”) < vn> € (0,1),

n—oo
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na mocy Twierdzenia 2.23. Korzystajac z Wniosku 2.20 dostajemy, ze

P (Ml qm) < ) =P (Myfy <) P (M, < 20) @15)

(
[m] [m]
%P (M50 < 20) P (M) S00) =0 gy 1= oo
Chcemy wywnioskowa¢, ze zachodzi takze (2.13). W tym celu pokazemy, ze dla duzych
m € IN maksima pola { Xy, } mozna przybliza¢ maksimami pola (2m)-zaleznego {Xr{lm}}.
Zauwazmy, ze
lim |2 (Mt g0 < 2n) =P (Mpiorq0n) < 01)

< lmo Y P(X" <o, X > 0)
" 1<j<p(n) +a(n)

< T? lim n?P ( max  ¥iZi > vn>

n—sco €22, |[if|>m
2 1; 2 2, —a x
< T4 lim n“P Z YiZi > vy | =T u Z i,
n—o0 . N . .
ieZ2, ||i||o>m i€Z2, ||i|lo>m
przy czym ostatnia réwnos$¢ wynika z wspomnianej wcze$niej wlasnosci (2.11) oraz z wy-

boru ciagu {v, }. Ponadto ze zbieznosci szeregu w (2.10) mamy:

R(m):=T>u™ ) ~f — 0 gdy m— oo.
i€z?,
[i]oo>m

Prowadzac analogiczne rozumowanie pokazuje sie, ze

Jim [P (M5 < o) =P (Mpia) < 00) | < ROm),
fr P (Ml < 1) =P (< 00)| < R
tim P (M) < 0) =P (Mg, g0 < 20)| < R(m),

lim |P (M[’“]( i) <) =P (Mg o) < 00)

n—o00

Korzystajac kolejno z nieréwnosci tréjkata, zbieznosci (2.15), nieréwnodci (2.5) i uzyska-
nych powyzej oszacowan dostajemy, ze

tim | P (M) rq(u) < 00)

n—oo
-P (Mp<n> S Un) P (Mq<n> S vn) P (M<p1<n>,qz(n>> S vn) P (Mwl(n),pz(n)) S Un) ‘
P —

< Jim [P (Mpqtn < o) =P (Myfe ) <70) |
+ Jim [P (M0 g < o)
=P (Mt <om) P (Mgfsy <o) P (MG 100y <20) P (MG i) <20) |
+ lim P (Mp<n> < vn) P (Mq<n) < Un) P (Mm( PACHIN Un) P Mg (n) pa(n)) S Un)
=P (Mylyy < o0) P (Mo < o) P (MG 1) < 20) P (M iy < 20)
< 5R(m).
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Przechodzac z m do nieskoriczonosci otrzymujemy teze. ]

2.2.3. Dystrybuanta pozorna

Podrozdzial ten poswiecamy zagadnieniom zwiazanym z dystrybuanta pozorna roz-
wazanego pola { X, }. Zaktada¢ bedziemy, ze dla { Xy, } i dla pewnego ciagu {v,, }nen € R
zachodza warunki (2.2) i (2.7).

Dla dystrybuanty F zmiennej X; okres§lamy F, € R U {co} jako

F.:=sup{x € R: F(x) < 1}.

Na mocy zalozenia (2.7) mamy, ze v, — F, gdy n — oo. Ponadto, zgodnie z ponizsza
uwaga, bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy przyjaé, ze ciag {v, } jest niemalejacy.

Uwaga 2.26. Jesli warunki (2.2) oraz (2.7) sa spelnione dla ciagu {v, }, to zachodza réw-
niez dla niemalejacego ciagu {v;; } o wyrazie ogélnym v}, := inf{v,, : m > n}.
Definiujemy odwzorowanie bedace kandydatem na dystrybuante pozorna pola { Xy }
nastepujaco:
0 dla x < vq;
G(x) =< pV" dlav, <x < vy (2.16)
1 dlax > F,.

W nastepnym kroku naszych rozwazan zamierzamy dowies¢, ze tak okreslona funkcja
G jest rzeczywiscie dystrybuanta pozorna (wzdtuz ¥) dla rozwazanego pola losowego,
o ile tylko warunek Br(v,) (wzdtuz @) dla dowolnego T > 0 zachodzi.

Twierdzenie 2.27. Zatézmy, ze pole {Xn} spetnia warunek Br(vy,) wzdtuz ¢ dla dowolnego
T > 0 niemalejgcego ciggu {v, }, dla ktérego (2.2) i (2.7) zachodza. Wtedy formuta (2.16) zadaje
dystrybuante pozorng pola { Xy }, czyli

P(Mn < un) - G(”n)nln2 —0 gdy n — oo wokdt lP (2.17)
dla dowolnej rodziny {un }nen2 C R

W dowodzie twierdzenia skorzystamy z ponizszych faktéw oraz z nastepujacych
po nich Lematu 2.30 i Lematu 2.31.

Fakt 2.28. Niech {a,}neN bedzie ciagiem liczb rzeczywistych oraz a € R. Wtedy zachodzi
a, — a gdy n — oo doktadnie wtedy, gdy z dowolnego podciagu {ny }rew ciagu liczb naturalnych
mozna wybraé dalszy podciag {ny, }1ew tak, aby an, — a gdy | — oo.

Fakt 2.29. Rozwazmy rodzing {an fnen2 C R oraz a € R. Wtedy
an —a gdy n — oo wokét P

doktadnie wtedy, gdy z kazdego ciggu {n(k)}reny C IN? zbieznego do nieskoriczonosci wokdt ¥
mozna wybra¢ podciag {n(k;) }1en, dla ktérego zachodzi a, ) — a gdy I — co.
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Lemat 2.30. Niech pole {Xn} i ciag {v,} spetniajq zatozenia Twierdzenia 2.27. Dla dowolnych
liczb rzeczywistych s, t > 0 mamy zbieznos¢

P (M(Ls-wnu,tt-wz(nn) < Un) — 0" gdy n— co.

Ponadto, jezeli F C [0,00)? jest zbiorem takim, zZe nie istnieje ciag elementéw z F zbiezny
do punktu (0, 00) lub do punktu (c0,0), to ma miejsce zbiezno$¢ jednostajna:

SUp. [P (Milay (o)) i) < 0n) 07| =0 gy oo

(st)eF

Dowdéd. W pierwszej cze$ci dowodu badamy zbieznos$¢ punktowa. Poniewaz zalozenie
(2.2) moéwi, ze P(My(,) < vx) — p, to wystarczy abySmy dowiedli, ze dla dowolnych
s,t > 0 zachodzi

st
P (Myin) S o) B (Mol ) S 0n) =0 gy 11— oo (2.18)

Na poczatek pokazemy, ze zbieznos¢ taka ma miejsce dlas = 1/q; it = 1/q», gdzie state
g1, 92 € IN sa dowolne. Korzystajac z nieréwnosci tréjkata otrzymujemy:

P (Mp < 00) =P (Miguimsrm i) <o)
< [P (Myiuy < ou) =P (Mg gy 11l 02 < )

q1q2
+ ‘P <M(q1 1 (n) /1 L2 92 () /2)) S Un) -P (Muw] () /), L92(n)/2)) S Un)
= R1(7’Z) + Rz(?l).

N

Zauwazmy, ze pierwszy skladnik powyzszego oszacowania oznaczony jako R; spelnia

Ri(n) < (q19p2(n) + q291(n)) P(X > 04) = o(1).

Natomiast dla sktadnika R, na podstawie warunku Bj (v, ) wnioskujemy, ze Rp(n) = o(1)
gdy n — oco. Zatem dowiedliémy (2.18), a tym samym pokazaliSmy, ze zbieznos¢ z tezy
lematu zachodzidlas =1/g1it =1/7,.

W kolejnym kroku wykazemy, Ze zbieznos$¢ punktowa zachodzi dla dodatnichs, t € Q.
W tym celu rozpatrzmy s = p1/q; oraz t = p»/q, gdzie p1, p2, 91,92 € N. Wtedy

P1pP2

9192
‘P (Mu;’}%(nu,tz;wz(nn) s ”ﬂ) P (My(u) < on)

a ‘P <M<LZ;¢1<n>J,L’;§¢z(n>J> S ”n> -P <M(mr"1<“mm“’2<">n S ””) ‘

Poniewaz dlai = 1,2 mamy 0 < L%t[)i(n)j — pi LMJ < pj, to zachodzi

Ry(n) < pripa2([91(n)/ 1] + [¢2(n)/92] +2) P(X > v4) = 0(1).
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Dalej, warunek By (v,) wzdluz ¢ dla T = p1/q1 V p2/q2 pociaga, ze R, (n) = o(1). Nato-
miast to, ze R (1) = o(1) wynika z udowodnionej juz wczesniej zbieznosci (2.18) dla pary
(1/91,1/92). Z powyzszych rozwazan otrzymujemy (2.18) dla s = p1/q1 oraz t = p2/q».

Dowiedli$my juz, ze mamy punktowa zbieznoé¢ dla wymiernych s, t > 0. Nastepnie
pokazemy, ze dzieki monotonicznoéci przeksztatcenia (s, ) = P(M |y, (n)],|ts(n)]) < Un)
oraz ciaglosci odwzorowania (s,t) — p* mozna wnioskowa¢, ze zbieznoéé¢ punktowa
zachodzi dla wszystkich s,t > 0. W tym celu ustalmy dowolny punkt (s, t) € (0,00)?
i stowarzyszmy z nim monotoniczne ciagi {(s(j), t(j)) }jen i {(s'(j), t'(j)) }jen takie, ze
s(7),t(j),s'(j), ' (j) sa liczbami wymiernymi dla kazdego j € N oraz

s() s, t(G) At $'() Nes, F() N\t gdy j— o
Wtedy dla dowolnego j € IN zachodzi
PPV +o(1) = P (M<Lsf(fm(nu,Lt'o‘)wz(nu>

<
s P (M(Lsz/n ()], Ltga(m)]) S Un)

Un) = o*0t0) 4 o(1),

N

S P(M(Ls(jm(n)J,u(j)wz(n)J)

gdy n — co. Poniewaz p**() — ot oraz p*' ') — pt gdy j — oo, to zmierzajac z j i n
do nieskoriczonosci otrzymujemy, ze

lim P (Muswl(n)J,wz(n)J) < Un) ="

PrzejdZzmy teraz do wykazania zbieznosci jednostajnej. W tym celu rozwazmy zbior
F spetniajacy zalozenia lematu i dowolny ciag {(s(n),t(n))},en elementéw z F. Na-
szym celem jest pokazanie, ze

P (M (st () empgatm) < 0n) =" 0 gdy 11— co.

Na mocy Faktu 2.28 mozna zatozy¢, ze (s(n),t(n)) — (s,t) € [0,00]?\{(0,00), (0,0)}.
Rozwazymy trzy mozliwe przypadki: pierwszy (s, t) € (0,00)?, drugisVt < wisAt =0
oraz trzecis Vi =o00is At > 0.

Badamy pierwsza z wymienionych powyzej sytuagji. Zatézmy, ze (s(n), t(n)) — (s, t)
i (s,t) € (0,00)2. Wtedy mamy (s —¢,t —¢€) < (s(n), t(n)) < (s +¢ t +¢) dla dostatecznie
duzych n € N, dla dowolnego ¢ > 0. Korzystajac z monotoniczno$ci odwzorowania
(s,t) = P(M|sn),|tn]) < Vn) dostajemy:

N
N

P (M(Ls<n>¢1(n)J,w)wz(n)J) < Un)
SP (Mu(s—s)nJ,ut—s)nJ) S Un) :

P (M(L(S+s)¢1(n)J,L(t+s)¢z(n)J) < vn)

Ponadto, na mocy udowodnionej wczesniej zbieznosci punktowej mamy:

N

P (Mool iiranmn S on) = oI +o(1),

P (M(((s—eygr ()} L(—ealm)) S On) = pCIE o(1),
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Z dowolnosci wyboru statej ¢ > 0 otrzymujemy P(M|s(uyp, ()], [t(n)ga(n)] < Vn) — O
gdy 1 — co. A poniewaz zachodzi réwniez p*(* (") — pst, dowod pierwszego przypadku
zostat zakoniczony.

Rozpatrzmy druga sytuacje, gdy (s(n),t(n)) — (s,t) oraz sVt < coisAt=0.
Bez zmniejszenia ogélnosci zakladamy, ze (s(n),t(n)) — (s,0) oraz s < oco. Wtedy
oMt 5 1. Ponadto dla dowolnego & > 01 dla duzych n € N zachodzi:

P (M(L(s+s)¢1(n)J,L€¢z(H)J) < vn) sP (M<Ls(n)tpl(nu,tt(n)wz(n)n < Un) sl

Poniewaz P(M([(s-l—s)l/il(n)J,LelpZ(n)J) < Un) — p(s+g)g (gdy n — 00) ip(s+s)s —1 (gdy e —0),
to mamy P(M|s(n)yy (n)t(n)ga(m))) S On) — 1 gdyn — co.

By rozwazy¢ ostatni przypadek zat6zmy, ze (s(n), t(n)) — (s,t),sVt=o00is At > 0.
Przypusémy, ze (s(n),t(n)) — (co,t) oraz t > 0. Wtedy zachodzi p*™* ") — 0, wiec
nalezy pokazac, ze P(M(|s(n)py (n) |, [t(n)a(n)])) — 0 gdy n — co. Wiemy, ze dla dowolnych
R > 01ie > 0 istnieje ng, takie, ze s(n) > R, t(n) > t —¢, 0ile n > ng,. Stad dla
wszystkich n > ng, otrzymujemy nieréwnos¢:

0P (Mus(nm (n)J,W)wz(n)J)) SP (M(LR% (n)J,L(f—e)lpz(n)J)) :

Poniewaz P(M( LR%(?Z)J:LU—S)%(”)J)) — p(t—s)R (gdy n — 00) oraz p(t—s)R — 0 (gdy e—0
i R — o), to z dowolnosci ¢ R > 0 wnioskujemy, ze P(M((s(n)p(n)],t(n)ga(n)])) — O
gdy n — oo, co koriczy dowdd trzeciego z rozwazanych przypadkoéw, a zarazem dowéd
catego lematu. O

Lemat 2.31. Niech {g(n)}nen i {h(n)}nen beda niemalejacymi ciagami liczb rzeczywistych.
Nie istniejq ciagi {an }neN i {bn }nen liczb naturalnych, dla ktérych

. g(an) o . h(an)
I ) " (By)

=x oraz yYyAx<1 yvx>1

Dowéd. Przypuéémy nie wprost, ze lemat nie jest prawdziwy. Zalé6zmy, ze dla ciagéw
{an}nen, {bn}nen C IN zachodzi g(an,)/g(by,) — v ih(an)/h(by) — x, gdy k — oo,
oraz v > 1 > x. Wtedy warunek g(a,)/g(b,) — v > 1 (gdy n — o0) implikuje, ze
g(an) > g(by), astad a, > by, (dla duzych n € IN). Analogicznie, z h(a,)/h(b,) — x <1
(gdy n — o0) otrzymujemy, ze a, < by, (dla duzychn € IN), co prowadzi do sprzecznosci.
A zatem lemat jest pradziwy. O

Dowéd Twierdzenia 2.27. Rozwazmy dowolna rodzine {un }nene C (—09, Fy). Dla ka-
zego x € (—oo, F,) okreslamy liczbe naturalna K(x) nastepujaco:

1 dlax < vy
K(x) =
(%) { k gdy x € [vg, Uks1)-

Na mocy Faktu 2.29 wystarczy wykazaé, ze wlasnos¢ (2.17) zachodzi dla dowolnego
ciagu indekséw zbieznego do nieskoriczonosci wokét ¢p. W tym celu ustalmy C > 1
i zat6zmy, ze N(n) — o0 oraz N(n) € U(C) dla kazdego n € IN, gdzie U (C) jest zbiorem
z definicji 2.5. Wybierzmy ciag {c, }nen C N, dla ktérego zachodzi

N(n) € [1/C-¢1(cn), C-¢1(cn)] X [1/C-p2(cn), C-¢a(cn)] dla n e NN.
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Otrzymujemy:

P <MN(n) < MN(n)>

N

P (MN(n) < UK(uN(n))-f—l) (2.19)

=P M <v
( (‘P](Nlin“lpl( (itn) )+1)'¢N27W)+1)¢2(K(MN<H))+1)> S K(llN(n))+1>

K(uy Z(K(”N(n)

oraz

P (MN(n> < ”N<n>> 2P (MN<n> < UK<uN(,,>>> (2.20)

=P(M < Uk(u .
( <lp1 Ny (n) lPl( (”N )) R ”N qJZ( (un ))) K(lN(n))>

Poniewaz N(n) € U(C), todlai = 1,2 mamy:

1/C -i(en) - Nim) . C-ilen)
¢i(K(MN(n))) = ¢i(K(uN(n))) b lpi(K(uN(n))).

Stosujac Lemat 2.31 dla g(n) = ¢1(n), h(n) = Po(n), otrzymujemy, ze zbidr

_ Ni(n) Nom)
7= {<¢1<K<uN<n>>>'zpz(K(uN(n)))) e N}

spelnia zalozenie Lematu 2.30. Korzystajac z tego lematu w celu aproksymacji prawej

strony nieréwnosci (2.20), dostajemy:

Ny (m)Np (1)

P{M < v = K(HN(H))Z +o0 1.
< (M(K(umw)) Np(n) (K(uN<n)))> K(“N(n))> p (1)

(uN(”)) ’K(lLN<n))

W podobny sposéb jak powyzej pokazuje sie, ze dla prawej strony nieréwnosci (2.19)
mamy:

Np (1)Np(n)

P(M < = p®iNw) " 1 o(1).
( ( Nq(n) (K(uN(n)Jrl))Iqui(W)(K(uN(n)Jrl))) K(uN(ﬂ)+1)> Y ( )

K(up () +1) KON ()41

A zatem zachodza nieréwnosci:
pMIN) /Kl 4 0(1) < P (M) < gy ) < pM N/ (K17 o 1),

/K (unm)? Ny () Na (1) / (K (tnmy)+1)*

Dalej, korzystajac z faktu, ze p™N/(MN201) —p = o(1), otrzy-

mujemy:
P(Mnn) < tinm) — Glttnn) NN = P(My) < i) — pM1 N0/ Kline)* = 6(1),

co nalezalo wykazac. O

Zestawiajac Twierdzenie 2.27 z Wnioskiem 2.20 otrzymujemy nastepujacy rezultat
dla p6l m-zaleznych.



36 ROZDZIAL 2. MAKSIMA DYSKRETNYCH STACJONARNYCH POL LOSOWYCH

Whiosek 2.32. Zatézmy, ze {Xn} jest polem m-zaleznym spetniajacym (2.2) dla pewnego ciggu
{vn}nen C R. Wtedy wzér (2.16) wyznacza dystrybuante pozorng wzdtuz  dla { Xy }.

Nietrudno pokazaé, ze dla pdl spetniajacych warunek (2.2) istnienie dystrybuanty
pozornej wzdluz ¢ pociaga warunek warunek Br(v,) wzdluz . Zestawiajac ten fakt
z Twierdzeniem 2.27 otrzymujemy charakteryzacje pdl posiadajacych dystrybuante po-
zorna.

Twierdzenie 2.33. Niech {Xy,} spetnia zatozenia (2.2) oraz (2.7) dla ciggu {v,}nen C R.
Wtedy pole { Xn } posiada dystrybuante pozornaq wzdtuz ¢ doktadanie wtedy, gdy warunek Br(vy,)
wzdtuz P zachodzi dla kazdego T > 0.

2.2.4. Granica maksiméw

Kolejnym interesujacym nas zagadnieniem sa metody obliczania granicy prawdopo-
dobienistw P(My < un) gdy n — oo.

Dla stabo zaleznego, stacjonarnego pola { Xy}, dla ktérego zachodzi lokalny waru-
nek LD(") dla pewnej liczby r € IN dowodzimy twierdzenia, ktére w swoim sensie jest
podobne do rezultatu Chernicka, Hsinga i McCormicka dla ciagéw [11, Proposition 1.1].

Twierdzenie 2.34. Zatézmy, ze pole {Xn} spelnia warunki (2.2) oraz Br(vy,) i LD")(v,)
wzdtuz P dla pewnego ciqgqu {v,}nenw C R, liczby r € N i dla wszystkich T > 0. Niech
cigg {N(n)}nen C IN? znajduje si¢ w otoczeniu ¢ (tzn. istnieje C > 1 takie, ze N(n) € U(C)
dla kazdego n € N, gdzie U(C) jest zbiorem z definicji 2.5). Wtedy zachodzi

P (MN(H) < vn> = exp ( — Ni(n)Na(n) (P <M(r,r) > vn) —P (M(r,lrr) > vn>
-P (M(r,rfl) > Z)n) +P (M(rfl,rfl) > Z)n) )> + 0(1).

W szczegdlnosci:
P(Myy <va) = exp(—m(P (M >0n) =P (Myo1y) > 0n)
-P <M(,,,_1) > vn) +P (M(r_u_l) > vn> )) +o0(1).

W kolejnym lemacie [39, Theorem 2.1] prezentujemy nieréwnos¢ stanowiaca gléwne
narzedzie w dowodzie powyzszego twierdzenia. Poniewaz nieré6wnos¢ ta jest ze wzgledu
na charakter podobna do klasycznej nieréwnosci Bonferroniego (patrz [8,28]):

n n

P (U Al‘) = ZP<A1) — Z P (Ai1 N Aiz) p (2.21)
i=1 i=1 1<i1<i2§n

nazywac ja bedziemy (tak jak to czynia jej autorzy) nieréwnosciq typu Bonferroniego. Po-

nizszy lemat znajduje takze zastosowanie w podrozdziale 4.5 w rozwazaniach o asymp-

totyce maksiméw wielowymiarowych.

Lemat 2.35. Ustalmy d, m € IN. Niech {Zy },,c 74 bedzie stacjonarnym polem losowym o warto-
$ciach w przestrzeni liniowej (E, Pr). Niech zbiér U € B bedzie taki, ze 0 ¢ U. Dla skoriczo-
nego zbioru A C Z* definiujemy

Syi= Z Zn.
neA
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Dlae € {0,1}% in € Z% rozwazamy zbiory B(n,€) i B(n) postaci
B(n,€) := {j €eZ':n+e<j<n+ (m,m,...,m)}, B(n) := B(n,0),
ponadto okreslamy liczbe:

An(U) = Y (—1)€1+€2+-~€d13<53(n£)eu>.
ec{0,1}4

Dla zbioru A definiujemy jego brzeg 0.A jako
0A:={j ¢ A:Fneaj € Bm)}U{n e A: ez n € BG\BG+1)}.

Przy powyzszych zatozeniach i oznaczeniach zachodzi nieréwnos¢

P(Sgel)— ) An(U 1(d,m) Y P(Z; #0) 4+ Co(d,m) Y, P(Z; #0,21 #0)
neA jeoA jleA
i1l

ze statymi Cy(d, m) := 24((m +1)4 — 1), Co(d, m) := 1/2(1 +2%(2m + 1)“.

Whniosek 2.36. Dia dowolnych n & N2, m € N, x € R zachodzi:
)P(Mn > X) —niny

X (P(M(m+1,m+l) > x) = P(M(umi1) > x) = P(M(gy1,m) > %) + P(Mmy > x)) ‘

< 2C1(2,m)(n1 +n2) P(Xg > x) + C2(2,m) Y P(X > %X > x).
jAE[1n],[[j—1]|eo>m

Dowéd. Nalezy zastosowaé Lemat 2.35 dla pola stacjoarnego {Zy },c7> zdefiniowanego
jako Zn 1= lx, >y oraz dla A := [1,n] iU := (0,00). O

Dowdéd Twierdzenia 2.34. W pierwszym kroku dowiedziemy tezy twierdzenia dla szcze-
golnego przypadku, gdy Ni(n) = ¢1(n) oraz Np(n) = p(n) dla n € IN. Niech {ky } nen
bedzie ciagiem z warunku LD() (v,). Wtedy na mocy Wniosku 2.17 mamy

P <M¢(n) < Un) = exp <—k%P (M(Wl(n)/k,zj,wz(n)/knj) > Un>> +o(1). (2.22)

Wykorzystujac Wniosek 2.36 z n := (|91(n)/kn], |¢2(n)/ky|) im := r — 1 oraz mnozac
otrzymana nieréwnos¢ obustronnie przez kn, otrzymu]emy.

kn P (M(Llpl(n)/knJ,Llpl(n)/knJ) > Un) — kL1 (n) /K| [p2(n) / k]

X <P(M(r,r) > Un) - P<M(r—1,r) > Un) - P(M(r,r—l) > Un) + P(M(r—l,r—l) > Un)> |

< 226(r) (L1 (n) k) + [2(n) /) P(Xa > 02)
+ K2co(r) Z P(Xj > vy, Xy > v,) =: R(n,r), (2.23)
jle{1,2,... Y1 (n)/ka) } x{1,2,...,[Y2(n) /kn] },

[i=1leo=>r
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gdzie state c1(r), c2(r) sa postaci c1(r) := 4(r> — 1), ca(r) := § +2(2r — 1)% Z faktu, ze
{kn} jest ciagiem z definicji warunku LD") (v, ) wnioskujemy, ze R(n,7) — 0 gdy n — co.
Wraz z (2.22) prowadzi to nas do korica pierwszej czeSci dowodu.

W drugim kroku dowodu ustalmy C > 1 i rozwazmy ciag {N(#) },en spelniajacy
warunek N(n) € U(C) dla n € IN. Zauwazmy, ze jezeli ciagi {N1(n) tnen i {N2(n) }nen
sa ograniczone, czyli Nj(n), N2(n) < K dla pewnego K > 0 i wszystkich n € N, to
teza twierdzenia wynika w prosty sposéb z faktu, ze P(X; < v,) — 1 gdy n — oo.
Aby zakoniczy¢ dowdd rozwazmy sytuacje, w ktorej N(n) — oo wokoét ¢p. Zauwazmy, ze
zgodnie z Twierdzeniem 2.27 wzor (2.16) okresla dystrybuante pozorna dla pola {Xn}.
Stad

Ny (n)Np (1)

. . Np (n)Np (1) . . n2
lim P (MN(H) < vn> =limp = lim (hm P (sz(l) < vl)>

n—o0 n—00 n—o00 \ [—soo

Korzystajac z wzoru na lim;_,, P <M¢(l) < vl) otrzymanego w pierwszym kroku do-
wodu, dostajemy:

lim P (MN(H) < vn>

n—o00
Nl(ﬂ);\fz(ﬂ)
—  lim [ lim e~ 1 O$2()(P(My,)>01) =P(M_1,)>01) =P(My, 1) >0) +P(M(y1,,-1)>01)) "
n—o0 \ [—oo
Ny (n)Np(n)
— lim (eﬂm(n)%(n)(P(M(,,T)>vn>—P<M<r,u>>vn>—P(M<,,,,1)>vn>+P<M(,,1,,,1)>vn>> 2
n—00
—  lim e NN (m)(P(Myp) >0n) =P(My_1,5)>0n) =P(M(y,p 1) >0 ) +P(M(y_1,p-1) >0n))
n—oo ’
co koriczy dowdd twierdzenia. O]

Ponizej przedstawiamy w jaki sposéb mozna wykorzysta¢ udowodnione wyzej twier-
dzenie do badania asymptotyki maksiméw m-zaleznego pola ruchomych maksimoéw.

Przyklad 2.37. Rozwazmy pole {X,} ruchomych maksiméw okreslone zgodnie z defi-
nicja 2.21. Zatézmy, ze 7; > 0dlai € {0,1,...,m}?oraz 7; = 0 gdy i ¢ {0,1,...,m}2
A zatem
Xan= max 7jZnsi, NE z>2.
iez?,
0<i<(m,m)

Zakladamy, ze P(Z1 > 0) = 11 oznaczamy 4 := maXjcz 7i- Niech {a,} bedzie cia-
giem z warunku (2.12). Dla ustalonego x > 0 okre$lmy v, := a,x dla n € IN. Za-
uwazmy, ze pole { X, } spelnia warunek Bt (v, ) wzdtuz ¢ na mocy Faktu 2.25 oraz waru-
nek LD+ (v,) wzdtuz ¢ jako pole m-zalezne (patrz Uwaga 2.56). Korzystajac z Twier-
dzenia 2.34 dostajemy, ze

P (M(Vl n) < ’Un> — e—nz(P(M(m+1,nz+1)>Un)_P(M(m,m+1)>’Un)—P(M<m+1,m)>Z)n)+P(M(m,m)>ZJV,)) 4 0(1)

Obliczymy granice wyrazenia po prawej stronie w powyzszej réwnosci. Aby to zrobic,
na poczatek przyjrzymy sie asymptotyce wyrazenia 1> P(My41,m11) > vn) gdy n — oo.
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Korzystajac ze szczeg6lnej postaci rozwazanego pola otrzymujemy:

n*P (M(mﬂ,mﬂ) > vn> = n? Z P <m3x Vi Zj > vn>
je{0,1,...m}2 S

+ n? Z P( max 'yi-Zj>vn>
2m}

FE{01 0 m} x {m+1,.., WSy 2Zj—m

+ n? Z P( max ’)/i-Zj>vn)
}

je{m41,...2m} x {0, 1,...m nZj=m, 252

+ n? max Vi Zj > vn> +0(1)

P <
je{m+1,...2m}2 h2ji—m, >jp—m

= n? Z P < naxy; - Z1 > vn> +0(1),
Be](olo) ieB

gdzie .y oznacza rodzine prostokatnych podzbioréw w Z o) := {0,1,..., m}? okre-

$lona jak ponizej:

f(o,o) = {(] +I(0,0)> DI(O,O) 1 jE ZZ};

dla dowolnego Z C Z“ przyjmujemy j +Z := {j +1i: i € Z}. W analogiczny sposéb
pokazuje sie, ze

n’P <M(m,m+1) > Un) = P <m%x7i 21> Un) +0(1),
Bed 1€

n’P <M(m+1,m) > Un) = P (m%x'h 21> Un) +0(1),
BE,](OJ 1€

n* P (M(m,m) > Un) = n? P (m%x% L1 > vn) +0(1),
Bef(m 1€

dla .7 = {(j +Ze) N ZLog) = j € Z*} oraz I := [0, (m,m)—e]. Korzystajac kolejno
z faktu, ze (Z(0,0)\#(0,1))\(Z1,0)\Z(1,1) = {Z(0,0)} oraz z zalozenia (2.12) wnioskujemy,
ze

n? (P (M(m ims1) > vn> _p (M(m,m > vn> —p (M(m m) > On) + P(My ) > vn>>

= n’P <'rr%ax Yi-Z1 > vn> +0o(1) = n?P(y+Z1 > vy) +0(1) = 1% x "+ 0(1),
1€ (0/0)

a stad

lim P (M(M) < vn) =exp(—7ix"").

n— 00

Zauwazmy, ze otrzymany wynik jest zgodny z teza Twierdzenia 2.23.

Ponizej uogdlniamy Twierdzenie 2.34 na przypadek pol o bardziej skomplikowanej
strukturze lokalnych zaleznosci.

Twierdzenie 2.38. Zatdzmy, ze pole { Xy } spetnia warunki (2.2) oraz By (v, ) wzdtuz ¢ dla ciaqu
{vn}men C R i wszystkich T > 0. Niech cigg {kn}nen C IN bedzie taki, Ze k2B1(n) — 0



40 ROZDZIAL 2. MAKSIMA DYSKRETNYCH STACJONARNYCH POL LOSOWYCH

oraz kypi(n)P(X1 > v,) — O0dlai = 1,2, gdy n — oo. Przypusémy, ze {ontnen C N
jest ciagiem, dla ktérego R(n, 0,) — 0 gdy n — oo, gdzie R jest funkcja zadang przez (2.23).
Wtedy dla kazdego ciggu {N(n)},en C IN? znajdujacego sie w otoczeniu  (w sensie takim jak
w Twierdzeniu 2.34) zachodzi:

P (Myoy<on) = exp (= Na(m)Na(n) (P (Mg,.0,)>0n) =P (Mg, -1, >7n)
S ) (M(ingn,l) >vn) +P (M(gnfl,qnfl) >vn) )) +o(1).

Dowdd. Zauwazmy, ze dla ciagu {k, }nen spelniajacego zalozenia twierdzenia prawdziwa
jest réwnos¢ (2.22), na mocy Wniosku 2.17. Ponadto, stosujac Wniosek 2.36 podobnie jak

w dowodzie Twierdzenia 2.34, tym razem dla m := ¢, — 1, otrzymujemy nieréwnosé
analogiczna do (2.23). Latwo widaé¢, ze zbieznos¢ R(n, 0,) — 0 implikuje teze twierdze-
nia. ]

W niektérych sytuacjach do badania maksiméw moze okazac sie przydatny nietrudny
w dowodzie wniosek z powyzszego twierdzenia.

Whniosek 2.39. Przypusémy, ze pole {Xn} i ciag {vn}new C R sq takie, Ze B1(vy,) zachodzi
wzdtuz . Ponadto niech ciag {kn }nen C N spetnia k3B1(n) — 01 kyp;(n) P(Xq > v,) — 0
dlai=1,2, gdy n — oo. Jesli spetnione sq nastepujace zatoZenia:

(i) lim, e limsup, ,  R(n,7r) =0;

(ii) limy_eo 12 P(M(,)—e > 0u) = Le(r) dla dowolnychr € Nie € {0,1}%;

(iii) limy—co <§(0,0)(7) =) (1) = Ca(r) + g(l,l)(r)) =

to ma miejsce zaleznosé
P (M¢(n) < vn> —e ¢ gdy n— oo

Dowéd. Dowo6d rozpoczynamy od prostej obserwacji. Niech {by, },ren bedzie rodzina
liczb nieujemnych spelniajaca warunek lim, . limsup, _, by, = 0. Wtedy istnieje ciag
{0} }nen C N zbiezny do nieskoricznosci i taki, ze limy;;c0 b9, = 0 dla dowolnego ciagu
{0n}nen C N zbieznego do nieskoriczonosci takiego, ze 0, < 0}, dlan € IN.

Na mocy zatozefi mamy:

lim lim l’lz(P(M(r,r) > Un) +P(M(r,r—l) > Un)—P(M(,,_L,,) > Un) +P(M(r—1,r—l) > Un)) — g =0,

r—00 N—00

rlgglo hrnn_)soljp R(n,r) =0.

Wykorzystujac powyzsza obserwacje znajdujemy ciag {0, }nen zbiezny do nieskoniczo-
nodci i taki, ze

tim 12 (P(M(y, 0.) > 0n) +PM g, 0,-1) > V) ~PM(g, 1,0,) > ) TP Mg, 1,0,-1) > 7)) = &,

n—o0

lim R(n,0,) = 0.

n—oo

Aby zakonczy¢ dowod wniosku wystarczy skorzystaé z Twierdzenia 2.38. O
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2.2.5. Indeks ekstremalny

W niniejszym podrozdziale opieramy sie na rezultatach przedstawionych w podroz-
dziatach 2.2.312.2.4, by dowie$¢ pewnych twierdzen dotyczacych indeksu ekstremalego
(wzdluz ¢p) dla pola losowego {Xn }. Na poczatek odpowiadamy na pytanie o istnienie
indeksu ekstremalnego.

Twierdzenie 2.40. Przypusémy, ze dystrybuanta F(x) = P(Xy < x) jest reqularna w sensie
O’Briena. Wtedy pole { Xy} ma indeks ekstremalny wzdtuz  réwny 6 € (0, 1] doktadnie wtedy,
gdy istnieja ciag {vn }nen C R iliczba T > 0, dla ktérych

lim n’P(X >v,) = T, (2.24)
n—oo
Jgrc}o P(Myy < vn) = exp(—0-1), (2.25)

oraz dla kazdego T > 0 warunek Br(v,) zachodzi wzdtuz .

Dowéd. Na poczatek uzasadnimy, ze warunek konieczny w dowodzonym twierdzeniu
jest prawdziwy. Rzeczywiscie, na mocy regularnoéci dystrybuanty F znajdujemy ciag
{vn }nen 0 wlasnosci (2.24) dla pewnego T > 0. Wtedy (2.25) wynika z definicji indeksu
ekstremalnego, natomiast na mocy Twierdzenia 2.33 wnioskujemy, ze Br(v,,) zachodzi.

Aby pokazaé, ze warunek dostateczny zachodzi, przypuséémy, ze pole {Xn} spelnia
zatozenia (2.24), (2.25) oraz Br(v,) wzdluz ¢ dla wszystkich T > 0 oraz dla ciagu {v, }.
Wtedy wzér (2.16) z p := ¢~ %7 definiuje dystrybuante pozorna G dla {X,}, zgodnie
z Twierdzeniem 2.27. Stosujac to twierdzenie ponownie i kltadac p := e~ * okreSlamy
dystrybuante pozorna G dla pola {X,} niezaleznych zmiennych losowych o jednako-
wym rozkladzie zadanym przez F. Niech teraz {N(n)},en C IN? bedzie dowolnym
ciagiem znajdujacym sie w otoczeniu ¢ (w sensie takim jak w Twierdzeniu 2.34), tzn.
istnieje C > 1 takie, ze dla n € IN zachodzi N(n) € U(C). Wtedy dla dowolnego ciagu
{un}nen C R otrzymujemy:

(P (M) < ) =P (Xa < un)Nl(”WZ(”)"] < [P (M) < 1tn) = G 1) NNl

+ ‘G(un)Nl(an(n)_@(un)Nl(n)sz)e‘ N

G (1) N Ny < 1y ) MOIN09| — (1),

gdyz funkcje G i G to dystrybuanty pozorne dla pél {Xs} i {Xa}, odpowiednio, oraz
G(x) = G(x)?. Stad otrzymujemy, ze indeks ekstremalny wzdtuz ¢ dla pola { X, } istnieje
i wynosi 0. O

Okazuje sie, ze kazda liczba 6 € (0,1] jest indeksem ekstremalnym pewnego pola
losowego. Ponizej podajemy odpowiedni przyklad.

Przyklad 2.41. Niech {X,} bedzie polem ruchomych maksiméw okreslonym za po-
moca definicji 2.21. Zakltadamy, ze P(Z; > 0) = 1ip; > 0dlai € 72 Oznaczamy
Y+ = maxjez2 vi- Dla ciagu {4, }nen C R spelniajacego (2.12) oraz dla ustalonego x > 0
okreslmy v, := a,x. Korzystajac z Twierdzenia 2.40, Faktu 2.25, Twierdzenia 2.23 i wia-
snosci (2.11) dostajemy, ze indeks ekstremalny 6 wzdtuz 1, dla pola {X,} istnieje. Po-
nadto zachodzi 6 = % / Y icz2 7.
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W dalszych rozwazaniach poszukujemy wzoru, ktéry pozwoli nam obliczy¢ indeks
ekstremalny pola {X,}. Wyjatkowa uwage poswiecamy indeksowi pola spelniajacego
lokalny warunek LD dla pewnego r € IN, a wiec w szczegdlnosci pola m-zaleznego
dlam=r—1.

Turkman pokazuje [73, Theorem 1], ze jesli liczba 6 € (0, 1] jest indeksem ekstremal-
nym wzdtuz ¢ dla pola { X, } spelniajacego warunek

P (M<1,2>,m,r2> < x| M) > x) =P (M<1,z>,<m+z],r2> <x [ Maayin) > x)

dla duzychrq, 12,11 € Nix < F,, to

6 = lim P <M( 2),(r(n)ra(n)) S Un | M), (n),1) > Un)

n—00

xP (M(Z,l),(rl(n),l) <o | Xq > Un) (2.26)

dla ciagu {v, }nen C R 0 wiasnosci n? P(Xq > v,) — T > 0, ciagu {ky }nen C IN 0 wia-
snoéciach k2B (n) — 0, kyp1 (n) P(Xy > v,) — 01 kypa(n) P(Xq > v,) — 0 oraz ciagéw
{r1(n) }new, {r2(n) }new postaci ri(n) = [1(n)/kn] ira(n) == [a2(n)/kn].

Kolejny przyktad uzasadnia, ze podstawienie r1(n) = ra(n) := m + 1 we wzorze
(2.26) nie prowadzi do poprawnej formuly na indeks ekstremalny pola m-zaleznego.

Przyktad 2.42. Niech {Yy },c72 bedzie polem niezaleznych zmiennych losowych o jed-
nakowym rozkladzie. Niech ciag {v,},en C R bedzie taki, ze n>P(Y; > v,) — T
gdy n — oo, dla pewnego T > 0. Rozwazmy 1-zalezne pole losowe { Xy },c72 okreslone
nastepujaco:

X“ = max {Y(m,”z)’ Y(”H-l,?lz)’ Y(”1/n2+1)} 4 dla ne ZZ'

Wtedy indeks ekstremalny pola {X,} istniejei § = 1. Ponadto mamy:

3 2

P (M<1,2>,<2,2> <o | M) > Un) P (M<z,1>,<2,1> <o | X1 > Un) o 53 # 3

Pytamy o wzér, ktéry umozliwi nam obliczenie indeksu ekstremalny pola, ktére jest
m-zalezne, na podstawie facznego rozkladu skoniczonej liczby zmiennych z badanego
pola. Ponizej przedstawiamy taka formute bedaca odpowiednikiem wzoru (1.10) dla cia-
gOW.

Twierdzenie 2.43. Zatézmy, ze liczba 6 € (0,1] jest indeksem ekstremalnym pola { Xy }. Niech
ciqg {vn }nen C Riliczba T > 0 bedq takie, Ze n?P(Xq > v,) — T gdy n — oo. Jesli warunek
LD")(v,) jest spetniony dla pewnego r € N, to zachodzi:

. P <M(r,r) > Z)n) -P (M(rfl,r) > Z)n> -P (M(,,,,,,l) > Z)n> +P (M(rfl,rfl) > Un)
o= P (X1 > on) ‘

Dowéd. Dlan € N oznaczmy

P (MW) > vn> P (M(,_L,) > vn) P (M(m_l) > vn) +P (M(H,_l) > vn)

0, :=
! P (X1 > vy)
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Zauwazmy, ze mamy

n n 712
P (My(n < 0n) = P(Xa < 0) 000 1 0(1) = P(Xq < 0)"™ +0(1)
= exp(—n®P(Xq > v,) 0) +0(1),

poniewaz 6 jest indeksem ekstremalnym pola { X, }. Natomiast z drugiej strony, korzy-
stajac z Twierdzenia 2.34, otrzymujemy

P (Mrp(n) < Un) = exp (—n*P(X1 > vy) 0,) +0o(1).
Zestawiajac powyzsze fakty dostajemy, ze 0,, — 0 gdy n — oo, co koriczy dowéd. O

Uwaga 2.44. Na mocy powyzszego twierdzenia, je$li chcemy obliczy¢ indeks ekstremalny
pola {X,} spelniajacego lokalny warunek LD(")(v,), to wystarczy, ze znamy rozktad
taczny rodziny {X, : n € {1,2,...,r}?} skladajacej sie ze skoriczonej liczby zmiennych
(patrz takze rysunek 2.5).

(r,r)

I
I
B(Elﬂ) B(O,I) : B(LU)
I
I

(1)  eeaaa- . eaeeea- .

Rysunek 2.5: Na mocy Twierdzenia 2.43, aby znalez¢ indeks ekstremalny pola {Xn}
spetniajacego lokalny warunek LD(")(v,), wystarczy zna¢ asymptotyke prawdopodo-
biefistw P(Xq > v,) oraz P(Mp, > v,) dla€e = (e1,€2) € {0,1}2, gdy n — oo, gdzie
Be :=[(1,1),(r—e,r—e€2)].

Zatosujemy powyzsze twierdzenie, by obliczy¢ indeks ekstremalny pewnego pola
1-zaleznego, dla ktérego wspomniany wczesniej wzor (2.1) nie dziata.

Przyklad 2.45. Niech { Yy },c72 bedzie polem niezaleznych zmiennych losowych o jedna-
kowym rozktadzie oraz niech ciag {v, }nen C R spelnia n>P(Y1 > v,) — T gdy n — oo
dla pewnego T > 0. Rozwazmy 1-zalezne pole losowe { Xy, } ,c72 okreSlone nastepujaco:

Xp := max {Y(n1+1,n2)fY(n1,n2+1)} dla neZ2
Wtedy
P (Myuy < o) = P < o) PO RIDT000T = Py < 0,)" +0(1) = ¢ " +0(1),
P <M¢(n) < ”n) =P(X1 < v)" =P(Y1 <0,)*" =¥ +0(1),

astad 0 = 1/2. Na mocy Twierdzenia 2.43 zachodzi:

0 — lim 7P(Y1 > vy) —4P(Y1 > v,) —4P(Y1 > v,) +2P(V1 >0,) 1
T oo 2P(Y1 > vp) 2

Z drugiej strony, korzystajac z wzoru (2.1) otrzymujemy niezgodnie z prawda, ze indeks
ekstremalny wynosi 1.
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Analogicznie jak Twierdzenia 2.43 (jednak tym razem w miejsce Twierdzenia 2.34
wykorzystujemy Twierdzenie 2.38) dowodzi sie kolejnego rezultatu dla pdl o bardziej
skomplikowanej strukturze zaleznosci.

Twierdzenie 2.46. Zatézmy, ze 6 € (0,1] jest indeksem ekstremalnym pola {Xn}, a ciag
{vn}nen C R jest taki, ze n>P(Xy > v,) — T gdy n — oo, dla pewnego T > 0. Niech
{on}nen C IN bedzie ciggiem spetniajacym zatoZenia Twierdzenia 2.38. Wtedy

P (Mg, >n) =P (Mg, 1,0 > 00) P (M(g,.0,1) > 0a) +P (Mg, 10,-1) > )
o=, P(X1 > 0n) ‘

2.3. Maksima p6l losowych dowolnego wymiaru

W podrozdziale 2.2 przedstawione zostaly rozwazania dotyczace 2-wymiarowego
stacjonarnego pola losowego. DowiedliSmy rezultatéw opisujacych asymptotyke maksi-
mow, zwracajac szczegélna uwage na dystrybuante pozorna i indeks ekstremalny bada-
nego pola. Prowadzac analogiczne rozwazania, nieco bardziej ztozone z racji wiekszego
wymiaru i bardziej skomplikowanych w zapisie formut, otrzymujemy podobne wyniki
dla d-wymiarowego pola stacjonarnego, gdzie d € IN jest dowolne. Celem tego podroz-
dziatu jest przedstawienie tych wlasnie rezultatéw. Dowody bedace w istocie zastosowa-
niem takich samych technik jak w przypadku d = 2 pomijamy lub podajemy wylacznie
ich szkice.

Ustalmy wymiar d € IN i rozwazmy stacjonarne pole losowe {Xp},cz¢. Ponadto
niech {$(n)},en C INY bedzie ciagiem, ktérego wspodtrzedne vy (n), Pa(n), ..., P4(n) sa
niemalejace i zbiegaja do nieskoficzonoéci (gdy n — o0) oraz spelniaja warunek

Pr(n)a(n) - - - pa(n) ~n’

Podamy rezultaty opisujace asymptotyke maksiméw M, gdy n — oo wokét 1 (zgod-
nie z definicja 2.47). Zwykle bedziemy zaktada¢, ze dla pewnego ciagu {v,}nen C R
spetniony jest warunek

P (M) <va) 2 p€(01) gdy n—co, (2.27)

lub
n‘P(Xy > vy)

—0 edy n—oo, dla i=1,2,...,d. (2.28)
¥i(n) 8

2.3.1. Podstawowe pojecia

Ponizej uogélniamy pojecia wprowadzone w podrozdziale 2.2.1 dla szczegdlnego
przypadkud = 2.

Definicja 2.47. O ciagu {N(1)},en C IN? powiemy, ze
N(n) — o0  wokét 1,
gdy N(n) — oo oraz istnieje C > 1 takie, ze dla kazdego n € IN zachodzi

d
N(n) = U TT/7C (), C-9ilj))-

jEN i=1
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Definicja 2.48. O rodzinie {an },cz« C R powiemy, ze

an — a gdy n — oo wokét 9,
jezeli dla kazdego C > 01i dla kazdego € > 0 istnieje liczba R € IN taka, ze |a, —a| < ¢,
oileny, ny,...,ng > Rin € U(C).

Definicja 2.49. Dystrybuante G nazywamy dystrybuantq pozornq wzdtuz i dla pola {Xn },
jesli

P(Mn < un) — G(un)"™ ™ — 0 gdy n—o0 wokot 1,
dla dowolnej rodziny {un },epe € R.

Definicja 2.50. M6éwimy, ze liczba 6 € (0, 1] jest indeksem ekstremalnym wzdtuz ¢ dla pola
{Xa}, jesli

P(Mp < tp) — P(X1 S up)™ ™% 50 gdy n—oc0 wokét w,
dla dowolnej rodziny {un }yepne € R.

Uwaga 2.51. Niech 6 € (0,1]. Pole losowe { X, } ma dystrybuante pozorna G postaci
G(x):=P(X; <)’ dla xeR

doktadnie wtedy, gdy liczba 0 jest indeksem ekstremalnym tego pola.

Uogolniajac warunki tamania Br dla wymiaréw d = 1,2 wprowadzamy warunek Bt
dla pola dowolnego wymiaru.

Definicja 2.52. Pole {Xy,} spetnia warunek Br(v,) wzdtuz ¢ dla pewnego T > 0 i ciagu
{vn}neN C ]R, (0] ile

n) = max P(M <o,

priw p(1),p(2)eNd, ‘ ( p(1)+p(2) )
p(1)+p(2)<T9(n)

- IT  r(Mm

(ia) S Un) } —0, gdy n— oco.
(i1i2,ia) €{1,2}7

p1(i1),p2(i2) - Pa

Dla po6l m-zaleznych ma miejsce nastepujacy fakt (uogélnienie Faktu 2.19).

Fakt 2.53. Jesli { Xn} jest polem m-zaleznym i dla pewnego ciagu {v, }nen C R spetnia zatoze-
nie (2.28), to warunek Bt (vy,) zachodzi wzdtuz  dla dowolego T > 0.

Ponizej podajemy pewne konsekwencje warunku Br(v,), analogiczne do tych, o kto-
rych méwil Lemat 2.15 oraz Wniosek 2.17 w przypadku d = 2.

Lemat 2.54. Przypusémy, ze {Xn} spetnia warunek Br(v,) wzdtuz ¢ dla pewnego T > 0
idla ciqqu {v,}nen C R

(1) Dla kazdego k € IN zachodzi

max
p(1)+p(2)+..+p(k)<TP(n)

- I1 P (Mm(in,pz(iz),...,pd(id)) S Un) ‘ =0, gdy n— oo
(il,iz,...,id)G{l,z,...,k}d

P (Mp(l)+p(2)+-~+1>(k) S Un)
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(2) Dla dowolnego ciggu {ky }nen C IN 0 wilasnosciach
ki — o0, ky=o(n), kipr(n)=o(1), (2.29)

gdzie { Br(n) }nen jest ciagiem z definicji warunku By (v,), zachodzi

max
P(D)+P2)+.Ap(kn) <T-p(n)

B [1 P (M(m (i1),p2(i2),palia)) S vn) ‘ — 0, gdy n— oco.
(il,iz,...,id)E{l,Z,...,kn}d

P (Mp<1>+p<z>+...+p<kn> S Un)

(3) Zatézmy, ze (2.28) zachodzi oraz cigg {N(n)},en C INY jest taki, ze N(n) < T -¢(n)
dla n € IN. Dla dowolnego ciqgu {k, }nen C N spetniajacego (2.29) oraz

. n?P(Xy > vy)

Ko ¥i(n)

=o(l) (dla i=1,2,...,d)

mamy:
K

P (MN(n) S ”") =F (M(LNl(n)/knJ,LNz(m/knJ,---,LNd(WknJ) S ”") o)

= exp (=K P (M((n00) o 0Ns0 o (N ) > ) )+ 0(D):

Dla pola { Xy } spelniajacego By (v,) wprowadzamy warunek opisujacy lokalne zalez-
nosci. Warunek taki dla d = 2 zostal okreslony przez definicje 2.3.

Definicja 2.55. Powiemy, ze pole {X,} spetnia warunek LD\")(v,) wzdtuz ¢ (dla pew-
negor € IN), oile

k4 Y P(Xj > vy, Xy >0v,) =0, gdy n— o,
leTT {12, [i(n) /kal},
li=eo>r

dla pewnego ciagu {k; } nen C IN o wiasnoéciach k8 (n) = o(1) oraz kn% =0(1)
dlai=1,2,...,d.

Uwaga 2.56. Zatézmy, ze pole { Xy} jest m-zalezne. Niech {v, },en C R bedzie ciagiem

takim, ze zachodzi warunek B (v,,) oraz

lim sup nP(Xy > v,) < oo.

n—oo

n? P(Xq>0,)

Wtedy istnieje ciag {k,}nen C N taki, ze k, — oo, kﬁﬁl (n) — 0 oraz ky, o 0
dlai=1,2,...,d,gdy n — co. Co wiecej, dla takiego ciagu {k, } mamy, ze
2

n n PEEETY n

K4 Y P(Xj > 04, X; > 0y) < K (l/’l( )lPZ(kg $al )> P(Xq > v,)?
]'/IEHLl{LZ ----- L (1) /K] }, "
[i—1feo=m+1
d 2
= P2 2R 4 o(1) o),
n

A zatem m-zalezne pole { Xy} spetnia warunek LDV (v,) wzdtuz ¢.



2.3. MAKSIMA POL LOSOWYCH DOWOLNEGO WYMIARU 47

2.3.2. Twierdzenia graniczne

W niniejszym podrozdziale prezentujemy twierdzenia opisujace asymptotyke mak-
simow stabo zaleznego, stacjonarnego pola { X, } dowolnego wymiarud > 1.

Dystrybuanta pozorna

Zaczynamy od zagadnienia istnienia dystrybuanty pozornej dla pola {Xn}, ktére
spelnia zatozenia (2.27) i (2.28) z pewnym niemalejacym ciagiem {v, },en C R. Przypo-
minamy, ze dla d = 2 dowiedli$my juz Twierdzenia 2.27 i Twierdzenia 2.33. Definiujemy
odwzorowanie bedace kandydatem na dystrybuante pozorna:

0 dla x < vq;
G(x) := p””d dlav, < x <v,41; (2.30)
1 dlax > F,,

analogicznie jak zostato to zrobione wczeéniej w przypadku d = 2. Ponizsze twierdzenie
mowi, ze formuta (2.30) rzeczywiscie wyznacza dystrybuante pozorna pola {Xp }.

Twierdzenie 2.57. Zatézmy, Ze pole { Xy } spetnia warunek Br (v, ) wzdtuz ¢ dla kazdego T > 0
i dla ciaqu {v, }nen C R oraz spetnione sq zatozenia (2.27) i (2.28). Wtedy funkcja G zdefinio-
wana przez (2.30) jest dystrybuantq pozorng wzdtuz  dla pola { Xy }.

Waznym narzedziem w dowodzie powyzszego twierdzenia jest nastepujace uogoél-
nienie Lematu 2.30.

Lemat 2.58. Niech pole {Xn} i ciqg {vn}nen C R bedq takie, Ze warunek Br(v,) wzdtuz
zachodzi dla kazdego T > 0 oraz spetnione sq zatozenia (2.27) i (2.28). Wtedy dla dowolnego
t= (t1,t2, ..., ts) € (0,00)% prawdq jest, ze

P (M(UanrsznJ ..... [tan]) < Un) — pf1tz-..td gdy n — oco.
Ponadto, dla dowolnego zbioru F C [0, 00)? takiego, Ze nie istnieje ciag

{t(n> = (t1<n>/ t2<”)l"'/td(n))} CcF

0 wlasnosci ti (n) — oo, tj,(n) — 0 dla pewnych iy,i, € {1,2,...,d}, zachodzi zbieznosé
jednostajna:
trtp---ty

sup |P (M(U]nj,uznj,...,[tdnj) < vn> —p ‘ —0 gdy n— oo (2.31)

teF

Poniewaz nietrudno pokaza¢, ze pola spetniajace (2.27) i posiadajace dystrybuante

pozorna wzdtuz i spetniaja warunek Br (v, ) wzdluz ¢, wnioskujemy, ze zachodzi naste-
pujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.59. Niech pole {Xn} spetnia (2.27) i (2.28) z pewnym ciagiem {v, }nen C R.
Wtedy dystrybuanta pozorna wzdtuz  dla pola {Xy} istnieje doktadnie wtedy, gdy warunek
By (v,) wzdtuz  zachodzi dla dowolnego T > 0.
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Granica maksimow

Przechodzimy teraz do odpowiedzi na pytanie o zbieznos¢ maksiméw czesciowych.
W pierwszej kolejnosci koncentrujemy sie na sytuacji, gdy { Xy } nalezy do klasy po6l spet-
niajacych lokalny warunek LD(")(v,) dla pewnej liczby r € IN. Dla takiego pola potra-
fimy dowie$¢ nastepujacego twierdzenia, bedacego odpowiednikiem Twierdzenia 2.34
dla przypadku d = 2.

Twierdzenie 2.60. Przypusémy, ze pole { Xy} spetnia warunki (2.27) oraz Br(v,,) i LD (v,,)
wzdtuz P dla pewnego ciggu {v, }pen C R, pewnego r € N i dla kazdego T > 0. Niech cigg
{N(n)}nen C INY znajduje sie w otoczeniu P (tzn. N(n) € U(C) dla pewnego C > 1, gdzie
U(C) jest zbiorem z definicji 2.47). Wtedy zachodzi

P (M) <) (2:32)

= exp (N1(71)N2(7’1) e Nd(Tl) Z (_1)€1+€2+...+€d P (M(r,r,...,r)fe > ’()n)> + 0(1)

ec{0,1}4

Dowéd. Pierwszy krok dowodu przeprowadzamy dla N(n) = 3(n). Korzystajac z nie-
réwnosci typu Bonferroniego z Lematu 2.35 otrzymujemy:

(M<Lwl(n)/knJ,wz(nwknJ,...,L¢d<n>/knj> > Un)
n n)--- n €1+er+...+e€
- ki lpl( )¢2< ) wd( ) Z (_1) 1hext. e P (M(r,r,l..,r)fe > Un) ‘

k‘z‘ ec{0,1}4
d
< alr) -k (H(sz( )/kn] +7) HL% ) P(X1 > 0y)
i=1
+ ca(7) -kﬁ Z P(Xj > v, Xy > v,) =: R(n,r) (2.33)
jlETT {12, [Wi(n) /kn ]},
i—1eo>r

dla c(r) :=2%(r? — 1), co(r) := § +2971(2r — 1)? i dla dowolnego ciagu {k, }nen C N.
Stosujac Lemat 2.54 (3), a nastepnie wykorzystujac zatozenie LD(") (v,,) otrzymujemy teze
twierdzenia dla N(n) = (n).

Teza dla dowolnego {N(n)} speniajacego zalozenia dowodzonego twierdzenia wy-
nika z pierwszego kroku po zastosowaniu Twierdzenia 2.57. O

Kolejne twierdzenie to uogodlnienie Twierdzenia 2.60 na przypadek po6l o bardziej zto-
zonej strukturze zaleznosci (odpowiedniek Twierdzenia 2.38 dla d = 2). Dowodzi sie go
podobnie.

Twierdzenie 2.61. Niech pole {Xn} spetnia (2.27) oraz Br(v,) wzdtuz ¢ dla pewnego ciggu
{vn}nen C Ridla wszystkich T > 0. Niech ciag {kn}nen C IN bedzie taki, ze k% B1(n) — 0
iky % —0dlai=1,2,...,d,gdy n — co. Przypusémy, ze istnieje ciag {0n fnew C IN,
dla ktérego R(n,0,) — 0 gdy n — oo, gdzie R jest funkcjq zadang przez (2.33). Wtedy dla kaz-
dego ciggu {N(n)}nen C INY znajdujacego sie w otoczeniu P (w sensie takim jak w Twierdze-
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niu 2.34) zachodzi:

P (M) < o)

= exp (N1(71)N2(71) ce Nd<n) Z <_1)e1+ez+...+ed P (M(ngn ..... on)—e > Z)n)) + 0(1)‘

ec{0,1}4

Indeks ekstremalny

Opierajac sie na przedstawionych powyzej rezultatach odpowiadamy na pytania o ist-
nienie oraz o metody obliczania indeksu ekstremalnego. Kolejne twierdzenie o istnieniu
indeksu w przypadku d = 2 to udowodnione wczesniej Twierdzenie 2.40.

Twierdzenie 2.62. Przypusémy, ze dystrybuanta F(x) = P(X1 < x) jest reqularna w sensie
O’Briena. Wtedy pole { Xn } posiada indeks ekstremalny 0 € (0, 1] wzdtuz p wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja ciag {vn }nen C R iliczba T > 0 takie, Ze

lim n/P(X >0v,) = 1,
n—oo
nli_r}r.}oP <M¢(n) < vn> = exp(—0-1),

oraz warunek Br(vy) zachodzi wzdtuz y dla kazdego T > 0.

W dalszej kolejnosci podajemy twierdzenia ustanawiajace wzory na indeks ekstre-
malny pola (poréwnaj: Twierdzenie 2.43 i Twierdzenie 2.46 dla d = 2). Pierwsze z nich
zachodzi dla pél spetiajacych LD (v,).

Twierdzenie 2.63. Zatdzmy, ze 6 € (0, 1] jest indeksem ekstremalnym wzdtuz i dla pola { Xn }.
Niech {v, }nen C R bedzie ciggiem spetniajacym n P(Xy > v,) — T gdyn — oo, dla T > 0.
Zalézmy, ze LD (v,) zachodzi wzdtuz ¢ dla pewnego r € IN. Wtedy 6 otrzymuje sig jako
nastepujacq granice:

Zee{O,l}d(_1)€]+€2+m+€d P (M(r,r,...,r)—e > vn)
6 = lim .

Kolejne twierdzenie prawdziwe jest dla szerszej klasy pdl, jednak rezultat nie jest tak
przejrzysty jak w przypadku Twierdzenia 2.63.

Twierdzenie 2.64. Zatézmy, ze 0 € (0, 1] jest indeksem ekstremalnym wzdtuz  dla pola { Xy }.
Niech {vy }nen C R bedzie ciggiem spetniajacym n P(Xy > v,) — T gdyn — oo, dla T > 0.
Ponadto niech {0 }nen bedzie ciqgiem takim jak w Twierdzeniu 2.61. Wtedy zachodzi:

) 266{0,1}‘1(_1)61+62+"'+€”’ P (M(Qn,Qn,m,Qn)—e > Un>
0 = lim

lim RS0 (2.34)

Pragniemy przypominie¢, ze wzory, ktére otrzymaliSmy powyzej, to nie jedyne znane
nam wzory na indeks ekstremalny pola { X, }. Poza niepoprawnym wzorem (2.1) mamy
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takze rezultat Turkmana [73, Theorem 1]. Autor ten uzasadnia (przeprowadzajac szcze-
gotowy dowdd dla d = 3 proponuje metode dla dowolnego d € IN), ze jesli liczba
6 € (0,1] jest indeksem ekstremalnym wzdiuz ¢ dla pola { Xy } spetniajacego warunek

P (M(1,...,1,;1,...,1),(r1,...,ri,l,ﬁ,l,...,l) <x ‘ M, 1010, L1 1) > x) (2.35)
> P (M(l,...,1,2,1,...,1),(r1+l1,4..,r1>1+1H,ﬁ,l,u.,l) <X M, 1000 e+ A1) x)

dlai =1,2,...,d oraz dla wszystkich duzych ry,7p,...,7,11,1o,...,li-1 € Nix < F,, to
d
0= lm TP (M seynn) < O | Mag, ) > 00) (2.36)

gdzie {v, }nen C R jest ciagiem spelniajacym n?P(Xy > vy) = tdlat >0, {k;}pen CIN
jest ciagiem o wtasnosciach k%81 (n) = o(1) ikn% =o(l)dlai=1,2,...,d oraz
ei:=(0,...,0,1,0,...,0),7ri(n) := [p;i(n)/ky], ti(n) := (r1(n),...,ric1(n),ri(n),1,...,1)
dlai =1,2,...,d. (W powyzszych formulach dla uproszczenia notacji podkreslono i-te
wspoitrzedne wektoréow z Zd.)

Zauwazmy, ze gdy d = 1, to wzoér (2.36) Turkmana pokrywa sie z rezultatem (1.9)
O’Briena. Jednak jesli tylko d > 1, to formuly (2.36) nie mozna poprzez podstawienie
ri(n) ;== m+1(dlai = 1,2,...,d) sprowadzi¢ do wzoru na indeks ekstremalny pola
m-zaleznego (patrz Przyklad 2.42) tak jak robi sie to w przypadku d = 1. Zainteresowani
jesteSmy uogoélnieniem rezultatu (1.9) O’Briena, ktére posiada powyzsza wlasnos¢. Wie-
rzymy, ze otrzymany przez zastosowanie nieréwnoéci typu Bonferroniego wzor (2.32)
wskazuje nam wlasciwa droge.

Problem 2.65. Przypusémy, ze 6 € (0, 1] jest indeksem ekstremalnym wzdtuz  dla pola { Xy, }.

Niech ciag {vy }nen C R spetnia n? P(Xq > v,) — T gdy n — oo, dla T > 0. Ponadto niech

{kn}nen C N bedzie ciqgiem takim, Ze

n?P(Xy > v,)
i(n)

Oznaczmy ri(n) := |¢;j(n)/ky| dlai=1,2,...,doraz x(n) := (r1(n),r2(n),...,rs(n)).

k, — oo, kiﬁl(n)—>0, kn —0 da i=1,2,...,d, gdy n— oo.

Problem: Kiedy prawdziwa jest nastepujqca formuta?

6 lim = ecqone (DTGP (Mygy o > )

lim P(X: > o) (2.37)
o Odpowiedz dla d = 1 dana przez O'Briena [56, Theorem 2.1]: zawsze.

o Czesciowa odpowiedz dla d = 2 wynika z rezultatu (2.36) Turkmana. Po nietrudnych
przeksztatceniach wzoru (2.36) otrzymujemy, Ze

(P (Mewy > o) =P (M0 > on)) (1= gz

0 —

+0o(1).
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Whrioskujemy stad, Ze jezeli zachodzi (2.35) oraz spetnione sq ponizsze warunki:

P(My) (1) (1,0 >0n)
(M, (m)1)>7n)

P(Myy (1) (1,0 >0n)
P(Mr; (m)1)>7n)

P (Myguy > o) =P (M- 10) > ) = 0(P(Xa > ,)),

P (Mr(n)—(o,l) > vﬂ) -P (Mr(n)—(l,l) > vn) =0(P(X1 > vy)),

to formuta (2.37) jest poprawna.

o Czesciowa odpowiedz dla d > 3 wynika z wzoru (2.36) podobnie jak w przypadku d = 2.



Maksima stacjonarnych poél gaussowskich

3.1. Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale w centrum naszego zainteresowania znajduje sie pole losowe
{X(t): t= (t,tp,...,t5) € RY}, ktérego wszystkie skoriczenie wymiarowe rozktady sa
gaussowskie. Pole takie nazywamy polem gaussowskim. A zatem dla kazdego n € NN,
dla dowolnych t(1),t(2),...,t(n) € R? oraz dla Y := (X(t(1)), X(t(2)),...,X(t(n)))
spelniony jest warunek:

. . 1 .
E€1<A,Y> — ez<A,EY>—§<A,Z‘.A> dla kazdego Ac le,

gdzie EY = (EX(t(1)),EX(t(2)),. X(t(n))), X jest macierza kowariancji o wymia-
rach n x n i wspétczynnikach X;; = Cov((X(t( ), (X(t(j))), natomiast <-,-> oznacza
standardowy iloczyn skalarny.

Przez caly ten rozdzial zwykle zakltada¢ bedziemy, ze rozwazane pole gaussowskie
{X(t)} ma nastepujace wlasnosci:

o jeststacjonarne —jego skoriczenie wymiarowe rozklady sa niezmiennicze ze wzgledu
na przesuniecia (gaussowskie pola stacjonarne nazywa sie czesto jednorodnymi);

o jest scentrowane — dla kazdego t € R¥ zachodzi E X(t) = 0;
o prawie wszystkie trajektorie sa ciagte.

Konsekwencja stacjonarnosci pola {X(t)} jest niezmienniczo$¢ kowariancji ze wzgledu
na przesuniecia: Cov(X(t + w), X(w)) = Cov(X(t), X(0)) dla dowolnych w,t € R%.
Strukture zaleznosci rozwazanego pola bedziemy opisywac przy pomocy funkcji kowa-
riancji okre$lonej jako:

r(t) := Cov(X(t),X(0)) dla teR%
Zaklada¢ bedziemy, ze dla pewnych oy, ay, ..., a4 € (0,2] zachodzi:
r(t) =1—|1|™ — || — ... = [tg|™ + o([t2|* + [t2|*2 + ... + |t4]™), (3.1)

gdyt — 0:=(0,0,...,0).
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Interesuje nas asymptotyczne zachowanie prawdopodobieristw

P <sup X(t) < u)

tePy

gdy u — oo, gdzie P, jest d-wymiarowa kostka o objetosci proporcjonalnej do

-1
P ( sup X(t) > u) .

te[0,1)4

Punktem wyijscia dla naszych poszukiwan jest rezultat z teorii wartosci ekstremalnych
proceséw gaussowskich, dotyczacy scentrowanego stacjonarnego procesu gaussowskiego
{X(t) : t > 0} spelniajacego z pewna stata « € (0,2] warunek

r(t) = Cov(X(|t]), X(0)) = 1— [t|* +o([t|*), gdy t—0, (3.2)

oraz asymptotycznego zachowania supremum tego procesu na przedziale diugosci pro-
porcjonalnej do

pu(u):=P (max X(t) > u) B . (3.3)

te[0,1]

Ponizsze twierdzenie podsumowuje wyniki Leadbettera, Lindgrena i Rootzéna [47, The-
orem 12.3.4], Arendarczyka i Debickiego [2, Lemma 4.3] dla ciagéw stabo zaleznych
(czes¢ (i) oraz Tana i Hashorvy [72, Lemma 3.3] dla ciagéw mocno zaleznych (czes¢ (ii)).

Twierdzenie 3.1. Niech {X(t) : t > 0} bedzie scentrowanym stacjonarnym procesem gaus-
sowskim spetniajacym warunek (3.2) dla pewnej liczby « € (0,2]. Niech0 < A < B < oo bedq
dowolnymi statymi.

(i) Jezeli warunek Bermana
r(t)Int -0 gdy t— o (3.4)

zachodzi, to

P < sup  X(t) < u) —e gdy u— oo,
te[0,xp(u)]

jednostajnie dla x € [A, B].
(ii) Jezelir(t)Int — r € (0,00) gdy t — o0, to
P ( sup X(t) < u> —E (exp (—xexp (—r + @W))) €(0,00) gdyu — oo,
te[0,xp(u)]

jednostajnie dla x € [A, B], gdzie W jest zmienng losowa o standardowym rozktadzie nor-
malnym.

Uwaga 3.2. Odpowiednik Twierdzenia 3.1 (ii) dla dyskretnych mocno zaleznych ciagéw
gaussowskich to rezultat Mittala i Ylvisakera [52] (poréwnaj [47, Corollary 6.5.2]).
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Istotna role w naszych rozwazaniach odegraja stafe Pickandsa [58,59]. Dla « € (0,2]
stata H, definiuje sie przy pomocy utamkowego ruchu Browna B, /, z parametrem Hur-

sta « /2 nastepujaco:

HIX = lim HD‘(T)’
T—o0 T

gdzie Hy(T) := Eexp(sup;cpg 1y V2B, 2(t) — t*) dla T > 0. State Pickandsa zostaty wy-
korzystane przez Piterbarga w nastepujacym twierdzeniu [60, Theorem 7.1] opisujacym
asymptotyke supremum pola gaussowskiego po ograniczonym zbiorze.

Twierdzenie 3.3. Niech funkcja kowariancji stacjonarnego scentrowanego pola gaussowskiego
{X(t)} spetnia warunkir(t) < ldlat # 0oraz (3.1) dla pewnych statych ay, ay, . .., a5 € (0,2].
Wtedy dla dowolnego domknietego zbioru Jordana J C R? o mierze Lebesgue’a £4(J) > 0
zachodzi:

’ (mj X(t) > ) = My Hay -+ oy (T Y2/ 9270242780 (1) (1 4 0(1)),
S

gdy u — oo.

W rozwazaniach tego rozdziatu ¥V zawsze bedzie zmienna losowa o standardowym
rozkladzie normalnym N (0, 1). Ponadto oznaczamy dystrybuante i funkcje przetrwania
zmiennej W:

P(u):=PW<u), ¥(u):=PW>u), dla uel.

Przypominamy, ze ma miejsce nastepujaca zaleznos¢:

Y(u) = exp (—u?/2) (1+0(1)), gdy u — co. (3.5)

1

V2mu

Naszym celem jest opis asymptotyki supremum stacjonarnego, scentrowanego pola
gaussowskiego o ciagltych trajektoriach. Jednak zanim przedstawimy wlasciwe rezultaty,
wyjaénijmy, kiedy pole o zadanych wtasnosciach istnieje. Ustalmy funkcje r : RY — R.
Na podstawie twierdzenia Kolmogorowa o istnieniu procesu [7, Sekcja 36] wnioskujemy,
ze jesli funkcja X(w, t) := r(w — t) jest symetryczna i nieujemnie okreslona, czyli spelnia
warunek:

n n
Y Y cicim(t(i),t(j)) =0 dlan €N, c1,c,...,c0 €R, t(1),4(2),...,t(n) € RY,
i=1j=1

to istnieje scentrowany proces gaussowski {Y(t) : t € RY} z funkcja kowariandji r (uza-
sadnienie tego faktu mozna znaleZ¢ np. u Gihmana i Skorohoda [29, strona 147]). Nalezy
zapytac takze o ciaglos¢ trajektorii. Pokazemy, ze jezeli funkcja r jest taka, ze (3.1) zacho-
dzi, to spetniony jest warunek Kolmogorowa gwarantujacy ciaglosc trajektorii (poréwnaj
rezutaty dla d = 1 [10,68] i ich uogodlnienia [1,43]). Z zatozenia (3.1) wynika, Ze istnieje
stata ¢ > 0 taka, ze

1T=r) <2(|t|" + |2/ + ...+ [tal™)  gdy [[teo <
a stad

E(Y(W) = Y(1)* <4 (Jwr — t" + |wa — b + ...+ |wg — ta™)  gdy [[w—t]e <e.
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Stosujac powyzsza nieréwnos¢ oraz fakt, ze Y(w) — Y (t) jest zmienna losowa o rozkta-
dzie normalnym, dla w, t € R? spetniajacych ||w — t|| < € otrzymujemy:

2k
B B k Y(w) —Y(t)
E[Y(w) - Y(O* = (E(Y(w) YmV)E<v@w@w—ymV>

< Ay — " — Bl g — ) E W
< G (|w1 — l‘1|k’x1 + |wy — f2|kuc2 +o At fwg — td|k“d> !

gdzie C; = 4"d*EW? € (0,00) oraz k € N jest dowolne. Korzystajac z twierdze-
nia Kotmogorowa-Chentsova [43, Theorem 1.4.1] dla pdl wnioskujemy, Ze istnieje pole
{X(t) : t € R} takie, Ze prawie na pewno odwzorowanie t — X(t) jest ciagle i zachodzi
P(X(t) = Y(t)) = 1 dla kazdego t € R¥. Podsumowuijac, jezeli funkcja r : RY — R
jest taka, ze odwzorowanie ¥ : R? x R — R okreslone powyzej jest symetryczne i nie-
ujemnie okreslone oraz warunek (3.1) zachodzi, to istnieje stacjonarne, scentrowane pole
gaussowskie {X(t) : t € R?} o funkcji kowariangji r, ktérego prawie wszystkie trajekto-
rie sa ciagle.

Fakt 3.4. Zatoimy, ze funkcja kowariancji r stacjonarnego pola {X(t)} jest ciagta w punkcie
0 € RY. Wtedy r jest ciagta na RY.

Dowéd. Ustalmy t, w € R4. Wykorzystujac nieréwnosé Cauchy’ego-Schwarza:

(EUV)* <EUPEV? (gdzie U,V to zmienne losowe takie, ze EU% EV? < c0) (3.6)
i wlasnos$ci rozwazanego pola { X(t)}, otrzymujemy:

(r(6) — r(w))? = (B(X(t) — X(w))X(0))2 < EX(0)2E(X(8) — X(w))?
— 2r(0)(r(0) — r(t— w))

Stad r(w) — r(t) gdy w — t. O

Wieksza czes¢ niniejszego rozdzialu stanowi podrozdziat 3.2 zawierajacy rezultaty
wraz z dowodami dla dwuwymiarowego pola gaussowskiego (d = 2). Rezultaty te sa
niewielkim uogélnieniem wynikéw z artykutu [15] napisanego przez autorke we wsp6t-
pracy z Debickim i Hashorva. Ten sam tok rozumowania co dla d = 2 pozwala uzyskaé
analogiczne twierdzenia w przypadku dowolnego d € IN. W podrozdziale 3.3 przedsta-
wiamy ogdlna wersje gléwnego rezultatu dla d-wymiarowego pola gaussowskiego.

3.2. Maksima dwuwymiarowych pél gaussowskich

W tym podrozdziale skupiamy sie na przypadku d = 2 i badamy scentrowane sta-
cjonarne pole gaussowskie {X(s,t) : s,t € R}, ktérego prawie wszystkie trajektorie sa
ciagle. GIéwny rezultat stanowi Twierdzenie 3.8. Pozostata czes¢ podrozdziatu jest po-
$wiecona dowodowi tego twierdzenia (podrozdziaty 3.2.2, 3.2.3) oraz pewnym zastoso-
waniom otrzymanych wynikéw (podrozdziat 3.2.4). W szczegdlnosci wyznaczamy in-
deks ekstremalny pola losowego zdefiniowanego jako dyskretyzacja rozwazanego pola
{X(s,t)} (patrz Twierdzenie 3.19).



56 ROZDZIAEL 3. MAKSIMA STACJONARNYCH POL GAUSSOWSKICH

Ponizej definiujemy warunki AI-A3 opisujace zachowanie funkgji kowariangji r pola
{X(t)}, ktérymi bedziemy sie postugiwac:

Al: dla pewnych statych a1, a € (0,2] mamy
r(s, £) =1—|s|* — |t|*> +o(|s|*" + |t|*?), gdy s,t—0;

A2: r(s,t) < 1dla(s,t) # (0,0);
A3: dla pewnego r € [0, 00) zachodzi
r(s,t)InVs>2+t2 —r, gdy (s t)— oo,
przy czym warunek A3 rozumiemy nastepujaco: dla dowolnego ¢ > 0 istnieje K > 0

takie, ze |r(s,t)InVs?+ 12 —r| < ¢ oile Vs> + > > K. Zauwazmy, ze w przypadku
r = 0 zalozZenie A3 jest uogélnionym warunkiem Bermana (poréwnaj (3.4)).

Fakt 3.5. Funkcja kowariancji v pola { X (t)} ma nastepujace witasnosci:
(i) Jezeli Al zachodzi, to r jest ciagta.

(ii) Jezeli v(0,0) = 1, to |r(s,t)| < 1dla kazdego (s, t) € RZ. Jezeli dodatkowo A2 zachodzi,
to |r(s,t)| < 1dlawszystkich (s, t) # (0,0). (W szczegdlnosci, jesli spetnione sq zatoZenia
Ali A2, to|r(s,t)| < 1dla (s, t) # (0,0).)

(iii) Jezeli r(s,t) — 0 gdy (s,t) — oo oraz funkcja r jest ciggla, to zachodzi warunek A2.
W szczegdlnosdci: A2 wynika z zatozeri A1 i A3.

Dowéd. Wlasnosc (i) jest konsekwencja Faktu 3.4. Dla dowodu czedci (ii) zauwazmy, ze
na mocy nieréwnosci (3.6) mamy

Ir(s,1)] = | Cov(X(s, 1), X(0,0))| = | EX(s,)X(0,0)| < \/EX(s,)2EX(0,0)2 = 1.

Przypuséémy, ze dla pewnego (so, to) € R? zachodzi r(sp, tg) = —1. Wtedy dostajemy
P(X(so,to) = —X(0,0)) = P(X(2s9,2tg) = —X(so,t0)) = 1. Stad wnioskujemy, ze
P(X(2s0,2tg) = X(0,0)) = 11ir(2s0,2tp) = 1, co jest sprzeczne z zalozeniem A2. Prze-
chodzimy do dowodu punktu (iii). Przypusémy nie wprost, ze A2 nie zachodzi. Na mocy
przyjetych zalozen oraz poniewaz r jako funkcja ciagta ma wlasnoé¢ Darboux (tzn. obraz
zbioru spojnego jest spojny) wnioskujemy, ze r(so, tp) = 1 dla pewnego (s, to) # (0,0).
Rozumujac podobnie jak w dowodzie czesci (ii) dostajemy, ze r(ksg, ktg) = 1 dla kazdego
k € Z, co prowadzi do sprzecznosci z zatozeniem r(s, t) — 0 gdy (s, t) — oo. O

Interesuje nas asymptotyczne zachowanie (gdy u — o0) supremum postaci

sup X(s,t),
(s,£)€[0,xmy ()] x [0,y ma ()]
czyli supremum pola {X(s, )} w rosnacym prostokacie o wymiarach xmy (1) x yma(u),
dla x,y > 0. Jako funkcje my,mp : R — (0,00) wyznaczajace tempo wzrostu bokéw
prostokata wybieramy funkcje o wiasnosciach:

-1
m(u) :=mq(u)my(u) =P < sup X(s, t) > u) dlau € R (3.7)
(s,t)€]0,1]x[0,1]
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oraz
my () = e"by(u) dlau € R, gdzie 11 € (0,3) i Inby(u) = o(u?) (3.8)

(w powyzszym warunku stata 1 € (0, 3) jest dowolna oraz by : R — (0, c0)).

Zauwazmy, ze zdefiniowana powyzej funkga m : R — (0,0) jest 2-wymiarowym
odpowiednikiem funkgcji s okreslonejjako (3.3). Z Twierdzenia 3.3 dostajemy nastepujacy
opis asymptotycznego zachowania funkgcji m.

Fakt 3.6. Funkcja m zdefiniowana poprzez (3.7) spetnia warunek:
-1
m(u) = <Hal7{a2u2/“1u2/“2‘}’(u)> (140(1)) gdy u— oo. (3.9)
O pewnych istotnych dla nas wtasno$ciach funkgji m; i m; méwi ponizszy lemat.

Lemat 3.7. Niech funkcje my, my : R — (0, 00) spetniajq zatozenia (3.7) i (3.8). Wtedy:

(i) dla vy := 3 — 71 i dla pewnej funkcji by : R — (0,00) 0 wlasnosci Inby (u) = o(u?) (gdy
u — oo) zachodzi réwnosé:

my(u) = e by(u) dlau € R;

(i) mq(u) — oo oraz my(u) — oo, gdy u — oo;
(iii) dlai=1,2 mamy Inm;(u)/ Inm(u) — 27; gdy u — oo,

Dowéd. Aby dowieé¢ wilasnosci (i) korzystamy z postaci (3.9) funkcji m i wlasnosci (3.5)
rozkltadu normalnego. Otrzymujemy:

m(u) Ho M Hu 22 (1) "1 (14 0(1))
ml(u) 671”2b1(u)
_ _ _ _ 2
7‘[“117'[“21\/27777111 2/ Z/azeu /2(1+0(1))
eMihy (u)
7‘[;117'[;21\/277'[1/[1_2/“1_2/0‘2(1 +0<1))
bl(u) ’

e’)/zllz .

Stad mp(u) = e””zbz(u), gdzie

Ho ' Ho V2l =2/0=2/% (1 4 0(1))
by (u)

bz(u) =

Ponadto mamy:

lim Inby(u) _ lim (1—2/a1 —2/a2)Inu —Inby(u)

U—00 u U—00 u2

=0.

Wriasnosci (ii) i (iii) to proste wnioski z (i) i zatozenia (3.8). O
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3.2.1. Twierdzenie o zbieznosci supremum pola gaussowskiego

Przedstawiamy gléwny rezultat tego podrozdziatu, stanowiacy odpowiednik Twier-
dzenia 3.1 dla pola gaussowskiego. Jest to uogdlniona wersja wyniku z pracy autorki,
Debickiego i Hashorvy [15, Theorem 2].

Twierdzenie 3.8. Zatdzimy, Ze pole {X(s,t)} jest takie, Ze jego funkcja kowariancji spetnia wa-
runki A1, A2 oraz A3 z pewnq stata r € [0,00). Niech funkcje mq, my spetniaja (3.7) i (3.8).
Wtedy dla dowolnych statych 0 < A < B < oo zachodzi zbieznos¢:

P ( sup X(s,t) < u) —E (exp (—xyexp <_2r + \/71/\/))) , (3.10)
(s,t)€[0,xmq ()] % [0,ymp ()] Y Y

gdy u — oo, jednostajna dla (x,y) € [A, B]?, gdzie v := 11 V (3 — 71).

Dowdd twierdzenia zostanie szczegétowo oméwiony w podrozdziale 3.2.3. Tymcza-
sem zwracamy uwage na pewne konsekwencje plynace z powyzszego rezultatu.

Wniosek 3.9. Niech pole { X (s, t) } spetnia zatozZenia Twierdzenia 3.8. Ma miejsce zbieznos¢ (3.10)
jednostajna na dowolnym zbiorze F C [0, 00)? takim, Ze nie istnieje ciqg elementéw z JF zbiezny
do punktu (0, 00) Iub do punktu (o0, 0).

W sytuacji, gdy wlasnos¢ A3 zachodzi dla r = 0, czyli gdy zaleznos¢ dlugiego zasiegu
rozwazanego pola jest bardzo staba, powyzszy wynik przybiera znacznie prostsza forme.
Wyré6zniamy te sytuacje ponize;.

Whniosek 3.10. Niech pole {X(s,t)} spetnia zatozenia Twierdzenia 3.8 ze statqg v = 0. Wtedy
dla dowolnych 0 < A < B < oo zachodzi zbieznos¢:

P ( sup X(s,t) < u) — e Y,
(s,t)€[0,xmq (u)] x[0,ymy (u)]

gdy u — oo, jednostajna dla (x,y) € [A, B]>. (Mamy takze zbieznosé jednostajna dla (x,y) € F,
gdzie F jest zbiorem z Wniosku 3.9.)

Zwracamy takze uwage na szczegdlna posta¢ twierdzenia w sytuacji, gdy funkcje
my, my wybrane sa jako mq (1) = my(u) := \/m(u).

Wniosek 3.11. Dla pola {X(s,t)} spetniajacego zatozenia Twierdzenia 3.8 oraz dla dowolnych
0 < A < B < o0 ma miejsce zbieznosc:

P sup X(s,t) <u | = E(exp (—xyexp (=2r +2/rW))),
(s,t)e {O,X\/m(u)} X {O,ywm(u)}

gdy u — oo, jednostajna dla (x,y) € [A, B]?. (Mamy takze zbieznosé jednostajng dla (x,y) € F,
gdzie zbidr F jest taki jak we Wniosku 3.9.)

Jak zaobserwowat Debicki (poréwnaj [15, Theorem 2 (ii)]), zachodzi réwniez ogélna
wersja twierdzenia o zbiezno$ci supremum pola { X (s, t) } po zbiorze mierzalnym w sen-
sie Jordana, co uzasadniamy ponize;j.
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Po zapoznaniu sie z dowodem Twierdzenia 3.8 nietrudno zauwazy¢, ze praktycznie
mozemy go powtorzy¢ i otrzymac rezultat analogiczny do tezy twierdzenia, tym razem
dla supremum

sup X(s,t)
(s,t)eTu

po nieco bardziej skomplikowanym zbiorze ;. W powyzszym zaktadamy, ze dla u € R
zbidr 7, jest postaci

Ju=4{(x,y): (x/my(u),y/my(u)) € T}, (3.11)

natomiast J jest pewnym zbiorem prostym (skoriczona suma roztacznych prostokatéw
postaci [A1, B1) x [A2, B2)). W konsekwengji, zbiezno$¢ z uogdlnionego Twierdzenia 3.8
przyjmuje postac:

P X(s,t) < E (T (—r+\fw>>>, 312
(éﬁl&, (s, 1) u) — <eXP< (J)exp 2 Y (3.12)

gdy u — co. Dalej, korzystajac z (3.12) wnioskujemy o zbieznos$ci supremum dla zbioru
J mierzalnego w sensie Jordana.

Twierdzenie 3.12. Niech pole {X(s,t)} i funkcje my, my spetniajq zatoZenia Twierdzenia 3.8.
Ponadto dla zbioru Jordana J C R? o mierze (*(J) > 0 okreslmy zbiér [, za pomocq (3.11).
Wtedy ma miejsce zbieznos¢

P ((s,stl)lepju X(s,t) < u) —E (exp <—€2(j) exp (—22 + ﬂW))) ,

gdy u — co.

Dowdd. Niech zbiér J bedzie zbiorem mierzalnym w sensie Jordana. Wtedy, z definicji,
dla dowolnego ¢ > 0 istnieja zbiory proste L., U, C R? takie, ze L C J C U, oraz mamy

CH(T) —e < (L) < P(T) < P(U) < P(T) +e.

Dla dowolnego u > 0 okre§lamy zbiory L, := (L¢), oraz U, := (Ug)u, zgodnie z defi-
nicja (3.11). Korzystajac z (3.12) dla zbioréw prostych L; i U otrzymujemy:

P ( sup X(s,t) < u> —E <exp (—Kz(ﬁg) exp <_r + \/71/\/))) ,
()€ Leu 2y Y

P ( sup X(s,t) < u) —E <exp <—€2(U£) exp <_r + \/71/\/))) ,
(s,8) EUe 2y v

gdy u — co. Z dowolnosci wyboru &€ > 0 wnioskujemy, ze

P ((s,stl)lepju X(s,t) < u) —E (exp <—€2(j) exp (—22 + ﬂW))) ,

gdy u — oo. O
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Stosujac powyzsze twierdzenie dla zbioru B(0,x) := {(s,t) € R? : v/s2+2 < x}
bedacego kula domknieta w IR? o $rodku w punkcie 0 i promieniu x > 0 otrzymujemy,
co nastepuje.

Fakt 3.13. Jesli spetnione sq zatozenia Twierdzenia 3.8, to dla dowolnych statych0 < A < B < o0
ma miejsce zbieznos¢:

P sup X(s,t) <u | = E (exp(—nx?exp(—2r + 2\/rW))), (3.13)
(s,t)EB(O,x m(u))

gdy u — oo, jednostajna dla x € [A, B].

Dowdd. Nalezy zastosowaé Twierdzenie 3.12 dla zbioru J := B(0, x) oraz funkgji my, my

postaci ml( ) = m2 = \/m Zauwazmy, ze przy takim wyborze J,mq, my, otrzy-
mujemy J, = B (O,x\/m( )) orazy = j. O

3.2.2. Lematy pomocnicze

W tym podrozdziale dowodzimy kilku lematéw, ktére odgrywaja kluczowa role w do-
wodzie Twierdzenia 3.8. Rozwazamy pole {X(s, t)} spelniajace warunki A1 (ze statymi
a1, 2 € (0,2]) oraz A2. Zakltadamy, ze funkcje mq, my sa takie, ze (3.7) i (3.8) zachodza.
Dla ustalonej liczby a > 0 okreslamy funkgje 41,42 : R — (0, c0) nastepujaco:

“2/m, qo(u) = au?%2, dla ueR.

q1(u) = au
Ponadto, na potrzeby Lematu 3.15, dla dowolnej statej T > 0iliczby r > 0 z zalozenia A3
definiujemy funkgje pr, o7 : [~ T, T|> — R jako:

B 1, gdy 0 < max{|s|,|t|} <1,
prist) = { ") = 7], gdy 1<max{lsl |} <T 619

0r(sf) = {\r(s,t)]+(1—r(s,t))1n’T, gdy 0 < max{|s|, |} <1;

Tl gdy 1< max{|s|,|[t|]} <T

Funkgje te zostana wykorzystane w dowodzie Twierdzenia 3.8.
Zauwazmy, ze warunek A1l implikuje, ze dla pewnego ¢9 > 0 zachodza nieréwnosci

1(|s|“1 FIERY < 1= r(s, ) < 2(s™ + ¢), (3.15)

oile |s| V [t| < 3ep. Ponizej dowodzimy lematu stuzacego do aproksymacji supremum
pola {X(s, t)} po prostokacie o przekatnej dtugosci nie przekraczajacej €y, ktérego jedno-
wymiarowa wersje znajdujemy u Leadbettera, Lindgrena i Rootzéna [47, Lemma 12.2.11].

Lemat 3.14. Istnieje funkcja ¢ : (0,00) — (0,00) 0 wlasnosci &(a ) — 0,9dy a — 0, taka, Ze
dla dowolnych statych x,y > 0, g, h > 0 spetniajacych warunek \/g* + h* < g i dla prostokata
= (x,y) + [0, g] % [0, h] zachodzi oszacowanie:

( (jq1,kq2) < u; j,k € N, (jq1,kq2) € I) -P (X(s,t) <u; (s,t) € I)

gdy u — oo. (W powyzszej nieréwnosci m = m(u), g1 = q1(u) oraz go = qa(u).)
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Dowdd. Korzystajac ze stacjonarnosci pola {X(s, t) } otrzymujemy

0 < P(X(jgr kg2) <u; (jgr,kq2) € I) =P (X(s,t) < u; (s,t) € I)
< P(X(jqr kq2) < w; (jgu, kqz) € L) —P(X(s,t) <u; (s,t) € Iy)
+(lg/q1] + [h/q2] +1) P(X(0,0) > u)

dla Iy = [0, g] x [0, h]. Poniewaz istnieje stata K > 0 taka, ze dla duzych u mamy

K(u?/% 4 u?/%2)¥ (1)
Hoy Ho, w2/ 102/ 2F (1)

(L&/q1) + [/ 92] + 1) P(X(0,0) > u)m(u) <

to (lg/q1] + [h/q2] + 1) P(X(0,0) > u) = o (L) gdy u — oco. Wnioskujemy stad, ze
wystrczy dowiesé prawdziwosci lematu dla prostokata I, co czynimy ponizej.

Niech T € N bedzie dowolne. Wypelnijmy prostokat Iy matymi prostokatami [; ,,
o dtugosciach bokéw 41T i g,T w nastepujacy sposéb:

Oin = [0,q1T] x [0,927T],
Dl,m = ((l — 1)q1T, (m — 1)q2T) + Dl,l/

dlal =1,...,|¢/(1T)] orazn = 1,...,|h/(q2T)|. Zauwazmy, ze dzieki nieréwnosci
Bonferroniego (2.21) otrzymujemy:

P(X(jq1 kqz2) < u, (jg1,kq2) € Ip) —P(X(s,t) <u, (s,t) € Ip)

= P ( sup X(s,t) > u> -P <(' max  X(jgq1,kq2) > u)

(s,t)el jarkqz2)€lo

[air] L7
< P osup X(s,t) >u| — P ( max_ X(jq1,kqz2) > u
(

st)el jq1.kq2) €0,

+ P max  X(jg1,kgr) > u, max X(jg1,kgr) > u
(ln);éz(l’ ) ((qu,qu)elj,yn U ka2) (jq1kq2) €0y U, kaz) )

= P <(sup X(s, t) > u) — X1 (u) + X (u).

S,t)GIO
W pierwszym kroku pokazemy, ze suma X, spelnia

(1) = o <1> , (3.16)

m

gdy u — co. RzeczywiScie, mamy

P max  X(jg1,kgr) >u, max  X(jgi,kgy) > u
(nl);(n/ ) ((jQ1rk‘72)€Dn,l (]q 1 ) (j‘ilquz)el:l11/,l/ (]q 1 ) >

< Z P sup X(s,t) >u, sup X(s,t)>u| =o <1> ,
(n)#(',1I") (s,t)€0y, (s,t)€0, "

gdzie ostatnia réwnos¢ jest konsekwencja dowodu Piterbarga [60, Lemma 7.1] (w tym
miejscu korzystamy z zatozenia /g% + h? < €).
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Ponizej przedstawiamy najbardziej ztozona czes¢ dowodu dotyczaca aproksymacji
sumy Y. Korzystajac z zalozenia o stacjonarnosci pola {X(s, t) } otrzymujemy, ze

ghuz/"‘l 2/ ( ] >
Yi(u) ~°—n——"P max X Jk >u . 3.17
1) a’T? (jq1.kg2)€0y 4 (]111 QZ) ( )

Zbadamy asymptotyczne zachowanie prawdopodobieristwa postaci:

P max  X(jg1,kgp) > u .
<(jq1,kq2)€l:|1,1 (1, kqz) >

Nasladujac kroki dowodu [60, Lemma D.1], dostajemy

P max  X(jg1,kgr) > u
((qufqu)GDLl (]5]1 qZ) >

1 7 702/2 ( . )
= —— | e P max  X(jgi,kgr) > u | X(0,0) =v | do 3.18
Tﬂ/ o max X(ja kg2) | X(0,0) (3.18)

1 —u?/2 7 w—w?/(2u?) < : w)
= —¢ e P max  X(jg1,kgy) > u | X(0,0) =u — — | dw
= oy max X(jgukiz) > u | X(0,0) ;

~ w—w?/ (2u?) (w) _,_w
Y(u) / e P <(jﬂ/kg1ga[6</m2xu (ja, ka) > w ) X(0,0) =u u> dw,

gdzie w (3.18) zastosowano podstawienie v = u — %, a pole losowe { ng) (s,t):s,t >0}

u
jest polem gaussowskim zdefiniowanym jako
X (s, 1) = u(X (w28, u=2/t) — u) + w.
Przeprowadzajac rozumowanie analogiczne do rozumowania Piterbarga [60, Lemma 6.1]

otrzymujemy, ze

(w) /- W .
’ <(ja,kg?[§aﬂ2xu (ja, ka) > w ‘ X(0,0) =u u> —r <(]'a,kgl§[€)(,aT]2X(]a, ka) > w) '
gdy u — oo, gdzie

X(5,t) := V2By, ja(s) + V2B, ;o (t) — s — 12

to przeskalowany utamkowy 2-parametrowy ruch Browna z dryfem, a procesy {B,, /2(s) }
i {By,/2(t)} sa niezaleznymi kopiami utamkowego ruchu Browna o parametrze Hursta
x1/21iay/2, odpowiednio. Na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowa-
nej (poréwnaj z dowodem Piterbarga [60, Lemma 6.1]) wnioskujemy, Ze

lim ew_wz/(2uz) P < max Xglw) (ja, ka) >w ‘ X(0,0) =u- Z:) dw

U—00 J_oo (ja,ka)€[0,aT)?

_ ~ wp ia, ka) > dw =E ia, k .
[P (it > w) e =Eesp g )

Poniewaz {x(s,t)} jest postaci:

x(s,t) = xW(s) + x2 ()
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dla x(V(s) := By, /2(s) — s, X2 (t) := By, 2(t) — t*2, i procesy x'V i x?) sa niezalezne,
otrzymujemy:

E ja, k =E @ (; (2) k )
o <(f,kr>ré?5,(ﬂ2)c(]a a)> o <<j,kr>ré?5,(ﬂzx e) + 1™ (ke)

_E W/ @ (1 )
op (g ") + g 0

— Bexp (max 1) ) Eexp ( max x®)(ka) ) = Ho, (T,0)Huo(T,0),

gdzie stata

H,,(T,a) := Eexp <max )((i)(ja)>
j€[0,T]

jest taka jak u Leadbettera i in. (poréwnaj (12.2.6) w dowodzie [47, Lemma 12.2.11]). Po-

wyZsze rozwazania wraz z obserwacja (3.17) implikuja, ze

2/01 4,2/
ghu"*1y
21 ="

= gl (y) (H"‘I(T'”>) (H“2<T'”)> (1+0(1)), (3.19)

¥ (u)Ha, (T, a)Hay (T, ) (1 4 0(1))

aT aT

gdy u — oo.
Korzystajac z Twierdzenia 3.3 oraz z wykazanych powyzej zaleznosci (3.16) i (3.19)
otrzymujemy, ze dla dowolnych statych T € N ia > 0 zachodzi

P (X(qu,qu) <u, (jq1,kq2) € IQ) —P (X(s,t) <u, (s,t) € IO)

= P ( sup X(s,t) > u> -P (( max  X(jq1,kq2) > u)
(

st)el Jjq1kq2) €l

< g ) (ot - (BADD) (Bl o)

aT aT

Huy(T.a) Hay(Ta)\ 5,—1,—
1- ( aT T ) Ha) Mo, +o (1)
m 7

m

gdzie H,, i Ha, 0znaczaja odpowiednie state Pickandsa. Poniewaz z ogélnie znanych
faktow [47, Lemma 12.2.4 (i), Lemma 12.2.7 (i)] wynika, ze

lim lim Ha(T, a)

a—0 T—oco a

= H(X!

to dostajemy teze lematu z funkcja ¢ zadana jako

H'Xl(T/a) X Hﬁél(T/a) —1q/-1
( aT aT oy Has -

&(a):=1— lim

T—o0

O]

Kolejny lemat to 2-wymiarowy odpowiednik lematéw uzyskanych dla jednowymia-
rowych proceséw gaussowskich w przypadku r = 0 [47, Lemma 12.3.1] oraz dla » > 0
[72, Lemma 3.1].
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Lemat 3.15. Zatézmy, ze funkcje Ty, To : R — (0, c0) sq takie, ze zachodzi Ty (u) ~ tmy(u),
To(u) ~ tmy(u) dla pewnego T > 0, gdy u — oo. Ponadto niech Tax(u) := T1(u) V To(u).
Jezeli warunek A3 jest spetniony ze statq r € [0, c0), to dla dowolnego & > 0 zachodzi

u2

1+ [r(jg1, kq2)| V oty (a1, ka2)

T, T .
2 meax(Jqlfqu)eXP<

> —0 gdyu — oo,
T2 (jg, ke

gdzie Q = Q(u) := [—Th(u), Ty (u)|x[—T1(u), Ty (u)] \ (—¢, &) x(—¢,¢), afunkcje pr = pr(u)
i or = or(u) saq okreslone poprzez (3.14).
Dowdd. Poniewaz warunek (3.7) jest spetniony, to Ty (u)To(u) ~ t2m(u) gdy u — oo.

Korzystajac z postaci funkcji m danej przez (3.9) otrzymujemy:

2
In(T1T2) + In <W> + (2 + 2 _ 1) Inu — % —2Int gdy u— o

V27 a1 a2
Stad wynika, ze

u? ~ 2In(T1 1) (3.20)

oraz , ,

Inu = §1n2 + Elnln(Tsz) +o(1).

Ponadto ) )
u? =2In(TiTh) + (lx + - 1) InIn(T1T») + K + o(1). (3.21)

1 2

ze stata K := 21n (H, Ho, 2/ 0271/ /1) —4lnT.
Ustalmy & > 0. Dla dowolnej liczby T > 0 potézmy

(T) := sup |r(s,t)| Vor(s,t).
(sE[-TTP\(—e¢)?
Poniewaz r(s,t) — 0 gdy (s,t) — oo, to |r(s,t)| < 3, oile (s,t) ¢ B(0,R) dla pewnej
statej R > 0. Korzystajac ze zwartosci zbioru K := B(0,R)\(—¢, €) X (—¢, €) otrzymujemy,
ze sup{|r(s,t)| : (s,t) € K} = |r(so,t0)| < 1 dla pewnego punktu (so,tp) € K. Stad
M :=sup{|r(s,t)| : s,t € R} < 1. Natomiast dla funkcji o7 zachodzi

sup or(s,t) gmax{M—kzr, r}.
(s4)e[~T,TP\(~ee)? T

Na podstawie powyzszych obserwacji dostajemy, ze i < J dla dostatecznie duzych T,
dla pewnej statej 6 < 1.

Niech B bedzie liczba o wlasnosci 0 < B < (1 —6)/(1+ ) oraz Tlﬁ = (Ty)P,
Tzﬂ := (Tp)P. Podzielmy zbiér Q na dwa podzbiory:

§ = {(s1) € Q:ls| < T < Tf},
S = Q\S,

Na poczatek pokazemy, ze

12

T, . < )
— max (U1, kq2) €xp | — . . —0, (322
42 (qu,,%)eslm i K92) X0 \ 4 (g, k) [V g o Ka2)
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gdy u — oco. Z wlasnosci (3.21) otrzymujemy, ze exp(—u?/2) < K1/(TiTz) dla pew-
nej statej K; > 0. Wykorzystujac ponadto definicje liczby J, warunek (3.20) oraz réwnosé
u?/®g; = u?/%g, = g, dla dostatecznie duzych u otrzymujemy:

Lo (kg exp (— v )
N2 (g, ko) e’ e 1+ [r(ja1, kg2) | V 0T,ua (1, kq2)

B 8 . 1 .
e 2 T, T, )P+ )
gliz 141 i | eXp<_ u )N4(122)2<exp(_u>>
N2\, q2 1+96 1192 2
2
e (T1T2)5+171%5 02/0142/0y 42K 153

2/01+2/ -1
< 4K1 ) ~ 1 1 (1n(T1T2)> a1+ DéZ(Tsz)ﬁ 1+z.
7192 a

Poniewaz p bylo wybrane tak, aby g < %, to (3.22) zachodzi.
By zakoriczy¢ dowdd wystarczy pokazac, ze

u?

1+ [r(jq1,kq2) | V 0Tmer (i1, ka2)

T\ T ,
42y meax(ml,sz)eXp<

> — 0, (3.23)
192 (jarkg2) €S

gdy u — co. W tym celu zaobserwujmy, ze istniejq state Ky, K3 > 0, dla ktérych

(Ir(s, D] V @1y (5,)) - In (V52 +2) < K

dla wszystkich duzych u i punktéw (s,t) € Q spelniajacych [s| V [t| > K. Pot6zmy
Tmin = Tmin(#) := Ti(u) A Ta(u). Zauwazmy, ze Tfﬁn := (Tmin)? > Ky dla duzych u.
Wtedy tez dla par (jq1,kq2) € Q, dla ktorych |jgq| V |kqz| > Tfﬁn, otrzymujemy

, . K3
PG ka2) |V or, (i, kaz2) < — -
Stad dla kazdego duzego u zachodzi:
u? u?
0 (Ve < (Hlﬁ)

< exp (—uz (1—1 K3ﬂ )),
nTmin

co prowadzi do nastepujacego ciagu nieréwnosci:

. u?
Y PTaw(jg1,kg2) exp < )

L _
NG (i i es L+ [r(q1, kg2) |V 0Ta (1, KG2)

T1T2 . r 2 K3
< —= Z r(jq1, kqz) — - exp <—u (1 — ))
92 (jg, kgp)es In Tmax InTh,
T?T?
< 4 12 22 exp | —u?|1— Ks 1
9192 In Tfﬁn In Tfﬁ N

B
4192 In Tmin
D D

) r
r(jq1, kqz) — T =:I1(u) X I(u).

(jg1kg2) €S
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W nastepnym kroku pokazemy, ze czynnik I jest ograniczony. Na poczatek zaobser-
wujmy, ze na podstawie (3.21) mamy

2In(TT) + (2 + 2 —1)InIn(Ty T») + O(1)
—uz <1 — K3 ) = —MZ +K3 (“1 2 ) .

In Tl3 In Tﬁ

min min
Korzystajac z Faktu 3.7 (iii) dostajemy, ze In Ty ~ yu? oraz In Ty ~ (3 — 7)u?, a stad

o IN(T) 1

_ < . 3.24
u—co In Tpin Zmin{’y,% -7} o2

Dlatego tez z pewna stala K4 > 0 dla duzych u zachodzi

K
—lzl2 (1 — 3 > < —M2 + K4.

In Tﬁ

min

Po zastosowaniu (3.21) dostajemy, ze

InT?

min

exp (—uz (1 _ KS )) < eK4 exp(_uZ) < K5(TlT2>72(1n(T1T2))172/a172/a2,

dla pewnych stalych Ky, K5 > 0. Korzystajac z otrzymanych powyzszej nieréwnosci,
a nastepnie kolejno z réwnosci u?/1q; = u?/*2q, = a, z (3.20) i w ostatnim kroku z (3.24),
mozemy wnioskowa¢, ze dla duzych u zachodzi:

T2T?
L(u) = 4 1222exp —u?(1- K3ﬁ 1B
1192 InT InT

2

min min

Tl T22 -2 1-2/a1-2/a> 1
< 4K5 (Tsz) (ln(Tsz)) 1 —_—
2,2 B
192 InT!.
22/a1+2/a2+2 g B B 1
~ a4 5 (ln(Tsz))Z/al—‘rZ/DQ (ln(Tsz))l 2/01—2/ay 5
In Tmin
22/rx1+2/az+1K5
~ < 0.
a*pmin{y, ; — 7}
Stad I jest ograniczone.
Pozostato wykazaé, ze I (1) — 0 gdy u — co. W tym celu zauwazmy, ze
p
192 In T ; .
hlu) = —Zz=2 ), |r(jg k) -
TlTZ (qu,qu)GS ln Tmax
< 2BV |rliguke) ny/ (a)? + (k22 =
122 (jgy kga)es
4 ,BTM Z . ll‘leax —. ]1(”) —|—]2(1/l>
LT (jq1,kq2)€S 11’1( (]ql)Z + (qu)z

Zaczniemy od pokazania, ze J;(u) — 0 gdy u — oo. Ustalmy € > 0. Z zalozenia A3
wnioskujemy, ze |r(s, ) In Vs> + 12 — r| < €, 0ile V/s? + 2 > R, dla pewnej statej R > 0.
A zatem dla u takich, ze Tfﬁn > R, zachodzi

12 (T +q1)(Ta+4q2)
u) < . -€ < 2e.
Ji(u) I q192
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Na mocy dowolnosci wyboru € > 0 otrzymujemy J;(u) = o(1). Dla sktadnika J»(u)
korzystamy z nastepujacego oszacowania (poréwnaj z [47, strona 135]):

Br  qq2
Jo(u) < Y
In Tr‘iin LTy (jg1.kq2) €S
— " n92
0 Toan T2, 2

In <]q1>2 + (qu)Z — In Thhax

n ( (g1)* + <qu>2> ‘

Tmax

Bez zmniejszania ogélnosci dowodu zakladamy, ze Tmax = T1. Wtedy

ne oy m( (fq1>sz1<qu>2>‘

ATz g, kgm)es
N2 koo \2 [T\ 2
KA (OROIO)
(e () G2 )
N (0 hm)es Th Tz Th
dla duzych u, a stad
11 1
Jo(u) = ln;mmo ( / In \/x? + 2 dxdy+/lnxdx>
-1-1 -1
i dlatego (3.23) zachodzi. Zestawiajac (3.22) oraz (3.23) otrzymujemy teze lematu. O

Lemat 3.16. Jesli funkcja T : R — (0, 00) jest taka, ze T(u) — oo (gdy u — o0) oraz r > 0 jest
dowolnaq statq, to istnieje € > 0, dla ktérego

) ) PN -1/2
D <(1_r<jq1,qu>>m (1 = (vt k) + (=G kg2)) g7 ) )

N9z jkez
0<max{|jq:],lkqg2| } <e

u2

X exp | — . . - — 0,
P < L+ r(jgr kgz) + (1 — r(mllkqﬁ)m) )

gdy u — oo. (W powyzszym: T = T(u), m = m(u), g1 = q1(u) oraz qa = q2(u).)

Dowdd. Na poczatek zauwazmy, Ze dla dostatecznie matej liczby ¢ > 0 zachodzi warunek
(3.15) oile 0 < max{|s|, |t|} < ¢, zgodnie z zalozeniem Al. Ponadto, dla u duzego na tyle,
zeInT > r, dla dowolnego (s, t) # (0,0) otrzymujemy

(rs )+ A =r(s, ) =) <1, (3.25)

na mocy warunku A2. Konsekwencja powyzszych obserwacji jest, ze dla duzych u, dla do-
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statecznie matego ¢ > 0idla j, k € Z spelniajacych 0 < max{|jq1|, |kg2|} < € zachodzi

-1/2

(1 - (r(qu,qu) (1= r(jg1 ka2)) rT> )
< (1 - (V(]'ﬂh,klh) (=1 kq2)) rT>>71/2: <(1—r(jq1,kq2)) <1_ﬁ>)71/2

T ay \ f o - : o —1/2
< <!Jq1| L+ |kga| ) " <ma><(|m1! ' k| 2)) v (mm (q‘i‘%qzz)) = Ku,

4 = 4 = 4

dla pewnej statej K > 0. Zestawiajac otrzymana powyzej nieréwnos¢ z (3.15) oraz korzy-
stajac z postaci funkcji m danej przez (3.9) i definicji funkcji g1 i g2, dostajemy:

: . r 2 —-1/2
M j,gz <(1 7’(]‘71,k‘h))17 (1— (r(]ql,qu) + (1_r(]q1,kq2))m> >
0<max{|jq1],kq2|} <e

uZ
X — ; :
=P ( 1+ r(jqu, kqz) + (1 — r(Jqlfqu))hIT) >

2
< K'ue/? Z (ljqa|*™ + |kg2|*2) 7T
jkeZ
0<max{|jq:],lkqz|} <e

uZ
xXexp | — -
( 2—§(|Jq1|"‘1+!k¢12|“2)(1—h(T)>>

2
,TuU

Kt X ((Uqlr“l + kg2 ")

jkeZ
1, My g, |22 _ I
Xexp( i (|]”]1| + [kq2[*?) (1 — lnT)>>

0<max{ljqi],|kqa|} <e
(ljq|* + [kq2|%2) (1 — 1)

a u? (|jg1]™ + |kqa|*2)
< /T’I/l Y o
s K InT u? jgz 16 (|]‘11‘ + |kq2|*?) exp < T

0<max{ljq:],lkqz|} <e

16K il Jak]® il |kl
= InT jgz (16 T A 16 16

0<max{ljq:],lkqz|} <e

- (mT// (Jx[* =+ [y[*) e x‘”+y“2)dxdy)

—00 —00

dla duzych u, gdzie K’ > 0 jest pewna stala dodatnia. Poniewaz z zatozenia mamy
InT(u) — oo gdy u — o0, a catka pojawiajaca sie w ostatnim wyrazeniu jest skoficzona,
dowiedliSmy tezy lematu. O
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3.2.3. Dowdd twierdzenia o zbiezno$ci supremum

Przystepujemy do dowodu Twierdzenia 3.8 stanowiacego gléwny rezultat rozdziatu.
Niech a > 0 oraz q; := q1(u) = au="/2, gy := qp(u) = au="2/2. Wiemy, ze istnieje stata
L > 0 taka, ze dla kazdego prostokata I o wymiarach nie przekraczajacych L zachodzi:

P (X(jgu ka2) < w3 jk € N, (jg1,k32) € I) =P (X(s,t) < (s,8) € 1)
< 8 (;) (3.26)

m

gdy u — oo, gdzie ¢(a) — 0 gdy a — 0 (patrz Lemat 3.14). Aby nie utraci¢ przejrzy-
stodci przedstawionych rozumowarn zaklada¢ bedziemy, ze L > 1. Podzial plaszczyzny
R? na kwadraty [i — 1,i] X [j — 1, ] o boku dtugosci 1 odegra szczegélna role w naszych
rozwazaniach. Dowéd twierdzenia dla L < 1 przeprowadza sie w analogiczny sposéb,
dzielac ptaszczyzne na kwadraty postaci [(i — 1)L, iL] x [(j — 1)L, jL].

Rozwazmy pola losowe {X()(s,t) : s,t € R} dlai,j € IN bedace niezaleznymi
kopiami pola {X(s,t) : s,t € R}. Okreslamy {5(s,t) : s,t € R} jako 7(s, t) := X (s,t)
dla (s,t) € [i —1,i) x [j —1,j). Dla ustalonego T > 0 definiujemy gaussowskie pole
losowe {Yr(s,t) : (s,t) € [0, T]*} w nastepujacy sposéb:

Yr(s 1) = (1- lan>1/217(s,t) + (lan)m W, (3.27)

gdzie W jest zmienna o standardowym rozkladzie normalnym, niezalezna od pola 7.

Wtedy kowariancja pola {Yr(s, t)} wynosi

r(s,t) + (1 —r(s,t)) 2z, gdy [so] = [so+s]
COV(YT(S(), t()),YT(S() +5s,tg + t)) = i UQJ = \_to + tJ,‘
nT, W przeciwnym przypadku.

Ustalmy 0 < A < B < c0. Dla x,y € [A, B] okreslmy funkcje Ny, N, : R — Ny jako
Ny(u) := |xmy(u)| oraz Ny(u) := |yma(u)]. Poniewaz zachodzi

P ( sup X(s,t) < u)
(s,£)€[0,Ny+1] < [0,Ny+1]

<P ( sup X(s,t) < u) <P ( sup X(s,t) < u)
(s,t)€[0,2mq (1)] % [0,ymp ()] (s,£)€[0,Ny] < [0,N}]

oraz

Ny,+N,+1
P sup X(s,t)>u | < w(l +0(1)) =0(1),
(5,)€[0,Nx+1] X [0,N,+1] m
(s,£)#[0,Nx] % [0,Ny]

wystarczy zbadaé asymptotyke P (sup(s,t) o x[0,N,] X (s,t) < u) gdy u — oo. Ustalmy
e € (0,1). Pokryjmy prostokat [0, Ny] x [0, N,] kwadratami o boku diugosci 1, a nastepnie
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kazdy z NxNy jednostkowych kwadratéw rozbijmy na dwa podzbiory I;, i I; , nastepu-
jaco:

Ly, = [I-1)+¢l] x[(n—1)4¢n],
I, == [I-11x[n=1,n]\ 1,

M

gdziel =1,...,Ny,n=1,...,N,.
KROK 1. W pierwszym kroku dowiedziemy, ze

P ( sup  X(s,t) < u) —P sup  X(s,t) <u
(5,)€0,N,] X [0,Ny ] sneu U, 1,

jednostajnie dla (x,y) € [A, B]?, gdzie ¢;(¢) — 0 gdy ¢ — 0. Powyzsza wlasnos¢ jest
konsekwencja nieréwnodci:

0P sup X(s,t)<u| —P ( sup X(s,t) < u)
(s eUN U, T, (5,)€[0,Nx] X [O,Ny ]

<SNNyP | sup X(st) >u | < B>mP sup X(s,t) > u
(s,t)el{rl (s,t)GI{/l

oraz asymptotyki

lim sup < Ci(e),

Uu— 0o

2¢ — ¢?
P| sup X(s,t)>u]| = (140(1)), gdy u— oo,
(

stEl | m

wynikajacej z Twierdzenia 3.3.
KROK 2. Twierdzimy, ze zachodzi

Nx Ny Nx Ny
P|X(s,t) <u;(s,t)elJ U Lin | =P | XGg1, kq2) < u; (jgr, kg2) € |J | Lin

lim sup
U—>00 I=1n=1

< Ga2(a),

jednostajnie dla (x,y) € [A, B]?, z pewna funkcja &, spelniajaca & (a) — 0 gdy a — 0.
Rzeczywiscie, jest to wynik nastepujacego rozumowania:

N, Ny Ny Ny
0 < P(X(s,t)<us(s,t) € J U ln | =P | X(igr, kq2) < w; (jqr, kq2) € |J U I

I=1n=1 I=1n=1

< NNy n}ax P (X(jq1,kq2) < u; (jg1,kq2) € I ;) — P < sup X(s,t) < u)))
Y (

S,t) ell,n

< NoNy(1—¢)? (fn) (;)) (3.28)
< B*E(a) +B*m-o (;) = B%¢(a) +0(1),

gdzie nier6wno$¢ (3.28) wynika z wiasnosci (3.26) oraz ¢(a) — 0 gdy a — 0.
KROK 3. W kolejnym kroku dowodu skorzystamy z twierdzenia o poréwnywaniu
rozktadéw gaussowskich [47, Theorem 4.2.1]:
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Twierdzenie 3.17. Niech X = (X1,Xp,...,X,) oraz Y = (Y1,Ya,...,Yy) beda wektorami
o rozktadach gaussowskich, o wspdtrzednych scentrowanych i unormowanych, i o macierzach
kowariancji X = {rzxj}l Lonje1.n OT0Z Y = {rlYJ}l \onje1.n (0dpowiednio). Okreslamy

Sij \r |V |r |id:= m;x d; j. Jezeli 6 < 1, to prawdziwe sq nierdwnoéci:
]

P(Xi<u;i=1,2,...,n)—P(Y;<u;i= 1,2,...,n)\

1 |r rlY] ui + u; ui + uj
< —VY LY exp |- |r '|ex - J |,
4r i 1/1—(51»2,]. P 2(1+94;)) 47t 1—52 ; b~ Tl e 2(1+4;;)
dla dowolnych uq,uy, ..., u, € R.

Niech T = T(u) := Bmy(u) V Bmy(u). Chcemy wykazaé, ze

I=1n=1

Ny Ny
P | X(jqr, kq2) < u; (jgi,kq2) € |J U Iin

I=1n=1

Nx Ny
—P | Yr(jgr, kq2) < u; (jqi,kq2) € U U Iin

gdy u — o0, jednostajnie dla (x,y) € [A, B]2. W tym celu zauwazmy, ze dla wystarczajaco
duzych T otrzymujemy

| Cov(X(jq1,kq2), X (j'q1,k'92)) — Cov(Yr(jq1, kq2), Y7 (j'q1, k' 92)) |
<or((G =71, (k—K)g2)

oraz
| Cov(Yr(jg1, kq2), Yo ('q1, K 92)) | < 01 ((G =) g1, (k — K')g2),

gdzie funkcje pr i 01 sa zdefiniowane poprzez (3.14). Ponadto, dla dostatecznie matego
e > 0 i dla wszystkich (jq1,kq2), ('q1,K'92) € UMy Ufji 1 Iin, dla ktérych spelniony jest
warunek max{|j — j'|q1, |k — k'|q2} < ¢, otrzymujemy

| Cov(X(jq1,kq2), X (j'q1,K 92)) — Cov(Yr(jq1, kq2), Yr(j'q1, K q2)) |
= (1= (= 1, (k= K)2)

oraz
max {| Cov(X(jq1,kq2), X(j'q1,K'q2) )|, | Cov (Y7 (jq1, k92), Y (j'91, K 92) | }
= Cov(Yr(jq1, kq2), Yr(j'q1, K q2))
. . . . r
=r((j = 1)au, (k= K)q2) + (1= r((G = )1, (k = K)q2)) 1=
Definiujemy

o(T) := sup [r(s,t)| V or(s,t).
(st)e[-T,T\(—&¢)?
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Na mocy obserwacji poczynionej w dowodzie Lematu 3.15 zachodzi §(T) < ¢ < 1
dla pewnej statej 6 i dla dostatecznie duzych T. Stosujac Twierdzenie 3.17 dostajemy:

P <X(jq1,qu) < u; (jqr, kg2) € | Il,n) -P (YT(jq1,qu) < u; (jqr, kgz) € | Il,n) ‘

In In

_ 1NN, (1 —r(jg1, kq2)) mr

AT D82 comax g legal < <\/(1 — (r(iqr, kq2) + (1 = r(jq1, kq2)) o)

u? )
xexp | — - - 7
p( L+ r(jgu, kg2) + (1 = r(jar, kq2)) mr >

1 1 NN,

L1 y
47T m q192 (791,kq2) €[—Nx,Nx| X [=Ny,Ny]
(jg1.kq2) € (—€,€) x (—¢.€)

(PT(Ml:qu)

uz
X — " :
P < 1+ [r(jqu, kga) | V emqhqu)) >

_ 1 Bm ( (1 —r(q1, kq2)) wr
A0102 o iy Thaal<e \ /(1= (r(iqu, kaz) + (1 — r(jqu, kaz)) i)

u? )
xexp | — ; : -
p< L+ (g1, kqz2) + (1 = r(jar, kq2)) iy )

1 1 Bm

toro Z pr(jq1, kqgz)
47 /1 - 62 q192 (jg1,kq2) €[—Bmy,Bmy | x [—Bmy,Bmy)| (
(jarkq2) € (—ee) x (—ee)

u? )
X ex — T .
P < 1+ |r(Gar kg2)| v er(jg1, kqz2) )

=: Il(u) + Iz(u).

Zauwazmy teraz, ze na mocy Lematu 3.16 mamy I(u#) — 0 gdy u — co. Natomiast
korzystajac z Lematu 3.15 wnioskujemy, ze I (1) — 0 gdy u — oo.

KROK 4. Niech funkcja T bedzie taka jak w kroku 3. Zauwazmy, ze wtedy zacho-
dzi T(u) = e"™c(u) dla pewnej funkgji ¢ : R — (0,00) o whasnosci Inc(u)/u? — 0,
gdy u — oo, i stalej v € (0,3) z tezy dowodzonego twierdzenia. Korzystajac z definicji
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pola {Yr(s, t)} otrzymujemy:

P <YT(j6]1,k0]2) u; (jqi,kqz) € U Iln>
r 1/2 r 1/2
=P ((l - ﬁ) (i kqz) + (ﬁ) W< u; (jqr kq2) € U Im)

r \1/2 ro\1/2
= Pl(1-— sup n(jg1, kq2) + | —= W < u)
( ( In T) (iq1kq2) €U Inu (ln T)

i : u—(r/InT)?z
= P sup  1(jq1,kqz2) < add(z). (3.29)
/ ((qulqu)EUl,;t Il,n (1 - 7"/ ln T)1/2

Wtedy, dla dowolnego z € R, funkcja u — u, zdefiniowana jako

b i (r/InT)Y2z
T (1-r/InT)1/2

spelnia

u, = (u — (r/In T)l/zz) <1 + %(1’/ InT)+o(r/In T)>

v 2y
= u+ — +o0(1/u),

gdy u — oo (poréwnaj z rozwazaniami Tana i Hashorvy [72, Lemma 3.3]), a stad

= Hlxl 7-[ﬁ’éz ug/al ug/lxzqf(uz)

1
= Moy Hayu?/u/ " —— 2"
27U,

1 1,2 r r
= Moy Hpu2/ 22— o721 ex <—+,/z> 1+0(1
&1 T tap \/2?1/[ p 2,)/ v ( ())

_ exp (—%—i— %z) L+ o0(1).

2
z

(140(1))

Wykorzystujac kolejno: strukture zaleznosci pola {7 (s, t) }, stacjonarnos¢ pola {X(s,t)},
wlasnosé (3.26), asymptotyke opisana przez Twierdzenie 3.3, definicje funkcji m oraz wy-



74 ROZDZIAEL 3. MAKSIMA STACJONARNYCH POL GAUSSOWSKICH

nik powyzszych rozwazan, dostajemy, ze dla z € R zachodzi

P( sup  7(jqu kg) < > HP( sup X(qufqu)@z)
( (

ja1kq2) €Uy I Ln jq1.kq2) €1,

NiNy
=P ( sup  X(jq1,kq2) < Mz> (140(1))
(j1,kq2)€hn

ilae) o)\
sup X(s,t) < + + ] (140(1))

Sf 6111 m(uz

NyNy
( ( wp X(s.8) < >+cl<a,s>+¢2(s> . o<1>)> (1 +0(1))

s,t)ef0,1]? m(uz) — m(uz) — m(u:

(00 BO A0 Y

m (i) m(uz)

m (i
xym(u)

exp (—ﬁ +/52) (1= Ei(a,e) = E3(e) +o0(1)

m(u)

(1+0(1)),

gdy u — oo, jednostajnie dla (x,y) € [A, B]?, gd21e 0 < &i(ae) < (1—e)%(a) (€ jest

*

funkcja z zatozenia (3.26)) oraz 0 < &5 (e) < 2e — 2. Stad wnioskujemy, ze

lim P ( sup  17(jg1,kq2) < uz>
(

e javkaz2) €Uy I
r r % %
—exp (—xyexp (o + [ T2) (1= (o) - (e ).

jednostajnie dla (x,y) € [A, B]?, a w konsekwengji:

lim [ P ( sup n(jq1, kq2) < uz> dd(z)
M%mioo (qulkq2)6U1,11 Il,n

=Eexp <—xyexp <_27:y + \/zW> (1-¢i(ae) — ‘ﬁ(@)) ’

jednostajnie dla (x,y) € [A, B]?>. Pamietajac, ze Ci(a,e) = 0ig3(e) - 0gdya —0,e =0,
dostajemy:

o . . T T
flgrg)b}grc}oP (YT(]ql,qu) < u; (jg1,kqz) € 911'71) =Eexp <—xyexp (—27 + \/;W>> ,

e—0
jednostajnie dla (x,y) € [A, B]2. Zestawiajac powyzszy wynik z rezultatami krokéw 1-3
(gdy e = 0ia — 0) otrzymujemy teze dowodzonego twierdzenia.

3.2.4. Zastosowania twierdzenia o zbiezno$ci supremum

W niniejszym podrozdziale przedstawiamy pewne wyniki zastosowania Twierdze-
nia 3.8 do badania asymptotyki maksimum pola gaussowskiego po losowym zbiorze
i do opisu struktury zaleznosci rozwazanego pola gaussowskiego w jezyku indeksu eks-
tremalnego.
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Supremum pola gaussowskiego po losowym zbiorze

W tej czesci podrozdziatu przedstawiamy twierdzenie o asymptotycznym zachowa-
niu (gdy u — oo) prawdopodobieristw

P ( sup  X(s, t) > u)
(s,t)eB(0,T)

dla nieujemnej zmiennej losowej T, niezaleznej od pola {X(s, t) }. Rozwazamy sytuacje,
gdy zatozenie A1 zachodzi ze statymi a := a1 = ap € (0,2] oraz

my(u) = myp(u) :=/m(u) = (Hﬁu‘l/“‘I’(u))_l/z (1+0(1)).

Przytoczony ponizej rezultat dowiedziony przez Hashorve [15, Proposition 1] stanowi
uogdlnienienie rozwazan prowadzonych w ostatnich latach dla 1-wymiarowego procesu
gaussowskiego [2,72].

Twierdzenie 3.18. Niech pole {X(s,t)} spetnia A1-A3 ze statymi o := a1 = ay € (0,2]
ir € [0,c0) oraz niech T bedzie nieujemng zmienng losowq niezalezng od {X(s, t) }. Okreslamy
F(x):=P(T > x)dlax € [0,0).

(1) JesliET? < o, to

P sup  X(s,t) >u | = rET?H2u**¥ (u)(1+0(1)), gdy u — oo.
(s,£)eB(0,T)

(2) Jesli F jest funkcjq reqularnie zmieniajqcq si¢ w nieskoriczonosci o stopniu A < 2, to

P < sup X(s,t) > u) = 27tk P <T > \/m(u)> (140(1)), gdy u— oo,
(st

)eB(0,T)
gdziek := [x'"1E (exp(—nmx?exp(Vy) + Vy))dx, Vy := 24/rW — 2r.
0

(3) Jesli F jest funkcjq wolno zmieniajqca si¢ w nieskoriczonosci, to

P (( tsup X(s, t) > u) =P (T > \/m(u)> (140(1)), gdy u— oo

)eB(0,T)

Indeks ekstremalny zdyskretyzowanego pola gaussowskiego

W dalszej kolejnosci zastosujemy Twierdzenie 3.8, aby opisa¢ strukture zaleznosci
rozwazanego pola gaussowskiego { X(s, t) }. Postuzymy sie pojeciem indeksu ekstremal-
nego pola wprowadzonym w podrozdziale 2.2 (patrz definicja (2.12)).

Z polem {X(s,t)} stowarzyszamy dyskretne pole losowe {X(;;) : j, k € N} okre-
$lone nastepujaco:

i(j,k) = sup X(s,t) dla jkeNN.
(s,t)elj—1,7]x[k—1,k]
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Ponizej dowodzimy faktu, ktéry méwi, w jaki spos6b zalezno$¢ diugiego zasiegu pola
{X(s, t)} wyrazona poprzez warunek A3 ze statq v € [0, c0) wptywa na istnienie indeksu
ekstremalnego 6 zdyskretyzowanego pola {}?( ik }- W rozwazaniach tego podrozdziatu
badamy indeks ekstremalny pola {}N((j,k)} wzdtuz ¢, gdzie p(n) := ([m1(uy) |, [m2(un)])
dla n € N i dla pewnego rosnacego ciagu {u, },en C R. Przypominamy, ze zagadnienia
zwiazane z indeksem ekstremalnym poél dyskretnych zostaly szczegétowo oméwione
w rozdziale 2.

Twierdzenie 3.19. Zatézmy, ze pole { X (s, t)} spetnia warunki A1-A3.
(i) Jeslir = 0, to indeks ekstremalny pola {i(j,k)} istnieje 16 = 1.

(ii) Jeslir > 0, to pole {}Ni(j/k)} nie posiada indeksu ekstremalnego.

Dowdd. Przeprowadzimy dowéd kolejno dla czesci (i) oraz (ii).
(i) Przypus$émy, ze warunek A3 zachodzi z r = 0. Aby dowies¢, ze indeks ekstremalny
pola dyskretnego {}N((j,k)} istnieje i 6 = 1, pokazemy, ze

flu)g(u)
P ( sup X(s,t) < z(u)) -P ( sup  X(s,t) < z(u)) — 0, (3.30)
(s,4)€[0,f ()] x [0, (u)] (st)€[01]?
gdy u — oo, dla kazdej funkgji ciaglej z : R — R iwszystkich par funkgji f,g : R — [0, 0)
postaci f(u) = ci(u)my(a(u)) i g(u) = ca(u)ma(a(u)), gdzie ¢1(u),c2(u) € [1/C,C]
dla pewnej stalej C > 0 i wszystkich u € R oraz a(u) — oo gdy u — oo. Powolu-
jac sie na Fakt 2.28 zauwazamy, ze wystarczy rozwazy¢ dwa przypadki: (a) z(u) oo
gdy u — oo; (b) z(1) < K dla pewnej statej K € R.
Zat6zmy, ze (a) zachodzi. Wtedy warunek (3.30) jest rtownowazny warunkowi

P( sup X(s,t) <u> —P( sup X(s,t)<u
(s,£)€[0,£ (27" (u))]x [0,8(z"" (u))] (s,t)€l01]2

1

— 0,

)J‘(zl(u))g(zl(u))

gdzie przez z~
Twierdzenia 3.8 i Wniosku 3.10 wiemy, ze

oznaczyliémy funkcje odwrotna do z. Przypominamy, Ze na podstawie

P < sup X(s,t) < u) —e M gdy u— oo, (3.31)
(s,t)€[0,xmy (u)]x [0,ymy(u)]

jednostajnie dla (x,y) € F, gdzie F C [0,00)? jest dowolnym zbiorem takim, Ze nie

istnieje ciag elementéw z F zbiezny do punktu (0, c0) lub do punktu (co,0). Ponadto,

na takim zbiorze / mamy réwniez zbieznos¢ jednostajna jak ponizej:

xy-m(u)
<P ( sup  X(s,f) < u)) —e W gdy u— oo (3.32)
(

s,t)€[0,1]2
Z funkcjami f, g i z stowarzyszamy funkgje f, g zdefiniowane dla u € R nastepujaco:

o flzTMw)
flu) = T(M)'
gz ()

g = S
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Stosujac ponownie Fakt 2.28 dokonujemy fundamentalnej obserwacji: aby udowodnié
zbiezno$¢ (3.30) w rozwazanej sytuacji (a), wystarczy skupi¢ sie na przypadku, gdy mamy

f(u) — xo € [0,00] oraz g(u) — yo € [0, 0], gdy u — o0. Po uwzglednieniu szczegodlne;j
postaci funkgji f i g, na mocy Lematu 2.31 otrzymujemy, ze zbior

Fi= {(7(u),g(u)) ‘ue ]R}

spelnia zalozenie Wniosku 3.10. Stad zbieznos$¢ (3.31) jest jednostajna na tak okreslonym
zbiorze F, a wiec mamy:

lim P < sup X(s,t) < u)
1\ (s h)ef0f(z 1 ()] X [0,g(z 1 (u))]
= lgr1 P sup X(s,t) Su | =e Y0¥,
! (s,£)€[0,f (1)mq (1)) x [0, (u)mz ()]

Z drugiej strony, na mocy (3.32), dostajemy:

lim P sup X(s,t)<u

Fz1w)g (27 (w))
e ((w)e[o,uz )

— ¢ Y0Yo

FGg(w)-m(u)
=1lmP| sup X(st)<u
e ((s»)e[o,uz >
Otrzymane wyzej zbieznosci pociagaja (3.30), a tym samym koricza dowdd przypadku (a).
Rozpatrzmy sytuacje (b), gdy z(u) < K dla pewnej statej K € R. Wtedy

s,t)€[0,1)?

fu)g(u)
P ( sup X(s,f) < z(u)) =o0(1)
(

wynika z faktu, ze f(u)g(u) — oo oraz

P ( sup  X(s, t) < z(u)) <P ( sup  X(s, t) < K> <1
(s,t)€[0,1]2 (s,t)€]0,1]2

Aby wykaza¢ (3.30) nalezy pokaza¢, ze réwniez

P ( sup X(s,t) < z(u)> =o(1).
(s,£)€[0.f ()] [0,8(w)]

Ustalmy ciagla funkcje I : R — R rosnaca do nieskoriczonosci na tyle wolno, aby jej
funkcja odwrotna /! rosta do nieskoriczonoéci tak szybko, ze funkdje f,g zdefiniowane
jako

f (7 (w)

my(u)

g (17 (w))

my (1)

flu) = g(u) =
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spelniaja f(u) — oo, g(u) — oo gdy u — co. Zauwazmy, ze dla duzych u € R mamy
z(u) < K < 1(u). Wtedy

lim P ( sup X(s, t) < z(u)) < lim P ( sup X(s, t) < K)
K \ (s h)El0f(u)] < [0,g(u)] 47 \ (s h)El0f(u)] x [0,g(u)]
< lim P ( sup X(s,t) < l(u)) =0,
M\ (s €0, £(u)] x[0,g(u)]

gdzie ostatnia réwnos$¢ jest wnioskiem z rozwazan dotyczacych punktu (a), co koriczy
dowéd przypadku (b).
(ii) Niech r > 0 oraz V, := 2/rW — 2r. Na podstawie Twierdzenia 3.8 dostajemy:

Var (exp(—exp(V;))) = E(exp(—2expV;)) — (E (exp(—exp Vr)))z

= limP ( sup X(s,t) <u
(st)€l

U—sc0 0,2m1 (1)] x [0,z (11)]

2
—(hmP( sup X(s,t)<u>> )
U0\ (s,4)€[0,m1 (1)] % [0, (1))

Przypus$¢my nie wprost, ze indeks ekstremalny rozwazanego pola istnieje i 6 € (0, 1].
Wtedy dla dowolnego ciagu {v, }nenw C R rosnacego do nieskoriczonosci zachodzi:

2
P ( sup X(s,t) < vn> — (P ( sup X(s,t) < vn>>
(s,8)€[0,2m1 (vy)] x [0,m2 (vy)] (s,t)€[0,m1 (vy)] % [0,m2(vy)]

2
= P max  X/; <o, | — |P max X < Uy +o(1
j<2[mon)], 0 j<mi(o)], 0 @
k<[ ma(vy)] k< [ma (vy) ]
- ~ 2[my (v) | m2(vn)]0
= P Xin<v, | —P(X < Uy
izt Xaw <on | =P (Xap <o)
k<[ma(vn) |

2

~ |1 (vn) | [m2(vn) |0 ~
k< [m2(vn) ]

= o(1),

gdy n — oo, co implikuje, ze Var (exp(—exp V,)) = 01 w konsekwengji zmienna losowa
exp(— exp V;) jest stata prawie wszedzie. Pamietajac, ze WV to zmienna o standardowym
rozkladzie normalnymir > 0, otrzymujemy sprzeczno$¢, a tym samym koniec dowodu
czesci (ii) twierdzenia. O

3.3. Maksima pdl gaussowskich dowolnego wymiaru

W niniejszym podrozdziale podajemy ogolna wersje Twierdzenia 3.8 dla pola gaus-
sowskiego dowolnego wymiaru d > 1. Dow6d rezultatu jest analogiczny do dowodu
przedstawionego w podrozdziale 3.2.3 i zostaje pominiety.
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Rozwazamy pole {X(t) : t = (t1,tp,...,t;) € R}, ktore jest scentrowanym stacjo-
narnym polem gaussowskim o ciaglych trajektoriach i o funkcji kowariangji

r(t) := Cov(X(t), X(0))
spelniajacej warunki analogiczne do warunkéw AI1-A3 wprowadzonych wczesniej:
A1l: dla pewnych statych ay,ay, ..., a5 € (0,2] zachodzi
r(t) =1— 6] — |0 — . = [f* + o[ [ + [ + ..+ [ta]™),
gdy ti,t2,...,t; = 0;
A2: r(t) <ldlat#0;

A3: dla pewnej statej r € [0, o) zachodzi

r(t)ln\/t%+t§+...+tg —r gdy (t,t,...,t5) — o,

tzn. dla kazdego ¢ > 0 istnieje K > 0 takie, ze ‘r(t) In \/t% +824+. .+t -1 <e
oile|t1|,\t2],...,|td| > K.

Okreslamy funkgje m : R — [1, 00) jako:
-1
m(u) :=P ( sup X(s, t) > u) :
te[0,1]4

Dalej, niech my,my, ..., my : R — [0, 00) beda funkcjami takimi, ze

my(u)mp(u)---my(u) =m(u) dla ueR
oraz niech dla kazdegoi =1,2,...,d zachodzi

mi(u) = €7 bi(u)

z pewna stala 7; € (0,3), dla pewnej funkgji b; : R — (0,00) spelniajacej warunek
Inb;(u) = o(1/u?) gdy u — co. Taki wybér funkcji mq, my, ..., my implikuje, ze mamy
Y1+ 72+ ...+ 74 = 3. Interesuje nas asymptotyczne zachowanie prawdopodobiefistw

P <sup X(t) < u) ,

tePx

gdy u — oo, gdzie dla x = (x1,x2,...,%4) € [0, 0)? przez P} oznaczamy d-wymiarowa
kostke postaci

PX =10, x1mq(u)] x [0, xamp ()] X ... x [0, xgmy(u)].

Ponizej przedstawiamy rezultat, ktérego dowodzi sie nasladujac kolejne kroki dowodu
Twierdzenia 3.8.
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Twierdzenie 3.20. Zalézimy, ze pole {X(t)} oraz funkcje my, my, ..., my spetniaja powyzsze
zatozenia. Wtedy dla dowolnych statych 0 < A < B < oo ma miejsce zbieznos¢

PlsupX(t)<u| —E (exp <—x1x2...xdexp <_r + \/7W>>> ,
teP 2y Vo

gdy u — oo, jednostajna dla x € [A, B), gdzie v = max(y1, 72, -, Ya)-

Niniejszy rozdziat koriczymy wnioskiem ptynacym z powyzszego twierdzenia, ktéry

dotyczy sytuagji, gdy mamy mj(u) = mp(u) = ... = my(u) := /m(u).

Whiosek 3.21. Niech pole {X(t)} spetnia powyzsze zatozenia. Wtedy dla dowolnych statych
0 < A < B < o0 zachodzi zbieznos¢

P sup X(t)<u| —E (exp (—xlxz ... Xgexp (—dr + \/2d1’W>>) ,
te[xy &/m(u)] x - x[xg & /m(u))]

gdy u — oo, jednostajna dla x € [A, B]“.



Wielowymiarowe maksima stacjonarnych ciagéw wektoréw

4.1. Wprowadzenie i podstawowe definicje

W niniejszym rozdziale rozwazamy stacjonarny ciag
{xi= (X2}

w-wymiarowych wektoréw losowych, gdzie wymiar w € IN jest dowolny. Ciag {X, } jest
w szczegOlnosci ciagiem wektoréw losowych o jednakowym rozkladzie wyznaczonym
przez dystrybuante F(x) := P(X; < x) dla x € R?. Pytamy o asymptotyke (gdy n — oo)
maksiméw wielowymiarowych:

M, = (M,S”,M,SZ),...,M,S“’)) = <max XO), max X(Z),..., max X](w)> .

1j<n o Tigjsn 1<j<n

Bedziemy zakladag, ze ciag jednowymiarowy {X,Si) . .z ma dystrybuante pozorna regu-
larna w sensie O’Briena dla kazdegoi = 1,2,...,w. (Przypominamy, Ze teoria dla ciagéw
zmiennych losowych zostata oméwiona w rozdziale 1.)

Dla dowolnego x € RY bedziemy stosowa¢ notacje x = (x1,X2,...,Xy). Ponadto
oznaczamy 0 := (0,0,...,0),1:= (1,1,...,1) ico := (00,00,...,00). W przestrzeni li-
niowej R” rozwazamy czeSciowy porzadek po wspétrzednych (x < y, oile x; < y;
dlai=1,2,...,w) oraz zbieznos¢ ciagéw po wspoétrzednych (x(n) — x gdy n — oo, o ile
xi(n) = x;gdyn —ocodlai=1,2,...,w).

W podrozdziale 4.2 przedstawiamy znane rezultaty na temat stabej zbieznosci scen-
trowanych i unormowanych maksiméw dla ciagéw stabo zaleznych w sensie wielowy-
miarowego warunku D(u,) (patrz definicja 4.12). Zaktadamy, ze ma miejsce zbiezno$¢:

P (Mn < (aSll)xl + b,(ll),a,gz)aq + b,(f), .. ,a,(qw)xw + b,(f"))) — H(x) gdy n—oo (41)

w punktach ciaglosci x pewnej niezdegenerowanej dystrybuanty H oraz dla pewnych
ciagow {a,(f)}ne]N C (0,00) i {b,(f)}ne]N C R,i = 1,2,...,w. Przypominamy rezultaty
o charakteryzacji wielowymiarowych rozktadow ekstremalnych, tj. rozktad 6w, ktére moga po-
jawié sie jako granica w (4.1).

Niech i € {1,2,...,w}. Ustalmy liczbe p; € (0,1). Poniewaz zalozyliSmy, ze ciag
{X,(f)} posiada regularna dystrybuante pozorna, to z Twierdzenia 1.27 wnioskujemy, ze
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istnieje ciag {v,(f) tnen C R taki, ze
P (ij) < vS)) —p; gdy n— oo (4.2)

oraz {X,(f)} spelnia warunek tamania Boo(v,(f) ). Ze znanych rezultatéw dla ciagéw jedno-
wymiarowych wynika, ze wtedy

P (M,(f) <ol J) — p}/s" gdy n — oo, dla dowolnego s; € [0, ]; (4.3)

[nsi

stosujemy konwengje: v((]i) = —0o, vg,) = 00 Ooraz p3/°° =1, p}/o =0.

W dalszych rozwazaniach prowadzonych w podrozdziatach 4.3-4.5 rezygnujemy z li-
niowej postaci ciagdw ograniczajacych (takich jak w zalozeniu (4.1)), podobnie jak robi to
Perfekt [57]. Dla dowolnego s € [0, o0]” okres§lamy w-wymiarowy ciag {v,(s) }nen C RY
nastepujaco:

vu(s) := (v(l) 0@ @ ), n € N. (4.4

[ns1]” = [ns2)” 5w

Jako podstawowe zalozZenia zazwyczaj przyjmowaé bedziemy, ze zachodzi nastepujace
uogolnienie warunku (1.7):

lim P(M,, < v,(8)) =p(8) dlafunkgip: L — (0,1)idlawszystkichs € £, (4.5)

n—00
gdzie £ := {8 = (81,%2,...,%0) € [1,00)" : min{$1,%>,...,8,} =1}, oraz
Bs (V4 (8)) zachodzi dla wszystkich § € L, (4.6)
gdzie w-wymiarowy warunek famania Be, definiujemy ponizej.

Definicja 4.1. Powiemy, ze ciag {X, } spetnia warunek Be(u,,) dla ciagu {u,} ¢ R, oile

B(n) := sup ‘ P (Mpy <uy) —P (M, <u,)P(M; <uy)
pa€Ny

—0 gdy n— oo

Fakt 4.2. Niech ciag {u,} C R" bedzie taki, ze P(M,, < u,) — p € (0,1). Wtedy warunek
B (uy,) jest spetniony doktadnie wtedy, gdy dla wszystkich T > 0 zachodzi warunek Br(u,),
tzn.

Br(n):= sup ‘P (Mpig <uy) —P(M, <u,)P(My<u,) | =0 gdy n— oo
et

Fakt 4.3. Cigg m-zalezny {X,} spetnia Be, (1) dla dowolnego ciagu {u, }nen € R” 0 wiasno-
$ci P(Xq £ uy) = o(1).

Uwaga 4.4. W podrozdziale 4.3.1 uzasadnimy, ze zbiér £ z warunkéw (4.5) i (4.6) mozna
zastapi¢ dowolnym gestym podzbiorem Q C L.

Podrodziat 4.3 poswiecamy opisowi granicy prawdopodobienstw P(M, < vy (s))
gdy n — co. Dowodzimy, Ze jesli zatozenia (4.5) i (4.6) sa spelnione, to ma miejsce zbiez-
no$¢ P(M,, < v,(s)) — H(s) gdy n — oo (dlas € [0, c0]?), gdzie funkcja H jest dystry-
buanta wielowymiarowego rozkladu ekstremalnego. Analogicznego rezultatu dowodzi
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takze Perfekt [57, Proposition 2.1]. Istotna obserwacja jest, ze istnieja ciagi losowe spel-
niajace zalozenia (4.5) i (4.6), dla ktérych (4.1) nie zachodzi dla zadnego centrowania
i normowania (poréwnaj Przykiad 1.6).

W podrozdziale 4.4 dowodzimy twierdzen o istnieniu i postaci regularnej dystrybu-
anty pozornej dla rozwazanego ciagu {Xp, }.

Definicja 4.5. Wielowymiarowa dystrybuante G nazywamy wielowymiarowq dystrybuantq
pozorng ciagu {X, }, jezeli

P(M, <u;) —G(u,)" -0 gdy n— oo
dla dowolnego ciagu {u,} c R".

Definicja 4.6. Niech F bedzie w-wymiarowa dystrybuanta o regularnych dystrybuan-
tach brzegowych F, B, ..., Fy. Niech p; € (0,1) oraz {ZJSZZ)} CR(dlai=1,2,...,w)beda
takie, ze

F( ,(f))n%pi gdy n — co.

Moéwimy, ze F jest reqularna, jesli dla pewnej funkcjip : £ — (0,1) i dla wszystkich § € £
zachodzi
F(va(8))" = p(8) € (0,1) gdy n— co.

Wprowadzone powyzej definicje daja uogdlnienie znanych poje¢ dla ciagéw jedno-
wymiarowych: dystrybuanty pozornej dla ciagu zmiennych losowych (definicja 1.24)
oraz dystrybuanty regularnej w sensie O’Briena (patrz podrozdziat 1.1).

Uwaga 4.7. W sytuagji gdy rozwazany ciag {X,} jest ciagiem niezaleznych wektoréw
o jednakowym rozkladzie zatozenie (4.5) rownowazne jest regularnoéci dystrybuanty
F(x) =P(X; < x).

W ostatnim podrozdziale 4.5 stosujemy podejScie podobne do tego zastosowanego
w podrozdziatach 2.2.4 i 2.2.5 w celu badania maksiméw pola losowego. Korzystajac
z nieréwnosci typu Bonferroniego z Lematu 2.35, opisujemy asymptotyke maksiméw
stabo zaleznych ciagéw wielowymiarowych spelniajacych pewne lokalne warunki mie-
szania (w szczeg6lnosci ciagéw m-zaleznych). Pokazujemy takze jak dla takich ciagéw
oblicza sie wielowymiarowy indeks ekstremalny.

4.2. Granica scentrowanych i unormowanych maksiméw

Podazajac w kierunku wyznaczonym przez klasyczna teorie wartosci ekstremalnych
dla ciagéw zmiennych losowych wielu autoréw (patrz np. [18,20]) rozwaza sytuacje, gdy
{X} jest ciagiem niezaleznych wektoré6w losowych o jednakowym rozktadzie i zachodzi

P (Mn < (a,(})xl 460, aP 0+ 02,0 x, + bff”)) — H(x) gdy n— o (47)

we wszystkich punktach ciaglosci x dystrybuanty H o niezdegenerowanych rozkladach
brzegowych Hy, Hy, ..., Hy, dla pewnych ciagéw {ag)}neN C (0,00) i {b,(f)}neN C R,
gdziei € {1,2,...,w}. Rozklady graniczne w (4.7) nazywa sie wielowymiarowymi rozkta-
dami ekstremalnymi.
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W pierwszej czesSci podrozdziatu przypominamy rezultaty charakteryzujace klase
wielowymiarowych rozktadéw ekstremalnych. Jak sie okazuje, klasa typéw tych rozkla-
déw nie jest parametryzowalna (w przeciwieristwie do klasy typéw jednowymiarowych
rozktadéw ekstremalnych; patrz Wniosek 1.4). Pelny opis rodziny wielowymiarowych
rozktadow ekstremalnych znalez¢ mozna m.in. u de Haana i Ferreiry [18] oraz u Falka,
Hiislera i Reissa [20]. Natomiast pewne szczegdlne parametryzowalne podklasy wielo-
wymiarowych rozkladéw ekstremalnych podaja Castillo [9] i Joe [41].

Na podstawie twierdzenia o typach ekstremalnych dla ciagéw zmiennych losowych
(Twierdzenie 1.3) wnioskuje sie, ze dla dowolnego i = 1,2,...,w dystrybuanta H; roz-
ktadu brzegowego jest typu Gumbela, Weibulla lub Frécheta. Aby scharakteryzowaé
dystrybuante H wielowymiarowego rozkladu ekstremalnego nalezy opisa¢ zaleznosci
pomiedzy wspoirzednymi.

Rozwazania dotyczace sytuacji, w ktérej mamy asymptotyczna niezalezno$¢ mak-
siméw na wspétrzednych (czyli gdy H jest postaci H(x) = Hj(x1)Ha(x2) - - - Hw(xw))
znalez¢ mozna w [32,71]; patrz takze [21].

Ponizej prezentujemy w jaki sposéb zaleznoéci pomiedzy rozkladami brzegowymi
dystrybuanty H opisuje sie przy pomocy kopuli oraz za pomoca miary eksponencjalne;j.
Przypomnijmy, ze kopula Dr to funkcja opisujaca zaleznosci pomiedzy wspotrzednymi
dowolnego wektora losowego o dystrybuancie F. Dla w-wymiarowego wektora loso-
wego o ciaglych rozkltadach brzegowych F; okreéla sie ja nastepujaco [27]:

Dr(z) := F(F{ Y(z1),F; (22), .., Ep ' (zw)), dla z € (0,1)".

Mozna pokaza¢ [41], ze rozklad zadany przez dystybuante H jest wielowymiarowym
rozkladem ekstremalnym dokladnie wtedy, gdy Hi, Ho, ..., Hy, wyznaczaja jednowy-
miarowe rozklady ekstremalne oraz zachodzi

Dy (z)* = Du(24,25,...,25,) dlakazdegoa > 0. (4.8)

Kopule spelniajaca warunek (4.8) nazywa sie kopulq ekstremalng.

Korzystajac ze znajomosci rozktadéw brzegowych mozna dokonaé standaryzacji, czyli
sprowadzi¢ postawiony problem do sytuacji gdy H; jest rozkladem Frécheta z parame-
trem &« = 1 dla dowolnego i = 1,2,...,w (patrz [18, Theorem 6.1.1]). Dla ustandaryzo-
wanej dystrybuanty H zachodzi nastepujace twierdzenie (poréwnaj [18, Theorem 6.1.5]):

Twierdzenie 4.8. Istnieje doktadnie jedna miara borelowska v na [0,00|”\{0} zwana miarq
eksponencjalna, dla ktdrej

H(x) = exp(—v(Bx)) dlakazdego x € [0,00]“\{0},
gdzie By := {y € [0,00]“\{0} : y; > x; dla pewnegoi € {1,2,...,w}}.

Uwaga 4.9. Rozklady brzegowe Hi, Hy, ..., H, wraz z miaraq eksponencjalna v w petni
opisuja rozklad ekstremalny zadany przez H.

Pokazuje sie [18, Theorem 6.1.9], ze miara eksponencjalna v jest jednorodna w naste-
pujacym sensie:
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Fakt 4.10. Dla dowolnego zbioru borelowskiego B C [0,00]"\{0} oddzielonego od zera (czyli
takiego, ze infycp max{yy, y2,...,Yw} > 0) oraz o brzegu zerowej miary zachodzi

v(a-B) =a 'v(B) dladowolnegoa >0,
gdziea-B:={a-y: y € B}.

Whniosek 4.11. Z Faktu 4.10 wynika, ze dla dowolnego zbioru borelowskiego B C [0,00]”\{0}
oddzielonego od zera mamy v(B) < oo, natomiast miara eksponencjalna v nie jest ograniczona
[18, Remark 6.1.10].

Nietrudno pokaza¢, ze w przypadku ustandaryzowanego jak wyzej rozktadu ekstre-
malnego H, kopula ekstremalna Dy i miara eksponencjalna v pozostaja w nastepujacym
zwiazku:

Dy(z) = exp(—v{s € (0,00)¥ : s; > —1/1Inz; dlapewnegoi € {1,2,...,w}}).

Wygodne narzedzie w badaniu maksiméw wielowymiarowych stanowi nastepujaca
nieréwno$¢ prawdziwa dla wielowymiarowego rozkltadu ekstremalnego H o brzego-
wych Hy, Hy, ..., Hy (patrz np. [27]):

H; (Xl)Hz(xZ) o Hw(xw) < H(X) < 11%112‘}0 Hi(xi) dla x & RY. (49)

W koricowej czeéci niniejszego podrozdziatu porzucamy zalozenie o niezaleznosci

wektoréw Xi,Xp, X3 .. .. Przedstawiamy twierdzenie o zbiezno$ci scentrowanych i unor-

mowanych maksiméw M, w sytuagji, gdy ciag {X,} jest stacjonarny i stabo zalezny.

Hsing [32] bada wielowymiarowe ciagi stabo zalezne, spelniajace uogélniony warunek
Leadbettera D.

Definicja 4.12. Ciag stacjonarny {X,} spetnia warunek D(u,) dla ciagu {u, },en C R?,
oile dla a(n,I) okreslonych (dla n,I € IN) jako

a(n,1) := max ’P (M{il,iz,...,ip,jl,jz,...,jq} < un) —-P (M{il,iz,...,ip} < un) P (M{jl,jz,...,jq} < un)

(gdzie maksimum jest po p,q € IN i wszystkich uktadach 1 < i; < ip < ... < iy <
ji < j2 <...<j; < nspehiajacych j; —i, > 1) istnieje ciag {l, }nen taki, ze I, = o(n)
oraz «(n,l,) — 0 gdy n — oo.

Uwaga 4.13. Nandagopalan [53] zaproponowat inny warunek A(u,), ktéry jest nieco
mocniejszym niz D(u,) uogdlnieniem warunku Leadbettera.

Dla stabo zaleznego ciagu wektoréw Hsing dowodzi twierdzenia o zbiezno$ci mak-
siméw [32, Theorem 4.4]:

Twierdzenie 4.14. Zatézmy, zZe dla stacjonarego ciggu { X, } zachodzi zbieznos¢ (4.7). Jesli { X, }
spetnia warunek D(u}y) dla u} := (aﬁll)xl + b}, aﬁlz)xz + b,(lz), e a,(f")xw + bff”) oraz dla kaz-
dego x € R, to H nalezy dla klasy rozktadow ekstremalnych wyznaczonych przez ciagi niezalez-

nych wektoréw o jednakowym rozktadzie.
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4.3. Asymptotyka maksiméw w og6lnym przypadku

W prowadzonych przez nas rozwazaniach odchodzimy od klasycznego podejécia
przedstawionego w poprzednim podrozdziale, zgodnie z ktérym bada sie staba zbiez-
nosé¢ scentrowanych i unormowanych maksiméw. Interesuje nas ogélna sytuacja, gdy
dla ciagu stacjonarnego {X,} zachodzi (4.5). Ponadto zaktada¢ bedziemy, ze {X, } spet-
nia warunek mieszania (4.6). Nasze podejscie jest podobne do tego, ktérego uzywa Per-
fekt [57] do badania wielowymiarowego indeksu ekstremalnego.

Zaczynamy od dowodu faktu, ktéry stwierdza, ze rzeczywiécie rozwazana przez nas
sytuacja jest bardziej ogélna niz ta z poprzedniego podrozdziatu.

Fakt 4.15. Niech ciag {X,} spetnia zatoZenie (4.6). Jesli zbieznosé (4.7) zachodzi, to spetniony
jest réwniez warunek (4.5).

Dowdd. Ustalmy s € R” i niech x € R” bedzie taki, ze x; := H;” 1(P}/Si). Wtedy mamy
[P (M <vi(s)) =P (M, < (a2 + b1, 0l 67,0l + 0 )|
w

<) ’P (M,(f) < v(@sij) -P (M,(f) <ax; + b;(f))’ =o(1)
i=1

na mocy wlasnosci (4.3) oraz wyboru punktu x. Stad otrzymujemy, ze
P(M, <vu(s)) > H(x) gdy n — oo.

Ponadto H(x) € (0,1) dlas € (0,00)" na podstawie nieréwnosci (4.9) prawdziwej
dla wielowymiarowych rozktadéw ekstremalnych. O

4.3.1. Lematy na temat przyjetych zalozen

Niech {v,(s) }nen bedzie ciagiem okreSlonym za pomoca (4.4) dla s € [0, c0]¥, a ciagi
{v,(f)}ne]N dlai € {1,2,...,w} spekniaja zalozenie (4.2). Niech Q C L oznacza dowolny
zbiér gesty w L (na przyktad Q@ = {§ € [1,00)? NQY : min{81,8,...,5} = 1}).
W podrozdziale tym uzasadnimy, dlaczego zbiér £ pojawiajacy sie w sformutowaniach
zaltozen (4.5) i (4.6) mozna zastapi¢ zbiorem Q.

Lemat 4.16. Warunek (4.5) zachodzi z funkcja p : £ — (0,1) doktadnie wtedy, gdy
P(M, <v,(8)) = p(8) gdy n— oo, dlawszystkich § € Q. (4.10)

Dowéd. Zatézmy, ze ciag {X, } spelnia (4.10) i ustalmy § € £\ Q. Niech ciagi {8'(/) };en,
{8"()}jenw C Q beda takie, ze §8'(1) < 8§ < §”(I)dlal € Noraz§'(l) — §,8"(]) — 8
gdy [ — co. Wtedy dla dowolnego I € IN mamy

0 < p(8'(1)) = lim P(M, < v,(8'(1)))

n—oo

< liminfP(M,, < v,(8)) < limsupP(M,, < v,(8))

n—oo n—o00

< lim P(M, < v, (8"(1)) = p(8"(1)) < 1.

n—oo
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Ponadto

p(8" ) —p () = lm P (M, <vu(8"(1), My £ vu(8'(1))

n—oo

w
i P (o0 ) ¢ o)
< L fimP (obigy <MY < olg)

w

/81 _ 1/8()
= ) <Pi — 0 ) :
i=1
Poniewaz prawa strona powyzszego oszacowania zbiega do zera gdy I — oo, to ciag
{P(My, < v,(8)) }nen jest zbiezny gdy n — co oraz mamy

0(8) := lim P(M,, < v,(3)) € (0,1).

n— 00

O]

Uwaga 4.17. W $wietle Lematu 4.16 zbiér £ w definicji dystrybuanty regularnej mozne
by¢ zastapiony przez dowolny gesty podzbiér Q C L.

Lemat 4.18. Jesli zatozenie Boo (v, (8)) jest spetnione dla wszystkich § € Q, to zachodzi réwniez
warunek (4.6).

Dowdd. Przypusémy, ze warunek B (v, (8)) jest spetniony dla kazdego § € Q. Ustalmy
§ € £\ Q. Na mocy Faktu 4.2, aby pokaza¢, ze B (v, (8)) zachodzi, wystarczy dowies¢
warunku Br(v,(8)) dla wszystkich T > 0. W tym celu ustalmy dowolne T > 0 i ciagi
{pn}tnen, {qntnen C Ny takie, ze p, + g, < T - n. Pokazemy, ze zachodzi

P (Mpn+qn < vn(é)) —-P (Mpn < vn(é)) P (Mq < Vn(é)) —0 gdy n—oo. (4.11)

n

Rozwazmy ciag {8'(]) };en C Q taki, ze §'(I) > § oraz §'(I) — § gdy | — oo. Korzystajac
z nierdwnosci tréjkata oraz z wlasnosci (2.5), dla dowolnego I € IN otrzymujemy:

P (Mp,+q, < Va(8)) — P (Mp, < vu(8)) P(My, < Vn@))‘
<[P (M, g, < val8(1)) = P (My, < va(8'(1))) P(My, < va(8'(1)]
+ [P (Mp, 1, < Vu(8)) = P (Mp, g, < va(8'(1)))]
[P (My, < va(8(1))) P (My, < va(8(1))) ~ P (M, < va(8)) P(My, < v, ()|
< }P (Mp,+q, < Va(8'(1))) =P (Mp, <va(8'(1)) P (M, < Vﬂ<§/(l)))‘
+ ‘P (Mp,1+qn < Vn(é)) —-P (Mpn+qn < Vn(él(l))){
+ ‘P (My, < vu(8'(1))) =P (M), < VH(A))’
+ [P (M, < vu(8'(1)) =P (My, <vu(3))]
=: L(n)+ L(n)+ I(n) + Ii(n).

Na poczatek zauwazmy, ze [;(n) — 0 gdy n — oo na mocy warunku Be(v,(8'(])))
zachodzacego dla §/'(I) € Q. Dalej, korzystajac dla I(n) z nastepujacego oszacowania:

w

I(n) < Z% (P (M;?Hn S U(Lin)sf?(l)J) - (M;i”)”” S U(Li”)“@d))
i
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dostajemy, ze jesli p, + g, = o(n), to

w
lim L(n) < ;(1 —1)=0.

1

Pntqn
n

Rozwazmy sytuacje, gdy pu + qn = O(n), czyli1/C <
Wtedy

< C dla pewnego C > 1.

n—oo 1

w
: : (pntqn)/ [n5;(1)] (Pntan)/ 18]
lim L(n) < 1113{)10; (pz. —p; ) +o0(1)

[e0]

N (Patan) /(31 §(1)—8) (putan)/ (381
= i 3PSO (1 050 05500

i=

N

%
<y B;(3/(1)—%;)
EPil<1_Pil ’ 1) =: Ro(1)
i=1
dla stalych A; := (C$i(1))"!iB; := C/8?. Ponadto Ry(I) — 0 gdy | — oo. Analogicznie
pokazuje sie, ze dla dowolnego I € IN maja miejsce oszacowania:

lim I3(n) < R3(I) gdy pn.=o0(n) lub p,=0O(n),

n—o00

lim I;(n) < R4(l) gdy gn=o0(n) lub g, =0(n),

n— 00
dla ciagéw {R3(I) }jew 1 {R4(!) }1en speiniajacych R3(I) — 01 Ry(l) — 0 gdy ! — oo.
Przechodzac z I do nieskorficzono$ci otrzymujemy (4.11) pod warunkiem, ze

(pn=o0(n) lub py=0(n)) i (gn=o0(n) lub g, =0(n)).
Z Faktu 2.28 wnioskujemy, ze (4.11) zachodzi dla dowolnych ciagéw {p.}, {q.} C INp
o wlasnosci p,, + g, < T - n. O
4.3.2. Konsekwencje warunku famania

W dalszej kolejnosci pytamy o konsekwencje warunkéw famania Br(uy) i Beo(uy).
Ponizszy lemat stanowi odpowiedZ oraz podstawowe narzedzie w nastepujacych po nim
rozwazaniach.

Lemat 4.19.

(1) Zatézmy, ze ciag {X,} spetnia warunek Br(u,) dla {u,},en C R” i pewnego T > 0.
Niech {ky }nen C IN bedzie ciqgiem takim, Ze k,pr(n) = o(1) i k, = o(n). Wtedy

sup ‘P(Mpl+p2+...+pkn < un) - Hfil P(Mpi < un)

P1,P2,--Pky ENo,
p1+p2+t...+pi, <Tn

— 0.

n— 00

(2) Zatézimy, ze {X,} spetnia warunek Beo(uy,) dla {u, }nen C R”. Niech ciag {ky }nen € N
bedzie taki, ze k,B(n) = o(1) i k, = o(n). Wtedy

— 0.

n— 00

kn
sup ‘P(N[p]-&-Pz—l—...—i—pkH < un) - Hizl P(Mpi < un)
P1,P2,-Pky ENo
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(3) Zatozmy, ze ciag {X,} spetnia B1(u,) dla {u,},en C R* oraz P (Xf) > u,(f)) — 0
dla kazdego i = 1,2,...,w. Dla dowolnego ciqgqu {k,}nen C N spetniajacego k, — oo,
knB1(n) = 0(1), ky = o(n) oraz k, P(X\) > ul)) = 0(1), dlai =1,2,...,w, zachodzi:

P(M, < u,) = exp (kP (M,k, € un)) +o0(1).
Dowdd. Aby dowiesé (1) i (2) korzystamy z nastepujacej obserwacji:

Ky
[P(Myy s, < W) =TI, P(M, < u)

7

ki
< Z ‘P(Mpi+Pi+1+---+PkH < un) - P(Mp,‘ < un) P(Mpi+1+...+pkn < un)
i=1

przy czym prawa strona powyzszej nierownosci szacuje sie z gory przez k,fr(n) i przez
knB(n) w dowodach czesci (1) i (2) odpowiednio.
Dla dowodu (3) zauwazmy, ze

w . .
IP(My < wy) = P(My, k) < )| < ka POX1 £ wn) < Yk P (Xf) > u,(j)) = o(1).
i=1
Dalej, korzystajac z czesci (2) dowodzonego lematu, a nastepnie z Faktu 2.16, dostajemy:
P (M, <uy) =P (M, |k, < un)+o(1)
ky
=P Mk, < un) " +0(1) = exp (—kn P (M, x| % ) +o0(1),
co koriczy dowdd. O
Dla ciagéw wektorow losowych mamy nastepujacy odpowiednik Lematu 1.28.
Lemat 4.20. Ustalmy s € [0, c0|". Zatézmy, ze ciag {X,, } spetnia warunek Bo (v, (s)) i granica

limy, 00 P(M,, < vy, (8)) istnieje. Wtedy dla dowolnego a > 0 mamy

1/a
lim P(M,, < vu(a-s)) = ( lim P(M,, < vn(s))> .

n—00 <1’l—>oo

Dowdd. W dowodzie korzystamy z Lematu 4.19. Prowadzac rozumowanie analogiczne
do rozumowania z dowodu Lematu 2.30 otrzymujemy teze. ]
4.3.3. Funkcja graniczna dla maksiméw: istnienie i wlasnosci

Dla uproszczenia notacji w pozostatej czesci tego podrozdziatu, korzysta¢ bedziemy
z nastepujacego oznaczenia:

dla dowolnych n € N is € [0,00]”. Zauwazmy, ze niezaleznie od n € IN zachodzi
H,(o0) = 1oraz H,(s) = 0 dla kazdego s takiego, ze s; = 0 dla pewnegoi € {1,2,...,w}.

Twierdzenie 4.21. Niech ciqg {X, } spetnia zatozenia: (4.5) z funkcja p : L — (0,1) oraz (4.6).

(i) Warunek Boo(vy(s)) zachodzi dla dowolnego s € [0, 00]%.
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(ii) Istnieje funkcja H : [0, 00]Y — [0, 1] taka, Ze
H,(s) — H(s) gdyn — oo, dla wszystkich s € [0, 00]?.

Ponadto H(s) € (0,1) dla s spetniajacych min{sy,sy,...,5w} & {0,00}, H(s) = 0
dla s takich, ze min{sy, sy, ...,S»} = 0 oraz H(e0) = 1.

Dowéd. Dowdd twierdzenia zaczynamy od obserwacji, ze dla dowolnego s € (0, 00)%
mamy s = a-§ dlaa := min{sy,s,...,5p} > 0 oraz § := al.s € L. Korzystajac
z Lematu 4.20 mozemy zdefiniowa¢ funkcje H dla s € (0, o0)¥ nastepujaco:

H(s) := lim H,(s) = lim H,(a-8) = lim H,(8)"" = p(8)/" € (0,1). (4.12)

n—00 n—o0 n—oo

Przejdzmy do dowodu czeéci (i) twierdzenia. W tym celu ustalamy s € (0, 00]%\ {oo}
(teza dla pozostalych punktéw s jest spetniona w sposéb trywialny). Aby udowodni¢
warunek B, (v, (s)) wystarczy pokaza¢, ze Br (v, (s)) zachodzi dla dowolnej statej T > 0,
na mocy Faktu 4.2. Ustalmy T > 0 i ciagi {pn}nen, {qn}nen C IN takie, ze zachodzi
pn+qn < T -n. Zauwazmy, ze

lim P (Mr., < v,(1)) = p(1)T € (0,1)

n—oo

dzieki wlasnosci (4.12). Korzystajac ponownie z wlasnoéci (4.12) wnioskujemy, ze istnieje
niemalejacy ciag {tm }men C (0, 00) taki, ze dla kazdego m € N idla duzychn € N

X 2 T <Vn(tm/tm/~-~/tm)) > 1_1/ml
P(M,, < vn(tm, tay e tm)) = PMray < Vo(bys by oo o b)) > 1—1/m,
< > <Vn(tm,tm,...,tm)) > 1—1/771.

Dla ustalonego m € IN okreslamy wektor z(m) € (0,00)% jako taki, ze zj(m) := s;
gdy s; < co oraz z;j(m) := t,, gdy s; = co. Otrzymujemy:

|P(Mpn+qn < Va(s)) — P(Mpn < Viu(s)) P<Mv/n < VH(S))‘
< |P(Mp,+9, < Vn(s)) — P(Mp,+q, < Va(z(m)))]
+|P(Mp,4q, < vu(z(m))) — P(Mp, < va(z(m)))P(
+|P(My, < va(z(m)))P(My, < vi(z(m)
=: L(n,m)+ L(n,m)+ Iz(n,m).

gn < Vn(z(m)))|
) — P(Mpn < V(s ))P(qu < va(s))|

~—

Zauwazmy, ze dla duzych n € IN mamy

Li(m,n) <P(Mp,+q, & Va(tmstm, o tm)) < 1/m.

Na mocy zatozenia (4.6) dostajemy, ze I(n,m) < 1/m dla duzych n € IN. Natomiast
korzystajac z nieréwnoéci (2.5) oraz z powyzszych rozwazarh wnioskujemy, ze

I3(n,m)
< [P(Mp, <wi(s)) —P(Mp, < vu(z(m)))|+|P(My, <va(s)) —P(My, <vu(z(m)))]
< P(Mp, L vt tms oo tm)) + P(My, £ V(b by - b)) < 1/m+1/m.
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Przechodzac z m do nieskoriczono$ci, otrzymujemy:
| P(Mp, 14, < Va(s)) = P(Mp, < Vu(s)) P(My, <vu(s))| =0 gdy n— oo,

co koniczy dowéd punktu (i).

Aby dowies¢ czesci (ii) twierdzenia ustalmy s € [0, 00|”. Teza dla kazdego s € (0, 00)®
wynika z obserwacji poczynionej na wstepie niniejszego dowodu. Ponadto w oczywi-
sty spos6b otrzymujemy H(oo) = 11 H(s) = 0 gdy min{sy,s2,...,s,} = 0. Pozostaje
nam rozwazy¢ s takie, ze max{sy, sy, ..., sy} = 00, min{sy,s2...,5,} > 0is # oo.
Z wzoru (4.12) wynika, ze istnieje niemalejacy ciag {ty }men C (0, 00) taki, ze

H((twsts -+ tm)) = Wm Hyy (b iy - b)) = ()Y > 1 —1/m.

n—o0

Ustalmy m € IN. Wtedy dla duzych n € IN mamy réwniez
Hy((twy by -+ b)) > 1—1/m.

Okreslamy z(m) € (0,0)" jak w dowodzie czesci (i). Dla duzych n € IN otrzymujemy
[Hu(2(m)) — H(z(m))| < 1/m,

co wynika z definicji (4.12) funkgji H na zbiorze (0, 0)”. Stad dla dostatecznie duzych
n € IN zachodzi:

|Hy(s) — H(z(m))| (4.13)
< |Hu(s) — Hu(z(m))| + |Ha(2(m)) — H(z(m))| < 1/m+1/m.

Poniewaz {H(z(m))}men C (0,1) jest ciagiem niemalejacym, to jest zbiezny do pewej
granicy ze zbioru (0, 1]. Korzystajac z nieréwnosci (4.13) wnioskujemy, ze do tej samej
granicy zbiezny jest réwniez ciag { H(s) }nen. Otrzymujemy:

H(s) := lim H,(s) = lim H(z(m)) € (0,1].

n—oo m—00

Co wiecej, dlai =1,2,...,w zachodzi

n—00 [1s; ]

astad H(s) < min{pfl/sl,pz_l/”, ..., p%"/*} < 1. Podsumowujac, pokazalismy, Ze ciag

funkcji H,, zbiega punktowo do funkcji H o zadanych wtasno$ciach, co koriczy dowoéd
czesci (ii), a zarazem calego twierdzenia. O

Uwaga 4.22. Przy powyzszych zalozeniach wielowymiarowy ciag {v,(1)} i funkga H
z Twierdzenia 4.21 w pelni opisuja asymptotyke maksiméw M, gdy n — oc.
Opis funkcji granicznej

Odtad az do konica tego podrozdziatu zaktada¢ bedziemy, ze stacjonarny ciag {X,}
spelnia warunki (4.5) i (4.6). Teza Twierdzenia 4.21 méwi, Ze w rozwazanej przez nas
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sytuacji istnieje funkcja graniczna H : [0, 00]” — [0, 1] taka, ze dla wszystkich s € [0, co]?
zachodzi:
Hy(s) =P(M,, < vu(s)) - H(s) gdy n — oo. (4.14)

W pozostatej czesci podrozdziatu szczegdtowo zbadamy te zbiezno$¢. W pierwszej kolej-
nosci opiszemy funkcje H (patrz Lemat 4.23 oraz Twierdzenie 4.24); w szczeg6lnosci uza-
sadnimy, ze H jest dystrybuanta pewnego wielowymiarowego rozkladu ekstremalnego.
Nastepnie dowiedziemy prawdziwosci Lematu 4.26 méwiacego, ze zbieznos¢ (4.14) jest
jednostajna.

Lemat 4.23. Wiasnosci funkcji H otrzymanej jako granica w Twierdzeniu 4.21:
(1) monotonicznosé: H(s) < H(t) dlas < t;

(2) dla wszystkich s(1) < s(2) zachodzi:

A:(? = Z (—1)ll+12+"'+le(S1(ll),Sz(lz), . ,Sw(lw)) > 0;
1e{1,2}w

(3) H jest funkcjq ciagla;
(4) dla dowolnego a > 01i's # 0 zachodzi H(a-s) = H(s)/*;
(5) dla dowolnegoi € {1,2,...,w}is; > 0mamy

1/s;
H(oo,...,00,5;,00,...,00) = p;"".

Dowéd. Wlasnosc (1) wynika z monotonicznosci prawdopodobieristwa. Dla dowodu cze-
§ci (2) lematu korzystamy z faktu, ze H(s) = lim, . Hy(s). Dostajemy:

I I

= lim P(v,(s(1)) & My < va(s(2))) > 0.

Przechodzimy do dowodu czesci (3). Zaczynamy od zbadania ciagtosci w punkcie
s € (0,00)”. W tym celu rozwazmy ciag {s(n)},eny C (0,00)% spelniajacy s(n) — s.
Zauwazmy, ze dla dowolnego ¢ > 0 zachodzi

H(s — (¢,¢,...,6)) < H(s) < H(s+ (¢,¢,...,¢)),
a stad dla duzych n € IN mamy
H(s—(g¢,...,¢)) < H(s(n)) < H(s+ (¢¢,...,¢)).
Ponadto
H(s+ (e,¢,...,6)) —H(s— (¢¢,...,¢€))

= lim (Hm(s+ (ee...,¢€)) — Hyu(s — (s,s,...,s)))

m—r 00

< 3 tim (P (MO <o) ) =P (Mol ) = 3 (/o0 -0,
i=1 ;
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Przechodzac z € do zera wnioskujemy, ze H(s(n)) — H(s) gdy n — oo.

W dalszej kolejnosci zbadajmy ciagtoé¢ w punkcie s takim, ze s; = 0 dla pewnego
i€{1,2,...,w}; bez zmniejszenia ogblnosci mozemy zatozy¢, ze s; = 0. Niech ciag
{s(n)}nen C [0, 0]" bedzie taki, ze s(n) — s gdy n — oo. Wtedy dla dowolnego ¢ > 0
idla duzych n € IN zachodzi

o< 000 < (M) <) < i () 50) =
Z dowolnosci € > 0 wnioskujemy, ze H(s(n)) — 0 = H(0,s2,...,5u).

Pozostaje nam sprawdzi¢ ciaglo§¢ w punkcie s, gdy s1,s2,...,5¢ # 0 orazs; = oo
dla pewnego i € {1,2,...,w}. Bez zmniejszenia ogdlnosci zaktadamy, ze s; = oo. Roz-
wazmy dowolny ciag {s(n) },en C [0, 00]” taki, ze s(n) — s. Przeprowadzimy dowdéd
metoda indukcji matematycznej ze wzgledu na w > 2. Na poczatek zat6zmy, ze w = 2.
Niech R > 0 oraz ¢ > 0 beda dowolne. Przyjrzyjmy sie sytuacji, gdy s € (0, 0). Wtedy
dla duzych n € IN mamy

H(s1(n),52(n)) = Tim P (M) <ol ) < Tim PMG < 0]y (5,4y)) = €/ 027,

m—>o0 |msa (1) ] m—»co

Z drugiej strony

H(s1(n),s2(n)) > lim p((M,SP,M,Sf)) < (” [mR |’ Lm 55— eJ))

m—0o

> lim P (M) <o) )+ lim P (M7 <ol ) —1

m—»00 \_ m—00

_ efl/R _|_efl/(szfe) _1.

Korzystajac z dowolnosci R,e > 0 otrzymujemy H(s1(n),52(n)) — e~ /%2 = H(co,sy).
Prowadzac podobne rozumowanie dla s, = oo otrzymujemy

1> Hsi(n),520n) > lim P(M}y) <of}) )+ lim P (M <off ) —1

m—so0 |mR m—soo [mR]
2 e—l/R + e—l/R 1.

Z dowolnosci R > 0 wnioskujemy, ze H(s1(n),s2(n)) — 1 = H(oo, ). Rozwazmy w > 2
i zal6zmy, ze dowodzona teza zachodzidlaw’ € {2,3,...,w — 1}. Zauwazmy, ze dla kaz-
dego R > 0idla duzych n € IN mamy:

H(s(n)) < lim P (M,(f) <o®

m—00 [msa(n)]” "

M <ol ) = H(san), o sa(n),

msy(n) |

gdzie funkcja H : [0, 00]“~! — [0, 1] zdefiniowana jako

A(t,... ty) == lim P (M,Sf) <o

m—s00 [mtp]”

M <o) ) dia (b ) € 0,00

mty |

jest ciagta na mocy zatozenia indukcyjnego i wczesniejszej czeéci dowodu. Ponadto mamy:

Hs(n) > Jim P (Myy) <ol M2 < oo M <00 )
- 1) ¢ 0) ¢ o2 (@) ¢ @
> lim P (ML) <ol ) 4 lim P (M <00 e M <ol ) -1

e VR4 H(sy(n),...,s0(n)).



94 ROZDZIAL 4. MAKSIMA WIELOWYMIAROWE

Korzystajac z dowolnosci R > 0 oraz faktu, ze funkcja H jest ciagta dostajemy, ze

r}l_{%oH(s(n)) = J%H(sz(n),...,sw(n)) = H(sy,...,50) = H(c0,52,...,54),
co koriczy dow6d ciagtosci funkgji H w punkcie s = (00,52,53,. .., 5)-
Wiasnos¢ (4) jest konsekwencja Lematu 4.20 oraz Twierdzenia 4.21 (i). Natomiast
punkt (5) wynika z definicji funkcji H oraz réwnosci (4.3). O

Korzystajac z powyzszego lematu dowodzimy twierdzenia, ktére méwi, ze funkcja
graniczna H wyznacza wielowymiarowy rozklad ekstremalny. Jest to rezultat otrzymany
wczesniej przez Perfekta [57, Proposition 2.1] (poréwnaj takze z wynikiem Hsinga [32,
Theorem 4.2]).

Twierdzenie 4.24. Funkcja H : [—o0,00]” — [0, 1] okreslona jako
H(S) = H(S) . ]l[oloo}w(s) dla s € ﬁw

jest dystrybuantq wielowymiarowego rozktadu ekstremalnego. Ponadto dla kazdegoi = 1,2,...,w
rozktad brzegowy H; jest postaci Hi(—Inp; -s) = Go1(s) dlas € R, gdzie przez Gy oznaczamy
dystrybuante standardowego rozktadu Frécheta.

Dowdd. Z definicji funkcji H mamy, ze H(—o0) = 0i H(co) = H(o0) = 1. Skorzystamy
z wlasnosci funkcji H dowiedzionych w Lemacie 4.23. Z podpunktéw (1-3) tego lematu

wnioskujemy, ze funkcja H jest ciagta wielowymiarowa dystrybuanta. Ponadto, na mocy
czesci (4), dla dowolnego n € IN otrzymujemy

H(n-s)" = H(s) dlawszystkichs € R”,

a stad wnioskujemy, ze H wyznacza rozklad ekstremalny. Teza dotyczaca rozktadow
brzegowych jest bezposrednia konsekwencja wlasnosci (5). ]

Whniosek 4.25. Przypusémy, ze py = p» = ... = py = e~ '. Rozklad zadany przez H posiada
reprezentacje w jezyku miary eksponencjalnej jako rozktad ekstremalny (patrz podrozdziat 4.2).
A zatem istnieje jedyna miara borelowska v na [0,00]"\{0}, dla ktérej

H(s) = exp(—v(Bs)) dla s € [0,00]“\{0},

gdzie Bs := {y € [0,00]”\{0} : y; > s;dlapewnegoi € {1,2,...,w}}. O najwaziniejszych
wtasnosciach miary eksponencjalnej v méwilismy w podrozdziale 4.2.

Lemat 4.26. Zachodzi zbiezno$¢ jednostajna:

sup |Hy(s)—H(s)| =0 gdy n— oo.

s€[0,00]@

Dowdd. Rozwazmy dowolny ciag {s(n) },en C [0, 00]” taki, ze s(n) — s gdy n — oo.
Naszym celem jest pokaza¢, ze H,(s(n)) — H(s). Na poczatek zatézmy, ze s € (0, 00)%.
Wtedy dla dowolnego ¢ > 0 mamy: s — (g,¢,...,¢) < s(n) < s+ (g¢,...,¢) dla dosta-
tecznie duzych n € IN. Korzystajac dla takich n z monotonicznosci funkcji H;, dostajemy

Hy,(s — (g,¢,...,€)) < Hy(s(n)) < Hy(s+ (g,¢,...,¢)).
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Przechodzac z n do nieskorficzonosci otrzymujemy:

H(s— (g,¢...,€)) < lirgiann(s(n)) <limsup Hy(s(n)) < H(s+ (g,¢,...,€)).
=00 n—c0
Na mocy ciagtosci funkgji H i dowolnosci € > 0 wnioskujemy, ze H(s(n)) — s.
W drugim kroku rozwazamy przypadek, gdy punkt s jest taki, ze s; = 0 dla pewnego
i€{1,2,...,w}; bez zmniejszenia og6lnosci zaktadamy, ze s; = 0. Wtedy dla dowolnego
e > 0idladuzychn € N mamy

0 < Hy(s(n)) < Hy((e,52+¢,...,50+¢)) <P (M,(ll) < U(Ll) ) .

A poniewaz

tim P (M) < oll) ) = o}/

n—oo [ne]

oraz ¢ > 0jest dowolny, to wnioskujemy, ze H,(s(n)) — 0= H(0, sy, ...,S») gdy n — oo.

Pozostaje nam do rozwazenia sytuacja, gdy min{sy,s,...,S,} > 01is; = co dla pew-
nego i € {1,2,...,w}. Ze wzgledu na przejrzystos¢ dowodu zatozymy, ze s; = oo
oraz sy, ss,...,Sy < 09; w pozostalych przypadkach tok rozumowania jest w petni analo-
giczny. Ustalmy ¢, R > 0. Dla duzych n € IN prawda jest, ze

H,(R,sp—¢,53—¢,...,50 —¢€) < Hy(s(n)) < Hy(co,50+¢,53+¢,...,50 + ¢€).

Przechodzac w powyzszych nieréwnoéciach z n do nieskoficzonoéci, otrzymujemy:

H(R,sp —€,53—¢€,...,5p — €)
< liminf H,(s(n)) < limsup H,(s(n))

n—o00 n—s00

< H(oo,504+¢,534+¢,...,50 +¢€).

Nastepnie, biorac ¢ — 0i R — oo oraz korzystajac z ciaglodci funkcji H, dostajemy
Hy(s(n)) — H(oo,s,53,...,5y) gdy n — oo, co koniczy dowdd trzeciego a zarazem ostat-
niego przypadku. O

4.4. Dystrybuanta pozorna

W niniejszym podrozdziale przedstawiamy nowe rezultaty dotyczace wielowymia-
rowej dystrybuanty pozornej. Uogélniamy Twierdzenie 1.27 méwiace o postaci i istnie-
niu dystrybuanty pozornej dla jednowymiarowych ciagéw stacjonarych.

Twierdzenie 4.27. Zatézmy, ze {X, } spetnia warunki (4.5) i (4.6). Funkcja G zadana wzorem

w

G(x):=H(n(x)) dla x=(x1,x2,...,%) ER",

gdzie ni(x) := sup{n € Np : o) < xi} (dlai = 1,2,...,w) oraz H oznacza funkcje

z Twierdzenia 4.21, jest dystrybuantq pozorna ciqgu { X }.
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Dowéd. Aby dowies¢ twierdzenia rozwazmy ciag {u, = (u,(ql), u?, .., u,(f")) }oen € RY

iokreslmydlai=1,2,...,wciag {l,(f)} C INp U {co} jako:

nelN
l,(j) = sup {l € Ny : vl(i) < u,(f)}.
Na poczatek rozwazmy szczegélny przypadek, kiedy zachodzi

l(l) l(z) l(w)
& n .., 2 —s€[0,00]Y gdy n— oo, (4.15)

n’ n’ n
Wtedy otrzymujemy:

lim P(M,, < u,) = lim P <Mn < (vl(}l))v(“’?)) = H(s),

n—00 n—00 IS 1@

na mocy jednostajnej zbieznoéci udowodnionej w Lemacie 4.26. Ponadto, korzystajac
z Lematu 4.23 (4), mamy

" (1 42 (w)
Glu) = H (K012, 1) = (lll)

n n n

Stad i z ciagtosci funkcji H wnioskujemy, ze

l(l) 1(2) l(w)
lim G(u,)" = lim H [ —, *,...,"— | = H(s).

100 -0 n’ n’ n

A zatem dla ciagu {u, } spelniajacego (4.15) otrzymujemy
PM, <uy) —G(u,)" -0 gdy n— . (4.16)
Niech teraz ciag {u,},cn bedzie dowolny, niekoniecznie spelniajacy zatozenie (4.15).

Poniewaz w dowolnym podciagu {u,, }xeny mozemy znalez¢é dalszy podciag {unkj Fien,
dla ktérego

—L 5 5;€[0,00] gdyj— oo, dlawszystkichi € {1,2,...,w},

to na podstawie Faktu 2.28 zbiezno$¢ (4.16) zachodzi takze w tej sytuacji. Tym sposobem
wykazali$my, ze funkcja G jest wielowymiarowa dystybuanta pozorna ciagu {X,,}. O

Twierdzenie 4.28. Niech {X,,} spetnia zatozenia (4.2) i (4.5) dla pewnych ciggéw {vg)} CR,
i=1,2,...,w. Wtedy ciag {X, } ma dystrybuante pozornaq wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione
sa warunki tamania: (4.6) oraz Boo(v,(f)) dlai=1,2,...,w.

Dowdd. Niech ciag {X, } spelnia zaloZenia twierdzenia. Przypusémy, ze G jest dystrybu-
anta pozorna dla {X,}. Ustalmy punkt s € [0,0]” i rozwazmy ciag {v,(s)} C [0, o0]®.
Pokazemy, ze zachodzi B« (v,(s)). Zauwazmy, ze korzystajac z definicji dystrybuanty
pozornej otrzymujemy:

P(Mp, +q, < Vu(s)) —P(Mp, < vu(s)) P(My, < vi(s))
= G(va(8))"" ™ = G(va(8))""G(va(s))™ +o0(1) = o(1),

dla wszystkich ciagoéw {p, }nenN, {gn tnen C INo. Wnioskujemy, ze warunek Beo (v, (s))

jest spelniony dla dowolnego s € [0,]%, a stad w szczeg6lnosci (4.6) oraz Boo(v(i))
dlai=1,2,...,w zachodza. Implikacja przeciwna wynika z Twierdzenia 4.27. O
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4.5. Zastosowanie nier6wnosci typu Bonferroniego do badania
asymptotyki maksiméw

W tym podrozdziale korzystamy z nieréwnoéci typu Bonferroniego z Lematu 2.35
i opisujemy asymptotyke maksiméw stabo zaleznych ciagéw wielowymiarowych, ktére
spelniaja pewne lokalne warunki mieszania. Stosujemy podejécie podobne do tego, jakie
zaproponowaliémy w podrozdziatach 2.2.412.2.5 do badania maksiméw p6l losowych.
Na poczatek zwré¢my uwage na nastepujacy problem: kiedy maksima stacjonarnego
ciagu {X,} zachowuja sie tak samo jak maksima ciagu {X,} niezaleznych wektoréw
losowych o jednakowym rozkladzie zadanym przez F(x) = P(X; < x)? Hsing [32]
bada sytuacje, w ktorej stabo zalezny ciag {X, } spetnia lokalny warunek mieszania D' (u,)
dla pewnego ciagu {u, }nen C RY, tzn.
w w [n/k
lim lim sup (n Yo ) LZJ P (X%il) > u,(jl),X](iZ) > ufjﬁ)) =0.
k=o0 o0 i=lip=1 j=2
Dowodzi ponizszej wielowymiarowej wersji Faktu 1.23 [32, Lemma 4.4] (analogiczny
rezultat mozna znaleZ¢ réwniez u Hiislera [36, Theorem 2.1]):
Fakt 4.29. Zatézmy, ze {X, } spetnia warunki D(u,) i D'(u,) dla ciggu {u, }nen C RY. Niech
C > 0. Wtedy P(M,, < u,,) — C zachodzi doktadnie wtedy, gdy P(X; < u,)" — C.
Bedziemy poszukiwa¢ uogoélnieni Faktu 4.29. Skupimy uwage na stacjonarnych stabo
zaleznych wielowymiarowych ciagach losowych, dla ktérych zachodzi zdefiniowany po-
nizej lokalny warunek mieszania LD") (u,) dla ciagu {u,} ¢ R".

Definicja 4.30. Powiemy, ze {X,} spetnia warunek LD")(u,) (dla pewnego r € R), o ile

k, ) P(Xjtup, X, u,) =0 gdy n— oo, (4.17)
j,l€{1,|2,...,‘tn/knj 1
j—l|=r

dla pewnego ciagu {k,},en C IN takiego, ze k,B1(n) — 0 (gdzie {B1(n)},en to ciag
z definicji warunku Bj (uy,)) oraz k, P(X; & u,) — 0, gdy n — oo,

Zauwazmy, ze do klasy ciagéw spetniajacych LD (u,,) naleza te ciagi, dla ktérych
zachodza warunki By (uy,) i D’(u,). Ponadto, dla dowolnego m = 0, 1,2, ... szczegdlnym
przypadkiem ciagéw spetniajacych zatozenie LD"+1) s ciagi m-zalezne, zgodnie z na-
stepujacym uogoélnieniem Uwagi 2.4:

Uwaga 4.31. Przypusémy, ze ciag {X, } jest m-zalezny oraz ciag {u, },en jest taki, ze

limsupnP (X(i) > u,(f)) <oo dla i=1,2,...,w.

n—o0o
Wtedy P(X; € u,) < X%, P(X() > u,(f)) = 0(1) oraz {X,} speinia warunek B;(u,)
jako ciag m-zalezny (patrz Fakt 4.3), a stad B1(n) — 0 gdy n — oc. Dlatego istnieje ciag
{kp}nen C N, dla ktérego k, — oo, kyp1(n) — 0ik,P(Xq € u,) — 0, gdy n — oo.
Ponadto
, AN 2
Y@, nP (X9 > )
kn ) P (X; & up, X; £ uy) < ( ( )) =o(1),

jle{1,2,...,|n/kal}, ki
lji—1|>m
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a zatem warunek (4.17) jest spetniony z ¥ = m + 1. Wnioskujemy, ze m-zalezny ciag {X, }
spetnia LD") (u,,) dlar > m + 1.

W naszych rozwazaniach zastosujemy nieréwno$¢ z Lematu 2.35, podobnie jak uczy-
niliSmy to dla pdl losowych. Warto wspomnie¢, ze w przypadku ciagéw alternatywe
dla Lematu 2.35 stanowi wczeéniejszy wynik Jakubowskiego [38, Lemma 3.2].

4.5.1. Maksima ciagéw spelniajacych lokalne warunki mieszania

Ponizej dowodzimy twierdzenia, ktére opisuje asymptotyczne zachowanie maksi-
méw wielowymiarowego ciagu {X,} spetniajacego warunek LD("). Przypominamy, ze
podobne rozwazania dla ciagéw zmiennych losowych byty prowadzone przez Cher-
nicka, Hsinga i McCormicka [11]. Natomiast dla p6l losowych odpowiadajacy rezultat
stanowi Twierdzenie 2.34.

Twierdzenie 4.32. Zatézmy, Ze {X, } spetnia warunek LD") (u,,) (dla pewnego r € IN) oraz cigg
{u,}nen C RY jest taki, ze P(Xf) > u,(f)) — 0dla kazdegoi =1,2,...,w. Wtedy

lim P(M,, < u,) =exp (— lim nP (Mr_l <uy, X £ un)> .

n—oo ( n—oo

Dowdd. Niech {k,}n,en C IN bedzie ciagiem z warunku LD (u,). Przypominamy, ze
na mocy Lematu 4.19 (3) mamy

lim P (M, < u,) = exp (— lim k, P (M, & un)> . (4.18)

n— 00 n—oo
Stosujac Lemat 2.35 dla stacjonarnego ciagu wektoréw
Zj:= <H{X;1)>u£ll)}’H{X;ZB#)}’ " "H{X;“’Buﬂw)}) r JER

oraz U := [0,00)"\{(0,0,...,0)} im :=r — 1, otrzymujemy:

knP (Mg, & W) = nP (Myo1 <y, X 6w, )

< 277, P (X  wy) + 31k, Y P(Xjgu, X £ u,) = R(n).
jle{1,2,...,n/ka]},
li=1zr

Warunek LD (") (u,) pociaga, ze R(n) — 0 gdy n — oo. Zestawiajac powyzsza nieréw-
nos¢ oraz (4.18) dostajemy teze twierdzenia. O

4.5.2. Wielowymiarowy indeks ekstremalny

W niniejszym podrozdziale przypomnimy pojecie wielowymiarowego indeksu eks-
tremalnego zaproponowane przez Nandagopalana [53,54]. Pokazujemy jak nieréwnos$¢
z Lematu 2.35 pozwala wyznaczy¢ indeks ekstremalny wielowymiarowego ciagu spel-
niajacego lokalny warunek LD, Przytaczamy réwniez rezultaty Perfekta [57], Smitha
i Weissmana [70] oraz Roberta [63] dotyczace metod obliczania indeksu ekstremalnego
w ogdlnym przypadku.
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Przypominamy, ze w centrum naszej uwagi znajduje sie stacjonarny ciag {X, } taki, ze
ciag {Xr(li)}ngﬂ\] posiada regularna dystrybuante pozorna dla dowolnegoi = 1,2,...,w.
W tym podrozdziale zakladamy takze, ze {X,} spelnia warunki (4.2), (4.5) oraz (4.6)
dla ciagow {v,(ql)}neN, {v,(f)}ne]N, el {v,gw)}neN C R. Przyjete przez nas zatozenia nie
moéwia wiele o zbieznosci ciagu {n P(Xii) > US))}%N dlai € {1,2,...,w}. Korzystajac
z nieréwnosci

1-P (M,(f) < vgf)) =P (X]@ > vg) dla pewnegoj € {1,2,... ,n}) <nP (XY) > v,@)
otrzymujemy jedynie, ze

liminfrP (X" > o) >1-p;>0.

n—oo

W niniejszym podrozdziale interesuje nas sytuacja, gdy mamy

im nP <X§i> > v,@) =17 dlapewnegoT € (0,00) (dlai=1,2,...,w). (4.19)

n—oo

Przypusémy, ze wlasno$¢ (4.19) zachodzi. Zauwazmy, ze w poniewaz state p1, 02, ..., 0w
z warunku (4.2) byly wybrane jako dowolne z przedziatu (0,1), to mozemy na nowo
zdefiniowa¢ ciagi {v,&l)}, {v,(qz)} . .,{v,&w)} C R oraz liczby p1,p02,...,00 € (0,1) tak,
aby wszystkie przyjete w tym podrozdziale zalozenia byly spelnione oraz aby warunek
(4.19) zachodzitz 1y = 1, = ... = T = 1. Odtad zaklada¢ bedziemy, zedlai =1,2,...,w
mamy:

nP (XY) > USP) —1 gdy n— oo

Definicja 4.33. Jesli dla ciagu {X, } spelniajacego powyzsze zatozenia zachodzi warunek
P(M,, < v,(s)) = P(X; < vi(s))™?®) +0(1) (4.20)

dla wszystkich s € (0, 00]“\{o0} i dla pewnej funkgji 6 : (0,0]”\{c0} — R, to méwimy,
ze 0 jest wielowymiarowym indeksem ekstremalnym ciagu {Xy }.

Zauwazmy, ze zdefiniowany powyzej wielowymiarowy indeks ekstremalny jest funk-
cja, a nie (jak to jest w przypadku ciagéw i pdl o wartosciach w R) stata.
Uwaga 4.34. Dla rozwazanego ciagu {X,} zbieznos¢ (4.20) dla s := sy pociaga (4.20)
dlas := a-sp, gdzie a > 0 jest dowolne; wtedy 0(sg) = 6(a - so) [57, Proposition 2.3].
Dlatego w definicji 4.33 wystarczy zada¢, aby dla kazdego § € L istniata liczba a > 0
taka, ze warunek (4.20) zachodzi dlas = a - 8.

Przypusémy, ze ciag {X,} posiada wielowymiarowy indeks ekstremalny 6. Ponizej

przedstawiamy kilka podstawowych wiasnosci funkgji 6 (poréwnaj [54, Theorem 1.1],
[57, Proposition 2.5] oraz [69]):

(i) 0 < 6(s) < 1dlawszystkichs € (0,00]“\{o0};
(ii) 6(a-s) = 0(s) dla wszystkicha € (0,00) is € (0,00]“\{o0};

(iii) 6; :=06(oo,...,00,5;,0,...,00), gdzies; € (0,0), jest jednowymiarowym indeksem
ekstremalnym ciagu {X,(f)}nez, dlai=1,2,...,w.
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Uwaga 4.35. Czasem rozwaza sie sytuacje, w ktérej wielowymiarowy indeks ekstremalny
moze przyjac¢ wartos¢ zero. Jednak w naszym przypadku zatozenie p1, 03, ..., 00 < 1im-
plikuje, ze indeksy jednowymiarowe na poszczegolnych wspétrzednych spetniaja waru-
nek §; = —Inp; > 0,astad 0 < 6(s) < 1 (patrz [57, Proposition 2.5 (iv)]).

Twierdzenie 4.36. Przypusémy, Ze istnieje indeks ekstremalny 6 : (0,00]"\{e0} — (0,1]
dla ciggu {X, }. Wtedy dla dowolnego s € (0, 00]“\{co} mamy:

Dowéd. Niechs € (0, 0]\ {o0}. Korzystajac kolejno z zatozenia (4.20), z Twierdzenia 4.32
dla u, := v, (s) oraz z Faktu 2.16, otrzymujemy:

P(X; < vu(s))) = P(M, < viu(s))+0(1)

Poniewaz limy,_,.o P(M, < v,(s)) € (0,1) oraz lim, . P(X; < v,(s))" € (0,1), to po-
wyzszy ciag réwnoéci prowadzi nas do wzoru (4.21), co koticzy dowdd. O

Znane metody obliczania wielowymiarowego indeksu ekstremalnego

Ponizej prezentujemy kilka znanych rezultatéw, ktére moga stanowié¢ metode obli-
czania wielowymiarowego indeksu ekstremalnego ciagu {X, }.

Interesujace podejscie proponuja Smith ii Weissman [70]. Rozwazaja przypadek, gdy
wektor losowy X; ma ciagte rozklady brzegowe. Zauwazaja, ze w tej sytuacji wielowy-
miarowy indeks ekstremalny jest niezmienniczy ze wzgledu na ciagle transformacje i su-
geruja, by oblicza¢ indeks ekstremalny ciagu ustandaryzowanych wektoréw o rozkia-
dach brzegowych Frécheta z parametrem « = 1 (4. o dystrybuancie G,1(x) = e 1/*
dla x > 0). Otrzymuja 6(s) jako jednowymiarowy indeks ekstremalny ciagu losowego
{Vi(8) }nez skonstruowanego jako liniowa kombinacja ustandaryzowanych sktadowych
ciagu {X, } [70, Proposition 2.1].

Twierdzenie 4.37. Zatézimy, ze ciag {X,, } wektoréw o rozktadach brzegowych Frécheta G, ma
indeks ekstremalny 0. Dla ustalonego s € (0, c0]” okreslamy jednowymiarowy stacjonarny ciqg

{Viu(8) }nez jako

x ¥
V,(s) := max ——, n € Z.
I<i<w  S;

Wtedy 0(s) jest jednowymiarowym indeksem ekstremalnym ciggu {V,(s)}.

Inni autorzy [4, 63] sugeruja standaryzacje rozkladéw brzegowych wektoréw loso-
wych Xi, X3, Xa, ... do rozkladu Pareto z parametrami ksztattu 1 i skali 1 (tj. o dystry-
buancie F(x) = 1 —1/x dla x > 1). Robert dowodzi twierdzenia dla ciagu {X,} bez
zatozenia o ciagtosci rozkladéw brzegowych [63, Proposition 2.1].
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Twierdzenie 4.38. Zatézmy, zZe ciag {X,, } posiada indeks ekstremalny 6. Dla kaZdego ustalonego
s € (0, co]® okreslamy jednowymiarowy stacjonarny ciag {Vy,(s) }nez jako

gdzie Y= (1-F (X,(li)))_1 oraz F” (x) := P(Xr(li) < x). Wtedy 6(s) jest jednowymiarowym

indeksem ekstremalnym ciqgu {V,(s)}.

Perfekt [57, Proposition 2.6] proponuje klasyczne podejscie (znane m.in. z rozwazan
O’Briena dotyczacych ciagéw jednowymiarowych [56]), ktére prowadzi do nastepuja-
cego twierdzenia.

Twierdzenie 4.39. Zatézmy, ze ciag { X, } posiada indeks ekstremalny 6. Niech's € (0, 00]"\{oo}
oraz niech { B1(n) } ez bedzie ciagiem zbieznym do zera z definicji warunku By (v,(s)). Wtedy

6(s) = lim P (M, 1 < va(s) | Xs, & va(s))

n—o0

dla ry = |n/ky|, gdzie {ky}nen C IN jest dowolnym ciqgiem o wlasnosciach k, — oo,
k, = o(n) oraz k,B1(n) — 0.
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Lista skr6téow i symboli, wybrane rozktady

réwnoé¢ wedtug rozktadu,

funkgcja charakterystyczna zbioru A,
lim, £(x)/g(x) = 1,

lim, (f(x) - g(x)) =0,

lim, f(x)/g(x) =0,

lim, f(x)/g(x) < C dla pewnej statej C > 0,
£(x) = O(g(x)) i g(x) = O(f(x)),
lim, f(x) = ai f jest funkcja malejaca,
lim, f(x) = ai f jest funkcja rosnaca,
{1,2,3,4,...},

{0,1,2,3,...},

zbior liczb catkowitych,

zbiér liczb wymiernych,

R U {—o00,00},

czes¢ catkowita liczby x,

max{x,y},

min{x,y},

max{|xq|,|x2, ..., x4} dlax = (x1,x2,...,x4) € RY,

standardowy iloczyn skalarny elementéw x,y € RY,
{1ez?:j<1<n}dlaj,neZ

kula domknieta w R? 0 érodku 0 € R i promieniu x > 0,
sup{x e R: F(x) <1},

warunek famania,

ciag z definicji warunku Br,

lokalny warunek mieszania,

rozklad normalny o wartosci oczekiwanej m i wariancji o
zmienna losowa o rozktadzie N'(0,1),

P(x) =P(OW < x),

Y(x) =1-—P(x),

utamkowy ruch Browna z parametrem Hursta «,

stata Pickandsa,

d-wymiarowa miara Lebesgue’a

7
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Wybrane rozklady prawdopodobienistwa:

Nazwa rozkladu | Parametry | Oznaczenie Opis
2 2. 1 (x—m)2

normalny, m e R N(m,o%) | gestosc: f(x) = 75 P (— 52 )
Gaussa o2 >0
d-wymiarowy m € R? N(m,Z) | A= pi<AX>—3<AZA> )5 A € RY
normalny T € R4

220
Gumbela G1 P(X < x) =exp(—e™ ™)
Frécheta a>0 Gou P(X <x)=exp(—x*)dlax >0
Weibulla a>0 G3 P(X <x)=exp(—(—x)¥)dlax <0
Pareto Xm >0 P(X<x)=(1—-("2)")dlax > xy

x>0
Poissona A>0 Pois()) P(X =k) = 4e* dlak € No
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