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Streszczenie

W :statnich latach intensywnie rozwijają się badania związane
z kla.;;nni algebr wyznaczonymi przez równości pewnej określonej
posuci, na przykład przez równości normalne, zewnętrznie zgo-
dne. ;oczątkowo zgodne, regularne i inne. Okazuje się, że zbiory
tych -ówności tworzą teorie róvncściowe, Znanym faktem jest,
że zhór teorii równościowych danego typu jest kratą uporzą.dko-
wam relacją inkluzji. Każdej teorii równościowej I; odpowiada
wza.urnnie jednoznacznie rozmaitość Mod(I;). A zatem zbiór
wszy-ckich rozmaitości danego typu uporządkowany relacją iń-
kluzj tworzy kratę (izomorficzną l kratą dualną. do kraty teorii
równ.ściowych danego typu).

Vi niniejszej pracy przedstawiono kratę .c(G~i) wszystkich
podr.zmaitości rozmaitości wyznaczonej przez równości zewnę-
trzni- zgodne grup abelowych l eksponentem p' q, gdzie p i q są.
różIl-:I!i liczbami pierwszymi. Badania nad tym zagadnieniem

- zostay rozpoczęte przeeprof.Kflelkowską, a wyniki uzyskane
wspć..nie z R.Koch zostałyopubliłowane w pracy [5].

1 lPojęca wstępne

(i) ::Niech =-"TJ. oznacza rozmaitość grup abelowych .z eksponentem n, tzn.
roznuitość typu 70: {" -l} -ł N spełniającą następujące równości:

(1,) x· 'b= y. x,

(~) x· (: z) = (x· y) . z,
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(3) x· (x . x-l) = x,

(4) x'x-1 = y. y-l,

(5) x'x-1 =xn,

gdzie n jest liczbą naturaha wiekszą. od zera.

Niech Id(TO) będzie zbioren wszystkich równości typu TO.

Równość rp = 'l/J typu TO nazywamy normalną (patrz [8], FD ..-r:ec:.- i
tylko wtedy, gdy termy </> i 1{;- SI. identyczne lub żaden z tych 1ermó..- nie
jest zmienną.

Ponadto równość tę nazywany zewnętrznie zgodną. (zob. I~]);rt~y i
tylko wtedy, gdy jest ona posuli. tPl = <Pl lub postaci <Pl • 4>2 = rfJl • !/l2lub
rpl1 = »;: dla pewnych termów rh, 4>2, 'l/J1, th typu 70.

Przez N«(;n) oznaczymy znór wszystkich równości normalnych speł-
nionych w rozmaitości gn, a p:zez N(70)- zbiór wszystkich rozmaitości
normalnych typu 70. Przez Ex ~..".) oznaczamy zbiór wszystkica n:4:lLści
zewnętrznie zgodnych spełnicnyźi w rozmaitości gn, natomiast przez
t"x(70)-zbiór wszystkich równosa zewnętrznie zgodnych typu T,-.

2 Krata .c(g~i)

Niech .cW2x) oznacza kratę .•••srystklch podrozmaitości rozmaitości zdefi-
niowanej przez zbiór t"x(Qn). .

Znanym jest fakt, że

(ii) Krata wszystkich podrozrrsitości rozmaitości gn jest izomorficzna z
kratą, ({l, ... ,n - l}; 1). gcie :1 oznacza relację podzielności

, . - .

Niech p i q będą. różnymi Iicbami pierwszymi. Z (ii) wynika, re

(iii) Jedynymi podrozmaitościznś rozmaitości gp.q są. następujące rozzaa-
itości: gp.q, gP, gq oraz g.

- gdzie gl oznacza rosmaitoś- tzywialną typu 70.
Kratę .c(Yp.q) przedstawia !aSltępujący diagram

?i.q
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(iv) Aksjomatykę rozmaitości 9~:stanowią równości (1),(2),(4) i (5) dla
n = p . q oraz równości

(6) (x· x· x-l )-1 = x-l,

(7) (x· y1 . x· x-l = x· y.

Niech q'j:; oznacza rozmaitość zdefiniowaną przez zbiór N(Qn).

(v) Aksjomatykę rozmaitości 9r;/ stanowią równości (1),(2),(4),(5) i (7)
dla 11 = P . q oraz równość

(vi) Aksja:natykę rozmaitości 9};x spełniającej wszystkie równości zewnętrznie
zgodse typu 70 stanowią równości

(9) x· y -= z . t,

(10) x-l -= y-l.

Niech ;.v będzie rozmaitością spełniającą wszystkie równości normalne
typu:. TO. WJWczas

(vii) Aksj:matykę rozmaitości 9J..r stanowi równość

(11)': a:> y -= z-l.

lRozwa.:.my klasę algebr Mod(cX(TO) U E), gdzie E ~ Id(TO)' Jeśli
do zfuioru 5 należy przynajmniej jedna równość normalna, która nie jest
zewmętrzna zgodna oraz E ~ N(70), to Mod(cX(TO) U E) = 9J..r. Jeśli
natomiast io zbioru E należy przynajmniej jedna równość postaci x = <P,
gdzie <Pjes: termem różnym od zmiennej x, to Mod(Ex(70) UE) = 91

• Stąd
~, ŻE .

(viiii) L:{9::=> jest kratą o następującym diagramie
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(ix) Niech 7 będzie typem algezr i niech A = (Aj FA) i I = (I; FI) będą
algebrami typu T. Algebra A jest dyspersją algebry I (zob. [91, [6])
jeśli istnieje partycja {Ad zbioru A i rodzina odwzorowań {c/} IEF
spełniające warunki

(a) CJ:I-+A,

(b) c/Ci) E A,: dla i E I,
(e) jeśli f E F oraz Cli E j~ dla i = 0, ,T(f) -1,

to JA(ao, ... , aT(f)-d = c/(jI(ko, ,kT(f)-l»'

Dla rozmaitości typu 7 p~1J(V) oznaczymy klasę wszystkich dys-
persji algebr z rozmaitości V.

Niech

(x) cV = {K E .t:.(Mod(cx(V»):1rd(K) = cx(K)},

(xi) NV = {K E .c{Mod(N(V; : Id(K) = N(K)},

gdzie Id(V) oznacza zbiór Uw;ności spełnionych w rozmaitości V.
W pracy [3J pokazano, że

(xii) Jeśli V jest rozmaitościa -;ywu T taką, że dla pewnego termu tjJ(x)
różnego od :zmiennej r~ <p(x)= x należy do Id(V) oraz
Mod(Ex(V}) = V(V),to ~ EV,Nv i .c(V) są izomorficzne.

Z pracy [9] wynika, że I'OZ!l:aiitość9p'Q spełnia założenia twierdzenia
(xii). Stąd oraz :z (Hi) wynika -rat::ychmiast następują.cy wniosek.

Przyjmijmy oznaczenie :r!l =:r:' x-l i rozważmy nastepujące równości:

(12) x = x . xlt,

(13) x = «xk)-ll )-1,

(14) «xk)-l )-1 = «x')-I)-l,

. (15) xO·xk =xlJ.:J!,

(16) xO. xk = «x')-1 )-1,

gdzie k, l E Zp.".
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W pracy (4) pokazano, że

(xiii) Dla każdego podzbioru El zbioru Id(TO) istnieje skończony zbiór E
równości jednej zmiennej typu TO postaci (12)-(16) taki, że
Cn(Ex(Qp·q) U El) = Cn(Ex(gp·q) UE).

Stąd wynika, że dla każdej podrozmaitości JC rozmaitości gr: istnieje
skończony zbiór E równości jednej zmiennej typu TO postaci (12)-(16) taki,
że Je = Mod(Ex(Yp·q) UE).

Lemat 1 Jeśli k E Zp.q, to Cn(ex(Yp·q) U {x = xO. xk}) = Id(YS), gdzie
s = (p .q" k - 1), przy czym dla k = 1 przyjmujemy (p. q, O) = P . q.

Dowód. Jeśli k = O lub k = 1, to wykorzystując (i) oraz (iv) otrzymu-
jemy narechmiast tezę. Załóżmy zatem, że k i= O i k i= 1. Dla czytelniej-
sze~ za~~il przyjmijmy, że C = Cn(Ex(Qp·q) U {x = xO. xk}).

Jeśli f. = (p. q, k - 1), to w zbiorze Zp.q istnieje element a taki, że
k - l = .;. s. Ponieważ równość xO = xS jest spełniona w rozmaitości
g$ zatem równość xO = xk-l również jest spełniona w tej rozmaitości. Z
aksjomatyn rozmaitości gs (zob. (i) dIan = s) wynika, że następujący ciąg
równości~i; spełniony w gs : x = xO·x = xk-1·x = xO ·xk. Zatem równość
x= :xo. x· jest spełniona w rozmaitości g'. Stąd wynika, że C S;; Id(YS).

. d" . kI . d t .. (0 ° xk-1) E C_-\.by u.:owo nic In uzję o wro ną. zauwazmy, ze x = x . .
Ponileważ f = (p. q, k - 1), to w zbiorze Zp.q istnieją elemnty a i b takie, że
s = <li' p' ł] +- b- (k - 1). Tym samym w rozmaitości Mod(Ex(Yp·q) U {x =
xO . .xk}) Siclniony jest następujący cią.g równości: x' = xB·p·q=b.(k-1) =
x"l'p-Ił'Jxl>{k-:: = (Xp·q)B . (xb-1)b = (XU)B . (xO)b = xO . xO = xo. Stąd otrzy-
mujemy, Żf równość xS = xO należy do Cn(Ex(gp·q) U {x = xO. xk}). Za-
uw~Yt Żf następujący ciąg równości jest również spełniony w zbiorze ,C :
x ~.x0 ·xi = xO . xk-1 . X = xO . xO . x = xO . x. Pozostałe równości aksjorna-
tyzunące rosmaitość gs są zewnętrznie zgodne, tym samym dowód inkluzji
odwrrotnei sostal zakończony.

Lennat 2 :es1i k E Zp.q, to Cn(Ex(Yp·q) U {x = «xk)-1)-1}) = Id(YS),
gdM s = J' q, k -1), przy czym dla k = 1przyjmujemy (p. q, o) = p' q.

IDowóc lematu pominiemy, gdyż jest analogiczny do dowodu lematu 1.

1Z lemsów 1 i 2 wynika następujący wniosek
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Wniosek 2 Jeśli E jest zbiorem,.ównościjedn~j zmiennej typu TO i równość
9 = 'I/J jest postaci (lE) lub (1$) należy do E, to Mod(Ex(Yp·q) U E) E
l.(g:7.q).

Lemat 3 Jeśli k, l E Zp.q, to Cr4Ex(Yp·q) U {xo. xk = xo. xl}) = Ex(YS),
gdzie s = (p. q, k -l), przy czym dla k = l przyjmujemy (p. q, O) = P . q.

Dowód. Podobnie jak w dosodzie lematu 1 oznaczmy
C= Cn(Ex(Yp·q) U {xo. xk = :dl.d}). Niech s = (p. q,k -l). Jeśli k = l, to
dowód jest oczywisty. Załóżmy Zlotem, że k i- l. Z określenia s wynika, że
w zbiorze Zp.q istnieje element a ~aki,że s· a = k +l, Równość xO = xo . XS

jest spełniona w rozmaitości 9}=- a zatem równość xo = xo . xG's również
jest spełniona w tej rozmaitości Ostatecznie otrzymujemy, że równość
IO . xk = xo . xl należy do zbkm Ex(YS) a tym samym pokazaliśmy, że
C S;; Ex(YS).

Aby udowodnić inkluzję oćvrotną zauważmy, że równości xO . xO =
x() .x")·q, xO. xk = xO. xl należą do ,bilOru C. Zatem równość xO . xO = xo. xk-I
również należy do tego zbioru. Z Jk:reślenia s wynika, że w zbiorze Zp.q ist-
nieją elementy a i b takie, że G '.7' q + b . (l - k) = s. Ponieważ równości
(xO)& = (xO ·xk-I)b i (xO)a = (xo ..="-I1)B należą do zbioru C zatem równości
xO = xO . xb-(I-k) i xO = xO . r'Nf również należą. do tego zbioru. Stąd
równość xO ·xo = xO ·xB

•p·q ·xb·(.c-j mależy do zbioru C. Pokazaliśmy zatem,
że równość xO . xO = $0. xa,p'f+b-{;-<) należy do zbioru C co jest równoważne

-temu, że równość xO . xo = xo . x" :UlWnieżnależy do zbioru C. Tym samym
dowód lematu zostal zakończony.

Lemat 4 Jeśli k, l E Zp.q, to en E=(Yp·q) u {«xk)-1 )-1 = «xl)-l )-l}) =.
EI(YS), gdzie s == (p. q, k -l), ~ czym dla k = l przyjmujemy (p. q, O) =
P'q·

Dowód jest analogiczny do Q~U poprzedniego lematu.

Z lematów 3 i 4 wynika nas...~ący wniosek

Wniosek 3 Jeśli E jest zbiore-:-.'"1inDności postaci (LI) lub (15),;
to Mod(Ex(9p·q) UE) E s?",

Z wniosków 2 i 3 wynika, że .:n:.eresujące są. te klasy algebr
Mod(ex(Yp·q) U E), dla któryc;: riio zbioru E należy conajmniej jedna
równość postaci (16) i nioe naJe..:;-;i;adnarówność postaci (12) lub (13).
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W pracy (4) pokazano, że

(xiii) Dla kaidego podzbioru El zbioru Id( TO) istnieje skończony zbiór E
równości jednej zmiennej typu TO postaci (12)-(16) taki, że
Cn(Ex(Qp·q) U Ed = Cn(ex(9p·q) UE).

Stąd wynika, że dla każdej podrozmaitości K, rozmaitości Q~:istnieje
skończony zbiór E równości jednej zmiennej typu TOpostaci (12)-(16) taki,
że JC = Mod(Ex(Qp:q) U E).

Le~t 1. Jeili-k'E Żp.q~ to ·Cn(cx(QP·q) U {x.= 'xO.-x~}) = I~(9S), gdzie
s_= (p. q,1o -1), przy czym dla k = 1 przyjmujemy (p. q, O)= P ~q.

D~wód. Jeśli k = O lub k = 1, to wykorzystując (i) oraz [iv) otrzymu-
jemy natychmiast tezę. Załóżmy zatem, że k i- O i 10 i- 1. Dla czytelniej-
szego zapisu przyjmijmy, że C = Cn(ex(Qp·q) U {x = xO. xk}). : .

Jeśli s == (p. q, k - 1), to w zbiorze Zp.q istnieje element a- taki, że
k - l = c : s. Ponieważ równość xO = xS jest spełniona w rozmaitości
gs zatem rJwność xO = xk-} również jest spełniona w tej' rozmaitości. Z
aksjomatyłi rozmaitości QS (zob. (i) dlan = s) wynika, że następujący ciąg
ró~ści~-tspe,~iony w QS: x'~= .xo:·x =x~;~_.x;=xO:xk ..Zatem równość
x=!X°.x* jest spełniona wrozmaitościg~.Stąd wynika, że.C ~ Id(9S).

.' ;'.,Aby u.::OV::odnićinkltizję:odwr.btną zauwaimy"że (xO =' 'z0 • 'xk-l) E C.
Ponieważ s = (p. q, k -1), to w zbiorze Zp.q istnieją elemnty a i b takie, że
s .-IQ' v-s+ł: (k,-:-l): Tym samym ,w,rozmaitości Jrtpd(&x(9p·q) U {x:=

, :r!l .::r!t}) stelniony jest następujący ciąg równości: -x~ = ·5X~,pr=b.~k-~I):=7
z4'l"!!Ixb{~-"r = (xP·q)/i . (xb-l)b = (x-o)a . (xO? = xO . xO_= xO: Stąd otrzy-
'mu~y .•Żf równość xS= xO należy do Cn(cx(9p·q) U {x = xo. xk}). Za-
llwamnY. ~ następuj ący ciąg równości jest również spełniony w zbiorze, C.~
x ~'5;0.:z!= xo. xk-l . X = xO. xO . x = xO. x. _Pozostałe równości aksjoma-
tyzu!ją.ce ~aifość gs .są zewnętrznie zgodne, tym samym dowód inkluzji
od~tnej rostał zakończony -

~~at.2 !es1i'k E Zp.q: to Cń(c~(9p·q) U {x = ((;k)-I)-1}) = Id(9S);
gdziiE s = :,.7· q.]: -1), przy czym dla k = lprzyjmujemy (P: q, o) =;F', q.

- IDowói lematu pominiemy, gdyż jest analogiczny do dowodu lematu 1.
~:
1Z lemsów 1 i 2 wynika. następujący wniosek

t,
j
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Wniosek 2 Jeśli E jest zbioremrównościjedn"ej zmiennej typu TO i równość
tjJ = 1/J jest postaci (lE) lub (19) należy do E, to .Mod(&x{Qp·q) U E) E
J:(QH).

Lemat 3 Jeili k, l E Zp.q, to CT«E:l':(QP·q) U {%o. xk = xO. xl}) = Ex(QS),
gdzie s = (p 'q, k - O, przy czym dla k = l.przyjmujemy (p. q, O) = p' q.

Dowód. Podobnie jak w dosodzie lematu 1 oznaczmy
C =Cn(&x(gp·q) U {~o·xk = xlI-xl}). Niech s = (p·q,k-l). Jeśli k = l, to
dowód jest oczywisty. Załóżmy mem, że k 1= l. Z określenia s wynika, że
Vi zbiorze Zp.q istnieje element a caJrl, że s- a '=k =t. Równość xO = xO . x~
jest spełniona w rozmaitości g~="a zatem równość xO ,= xO . xa·• również

. jest spełniona w' tej rozmaitości .Ostatecznie otrzymujemy; że równość
xO . xk = xO . xl należy do zbia:u &x(QS) a tym samym pokazaliśmy, że
C ~ ex{QS).· .

Aby udowodnić inkluzję odvrotną zauważmy; że równości z? . xO=
xO .x;'q, xO. xk =- xO . x.l należą do ;ońoru C._Zatem równość xO . xO = xO. xk-l
również należy do tego zbioru. Z Jkreślenia s wyniki, że w zbiorze Zp.q ist-
nieją elementy a i b takie, że a 'J - q + b . (l - k) = s. Ponieważ równości
(xO)" = (xo. xk-l)b i (xO)a = (xl' .xó""g)a należą do zbioru C zatem równości
xO.= xO . xb-(l-k) i xO = xO . ;r'."!-łfl również należą do tego zbioru. Stąd'-
równość xO . xO = xO . xa'p-q •zb-(.c"":J m:aIeży do zbioru G. Pokazaliśmy zatem,

. że równość x.0. xO = ::;0. xa,p'ł+~{H1 ma.leży do zbioru C co jest równoważne
. temu, źe równość xO . ;;0 ::::::xo . zł r:6wnież należy do zbioru d.' Tym samym
dowód lematu został zakońeźoIry. .

, -

- ,- '.
. "'. . :: -/ - .

Lemat 4 ,Jesli k, l E $p.q, toCnE~!9P'9) U {({xk)-1 )-1 = «xl)-l )";-1}) =
&x{QS), gdzie s == (p .~q, k,-'l), pr::q czym 'dla k = l przyjmuie1J1y (p. q, O) =

:P'q .. C, r: .'" .. - ";" _ ,,;._

~~ : -: -.. • .•::~':' ,=o • I

Dowód jest a~a.logiczny do ~~u poprzedniego le~atu.~ •c

Z lematów 3 i A wynika nas~ą.cy w~osek

Wniosek 3 Jeśli E jest zbiorer;niiwności-poslaci(L/J lub (15), ~, __-,-+Ż,

to Mod(ex(9p·q) U-:E) E eYN.'

Z wniosków 2 i 3 wynika, źe m.eresujące są te klasy' algebr
.Mod(ex{Q~·q) U E), dla któryci ciJD zbioru E należy conajmniej jedna
równość postaći (16) i me n.a1eż- :iadDa równÓść' pOstad(12) lub (13).
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Wzorują.c się na pracy [5] wprowadźmy oznaczenie

dla n E X. n > O.

Zaurimy, że CI = Q,l;.

W pracy [5] udowodniono następujący warunek

(xv) QA' ci- en ~ QEx oraz
QA" ~ Cn i- QEx dla n ~ 2.

Lernat 5 Mod(Ex(QS) U {x-l. xo = X-l}) = QJ/.

Dow.d. Oczywistym jest, że Ex(QS) U {x-l. xo = =-1}) ~ N(QS).
Inkbja odwrotna łatwo wynika z aksjomatyk rozmaitości Qex oraz QŃ

(patrz róvności (1),(2),(4),(5)-(8) dla n = s.)

Lernat f. Jes1i l == O(mod(k -l,p .q», to
Cn(Ex(~7ą) U {xo. xk = «xl)-I)-l}) = Cn(Ex(Q(.f;--I,p-q» U {xo. xo =
«(:d')-l tt}).

Dow.d. Przyjmijmy Gl = Cn(Ex(Qp·q) U {xo. xl' = «xl)-l)-l}) oraz
C'J, = Cn ':x(Q(k-l,p.q» U {xo . xo = «xO)-I)-I}). Niech l == O(mod(k -l,p'
q»)_ W- ziiorze Zp_q istnieje element a taki, że a· (p. 'l, k -l) = l, zatem
rów;ność:;o. xo = «x')-l)-l należy do C2CO implikujeźe równość xO. x, =

. ó •• o ° Q k-l«r) -l i należy do G2. Stą.d oraz z tego, ze r wnosc x . x = x . x
naJeży dr G2 wynika, że równość xQ • xk = «x')-l)-l również należy do
tesro zbirru. Łatwo widać, że równość xQ = xP·

q należy do G2·
<:>

Pobaliśmy więc, że Gl ~ G2·
Inkhzja odwrotna jest oczywista.

Z jpowysego lematu wynika następujący wniosek

Wniosei. 4 Jeśli l == O(mod(k -l,p' q», to
.MI.Od(E=.QP-q) U {xo. xk = «xl)-l)-l}) = C(p·q,k-l).

WpJJWadźmyoznaczenie

(~) p::-t,oo.,k.} = Mod(Ex(Qn) U Uf:l {xQ• xki = «~)-l)-l l).
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Lemat 7 Jeśli kI, ... , ks są e1enentami zbioru Zn oraz dla pewnego i E
{l"-,,S} (ki,n) = 1, to pJt..-J;; = QN dla n E N,n > O.

Dowód. Niech C = Cn(Ex(r') UUf:l{XO. Xki = «xki)-l)-l l). Oczy-
wistym jest, że G ~ N(Qn). Ab;r. udowodnić inkluzję odwrotną. wystarczy
pokazać, że równość x-l. xo= .:;:-1należy do G.

Przypuśćmy, że (ki, n) = l <fu pewnego i należącego do zbioru {l, ...,s}.
Wówczas w zbiorze Zn istnieją eementy a i b takie, że ak. + b . n = l. Po--
nieważ (xQ

• xk. = «xk.)-l)-l) E C, to xO. xa·ki = «xa'k.)-l)-l E C.
Stąd otrzymujemy, że xo . %1-,,-> = «xl-n.b)-l)-l E G co implikuje, że
(xO-.x = (x-l)-l) E C. Podstawając w ostatniej równości x-l za x otrzy-
mujemy, że równość xo·x-l = X-l należy do G. Tym samym dowód lematu
został zakończony.

Twierdzenie 1 Jeśli E jest zborem równości postaci (12)-(16),
to Mod(~x(Qp·q) U E) jest jetir't.L z następujących rozmaitości:

( --) roY'q r.P r.ą r.l r"Z-'I rr Cq -n{p,q} -n{p} .,.,{ą}
XYU '::'Cx' ~E:x' ~E:x' ~E:x' l.' ., L, , rp·ą , rp'q , rp.q ,

gIJ/, QIJ...r,QJ..r,Q).,r, gP-t,9 g<!l, Ql.

Dowód. Niech E ~ Id(,) i:riech V = Mod(Ex(Qp'q) U E). Wówczas
zachodzi jeden z następujących JIZ:YPadków:

(1) E ~ ĆX(T),

(2) do zbioru E należy conajznzej jedna równość postaci (12) lub (13),

(3) do zbioru E należy co::.ajr::nie.j jedna równość postaci (I6) i żadna
równość ze zbioru E nie jet postaci(12) lub (13).

D01i'Ody dwóch pierwszych pn::~ów są. oczywiste. Pierwszy wymnika z
wniosku 3, natomiast drugi l -a-::osJku 2 i z warunku (iii).

Aby udowodnić przypadek ::r :.załÓŻmy,że żadna równość należąca do
zbioru E nie jest postaci (12} hi: LiI) oraz, że przynajmniej jedna równość
należąca do zbioru E jest pcs-.<::i l(16). Zatem zbiór E jest skończonym
zbiorem równości postaci (I4}-(bL Możemy go przedstawić w następujący
sposób:
E = El U ~ UE3, gdzie
El = {{{Xkl)-l)-l = «xlr)-1)-<_",«.xkt)-I)-1 = «xlt)-l)-l},
E2 = {xQ . xkt+l = xQ . X/Hl,__.:::--::J!<r = xo . xlr},
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Wzorują.c się na pracy [5] wprowadźmy oznaczenie

dla n E X, n > O.

.Zauważmy, że CI = QJv.

W pr.acY[5] udow~dnion~ następujący warunek
.

(xv) QA: ci= en ~ QEz oraz '
.', Q1-. # Cn 1= QEz dla n ~ 2.

Lemat 5 Mod(t:x(QS) U{~-l. xO= x-l}) = 9Jv.

Dowćd. Oczywistym jest, że t:i(QS) U {x-l. XO= z-l}) ~ N(QS):
Inkh:~ja odwrotna łatwo wynika z aksjomatyk rozmaitości Ql::r;ora~ 9Jv

(patrz róvności (1),(2),(4),(5)-(8) dla n ,== s.) ,

L~at , Jes1i l == O(;.rn;d(k- Z,p~.q)), to . .", " - '; . .:~'
Cn{t:x(qq) U {xo .. x"" ,-= «x')-~)"71}) =;. Cn(t:x(9(.t~.JJ:q» U {xO . x =

. «(:rćO)-1rt}) -,> .1,' •• _. -.

~ Do~id. -PrzyjJcijmy CI = Cn(ix(QP·q) U {~O~xk = «x')-l)-l}) oraz
C~':-Cn'Sx(Q(k-I,p.q» U {xo. xO= «xO)-l )-l}). Niech 1==O(mod(k-l,p·

. q)1W' iiiorze Zp.q istnieje element' a taki, że a· (P: q, k - l) =.,, zatem
ró~ość=o. xO= «x')-l)-l należy. do C2 'co implikujeźerówność xO. x, =
«zt)-l )-: należy do C2. S~ą.d ~r,azz tego, że r?~~ x~ .x? .= xO '. x~-l
na!leży dr C2 wynika,-że iownosc xO . xk = .«x) ). rowmez nalezy do
tego zbirru. Łatwo widać, że równość 'xo = xp~qn~ d? C2.... ' ..

_Po~aliśmy-więc; że CI ~ C2•.· . .-

.. Inkhzja odwrotna jest oczywista. .. . .
Z lPowySego lematu wynika następujący wniosek

Wniosei 4 Jeśli 1==O(mod(k -l,p· q»,' to - ,
.MfOd(t:.::9p·q) U {xO : x* = «xl)-l)-l}) =C(p·q,k-l}.

't· ,.••...

,t Wpuwadźmyoznaczenie

(~) P;':t,···,k.} = Mod(t:x{Qn) UUi=l{XO• Xki = «rG)-'-l)-l}).
~;.-
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Lemat 7 Jeśli kiJ ... , ks są eIenentami zbioru Zn oraz dla pewnego i E
{l, .•.,s} (ki,n) = 1, to pJq..-,k,i! = QAr dla n E N,n > O.

Dowód. Niech C = Cn(t::%(~) U Uf=l {xo . Xki = «xkś)-l i-» Oczy-
wistym jest, że C S;;;N(Qn). A~ udowodnić inkluzję odwrotną wystarczy
pob:z3Ć, że równość' x-l . z'O= =:-1 należy do C.

Przypuśćmy, że (ki, n) = l da.pewnego i należącego do zbioru {l, ...,s}.
Wówczas w zbiorze Zn istnieją ffementy a i b takie, że ak; + b . n = 1. Po-
nieważ (xo . Xki = «Xki)-l)-l) E C, to xo. xa·ki = «xa'kś)-l)-l E C.
Stąd otrzymujemy, że xo . r1-n'z = «x1-n'b)'::-1)-1 E C co implikuje, że
(xO.x= (x-l)-l) E C. Podstawając w ostatniej równości x-l za x otrzy-
mlljemy, że równość xO'x-l = x-~ należy do C. Tym samym dowód lematu
został zakończony .

Twierdzenie 1 Jeśli E jest zburesn. równości postaci (12)-(16),
. to Mod(ex(Qp·q) U E) jest jed.nc. z następujących rozmaitości:

D~ód; Niech E ~ Id(T) irriech V= Mod(t:x(Qp"ą) UE). WÓWr3.as "
z~dzi jeden z następującym ~adków: . .
--,::: .. ' . ~-. .~~! .:.... .•r: >. . ~

(1) E S;;; ex(r),

- (2) do zbioru E należy conajmnejjedna równość postaci (12) lub' (13),

(3}d~ zbioru E należy c~jI:mie;J.jedna· równość postaci. (16)) żadna
:. - , _rów.n:~śĆ;ze zbioru Eniejet-]postaciJ12) lub (13f, r _. .

Dowody dwóch 'pierwszych ~ów 'są oczywiste .. Pierwszywymnika z'
wniosku 3; natomiast drugi J: 1a""I:lJ5iku 2 i z warunku (Hi). . .

. Aby udowodnić przypadek C1 :ri:ałóżmy,że żadna równość należąca do
zbioru E nie jest postaci (12) lroirE3) oraz, że przynajmniej jedna równość
naleśące, do zbioru E jest pcs-wai. ({16). Zatem zbiór E jest skończonym
zbiorem równości postaci (14)-,(li)_ Możemy go przedstawić w następujący'
sposób:
E=EIU~UE3, gdzie
El = {{{Xkl)-l)-l = «xlI)-l)-: ....,.,«xkt)-I)-l = «x't)-l)-l},
~ = {xo. xkt+! = xO. x't~l, __ ::-'_~ = zO ';t'r},
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E3 = {xO . xkr+! = (X1r';-1 }-l )-1, ..., xo . xk. = ((xl. )-1)-l}.
Zbiory El i E2 mogą oczywiście być puste, natomiast zbiór E3 jest niepusty.
Wprowadźmy oznaczenie w = (kI - h, ..., ks - ls,p . q), przy czym, jeśli
~ = li, to przyjmujemy ki =l, = p' q. Łatwo widać, że jeśli p i q są różnymi
liczbami pierwszymi, to wE {l,p, q,p' q}. Jeśli w = 1 to z warunku (viii)
otrzymujemy, że V = gir. Jeśli natomiast w = p, to w zbiorze {l,...,s}
istnieje element i taki, że (~ - li,P . q) = p. Jeśli natomiast j i= i, to
kj = li lub (ki -lj,p· q) = p. Stąd oraz z tego, że kj == lj(mod(p· q, k -l)
otrzymujemy, że V = Cn(Ex(Qp·q) U El U E2 U {xV . x{lr+tlmod(p) =
«X(lr+I)mN(p) )-1) -1, ..., xO . X(l.)mod{p) = «x{l. )mod(p) )-1) -l ,
xO. xO = .;P}). Niech 111;= (lr+i)mod(p) dla i = 1, ...,s-r. Jeśli (mi,p) = l,
to z tego. że równość xo. xffij = «xmi)-l)-l jest spełniona w rozmaitości
wynika, :1:" równość xO . x-l = x-l jest również spełniona w rozmaitości
V. Z lemstu 5 otrzymujemy, że V = gIJ..r. Jeśli natomiast (mi,p) i= 1, to
oczywiści" (mi,p) = p. Wykorzystując wniosek 4 otrzymujemy, że V = C",

Dow01 dla w = q przebiega podobnie jak wyżej.
Załózny traz, że w = p . q. Łatwo wówczas widać, że ks = li dla

i E {1, .... s}. Jeśli (ki,p' q) = 1 dla pewnego i E {r + l, ...,s}, to na
mocy lerr~~tu 6 otrzymujemy natychmiast, że V = gj/. Załóżmy zatem, że
(~, p . q) == 1 dla każdego i należącego do zbioru {r + l, ...,s} . Wówczas
(~.,p . q) :::{p, q,p . q} i z określenia (xvi) łatwo wynika, że V jest jedną z
następuja.:ych rozmaitości: pC· q , p$.q, PC:3·

Twierd7~nie 2 Każde du.,je rozmaitości wymienione w punkcie (xvii) są
rói:ne.

Dow.d. Oczywiste są następujące inkluzje: gl ~ gir ~ glx' gr ~
rtr _ C L C gr oraz r!p.q C gp.q C p{:} C p{~,q} C CP·q C gp.q a~... _ _ Ex' ~ -.IV - p q - p q - - Ex'

taJcie inkuzje Cr ~ pl:} dla r E {p, q}. Dowód, że inkluzje te są właściwe,
ognaniczvny do przypadku dla rozmaitości pJ~Ji CP·q konstruując algebrę
nalieźącą LO rozmaitości O·q Lnienależącą do rozmaitości pJ~J.Dla pozo-
staiłych pa- rozmaitości dowód przebiega analogicznie. -

Roz·m.żmy grupę Zn = (Zp.q; +; -) i algebrę
({ID, l, .... 1+ ,p-, ...,p·q-l}; +, -) będącą następującą dyspersją grupy-Bs :
Ai = {i} ila i E {O, l, ... ,p ,-l,p + l, ... ,p' q -I},
AJl>= {p-.p-}, •
<+«(i) = 1:-(i) = i dla i :i= p oraz c+(p) = p+, c., (P) = p-.
Wlid3Ć, Żf rówość xO. xO = «xO)-l)-l jest spełniona w tej algebrze, nato-
miiast róvność xO . xP = «xP)-l )-1 nie jest spełniona dla x = L
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Twierdzenie 3 Jeśli V jest poirozmaitoscia rozmaitości ~:, to jest OTUl

jedną z rozmaitości podanych uiuarunku (xvii).

Dowód wynika bezpośrednio z tvierdzenia 1 oraz z warunku (xiii).

Bezpośrednio z powyższych 7rierdzeń wynika następujący wniosek

W niosek 5 Kratę .f.(9rl) ws=y:d::ich podrozmaitości rozmaitości g~:przed-
stawia następujący diagram.
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Prace Naukowe Wyższej Szkoły P~j w Częstochowie

Matematyka V, Częstochowa 1997

Ogólny schem:at niezależności w ujęciu algebraicznym

K 'csmder» Glazek

Wstęp.

W matematyce występuje wie rozmaitych pojęć niezależności, jak np.
niezależność liniowa wekterów pmnktów lub liczb, niezależność liniowa
w teorii liczb i - ogólniej - ~. -.emrii rozszerzeń ciał, niezależność wielo-
mianów (ogólniej - funkcji lri,.~ch), niezależność logiczna aksjomatów,
niezależność w teorii krat i T ::emrii algebr Boole'a, niezależność wierz-
chołków lub krawędzi w team pUIDw, niezależność ze względu na operator
domknięcia, niezależność rta.ci:Ist.;yczna, niezależność rozważana w teorii
baz danych i wiele innycl:.. Si.:tici pokrewne pojęcia wolności. Od lat
30-tych obserwowano, że n:u:-v.-: .,miezależność" i "wolność» występują nie-
przypadkowo, oraz iż wyrni=nX:e t:;upojęcia niezależności mają różne cechy
wspólne. Starano się ująć te pręcia w jakiś wspólny schemat. Powstały
- z grubsza mówiąc - dwa ba:...;:m ogólne schematy: jedenbardziej teorio-
mnogościowy, używany często 7 rmzważaniach kombinatorycznych i opty-
mizacyjnych, prowadzący dOl ż-wm ostatnio rozwijają.cych się teorii mat-
roidów i greedoidów, oraz ćru:g.lPmrty na rozważaniach pochodzących z al-
gebry ogólnej. Zajmę się t1: g:ić.-a:nIie tym drugim, ale pokażę również pewne
związki między tymi wspc=iz:ry:mli wyżej podejściami. W szczególności
dla zilustrowania tej ogólnej ::erii.. zajmę się pewnymi własnościami rodzin
zbiorów niezależnych pozwalaj.eyrm! w pewnych konkretnych przypadkach
scharakteryzować te rodziny; r_'~ mocami niezależnych układów genera-
torów (czyli baz). Jest jeszcze !COITO interesujących problemów i kierunków
w tej teorii (por. K. Głazes; 18)-
Pracę niniejszą. poświęcam pre:recii zmarłego w 1976 r. Profesora Edwarda
Marczewskiego - twórcy o~In:L-a.li.gebraicznego podejścia do pojęć niezale-
żności.
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