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Abstract

The aim of this thesis is to solve class of the algorithmic and computing problems (formulated in
[48]-[50], [69]-[76]) for Coxeter-Gram spectral classification of the connected positive simple signed
graphs and connected positive loop-free edge-bipartite graphs A (bigraphs, in short) defined in [70].

The first and the second chapter are devoted to short introduction to the Coxeter spectral
analysis of the signed graphs and the class of the loop-free non-negative edge-bipartite graphs A.
Moreover, we present a motivation for the study of Coxeter spectral analysis problems of the finite
edge-bipartite graphs.

Recall that, with any loop-free bigraph A with n > 1 vertices numbered by the integers, we
associate the (complex) Coxetera spectrum specc, C C, i.e., the spectrum of the Z-invertible
Coxeter matrix Coxp := —Ga - é:”n € M,,(Z), where Ga € M,,(Z) is the non-symmetric Gram
matrix of A.

One of the aims of this thesis is to classify positive edge-bipartite graphs, up to the Gram
Z-bilinear congruence defined in [70] as follows

‘A ~y N < Ga = B" - Ga - B, for some B € Gl(n,Z)".

Another issue of this thesis is to construct symbolic and numeric algorithms for computing matrix
B € Gl(n,Z) defining the Gram Z-bilinear congruence A =z A’ for any pair of edge-bipartite
graphs such that A ~7 A’ (or their Coxeter spectra equality holds speccy = speccy,).

In the third chapter we present technical and algorithmic tools that allows a reduction of the
Coxeter-Gram spectral classification problems to the analogue problems for some finite set Morp C
M,,(Z) of matrix morsifications A (defined in [69]-[71]) of the fixed simply laced Dynkin diagram
D e {A,,n > 1,D,,n > 4,Eq,E7, Eg}. Set Morp is invariant subset of M,,(Z) under the action
¥ : M,,(Z)x Gl(n,Z)p — M, (Z), (A, B) — A% B := B A- B limited to isotropy group Gl(n,Z)p of
the diagram D, that is a finite subgroup of the general linear group Gl(n,Z) (see [70]). Main results
of this chapter are our algorithms computing the set Morp, isotropy group Gl(n,Z)p and the set
of Gl(n,Z)p-orbits in Morp, for any simply laced Dynkin diagram D. We also present results of
these computer calculations.

One of the main results of this thesis is a complete classification of positive connected edge-
bipartite graphs with at most nine vertices, up to the Gram Z-bilinear congruence A =~z A’,
presented in the fourth chapter. It follows from our classification theorem that any of those bigraphs
are Z-congruent with one of the 26 classifying bigraphs presented in chapter four.

The fifth chapter contains constructions of several infinite series of matrix morsification A €
Mor,, for the diagram A,,, with pairwise different Coxeter spectra, for n > 1.

In the six and the seventh chapter we present an idea of a reduction from studied classification
problems to the build class of symbolic toroidal mesh algorithms for computing matrix B € Gl(n, Z)
defining the Gram Z-bilinear congruence A ~7 A’. In particular, for a class of the infinite series of
matrix morsification for Dynkin diagram D = A,, we build symbolic algorithms constructing some
matrix B € Gl(n,Z) such that A’ = A % B, for any pair of morsifications A, A’ € Morp, that lie
in the same Gl(n, Z) p-orbit.

In the second supplemented version of this thesis we added the eighth chapter in which we
estimate the complexity of used algorithms.

The main results of this thesis have been published in the articles [8], [9], [24], [27]-[31].

Keywords: edge-bipartite graph, Coxeter spectral analysis, matrix morsification, Coxeter ma-
trix, Dynkin diagram, combinatorial algorithms, symbolic algorithms, mesh quiver, toroidal mesh
algorithm.

AMS subject classification: 05C22, 05C50, 15A63, 65F30, 68R05, 68W30, 90C27.

IT



Streszczenie

Celem rozprawy jest rozwigzanie klasy probleméw algorytmiczno-obliczeniowych (sformutowa-
nych w pracach [48]-[50], [69]-[76]) wystepujacych w spektralnej klasyfikacji Coxetera-Grama spéj-
nych dodatnich prostych graféw oznakowanych, a takze spojnych dodatnich krawedziowo-dwudziel-
nych graféw A bez petli (w skrocie bigraféw) zdefiniowanych w [70].

Rozdziaty 1 oraz 2 poswiecone sa krotkiemu wprowadzeniu do spektralnej analizy Coxetera gra-
fow oznakowanych oraz klasy nieujemnych graféw krawedziowo-dwudzielnych A bez petli
a takze podaniu motywacji do badan nad problemami spektralnej klasyfikacji Coxetera skorczo-
nych bigrafow.

Przypomnijmy, ze z dowolnym bigrafem A bez petli o skonczonym zbiorze ponumerowanych
n > 1 wierzchotkéw, stowarzysza sie jego zespolone spektrum Coxetera speccy C C, tj. spektrum
Z-odwracalnej macierzy Coxetera Coxp :=—Ga - GA" € M,,(Z), gdzie Ga € M,,(Z) jest niesyme-
tryczna macierzg Grama bigrafu A.

Jednym z celow rozprawy jest podanie klasyfikacji dodatnich graféw krawedziowo-dwudzielnych
z doktadnoscia do silnej Z-kongruencji Grama, zdefiniowanej w pracy [70] nastepujaco:

“A =g A < Ga = B - Ga - B, dla pewnej macierzy B € Gl(n,Z)”.

Innym z celéw rozprawy jest zbudowanie algorytmoéow symbolicznych i numerycznych obliczajacych
macierz B € Gl(n,Z) definiujaca Z-kongruencje Grama A =7 A’ dla dowolnej pary bigraféw
speliajacych relacje A =~z A’ (lub takich, dla ktérych zachodzi réwno$é specc, = speccy, ich
spektréw Coxetera).

W rozdziale 3 przedstawiamy narzedzia techniczne i algorytmiczne pozwalajgce zredukowaé roz-
wazane problemy spektralnej klasyfikacji Coxetera-Grama do badania analogicznych problemoéw dla
pewnego skonczonego zbioru Morp C M, (Z) wszystkich morsyfikacji macierzowych A (zdefiniowa-
nego w pracach [69]-[71]) dla ustalonego jednorodnego diagramu Dynkina D € {A,,n > 1,D,,n >
4,Eg,E7, Eg}. Zbior Morp jest niezmienniczym podzbiorem zbioru macierzy M,,(Z) wzgledem dzia-
tania * : M,,(Z) x Gl(n,Z)p — M,,(Z), (A,B) — Ax B := B - A- B ograniczonego do skoticzonej
podgrupy Gl(n,Z)p grupy liniowej Gl(n,Z), zwanej grupa izotropii diagramu D (zobacz [70]). Jed-
nym z wazniejszych wynikéw tego rozdzialu sg autorskie algorytmy obliczajgce zbiér Morp, grupe
izotropii Gl(n, Z)p oraz zbiér Gl(n, Z) p-orbit w Morp, dla dowolnego jednorodnego diagramu Dyn-
kina D, a takze wyniki tych obliczen.

Jednym z gtéwnych osiggnieé tej rozprawy jest przedstawiona w rozdziale 4 pelna klasyfika-
cja spojnych dodatnich graféw krawedziowo-dwudzielnych A o co najwyzej 9-ciu wierzchotkach,
z doktadnoscig do silnej Z-kongruencji Grama A =7 A’. Udowodnione twierdzenie klasyfikacyjne
orzeka, ze kazdy taki bigraf jest Z-kongruentny z jednym z 26 bigraféw klasyfikujacych.

Rozdzial 5 zawiera konstrukcje nieskonczonych serii morsyfikacji A € Mor,,, diagramu Dynkina
A,,, o parami réznych spektrach Coxetera, dla n > 1.

W rozdziatach 6 oraz 7 przedstawiamy idee redukcji badanych probleméw klasyfikacyjnych do
konstrukeji klasy symbolicznych algorytmoéw toroidalno-oczkowych konstruujacych macierze B de-
finiujace silng Z-kongruencje Grama A =z A’. W szczegdlnosei, dla klasy nieskoniczonych serii
morsyfikacji diagramu Dynkina D = A,, budujemy algorytmy symboliczne konstruujace, dla do-
wolnej pary morsyfikacji A, A’ € Morp lezacych w tej samej Gl(n,Z)p-orbicie, pewna macierz
B € Gl(n,Z) taka, ze A’ = Ax B'.

W drugiej uzupetnionej wersji rozprawy dodali$émy rozdziat 8, w ktérym szacujemy ztozonosé
obliczeniows stosowanych algorytmow.

Glowne wyniki rozprawy zostaly opublikowane w artykutach [8], [9], [24], [27]-[31].

Stowa kluczowe: graf krawedziowo-dwudzielny, spektralna analiza Coxetera, macierz morsy-
fikacji, macierz Coxetera, diagram Dynkina, algorytmy kombinatoryczne, algorytmy symboliczne,
kotczan oczkowy, toroidalny algorytm oczkowy.

Klasyfikacja tematyczna AMS: 05C22, 05C50, 15A63, 65F30, 68R05, 68W30, 90C27.
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Wstep

W catej rozprawie stosujemy nastepujace oznaczenia. Symbolem N oznaczamy zbior liczb
naturalnych, symbolem Z pierscien liczb catkowitych, symbolami Q C R C C, odpowiednio ciato
liczb wymiernych, rzeczywistych i zespolonych. Dla liczby naturalnej n > 1, symbolami

7" =7 x - xL,Q" =Qx---xQR":=Rx--- xR, orazC":=C x --- x C,

I — — — I
oznaczamy produkty kartezjanskie n egzemplarzy zbioréw Z, Q, R oraz C. Bazg standardowa
grupy wolnej Z" nazywaé bedziemy wektory ey, ..., e,, gdzie e; = [0,...,0, %,0, ...,0] € Z".
Przez M, (Z) oznaczaé bedziemy pierscien n x n macierzy A = [a;ji j<n stopnia n o wspol-
czynnikach a;; € Z w pierécieniu Z, przez E € M, (Z) macierz identycznodciows, natomiast
przez Gl(n,Z) := {A € M,(Z);det A = £1} C M,,(Z) grupe wszystkich Z-odwracalnych n x n
macierzy A = [a;j]ij<n 0 Wwspélczynnikach a;; € Z. Macierz transponowang do A oznaczamy
symbolem A",

Rozprawa jest poswiecona klasie probleméw algorytmiczno-obliczeniowych wystepujacych
w klasyfikacji Coxetera-Grama spéjnych dodatnich prostych graféw oznakowanych A =
(Ag, A1,0) o skonczonym zbiorze wierzchotkow Ag = {ay,...a,} oraz skonczonym zbiorze
krawedzi Aj, z ktérych kazda krawedz 5 € A; jest oznakowana symbolem o(f) € {—1,+1}
z dwuelementowego zbioru {—1, +1}. Grafy oznakowane (A, o) bedziemy traktowali jako grafy
krawedziowo-dwudzielne A = (Ag, A;) bez petli (w skrocie, bigrafy) (zdefiniowane w pracy
[70] oraz rozdziale 2.1).

Jednym z gtéwnych celow rozprawy jest zbudowanie pakietu algorytmoéw stuzacych do roz-
wiazywania wybranych probleméw spektralnej klasyfikacji Coxetera dodatnich prostych grafow
oznakowanych A = (Ag, Ay, 0) oraz klasy nieujemnych graféw krawedziowo-dwudzielnych A
bez petli. Problemy te zostaly sformutowane na seminariach doktoranckich prowadzonych przez
promotora w latach 2010-2015, a takze w jego publikacjach [69]-[76] oraz w publikacjach [48]-
[50] wspélnych z S. Kasjanem. Formutujemy je w dalszej czesci wstepu, w podrozdziale 2.3 jako
problemy A-D oraz w rozdziale 6 jako hipoteze spektralng 6.0.1, problem 6.0.2 oraz problem
6.2.1.

Krétkie wprowadzenie do spektralnej analizy Coxetera graféw oznakowanych A= (A, Ay, o)
oraz klasy nieujemnych graféw krawedziowo-dwudzielnych A bez petli przedstawiamy w roz-
dziatach 1 oraz 2, gdzie réwniez podajemy motywacje do badan nad problemami spektralnej
klasyfikacji Coxetera skonczonych bigraféw, zobacz podrozdziat 2.2.

Przypomnijmy, ze w analizie spektralnej Coxetera bigrafow stosuje sie nastepujacy schemat.
Z dowolnym prostym grafem oznakowanym A = (Ag, Ay, o) (lub ogdlniej: z dowolnym bigrafem
A bez petli), o skonczonym zbiorze ponumerowanych wierzchotkow Ag = {ay, ... a,}, stowarzy-
sza sie jego niesymetryczng macierz Grama Ga € M, (Z), symetryczna macierz Grama
Ga == 3[Ga + G¥] € M,,(Q), Z-odwracalna macierz Coxetera Coxp := —Ga - GA" oraz jej
zespolone spektrum specc, C C, zwane spektrum Coxetera bigrafu A (zobacz podrozdziat
2.2). Macierz Ga € M, (Z) wyznacza bigraf A jednoznacznie, z doktadnoscig do numeracji jego
wierzchotkéw. Jednym z probleméw jakimi zajmuje sie spektralna analiza Coxetera jest:

PROBLEM 1°. Kiedy spektrum Cozetera speccy C C wyznacza spéjny bigraf A bez petli
jednoznacznie z dokladnosciq do silnej Z-kongruencji Grama A =~z A" zdefiniowanej w pracy



[70] nastepujgco:
~y A <= Ga =B"-Ga- B, dla pewnej macierzy B € Gl(n,Z).

Poniewaz wiadomo, ze istnienie silnej Z-kongruencji Grama A =7 A’ implikuje rowno$é
spektrow Coxetera speccy = specc,, (zobacz lemat 2.3.1), wiec problem 1° jest pytaniem
o prawdziwos¢ implikacji przeciwne;j.

Jednym z gléwnych osiagnieé tej rozprawy jest dowdd tej implikacji (a tym samym rozwia-
zanie problemu 1°) dla wszystkich dodatnich sp6jnych prostych graféw oznakowanych A o co
najwyzej 9-ciu wierzchotkach. W tym wypadku uzyskujemy w twierdzeniu 4.1.2 pelng klasyfi-
kacje takich bigraféw z doktadnoscig do silnej Z-kongruencji Grama A =7 A’ podajac pelng
liste takich dodatnich bigrafow klasyfikujacych sktadajaca sie z 26 bigrafow opisanych w tabeli
4.1.1.

Innym trudnym problemem spektralnej analizy Coxetera jest:

PROBLEM 2°. Zbudowaé algorytmy konstruujgce, dla pary spéjnych dodatnich bigraféw
A, A bez petli o n > 2 wierzcholkach spelniajgcych relacje A ~z A (a w szczegélnosci réwnosé
specc, = speccy ), pewng macierz B € Gl(n,Z) definiujacq Z- kongmemj(g Grama A ~z A,
tzn. macierz B € Gl(n,Z) takg, Ze det B = £1 oraz Gar = B - Ga -

Rozwigzanie problemu 2° dla szerokiej klasy bigraféw A podajemy w rozdziatach 6 oraz 7,
gdzie réwniez opisujemy metode stosowania tzw. algorytmu toroidalno-oczkowego w wypadku
ogblnym.

Jednym z wazniejszych narzedzi redukcyjnych zastosowanych w rozdziatach 3, 6 oraz 7
do rozwiazania probleméw 1° oraz 2° jest zdefiniowana w artykutach [70, 71, 72, 75, 76] re-
dukcja do badania analogicznych probleméw dla skonczonego zbioru Morp C M, (Z) wszyst-
kich morsyfikacji macierzowych A (w sensie definicji 3.1.1) jednorodnych diagraméw Dynkina
D przedstawionych w nastepujacej tabeli.

Tabela 1. Jednorodne diagramy Dynkina.

A, o o o o, o, 1 ., n>1,
L)

D, : o °‘3 oy o5 ®n—1 ®n, n >4,
o,

K¢ : 4 ) "3 o5 %,
o,

Er : 4 L) 0‘3 o5 % o7,
oy

Es : o o o o o o; ..

W duzym uproszczeniu, metoda ta polega na stowarzyszeniu A — DA (zobacz tw. 2.0.6,
dodatek A.1), z kazdym spéjnym dodatnim bigrafem A bez petli o n > 2 wierzchotkach, dia-
gramu Dynkina DA, ktéry jest stabo Z-kongruentny z A wzgledem stabej Z-kongruencji Grama
A ~z A’ zdefiniowanej w pracy [70] nastepujaco:



A~y A < Gua = B"-Ga - B, dla pewnej macierzy B € Gl(n,Z).

Dla danego diagramu Dynkina D € {A,,n > 1,D,,n > 4,Eq E;, Eg} definiuje sie zbiér
UBigr, wszystkich spdjnych bigraféw dodatnich A bez petli, ktore sa stabo Z-kongruentne
z D oraz definiuje sie funkcje redukujaca (zobacz 3.0.3)

¢p : UBigr, — Morp C M, (Z).

Na podstawie twierdzenia 3.1.9, istnieje silna Z-kongruencja Grama A ~z A" w UBigr, wtedy
i tylko wtedy, gdy macierzowe morsyfikacje ¢p(A), ¢p(A’) € Morp C M, (Z) leza w jednej
Gl(n, Z) p-orbicie prawego dziatania

* : Morp x Gl(n,Z)p — Morp, (A,B)— AxB:=B"-A.B,

skoficzonej grupy izotropii Gl(n,Z)p := {B € Gl(n,Z); Gp * B = Gp} diagramu D na skon-
czonym zbiorze Morp. Zatem funkcja ¢p redukuje problemy 1° oraz 2° do analogicznych pro-
bleméw klasyfikacji i obliczania Gl(n,Z)p-orbit skoficzonego zbioru Morp C M, (Z) macierzy
Z-odwracalnych, dla ustalonego diagramu Dynkina D.

Stosujac te redukcje zredukowaliSmy problem klasyfikacyjny 2° do budowania tzw. algoryt-
moéw toroidalno-oczkowych doktadnie opisanych w rozdziatach 6 oraz 7.

W drugiej uzupetnionej wersji rozprawy dodalidémy rozdziat 8, w ktorym szacujemy ztozonoscé
obliczeniowa stosowanych algorytmow.

Wigkszo$¢ z najwazniejszych wynikéw tej rozprawy zostata opublikowana:

e w czterech artykutach naukowych [8], [24], [30], [31] w czasopismach specjalistycznych:
Fund. Inform. 2013, Discrete Math. 2013, J. Comp. Appl. Math. 2014 oraz Discrete Appl.
Math. 2015, oraz

e w czterech artykutach pokonferencyjnych [9], [27],[28] oraz [29].

Zmaczacy czesé tych wynikow autor przedstawil w referatach na nastepujacych miedzynaro-
dowych konferencjach naukowych:

e Fxperiences in computing mesh root systems for Dynkin diagrams using Maple and C++,
wygloszony podczas: International Symposium on Symbolic and Numeric Algorithms for
Scientific Computing - SYNASC11, 26.09-29.09.2011r. Timisoara, Rumunia,

e On Coxeter Spectral Study of Edge-Bipartite Graphs, Matriz Morsifications and Mesh
Root Systems for Dynkin Diagrams, wygtoszony podczas: Cologne - Twente Workshop on
Graphs and Combinatorial Optimization - CTW, 29.05-31.05.2012r. Monachium, Niemcy;,

e On computing mesh root systems and the isotropy group for simply-laced Dynkin diagrams,
wygloszony podczas: International Symposium on Symbolic and Numeric Algorithms for
Scientific Computing - SYNASC12, 26.09-29.09.2012r. Timisoara, Rumunia,

e On Cozxeter type classification of loop-free edge-bipartite graphs and matriz morsifications,
wygloszony podczas: International Symposium on Symbolic and Numeric Algorithms for
Scientific Computing - SYNASC13, 23.09-26.09.2013r. Timisoara, Rumunia.



4 [. Wprowadzenie

1. Wprowadzenie

Przypomnijmy, ze podstawowa cze$¢ rozprawy poswiecona jest prostym grafom oznakowa-
nym oraz grafom krawedziowo-dwudzielnym A = (Ag,A;) o n > 1 wierzchotkach (zobacz
definicje 2.1.1 oraz 2.1.8) z dodatnio okreslona symetryczna macierza Grama Ga € M, (Q)
zdefiniowana w definicji 2.1.11, a takze ich klasyfikacji spektralnej Coxetera omoéwionej w pod-
rozdziale 2.2. Badania te zalicza si¢ w literaturze przedmiotu do spektralnej teorii grafow, gdyz
badana tu klasa graféw krawedziowo-dwudzielnych jest podklasg multigraféw oznakowanych,
zwanych w literaturze angielsko-jezycznej signed graphs, w skrocie sigraphs.

W zwiazku z tym, wprowadzenie do spektralnej klasyfikacji Coxetera prostych graféw ozna-
kowanych oraz graféw krawedziowo-dwudzielnych poprzedzimy przypomnieniem podstawowych
definicji, faktow i krotkich informacji o spektralnej analizie grafow i jej zastosowaniach, zobacz
[15], [18]-[21], [33], [56], [64]. W rozdziale tym przedstawimy réwniez zarys genezy spektralnej
analizy Coxetera oraz jej wykorzystanie w klasyfikacji spektralnej zbioréw czedciowo uporzad-
kowanych, zobacz [10]-[12], [22], [36]—[38], [48], [49], [61], [62], [65], [67], [70].

1.1. Informacje wstepne o spektralnej analizie graféw

Przypomnijmy, ze jednym z celow spektralnej teorii graféw jest badanie wtasnosci wybranych
klas graféw przy uzyciu wlasnosci spektrum ich macierzy sasiedztwa lub macierzy sasiedztwa
“wzbogaconych pewnymi parametrami” zaleznymi od badanej klasy grafow (zobacz paragraf 1.2).

Aby ustali¢ podstawowe oznaczenia uzywane w calej rozprawie, przypominamy w tym pod-
rozdziale definicje grafu, grafu prostego, macierzy sasiedztwa grafu, spektrum grafu, izomorfizmu
i kospektralnosci graféw. Stosujemy tu terminologie wprowadzong w rozdziale 1.1 monografii
[20] oraz w rozdziale 1.1 monografii [21].

DEFINICJA 1.1.1. Grafem nazywamy pare A = (A, A1), w ktorej Ag jest niepu-
stym skonczonym zbiorem wierzchotkéw oraz A, jest skonczonym zbiorem krawedzi. Symbolem
Aq(a,a") C Ay oznaczamy zbiér krawedzi incydentnych z wierzchotkami a,a’ € A,.

Grafem prostym nazywamy graf A = (Ag, A;), ktéry nie posiada petli i wielokrotnych
krawedzi, tzn. Aq(a,a) = () oraz |Aq(a,d’)| < 1, dla dowolnych wierzchotkéw a,a’ € A,.

DEFINICJA 1.1.2. Zalézmy, ze A = (Ag, A1) jest grafem prostym, w ktérym A, =
{ai,...,a,} oraz n > 1, tzn. wierzchotki grafu A sa ponumerowane liczbami 1,..., n.

(a) Macierza sasiedztwa grafu A nazywamy macierz symetryczng

1 ;istnieje krawedZ a;——ay,
0 ;nie istnieje krawedz a;

-----

aj.

AdA = [diAj]iajE{l n} € Mn(Z>, gdzie dzAJ = {
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(b) Spektrum grafu A nazywamy skonczony multizbiér spec, C R, wszystkich (rzeczy-
wistych) n-pierwiastkéw (liczac z krotno$ciami) wielomianu charakterystycznego Pa(t) =
det(tE — Ada) € Z[t] macierzy sasiedztwa Ada grafu A.

UWAGA 1.1.3. Cho¢ macierz sasiedztwa Ada grafu A zalezy od numeracji wierzchotkéw
ai,...,a,, to wielomian Pa(t) oraz spektrum spec, grafu A nie zaleza od wybranej numeracji
wierzchotkéw, a zaleza tylko od A (zobacz rozdziat 1.1 w monografii [20]).

Jednym z celow spektralnej analizy grafow jest badanie wlasnosci graféw A w terminach wta-
snosci spektrum ich macierzy sgsiedztwa Ada oraz badanie klas grafé6w kospektralnych, tzn.
w pelni scharakteryzowanych przez ich spektra; co oznacza, ze réwnos¢ ich spektréw implikuje
izomorfizm graféw w nastepujacym sensie.

DEFINICJA 1.1.4. Grafy A = (Ag, A1) i A = (A}, A)) nazywamy izomorficznymi, jezeli
istnieja dwie bijekcje g @ Ay — Af, ¢1 1 Ay — A takie, ze ograniczenie funkcji 5 +— ¢1(5)
do zbioru A;(a,a’) definiuje bijekcje ¢1(a,a’) : Ay(a,a’) — Al(po(a),po(a’)), dla dowolnych
wierzchotkéw a,a’ € Ay.

Taka pare bijekcji ¢ = (¢, 1) nazywamy izomorfizmem graféw A i A’

Szerokie klasy graféw charakteryzowanych przez swoje spektrum mozna znalezé w rozdziale
4 monografii [20], ktéry w catosci zostal poswiecony temu zagadnieniu. Nastepujace twierdzenie
orzeka, ze jedna z takich klas jest klasa graféw 2-regularnych (zobacz [20, Theorem 4.1.1]).
Przypomnijmy, ze graf nazywamy k-regularnym, jezeli stopien kazdego z jego wierzchotkow
jest réwny k € N.

TWIERDZENIE 1.1.5. Kazidy graf 2-reqularny A jest wyznaczony jednoznacznie przez
swoje spektrum spec, z doktadnoscig do izomorfizmu grafow.

Prowadzone od lat piec¢dziesiatych ubiegltego wieku badania, pozwolilty na wskazanie szeregu
zastosowan analizy spektralnej graféw oraz klasteryzacje grafow. Obejmuja one m.in. zagad-
nienia z obszaréw bioinformatyki, mechaniki kwantowej, sieci spotecznos$ciowych, sieci elek-
trycznych, telekomunikacji, izomorfizmu graféw, teoretyczne badanie wtasnosci grafow, a takze
praktyczne zastosowania w mechanizmach dzialania wyszukiwarek internetowych czy réwno-
wazeniu obciazenia (ang. load balancing). Wazniejsze z nich zostaly opisane w monografiach
R. A. Brualdiego i D. M. Cvetkoviéa [15], D. M. Cvetkovi¢a, P. Rowlinsona i S. Simica [20] oraz
artykule przegladowym [19].

Jednymi z najbardziej elementarnych, a jednoczesnie jednymi z pierwszych waznych za-
stosowan analizy spektralnej w teorii graféw sg twierdzenia 1.1.6 oraz 1.1.7 sformulowane na
nastepnej stronie.

Pierwsze z nich opisuje zwigzek pomiedzy dwudzielnoscig grafu A oraz symetrycznoscia jego
spektrum spec, (zobacz [20, Theorem 3.2.3-3.2.4]).

Drugie z nich (udowodnione w pracy [18]) opisuje zwiazek pomiedzy regularnoscia grafu A,
stopniami jego wierzchotkow oraz jego spektrum specy .

TWIERDZENIE 1.1.6. Jesli A= (Ag, Ay) jest spéjnym grafem prostym o n-wierzchotkach,
to nastepujgce trzy warunki sg rownowazne:
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(a) A jest dwudzielny, tzn. istnieje roztaczny podzial zbioru wierzchotkéw Ag = AU Ay taki,
ze dla kazdej krawedzi 8 € Ay(a,d’), a € Ay, d’ € Af,
(b) spektrum specy jest symetryczne wzgledem 0, tzn. X € spec, wtedy i tylko wtedy, gdy
—\ € specy,
(¢) An = —A1, gdzie n-wartoSciami wlasnymi wielomianu Pa(t) sg Ay > Ao >...2 A,
TWIERDZENIE 1.1.7. (L. Collatz, U. Sinogowitz, 1957) Niech A bedzie indeksem grafu
prostego A = (Ao, A1) (tj. najwickszq wartoscig wlasng macierzy sgsiedztwa Ada ) oraz niech
d(A) i 5(A) b@d@ odpowiednio Srednim i maksymalnym stopniem wierzchotkow grafu A.
(a) d(A) <A <o(A).
(b) d(A) = )\1 wtedy i tylko wtedy, gdy A jest grafem regularnym.
(c) Jezeli A jest grafem spojnym, to A\ = §(A) wtedy i tylko wtedy, gdy A jest grafem requ-
larnym.

Zastosowanie twierdzen 1.1.6-1.1.7 do uzyskania informacji o regularnosci i dwudzielnosci
grafu na podstawie jego spektrum ilustruja nastepujace dwa przyktady.

01 1 0 1 0

—‘2 100101

. o 100110

PrzykrAD 1.1.8. Jedli /03 o ,to Ada =7 ] o 01
L e 101001

01 0 1 1 0

Poniewaz wielomianem charakterystycznym macierzy sasiedztwa Ada jest
PA(t) = det(tE — Adp) = 1% — 9t* — 483 + 126 = #2(t — 3)(t — 1)(t + 2)?,
wiec specy = {3,1,0,0, -2, —2}.

e Na podstawie twierdzenia 1.1.6, A nie jest grafem dwudzielnym, poniewaz jego spektrum
nie jest symetryczne wzgledem 0.

e Na podstawie twierdzenia 1.1.7, A jest grafem 3-regularnym, gdyz A jest spojny oraz

A = 0(A) = 3.
000 10
o ——o 03 0 00 11
PRZYKEAD 1.1.9. Jesli A jest grafem | |, toAda =0 0 0 1 1
99 1 1.1 00
01 1 00
e Wielomianem charakterystycznym grafu A jest t° — 53 + 2t.

specA:{ 1/10 + 2y17, - \/10—2\/1_7,0,;\/10—2m,;\/10+2\/ﬁ}.

Na podstawie twierdzenia 1.1.6, A jest grafem dwudzielnym, poniewaz jego spektrum jest
symetryczne wzgledem 0.

Na podstawie twierdzenia 1.1.7, A nie jest grafem regularnym, gdyz A jest spojny oraz

_ 1 .
=d(A) <\ =5V10+ 2V/17 ~ 2.1358 < 6(A) =
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1.2. Modyfikacje macierzy sgsiedztwa i ich spektra

W spektralnej analizie grafow oprécz badania grafow A w terminach wtasnosci ich spek-
tréw spec, (tzn. spektrow ich macierzy sasiedztwa Ada), bada sie réwniez whasnodci graféw A
w terminach spektrow zmodyfikowanych macierzy sasiedztwa, w tym m.in. macierzy Laplace’a,
bezznakowej macierzy Laplace’a (G. Kirchhoff, 1847) oraz macierzy Seidela (J. H. van Lint,
J. J. Seidel, 1966). Wybo6r zmodyfikowanej macierzy sasiedztwa, ktérej spektrum jest wykorzy-
stywane w badaniu wybranej klasy graféw, zalezy od rozwazanego problemu oraz specyficznych
wtasnosci kazdej z tych klas.

Dla przyktadu, wartos$ci wtasne macierzy Seidel’a

Sa Z:J—E—Q-AdAGMn(Z)

prostego grafu A, w ktérej J = [1],xn jest macierza sktadajaca sie z samych jedynek, sa wyko-
rzystywane m.in. w badaniu graféw k-silnie regularnych (zobacz artykutl [64]).

Aby przyblizy¢ czytelnikowi rozprawy charakter uzyskanych na tej drodze wynikéw (a takze
ich analogie z wynikami spektralnej analizy Coxetera uzyskanymi przez nas w tej rozprawie),
przypomnimy teraz pare wybranych wtasnosci i zastosowan kilku zmodyfikowanych macierzy
sasiedztwa grafu oraz ich spektrow. Wyniki te zostaly przedstawione w rozdziale 7 monografii
[20] oraz artykutach przegladowych [33] i [56].

LEMAT 1.2.1. Niech A = (Ao, A1) bedzie grafem prostym o zbiorze (ponumerowanych)
wierzchotkow Ay = {ay,...,a,}. Niech Ada bedzie macierzq sqsiedztwa grafu A oraz niech
La = diag(dy, . ..,d,)—Ada € M, (Z) bedzie macierzq Laplace’a grafu A, gdzie d; jest stopniem
wierzchotka a; € Ay.

(a) Macierz Laplace’a L jest dodatnio pétokreslona, kazda z jej rzeczywistych wartosci wla-
snych \y 2> Ao >...2 N\, jest nieujemna, oraz
(al) A, =0;
(a2) liczba zerowych wartosci wltasnych jest réwna liczbie spdjnych skltadowych grafu A
(M. Fiedler, 1973);
(a3) jezeli A jest grafem spdjnym, to liczba t(A) drzew rozpinajgcych A jest réwna

AL A2 A

n

H(A) =

(b) Bezznakowa macierz Laplace’a LY := diag(dy, ...,d,) + Ada € M,(Z) jest dodatnio péi-
okreslona, kazda z jej rzeczywistych wartosci wlasnych \y > \o > ... 2> A\, jest nieujemna,
oraz
(b1) jezeli A jest grafem spajnym, to N, = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A jest grafem

dwudzielnym;
(b2) liczba zerowych wartosci wlasnych jest réwna liczbie dwudzielnych spdjnych sktado-
wych grafu A.

Nastepujacy przyktad ilustruje podstawowe roéznice pomiedzy spektrami macierzy Ada, La,
L} oraz Sa grafu A w zaleznosci od ich okreglonosci i symetrycznosei.
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o —9
PRZYKEAD 1.2.2. Jedli A: | ]|, to
o —e3
Maciers Wielomian Spektrum
charakterystyczny macierzy macierzy
0 1 1 1
Macierz 1010 4 2 11 1,1
sasiedztwa Ada = 110 1 t* — 5t — 4t 5—5V17,=1,0,5+5V17
1 0 1 0
) 3 -1 -1 -1
LMaalbacllaecreZ)’a La=|", ? ‘é O #t - 1088 + 3262 — 328 0,2,4,4
-1 0-1 2
Bezznakowa ? ; 1 (1)
macierz Li=|] | 3 1 t4 — 1083 +32t2 — 40t + 16|  3—+/5,2,2,34+/5
Laplace’a 101 2
0-1-1-1
Macierz -1 0-1 1
Seidel’s Sa=|"1 1 o1 t* —6t2 4+ 5 —V5,—1,1,4/5
-1 1 -1 0

Rozliczne zastosowania oraz réznorodnos¢ problemoéow, w ktérych rozwiazaniu udato sie
z powodzeniem wykorzystaé¢ analize spektralng graféow, staly sie w artykule [70] jedna z in-
spiracji do zdefiniowania i uzycia analizy spektralnej Coxetera w badaniu graféw krawedziowo-
dwudzielnych A = (Ag, Ay, A7, AT) (w sensie definicji 2.1.8) oraz zbioréw czegéciowo uporzad-
kowanych I = (I, =<). Pobiezne wprowadzenie do tej tematyki przedstawiamy w nastepnym
paragrafie.

1.3. O genezie spektralnej analizy Coxetera

Przedmiotem badan w rozprawie sg przede wszystkim spdjne grafy oznakowane, tzn. grafy
proste A = (Ag, Ay), ktérych krawedzie sa oznakowane jednym ze znakéw + lub —. Jednym
z gtéwnych problemow badanych w tej rozprawie jest klasyfikacja grafow oznakowanych z do-
ktadnoscig do dwuliniowej Z-kongruencji ~; zdefiniowanej w rozdziale 2, a takze rozwigzanie
pewnych probleméw z analizy spektralnej graféw, sformutowanych w artykutach [70] oraz [48],
[49]. Gléwne 7z tych probleméw przypominamy w paragrafie 2.2.

W badaniu graféw oznakowanych uzywamy przede wszystkim metod i technik spektralne;j
analizy Coxetera graféw krawedziowo-dwudzielnych wprowadzonej i rozwijanej w artykutach
[70] oraz [48], [49] jako wersja spektralnej analizy grafow (omoéwionej pobieznie w podrozdziale
1.2). Gléwnymi narzedziami tych metod jest stowarzyszenie z kazdym grafem oznakowanym
A o n > 1 wierzchotkach (ogdlniej, z grafem krawedziowo-dwudzielnym A w sensie definicji
2.1.8) jego niesymetrycznej macierzy Grama Ga € M, (Z), macierzy Coxetera Coxa = Ga -
GA'" € M, (Z) oraz jej zespolonego spektrum specc, C C, zwanego spektrum Coxetera grafu
A. Metoda ta polega m.in. na badaniu dwuliniowej Z-kongruencji =~y graféw oznakowanych
w terminach ich spektrum Coxetera specc, C C. U podstaw spektralnej analizy Coxetera leza
liczne wezesniej rozwijane teorie i zastosowania, w tym m.in.:
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(a) klasyfikacja catkowitych form kwadratowych, w szczegblnosei form stabo dodatnio okre-
slonych oraz stabo dodatnio pétokreslonych w powigzaniu z diagramami Dynkina i dia-
gramami Euklidesa (prace Barot [4], Barot-de la Pena [5, 6], Drozd [22], Dréxler [23], von
Hohne [42], von Hohne-de la Pena [43], Marczak-Polak-Simson [55], Ovsienko [59]),

(b) badanie struktury i kombinatorycznych wlasnosci zbioréw czeSciowo uporzadkowanych
(w skrocie: porzadkow) oraz ich reprezentacji macierzowych (monografie Gabriel-Roiter
[32] 1 Simson [65] oraz prace Drozd [22], Bondarenko-Stepochkina [11, 12], Bondarenko-
Futorny-Klimchuk-Sergeichuk-Yusenko [10], Gasiorek [35], Gasiorek-Simson-Zajac [37, 38|,

[67]),
(c) opis algorytmiczno-graficzny rozwiazan catkowitych szerokiej klasy kwadratowych réwnan
diofantycznych ¢(z1, ..., x,) = d, podany w pracach Simsona [68] oraz [69] (w powiazaniu

z X Problemem Hilberta oraz problemami teorii liczb o przedstawialnosci “liczb przez
formy”, zobacz rozdzial 2 monografii Borevich-Shafarevich [13]),

(d) czedciowe rozwigzanie problemu istnienia Z-kongruencji dla macierzy A oraz A" € M, (Z)
sformutowanego w pracach Horna-Sergeichuka [44], Gerasimovej-Horna-Sergeichuka [39],
Simsona [72], oraz badanego w pracach Gasiorek-Simson [36], Simson-Zajac [79],

(e) klasyfikacja nieprzywiedlnych ®-oczkowych zredukowanych systeméw pierwiastkéw (prace
Simson [68]-[72], Felisiak-Simson [27]-[30], oraz nowe prace Kasjan-Simson [48]-[50] za-
wierajace gruntowne omoéwienie problemu),

(f) klasyfikacja kategorii pochodnych D’( mod R) (z doktadnogcia do tréjkatnej réwnowaz-
nosci) dla skonczenie wymiarowych K-algebr R nad cialem algebraicznie domknietym K,
a takze analiza struktury tubularnej ich kolczanéw Auslandera-Reiten w zaleznosci od
rozkladow wielomianéw Coxetera coxg(t) € Z[t] takich algebr R na iloczyn wielomianéw
cyklotomicznych (prace Lenzing-de la Pena [54], Simson [69], Zhang [82, 83] oraz trzy
najnowsze publikacje (z 2014 i 2015 roku): Mréz-de la Penia [58], de la Penia [60] i Simson
[74]),

(g) klasyfikacja zbioréw czeSciowo uporzadkowanych w terminach ich spektrum Coxetera
(omoéwione w nastepnym podrozdziale).

1.4. O spektralnej analizie Coxetera zbioréw czesSciowo
uporzadkowanych

U podstaw spektralnej analizy Coxetera graféw oznakowanych oraz graféw krawedziowo-
dwudzielnych sformalizowanej w artykule [69], leza gléwne idee spektralnej analizy Coxetera
zbioréw czesciowo uporzadkowanych (I, =) (w skrécie: porzadkéw) sformutowanej w jawnej
postaci w pracach Simson [67] oraz Simson-Zajac [79].

Przypomnijmy, ze kazdemu takiemu skonczonemu porzadkowi I = (I, <) on > 1 elementach
ai, ..., ay,, przyporzadkowuje sie macierz incydencji

: 1 ;edy a; =2 ay,
Cr= [Cij]i,je{l ..... n} € M,,(Z), gdzie c;; = { 0 :edy a; £ aj-.
Poniewaz det C; = 1, wiec istnieje macierz
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Cox; := —Cr - C7" € M, (Z),
zwana macierza Coxetera porzadku I. Wielomian charakterystyczny
coxy(t) := det(t - E — Cox;) € Zlt],

macierzy Cox; nazywa si¢ wielomianem Coxetera porzadku I, a zbiér specc; C C jego wszyst-
kich n zespolonych pierwiastkéw (liczac z krotno$ciami) nazywa sie spektrum Coxetera porzadku
1.

Dowodyzi sie, ze cox;(t) oraz specc; nie zaleza od numeracji elementéw ay, ..., a,. Ponadto
specc; jest podzbiorem okregu jednostkowego

S'={zeClz| =1} CC,

gdy symetryczna macierz Grama G; = % (C7 + C') porzadku I jest dodatnio pétokreslona.
Jednym z zadan tej teorii jest podanie pelnej klasyfikacji porzadkéw (spetniajacych pewne
warunki nieujemnosci) wzgledem Z-kongruencji I ~y J zdefiniowanej nastepujaco:

I =y J wtedy i tylko wtedy, gdy macierze C; oraz C'; sa Z-kongruentne,
tzn. istnieje macierz B € M,,(Z) taka, ze Cy = B - Cr - B oraz det B = +1.

Dla szerokiej klasy spéjnych porzadkéw udowodniono nastepujace réwnowaznosci.

(i) Jesli symetryczna macierz Grama G jest dodatnio okreslona, to I =~z J wtedy i tylko
wtedy, gdy specc; = specc;.
(ii) Jesli symetryczna macierz Grama G jest dodatnio pétokreslona, to I =z J wtedy i tylko
wtedy, gdy specc; = specc; oraz Dyn; = Dynj,
gdzie Dyn; jest jednorodnym diagramem Dynkina (zobacz tabela 1) stowarzyszonym z porzad-
kiem I w artykutach [37] oraz [38].
Wiyniki tego rodzaju mozna znalezé w pracach [10]-[12], [22], [36]-[38], [61], [62], [65], [67]
oraz w rozprawie doktorskiej M. Gasiorka [35].
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2. Problemy klasyfikacji prostych graféw oznakowanych
oraz graféw krawedziowo-dwudzielnych

Jednym z gtéwnych celéw tej rozprawy jest klasyfikacja spdjnych prostych graféw ozna-
kowanych A = (Ag, A;) (zdefiniowanych w paragrafie 2.1) z dodatnio okreslona symetryczna
macierzg Grama Ga, a takze spojnych dodatnich krawedziowo-dwudzielnych grafow A bez petli
(zdefiniowanych w definicji 2.1.8) o n > 1 wierzchotkach, wzgledem silnej Z-kongruencji Grama
~z, zdefiniowanej w pracy [70] nastepujaco:

(2.0.1) A=y N < Ga = B"-Ga- B, dla pewnej macierzy B € Gl(n,Z),
gdzie Ga € M,(Z) jest niesymetryczng macierza Grama w sensie definicji 2.1.11, natomiast
(2.0.2) Gl(n,Z) :={B € M,,(Z); detB=+1} C M,(Z),

jest grupa wszystkich Z-odwracalnych macierzy w pelnej algebrze macierzy M, (Z).

Jednym z wazniejszych osiagnieé tej rozprawy jest podana w rozdziale 4 pelna klasyfikacja,
z doktadnoscig do silnej Z-kongruencji Grama =7, wszystkich spojnych prostych graféw oznako-
wanych o n < 9 wierzchotkach z dodatnio okreslong symetryczng macierza Grama Ga € M, (Q)
w sensie definicji 2.1.2. W twierdzeniu 4.1.2 podajemy petna liste takich prostych graféw ozna-
kowanych sktadajaca sie pieciu diagramow Dynkina oraz z listy innych 26-ciu graféw.

W dowodzie tego twierdzenia wykorzystujemy uzyskang w [70, Theorem 3.1] pelng klasyfi-
kacje wszystkich spojnych dodatnich krawedziowo-dwudzielnych graféow A bez petli wzgledem
stabszej Z-kongruencji ~z (zwanej staba Z-kongruencja Grama) zdefiniowanej nastepujaco

(2.0.3) A~y A < Gua = B"-Gx - B, dla pewnej macierzy B € Gl(n,Z),

gdzie Ga € M,,(Q) jest symetryczna macierza Grama w sensie definicji 2.1.11.

Mozna tatwo udowodnié, ze silna Z-kongruencja Grama A=z A’ implikuje réwnos¢ specc =
specc,, spektrow Coxetera oraz staba Z-kongruencje Grama A ~z A’ dla dowolnych dwdch
graféw oznakowanych A, A'.

Jednym z najwazniejszych otwartych probleméw analizy spektralnej Coxetera jest poda-
nie takich wlasnosci prostych graféw oznakowanych A oraz A’, ktore zapewniajg prawdziwosé
implikacji przeciwnej, zobacz [70].

Oprécz petnej klasyfikacji podanej w twierdzeniu 4.1.2, innym istotnym osiggnieciem roz-
prawy jest nastepujace rozwigzanie tego problemu dla graféw o co najwyzej 9-ciu wierzchotkach
podane w twierdzeniu 4.1.5 oraz w rozdziale 4.



II. Problemy klasyfikacji prostych graféw oznakowanych oraz graféw
12 krawedziowo-dwudzielnych

ROZWIAZANIE 2.0.4. Jesli A, A sq parg spéjnych prostych graféw oznakowanych on < 9
wierzcholkach z dodatnio okreslonymi symetrycznymi macierzami Grama Ga,Gar € M, (Q), to
rownosé spektrow Cozetera specc, = speccy, implikuje Z-dwuliniowq réwnowaznosé A ~z A'.
Ponadto w tej sytuacji konstruujemy algorytmy numeryczne i graficzne obliczajgce Z-odwracalng
macierz B € Gl(n,Z) definiujgcq te Z-réwnowainosé A ~z A" (tzn. takq, e Gar = B -Ga-B).

W dowodzie rozwiazania 2.0.4 oraz w uzyskaniu klasyfikacji podanej w twierdzeniu 4.1.2
istotnie wykorzystujemy nastepujace prawe dziatanie

(2.0.5) 1 M,(Q) x Gl(n,Z) — M,,(Q), (A,B)— AxB=B"-A-B,

grupy liniowej Gl(n, Z) na przestrzeni Q-liniowej M,,(Q) (zobacz rozdziat 2.2). Dziatanie to jest
jednym z podstawowych narzedzi technicznych, stosowanych w rozprawie z duzym powodzeniem.
U podstaw jego zastosowan lezg nastepujace dwie proste uwagi wynikajace wprost z definicji.

(a) A ~z A’ wtedy i tylko wtedy, gdy symetryczne macierze Grama Gar, Ga leza w jednej
orbicie dziatania (2.0.5),

(b) A =z A" wtedy i tylko wtedy, gdy niesymetryczne macierze Grama Gar, G lezg w jednej
orbicie dziatania (2.0.5).

Innym istotnym faktem wykorzystywanym w dowodzie rozwiazania 2.0.4 oraz w uzyskaniu
klasyfikacji podanej w twierdzeniu 4.1.2 jest nastepujace twierdzenie klasyfikacyjne wynikajace
z [70, Theorem 3.1].

TWIERDZENIE 2.0.6. Jesli A jest spéjnym prostym grafem oznakowanym on > 1 wierz-
cholkach z dodatnio okreslong symetryczng macierzqg Grama Ga € M, (Q), to istnieje diagram
Dynkina D € {A,,n > 1,D,,n > 4, Eq, E7,Eg} (z0bacz tablica 1) oraz macierz B € Gl(n,Z)
takie, ze Gp = B - Gao - B = Ga x B, tzn. B definiuje stabg Z-kongruencje Grama

A~y D.

Diagram Dynkina D, ktorego istnienie gwarantuje twierdzenie 2.0.6 nazywamy typem Dyn-
kina spdjnego prostego grafu oznakowanego A. Zardéwno diagram D, jak tez macierz B €
Gl(n,Z) definiujaca Z-kongruencje A ~z D, zastosujemy w rozdziale 3 do konstrukeji funk-
cji
: ¢p : UBigr, — Morp C M, (Z),

(zobacz 3.0.3) redukujacej rozwiazanie probleméw sformutowanych dla prostych graféw ozna-
kowanych do problemu klasyfikacji orbit dziatania (2.0.5) ograniczonego do zbioru Morp mor-
syfikacji macierzowych zdefiniowanych w paragrafie 3.1.

Przedstawmy teraz szkic planu rozdziatu 2. W podrozdziale 2.1 przypominamy definicje:
grafu oznakowanego i jego spektrum, grafu krawedziowo-dwudzielnego, symetrycznej i niesyme-
trycznej macierzy Grama, dodatniodci grafu oraz pojecia z nimi zwiazane, zobacz [2], [41], [70]
oraz [81].

Podrozdzial 2.2 jest poswiecony problemowi klasyfikacji dodatnich, spojnych, krawedziowo-
dwudzielnych graféw bez petli wzgledem stabej Z-kongruencji Grama ~yz oraz silnej Z-kongru-
encji Grama =y, a takze przypomnieniu znanych faktéw z tej tematyki. Przypominamy m.in.,
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definicje macierzy Coxetera, spektrum Coxetera oraz zwiazek pomiedzy spektrum Coxetera
oraz spektrum macierzy sasiedztwa dla specjalnych graféw oznakowanych (zobacz [20], [45],
[46], [67]-[70]).

W ostatnim podrozdziale 2.3 przeprowadzamy dyskusje na temat gtéwnych otwartych pro-
bleméw spektralnej klasyfikacji Coxetera bigraféw dodatnich.

2.1. Grafy oznakowane i krawedziowo-dwudzielne

Grafy krawedziowo-dwudzielne (ang. edge-bipartite graphs, w skrocie: bigraphs) zostaly zde-
finiowane w pracy Simsona [70] jako specjalna klasa (multi)graféw oznakowanych (ang. signed
graphs, w skrocie: sigraphs). Koncepcja i zastosowanie graféw oznakowanych zostaly podane
w 1953 roku przez Franka Harary w pracy [41]. Bezposrednim celem ich wprowadzenia byto opi-
sanie proceséw badanych przez psychologie spoteczna. W ostatnich czterdziestu latach badania
klasy graféw oznakowanych byly prowadzone z powodzeniem m.in. przez Thomasa Zaslavsky
(zobacz [81]) oraz Belmannu Acharya (zobacz [2]). W dalszej czesci pracy bedziemy stosowali
oznaczenia wprowadzone w artykule [70].

Przypomnijmy teraz definicje grafu oznakowanego, jego macierzy sasiedztwa, macierzy
Grama oraz spektrum, ktére zostaly wprowadzone w pracach [2], [41], [70], [81].

DEFINICJA 2.1.1. Grafem oznakowanym nazywamy trojke A = (Ag, Ay, sgn), gdzie
(Ao, Ay) jest grafem prostym oraz sgn : Ay — {+, —} jest przyporzadkowaniem kazdej krawedzi
B grafu (Ag, Ay) znaku sgn() ze zbioru {4, —}.

DEFINICJA 2.1.2. Niech A = (Ag, Ay, sgn) bedzie grafem oznakowanym o n > 1 wierz-
chotkach ay, ..., a,.

(a) Macierza sasiedztwa grafu oznakowanego A = (Ag, A, sgn) nazywamy macierz
symetryczng
—1 ;gdy istnieje q;—— ajs
Ada = [dz%]i,je{l,...,n} € M, (Z), gdzie diAj = 1 ;gdy istnieje g,— ajs

0 ;Al(ai,aj) = Q)

(b) Niesymetryczna macierza Grama oznakowanego grafu A = (A, Ay, sgn) nazywamy
macierz gornotrojkatna

1 dp dyy,
3§ 0 1 ... d>
(2.1.3) Gar=|. . . . | EM(2).
0 0 1
Symetryczng macierza Grama grafu A = (A, Ay, sgn) nazywamy macierz syme-

tryczng

1 1 - 1
(2.1.4) Ga=E+5Ads =3 [Ga+GE] eM, (QZ> .
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(c) Spektrum grafu A = (Ay, Ay, sgn) nazywamy skoriczony zbiér spec, C R, wszystkich
n-pierwiastkéw (rzeczywistych, liczac z krotno$ciami) wielomianu charakterystycznego

PA(t) :=det(t- E — Ada) € Z]t]
macierzy sasiedztwa Ada.

Jednym z podstawowych zagadnien rozwazanych w literaturze naukowej o grafach oznako-
wanych jest odpowiedz na pytanie: Czy graf jest zbalansowany? (tzn. czy kazdy jego cykl jest
dodatni?). Przypomnijmy, ze cykl nazywamy dodatnim, gdy liczba wchodzacych w jego sktad
krawedzi ze znakiem “—” jest parzysta (zobacz [41]).

Zastosowanie grafow oznakowanych w teorii rownowagi spotecznej ilustruje nastepujacy pro-
sty przyktad opisujacy stabilna (inaczej zbalansowana) relacje trzech oséb.

PRZYKEAD 2.1.5. Niech A = (Ag, Ay,sgn) bedzie grafem oznakowanym w ktérym graf

[ ]
(Ap, A1) ma postaé A : o7 1\.3. Wierzchotki grafu mozna utozsamié z trzema réznymi
osobami, natomiast znaki krawedzi symbolizuja taczace ich wzajemne relacje, tzn. znak “+”

oznacza sympatie, zas “—” oznacza wrogosc¢. Istniejg tylko cztery oznakowania sgn, w ktoérych
graf pozostaje zbalansowany:

RN N RN PR
(a‘) : (D) T .3 ) (b> : (D) — .3 ? (C) : (D) — .3 ) (d) : T
Przypadek (a) obrazuje relacje wzajemnej sympatii trzech oséb, natomiast przypadki (b)—(d)

odpowiadaja maksymie Roberta Ludluma: “Wrog mojego wroga jest moim przyjacielem”.

Nastepujace twierdzenie udowodnione w pracy [2] (B. Acharya, 1980) opisuje zwiazek po-
miedzy spektrum spec, grafu oznakowanego A oraz jego zbalansowaniem.

TWIERDZENIE 2.1.6. (B. Acharya, 1980) Graf oznakowany A = (Ao, Ay, sgn) jest zba-
lansowany wtedy i tylko wtedy, gdy specy = specy, gdzie A = (Ag, A1) jest grafem nieoznako-
wanym otrzymanym z A przez zapomnienie oznakowania.

Nastepujacy przyktad ilustruje wykorzystanie twierdzenia 2.1.6.

o3 0 1-1 0 0110
PRZYKEAD 217, Jeslin: /| N jtoAdy=| ! 070 Tagg=[t 011}
T 0 1-1 0 0110

o Pa(t)=Px(t)=t* =512 —dt =t(t* =5t —4) = t(t + 1)(t* — t — 4).
® spec, = Speci = {% — %\/1_7, —1,0, % + %\/17}.

e Poniewaz spec, = specy, wiec graf oznakowany A = (Ag, Ay, sgn) jest zbalansowany,
na podstawie twierdzenia 2.1.6.

Oprécz prostych graféw oznakowanych A = (Ag, A1, sgn), przedmiotem badan w rozprawie
jest réwniez nastepujaca szersza klasa (multi)graféw oznakowanych, zwanych grafami krawe-
dziowo-dwudzielnymi, zdefiniowana i systematycznie badana w artykule [70].
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DEFINICJA 2.1.8. Grafem (multigrafem) krawedziowo-dwudzielnym nazywamy
czworke A = (Ao, Ay, A7, AT), gdzie Ay jest niepustym zbiorem wierzchotkéw, A; jest skon-
czonym zbiorem krawedzi, natomiast A7, Al sa rozlagcznymi podzbiorami zbioru A; takimi, ze
A = A7 UAT oraz

Ai(a,a’) = A7 (a,d’) Tub A(a,d’) = Af (a,d’),
gdzie Aq(a,a’) C Aq oznacza zbioér krawedzi incydentnych z wierzchotkami a,a’ € Ay.

Krawedzie ze zbioru A7 (a,d’) przedstawiaé¢ bedziemy jako ciagle tuki a a’, natomiast

krawedzie ze zbioru Af(a,d’) jako tuki przerywane a- - - -a’. Petly nazywamy krawedz 3 €

Ay (a,a), tj. (\Z/\lub@

UMOWA 2.1.9. W dalszej czeéci rozprawy graf krawedziowo-dwudzielny A= (Ag,A1,A7,AT)
bedziemy nazywali dla uproszczenia bigrafem i oznaczali go symbolem A = (Ag, Ay), jesli nie
bedzie to prowadzilo do nieporozumienia. Symbolem Bigr, bedziemy oznaczali zbiér wszystkich
graféw krawedziowo-dwudzielnych o n > 1 wierzchotkach.

Uwagi historyczne. (a) Niezaleznie od badan prowadzonych w teorii graféw i poswieco-
nych spektralnej analizie graféw oznakowanych, w teorii reprezentacji algebr oraz w algebraicznej
teorii form kwadratowych uzywano i badano specjalng klase graféw nazywanych bigrafami cat-
kowitych form kwadratowych ¢ : Z" — Z (tzw. unit forms). Sa to w istocie grafy oznakowane,
cho¢ tak ich nie nazywano w literaturze z teorii reprezentacji.

Wystepowaty one i byty z powodzeniem powszechnie stosowane od poczatku lat siedemdzie-
siatych ubiegtego wieku w pracach I. M. Gelfanda, L. A. Nazarovej, A. V. Roitera, P. Gabriela,
C. M. Ringela, J. A. de la Peni, H. Lenzinga, D. Simsona, A. Skowronskiego oraz ich uczniow
(zobacz [3], [7], [32], [54], [63], [65], [77], [78], [82]).

(b) Definicja 2.1.8 grafu krawedziowo-dwudzielnego uzywana w rozprawie zostala wprowa-
dzona w artykule [70] jako formalizacja pojecia bigrafu catkowitej formy kwadratowej w powia-
zaniu z badaniami prowadzonymi w teorii reprezentacji algebr oraz ich kategorii pochodnych.
Idee te zostaly doktadniej oméwione w artykutach Simsona [69, 70], a takze w [65, 67, 68].

UMOWA 2.1.10. (a) W dalszej czeéci rozprawy bedziemy traktowali dowolny skoticzony
(multi)graf A = (Ag, A1) bez petli jako graf krawedziowo-dwudzielny, definiujac zbiory A7 oraz
AT wzorami Aj (a,a’) = Ay(a,d’) oraz Af (a,a’) = 0, dla dowolnych a,a’ € Ay.

(b) Analogicznie, dowolny skonczony prosty graf oznakowany A = (Ag, Ay, sgn) bedziemy
traktowali jako graf krawedziowo-dwudzielny przyjmujac A7 (a,a’) = Aj(a,d’), gdy istnieje
(jedyna) krawedz 3 € Ai(a,d’) taka, ze sgn() = —, oraz przyjmujac Af(a,d’) = Ai(a,a’)
w przeciwnym wypadku.

W analizie kombinatorycznych i spektralnych wtasnosci graféw krawedziowo-dwudzielnych
A = (Ag, A1, AT, AT) uzywa sie zaréwno ich macierzy sasiedztwa, jak tez zmodyfikowanych
macierzy sasiedztwa (zobacz paragraf 1.2) zdefiniowanych w artykutach [68] oraz [70] jako nie-
symetryczna i symetryczna macierz Grama bigrafu A w naste¢pujacym sensie.

DEFINICJA 2.1.11. Niech A = (Ag, Ay, A7, AT) € Bigr, bedzie grafem krawedziowo-
dwudzielnym bez petli. Ustalmy numeracje Ag = {aq,...,a,} w zbiorze A, wierzchotkéw bi-
grafu A.
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(a) Niesymetryczng macierza sasiedztwa A wzgledem numeracji aq, ..., a, nazywamy
macierz
—|AT(2,7)] ;i< j oraz istnieje a;——ay,
Dp = [diAj]i,j:{lwn} € M, (Z), gdzie d@ = |AT(i,7)] ;i< j oraz istnieje a;- - - -a;,
0 ;0>7.
Symetryczng macierza sagsiedztwa A nazywamy Ada := Da + DX € M,,(Z).
Zauwazmy, ze d5y =...= d5, = 0, gdyz A nie posiada petli.
(b) Niesymetryczna macierza Grama A nazywamy macierz
1 dfy diy - d,
1 d5
Gai=E+Dx= o e ML(Z).
0 1.,

1
Symetryczng macierza Grama nazywamy Ga = + (G’A + G’X) =F+3Ada.

DEFINICJA 2.1.12. Niech A = (Ag, A;) bedzie grafem krawedziowo-dwudzielnym bez

petli z ustalona numeracja wierzchotkow {ay,...,a,}.
(a) Forma kwadratowa grafu krawedziowo-dwudzielnego A nazywamy wielomian
(2.1.13) ga(z) =i +.. +ao+ > dfjxixj =1-Gpa-2" =2 -Gp -2
1<i<j<n
zmiennych = = (zq,...,2,).

(b) Zbiorem pierwiastkéw grafu krawedziowo-dwudzielnego A nazywamy zbiér R :=
{v € Z"qga(v) =v-Ga - 0" =1} C Z" wszystkich pierwiastkow v = (vq,...,v,) € Z"
formy kwadratowej ga(x) stowarzyszonej z A. Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

Ra=Ra(l):={v€Z"qa(v) =v-Ga-v" =1},
(2.1.14) Ra(d) :={v € Z";qga(v) = v - Ga - 0" = d},
RE(d) :={v € Ra(d);vy,...,v, > 0},

dla dowolnej liczby d € Z.

(¢) Graf krawedziowo-dwudzielny A nazywamy dodatnim (odp. nieujemnym), jesli stowa-
rzyszona z nim forma kwadratowa ga : Z" — 7Z (2.1.13) jest dodatnio (odp. nieujem-
nie) okreslona, tzn. ga(v) > 0 (odp. ga(v) > 0) dla dowolnego niezerowego wektora
v=(v1,...,0,) € Z".

(d) Symbolem UBigr, C Bigr, oznaczamy zbiér wszystkich spdjnych, krawedziowo-dwu-
dzielnych graféw bez petli o n > 1 wierzchotkach.

(e) Symbolem UBigr} C UBigr, C Bigr, oznaczamy zbiér wszystkich dodatnich, spdjnych,
krawedziowo-dwudzielnych graféw bez petli o n > 1 wierzchotkach.

UWAGA 2.1.15. Definicje macierzy sasiedztwa, macierzy Grama, formy kwadratowej
ga(z) i zbiory jej pierwiastkow zaleza od numeracji aq,...,a, wierzchotkéw bigrafu A, na-
tomiast definicje dodatniosci i nieujemnosci bigrafu A nie zaleza od numeracji wierzchotkéw
(zobacz lemat 2.2.1).
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@3~ — @y

PRZYKEAD 2.1.16. (a) Bigraf A: | | jest prostym grafem oznakowanym.
o] — —0)
111 0
o Macierz Gp = 8 (1) (1) _1 jest niesymetryczng macierza Grama bigrafu A.
000 1

e Formg kwadratowa bigrafu A jest
qa(r) = 27 + 25 + 23 + 25 + 21 (T2 + 73) — ToTy + T374.
Stosujac algorytm Lagrange’a (zobacz dodatek A.5) obliczamy postaé kanoniczng ga ()
1 1 \? 3 2 1 \? 2 I \* 1,
qa(r) = (xl + 5ot 2x3> +7 (xg — g% Bxg) +3 <x3 + 2I4> + 57
Stad wynika, ze ga(v) > 0 dla dowolnego v € Z* oraz dla dowolnego niezerowego wektora

v € Z* zachodzi nier6wno$é¢ gqa(v) > 0. Zatem A jest dodatnim grafem krawedziowo-
dwudzielnym.

Stosujac algorytm ograniczonego zliczania (zobacz algorytm A.3) obliczamy zbiér R a
pierwiastkéw bigrafu A skladajacy sie z 24 wektoréw grupy Z* przedstawionych na naste-
pujacej liscie:

Ra = Ra(l) = {(1,0,0,0),(~1,0,0,0),(0,1,0,1),(-1,0,1,0), (—1,1,0,0), (—1,1,0, 1),
(=1,1,1,0), (0,—-1,0,—1), (0,—-1,0,0), (0, —1,1,—1), (0,0, — ,),(0 ~1,1),(0,0,0,1),
(0,0,0,—1),(0,0,1,—1),(0,0,1,0), (0,1, — 1,1)( 1,0,0), (1, -1, —1,0), (1, ~1,0, 1),
(1,—1,0,0),(1,0,—1,0),(1,0,—1,1),(—1,0,1,—1)}.

(b) Jedli A’ : e1= = =#3 to G :{ é % oraz qar(x) = o7 + 23 + 20129 = (21 + 22)*.
Stad wynika, ze ga/(v) > 0 dla dowolnego v € Z?. Zatem A’ jest nieujemnym grafem
krawedziowo-dwudzielnym. Poniewaz dla wektora w = (1,—1) # 0 zachodzi réwnosé

ga(w) = 0, wiec A nie jest dodatni.

Poniewaz (11 +%2)? = 1 & 11+ 79 = £1 & 19 = +1 — 21, wiec zbidr pierwiastkow Ras
bigrafu A’ jest nieskoniczony i sktada sie z wektoréw postaci +e; + (=\, \) € Z?, gdzie
A€EZ.

Wazng role w kilku dowodach twierdzen naszej rozprawy odgrywa nastepujacy lemat o skon-
czonosci zbioru pierwiastkow.

LEMAT 2.1.17. Zatéimy, zen > 1 oraz A € UBigr,, jest grafem krawedziowo-dwudzielnym
bez petli. Jesli A jest dodatni, to zbior Ra(d) = {v € Z";qa(v) = d} jest skoriczony, dla do-
wolnej liczby naturalnej d > 1. Ponadto dla dowolnego wektora v € Ra(d) zachodzi nieréwnosé

[|v]| < M, = ‘/W gdzie S"' = {v € R™; ||v|| = 1} jest sferq jednostkowq w przestrzeni
Fuklidesa R™.

Dowsd. W dowodzie wykorzystamy argumenty zastosowane w dowodzie twierdzenia 11.94
w monografii [65] (zobacz [66, Twierdzenie 1.58], [68, Proposition 4.1]). Zatézmy, ze A € UBigr,,
jest dodatnim grafem krawedziowo-dwudzielnym bez petli oraz d > 1 jest dodatnig liczba na-
turalng. Funkcjonal ¢ := ga : S"! — R traktowany jako funkcja ciggta na sferze jednost-
kowej S"~! w przestrzeni Euklidesa R™ osigga swoje kresy. Stad istnieje wy € S™! takie, ze
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q(wp) = inf ¢(8"1). Jedli 0 # v € R(d), to Mo € S™~1 nalezy do sfery jednostkowej S"~! oraz
q(v) = d, stad

[[ol] [[]]

o< d=afo) =aIpll- ) =1l a () > ol ot

i w konsekwencji ||v]| < ,/q(#‘io), co konczy dowdd. O

Lemat 2.1.17 zostat wykorzystany w algorytmie ograniczonego zliczania opisanym w do-
datku A, ktéry poshuzyt nam do obliczania zbioréw pierwiastkow Ra(d) dla dodatnich graféow
krawedziowo-dwudzielnych A.

Przypomnijmy ze wstepu do rozdziatu 2.1, ze bardzo wazna klasg dodatnich graféw krawe-
dziowo-dwudzielnych sg jednorodne diagramy Dynkina traktowane tu jako proste grafy
oznakowane (zobacz uwaga 2.1.10). Z twierdzenia 2.0.6 wynika, ze odgrywaja one istotna role
w spektralnej klasyfikacji graféw krawedziowo-dwudzielnych. W rozprawie bedziemy wielokrot-
nie korzystali z nastepujacego powszechnie znanego twierdzenia.

TWIERDZENIE 2.1.18. Jesli D jest jednym z jednorodnych diagraméw Dynkina A, ,n >
1,D,,n > 4,Es,E;,Es 0 n > 1 wierzcholkach, to D rozwazany jako prosty graf oznakowany
jest bigrafem dodatnim oraz zbior Rp C Z" jego pierwiastkéw jest skoticzony. Liczby |Rp| oraz
|RE| jego pierwiastkéw oraz pierwiastkéw dodatnich sq takie jak w nastepujgcej tabeli

D An,TL > 1 Dn,n = 4 EG E7 Eg

R p| n(n+1) | 2n(n—1) | 72 | 126 | 240
RHl=|Rpl | sn(n+1)] n(n—1) |36] 63 | 120 |

cp n+1 2(n—1) [ 12| 18 | 30

gdzie R = {v € Z" v, > 0,...,v, > 0;qp(v) = 1}, natomiast cp jest liczbg Coxetera bigrafu
D (zobacz def. 2.2.10). Ponadto Ry, = —R}f = {—v;v € R}}, tj. 2biér Rp posiada rozkiad
Rp = —R5URS.

Dowdéd. Zobacz rozdzial 7 w monografii [3], rozdzial 2.2 w skrypcie [66] oraz rozdzial 12
w monografii [46].

2.2. O spektralnej klasyfikacji Coxetera bigrafé6w dodatnich

Przypomnijmy ze wstepu do rozdziatu 2, ze jednym z gtéwnych celéw tej rozprawy jest kla-
syfikacja dodatnich spéjnych graféw krawedziowo-dwudzielnych A = (Ag, A;) (zdefiniowanych
w paragrafie 2.1) o n > 1 wierzchotkach, wzgledem silnej Z-kongruencji Grama =27 zdefiniowanej
nastepujaco (zobacz 2.0.1)

ANCSTVAN = Ga = B".Gx - B, dla pewnej macierzy B € Gl(n,Z),
gdzie Gao € M, (Z) jest niesymetryczng macierzg Grama bigrafu A w sensie definicji 2.1.11.

Klasyfikacja ta w szczegdlnos$ci obejmuje klasyfikacje dodatnich spojnych prostych graféw ozna-
kowanych A = (A, Ay, sgn).
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Jednym z wazniejszych osiagnieé tej rozprawy jest podana w rozdziale 4 pelna klasyfikacja,
z dokladnoscig do silnej Z-kongruencji Grama =7, wszystkich dodatnich spdjnych prostych
graféw oznakowanych o n < 9 wierzchotkach, w tym réowniez petna lista takich prostych graféw
oznakowanych podana w twierdzeniu 4.1.2 sktadajaca sie z 26 grafow.

W dowodzie tego twierdzenia wykorzystujemy twierdzenie 2.0.6 zawierajace petna klasyfi-
kacje wszystkich spojnych dodatnich krawedziowo-dwudzielnych graféow A bez petli wzgledem
stabej Z-kongruencji Grama ~z zdefiniowanej nastepujaco (zobacz 2.0.3)

A~y A < Gua = B"-Ga - B, dla pewnej macierzy B € Gl(n,Z),

gdzie Ga € M,,(Q) jest symetryczna macierza Grama w sensie w definicji 2.1.11.

W tym podrozdziale pokazemy jak problem klasyfikacji sformutowany powyzej wiaze si¢ ze
spektralng klasyfikacja Coxetera grafow krawedziowo-dwudzielnych A = (Ag, A1) zdefiniowana
i rozwijang w artykule [70]. W tym celu przypomnimy znane fakty z tej tematyki oraz gtéwne
narzedzia teoretyczne wykorzystywane w tej rozprawie, w tym m.in., macierz Coxetera Coxa,
transformacje Coxetera ®, : Z" — Z", liczbe Coxetera ca, wielomian Coxetera coxa(t) € Z]t]
oraz spektrum Coxetera specc, C C bigrafu A € UBigr,. Oméwimy podstawowe wlasno-
sci i zwigzki tych narzedzi. Ponadto sformutujemy podstawowe otwarte problemy spektralnej
klasyfikacji Coxetera krawedziowo-dwudzielnych graféw A € UBigr, bez petli.

W spektralnej analizie Coxetera czesto wykorzystuje sie nastepujacy lemat o niezmienni-
czosci dodatniosci i liczby pierwiastkow bigrafow bez petli ze wzgledu na relacje stabej Z-
kongruencji Grama ~z.

LEMAT 2.2.1. Zaléimy, zen > 1 oraz A, A" € UBigr,, jest parg krawedziowo-dwudzielnych

grafow bez petli z ustalong numeracjg wierzchotkow ay, . .., a,.
(a) Jesli A =y AN, to A~z A
(b) Jesli A otrzymuge sie z A przez zmiane numeracji wierzcholkéw ay, ..., an, to A ~z A

Ponadto jesli A, A’ sq jednorodnymi diagramami Dynkina oraz A ~z A', to A’ otrzymuje
sie z A przez zmiane numeracyi wierzchotkow.

(c) Jesli Z-odwracalna macierz B € M, (Z) definiuje stabg Z-kongruencje Grama A ~z A,
to przemienny jest diagram

RA/C 7n qn’ 7
(2.2.2) HizB glg%
RaC— 20

w ktorym hp: Zn — 727 jest izomorfizmem grup zdefiniowanym wzorem, fLB(v) =v- B,
Ograniczenie izomorfizmu hg : Z" — Z™ do zbioru pierwiastkow Ra: definiuje bijekcje
Rar —5Ra oraz implikuje réwnosé |Ral = |Ras|. Ponadto bigraf A jest dodatni (odpo-
wiednio nieujemny) wtedy i tylko wtedy, gdy A" jest dodatni (odpowiednio nieujemny).
Dowdd. Zastosujemy tu argumenty uzyte w dowodach [70, Lemma 2.1, Corollary 2.1]. Za-
tézmy, ze n > 1 oraz A, A’ € UBigr, sa para krawedziowo-dwudzielnych graféw bez petli
z ustalong numeracja wierzchotkéw aq, ..., a,.
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(a) Jedli A =z A, to Gar = B -G - B, dla pewnej macierzy B € Gl(n,Z). W konsekwencji
otrzymujemy:
2Gn = Gar+GY, =B"-Ga-B+B"-GY% - B = B"(Ga +G¥)B = 2GA * B,
stad wynika, ze A ~z A’| co konczy dowdd (a).

(b) Jesli bigraf A’ otrzymuje sie z bigrafu A przez zmiane numeracji wierzchotkéw aq, . .., a,

na aj = Gg(1),---,0, = Ag(n), gdzie o :(0(11)0(2%0?3):::0&))6 S, jest permutacja. Macierz
€o(1)

80' . . . . .

o= ( P e Gl(n,Z) definiuje staba Z-kongruencje Grama A ~z A’ gdyz przez proste przeli-
€o(n)

czenie otrzymujemy roéwnos$é Gar = Ga x 6.

Zatézmy, ze A i A’ sa jednorodnymi diagramami Dynkina oraz A ~z A’. Ze stwierdzenia
(c) wynika, ze moc zbioréw pierwiastkéw bigrafow A, A’ jest réwna, tj. |[Ra| = |[Ra/|. Stad na
podstawie twierdzenia 2.1.18 bigrafy A i A sg tym samym jednorodnym diagramem Dynkina.
Zatem A’ otrzymuje sie z A przez zmiane numeracji wierzchotkéw, co konczy dowod (b).

(c) Zalézmy, ze Z-odwracalna macierz B € Gl(n,Z) definiuje staba Z-kongruencje Grama
A ~gz A’ tzn. Gar = B - Ga - B. Aby uzasadni¢ przemienno$é diagramu (2.2.2), wystarczy
pokazad, ze gar = qufL 5. W tym celu zauwazmy, ze dla dowolnego wektora v € Z" otrzymujemy
réwnoscei:

qa (V) =v-Gpar-v"=v(Ga*xB)v"=v-B"-Ga-B-v"= (v-B")Ga(v-B") "= qa(v-B") = (qAOEB)(v).

Poniewaz B € Gl(n,Z), wicc istnieje jej macierz odwrotna B~ € Gl(n, Z) i mozna pokazacé, ze
ga = qar o hg-1. W konsekwencji dla dowolnego wektora v € Z" mamy réwnowaznosé

v' € Ras (0odp. v € Ra) < hp(v') € Ra (odp. hp-1(v) € RY).

Stad wynika, ze ograniczenie izomorfizmu hp : Z" — Z"™ do zbioru pierwiastkow R/ definiuje
bijekcje Ras — Ra, co z kolei implikuje réwnosé Ral = |Rarl

Z przemiennosci diagramu (2.2.2) wynika, ze jesli ga(w) > 0, dla dowolnego niezerowego
wektora w € Z", to dla dowolnego niezerowego wektora v € Z"™ mamy v := EB(U) # 0 oraz
qa (V) = ga(hp(v)) = qa(®) > 0, tzn. dodatniodé bigrafu A implikuje dodatniosé bigrafu A'.
Poniewaz dowdd implikacji przeciwnej jest analogiczny, wiec dowdd lematu jest zakonczony. [

UWAGA 2.2.3. Przyklad 2.2.13 pokazuje, ze implikacja przeciwna do implikacji
(a) w lemacie 2.2.1 nie jest prawdziwa, tzn. istnienie stabej Z-kongruencji Grama A ~z; A/
na ogét nie implikuje istnienia silnej Z-kongruencji Grama A =~z A’. Zauwazmy bowiem, ze
bigrafy A oraz A’ w przyktadzie 2.2.13 sg stabo Z-kongruentne, gdyz A’ otrzymuje sie z A
przez zmiane numeracji wierzchotkéw (zobacz lemat 2.2.1(b)). Poniewaz wielomiany Coxetera
tych bigraféw sa rozne, wiec bigrafy A oraz A’ nie sa silnie Z-kongruentne (na podstawie lematu
2.3.1 w nastepnym podrozdziale).

Jednym z celéw tej pracy doktorskiej jest stworzenie zbioru numerycznych i symbolicz-
nych algorytméw, stuzacych do klasyfikacji graféw krawedziowo-dwudzielnych ze zbioru UBigr:,
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z dokladno$cig do silnej Z-kongruencji Grama A ~7 A’. W tej klasyfikacji bedziemy wykorzy-
stywaé nastepujaca funkcje (2.0.5)

% : M,(Q) x Gl(n,Z) — M, (Q), (A,B)— AxB=B".-A.B.

Nastepujacy lemat orzeka, ze funkcja (2.0.5) jest dziataniem pelnej grupy liniowej Gl(n, Z)
na przestrzeni Q-liniowej M, (Q).

LEMAT 2.2.4. Dzialanie  : M, (Q)x Gl(n, Z) — M., (Q) zdefiniowane w 2.0.5 jest prawym
dziataniem pelnej grupy liniowej Gl(n,Z) na przestrzeni Q-liniowej M, (Q), tzn. * jest {gczne,
AxE = A oraz (NA' + N'A")« B=NA"« B+ NA" % B, dla dowolnych A, A’, A" € M,,(Q),
N, N € Q oraz B € Gl(n,Z).

Wprost z definicji wynika nastepujacy wazny wniosek czesto wykorzystywany w tej rozpra-
wie.
WNIOSEK 2.2.5. Niech A, A’ € UBigr,, bedq dowolnymi bigrafami bez petli.

(a) A~z A" wtedy i tylko wtedy, gdy ich symetryczne macierze Grama Gar, Ga lezg w jednej
orbicie dziatania (2.0.5),

(b) A =~y A wtedy i tylko wtedy, gdy ich niesymetryczne macierze Grama Gar,Ga leig
w jednej orbicie dziatania (2.0.5).

Jednymi z gtéwnych narzedzi technicznych wykorzystywanych w tej rozprawie sa macierze
Coxetera bigrafu bez petli zdefiniowane w artykule [69].

Przypomnijmy, ze z kazdym bigrafem A ze zbioru UBigr,, n > 1, z ustalong numeracja jego
wierzchotkéw aq, ..., a, stowarzysza sie:

(a) macierz Coxetera-(Grama)
(2.2.6) Coxa := —Ga - G € M, (Z),

(b) wielomian Coxetera-(Grama), tj. wielomian charakterystyczny macierzy Coxetera
(2.2.7) coxa(t) := det(t - E — Coxa) € Z][t],

(c) (zespolone) spektrum Coxetera, tj. zbior n-pierwiastkoéw (liczac z krotnosciami) macie-
rzy Coxetera

(2.2.8) speccy C C,

(d) transformacje Coxetera, tj. automorfizm grup ®, : Z" — Z" zdefiniowany wzorem
(2.2.9) v Pa(v) == v - Coxa,

(e) liczbe Coxetera

(2210)  cn e min{c € N; &4 =1idz-} ; gdy P4 = idz- dla pewnego ¢ > 1,
o A7) > ; gdy @4 # idzn dla dowolnego ¢ > 1.
Przyktad 2.2.11 ilustruje posta¢ spektrum Coxetera, oraz stanowi wprowadzenie do twier-
dzenia 2.2.12.
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04 %

PRZYKEAD 2.2.11. Graf krawedziowo-dwudzielny A : -7 | *~ |

.37.17.5* — 09
grafem oznakowanym w zbiorze UBigrg;. Jego macierze Grama oraz macierz Coxetera maja
postaci:

jest prostym

1 0-1-1-1 0 1 0—%—%—% 0 1-1 1.0 10

0100 10 01 00 35 0 -1 0-1 1-1 0

% 0011 00 -3 01 35 0 0 -1 0 0-1 0 0
p— 2 prm—

Ga=lpo o1 11]0n —%0%1%—%’00}% 000001
0000 1-1 —550%1—5 0 0-1 1 0 1
0000 01 00 0-3—5 1 -1 10 0-1-1

e Wielomianem Coxetera grafu A jest coxa(t) =%+ 3+ 1 € Z[t].

e Formg kwadratowg grafu A jest
qa(z) = 27 +. . .+ 25 — 21(23 + 14 + T5) + D5 + 2374 + T4(T5 — T6) — T5Ts.
Stosujac algorytm Lagrange’a (zobacz dodatek A.5) obliczamy posta¢ kanoniczna ga ()
qn(x) :i(Qazl — T3 — x4 — x5)° + 122y + rs5)? + %(33@3 + 24 — 25)3+
+i(4x4 + 225 — 3x6)2 + i(x5 — x6)2 + %x%.

Stad wynika, ze ga(v) > 0, dla dowolnego v € Z™ oraz ga(v) > 0, o ile v # 0. Zatem A
jest dodatnim prostym grafem oznakowanym.

e Proste obliczenia pokazuja, ze specc, ma postac

Vo e wﬁ
im - fzfm
~Wa a3+ Ziﬁ\/m},

i lezy na okregu jednostkowym S* = {z € C;|z| = 1} C C. Zauwazmy réwniez, ze dowolna
liczba zespolona z € specc, jest pierwiastkiem z jedynki stopnia ca = 9.

Nastepujace twierdzenie udowodnione w publikacjach [69], [70] orzeka, ze fakt ten pozostaje
prawdziwy dla dowolnego nieujemnego bigrafu ze zbioru UBigr,,.

TWIERDZENIE 2.2.12. Zaléimy, ze A jest niewjemnym, spéjnym, krawedziowo-dwudziel-
nym grafem nalezgcym do zbioru UBigr, o n > 2 wierzchotkach.

(a) Spektrum Cozetera specc, grafu A lezy na okregu jednostkowym S = {z € C;|z| = 1} C
C, oraz wszystkie pierwiastki z € specc, nalezgce do tego spektrum sq pierwiastkami
z jedynki stopnia m > 2.

(b) Nastepujgce trzy warunki sq réwnowazne.
(bl) Bigraf A jest dodatni.
(b2) 1 ¢ speccy.
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(b3) Bigraf A jest prostym dodatnim grafem oznakowanym.

Dowdd. (a) Zobacz [70, Lemma 2.1(b)]. Dow6d wykorzystuje znany wynik L. Kroneckera
[51] z 1857 roku orzekajacy, ze dla wielomianu monicznego, tj. wielomianu postaci

F&) ="+ camat™ ot cuat™ 2 4k ot et + o € L[],

jezeli kazdy z jego zespolonych pierwiastkéw z € C lezy wewnatrz kota jednostkowego ST :=
{z € C; |2| < 1}, to wszystkie pierwiastki wielomianu f(t) leza na okrggu jednostkowym S!
oraz kazdy z nich jest pierwiastkiem z jedynki stopnia m, dla pewnego m > 2.

W artykule [5, Proposition 3.1] pokazano, ze spektrum Coxetera specc, lezy wewnatrz kota
jednostkowego ST, stad z wyniku Kroneckera specc, lezy na okregu jednostkowym S! oraz
wszystkie pierwiastki z € specc, nalezace do tego spektrum sa pierwiastkami z jedynki stopnia
m = 2.

(bl) & (b2) Zgodnie z definicjg 2.1.12(c) bigraf A jest dodatni wtw. gdy stowarzyszona
z nim forma kwadratowa ga jest dodatnio okreslona. Stad réwnowazno$é (bl) < (b2) wynika
bezposrednio z [5, Proposition 3.1].

(b3) = (bl) Oczywiste.

(bl) = (b3) Zatézmy, ze A = (Ao, Ay) jest dodatnim grafem krawedziowo-dwudzielnym
z ustalong numeracjg wierzchotkéw aq, ..., a, oraz ga jest stowarzyszong z nim formg kwadra-
towa (zobacz 2.1.12(a)).

Udowodnimy, ze bigraf A nie posiada wielokrotnych krawedzi. Na podstawie [5, Theorem C1]
dowolne wierzchotki w bigrafie nieujemnym moga taczy¢ co najwyzej dwie krawedzie. Pozostaje
pokazaé, ze bigraf A nie zawiera podgraféw postaci

/. . . no.__ n . L
A -— A'L] . a’l 5 A -— A'L] . al\

aj /aj X

Zatbzmy, przez sprzeczno$é, ze A zawiera podgraf A’. Wtedy forma qa/(x;, ;) = x7 + :vjz —
2x;x; = (x; —x;)* nie jest dodatnio okreslona, poniewaz gas(v) = 0 dla v = (1,1) € Z*. Ponadto
0 < ga(e; +¢j) = gas(v) = 0. Otrzymujemy wigc sprzecznosé. Analogicznie rozwazamy podgraf
A" co koniezy dow6d punktu (b). O

Przypomnijmy, ze wielomian charakterystyczny macierzy sasiedztwa Pa(t) € Z[t] grafu
krawedziowo-dwudzielnego A oraz rzeczywiste spektrum spec, C R nie zaleza od wyboru
numeracji wierzchotkéw (zobacz [70, Remark 2.1(c)]).

Nastepujacy przyklad pokazuje, ze wielomian Coxetera coxa(t) oraz spektrum Coxetera
speccy, C S' C C prostego grafu oznakowanego A = (Ag, Ay, sgn), w ogdlnosci zaleza od
wyboru numeracji jego wierzchotkdéw.

o — &) 0 — 0
PRZYKEAD 2.2.13. Jedli A: | "~ | N A | "~ | N ,to
o) ——03—@5 o) ——03—@5
1 1 0 1 0 1 -1 2 0 1
0 2 2 0 1 0 0 0 1 0
Coxa=| 2 2 1 1 1[,Coxpa=| 2 0 1 1 1]|eM;?2)
-1 -1 -1 -1 0 -1 0 -1 -1 0
-1 -2 -1 0 -1 -1 1 -1 0 -1
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e Formg kwadratowa grafu A jest
ga(z) =27 +. . 4 23 — 21(22 — T3 + T4) — To(T3 + 75) — T3(T4 + T5) =
2 2
= (xl — 3Ty + 3T3 — %m) + 4 (:vg — T3 — 2x5 — %m) +

2
2 1 1 2 1,2
+3 (1133 — 5%4 — $5) + 5 (T4 — 25)" — 525

e Formg kwadratowg grafu A’ jest
qar(z) =23 4. . 4 22 — 21 (20 + 23 + 25) + 2o (13 — 4) — T3(T4 + T5) =
2 2
= (ZBl — %l’g — %$3 — %$5) + % (932 + %333 — %1’4 — %935) +
2

2
2 1 1 2 1
+§ (xg — §$4 — ZL’5) + 5 (ZE4 — 135) — §ZE5

(postaé kanoniczng form kwadratowych uzyskaliémy stosujac algorytm Lagrange’a, zobacz
dodatek A.5). Stad tatwo wynika, ze proste grafy oznakowane A oraz A’ s dodatnie.
Oczywiscie A’ otrzymuje sie z A przez przenumerowanie wierzchotkow.

e Wiclomianem Coxetera grafu A jest coxa(t) = > — 2t — 3 — 2 — 2t + 1 € Z[t].

e Wielomianem Coxetera grafu A’ jest coxa/(t) = t° — 3t3 — 3t + 1 € Z[t].

Poniewaz wielomiany coxa(t), coxa/(t) sa rézne, wiec specc, # speccy; .

Na zakoniczenie tego podrozdziatu przypomnijmy postaci wielomiandéw Coxetera coxp(t) €
Z[t] jednorodnych diagraméw Dynkina D (traktowanych jako proste grafy oznakowane) oraz
wielomianéw charakterystycznych Pp(t) € Z[t] ich macierzy sasiedztwa Adp. Wyniki te beda
wykorzystywane w dalszej czesci rozprawy.

LEMAT 2.2.14. Niech D bedzie jednym z jednorodnych diagraméw Dynkina. Wielomian
Coxetera coxp(t) € Z[t] oraz liczba Cozetera cp bigrafu D nie zaleZg od numeracji jego wierz-
cholkéw oraz coxp(t) = Fp(t) € Z[t], gdzie

vl 24t + 1, cp=n+1, dla D =A,,n>1,
"t 41, cp=2(n—1), dlaD=D,,n>4,
Fp(t) =4 4+ -3+t +1, cp = 12, dla D = Eg,
T+t -t Bt 1, cp = 18, dla D = E,
BrtT -t -t -3+t +1, cp=30, dla D = Es.

Dowdd. Niezalezno$é od numeracji wierzchotkéw udowodniono w rozdziale 7 monografii [3]
oraz w pracy [7| uzywajac techniki odbi¢.

Postaci wielomianow coxp(t) otrzymuje si¢ w wyniku przeprowadzenia obliczen dla kazdego
z jednorodnych diagraméw Dynkina (zobacz [70, Proposition 2.3(a)], [66, Twierdzenie 1.9.23]
oraz artykul [54]).

LEMAT 2.2.15. Niech D bedzie jednym z jednorodnych diagraméw Dynkina. Wielomian
charakterystyczny Pp(t) € Z[t] macierzy sqsiedztwa grafu D, jest réwny:
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t, dlan =0,
Py, (1) =S t*—1, dlan =1,
t-PA() (1), dlan}Q7

—3t2=t- (PAg(t) Py, (1)), dla n = 3,

Py, (t) = t — 432 =t- (PA4() Py, (1)), dlan =4

t-Pp,(t)— Pp, (t) =1t (P, (t) — Pp, ,(t), dlan>5;
P, (t) =t = 5t* +5t> — 1 =t - Pp(t) — Pp,(t) — 1;
Pe,(t) =t —6t° +9t> — 3t =t - P, (t) — Pp,(t);
Pe(t) =5 —Tt° + 14¢* =82 + 1 =t - P, (t) — Pp,(t) + 1.

Dowdd. Dla D € {Eq,E;,Eg} dowdd sprowadza sie do bezposrednich wyliczen z uzy-
ciem systemu algebry komputerowej. Dla diagramow A,,n > 1,D,,,m > 4, dowdd opiera
sie na obliczeniu wyznacznika macierzy sasiedztwa z zastosowaniem rozwiniecia Laplace’a. Jesli
D = A, to stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem pierwszego wiersza macierzy

t 10
1 ¢t 1
n+1) =0 1 ¢

Api1 = (t-E—Ady € M,,11(Z) otrzymujemy:

-~ = O O O

0... 0 1

Py, (t) = det Ay = (—1)*-t-det A, + (—1)*

analogicznie postepujemy dla D = D,,, m > 4.
Przypomnijmy z [31],[54], ze wielomiany Czebyszewa U, (t) € Z[t] drugiego rodzaju zdefiniuje
si¢ rekurencyjnie wzorami:

Uo(t> = 1, Ul(t) = 2t, Un+1(t> =2t- Un(t) — Un,1<t), dla n = 1

Stad wielomian charakterystyczny Pp(t) € Z[t] dla jednorodnych diagraméw Dynkina mozemy

przedstawic jako Py, (t) = U,(%) dlan > 1, oraz Pp, =t - (Un(%) — Up—2(%)) dlan > 4. O

2.3. Otwarte problemy spektralnej klasyfikacji Coxetera bigraféw
dodatnich

W spektralnej klasyfikacji Coxetera wazng role odgrywa nastepujacy lemat orzekajacy, ze
silna Z-kongruencja Grama A =7 A’ nie zmienia wielomianu Coxetera, jego spektrum oraz
liczby Coxetera.

LEMAT 2.3.1. Niech n > 2 oraz niech A, A" € UBigr, bedq dowolng parg bigraféw. Jesli
A =z A, to macierze Coxetera Coxpa, Coxar s¢ sprzezone oraz

coxa(t) = coxar(t), speccy = speccy, Ca =Cas.
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Dowéd. Niech A; A" € UBigr, beda dowolna para bigrafow o n > 2 wierzchotkach. Jesli
~vz A] to istnieje Z-odwracalna macierz B € Gl(n,Z) taka, ze Gaor = Gax B= B -Ga - B.
Zatem
Coxpar = —Gar - GA" = —(B"-Ga - B)-(B"-Ga-B)™ = -B".Gx-B-B™' -Gy - B™""=
— B .Ga-CG37 BT = BY . Coxa B,
coxa/(t) = det(t - E — Coxas) = det(t- E — B - Coxpa -B™") =
=det(B"(B™" - (t- E)- B"™ — Coxa)B™") =
=det(B" - B™") . det(B™" - (t- E) - B" — Coxa) = det((t- E)- B™" - B" — Coxp) =
= det((t - £) — Coxa) = coxa(t).

Ponadto zauwazmy, ze Cox, = B Coxy, B~ oraz Cox), = B~" Cox),, B"", dla dowolnego
1 < j € Z (dowdd indukeyjny ze wzgledu na j),

Coxyy = B"Cox3® BT =B" - E-B™™ =FE = ca <
Coxd = B Coxd' B = B™ . E-B'" = E = ca < car
co konczy dowod. -

Jednym z gltéwnych probleméw spektralnej klasyfikacji Coxetera bigrafow jest petna kla-
syfikacja grafow krawedziowo-dwudzielnych A € UBigr,, n > 2, z dokladnoscia do silnej
Z-kongruencji Grama =7; w szczegblnosci pozytywna odpowiedZ na pytanie:

Czy prawdziwa jest implikacja przeciwna do implikacji w lemacie 2.2.1(a), dla spéjnych
prostych grafow oznakowanych A = (Ao, Ay, sgn), A" = (A}, A}, sgn’) € UBigr,,.

W zwiazku z tym pytaniem w artykutach [70] oraz [71] sformutowano i z powodzeniem ba-
dano nastepujace problemy uwazane za podstawowe problemy spektralnej klasyfikacji Coxetera
bigraféw dodatnich.

PROBLEM A. Udowodnié, ze réwnosé spektrow Coxetera specc, = specc, implikuje
istnienie silnej Z-kongruencji Grama A =~z A’, dla dowolnej pary dodatnich spéjnych prostych
graféw oznakowanych A = (Ao, Aq,sgn), A" = (Ay, Al sen’) € UBigr} orazn > 2.

PROBLEM B. Dia ustalonego n > 3, skonstruowaé algorytm wyznaczajgcy macierz
Z-odwracalng B € Gl(n,Z) definiujgcq silng Z-kongruencje Grama A =z A’ (o ile ona ist-
nieje), dla dowolnej pary A = (Ag, Ay, sgn), A" = (Af, Al,sgn’) € UBigr: dodatnich spdjnych
prostych grafow oznakowanych.

Innymi stowy, szukana macierz B € Gl(n,Z) winna spelniac¢ réwnosci

GA/:GA*B:BtT~GA~B.

Ponizej podajemy w twierdzeniu 2.3.4 pozytywne rozwiazanie problemu A dla dodatnich
drzew oznakowanych (tj. prostych oznakowanych graféw spojnych i acyklicznych). Rozwiazanie
to opiera sie przede wszystkim na nastepujacym twierdzeniu orzekajacym, ze spektrum macierzy
sasiedztwa dla takiego drzewa jednoznacznie wyznacza spektrum Coxetera tego drzewa. Idea

dowodu tego twierdzenia inspirowana jest znanym wynikiem Norberta A’Campo z 1973 roku
(zobacz [1]).
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TVKIERDZENIE 2.3.2.  Niech n > 2 bedzie liczbg naturalng, A € UBigr,, bigrafem oraz
niech A bedzie grafem otrzymanym z bigrafu é przez zamiane wszystkich krawedzi przerywanych
a- - - -a’ na krawedzie ciggle o a . Jesli A jest drzewem, to

1
(2.3.3) coxa(f?) = £ - Pa (t + t) oraz det2Ga = Pa(2) = coxa(1).
Dowdéd. Zobacz [31, Theorem 2.7(b)] oraz [70, Proposition 2.4]. O

Na podstawie lematu 2.2.1(a), kongruencja A =~z A’ implikuje kongruencje A ~z A’. Choé
na og6t implikacja przeciwna nie jest prawdziwa (zobacz uwaga 2.2.3 oraz przyktad 2.2.13), to
nastepujace twierdzenie pokazuje m.in., ze jest ona prawdziwa dla dodatnich drzew oznakowa-
nych.

TWIERDZENIE 2.3.4. Jesli n > 2 jest liczba naturalng oraz A = (Ag, Ay, sgn),
A = (A}, Al sgn’) € UBigr] sa dodatnimi spéjnymi drzewami oznakowanymi, to nastepu-
jace cztery warunki sa rownowazne:

(a) specy = specyu,
(b) A ~g A/
(¢) Amy A,
)

(d) speccy = speccy,.

Dowdd. Roéwnowaznosé (a)<(d) wynika z twierdzenia 2.3.2 orzekajacego, ze spektrum ma-
cierzy sasiedztwa dodatnich drzew oznakowanych jednoznacznie wyznacza spektrum Coxetera
takich drzew.

Implikacja (¢)=(d) wynika z lematu 2.3.1 orzekajacego, ze silna Z-kongruencja Grama A =,
A’ nie zmienia wielomianu Coxetera, jego spektrum oraz liczby Coxetera.

Poniewaz implikacja (¢)=(b) jest konsekwencja lematu 2.2.1(a), wiec wystarczy udowodnié
implikacje (d)=-(b)=(c).

Jesli do kazdego z bigrafow A oraz A’ zastosujemy [70, Proposition 2.2], to otrzymamy dwa
spojne drzewa D oraz D’ o n wierzcholkach (bez przerywanych krawedzi) takie, ze A =~z D
oraz A’ 7 D’'. Poniewaz grafy A oraz A’ sa dodatnie, to na podstawie lematu 2.2.1(c) drzewa
D oraz D' réwniez sa dodatnie, a na podstawie [70, Proposition 2.4(a)], kazdy z graféow D oraz
D’ jest diagramem Dynkina o n wierzchotkach.

(d)=-(b) Zal6zmy, ze specc, = speccy,. Poniewaz A ~z D oraz A’ =~z D', wiec specc, =
specc, = specc,, = specc,, na podstawie lematu 2.3.1. Innymi stowy, otrzymalismy rownos¢
coxp(t) = coxp(t). Poniewaz D oraz D' sg grafami Dynkina o n wierzchotkach, wigc korzystajac
z postaci wielomianéw Coxetera diagraméw Dynkina (zobacz 2.2.14) wnioskujemy, ze réwnosé
coxp(t) = coxpr(t) implikuje istnienie izomorfizmu graféw D = D’. Stad wynika, ze D’ otrzy-
muje sie z D przez zmian¢ numeracji wierzchotkéw, co implikuje istnienie stabej Z-kongruencji
Grama D ~z D' (na podstawie lematu 2.2.1(b)). Wykorzystujac wnioski otrzymane przed do-
wodem implikacji (d)=-(b) otrzymujemy Z-kongruencje Grama A =~z D ~z D'~y A’ z ktérych
wynikajg stabe Z-kongruencje Grama A ~z D ~z D' ~z A’ (na podstawie lematu 2.2.1(a)), co
konczy dowdd implikacji (d)=-(b).
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(b)=(c) Zalézmy, ze istnieje staba Z-kongruencja Grama A ~z A’. Poniewaz A ~; D oraz
A"~y D', gdzie D oraz D’ sa grafami Dynkina, wiec A ~z D oraz A’ ~z D' (na podstawie le-
matu 2.2.1(a)) i otrzymujemy stabe Z-kongruencja Grama D ~z A ~z A’ ~z D’. Na podstawie
lematu 2.2.1(c) zachodzi ré6wno$¢ |Rp| = |Rp|, z ktorej wynika istnienie izomorfizmu grafow
D = D', tzn. D' otrzymuje sie z D przez zmiane numeracji wierzchotkéw (zobacz lemat 2.2.1(b)).
Proste rozwazania kombinatoryczne pokazuja, ze graf Dynkina D’ mozna otrzymaé z grafu
Dynkina D przez ciag operacji odbiciowych typu A — s, A zachowujacych silng Z-kongruencje
Grama, tzn. A =~z s,A (zobacz [70, Lemma 2.2]). Zatem istnieje silna Z-kongruencja Grama
D =z D', ktéra po uwzglednieniu dwoch Z-kongruencji A ~z D oraz A’ ~z D' otrzymanych
przed dowodem implikacji (d)=-(b) daje silne Z-kongruencje Grama A =~z D ~z D' =~z A/, co
konczy dowdd implikacji (b)=-(c) oraz dow6d twierdzenia. O

W rozwigzywaniu problemu A pojawil sie nastepujacy problem pochodny.

PROBLEM C. Dla ustalonej liczby naturalnej n > 2, obliczyé skonczony zbiér
(2.3.5) CGpol,t = {F € Z[t]; 3ncypigrs coxa(t) = F(t)} C Z[t]

wielomiandéw Coxetera(-Grama) coxa(t) € Z[t] wszystkich dodatnich spéjnych prostych graféow
oznakowanych A = (Ao, Ay, sgn) € UBigr;.

Kolejnym problemem pochodnym wynikajacym z metody redukcji probleméw A oraz B do
problemu orbit na zbiorze morsyfikacji macierzowych diagraméw Dynkina (omawianym w na-
stepnym rozdziale) jest nastepujacy problem sformutowany i rozwiazywany w artykule Simsona
[72], a takze w pracach Gasiorek-Simson [36], Simson-Zajac [79]. Inspiracja do jego badania sa
wyniki prac Horna-Sergeichuka [44], Gerasimovej-Horna-Sergeichuka [39] oraz Simsona [71, 72].

PROBLEM D. Dia ustalonej liczby naturalnej n > 2 oraz macierzy A € M,(Z) o wy-
znaczniku det A = 1, znalezé macierz C € Gl(n,Z) identyczng z C~1 i definiujgcq kongruencje
macierzy A z jej transpozycig A, tzn. znaleZé takq macierz C € Gl(n,Z) dla ktérej zachodzq

rownoscu. Atr —Ax(C = OtT -A-C oraz 02 =F.
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3. Morsyfikacje macierzowe
grafow krawedziowo-dwudzielnych

Jednym z celéw tego rozdziatu jest opisanie narzedzi technicznych i algorytmicznych pozwa-
lajacych zredukowaé klasyfikacje dodatnich prostych graféw oznakowanych A, wzgledem silnej
Z-kongruencji Grama A =~z A’ do analogicznego problemu klasyfikacji i obliczania Gl(n, Z)p-
orbit pewnego skonczonego zbioru Morp C M, (Z) macierzy Z-odwracalnych, zdefiniowanego
w nastepnym paragrafie, dla ustalonego diagramu Dynkina D€ {A,,,n>1,D,,n>4,Eq, E;, Es}.
Zbiér Morp C M, (Z) jest niezmienniczy wzgledem dzialania * : M, (Z) x Gl(n,Z)p — M, (Z),
(A,B) — Ax B := B - A- B (zobacz twierdzenie 3.1.6) ograniczonego do skoniczonej podgrupy
Gl(n,Z)p (3.0.4) grupy liniowej Gl(n,Z).

Na podstawie twierdzenia 2.0.6, dla dowolnego n > 2 oraz dowolnego dodatniego spojnego
prostego grafu oznakowanego A = (Ag, Ay, sgn) € UBigr, istnieje jednorodny diagram Dynkina
D € UBigr,, taki, ze A ~z D. Stad wynika, ze zbiér UBigr, jest roztaczna suma co najwyzej
pieciu podzbioréw postaci

(3.0.1) UBigrp, == {A € UBigr}; A jest spojny oraz A ~z D}.
Jednym z takich narzedzi redukcyjnych jest para funkcji

(3.0.2) UBigr oo Morp % Coz®

zdefiniowanych w artykule [72, Section 3], dla dowolnego jednorodnego diagramu Dynkina
D o n wierzchotkach, gdzie Morp; C Gl(n,Z) jest zbiorem wszystkich catkowitych morsy-
fikacji macierzowych A € Gl(n,Z) o wyznaczniku 1 w sensie definicji 3.1.1, tzn. takich macierzy
A € Gl(n,Z), ze det A = 1 oraz A + A" = 2Gp. Zbiér Coxls C Gl(n,Z) jest zdefiniowany
w definicji 3.2.5.

Funkcja ¢p przyporzadkowuje dowolnemu bigrafowi A € UBigr;, morsyfikacje

(3.0.3) ¢p(A) := G+ Ca € Morp 1,

gdzie Ca € Gl(n,Z) jest ustalona macierza definiujaca Z-kongruencje A ~z D.
W podrozdziale 3.1 dowodzi si¢, ze Morp, C M,,(Z) jest podzbiorem niezmienniczym wzgle-
dem dzialania x : M,,(Z) x Gl(n,Z)p — M, (Z) (2.0.5) skoficzonej podgrupy

(3.0.4) Gl(n,Z)p :={B € Gl(n,Z); Gp* B =Gp}

grupy Gl(n,Z), zwanej grupa izotropii diagramu D, zobacz [70, 71, 72].
W podrozdziale 3.1 udowodnimy, ze jesli A, A" € UBigrp to A ~z A’ wtedy i tylko wtedy,
gdy morsyfikacje ¢p(A), ¢p(A’) € Morp 1 leza w jednej Gl(n, Z) p-orbicie zbioru Morp, ;. Stad
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wynika, ze funkcja ¢p redukuje problem A oraz cze$é problemu B do analogicznych probleméw
dla Gl(n, Z)p-orbit w zbiorze morsyfikacji Morp ;.

Funkcja ©p pozwala udowodni¢, ze zbiér Morp; jest skonczony oraz zredukowac obli-
czenia w zbiorze Morp; do prostszych obliczenn w zbiorze Coxls, zobacz podrozdzial 3.2. Te
redukcje wykorzystuje sie istotnie w podrozdziale 3.2 do budowania algorytméw numerycznych
realizujacych obliczenia wynikajace z zastosowanej tu metody rozwigzania probleméw A oraz
B sformutowanych w podrozdziale 2.3.

Efektywnos¢ funkcji redukeji ¢p oraz ©p pokazuje, ze grupa Gl(n,Z)p, morsyfikacje ma-
cierzowe diagraméw Dynkina D oraz dziatanie * : Morp; x Gl(n,Z)p — Morp; sa bardzo
operatywnymi narzedziami w rozwiazywaniu probleméw A—D (zobacz [69]-[72]) sformutowanych
we wstepie tej rozprawy i przypomnianych w podrozdziale 2.3.

Przedstawmy teraz plan rozdziatu 3. W podrozdziale 3.1 przypominamy definicje i podsta-
wowe fakty o grupach izotropii Gl(n,Z)p oraz o macierzowych morsyfikacjach bigraféw, ktére
zostaly wprowadzone w pracy [69]. Ponadto przypomnimy wprowadzona w pracy [71] reduk-
cje problemu C tj. problemu obliczenia zbioru CGpolt C ZJt], do obliczenia Gl(n,Z)p-orbit
na zbiorze macierzowych morsyfikacji Morp, gdzie D jest jednym z jednorodnych diagramoéow
Dynkina.

W podrozdziale 3.2 przedstawiamy autorskie algorytmy, stuzace do obliczania zbioru Morp
morsyfikacji, grupy izotropii Gl(n,Z)p oraz Gl(n,Z)p-orbit w Morp, dla dowolnego jednorod-
nego diagramu Dynkina D (zobacz [8], [9], [24]-[31]).

W podrozdziale 3.4 przedstawiamy tabele z wynikami obliczen komputerowych zawierajace
liste wielomianéw Coxetera cox4(t), liczb Coxetera ¢4 oraz wyznacznikéw det A dla wszystkich
macierzowych morsyfikacji A € Morp, dowolnego jednorodnego diagramu Dynkina
D o 2 < n < 9 wierzchotkach. Wyniki zostaly uzyskane z zastosowaniem algorytméw omo-
wionych w podrozdziale 3.2.

W ostatnim podrozdziale 3.3 prezentujemy wnioski, komentarze i otwarte problemy bedace
podsumowaniem rozdziatu 3.

3.1. Morsyfikacje macierzowe diagramoéow Dynkina i grupy izotropii

Rozpocznijmy od przypomnienia definicji morsyfikacji jednorodnego diagramu Dynkina D.
W wersji macierzowej zostata ona wprowadzona przez D. Simsona w artykutach [70, 71], nato-
miast w wersji funkcjonalowej w pracy [69].

DEFINICJA 3.1.1. Niech D bedzie jednym z jednorodnych diagraméw Dynkina A,,n >
1,D,,n > 4,E¢, E;, Eg 0 n > 1 wierzchotkach, rozwazanym jako prosty graf oznakowany (lub
bigraf) w zbiorze UBigr,. Niech Gp € M, (Z) bedzie symetryczna macierza Grama bigrafu
D w sensie definicji 2.1.11.

(a) Calkowita (odp. wymierna) morsyfikacja macierzowa diagramu D nazywamy do-
wolng nieosobliwg macierz A € M, (Z) (odp. A € M, (Q)) speliajaca nastepujace dwa
warunki:

e wszystkie wspélezynniki macierzy Coxetera Coxy € M, (Q) macierzy A zdefinio-
wanej wzorem Coxy := —A - A7 sg caltkowite, gdzie A~ = (A1) = (A~")~1,
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o A+ A" =2GA.
(b) Transformacjg Coxetera morsyfikacji A nazywamy automorfizm grup &4 : Z" — 7"
zdefiniowany wzorem ®4(z) := x - Coxy .
(c) Wielomianem Coxetera morsyfikacji A nazywamy wielomian charakterystyczny

coxa(t) :=det(t - E — Cox,) € Z[t],

macierzy Coxetera Coxy € Gl(n,Z).
(d) Liczba Coxetera morsyfikacji A nazywamy
S min{c € N; &4 =idz.} ; gdy ®4 =idz~ dla pewnego ¢ > 1,
47 ; gdy @4 # idzn dla dowolnego ¢ > 1.

PRZYKEAD 3.1.2. (a) Macierz A :[1 _2} € My (Z) jest morsyfikacja catkowita diagramu

1 1
11

Dynkina D = Ay o wyznaczniku det A = 3, o macierzy Coxetera Coxp = [ 1o

} oraz wielomia-
nie Coxetera coxp(t) = t* —t + 1.

Macierz A :[ -

— o]

}E M, (Q) jest morsyfikacja wymierna diagramu Dynkina D = A,

1
1
2
o wyznaczniku det A = %, o macierzy Coxetera Coxp :{’é _(1)
coxp(t) =t* +t+ 1.
(b) Niesymetryczna macierz Grama Gp € M, (Z) dowolnego diagramu D jest jego morsy-
fikacja catkowita, natomiast symetryczna macierz Grama Gp € M, (Q) jest jego morsyfikacja

wymierng.

} oraz wielomianie Coxetera

OZNACZENIA 3.1.3. (a) Symbolami Morp C Morp C M,,(Q) oznaczamy odpowiednio
zbiér wszystkich catkowitych i wszystkich wymiernych morsyfikacji macierzowych diagramu D.

(b) Symbolem Mor)p = 1\7IorD\MorD oznaczamy zbior wszystkich morsyfikacji wymier-
nych, ktore nie sa catkowite.

(c) Dla danego wielomianu F(t) € Z[t], rozwazamy zbiér

(3.1.4) Morp, := {A € Morp; coxa(t) = F(t)} C Morp

macierzowych morsyfikacji A typu Coxetera F(t), tzn. takich, ze coxa(t) = F(t). Podzbiory
morsyfikacji o typie Coxetera F'(t) € Z[t| oznaczaé¢ bedziemy symbolami

Morf, ;= {A € Morp C M,,(Z); coxu(t) = F(t)} € Morp,
Morg .= {A € Morp; coxs(t) = F(t)} € Morp, .

PRZYKEAD 3.1.5. Pokazemy, ze pierwsza z macierzy

_ - 100 0-% 00
1-1 1-1 1-1 1 L1 0 0t 0o
01 0-1 1-1 1 - 3
—1-1 1 1-2 2-2 0-1 1 0-3 0 0
Ai=| 1 1-2 1 1-2 2|eM;(Z), A,=| 0 0-1 1 5 0 0|eM;(Q),
Iy — — 1 1 2 2 2 1
1-1 2-2 1 1-2 1122 3 21
1 1-2 2-2 1 1 00 0 O_é 1-1
| -1-1 2-2 2-2 1| 000 01 01
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jest catkowita morsyfikacjg diagramu Dynkina A;, natomiast druga z nich jest wymierng mor-
syfikacjg diagramu Dynkina E;. W tym celu obliczamy:

e det A} = 4 oraz det Ay =

e macierze Coxetera

1
9

01 00000 —2-3-4-2-3-2-1
0—-1-1 0 0 0 0 1 000000
00 0-1 000 01 000O0O0O
Coxygy, =|0 0 0 0-1 0 0|, Coxa,=| 0 0 1 0 0 0 0|€My(Z),
0000 O0-10 0011110
00000 0-1 000O0O0O01
1 1 1 1 1 1 1] | 00 0 0 0-1-1]

e liczby Coxetera cy, = 14 oraz c4, = 6.
Poniewaz A; + Alr = 2G,, oraz Ay + AY = 2Gg,, wiec A; € Mor,, C 1\//\IOI'A7 oraz Ay €
Moryg, € Morg,. Wielomianami Coxetera morsyfikacji A; oraz Aj sa
coxy, (t) =t +1 € Z[t],
cox, () =7+ 2t° +3¢° + 3t* + 3t> + 3t> + 2t + 1 € Z[t].

Redukcja badanych przez nas probleméw A-D sformutowanych w podrozdziale 2.3 przy uzy-
ciu funkcji ¢p : UBigr, — Morp; (3.0.3) do analogicznych probleméw w zbiorze Mor p morsy-
fikacji macierzowych diagramu Dynkina D wykorzystuje nastepujace twierdzenie udowodnione
w [71, 72] orzekajace m.in., ze Morp; jest podzbiorem niezmienniczym przestrzeni liniowej
M, (Q) wzgledem dziatania (3.1.7) grupy izotropii Gl(n,Z)p zdefiniowanej w 3.0.4.

TWIERDZENIE 3.1.6. Zaléimy, ze D jest jednym z jednorodnych diagraméw Dynkina
on > 1 wierzcholkach oraz niech Morp oraz Morp bedq odpowiednio zbiorami jego morsyfikacgi
catkowitych © wymiernych. Niech Gp € Morp bedzie symetryczng macierzqg Grama diagramu
D oraz niech

*: M, (Q) x Gl(n,Z) — M, (Q), (A ,B)— AxB:=B"-A-B,
bedzie dziataniem (2.0.5).
(a) Podzbior Gl(n,Z)p :={B € Gl(n,Z); Gp* B = Gp} (3.0.4) grupy liniowej Gl(n,Z) jest
jej podgrupq, zwang grupq izotropii diagramu D.
(b) Zbiory Morp C Morp sq podzbiorami Gl(n,Z)p-niezmienniczymi wzgledem dzialania
*: M, (Q) x Gl(n,Z) — M, (Q), tzn. x indukuje prawe dziatania:

% : Morp x Gl(n,Z)p — 1/\\/IorD,

x: Morp x Gl(n,Z)p — Morp.

(¢) Dla dowolnych macierzy A € Morp oraz B € Gl(n,Z)p zachodzq réunosci:
Coxawp = B - Coxs-B™", det A* B = det A, coxa.p(t) = coxa(t) oraz caup = ca.

(3.1.7)

Dowdd. (a) Na podstawie lematu 2.2.4, % : M, (Q) x Gl(n,Z) — M, (Q) jest prawym dzia-
taniem grupy Gl(n,Z) na Q-przestrzeni liniowej M,,(Q). Stad tatwo wynika stwierdzenie (a).

(b) Jesli A € Morp oraz B € Gl(n,Z)p, to A+ A" = 2Gp. Poniewaz x jest prawym
dziataniem grupy Gl(n,Z) na M,,(Q), wiec (A+ A")« B =AxB+ (A% B)" = A+ A" = 2Gp.
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Stad wynika, ze A * B jest morsyfikacjg, poniewaz pozostate wlasnosci wymagane w definicji
morsyfikacji wynikaja z (c). .
(c) Dla dowolnych macierzy A € Morp oraz B € Gl(n,Z)p otrzymujemy réwnosci:
Coxaup = —(A*B)(A*B)™™ =—(B"-A-B)(B"-A-B)™" =
— _Btr .A-B- B—l . A—tr . B—tr — _Btr A A—tr . B—tr — Btr COXA B—tr7
det(A * B) = det(B" - A- B) = det B - det A - det B = det A - (det B)? &L= det A,
cox.p(t) = det(t - B — Coxaup) = det(B"B™" - (t- E) - B"B™" — B" Coxy B™") =
=det(B"(B™" - (t- E) - B" — Cox4)B™") =
=det(B"B™") -det(B™" - (t- E) - B" — Cox,) = det((t- E) - B""B" — Cox,) =
=det(t- E — Coxy) = cox(t).
Aby udowodni¢ rO6WNos¢ Ca.p = €4 zauwazmy, ze Cox)y, 5 = B Cox)y B™" oraz Cox; =

~tr Cox)y, g B, dla dowolnego 1 < j € Z (dowdd indukeyjny ze wzgledu na j). Stad wynikaja
1mphkaq1e

COXA*B = B COX?L‘A B"r=B".F.B"=F= CasB S Cyg
Cox{*f = B Cox§F B = B™'" - F - B" = F = ¢4 < CasB

co koriczy dowdd stwierdzenia (c¢) oraz dowdd catego twierdzenia. 0J

} = CaxB = Ca,

WNIOSEK 3.1.8. Dia dowolnego jednorodnego diagramu Dynkina D oraz dowolnego wie-

lomianu F(t) € Z[t] podzbior 1\7[0rg\g Morp (5.1.4) jest Gl(n, Z)p-niezmienniczy wzgledem
dziatania x : Morp x Gl(n, Z)p — Morp (5.1.7).

Dowdd. Niech A € li\/Iorf7 oraz B € Gl(n,Z)p. Zatem coxs(t) = F(t) i na podstawie
poprzedniego twierdzenia, A * B € Morp oraz coxa.p(t) = coxa(t) = F(t). W konsekwencji

—~ F
otrzymujemy A * B € Mor,, co konczy dowdd. 0
Kluczowe dla zastosowania funkeji ¢p : UBigr, — Morp; (3.0.3) do redukeji problemu
A i obliczenia zbioru CGpol,t C Z[t] wielomianéw Coxetera dodatnich, spéjnych graféw krawe-

dziowo-dwudzielnych A € UBigr;, jest nastepujace twierdzenie 3.1.9 wykorzystujace technike
przedstawiona i zastosowana w pracach [70], [71] oraz [72].

TWIERDZENIE 3.1.9.  Dia dowolnego diagramu Dynkina D € {A,,D,,n > 4, E¢, E;, Eg}
o n > 1 wierzchotkach, funkcja

(3.1.10) ¢p : UBigr, — Morp, A — Ga * Ca
zdefiniowana wzorem (3.0.3) posiada nastepujgce wilasnosci.

(a) Dla dowolnego bigrafu A € UBigr,,, macierz Ax = ¢p(A) = Ga * Ca jest morsyfikacjg
caltkowitq diagramu D o wyznaczniku det Ax = 1. Ponadto zachodzqg réwnosci cox, (t) =
coxa(t) oraz ca, = ca.

(b) Jesli A oraz A’ sq bigrafami w zbiorze UBigrp oraz Gl(n,Z)p C Gl(n,Z) jest grupg
1zotropit diagramu D, to nastepujgce warunki sq rownowazne:

(bl) A~y A,
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(b2) istnieje macierz B € Gl(n,Z)p taka, ze Anr = An * B,
(b3) morsyfikacje Axn = ¢p(A) oraz Ax = ¢p(A') leig w jednej Gl(n,Z)p-orbicie dzia-
tania x : Morp x Gl(n,Z)p — Morp (5.1.7) grupy izotropii Gl(n,Z)p na Morp.

(¢) Jesli A = Ga * Ca jest morsyfikacjg zdefiniowang w (a) oraz ha @ Z" — Z" jest
automorfizmem grupy Z™ zdefiniowanym wzorem ha(v) :=v - CY, dla dowolnego v € Z",
to przemienny jest diagram Dy

zr A

gdzie @ oraz 4, sa transformacjami Coxetera odpowiednio bigrafu A oraz morsyfikacji
Ax € Morp.

Dowéd. Przypomnijmy z definicji (3.0.3), ze dla dowolnego A € UBigr, ustala sic pewna
macierz Ca € Gl(n,Z) definiujaca Z-réwnowaznosé A ~z D, tzn. spelniajaca réwno$é GaxCa =
Gp. Macierz ¢p(A) definiujemy wzorem ¢p(A) := Ga * Ca.

(a) Poniewaz det Ga =1 oraz Ga € Mora, wiec det Ax = 1, coxa, (t) = coxa(t), ca, =ca
oraz Coxu, € M, (Z), na podstawie twierdzenia 3.1.6(c).

Po uwzglednieniu réwnosci Ga + G¥ = 2G4 otrzymujemy

AA"‘AK == (GA*CA) (Gtr*CA) (GA‘I‘GtT)*CA—QGA*CA —QGD

Udowodnilismy wige, ze ¢p(A) € Morp, co konczy dowdd (a).

(b) Poniewaz réwnowaznos$é (b3)<(b2) jest oczywista, wiec wystarczy udowodnié¢ réwno-
waznosé (bl)<(b2).

Aby udowodni¢ implikacje (b1)=(b2) zalézmy, ze macierz B definiuje Z-kongruencje
A~z A, tzn. Gar = GaxB. Udowodnimy, ze macierz B := Cx'- B-Cas definiuje Z-kongruencje
macierzy Aa oraz Aas. Istotnie, uwzgledniajac réwnosé Gar = Ga * B otrzymujemy ciag row-
nosci:

Ap = Gpr % Opr = (Ga* B) % Opr = ((Aa * C1) # B) % Car = Ap % (Ox' - B-Car) = Ap % B.

Udowodnimy teraz, ze B € Gl(n,Z)p. Poniewaz Axr = AxxB, wigc A, = A% xB i otrzymujemy
rownosci: 2Gp = AA/ + A%, = (Aa + ARX) * B = 2Gp * B. Stad wynika réwno$¢ Gp * B = Gp,
ktora implikuje B € Gl(n,Z)p.

(b2)=-(b1) Zat6zmy istnienie macierzy B € Gl(n, Z)p takiej, ze Axr = Aa*xB = Gax(Ca-B).
Stad otrzymujemy réwnosci Axr = GarxCar = Ga*(Ca - B). Przemnozenie stronami wzgledem
dziatania * przez macierz C'y; daje réwnosci

GA/:(GA/*CA/)*CZ/I:GA*(CA-E-CZ}):GA*(CA'CZl'B'CA/'CZ}):GA*B,

co koriczy dowdd stwierdzenia (b).
(¢) Przypomnijmy, ze Gp = Ga * Ca. Poniewaz Ca € Gl(n,Z), wigc istnieje m@cieerCZl €
Gl(n,Z). Zatem homomorfizm he, : Z" — Z" jest automorfizmem grupy Z", gdyz h¢, © hcgl =

hCA‘CZI = hgp = idy» oraz hCXI.CA = hy = idgn.
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Zauwazmy teraz, ze

v +——v-Coxy, =v-CoXg,.on w3109, Clr - Coxp -CR"
V- O ———v-C¥-Coxa =uv-C¥-Coxp-Cx"-CF = hey (v- Coxay),
dla dowolnego v € Z", co konczy dowdd. [

Twierdzenie 3.1.9 pokazuje m.in., ze funkcja ¢p : UBigrp, — Morp, (3.0.3) redukuje roz-
wiazanie problemu A i problemu obliczenia zbioru CGpol” C Z[t] do analogicznych problemdw
dla morsyfikacji diagramu Dynkina D, poniewaz ¢p nie zmienia wielomianéw Coxetera oraz liczb
Coxetera. W szczeg6lnosci twierdzenie 3.1.9, cze$ciowo redukuje problem C obliczenia zbioru
CGpol;; dla dodatnich, spéjnych graféw krawedziowo-dwudzielnych UBigr!, do problemu obli-
czenia zbioru

CPolp := {coxa(t) € Z[t]; A € Morp},

wszystkich wielomianéw Coxetera coxa(t) € Z[t] macierzowych morsyfikacji A € Morp,
o wyznaczniku det A = 1.

W dalszej czesci rozprawy symbolem CAPOZ/D\ oznacza¢ bedziemy zbiér wielomianéw Coxetera
cox4(t) € Z[t] morsyfikacji wymiernych A € Morp.

Aby redukcja przez funkcje ¢p : UBigrp — Morp; byta w pelni efektywna nalezy jeszcze
udowodni¢, ze zbior morsyfikacji wymiernych A € Morp, jest skonczony oraz grupa izotropii
Gl(n,Z)p jest skoniczona, dla kazdego z jednorodnych diagraméw Dynkina

D c {An,n > 1,Dn,n > 4,E6,E7,E8}

o n > 1 wierzchotkach. Fakty te zostang udowodnione w nastepnym rozdziale, gdzie udowod-
nimy réowniez twierdzenia pozwalajace konstruowa¢ efektywne algorytmy numeryczne i symbo-
liczne na obliczenie skoficzonego zbioru Morp oraz skonczonej grupy izotropii Gl(n,Z)p, dla
dowolnego jednorodnego diagramu Dynkina D.

3.2. Algorytmy kombinatoryczne na obliczanie morsyfikacji
macierzowych i grup izotropii

W rozdziale tym przedstawimy wykorzystywane w tej rozprawie algorytmy stuzacych do
obliczenia zbioru morsyfikacji Morp (3.1.3) oraz grupy izotropii Gl(n,Z)p (3.0.4), dla kazdego
z diagramow Dynkina D = (Dy, D1) € {A,,n > 1,D,,n > 4, Eq, E7, Eg}.

Rozpoczniemy od przedstawienia pierwszych eksperymentalnych algorytmow zachtannych,
a skonczymy na algorytmie, ktory pozwala na efektywne uzyskanie wynikéw dla liczby wierz-
chotkow n :=|Dy| < 9.

ALGORYTM 3.2.1. (ZACHLANNE POSZUKIWANIE MACIERZY MORSYFIKACJI)

Dane wejsciowe. Dwie liczby catkowite n > 2, h > 1 oraz niesymetryczna macierz
Grama Gp = [d]] € M,(Z) (2.1.11), gdzie D jest jednym z jednorodnych diagraméw Dyn-
kina {A,,D,, Es, E;, Eg} o numeracji wierzchotkéw zgodnej z tabela 1.
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Wynik. Zbiéor Morp; wszystkich morsyfikacji catkowitoliczbowych A = [a;;] € Morp
o wspoélezynnikach ze zbioru {—h,...,0,...h}, wraz z ich wielomianami Coxetera cox4(t), licz-
bami Coxetera cy oraz wyznacznikami det A.

KROK 1°: Skonstruowaé generyczng macierz A = [a;;] € M, (Z), o niewiadomych «a;;, gdzie
—Qj; — 1 ,dzl]) = —1,
—aj; ;dg =0,

KROK 2°: Zastapi¢ niewiadoma ag; kolejno przez elementy ze zbioru {—h, ..., —1}. Zastapi¢
kazdg z niewiadomych a;;, gdzie dﬁ- =—1in>14>j > 1, kolejno przez elementy ze zbioru
{=h,...,0,...,h—1}, oraz zastapi¢ pozostate niewiadome a;;, dla n > i > j > 1 kolejno przez
elementy ze zbioru {—h,...,0,... h}.

KRrROK 3°: Jezeli Coxy € M, (Z), to dodajemy macierz A do zbioru Morp 5, wyliczamy jej
liczbe Coxetera ¢4, wyznacznik det A oraz wielomian Coxetera cox(t), nastepnie wracamy do

kroku 2° z nowy podstawieniem.

a11:...:ann:10raza,~j:{ dlan>j>i>1.

Pierwszy algorytm symboliczny zostal stworzony i zaimplementowany z wykorzystaniem
generycznej formy macierzy morsyfikacji A = [a;;] € Morp € M,,(Z), ktorej postaé jest specy-
ficzna dla kazdego z jednorodnych diagraméw Dynkina (szczegbélowy opis algorytmu znajduje
sie w pracach [24] i [27]). Relacje pomiedzy wartosciami wspdtezynnikow macierzy morsyfikacji
wynikaja bezposrednio z zawartej w definicji (3.1.1) réwnosci A + A" = 2Gp.

e 0
Przyktadowo, jesli D = A, to A+ A" = 2Gp = -1 2 , to macierz morsyfikacji
0 5

A ma postac

1 —a21—-1 -—as; —an,1
a2,1 1 —az2—1
A = [aij] = a3 ds.2 1 - Mn<Z),
7(7,”7'”,171
&n,l a477,,”71,71 1
Qg5 = 1 ,dla 1= j,
(322) gdzie Q5 + Qj; = dij — ELZ'J' -1 = -1 ,dla 1+ 1= j,
Aij + Qj; = A5 — Qjj = 0 ;wp.p

Dodatkowym ograniczeniem dzialania algorytmu jest poszukiwanie jedynie morsyfikacji cal-
kowitoliczbowych (tzn. morsyfikacji ze zbioru Morp C M, (Z)), oraz wysoko$¢é macierzy
okreslona jako

(3.2.3) ht(A) = max{|a;|;7,7 € {1,...,n}} € Z
Algorytm opiera sie na zachtannym sprawdzeniu wszystkich mozliwych macierzy, przy zakta-

danej wysokosci, z wykorzystaniem zbioru relacji (np. (3.2.2)) pomiedzy jej wspétezynnikami.
Testy prototypowej implementacji, wykonanej w Maple 13 wykazaly ograniczenie (efektywnie)
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mozliwych do uzyskania wynikow na poziomie n = 6 i ht = 1, dla ktérych czas obliczen wy-
niost 5 godzin 43 minuty (procesor AMD Sempron 2800+, 1.6 GHz). W celu zmniejszenia czasu
obliczen zdecydowali$my sie na stworzenie implementacji algorytmu w jezyku C++ z uzyciem
hybrydowych obliczen symboliczno-numerycznych.

Zmiana sposobu obliczen pozwolita na uzyskanie okoto 100 krotnego przyspieszenia. Nastep-
nie poréwnalisSmy efektywnos¢ trzech metod odwracania macierzy:

(a) opartej na rozktadzie LU macierzy (Alan Turing, 1948),

(b) korzystajacej z rozkladu QR macierzy (John G. F. Francis, 1959, Vera Kublanovskaya,
1961), oraz

(c) polegajacej na rozwigzaniu uktadu réwnan A - A~! = E| przy uzyciu eliminacji Gaussa.

Wykres 3.2.4. Poréwnanie czasu obliczen w zaleznosci od wykorzystanego algorytmu
odwracania macierzy

130
100 |

i

Wybor najefektywniejszej metody odwracania macierzy pozwolil na dodatkowe 5 krotne
przyspieszenie obliczen oraz uzyskanie wynikow dla n = 7, ht = 2.

Ztozonos¢ algorytmu 3.2.1 jest zdominowana przez moc przeszukiwanego zbioru macierzy.
Dla kazdego z jednorodnych diagraméw Dynkina D = (Dg, D1) o n > 2 wierzchotkach i wyso-
kosci h > 1, moc przeszukiwanego zbioru macierzy wynosi

he (2R)Pil . (2h + )" 521D = o (2R)"L L (20 + 1) M 0D —gnml e (9 4 1)
Dla ilustracji prezentujemy moc przeszukiwanego zbioru dlan =61 ht =1,...,5.

\ n \ h \ moc przeszukiwanego zbioru \

6|1 1889568
6|2 20000 000 000
63 6589 582608 672
6|4 457019 805007 872
6|5 12968712 300 500 000

Przedstawiona w dalszej czesci rozdziatu redukcja przez funkcje ©p (3.2.6), rozwiazuje pro-
blem zaleznosci ztozonosci algorytmu 3.2.1 od ustalonego ograniczenia wysokosci ht.
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Druga wersja algorytmu poszukiwania macierzy morsyfikacji. Przestawimy teraz
drugg bardziej efektywng wersje algorytmu 3.2.1 pozwalajaca na obliczenie zbioru K\/IorD, dla
kazdego z jednorodnych diagraméw Dynkina D. Gléwna ideg konstrukcji tego algorytmu jest
zredukowanie obliczenia zbioru Morp do obliczenia nastepujacego podzbioru macierzy Z-od-
wracalnych

o2 comp={eecinn TN o oy, |

zdefiniowanego w artykule [71], dla kazdego z jednorodnych diagraméw Dynkina D. Okazuje
sie, ze zbior Corp mozna tatwiej obliczy¢ niz zbiér Morp. Zwiazek pomiedzy zbiorami Morp
oraz Coxp opisany jest przez pare funkcji

_ ep
(3.2.6) Morp ———=

tr
Coz' |
&p

zdefiniowanych w artykule [71, Proposition 2.9, Remark 5.2-5.3] przez przyporzadkowania

A+— Op(A) = Coxly = —A71 . A" € Cox',

(3.2.7) . , 1 K
C" — &p(C) =2Gp(E — C")™" € Morp,

dla dowolnych macierzy C' € Coxp oraz A € Morp.
Zapowiadany algorytm wykorzystuje nastepujace dwa twierdzenia udowodnione w pracy [71].

TWIERDZENIE 3.2.8. Dla dowolnego jednorodnego diagramu Dynkina D funkcje £p oraz
Op sqg wzajemnie odwrotnymi bijekcjami.

_ Szkic dowodu. Zauwazmy, ze det(E — Coxa) = coxs(1) # 0, dla dowolnej macierzy A €
Morp. Ponadto zachodza réwnosci
Op(A)" =Coxy=—A-A7T"/ A",
Coxp-A" = —A/()",
A Coxly = —A",
ktore implikuja réwnosci
A+ A" =2Gp,
A— A Cox’y =2Gp,
A(E — Coxy) = 2Gp/ - (E — Cox’y) 1,
A=2Gp - (E— Coxy)™ ! =&p(Coxy) = Ep(Op(A)).

Stad wynika, ze funkcja p jest surjektywna oraz macierz Op(A) nalezy do zbioru Coz%;, gdyz

Gp =L (A+A") = 1 (¢n(Cox'y) + £n(Cox'y)") =
— % .9 (GD . (E' — Coxf:)_l + (E — COXZ)_” : GD) =
=Gp-(E—Coxy)™ + (E — Coxa)~" - Gp.
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Latwo pokazaé, ze £p(C') jest morsyfikacja wymierng diagramu D oraz Op(Ep(C')) = C*,
dla dowolnej macierzy C' € Coxp. O

Bezposrednia inspiracja dla stworzenia algorytmu 3.2.11 byty specyficzne postaci macierzy
C' w zbiorze Cox p przedstawione w czesci (¢) nastepujacego twierdzenia udowodnionego w pracy

71).

TWIERDZENIE 3.2.9. Niech D = (Dy, Dy) bedzie jednym z jednorodnych diagramdéw Dyn-
kina {A,,n > 1,D,,n > 4,E¢, E;,Eg} 0 n = |Dy| wierzcholkach.

(a) Cox'h jest podzbiorem grupy izotropii Gl(n,Z)p. Zbiory Cox' C Gl(n,Z)p sq skoriczone.

w1

(b) Jesli C =| : |€ M,(Z) jest macierzq o wierszach wy, ..., ,w, € Z™ oraz C'" € Gl(n,Z)p,
W

to kazdy z wektoréw wy, ... ,w, nalezy do skonczonego zbioru Rp := {v € Z";qp(v) = 1}

pierwiastkow diagramu D, gdzie qp : Z" — 7 jest funkcjonatem kwadratowym diagramu
D (zobacz twierdzenie 2.1.18).
w1 ~
(¢) Macierz C =| : |€ M,(Z) jest macierzqg Coxetera Coxu pewnej macierzy A € Morp
Wn

wtedy 1 tylko wtedy, gdy spetnione sqg nastepujgce trzy warunki:

(cl) C jest Z-odwracalna oraz 1 nie jest jej wartoscig wlasng,

(c2) wiersze wy,...,w, € Z"™ macierzy C nalezg do skonczonego zbioru Rp C Z" pier-
wiastkow diagramu Dynkina D,

(¢3) zachodzi réwnosé Gp = Gp - (E — C)™" +(E - C)™ - Gp.

Dowdd. (a) Aby pokazaé, ze Coxty € Gl(n,Z)p, wezmy macierz Coxj = (—A- A" =

— AL A" € ML,,(Z) dla pewnej morsyfikacji A € Morp. Macierz Cox'; nalezy do grupy izotropii
Gl(n, Z)p, gdyz

2Gp * Cox'y = Coxy-(2Gp) - Cox’f = A- AT"(A+ AT A~ AT =
=A- AT AATT AT L ACATT AT AT AT = A+ AT = 2G).

Skoniczono$é grupy Gl(n, Z)p i zbioru Cox! wynika z (b), gdyz zbiér Rp pierwiastkéw diagramu
D jest skonczony, na podstawie twierdzenia 2.1.18.
w1
(b) Zatézmy, ze C =| : | € M, (Z) oraz macierz C*" nalezy do grupy izotropii Gl(n,Z)p.
Wn

Jesli v € Rp, to wektor v - C' nalezy do Rp, gdyz
qp(v-C) = (v-C)-Gp-(v-O)" =v-(C-Gp-C") V" = v-(Gp*xC")- 0" = v-Gp-v" = qp(v) = 1.

Zauwazmy, ze wektor e; - C jest j-tym wierszem w; macierzy C'. Poniewaz e, ..., e, € Rp, wigc
kazdy z wierszy e; - C = wy,...,e, - C = w, macierzy C nalezy do zbioru Rp pierwiastkéw
diagramu D, co konczy dowdd (b). N

(c) Zatézmy, ze C' € M, (Z) jest macierza Coxetera Coxs pewnej macierzy A € Morp.
Zatem det C' = (—1)". Ponadto na podstawie (a)—(b) oraz twierdzen 3.2.8 i 3.2.16, macierz
C' spetnia warunki (c1)—(c3).
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Aby udowodni¢ implikacje przeciwna zaldozmy, ze C' € M, (Z) jest macierza spelniajaca
warunki (cl)—(c3). Stad wynika, ze macierz C' nalezy do zbioru Coxp, gdyz spetnia warunki
definicji 3.2.5.

_ e
Na podstawie twierdzenia 3.2.8, funkcje Morp =

Cox's (3.2.7) sa wzajemnie od-

D
wrotnymi bijekcjami. Poniewaz C' € Coxp, wiec C" = ©p(Ep(C™)) = Op(A) = Coxy, gdzie
A =¢&p(C') € Morp. Zatem C = Coxy, co koficzy dowdd. O

Twierdzenie 3.2.9 prowadzi do nastepujacego wniosku, ktory jest kluczowym z punktu wi-
dzenia efektywnosci zapowiadanego algorytmu.

WNIOSEK 3.2.10. Zbiory Morp C M, (Q), Coxp C M,(Z), CPolp C CPolp,CGpolt C
Z[t] sq skoriczone, dla dowolnego jednorodnego diagramu Dynkina D = (Dy, D1), gdzie |Do| = n.

Stosujac poprzednie dwa twierdzenia jesteSmy w stanie przedstawi¢ nastepujaca nowa wersje
algorytmu 3.2.1.

ALGORYTM 3.2.11. (REDUKCJA POSZUKIWANIA MACIERZY MORSYFIKACJI)

Dane wejéciowe. Liczba calkowita n > 2 oraz niesymetryczna macierz Grama G p = [dD] e
M, (Z) (2.1.11), gdzie D jest jednym z jednorodnych diagraméw Dynkina {A,, D, Es, E7, Eg}
o numeracji wierzchotkéw zgodnej z tabelg 1. .

Wiynik. Zbiér Morp wszystkich wymiernych morsyfikacji A € Morp diagramu D, wraz
z ich wielomianami Coxetera cox(t), liczbami Coxetera ¢4 oraz wyznacznikami det A.

Krok 1°: Wyznaczy¢ symetryczng macierz Grama Gp oraz zbiér pierwiastkow Rp =
Rp(l)={veZ" v -Gp-v" =1}
KRrOK 2°: Dla ¢ =1,...,n wyznaczy¢ podzbiory

RE={(r1,...,rn) =1 €RL CRp;7; > 0,141 =...=1, =0}
C(l)
€ M, (Z).

KROK 3°: Skonstruowac¢ generyczng macierz C' :[
o

KROK 4°: Dla i = 1,...,n, zastapi¢ pusty wiersz ¢, kolejno przez elementy ze zbioru
Rp\{cV, ..., =D W =D ¢l Jezeli po uzupetnieniu ¢, nie jest spetniony warunek
R1,-C C Rp, wowczas dokonaj kolejnego z mozliwych podstawien ¢¥), w przeciwnym wypadku
idZ do kroku 5°.

KROK 5°: Jezeli det(E—C') # 0 oraz Gp=Gp-(E—-C)""HE—-C)™""-Gp, wowczas dodajemy
macierz A = {p(C) = 2Gp - (E — C)~! do zbioru Morp, wyliczamy jej liczbe Coxetera ca,
wyznacznik det A oraz wielomian Coxetera coxa(t), nastepnie wracamy do kroku 4° z nowym
podstawieniem.

Ztozonos¢ algorytmu 3.2.11 jest zdominowana przez moc przeszukiwanego zbioru macierzy.
Dla kazdego z jednorodnych diagraméw Dynkina D = (D, D1) o n > 2 wierzchotkach, moc
przeszukiwanego zbioru macierzy wynosi

(3.2.12) (IRp|=1)-(|Rp| —=3)-...- (|Rp| — (2n — 1)) < |Rp|"

Dla ilustracji prezentujemy moc przeszukiwanego zbioru dla n = 6.



3.2. Algorytmy kombinatoryczne na obliczanie morsyfikacji macierzowych i grup izotropii 41

| D [ |Rp| | moc przeszukiwanego zbioru |

Ag | 42 2118331215
Dg | 60 24498 059 355
E¢ | 72 81990962 235

Inng bardzo wazng konsekwencja strukturalnego twierdzenia 3.2.9, jest nastepujacy autorski
algorytm pozwalajacy obliczy¢ skonczona grupe izotropii Gl(n,Z)p dowolnego jednorodnego
diagramu Dynkina D.

ALGORYTM 3.2.13. (GRUPA IZOTROPII)

Dane wejéciowe. Liczba calkowita n > 2 oraz niesymetryczna macierz Grama G p = [dD] e
M, (Z) (2.1.11), gdzie D jest jednym z jednorodnych diagraméw Dynkina {A,,, D, Es, E7, Eg}
o numeracji wierzchotkéw zgodnej z tabela 1.

Wynik. Grupa izotropii Gl(n,Z)p C M, (Z).

KROK 1°: Wyznaczy¢ symetrycznag macierz Grama Gp € M, (Q) oraz zbiér pierwiastkéw
Rp:=Rp(l)={veZ"v-Gp v =1}

KRroK 2°: Dla¢=1,...,n wyznaczy¢ podzbiory
RE={(r1,...,rn) =1 €RL CRp;7; > 0,141 =...=1, =0}
Krok 3°: Skonstruowaé generyczng macierz B = [m(l) e m(”)} € M,(Z) o kolumnach
kM kM,
KROK 4°: Dla i = 1,...,n, zastapi¢ pustg kolumne x| kolejno przez elementy ze zbioru
Rp \ {kW, ..., k0D @ 0D Jezeli po uzupetieniu £?, nie jest spetiony waru-

nek ;R} - B C Rp, wéwczas dokonaj kolejnego z mozliwych podstawien k@, w przeciwnym
wypadku idz do kroku 5°.

KRroOK 5°: Jezeli Gp = B - Gp - B, woéwczas dodajemy macierz B do zbioru Gl(n,Z)p,
nastepnie wracamy do kroku 4° z nowy podstawieniem.

Stosujac algorytm 3.2.11, bedacy konsekwencja twierdzenia 3.2.9 oraz wniosku 3.2.10, ob-
liczyliSmy zbiér morsyfikacji Morp dla kazdego z jednorodnych diagraméw Dynkina D =
(Do, D1) o n = |Dy| <9 wierzchotkach. Wyniki obliczen zostaly umieszczone w tabelach 3.4.1,
3.4.2 oraz 3.4.3.

UWAGA 3.2.14. Uzyskane wyniki otrzymaliémy przeprowadzajac obliczenia na serwerze
wyposazonym w 4, 4-rdzeniowe procesory Intel Xeon E7520, 1.87GHz (technologia HT, ang.
Hyper-Threading Technology), tacznie 32 watki, gdzie réwnolegte obliczenia prowadzone bytly
na 12 watkach.

UWAGA 3.2.15. W implementacji algorytméw w jezyku C++ wykorzystaliémy nastepujace
biblioteki:

e Boost v. 1.46.1, http://www.boost.org/,

e Eigen v. 3.2.3, http://eigen.tuxfamily.org/,

o wxWidgets v. 2.8.12, http://www.wxwindows.org/, oraz

e GiNaC v. 1.6.3, http://www.ginac.de/.


http://www.boost.org/
http://eigen.tuxfamily.org/
http://www.wxwindows.org/
http://www.ginac.de/
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Analiza uzyskanych wynikéw obliczen pozwolita na sformulowanie twierdzenia 3.2.16(b).

Czes¢ (a)—(a') twierdzenia 3.2.16 jest uzupeliona wersja Theorem 3.13 z wspotautorskiej pracy
[31].

TWIERDZENIE 3.2.16. Niech D = (Dy, Dy) bedzie jednym z jednorodnych diagraméw
Dynkina A,,n > 1,D,,n > 4,E¢, E;,Eg 0 n = |Do| > 2 wierzcholkach.

(a) Jezeli A jest wymierng morsyfikacjg diagramu D, to (det A) - coxa(1) = det 2Gp.

(a") Jezeli A jest calkowitq morsyfikacjq diagramu D, to jej wyznacznik det A jest dodatnig
liczbg catkowitq, ktora dzieli wyznacznik det 2Gp macierzy 2Gp, tzn. det A dzieli liczbe
n+1,4,3,2,1, gdy D jest odpowiednio diagramem A,,n > 1,D,,n > 4, Eq, E;, Es.

(b) Jezeli2 <n <9, to skoriczone zbiory wielomiandw Cozetera coxa(t), wyznacznikéw det A
oraz liczb Coxetera ca morsyfikacji wymiernych A € Morp, a takze ich liczby, sq¢ opi-
sane w tabelach 3.4.1, 3.4.2 oraz 3.4.3. Liczby wszystkich morsyfikacji dla poszczegolnych
diagramow Dynkina o n < 9 wierzcholkach sq takie jak w nastepujgcej tabeli:

n
213745 6 7 8 9
|Mor,, || 5]15] 69|345| 2295 | 16065 139545 | 1255905 |,
|Morp, | | — | — [ 385|945 10395 [ 135135 | 2027025 | 34459 425
|Morz, || = | — | — | — [29645 | 765765 | 215656 441 —

natomiast maksymalna wysokos$é morsyfikacji jest rowna odpowiednio

D A, n>1|D; Dyn>5] B | Er | Es
max{ht(A); A € Morp} 2 3 2 41416

Dowdéd. (a) Na podstawie twierdzenia 3.2.8, funkcje ©p oraz £p sa wzajemnie odwrotnymi
bijekcjami. Stad wynika réwnos¢ {p(©p(A)) = A, dla dowolnej morsyfikacji A € Morp, co daje
réwnosé A = 2Gp(E — Cox’y)~t. Stad tatwo wynikaja réwnoéci wyznacznikéw:

det A = det(2Gp(E — Cox’y)™") = det(2Gp) - det(E — Cox’y) ™
i w rezultacie otrzymujemy
(det A) - det(E — CoxY) = det(2Gp) oraz det(E — Cox'j) = det(E — Cox,) = coxa(1) € Z,

co konczy dowod réwnosei (det A) - coxa(1) = det 2Gp w stwierdzeniu (a).

(a") Zatézmy, ze A € Morp C Morp jest morsyfikacja calkowita. Wtedy coxa(1) jest liczba
catkowityg oraz det A jest liczba catkowita dodatnig, gdyz funkcjonat kwadratowy qp : Z™" — 7Z
diagramu D jest dodatnio okreslony, zatem dla ¢ := qp, mozna przeprowadzi¢ dowod indukcyjnie
ze wzgledu na liczbe wierzchotkéw, wykorzystujac argumenty zastosowanie w [71, Proposition
2.6].

Poniewaz Gp € Morp, detGp = 1 oraz coxp(t) = coxg,(t), wiec det(2Gp) = det Gp -
coxg, (1) = coxp(1) oraz det(2Gp) = coxp(1). Stosujac lemat 2.2.14 otrzymujemy réwnosci:
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n+1, dlaD=A,n>1

4, dla D =D,,n >4,
(det A) - coxa(1) = det(2Gp) = coxp(l) = ¢ 3, dla D = Eg,

2, dla D = E7,

1, dla D = ES,

co koriczy dowdd stwierdzenia (a'). -

(b) Stosujac algorytm 3.2.11 obliczyliSémy zbiory Morp, Coxp, CPolp, dla kazdego z jed-
norodnych diagraméw Dynkina D, gdzie 2 < n = |Dg| < 9. Szczegdtowe informacje o technice
i czasie obliczen komputerowych zbioréw 1\710rD, Coxp, CPolp podane sg w uwagach 3.2.14,
3.2.15 o stosowaniu algorytmoéow 3.2.1, 3.2.11 i 3.2.13 oraz w tabelach 3.4.1, 3.4.2 oraz 3.4.3.
Koncowe wyniki obliczen komputerowych oraz ich konsekwencje zostaty zawarte w twierdzeniu
3.2.16(b) oraz we wniosku 3.2.17.

WNIOSEK 3.2.17. Jesli D jest jednym z jednorodnych diagraméw Dynkina o n < 9
wierzchotkach oraz A = [a;;] jest dowolng morsyﬁkacj@ wymierng w zbiorze Morp, to

(i) aije{—27—17 1,0,4.1 }dlaD A,,2<n<9o0razD =D, 5<m<9,

’ 29 7
(i) a; € {-3,-2,-3,-1,-2,-1,-1,0,4,1,1,2 3} dla D =Dy,

1
27 30 2 3727
3 4 3 2 1 1 1 1 1 1 _
(111) aij ~ {—4, _37_2’_57_§’_1’_Z’_§’_§’_57_1’0’175’5 3,1, 2,2 3 4} dla D = ]Eﬁ
oraz D = K7,

6 4 -5 4 3 2 3 1 2

: 5 5 3 4 5 1
(1V> aij {_6 _5 _4 _3 ) _27_§7_§7_§7_Z » T 5y T 6y By 40 3y 5y 99 5y 3

b ROL LR85 50.050), da D =B,

Nastepujacy wniosek z przeprowadzonych obliczen algorytmicznych jest jednym z wazniej-
szych elementow w dowodzie twierdzenia 4.1.2 o spektralnej klasyfikacji Coxetera spojnych do-
datnich prostych graféw oznakowanych o co najwyzej dziewieciu wierzchotkach. Potwierdza on
hipoteze sformutowana w [71, Section 4] o Gl(n, Z)p-cyklicznoéci zbioru Mork, (3.1.3), przed-

stawiong we wniosku jako réwnosé (3.2.19).

WNIOSEK 3.2.18. Niech D bedzie jednym z jednorodnych diagraméw Dynkina A, oraz
D,, 0 n <9 wierzchotkach oraz niech Gl(n,Z)p bedzie grupg izotropii diagramu D.

Dla dowolnego wielomianu F(t) € CPolp, skoticzony podzbior Mork, C Morp skladajgcy
sie ze wszystkich morsyfikacji Morp typu Cozetera F(t) = coxa(t) jest réwny Gl(n, Z)p-orbicie
jednej z morsyfikacji Mp € Morh. Innymi stowy, istnieje morsyfikacja My € Mork, taka, ze
(3.2.19) Mork = My + Gl(n,Z)p.

Idea dowodu. Wniosek udowodnimy korzystajac z nastepujacego algorytmu dla jednorod-
nych diagraméw Dynkina D € {A,,,D,,} oraz stosujac obliczenia komputerowe.

KROK 1°: Obliczy¢ zbiér morsyfikacji Morp (algorytm 3.2.11).

KROK 2°: Obliczy¢ grupe izotropii Gl(n,Z)p (algorytm 3.2.13).

KROK 3°: Podzieli¢ zbiér morsyfikacji Morp na podzbiory Mort C Mor)p skltadajace sie
ze wszystkich morsyfikacji A € Morp typu Coxetera F'(t) = cox(t).

KROK 4°: Ustali¢ pewng macierz My := A € Mor}, oraz obliczyé Gl(n, Z) p-orbite morsy-
fikacji Mp * Gl(n,Z)p, dla kazdego podzbioru Mor%,.

KROK 5°: Sprawdzi¢, ze |Mp * Gl(n,Z)p| = | Mor% |.
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3.3. Wnioski, komentarze i problemy otwarte

(3.3.1) Z uzyskanych wynikéw obliczen w tym rozdziale oraz z twierdzenia 3.2.16 (a)-(a’)
wynika, ze jezeli A = [a;;] € Morp jest catkowita morsyfikacja diagramu D = D, o n > 2
wierzchotkach, to jej wyznacznik det A jest dodatnig liczba calkowitg nie wiekszag od 4, gdy
n < 9, natomiast liczby |a;;| sa mniejsze lub réwne 3.

Wydaje sie, ze zachodza nieréwnosci det A < 2 oraz |a;;| < 2, dla dowolnej catkowite;
morsyfikacji A = [a;;] € Morp diagramu D = D,, o n > 9 wierzchotkach. Niestety, tych wynikow
nie potrafimy udowodnié¢, dla n > 9; potrafimy jedynie otrzymane wyniki zweryfikowaé¢ za
pomoca przedstawionych w tym rozdziale algorytméw oraz zmudnych obliczen komputerowych.

(3.3.2) Sformutowana w [71, Section 4] hipoteze o Gl(n,Z)p-cyklicznogci zbioru Mork
(zobacz réwnosé (3.2.19)) dla dowolnego diagramu Dynkina D o n < 9 wierzchotkach potwierdza
wniosek 3.2.18 uzyskany na drodze zmudnych obliczen komputerowych. Hipoteza ta w wersji
sformulowanej we wniosku 3.2.18 zostata potwierdzona w artykutach [34, Corollary 7.8] oraz
[38, Corollary 2.4}, dla n < 10, réwniez na drodze obliczet komputerowych. Choé¢ wydaje si¢ ona
prawdziwa, dla dowolnego n > 11, to jednak nie potrafimy jej udowodni¢ teoretycznie nawet
dlan <9.

(3.3.3) W najnowszych artykutach [48, 49, 50] podano alternatywne metody obliczania
grup izotropii Gl(n,Z)p dowolnego diagramu Dynkina D nie wytaczajac oznakowanych Coz-
regularnych graféw Dynkina B,,, C,, F, oraz z G, z petlami przerywanymi (tzn. oznakowanymi
znakiem +).

(3.3.4) Z wlasnosci funkeji redukujacej ¢p : UBigr, — Morp; (3.0.3) opisanych w twier-
dzeniu 3.2.9 wynika, ze kazdy z wielomianéw Coxetera coxa (t) pewnego bigrafu A € UBigrp
jest wielomianem Coxetera cox(t) pewnej morsyfikacji A € Morp; o wyznaczniku det A = 1.

Wyniki obliczen zawarte w tabelach 3.4.1, 3.4.2 oraz 3.4.3 wraz z twierdzeniem 4.1.2
o klasyfikacji Coxetera prostych graféw oznakowanych w UBigr,” pokazuja, ze dla n := |Dg| < 9,
dowolny wielomian Coxetera coxa(t) pewnej morsyfikacji A € Morp; jest postaci coxa(t) =
coxa(t), gdzie A € UBigr . Niestety, nie jesteSmy w stanie udowodnié, ze fakt ten pozostaje
prawdziwy dla dowolnego diagramu Dynkina D o n > 10 wierzchotkach.

3.4. Tabele z wynikami obliczen
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Tabela 3.4.1. Wielomiany Coxetera cox4(t) macierzowych morsyfikacji A € Morp,
dla jednorodnego diagramu Dynkina D = A,,, 2 < n < 9.

_#Morp |
D coxa(t) cA #K\/Iorg #1\7[01'; #1\7[01‘,3
czas obliczen
Az [FO (1) = (t+1)2 3 12 1 1 5
<1>(t)—t2+t+1 1|3 2 0 1
?2>()*t2—t+1 3 |6 2 0| <1 sek.
As F<°>( t)=(t+1)3 112 1 1 15
F‘“(t)—t3+t2+t+1 1|4 6 0 1
FO@) = +1 2 |6 8 0| <1 sek.
Aq Fg’>< t)=(t+1)4 ER 1 1 69
FO@ =t 43 42+t +1 1|5 24 0 21
FOM) =t 3 +2 —t+1 5 |10 24 0
FOW=t"+83+1+1 5 6 20 2| <1 sek.
As [FO(t) = (t+1)° 3|2 1 1 345
FOW) =0 414+ 43 + 2+t 41 1 120 0 41
F@ ) = t5 +1 3 |10 144 0
FOU) =15 —t4 443+ 2 —t 41 3 |6 40 0
FO (1) = t5 T+t 3 2 p 2t + 1 3 6 40 40| 1 sek.
Ae F<0>( t) = (t+1)° =z 1 1| 2205
F“)(t) t6+t5+t4+t5+t2+t+1 1 720 0 855
FOM) =16 — 5 +t4 — 3 42—t +1 7 |14 720 0
D3>(t) = t6 +tP 41 T 110 504 504
FO (1) =16 + 23 41 T le 280 280
FE () = 16 + 365 + 34 + 263 + 312 4 3t + 1 L |6 70 70| 14 sek.
Ar [FO (1) = (t+1)7 Lol2 1 1| 16065
FO@) =T 440 45 44 + 3 + 2+t +1 1 5040 0| 2577
FO@) =47 +1 4 |14 5760 0
FO@) =47 6 415 42 —t 4+ 1 4 |30 2688 0
D) =17+ 424 423 4t + 1 1 |6 1120 1120
FOU) =17+ 216 + 5 442+ 2t + 1 1 |10 1344 1344| 3 min.
FO) () = 17 + 446 + 615 + 564 + 55 + 662 + 4t + 1 1 112 112| 25 sek.
Ag [FO(t) = (t+1)° 52 1 1| 139545
FO@ =8 44T 440 415 414 + 3 12 4t 4+ 1 1 40320 0| 58905
FO@) =18 — 47T 46 — 5 44— 3 + 42—t 41 9 |18| 40320 0
FOW) =B +65+13+1 9 |30| 24192| 24192
FSO@) =547+t +1 9 114| 25920 25920
FOU(t) =8 — 47 416 4265 — 264 4 263 442 —t + 1 9 |6 2240 2240
FO(t) = 18 427 416 4205 + 46 4203 + 42 + 2t + 1 2 16 3360| 3360
Fg> () =t8 +3t7T +3t6 +-¢5 + 43 +3t2 + 3t + 1 % |10 3024 3024| 47 min.
F (1) = 8+ 567 + 105 + 11£° + 10 4 11¢% + 1062 4 5¢ + 1 2 168 168| 17 sek.
Ao [FD (1) = (t+1)° 25 1 1| 1255905
FOW) =t 48 44T+ 15 4 5 414 443 + 2 4t 4+ 1 1 |10| 362880 0| 244449
FPM) =t +1 5 |18| 403200 0
FOU) =19 — 8 44T — 16 45 444 — 43 442 —t 41 5 |10 72576 0
FOM) =19 — 8 +t7 + 42—t +1 5 42| 172800 0
FO(t) =t +t8 415 415+ t* 43 4t +1 2 30| 120960| 120960
FOW) =19 4268 447+ 12+ 2641 5 |14 86400| 86400
FE () = 10 + 316 4+ 363 + 1 5 16| 22400 22400
FE () = 19 + 318 + 317 + 316 + 615 + 64 + 3¢5 + 312 + 3¢ + 1 216 8400 8400 33 godz.
FO (1) = 9 4 415 4 667 + 466 + 15 + ¢4 + 463 + 612 + 4t + 1 2 |10 6048|  6048| 47 min.
FU ) =19 4 665 4+ 15¢7 + 2146 + 2145 4 21* + 213 4 152 + 60+ 1| 5 | 6 240 240| 44 sek.

[
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3.4. Tabele z wynikami obliczen

Tabela 3.4.2. Wielomiany Coxetera cox 4(t) macierzowych morsyfikacji A € Morp,

dla jednorodnego diagramu Dynkina D =D, 4 <n < 9.

_#Morp |
D cox 4 (t) det Alca |# Morg # 1\7[01'2 M
czas obliczen

Da |Fp)(6) = (¢ +1)* 1|2 ! L 385

FOMG =4 +3 +t+1 1|6 64 32 85

F?Q)(t) =4+ 22 +1 1|4 12 0

@ () =tt+1 2 |8 144 0

P ) =tt—2+1 4 |12 96 0

F?E’)(t) =tt—265 432 -2t +1 4 16 16 0

Flg‘” (t) =t* +2t3 +3t2 + 2t + 1 5 |3 16 16

FOO() = t4 4263 422 42t + 1 1|4 36 36| <1 sek
Ds Fg)) (t) = (t+1)° % 2 1 1 945

F(l)(t) =0ttt 4+1 1 8 240 0 161

F%)(t) 3 21 1 |12 160 0

F%> ) =t +1 2 |10 384 0

Fg‘”(t):t5+t4+2t3+2t2+t+1 3 |4 60 60

FO ) =15 4264 443 412 426+ 1 3 |6 80 80

FO(t) = 5 +3t4 +46% + 462+ 3t + 1 i |4 20 20| 6 sek.
Deg Fg)) ) = (t+ 1)6 % 2 1 1 10395

FO@) =16 445+t 41 1 |10 2304 0| 2171

F%)(t) =6 ¢4 442 41 1 8 1440 0

F?S)(t) =16 213 11 1 6 640 0

Fl&) (t)=16+1 2 |12 3840 0

Flg5)(t) =6 434 3124+ 1 % 4 120 120

FO@ =6 465 44 1268 42 41+ 1 3 |12 960 960

FSO) =16+ 265 414 442 426+ 1 5 |8 720 720

FE) (1) = 16 4 25 + 364 + 463 + 3¢ +- 2t + 1 i |4 180 180

Fg?) ()=t +365 +3t4 + 23 + 342+ 3t + 1 i 6 160 160 1 min.

FU ) =15 4 465 4 76" + 863 + 742 4 4t 4 1 i |4 30 30| 26 sek.
D7 [F () = (t+1)7 5 |2 1 1) 135135 |

FO@) =7 +16 +t+1 1 [12] 26880 0| 32607

F%(t) TP 241 1 |20 16128 0

F?3>(t) A 1 |24 13440 0

Fl&) (t) =7 +1 2 |14 46080 0

F%) ) = 7425 4t 3 22 4+ 1 % 12 3360 3360

FO@) =17 446 4264 4265 4 £ 41 116 4480 4480

FO@) =7 446 465 44 43 42 4t + 1 3 | 8| 10080 10080

FO () =7+ 46 4365 + 3¢ +- 363 + 362 4t + 1 i |4 840 840

FO/(6) =7+ 26 445 + 42 + 2t + 1 3 |[10|  8064| 8064

FUO6) =47 + 266 4+ 265 4+ 364 + 313 + 22 4+ 2t + 1 3|12 3360 3360

FUMN (@) =17 4366 4+ 365 + ¢4 + 1% + 32 +- 3t + 1 i |8 1680 1680

FUP ) =17 4 316 4 565 + 7¢4 + 763 + 52 + 3t + 1 5 |4 420 420

FUD () =47 + 415 + 615 4 514 + 513 + 62 + 4t + 1 |6 280 280| 25 min.

FOY(1) =47 1 566 + 1145 + 1564 + 1563 + 1142 + 5t +1] L | 4 42 42| 42 sek.
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_#Morp |
D cox 4 (t) det Alca |# 1\7[01'2 # 1\~/IorD m
czas obliczen

Ds [FO (1) = (t + 1)° =2 1 1| 2027025

FO@) =18 47+t 41 1 [14| 368640 0| 545553

F%)(t) =8 416 14241 1 |12 215040 0

F?g)(t) =18 445 4¢3 +1 1 30 172032 0

00 () =t5+2t1 +1 1 | 8| 80640 0

F0) (t)=t5+1 2 |16| 645120 0

FDG)(t) =18 +6 4215 + 263 + 42 + 1 1|12 35840 35840

Fg) ) =t5 +tT +5 12t 63+t 41 1 ]24| 107520 107520

Fg@) () =13 +47T +10 445 413 112 4t +1 1 120| 129024| 129024

Fg)) (t) =8 +17 + 265 4365 + 204 + 363 + 22+t + 1 % 12 26880 26880

FUO4) =48 4 266 4 261 4 242 41 118 40320| 40320

FOVG) =18 1267 146 142 12t 41 1 12| 107520 107520

FD12)(t) =18 427 446 4 25 4 At 423 + 12 42 + 1 % 6 17920 17920

p,g13>(t) —8 1247 4 266 4 o5 Lot 123 4 22 4 2t 4 1 118 40320 40320

FUDE) =8 + 267 4 465 4 615 + 614 + 613 + 42 + 2 + 1 3 |4 3360 3360

FUPNt) =18 +3¢7 4+ 366 445 + 3 + 3¢ + 3¢ + 1 1 [10] 21504 21504

FUO ) =48 4 3¢7 4 466 4 515 + 6t + 513 + 442 + 3t 4 1 3 |12 8960| 8960

Fjg?)(t) =18 1 416 161t + 412 + 1 % 4 1680 1680

ng>(t) —18 4 At7 4+ 60 + 445 + 24 + 43 + 612 + 4t + 1 é 8 3360 3360

FU6) =5 + 467 4+ 866 4 1265 + 1484 + 1263 4 862 4 4t + 1 14 840 840| 11 godz.

Fg())(t):tg +5t7 4+ 10t0 + 11¢° + 10t* + 11¢3 + 102 + 5t + 1 =16 448 448| 6 min.

FO (1) =% 4 617 4 16t% + 265 + 304 + 26t3 + 1612 + 6t + 1 = |4 56 56| 16 sek.
Do | FO(8) = (¢ + 1)° s | 2 1 1| 34459425

FO@) =1 +18 +t+1 1 |16 5806080 0| 10110753

F%)(t) =9+ t7 41241 1 |28 3317760 0

F?g’)(t) =19+ 16 44341 1 |12 2580480 0

Fja)(t) =19+ 5 +th 41 1 |40 2322432 0

F%)(t) =1°+1 2 |18]10321920 0

Fgfs) (8) = 12+ 315+ 365 + 1 1 6| 143360 143360

Fg) W)=t +1t7+10 + 5 +t4 + 3 + 12 +1 1 24| 967680 967680

FO@) =9 4 247 445 444 4 22 41 1 120| 580608 580608

FO) =% + 367 + 16 + 365 + 314 + 43 + 312 + 1 1 l12| 80640 80640

FUO() =19 4+ 18 + 265 4204 + ¢ + 1 1 18| 725760 725760

FOV@) =19 448 +46 145 444 43 1 £+ 1 1 130 1548288| 1548288

FUD() =49 448 447 446 + 82 42 4 ¢ 41 1 |12 1935360| 1935360

FUP(0) =19 415 + 67 4+ 316 4 265 4264 4+ 363 442 4t + 1 1 |12] 322560| 322560

F<Dl4)(t) =19 3 2T 426 o5 ot 23 L a2 441 1 18| 362880| 362880

FUPHE) =19 415 4+ 447 + 416 4 65 + 6¢4 + 465 + 462 + £ + 1 $ [ 4] 15120] 15120

FUOm) =19 4 265 447 42 42t + 1 1 114 1658880| 1658880

FUTD(6) =19 4265 447 416 43¢5 +- 3t4 + 13 +42 4 2t + 1 1 24| 483840| 483840

FDls)(t):tg 28 427 426 15 4 th 423 422 42+ 1 1 120| 580608 580608

Fgg>(t> =19 428 4 3t7 + 5¢6 + 55 £ 5t4 4563 +3t2 + 2t + 1 + 12| 120960| 120960

F]<320>(t) =9 438 4317 + 16 + 43 £ 32+ 3¢+ 1 1 112| 322560| 322560

FE(8) =19 + 3¢5 4+ 3t7 + 3¢5 4 617 + 6¢4 4 3t3 + 362 + 3t + 1 116 53760| 53760

F(D22)(t) =19 4348 4 AT 4 At6 1 A5 4 Atd 4+ A3 4 42 £ 3t 4+ 1 & | 8] 120960| 120960

FO () =19 4 365 4 617 + 1016 4+ 1265 + 1204 + 1063 + 612+ 3t + 1 | &= | 4 10080| 10080

FOD() =19 + 465 4+ 617 + 466 4+ 15 4+ 14 + 43 4+ 612 + 4t 4 1 L ]10| 48384| 48384

Fg%)(t):tg LA - TtT 490 115 4 1144 083 + T2 4 At 1 &= |12 20160| 20160

FOO () =19 4 515 4+ 1067 + 1060 + 65 + 664 + 106 + 102 + 5t +1 | & | 8 6048  6048| 35 dni

Fg7)(t)=t9 + 58 + 12t7 4 205 + 2615 + 26t* + 203 + 12t2 4+ 5t + 1 3% 4 1512 1512| 16 godz.

FOO(6) =10 4 665 + 157 + 21¢6 4 21¢° 4+ 21¢4 + 2145 + 1562 + 6t + 1| L | 6 672 672| 28 min.

FOD() =19 + 7¢8 4 2207 + 4216 4 5615 + 56t + 4203 + 2202 + 7e + 1| L | 4 72 72| 38 seck.

=2
=
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3.4. Tabele z wynikami obliczen

Tabela 3.4.3. Wiclomiany Coxetera cox 4(t) macierzowych morsyfikacji
dla jednorodnego diagramu Dynkina D =E,, 6 <n < 8.

A € Morp,

# Morp
D cox 4 (t) det Afcy #I\A/Iorg #I\N/Iorg # Morp
czas obliczen

Ee |[FO(t) = (t+1)0 212 1 1] 29645

FO@) =6 445 3 4t +1 1|12 4320 0| 8685

FO@) =16 413 +1 1 ]9 5760 0

FOU) =16 — 5+ 24 — 3 4212 —t 41 1|6 720 0

FO @)y =16 —3 41 3 |18 5760 0

FOU) =16 — 5 +43 —t+1 3 |12 4320 0

FO @) =16 —3t5 4+ 6t4 — 743 + 612 — 3t + 1 3 |6 80 0

FO (1) =16+ 263 41 NG 480 480

FO@ =6 +65 4141 5 10| 5184|5184

FO) =16 465 4200 413 4202 4 ¢ 4 1 116 720 720

FU ) =16 4+ 265 4 204 + 263 + 22 4+ 2t + 1 1 1s 1440 1440

FUD() =16 + 265 + 364 4 463 + 312 4 2t + 1 2|4 540 540

FOP(6) =16 4 365 4 3¢4 + 263 + 362 + 3t + 1 216 240 240 32 min.

FUD) =15 4+ 365 + 614 + 743 + 612 + 3t + 1 E 80 80| 44 sek.
Er [FO (1) = (t+1)7 L 12 1 1| 765765

FO@) =47 446 14 — 3 4+t 41 1 |18] 161280 0| 177157

FO () =17 — 16 445 442 —t + 1 1 [30] 96768 0

FOM) =t -t + 14+ 63 — 12 +1 1 [12| 120960 0

FO@) =7 — 26 + 365 — 4 — 13 4 3¢2 — 2t + 1 1|6 2240 0

FO@)y =" +1 1 |14] 207360 0

FD6>(t) =7+ t0 2t 23 41 116 13440| 13440

FOW =t +0 40+t 43+ 12+t 41 18| 90720 90720

FS(t) =17+ 26 415 42 42t +1 1ol10]  48384| 48384

FE () = 17 + 216 4 365 + 34 4 363 + 312 + 2t + 1 L6 | 20160 20160| 42 godz.

FU ) =7 4365 4+ 565 + Tt + 743 + 562 + 3t + 1 Lol4 3780 3780 52 min.

FUD(0) =17 + 415 4 615 + 5¢4 4 513 + 612 + 4t + 1 L |6 672 672| 53 sek.
Es |FO(t) = (t+1)8 =<2 215656441

FO@) =8 447 -5 —t4 — 3 4t +1 1 |30 86434425

FO@) =8 4T 415 —t4 + 63—t +1 1 |15

F?3)(t):t8—t7+t6—t5+t4—t3+t2—t+1 1 |18

F?4>(t):t87t6+t47t2+1 1 |20

F%)(t) =8¢ty 1|24

F?ﬁ)(t) =18 216 +3t4 — 212 + 1 1|12

F%)(t) =8 — 2T 426 — ¢4y 22 2t 41 1|12

F%)(t) =18 — 247 +3t6 — 4t5 +5¢4 — 4¢3 + 32 — 2t + 1 1 |10

F?g)(t) =18 — 47 +10t5 — 16t5 + 19¢t* — 163 + 10t —4t+1| 1 |6

Fgl(])(t):ts+t7+t6+t5+t4+t3+t2+t+1 1o

FOD@) =18 — 17 446 4265 — 204 4203 442 — ¢ + 1 16

FUD(0) =18 447 — 16 4264 — 2 4t + 1 112

FUB () =t5 447 + 216 4 365 4 264 4+ 363 + 2 + £ + 1 Lol12

FOY) =8 447+t 41 1l

FUP(t) =18 4+ 16 + 2 +1 112

FUO ) =15 45 443 +1 1130

FUD(6) =18 + 207 + 216 4 265 4 264 4 263 422 4 2t + 1 L8

FUS () =15 + 266 + 3¢ 422 + 1 Lle

FU ) =18 4 204 41 108

FOU =18 4207 445 — 45 — 28 — 3 442 4 2t 4+ 1 18
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# MOI‘D
D cox 4 (t) det Alcy #1(\/101'; #1\7[01'2 #1\7[01'D
czas obliczen

Es | FOD() =05 + 207 + 46 4 265 + 4¢% + 263 + 12 + 26 + 1 L |6
FODt) =15 4207 4206 — ¢4 4 22 4+ 2t 4+ 1 12
FEO() =18 4 207 4+ 316 + 465 4+ 514 4+ 463 + 312 4 2t + 1 & |5
FON(t) =5 + 317 4+ 315 + 45 + 13 + 312 + 3t + 1 L |10
FEO(t) =18 4 317 + 516 + 615 + 64 + 6¢° + 52 + 3¢ + 1 X6
FEO() =18 + 416 + 614 + 412 4+ 1 & |4
FOD() =15 4 407 4+ 866 +120° + 1444 4 1205 + 82 + 4t +1 | & | 4
FOO () =18 4+ 447 4 10¢6 + 1665 + 19¢4 + 163 + 102+ 4t +1| L |3
FO ) =15 4+ 517 4+ 106 + 1165 + 10t* + 1163 + 102+ 56 + 1| L | 6
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4.

IV. Klasyfikacja spektralna Coxetera

dodatnich spojnych prostych grafow oznakowanych o n < 9 wierzchotkach

Klasyfikacja spektralna Coxetera dodatnich sp6jnych

prostych graféw oznakowanych o n < 9 wierzchotkach

Jednym z celéw tego rozdziatu jest podanie petnej klasyfikacji spojnych dodatnich graféw
oznakowanych o n < 9 wierzchotkach z doktadnoscia do silnej Z-kongruencji Grama A =~z A’
Klasyfikacja ta zawarta jest w twierdzeniu 4.1.2 orzekajacym m.in. ze dowolny spdjny dodatni
graf oznakowany A o 2 < n < 9 wierzchotkach jest dwuliniowo Z-kongruentny z jednym
z jednorodnych diagramoéw Dynkina

AI(Q =

lub z jednym z 26-ciu graféw oznakowanych postaci Ag), e

4.1.1, gdzie

I e

Apn > LAY :=Dyn > 4, A = Eg, AL

gdyDE{AQ,...,Ag}, 3
gdy D € {]D4,]D)5}, . ’
edy D € {Dg, Dy}, s M=

gdy D € {Dg,Dg},

= E'y, AI(Ells)

= ]ESa

,A%nD ) przedstawionych w tabeli

gdy D = K,
gdy D = Eq,

Tabela 4.1.1. Proste, dodatnie grafy oznakowane Ag) € UBigr}, o n < 9 wierzchotkach,

: _ @
gdzie coxAg)(t) = F}y’(t), zobacz tabela 4.1.3.
A]]()Qj ;83 — — — 0‘4 AH())? oy — — — 0‘2 A]gi)) ;oo y
/
\ \ y
\ \ /
o] — — — 0y ®] — — — @05 — — — @3 o]
A]é)i) o] L D) oy A]E'L‘QG) oy L 13 Aﬁ;ﬁ) . @) — — —
[ RN
| / N
/ N
\ / AN
o5 — — — @3 L 153 o3 o] o5 — — — 09 o3
A]éi) o5 o Y A]]()Ji) 0 —— — 0_1 —_—= o7 A];j)
\ I\ /]
N /
\ \ N p \
\ \ N/ \
oy L D) o5 — — — @3 oy (D) o5 — — — @03 oy
A]fE?;) o o o7 A]g? o =" e e —== o7 A]g;)
[ N s
| N /
N /
\ AN /
oy 2 o5 — — — 03 2 o5 — — — @3 oy
A]]()? : eg o o o7 A]g’;) og 0w e — ey A]gg o
\ [N 7
N /
\ \ N p \
\ \ N/ \
o4 2 o5 — — — o3 o4 2 o5 — — — o3 ) — — —

®5

o5 — — — @3

o5 3
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2 — - T = - R 4
A]EE) : eg o5 o Y Ag) : eg o5 o 'Y A]EE) . ey o ' LY
: I\ /| : \ : \
N 7/
\ N Y \ \ \
\ N/ \ \ \
oy 2 — — — 65 — — — @3 ®y 2 o5 — — — @3 oy 2 o5 — — — 03
A]EEZ) o3 6w —— e — = A]E:;?~'3***.6 o o7 A]gs)-'4/’__;—6 o — =
| N\ 7 | AN
N 7/ N
| | | \ \
N / N
\ N/ \ \ AN
oy e — — — 65 — — — 03 2 — — — ey o5 oy o3 2 o5 — — — o3
- 2
A® og o o o7 A o5 = — — eg 03 — — — ey AP og o o LY
Eg | Eg ~ . | Dg ‘
~
/ & = !
S
\ / > \
L2t L o5 — — — 03 1¢'Q/°7 o9 oy L o5 — — — @3
A]gi) : eg 0 —— — o i Y AD()? B Y Ve o o
[N 7 \
N 7/
\ N Y \ \
\ N/ \ \
oy L o5 — — — o3 ®9 oy — — — 0y o5 o3

TWIERDZENIE 4.1.2. Zaléimy, ze D jest jednym z jednorodnych diagraméw Dynkina
A, n>1,D,,n>4, Es, E;, Eg 0 n = |Dy| > 2 wierzchotkach. Oznaczmy symbolem

UBigry, == {A € UBigr}; A jest spdjny oraz A ~z D}

zbior wszystkich dodatnich spojnych prostych grafow oznakowanych stabo 7Z-kongruentnych
z D on <9 wierzchotkach.

(a) Zbiér CGpolk C Z[t] wszystkich wielomianéw Cozetera(-Grama) coxa(t) € Z[t] bigraféw
A € UBigr}, sktada sig z wielomianéw postaci F(J)( t) opisanych w tabeli 4.1.3.

(b) Kazdy z prostych grafow oznakowanych AD opisanych w tabeli 4.1.1 jest spojny, do-
datni 1 nalezy do L{BzgrD, gdzie D jest jego typem Dynkina, co oznacza zstmeme stabeg

Z-kongruencji Grama A, V)~ D. Ponadto cox (t) jest wielomianem FD (t) zdefinio-

A<7)
wanym w tabeli 4.1.35.

(c) Jezeli A € UBigr}, oraz coxa(t) = Fg)(t), to A =~z D.

(d) Jezeli A € UBigr}, jest grafem oznakowanym takim, Ze coxa(t) = g)(t) oraz j = 2,
to istnieje silna Z-kongruencja Grama A =y A(Dj), gdzie Ag) jest odpowiednim grafem
oznakowanym opisanym w tabeli 4.1.1.

(e) Jezeli 2 < n <9 oraz A € UBzgr to A jest silnie Z-kongruentny z jednym z grafow
Dynkina lub z jednym 2 grafow A przedstawionych w tabelt 4.1.1.

Dowdd. (a) Z wniosku 3.3.4 wiemy, ze kazdy z wielomianéw Coxetera coxa(t) pewnego
bigrafu A € UBigr}, jest wielomianem Coxetera cox4(t) morsyfikacji A := Ax € Morp,
o wyznaczniku det A = 1.

Opis zbioru CGpola C Z[t] wszystkich wielomianéw Coxetera(-Grama) coxa(t) € Z[t] bigra-
fow A € UBigr}, otrzymamy w wyniku obliczei komputerowych z wykorzystaniem nastepuja-
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cego algorytmu dla kazdego z diagraméw Dynkina D € {A,, n > 1, D,,n > 4, Eq, E;, Eg}
0 2 < n < 9 wierzchotkach?.

KROK 1°: Obliczyé zbiér macierzy morsyfikacji Morp C M, (Q), wraz z ich wielomianami
Coxetera oraz wyznacznikami (algorytm 3.2.11).

KROK 2°: Ze zbioru Morp wyodrebnié¢ podzbiér Morp; € M,,(Z) wszystkich catkowitych
morsyfikacji macierzowych o wyznaczniku 1 wraz z ich wielomianami Coxetera.

Obliczone w kroku 2° wielomiany Coxetera stanowia zbior CGpolX C Z[t].

(b) Z postaci graficznej wynika, ze kazdy z graféw oznakowanych Ag) jest spojny i prosty.
Stosujac algorytm inflacyjny A — DA (zobacz dodatek A.1) kolejno do graféw A = Ag) z tabeli
4.1.1 znajdziemy macierz Bg) € Gl(n,Z) definiujaca staba Z-kongruencje Grama Ag) ~z D.
Poniewaz diagram Dynkina D jest bigrafem dodatnim (zobacz twierdzenie 2.1.18), wiec na
podstawie lematu 2.2.1(c), bigraf Ag) jest réwniez dodatni, co konczy dowdd stwierdzenia (b).
Petna lista macierzy Bg) € Gl(n, Z) definiujacych Ag) ~yz D znajduje si¢ na stronie internetowej
26]2.
| ]W naszym dowodzie ograniczymy sie do przedstawienia efektu dziatania poszczegdlnych
krokow algorytmu inflacyjnego A +— DA jedynie dla D = [Eg oraz j = 4, tzn. do bigrafu
A= A]g;). W tym wypadku otrzymamy redukcje inflacyjna A]glg) — DA = Eg w nastepujacych
krokach:

_ e o c—eo1—e@ _ e o— —0—e _ e "o —e _
A(4) 't_3> ‘8 ‘6 ‘1 7& ‘8 ‘6 ‘1 7& ‘8 ‘6\\ ‘1 7&
Eg | N
047.27.57.3 047.27.57.3 047.27.5703
° oo e ° o—e . o~ o—o "e
to ‘8 ‘6\\ J(I/ Tt ‘8 6\/\/ 1_~®7 ¢ ‘8 6 ®1 T,
~ N _ - N N
.47._2_T_._57.3 .47._2_T_._57.3 .47.27057.3
toy o3 e _—e7 to o3 e e ey to o o
— - — ‘ — —
L L P o5 \.3 oy * o5 o3 o o3 o5 ) L o7 o3
oy
g
= |
o —0y—e3—e;—e;—e7—eg = [ig.
-1 00100 1-1
0 00O0O0O1O0-1 1
@) 00000 1-1 1
i = — FEr-E7 - Er.-Ewx-Ey-Er-Ez - En B 6 = -1
-1 000O0O0 1-1
0 0O0O0OO0OO0 1-1
0 00O0OO0OO0O O 1
.. . 4 . 12345678 .
GI1(8,Z) definiuje staba Z-kongruencje Grama AI(ES) ~F Eg, gdzie o :<63512478 € Sg jest

permutacja.
Aby udowodnié¢ stwierdzenia (c) oraz (d) ustalmy diagram Dynkina D oraz liczbe 1 <

j < mp. Przyjmijmy AY) = D oraz Fg)(t) = coxp(t). Zaltézmy, ze 2 < n < 9 oraz A €

17Zbiory macierzy morsyfikacji ﬁor[) C M,,(Q), Morp C M,,(Z) dla diagraméw Dynkina D € {A,,, n > 1,
Dy, n >4, Eg, E7} 0 2 < n < 9 znajduja sie na stronie internetowej [25]. Zbiory ﬁorEs, Morp, zostaly obliczone
przez Marcina Gasiorka (zobacz [34]).

2Inne przyklady podane sa w dodatku A.1 oraz we wspoétautorskich artykutach [8], [31].
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UBigr; jest dodatnimi spéjnym prostym grafem oznakowanym takim, ze coxa(t) = F g)(t),
() . ()
tzn. A € L{l’)’igrg’J . Poniewaz bigraf AY) tez nalezy do zbioru L{BigrgD (na podstawie (b)),
) ()
wiec na podstawie twierdzenia 3.1.9 funkcja ¢p : L{Bz'grgD — MorgD (3.1.10) przeprowadza

bigraf A na morsyfikacje Ax = ¢p(A) oraz bigraf A’ = Ag) na morsyfikacje Axr = ¢p(A').

Z zatozenia n < 9 oraz z wnioskow 3.2.6 (dla diagraméw Dynkina A,,,D,,) i1 3.3.2 (dla diagraméw
(49)

Dynkina Eg, E7,Eg) wynika, ze morsyfikacje Ax, Axr € MorgD leza w tej samej Gl(n,Z)p-

() .

orbicie dziatania * na zbiorze MorgD . Stosujac twierdzenie 3.1.9 do bigraféw A oraz A’ = Ag)

i wielomianu F'(t) = ,(jj ) stwierdzamy istnienie silnej Z-kongruencji Grama A ~z A = Ag), co

koniczy dowdd stwierdzen (c) oraz (d).

(e) Zalézmy, ze 2 < n < 9oraz A € UBigr;! jest spdjny. Zgodnie z twierdzeniem 2.0.6 istnieje
jednorodny diagram Dynkina D o n wierzchotkach (jednoznacznie wyznaczony przez A) oraz
staba Z-kongruencja Grama A ~z D. Stad wynika, ze bigraf A nalezy do zbioru UBigr},
a jego wielomian Coxetera coxa () nalezy do zbioru CPol},. Zatem istnieje indeks j < mp taki,
ze coxa(t) = Fg). Na podstawie (d), istnieje silna Z-kongruencja Grama A =z, Ag), co konczy
dowdd stwierdzenia (e), a tym samym koniczy dowdd twierdzenia. [

Tabela 4.1.3. Wielomiany Coxetera coxa(t) = l()j) (t) oraz liczby Coxetera ca = cg)
dodatnich, spéjnych graféw krawedziowo-dwudzielnych A € UBigr],
stabo Z-kongruentnych z diagramem Dynkina D, gdzie 2 < n = |Dy| < 9.

[ D] CGpolf, ={F3}icmp [ NG = {8 Y icmp]
[an | FYO@O ="+ 1424 41 | W =n+1 |
Da| FO@) =t +3 +t+1 <D=
F§2)(t) — 442241 cg) =4
Ds | FO@t) =15+t +t+1 D=3
Flg2)(t):t5+t3+t2+1 cg) =12
De | FI(t) =06 +15 +t+1 D =10
F?2)(t):t6+t4+t2+1 By
Fg”(t) =154 263 41 c§> =6
Dy | FO@) =7 +16 +¢+1 D =19
F?2)(t):t7+t5+t2+1 B 2
Fgg)(t):t7+t4+t3+1 cg) =24
Dg | FO(t) =18 +17 +t+1 D =14
FO @)y =18 446 +42 41 B 1
FOWU) =5 +15+43 +1 B _ 350
FOO() =8 264 41 cgl) =
Do | FIO() =19 + 5 +¢+1 D =16
FO () =19 447 +42 41 B _ o
FOU) =19+ +13 +1 RN
FO@ =+ +t4 41 c§*> =40
Be | FSO(6) =16 445 — 3 4141 ) =12
FR) =16+ +1 D g
FOW) =16 —t5 4200 — 3 422 — ¢ 41 c§)76
By | FO@t) =17 +16 —t4 — 3 4t 41 =18
FO@) =47 6 445 412 —t +1 cg):?,o
FOU) =T 15 +t4 413 — 2 4+ 1 JRE T
F@O ) =47 — 246 4 365 — 4 — 13 + 312 — 2t +1 o _
FO@ =1"+1 c§> =14
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LD ] CGpoly, = {F}j<mp [ eNh = (e icmp]
Es | FO(6) =5 +47 — 5 —t* — 3 + ¢+ 1 < =30

FO@) =18 4T +45 — ¢4 413 —t 41 B s

FO@) =8 4T 446 5 444 3 4142 — ¢t 41 B g

FO@) =18 16 +t4 —2 41 b _ 99

FO@t) =8 —t* +1 B oy

FO (1) = 8 — 216 43¢ — 22 1 B g

FO@) =18 — 247 + 266 — 14 422 — 20 + 1 D 1

FS () = 15 — 247 4316 — 415 4 514 — 413 4+ 312 — 26 4 1 OB

FO(6) = 18 — 447 41065 — 1665 + 19¢4 — 1663 + 102 — 4t + 1 cg‘):e

gdzie CN}, = {cg)} j<mp jest zbiorem wszystkich liczb Coxetera ca dodatnich, spojnych grafow
krawedziowo-dwudzielnych A € UBigr}, stabo Z-kongruentnych z diagramem Dynkina D.
Analiza wynikéw obliczen przedstawionych w tabeli 4.1.3 daje nastepujacy wazny wniosek.

WNIOSEK 4.1.4. Jesli 2 < n <9 oraz D, D' jest parg jednorodnych graféw Dynkina, to
D = D’ wtedy i tylko wtedy, gdy przekréj CGpolh N CGpol}, jest niepusty. O

Wyniki obliczen przedstawione w tabeli 4.1.3 pozwalajg na udowodnienie twierdzenia be-
dacego rozwiazaniem problemu A dla klasy UBigr; wszystkich dodatnich, spojnych graféow
krawedziowo-dwudzielnych o n < 9 wierzchotkach (algorytmiczna konstrukcja macierzy dajacej
Z-rownowaznos¢ grafow krawedziowo-dwudzielnych o rownym spektrum zostata przedstawiona
w rozdziale 6.3).

TWIERDZENIE 4.1.5. Jedli2 < n <9 oraz A, A" € UBigr; jest parg dodatnich, spéjnych
grafow krawedziowo-dwudzielnych, to nastepujgce dwa warunki sq rownowazne:
(a) speccy = speccy,,
(b) A =y A/, tzn. istnieje macierz B € Gl(n,Z) taka, Ze Gan = Ga* B = B'"-Gx - B.

Dowéd. Zatdzmy, ze 2 < n < 9 oraz A, A" € UBigr] sa dodatnimi, sp6jnymi grafami
krawedziowo-dwudzielnymi. Zgodnie z twierdzeniem 2.0.6 istnieja jednorodne diagramy Dynkina
D oraz D’ o n wierzchotkach (jednoznacznie wyznaczone przez A oraz A’) oraz macierze Cpa €
Cl(n,Z)p, Car € Gl(n,Z)p definiujace stabe Z-kongruencje Grama A ~5* D oraz A’ ~5* D/,
odpowiednio. Stad wynika, ze bigraf A nalezy do zbioru UBigr}, oraz bigraf A’ nalezy do zbioru
UBigr},, aich wielomiany Coxetera F'(t) := coxa(t), F'[t] := coxa/(t) € Z][t] naleza odpowiednio
do zbioru CGpol}; oraz CGpol}, .

(a)=(b) Zalézmy, ze specc, = speccy,, tzn. wielomiany F(t) := coxa(t) oraz F'(t) :=
coxas(t) sa réwne. Stad wynika, ze wielomian F(t) = F'(t) nalezy do przekroju CGpol5NCGpol},;
a na postawie wniosku 4.1.4 otrzymujemy réwno$¢ D = D’. Zatem A, A’ € L{Bigrg(t) i na
podstawie twierdzenia 3.1.9 funkcja ¢p : UBigrE, — Mork (3.1.10) przeprowadza bigraf A na
morsyfikacje Ax = ¢p(A) = Ga * Ca oraz bigraf A’ na morsyfikacje Axr = ¢p(A’) = Ga*Car.
Poniewaz n < 9, wiec na podstawie wnioskéw 3.2.6 (dla diagraméw Dynkina A,,,D,,) i 3.3.2 (dla
diagraméw Dynkina Eg, E;, Eg) morsyfikacje Ax, Axr € Mork leza w tej samej Gl(n, Z) p-orbicie
dziatania * na zbiorze Morg. Stad wynika istnienie macierzy B € Gl(n,Z)p takiej, ze Axr =
Ap* B. 7 tej réwnosci tatwo wynika réwnoéé Gar = Ga * B, gdzie B := Ca-B-Cx! € Gl(n, Z),
zobacz twierdzenie 3.1.9. Udowodnili$my wiec, ze macierz B definiuje silng Z-kongruencje Grama
A ~B A’ co konezy dowdd implikacji (a)=-(b).
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Poniewaz implikacja (b)=(a) wynika z lematu 2.3.1 (zobacz réwniez [70, Lemma 2.1(e)] oraz
[72, Proposition 4.9]), wigc dowdd zostal zakonczony. O
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5. Serie morsyfikacji macierzowych
dla diagramoéw Dynkina A,

Wyniki obliczen zamieszczone w tabelach 3.4.1-3.4.3 pokazuja, ze zbiéor Morp catkowitych
morsyfikacji diagramu Dynkina D jest duzy i jego moc rosnie wyktadniczo (3.2.12) wraz ze
wzrostem liczby wierzchotkéw diagramu D. Do tej pory nie udato nam si¢ obliczy¢ ani zbio-
réw Mor,, oraz Morp, , ani wielomianéw Coxetera cox 4(t) morsyfikacji A nalezacych do tych
zbioréw, dla n > 10.

Jednym z celow tego rozdziatu jest konstrukcja interesujacych serii morsyfikacji A € Mory,
o parami réznych wielomianach Coxetera cox(t), dla diagramu D = A,,.

Po przeanalizowaniu uzyskanych eksperymentalnie 1 107 294 calkowitych morsyfikacji A €
Mor,,, diagramu Dynkina A,, dla 2 < n < 9 wierzchotkéw, udato nam sie skonstruowac
nieskoriczone serie morsyfikacji diagramu D = A,,, dla n > 1. Typy Coxetera cox4(t) takich
morsyfikacji wraz z odpowiadajacymi im morsyfikacjami, wyznacznikami oraz liczbami Coxetera
zostaly przedstawione w twierdzeniach 5.1.1, 5.1.2, 5.1.3 (udowodnionych w pracy autora [24])
oraz 5.1.4.

TWIERDZENIE 5.1.1. Jedlin > 1 oraz D = A,,, to macierz

1 -1 0O --- 0 0 1 0o .- 0
0o 1 -1 . 00 1 .

AL — | Coo 0 | e ML, (2), gdzie Cox o) = ; oo 0| e M, (2),
00 - 1-1 0o - 0o 1
00 - 0 1 -1 -1

jest catkowitq morsyfikacjq diagramu Dynkina A,, tj. AQY € Mory, , dla ktérej det AV = 1,

n
liczbg Cozetera jest ¢ ;o) = n + 1 oraz wielomianem Cozetera jest

cox () = FO@) ="+t b+ 2 1t + 1 € Z]E).
Dowdd. Szczegdltowy dowdd znajduje sie w artykule autora [24] jako dowdd theorem 3.1.0

TWIERDZENIE 5.1.2. Jeslin = 2m > 2 jest liczbg parzystq oraz D = A, to macierz
AR = [az(?-)] € M,,(Z) postaci

n

1 1 2. (=1)iti+1 1 1 -2 2 =2 2

1 -2 1 1 -2 2 =2

@ @ 11 2 -2 1 1 -2 2

2 P P . P — J— —
Ay = ;] = Lo =2 2 2 1 1 -2 ,

2. (=1t . 1 -2 2 -2 2 -2 1 .
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o7

oy [0 i, | | o |
gdzie a;;’ =4 1 oy j=ilubj=i+1, jJest catkowitq morsyfikacjq diagramu Dynkina A,
2. (1) <

dla ktérej det A?) = n + 1, macierzq Coxzetera jest

0o -1 0 0
0o 0 -1 .
COXAgf) = — COXAS) = 0 € Mn(Z),
0 0 -1
1 s 1 1

liczbg Coxetera jest C @) = 2. C, m = 2(n+ 1) oraz wielomianem Cozxetera jest

cox ) () = D) = 4= R B2t 41 e 2.

Dowdéd. Zobacz dowdd theorem 3.2 w artykule autora [24].

O

TWIERDZENIE 5.1.3. Jedli n = 2m + 1 > 3 jest liczbg nieparzystg oraz D = A, to

macierz A = [ag)] € M,,(Z) postaci

r1o— -1 17
0 1 -1 -1 1
0 1 - 0 -1 1
0 14 0 4 1
0 1 -1 1
A= 0 N 0 € M, (Z) = Mayi1(Z),

jest catkowitq morsyfikacjq diagramu Dynkina A,,, dla ktérej det AR =
Cozxetera jest macierz

Cox

1
1 -1

L—1

AP~

—1

0
1

o = O

-1

mm+1

1 0
-1 1 0
-1 1

1 0
1 0
1
0
-1 -1 -1
1 1 1
0O 0 0 O

liczbg Cozetera jest ¢ ) = 2n oraz wielomianem Cozxetera jest

cox o (1) = F () = 1" +1 € Z]t].

n+l __ :
= =m+ 1, macierzq

€ Moy 41(Z),
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Dowdéd. Zobacz dowdd theorem 3.10 w artykule autora [24]. O

TWIERDZENIE 5.1.4. Jesli n > 5 jest liczbg nieparzystg oraz D = A,, to macierz
RAB) = [kag-;)} € M,,(Z) postaci

-1 0 0 7
1 0 0
A(Q) (71)7,j 0 0 i+j+1
n—k—1 1 1 2‘(*1) J
1
1 1
3)__ _ ; 2) _
RAP= 1 8 8 | gdzie AP = L € M, (Z),
I —1 - (—1)FFt 1] (-7 TT - 1 2. (=1t .1
0 0
. (2>tr
0| (—1) A
Lo 0 - 0 -1 i

jest catkowitq morsyfikacjg diagramu Dynkina A, dla kazdego parzystego k = 2,4,...,1 € N,
gdzie

n—1
=2 =2m imn=4m+1
Z — 2 ? Y
21 {”;1—1:2(m—1) in=4m — 1,
dla ktérej det), A®) = ”TH, macierz Cozetera jest rowna
I ol o 0]
Cox 2 0-1 0 0
0] 0 -~ 0 _ 0 0 -1
(5.1.5) Cox = —(1) - —(1] —(1) —1 o 1) gdzie Cox @)= . eM,(2),
Cox;](}) 1 1 1
| o ol o |
liczbg Coxetera jest C 4@ :{ ggz:g kD) ;(V]:;;.)"("_k)’ , natomiast

2+E n n— n— n— —
coX,_ 4 (1) = § 2)(t)=t A T e R o e R A A AN =W/ [}

jest wielomianem Cozetera morsyfikacji A,

Dowdd. Najpierw dowodzimy, ze Coxk 4» ma postac 5.1.5 (dowdd sprowadza sie do spraw-
. , s . 3 tr o 3
dzenia rownosci Coxk A -kA;) = —kA% ).
Dalszg cze$¢ dowodu rozpocznijmy od uzasadnienia réwnosci:

k
CcoX o (t) = F(i+2)(t) = R gk gk kel 3241 e 21,
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Symbolem p; ;(A) oznaczamy elementarng operacje dodania do i-tego wiersza, wiersza j-tego,
pomnozonego przez A € Z. Przyjmujemy p;; = p;;(1). Bezposrednio z definicji wielomianu
Coxetera otrzymujemy rownosé

0 0 0
Cox
A,
0 o --- 0
CcOX A(s)(t) = det(tE — Cox A(s)) =det|tEk —|-1L - —1]-1][-1 - -1 =
kn kn 0 0 0
. -1
COXAS)
| o 0] o |
i 0 |o 0] [ 0 |0 0]
tE — COXA(Q) . . tE — COXA(Q)
n—k—1 n—k—1
0 0 0 On ko1 0 0 0
=det|T - Tt+1 |1 -~ 1| """ " det|lo - 0 ¢|trr |1 - 1].
0 0 0 0 O 0
1 . . : : : -1
tE — COXA;Q) . . . : : tE — COXAS)
o - 0| o | 0 -~ 0 0] 0 |

Przypomnijmy nastepujace wlasnosci wielomianu Coxetera i macierzy Coxetera, udowodnione
w pracy [69, Lemma 2.8(c)]:

(i) Coxer = Coxy', Coxy1 = Coxy,
(i) coxa(t) = coxer(t) = coxg—1(t) =" - COXA(%)'

Stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem kolumny n — k, oraz wlasnosci (i)—(ii) otrzymujemy:

AP

cox i (t) =(=12"R) (£ 1) - det <tE — Cox ) - det (tE _ Cox(lz)> _
e n—k—1 Ak

1) - (¢ kit gnmhm2 b8t 1) (P R T Pt ) =

(
=(t+1)- COXAS_);C_l(t) ' COX e t)y=(0t+1)- COXA;sz_I(t) " COX (t) =
(t+
(tn—k_tn—k—1+tn—k—2_‘ . +t3_t2+t+tn—k—l_tn—k—2+tn—k}—3_ . +t2_t+1)'

2+%
n

) () € Z.

=t R g el Bt = Fé

Nastepnie pokazemy, ze c { 2-(n—k) s(k+ Dl(n— k)

AD T 2 k) (k1) w » . Z twierdzenia 5.1.2 wynika

c o  =2(n—k)orazc e =2(k+1). Stad C 4@ = 2-NWW(n—k,k+1), gdzie NWW (3, j)
n—k—1 k n

oznacza najmniejszg wspolng wielokrotnosé liczb 7,7 € N. Zauwazmy, ze k +1 < n — k, gdyz

_ - n_1 _f 2 (k) (k- Dl — k),
ktl<n—k&2k<n—1&k< "5 Zateme o ={ 520 100h

Poniewaz zastosowanie twierdzenia 3.2.16(a) daje réwnosci
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det 2GD . n+1
COXkAgls,)(l) 2 ’

det kAg.LS) =
wiec dowdd twierdzenia zostal zakonczony. 0

WNIOSEK 5.1.6. Jedli D = A,, to dlan = 5,7,9,11,13, wielomiany Coxetera, liczby
Coxetera, oraz wyznaczniki dla serii morsyfikacji opisanej w twierdzeniu 5.1.4, zostalty przed-
stawione w ponizej tabeli.

’ D ‘k‘ COX_ 4@ (t) ‘detk AE,?) 40
As 2coszés)(t):t57t4+t3+t2—t+1 3 6
A7 2coszgs)(t):t77t6+t5+t2—t+1 4 30
Ag 2coszés)(t):t97t8+t7+t27t+1 5 42
dloox yo () =17 =15 +17 =10+ 17 411 =P + 42—t +1 5 10

A [2]cox yo (8) =TT =10+ 17+ 2 — 1 41 6 18
4c0x4Aﬁ)(t):tll—t10+t9—t8+t7+t4—t3+t2—t+1 6 70

Az [2 cox2Ag)(t):t13—t12+t11+t2—t+1 7 66
4cox4A<1?(t):t13—t12+t11ftl"+t9+t4ft3+t27t+1 7 90
6coxGAg)(t):t13—t12+t11—tlo+t9—t8+t7+t6—t5+t4—t3+t2—t—|—1 7 14

PRZYKLAD 5.1.7. Jedli D = Ay, to I = 251 = 5 = 4 € Z. Stad wynika, ze k = 2 lub

k = 4 oraz

(a) dla k = 2, macierz A := gAég) € My(Z), jej macierz Coxetera oraz jej wielomian Coxetera
majg postaci:

1 1-2 2-2 2|-1| 0 0] [ 0-1 0 0 0 0| 0| 0 O]
-2 1 1-2 2-2[ 1| 0 0 0 0-1 0 0 0| 0| 0 O
2-2 1 1-2 2[-1| 0 0 0 0 0-1 0 0 0| 0 0
-2 2-2 1 1-2[ 1| 0 0 0 0 0 0-1 0 0| 0 0
A= 2-2 2-2 1 1|-1| 0 0|, Coxq=| 0 0 0 0 O-1| O 0 O
2 2-2 2-2 1| 0| 0 0© 1 1 1 1 1 1| 0| 0 0
11 1 -1 11| 1|1 1 —1 1 1 -1 -1 1| -1|-1-1
0 0 0 0 0 0 0 1-2 00 00 0 0| 0] 1T 1
L 00 0 0 0 0|~-1| 1 1] L 00 0 0 0 0| 0|-1 0]
det A=5c4=2-(n—k)-(k+1)=2-7-3=42, coxu(t) =t"—t* +t" +t*—t+1
(b) Dla k = 4, macierze A := LAY € My(Z), Coxy oraz wielomian cox(t) maja postaci
1 1-2 2[-1] 0 0 0 0] 0-1 0 0| o] 0 0 0 0]
-2 1 1-2| 1/ 0 0 0 0 0 0-1 0| 0| 0 0 0 O
2-2 1 1|-1| 0 0 0 0 0 0 0-1| 0| 0 0 0 O
-2 2-2 1| 0] 0 0 0 0 1 1 1 1| 0/ 0 0 0 0
A=| 1 -1 1-1] 1]-1 1-1 1|, Coxq=|-1-1-1-1[-1]-1-1-1-1
0 0 0 O 0] 12 2-2 0 0 0 0] 0 1 1 1 1
00 0 O0f-1] 1 1-2 2 00 0 0| 0[-1 0 0 0
0 0 0 0 1[-2 1 1-2 00 0 0| 0] 0-1 0 O
0 0 0 0|-1] 2-2 1 1] L 0 0 0 0] 0] 0 0-1 0]
det A=5,c4 =2-(n—k)=2-5=10, coxs(t) =t"—®+t"—t°+ > +t*— 3+ 12—t +
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6. Zastosowanie $-oczkowych geometrii pierwiastkéw do
konstrukcji kongruencji Grama bigraféw dodatnich

Przypomnijmy, ze jednym z celow spektralnej klasyfikacji Coxetera sformutowanych w pa-
ragrafie 2.3 jest proba pozytywnego rozwigzania probleméw A oraz B dla bigraféw dodatnich.
Podobnie jak w artykutach [8, 9], [27]-[31], [36]—[38], [48]-[50] oraz [70]-[72], pierwszy z nich
sformutujemy w formie nastepujacej hipotezy spektralne;j.

HIPOTEZA SPEKTRALNA 6.0.1. Jesli A, A" € UBigr,, sq spéjnymi dodatnimi grafami
krawedziowo-dwudzielnyms, to rownosc ich spektrow Cozetera specc, = speccy, implikuje ist-
nienie silnej Z-kongruencji Grama A =~z A.

Drugi z tych probleméw modyfikujemy nastepujaco.

PROBLEM 6.0.2. Dla danego jednorodnego diagramu Dynkina D € {A,,, D,,n >4, E¢, E;, Eg}
on > 1 wierzchotkach, zbudowaé algorytm konstruujgcy, dla dowolnej pary spéjnych bigrafow
A, A" € UBigrp, spetniajgcych relacje A =z A (a w szczegdlnosci réwnosé specc, = speccy ),
pewng macierz B € Gl(n,Z) definiujgcqg Z-kongruencje Grama A =z A', tzn. macierz B €
Gl(n,Z) takq, Ze det B = +1 oraz Gar = B - Ga - B.

Dyskusje o prawdziwosci tych hipotez mozna znalezé w publikacjach [8, 9], [27]-[31], [36],
[48]-[50], [75, 76].

Na podstawie twierdzenia 4.1.5, hipoteza spektralna 6.0.1 jest prawdziwa dla bigraféw do-
datnich o co najwyzej 9-ciu wierzchotkach. Poniewaz metoda dowodu tego twierdzenia w wy-
padku ogdlnym prowadzi do czasochtonnych obliczen algorytmicznych, wiec podjeliSmy proby
udowodnienia hipotezy 6.0.1 oraz problemu 6.0.2 na innej drodze zaproponowanej w pracach
[69] oraz [70]-[72]. Wykorzystujac wyniki tych prac, przedstawiamy w tym rozdziale idee al-
ternatywnego rozwiazania problemu 6.0.2, tzn. konstrukeji (dla danego diagramu Dynkina D
o n > 1 wierzchotkach), algorytméw symbolicznych obliczajacych pewna macierz B € Gl(n,Z)
definiujaca silng Z-kongruencje Grama A =z A’ sp6jnych dodatnich bigrafow A, A" € UBigr ),
stabo Z-kongruentnych z D, o ile taka kongruencja istnieje.

6.1. Schemat stosowania geometrii ®5-oczkowych

W konstrukeji takich algorytméw symbolicznych zastosujemy ,metode oczkowa’uzywana
w pracach [70, 71, 72], ktorej idea zostata szczegétowo opisana w artykule [76, Section 3|, zobacz
rowniez paragraf 6.3. W duzym uproszczeniu, polega ona na stowarzyszeniu
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A= T(Ra, ®a)

z dodatnim spojnym bigrafem A € UBigr, pewnego skonczonego zorientowanego grafu (tzn.
kotczanu) ®a-oczkowego I'(Ra, Pa) (zwanego geometriag ®a-oczkowa bigrafu A) realizo-
wanego graficznie w przestrzeni Euklidesa R™ (lub nawet w R?), gdzie &5 : Z" — Z" jest
transformacja Coxetera bigrafu A. Zbiorem jego wierzchotkéw jest zbiér wektorow

(6.1.1) Ra:=RaURL CZ"

gdzie Ra = {v € Z";qa(v) = v - Ga - v'" = 1} jest zbiorem pierwiastkéw bigrafu A, natomiast
R jest albo zbiorem pustym, albo jest suma mnogosciowa skonczonej liczby ®a-orbit O(v) :=
{®N (V) }imez € Z" ga-pierwiastkow z liczb d > 2, tzn. wektoréw v € Z™ nalezacych do zbioru

(6.1.2) Ra(d) :=={v€Z" qalv) =d} CZ",

zobacz twierdzenia 6.1.4 oraz 6.1.5. Zwykle ®-orbite O(v) wektora v przedstawiamy w postaci
nieskonczonego grafu w R?

OW):...---®%(v) ---PA(V) - -- PaA(V) ---v--- P (V) --- P2(V) - - - PRP(W) --- ...

Na podstawie lematu 6.3.2, Ra jest ®a-niezmienniczym podzbiorem grupy Z", tzn. jesli
v € 7/—\)/\A7 to (I)A(U) S 7/—\)/\A« . .

Zaklada sig, ze na zbiorze ®a-orbit O(v) C Ra wierzchotkéw v € R istnieje struktura
grafu zorientowanego (tzn. kotczanu) I'(Ra, ®a) oraz tzw. geometryczna struktura ®a-oczkowa
(zobacz paragraf 6.3) taka, ze graf zorientowany I'(Ra, ®a) C Z" jest ®p-oczkowym kotczanem
® A-orbit pierwiastkéw w sensie pracy [69], zobacz réwniez paragraf 6.3. Ponadto zaklada sie,
ze F(7/€A,<I>A) jest minimalnym kolczanem ®a-oczkowym zawierajacym wszystkie ®a-orbity
O(v) € Ra pierwiastkow v € Ra = Ra(1) pierwiastkoéw z liczby d = 1.

Na podstawie wynikéw prac [69, 70, 72|, dowolna macierz B € Gl(n,Z) definiujaca silna
Z-kongruencje Grama A ~z A’ wyznacza izomorfizm grup hg : Z" — Z", v — hp(v) := v- B",
ktorego ograniczenie do zbioru Ra CZ" definiuje izomorfizm

(6.1.3) hg :T(Rar,®a) ~ T(Ra, @)

kotczanow P-oczkowych.

Okazuje sig, ze dla bigraféw dodatnich A, A" € UBigr, spetiajacych pewne warunki,
z dowolnego izomorfizmu f : I'(Ra/, Pa/) — I'(Ra, a) kolczanéw P-oczkowych mozna zbudo-
wac macierz By € Gl(n,Z) definiujaca silng Z-kongruencje Grama A =~z A’ taka, ze EBf = f,
zobacz [76, Section 3].

Cho¢ konstrukcja f — By wydaje si¢ zmudna i dos¢ skomplikowana technicznie, to mozna ja
z powodzeniem zastosowa¢ do budowania zapowiadanych wczesniej algorytméw symbolicznych
(zwanych przez nas algorytmami kombinatoryczno-graficznymi) obliczajacych macierze B €
Gl(n,Z) definiujace silng Z-kongruencje Grama A ~; A’ w rozwazanej tu sytuacji.

Przed przedstawieniem zastosowan konstrukeji f +— By przypomnijmy udowodnione w pra-
cach [48, 75, 76] nastepujace dwa twierdzenia o geometriach ®a-oczkowych.

TWIERDZENIE 6.1.4. Zatéimy, ze D jest jednym z jednorodnych diagraméw Dynkina
Ap, Dypyn > 4, Eg,E7,Es 0 n > 1 wierzcholkach. Niech A € UBigrp, bedzie spdjnym dodatnim
bigrafem stabo Z-kongruentnym z D. Przyjmiymy Ra = Ra.
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(a) Skoriczony zbior Ra = Ra pierwiastkow bigrafu A jest zredukowanym systemem pier-
wiastkow w sensie Bourbaki (zobacz [46, str. 52]), tzn. spelnia nastepujace cztery warunksi:
(al) 0 € Ra oraz Ra zawiera pewng baze przestrzem R™,

(a2) dla kazdego v € Ra, wektor —v naleZy réwniez do RA. Ponadto istnieje funkcjonal
R-liniowy v¥ : R" — R taki, ze v¥(v) = 2 oraz s,(Ra) = Ra, gdzie s, : R" — R"
jest izomorfizmem zdefiniowanym wzorem s,(w) = w—v"(w)-v, dla kazdego w € R™,

(a3) dla dowolnych wektoréw v, w € Ra, istnieje liczba X\ € Z taka, Ze s,(w) —w = X - v.

(ad) jezeliw € Ra oraz Mw € Ra, to A = £1.

Typem Dynkina tego systemu pierwiastkow Ra jest diagram Dynkina D.

(b) Istnieje geometria ®a-oczkowa T(Ra,®a) (tzn. Ra = Ra) bigrafu A izomorficzna

z geometrig ®p-oczkowg I'(Rp, Pp) bigrafu D opisang w [69, Section 5]. O

TWIERDZENIE 6.1.5. Zatéimy, ze D jest jednym z nastepujgcych graféw Dynkina B,
Cim, Fu, Ga: —

[

\ / . s
B, : al——ay as 1 G (m wierzcholkow, m > 2),
(T ) () ()
\ / \ / \ / \ / . s
Cp : ==y ——O3— =y ] ——Cpy (m wierzchotkéw, m > 3),
(T )
\ / \ /
Fi: 01— G=—=03==0y
()
. N
g2 . a1=——=0Q9.

/N

Niech Rp b(gdzz'e\ ,;biorem RS, zdefiniowanym w artykule [48] nastepujgco:
RpUO(e;) ;dla D =B,
RD U RD(Q) ) dla D = Cm,
RDURD(Q) ;dlaD:.H,
RDURD(3) ;dlaD:QQ,

Ry =

gdzie
e Rp(2) :={veZ" qp(v) =2},
e Rp(3) :={veZ" qp(v) =3},
o Oey) :=Pp-O(v) CZ™ jest Dp-orbitg wektora bazowego ey € Z™.

(a) Skonczony zbior Rp = RY jest zredukowanym systemem pierwiastkow w sensie Bourbaki
typu Dynkina D.

(a) Istnieje geometria ® p-oczkowa T' (RS, ®p) (tzn. Rp = RS), bigrafu D opisana w artykule
[48, Section 3.

Przypomnigmy z pracy [48], Ze zredukowany g, -oczkowy systemem pierwiastkéw grafu D = Fy

ma postacé o
-1111--- 0110--- 1211 - - - 1110---*0100 ---*_1000 ... 1111..- oifo--- 1211. .-
NN SN SN SN N NS

1221---1321--- 2321 1210 ] -- - 0111 -..1221-.- 1321 2321. ..
/2\/2\/2\ 2\ 2N\ 2\ 2\
0221 -+ 2432---2431--- 2421 - - - 1]-. 0221..-2432... 24531 ..
\/\/\/\ NN NS
...0211---2221--- 0210--- 2211 --- ..0211---2221--- 0210 - -
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Przypomnigmy rowniez, zZe jesli D jest jednym z grafow Fuklidesa A,,Dp,n > 4, Eg, Eqr, Eg
on+ 12> 1 wierzchotkach, to

o zbior 7/€D = Rp + Ker qp C Z"! jest wogélnionym systemem pierwiastkéw grafu D
w sensie Kaca [47];

o 2bior wszystkich ®p-orbit zbioru RD = Rp+Ker qp C Z"*! posiada strukture F(RD, dp)
& p-oczkowej geometrii pierwiastkow skonstruowang w [69, Section 5. U

Uzasadnienie tych stwierdzen mozna znalez¢é w pracach [75, 76].

6.2. Redukcja do geometrii ¢ 4-oczkowych wzgledem morsyfikacji

Jednym z celéw tego rozdziahu jest konstrukcja kotczanu ®a-oczkowego I‘(7/€\A, d,A) tak, by
przyporzadkowanie A — F(ﬁA, ® ) posiadato wlasnosci opisane powyzej.

Poniewaz nie znamy takiej konstrukeji dla wszystkich diagraméw Dynkina D, wigc ograni-
czymy sie tu jedynie do przedstawienia konstrukcji dla diagramu Dynkina D = A,, oraz szerokiej
klasy spojnych bigraféw dodatnich A € UBigr,, przy czym problem 6.0.2 zastapimy nastepu-
jacym rownowaznym problemem dla morsyfikacji grafu Dynkina D.

PROBLEM 6.2.1. Zaléimy, ze D jest jednym z jednorodnych diagraméw Dynkina A,
Dp,n = 4, Eg,E7,Eg 0o n > 1 wierzchotkach. Zbudowac algorytm konstruujgcy, dla dowolnej
pary morsyfikacji A, A" € Morp grafu D lezgcych w tej samej Gl(n, Z)p-orbicie (w szczegdlnosci
spelniajgcych réwnosé specc, = speccy, ), pewng macierz B € M,,(Z) takq, ze det B = £1 oraz
A=A+«B:=B"-A-B.

Aby uzasadni¢ rownowaznos¢ probleméw 6.0.2 oraz 6.2.1, wykorzystamy zdefiniowana
w (3.0.3) redukcje ¢p : UBigr, — Morp, gdzie D jest jednym diagraméw Dynkina.

Przypomnijmy, ze ¢p przyporzadkowuje dowolnemu bigrafowi A € UBigr, morsyfikacje
Ap = ¢p(A) = Ga * Ca. Na podstawie [75, Proposition 3.6], istnieja przemienne diagramy

3
Ro(@)* \ / Ko —=R Ko
11lhx l / \ L hAlll hAlll
RA(d)( ﬁA o 7/€A
A
gdzie d € N jest dowolna liczba naturaln@, ha @ Z" — 7Z" jest automorfizmem grup zdefi-
niowanym wzorem ha(v) := v - C¥, dla v € Z", h)X jest ograniczeniem automorfizmu ha do

Rp(d), Pa : Z" — Z" jest transformacja Coxetera bigrafu A, natomiast ¢4, : Z" — Z",
v @AA( ) :=v - Coxa,, jest transformacja Coxetera morsyfikacji Ax € Morp.

Zbiér Ra = RaURA A W drugim diagramie jest ustalonym zbiorem postaci (6.1.1), natomiast
Rp = hx'(Ra) ma postaé Rp = Rp URj, gdzie Ry = hx' (RR).

Stad wynika, ze izomorfizm ' 2t — I przeprowadza dang geometrie ®a-oczkows
['(Ra,®A) bigrafu A na geometrie ® 4, -oczkows I'(Rp, ®4,) diagramu Dynkina D wzgledem
transformacji Coxetera ®4, : Z" — 7Z" morsyfikacji Ax € Morp. Innymi stowy, izomorfizm
ha : Z" — Z" definiuje izomorfizm geometrii ®-oczkowych
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hAZF(k\D,CI)AA) ~ F(k\A7CDA)

Jezeli macierz B € Gl(n, Z) definiuje silng Z-kongruencje Grama A =2z A’, to macierz B := C'-
B - Car € Gl(n,Z) daje réwnos$¢ Axr = Aa * B (i odwrotnie), zobacz (3.1.9) oraz [75, Theorem
1.12]. Poniewaz macierz B definiuje izomorfizm grup hg : Z" — 7", ktorego ograniczenie do
zbioru R C Z™ definiuje izomorfizm (6.1.3)

EB . F(II/?,\A/,@A/) ~ F(ﬁA,q)A)

kotczanéw ®-oczkowych, wiec macierz B definiuje izomorfizm grup 7@ Lt — 77, ktorego
ograniczenie do zbioru R'p = Rp UR’; C Z™ definiuje izomorfizm

(6.2.2) hg:T(R'p,®a,,) =~ T(Rp,®a,)

kolczanéw ®-oczkowych, gdzie R}, = 7%1(725). Uzasadnili$my wiec stwierdzenie, ze problem
6.0.2 redukuje sie do problemu 6.2.1.

Analogicznie jak dla bigraféw dodatnich, w konstrukeji algorytmu postulowanego w proble-
mie 6.2.1 obliczajacego pewna macierz B € M, (Z) taka, ze det B = +1 oraz A’ = Ax B :=
B -A-B, dla dowolnej pary morsyfikacji A, A’ € Morp grafu D lezacych w tej samej Gl(n, Z) p-
orbicie (w szczegolnoscl spelniajacych réwnosé specc, = specc a5 bedziemy konstruowac izo-
morfizm f : I'(R'p,®a) — T'(Rp, P4) kolczanéw P-oczkowych, gdzie R'p = Rp U R} . Na-
stepnie z izomorfizmu f bedziemy rekonstruowa¢ macierz By € Gl(n,Z)p taka, ze hp, = f oraz
A" = A« By (tak jak w [76, Section 3]).

UWAGA 6.2.3. Podsumowujac przeprowadzong dyskusje dochodzimy do wniosku, ze pro-
blem 6.0.2 redukuje sie do problemu 6.2.1, ktérego rozwiazanie wykorzystuje stowarzyszenie

(6.2.4) A T(Rp, ®4)

z dowolng morsyfikacja A € Morp (ustalonego diagramu Dynkina D o n > 1 wierzchotkach)
pewnego skonczonego zorientowanego grafu ® 4-oczkowego F(7/€\D, ®4) (zwanego geometria P 4-
oczkowa grafu Dynkina D) realizowanego graficznie w przestrzeni Euklidesa R™ (lub nawet
w R?), gdzie ® 4 : Z" — Z" jest transformacja Coxetera morsyfikacji A. Zbiorem jego wierzchol-
kow jest zbior wektorow

(6.2.5) Rp:=RpUR, CZ"

gdzie Rp := {v € Z"; qp(v) = 1} jest zbiorem pierwiastkéw grafu Dynkina D, natomiast R,
jest albo zbiorem pustym, albo jest suma mnogosciowa skonczonej liczby ® 4-orbit O4(v) =
{®7%(v), m € Z} C Z" gqp-pierwiastkéw z liczb d > 2, tzn. wektoréow v € Z™ nalezacych do
zbioru (6.1.2), gdzie A = D.

Krétkie podsumowanie i przykltady

Pozostata cze$¢ tego rozdziatu poswiecimy konstruowaniu geometrii ¢ 4-oczkowych F(7/€D, Dy)
dla morsyfikacji A grafu Dynkina D = A,,.

UWAGA 6.2.6. (a) W dalszej czgsci tego rozdziatu pokazemy, ze na ogdt mozna skon-
struowa¢ wiele geometrii ®4-oczkowych I'(Rp, P 4) dla ustalonej morsyfikacji A danego grafu
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Dynkina D, tzn. zbior R p wierzchotkéw tej geometrii nie jest wyznaczony jednoznacznie i mozna
go wybra¢ na wiele sposobdow. -

(¢) Cho¢ rzadko zdarza sie, ze skonstruowana geometria ® 4-oczkowa I'(Rp, ® 4) przy uzyciu
morsyfikacji A danego grafu Dynkina D jest zredukowanym systemem pierwiastkéw w sensie
Bourbaki, to nastepujace trzy przyktady pokazuja, ze istniejg geometrie o tej wiasnosci.

PRZYKEAD 6.2.7. (a) Niech n = 2 oraz D = A,. Macierz A :[ L ]G My(Z) jest
morsyfikacjg grafu Dynkina Ay o wyznaczniku det A = 3, o macierzy Coxetera Cox 4 :{ 71 é } ,

o wielomianie Coxetera cox,(t) = t* —t + 1 oraz o liczbie Coxetera c4 = 6. Przyjmijmy Rp =
Rp URpP(3), tzn. zbior Ry, = Rp(3) w definicji (6.2.5) jest zbiorem szesciu gp-pierwiastkoéw
z liczby d = 3.

Nastepujaca geometria ® 4-oczkowa F(7/€\D, Dy)

sktada sie z dwoch szescioelementowych ® 4-orbit oraz ® 4-oczek szerokosci jeden oraz szerokosci
trzy. Jest ona izomorficzna z ®g,-oczkowym systemem pierwiastkéw I'(Rg,, ®g,) typu Dynkina
G opisanym w artykule [48] oraz w twierdzeniu 6.1.5.

1 -1 -1
(b) Niech D = Aj, Macierz A :[ 0 1 0 ]E M;3(Z) jest morsyfikacja grafu Dynkina
1 -1 1
. . 1 1 1 . . .
D = A3 o wyznaczniku det A = 2, o macierzy Coxetera Coxy :[ -1 -1 0 ], o wielomianie
0 10

Coxetera cox4(t) = t3 + 1 oraz o liczbie Coxetera ¢4 = 6. Przyjmijmy Rp=TRpU Oaler +e3),
tzn. zbiér R, w definicji (6.2.5) jest jedna ®4-orbita Oa(e; + e3) wektora e; + e3 € Ra,(2)
skladajaca si¢ z szesciu gp-pierwiastkow z liczby d = 2 grafu Dynkina Aj. Nastepujaca geometria
® 4-oczkowa I'(Rp, D 4)

010 -+ 001--- 110 - !!ﬁ 010 d=1
/\/\/\ /\/\/

cee 011--- 111-- -111---100--- 011-+- | d=1
\;/‘3\/3\ 3\/3\A/3\
. io1 ---121---101 --- ..90i---101--- d=2
sktada sie z trzech szescioelementowych ® 4-orbit oraz ® 4-oczek szerokosci jeden oraz szerokosci
dwa.
Zauwazmy, ze geometria F(?fz\p, ® ) jest izomorficzna z Pp,-oczkowym systemem pierwiast-
kéw I'(Rj,, ®s,) typu Dynkina Bz opisanym w artykule [48] oraz w twierdzeniu 6.1.5.

1 10 1
(¢) Niech D = Dy, macierz A = 1 7} (1) 7} ]E My (Z) jest morsyfikacja grafu Dynkina
1 -1 0 1

-1
0
1

D4 o wyznaczniku det A = 2, o macierzy Coxetera Coxy =

= o oo

], o wielomianie

OO~ O
= N

[e=]

Coxetera cox(t) = t* — t2 4 1 oraz o liczbie Coxetera c4 = 12. Przyjmijmy Rp=RpU Rp(2),
tzn. zbiér R, w definicji (6.2.5) jest zbiorem Rp(2) gp-pierwiastkow z liczby d = 2, mocy 24
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grafu Dynkina Dy. Latwo sprawdzi¢, ze kazdy ze zbioréw Rp oraz Rp(2) jest suma dwoch D 4-
orbit, z ktérych kazda ma diugos¢ 12. Przez proste manipulacje mozna z tych czterech ® 4-orbit
zbudowa¢ nastepujaca geometri¢ ® 4-oczkowa I'(Rp, ®4) diagramu Dynkina D,

..0100 - - 1011- - - 0110- 0001 m % 0100 -10ii--- 0iio--- 000i--- 00i0--- 1010---
\/\/\ NN N N N NS
A111--- 1121- 0111 .1110 4iii...11%1... 0iii--- 00ii--- 1000--- 1110 -
/2\/2\,/2\ 2\/2\/2\/2\/2\/2\/2\

2121+ 1221--- 1122--- 0121 - -- .. 9191...1921...1125... 01%1.-- 1001 - - - 1100-
\/\/\/\ /\/\/\/\/\/\/

...1120--- 0101--- 1021--- 1100 ---| 0101 |---| 1001 }--1120--- 0101--- 1021--- 1100--- 0101--- 1001---

Oczywidcie jest ona izomorficzna z ®z,-oczkowym systemem pierwiastkow I'(R%,, @) typu
Dynkina F, opisanym w [48] oraz w twierdzeniu 6.1.5, tj.

--1111---0110---1211---1110---@------iiii---oiio---iéii---
NN N SN NN NS
1221---1321--- 2321 1210 ] -+ - 0111 ...1221... 1321 2321. ..
/2\/2\/2\ 2\ 2N\ 2\ 2 N\
0221 -+ 2432---2431--- 2421 - - - 1] 0221..-2432... 2437 ..
S XN N N NN SN S
-.-0211---2221--- 0210--- 2211 --- ..0211---2221--- 0210 - -

6.3. O kotczanach ®4-oczkowych. Toroidalny algorytm oczkowy

W tym podrozdziale przypominamy podstawowe definicje i fakty o kolczanach ®-oczkowych
wykorzystywane w badaniu problemu 6.2.1 i konstruowaniu geometrii ® 4-oczkowych I'(Rp, P 4)
danego diagramu Dynkina D wzgledem jego morsyfikacji A € Morp, tak jak to sformutowano
w uwagach 6.2.3, 6.2.6.

Rozpoczniemy od przypomnienia za [68]-[71], definicji niezbednych w konstrukeji (6.2.4),
w tym definicje ®4-orbity, ®4-oczka, ®4-oczkowej geometrii pierwiastkow oraz toroidalnego
algorytmu ® 4-oczkowego, ktéry jest jednym z najwazniejszych narzedzi w konstruowaniu geo-
metrii ®4-oczkowych I'(Rp,®4). Buduje on taka geometrie z jednego ®4-oczka danego na
wejsciu.

W nastepnym podrozdziale pokazemy jak z wykorzystaniem toroidalnego algorytmu oczko-
wego oraz macierzy morsyfikacji A skonstruowaé ® 4-oczkowa geometrie pierwiastkow, koncen-
trujac sie na przyktadowych ustawieniach ® 4-orbit pierwiastkéw jednorodnych diagraméw Dyn-
kina typu A,, n > 1. Przedstawimy rowniez algorytmiczny opis konstrukcji ® 4-oczkowych
geometrii pierwiastkéw dla szerokiej klasy macierzowych morsyfikacji diagraméw Dynkina A,,,
n > 1.

Przypomnijmy z prac [68]—[71], niezbedne definicje i fakty wykorzystywane w dalszej czesci
tego rozdziatu.

W dalszym ciagu bedziemy zaktada¢, ze D jest jednym z jednorodnych diagraméw Dyn-
kina A,,D,,n > 4, E¢,E;,Es o n > 1 wierzchotkach, A € Morp jest ustalong morsyfikacja
macierzowa diagramu D oraz ®,4 : Z" — Z" jest jej transformacjg Coxetera.

DEFINICJA 6.3.1. (a) Niepusty podzbiér R C Z" nazywamy ® 4-niezmienniczym pod-
zbiorem grupy Z", jezeli ®4(v) € R, dla dowolnego v € R.

to jest [(R%,, ®r,)
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(b) ®4-orbita wektora v € Z", nazywamy podzbiér O4(v) = {®}(v)}mez C Z", ktéry
realizujemy geometrycznie w postaci nieskoniczonego grafu w R?
Oa(): - - @3 () --- ®%(V) - - - PA(V) - --v--- D (V) --- D2 (V) --- PP (V) ---. ..
LEMAT 6.3.2. Niech D jest jednym z jednorodnych diagraméw Dynkina oraz niech A €
Morp bedzie morsyfikacjg grafu D.
(a) Dla dowolnej liczby d € N, zbior pierwiastkéw Rp(d) C Z" (6.1.2) diagramu Dynkina
D z liczby d jest ® s-niezmienniczym podzbiorem grupy Z", gdzie ®, : Z" — 7" jest
transformacjq Cozetera morsyfikacji A.

(b) Zbior Rp(d) C Z" jest rozlgczng sumq skonczonej liczby ® 4-orbit O4(v).
(¢) Liczba Cozxetera c4 morsyfikacji A € Morp jest skoriczona.

(d) Ditugosé |Oa(v)| ®4-orbity dowolnego wektora v € Z™ dzieli liczbg Coxetera c4.

Dowdéd. (a) Jesli gp : Z™ — Z jest funkcjonatem kwadratowym diagramu Dynkina D oraz
v € Z" jest dowolnym wektorem, to zachodza rownosci:

qp(P4(v)) = qp(v - Coxy) = v - Coxa-Ga - (v-Coxp)" = v Coxy-Ga - (Coxy ™)
:v_A.Aftr(%(A_i_Atr))Afl.Atr'vtr:
:U'l(A'A_tT'A~A_1'AtT—i—A'A_tT-AtT'A_l-Atr>1)tr:

v (J(A+AT)) 0" =v-Ga- 0" = gp(v) = 1.

(6.3.3)

[\

Stad wynika, ze ¢p(Pa(v)) = gp(v) = d, o ile v € Rp(d), co konczy dowdd (a).

(b) Na podstawie lematu 2.1.17, dla dowolnej liczby d € N, zbiér Rp(d) jest skonczony.
Zatem (b) jest konsekwencjg (a).

Stwierdzenia (c) oraz (d) wynikaja z [69, Proposition 4.3], co konczy dow6d lematu. O

DEFINICJA 6.3.4. Zalézmy, ze A € Morp jest morsyfikacja diagramu Dynkina D, ® 4 :
7" — 7" jest jej transformacja Coxetera oraz fq,...,0s, s > 1 sa dodatnimi liczbami natu-
ralnymi. Wektory u,v™®, ... v®) w € Z" tworza ®4-oczko o poczatku u i koiicu w z wagami
Uy, ..., 0, jezeli spelnione sa nastepujace warunki:

(a) u=®s(w) oraz u+w =L - v +.. + £, v,

(b) wektory vV ... v sg parami rézne oraz zaden z nich nie nalezy do ®4-orbity O4(u).
Jezeli ponadto zaden z wektoréw v, ... v nie jest zerowy, to méwimy, ze ®4-oczko jest
szeroko$ci 41 +...+ 4, > 1.

P 4-oczko zdefiniowane przez wektory u,vM, ... v w € Z" bedziemy realizowali w prze-
strzeni Euklidesa R? w postaci triangulowanego kotczanu (grafu skierowanego)

e
(6.3.5) / 2 \
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DEFINICJA 6.3.6. Niech ®, : Z" — Z" bedzie jw. oraz niech R bedzie ® 4-niezmienni-
czym podzbiorem grupy Z".

® 4-oczkowy geometrig pierwiastkéw na zbiorcze R nazywamy kotczan I'(R, ® ) zawie-
rajacy wszystkie ® 4-orbity O4(u) wektorow u € R, potaczone przez ® 4-oczka (w sensie definicji
6.3.4) tak, ze dla dowolnego wektora u € R, pelny wypukty podkotczan zawierajacy ®4-orbite
O 4(u) wektora u oraz ® 4-orbite catego @ 4-oczka o poczatku w wektorze u jest postaci

’U(l) (D21<U(1))

o® B (0@)
(6.3.7) \ x A N /
Ou(u) : o : \
/ U(s)/ @Zl(U(S))/ \

Ks e/

s

Toroidalny algorytm oczkowy. Przyktady

Do skonstruowania jedynego kotczanu ® 4-oczkowego z danego poczatkowego P 4-oczka,
wykorzystujemy algorytm zdefiniowany w pracy [71] jako Algorithm 3.10 (zwany w pracy [73]
toroidalnym algorytmem & 4-oczkowym). Opiera sie on na twierdzeniu 6.3.8 udowodnio-
nym w pracy [69, Proposition 4.5], ktére stanowi réwnocze$nie warunek stopu dla stosowanego
algorytmu toroidalnego.

TWIERDZENIE 6.3.8. Niech A € Morp C M, (Z) bedzie morsyfikacjq diagramu Dynkina
D on > 1 wierzchotkach oraz niech ® 4 : Z" — Z bedzie jej transformacje Cozetera. Zatozimy,
ze dane jest ® q-oczko w Z" nastepujgcej postaci

(6.3.9) u ®5'(w)

w ktorym u # 0 oraz w’ # 0. Dane ®4-oczko 6.3.9 posiada jednoznaczne rozszerzenie do naste-
pujgcego kotczanu P 4-oczkowego

Oa(u[0])g, : @t (u[0])
7 ~u
Oa(u[l])q, : ull] =u @t (u)
~. T~
Oa(uf2])g, : uf2] P, (u2)
\u[3]/ .
Oalulea =14, , ulca—1] @, (ules—1))
\ /
Oa(uleal)d. , =0a(u[0])d, : ufca]

sktadajgcego sie z ® 4-orbit:

OA(“[O])dm OA(U[l])du OA(U’[Q])dQ? S 7OA(U[CA])ch EOA(U[O])CIW

dlugosci c4 < oo, gdzie ca jest liczbg Cozetera morsyfikacji A, oraz d; = qp(ulj]), dla j =
1, ...,Cxg.
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UWAGA 6.3.10. Poniewaz ® 4-orbity Oa(u[ca])q,, oraz Oa(ul0])4, sa réwne, wige skon-

struowany kotczan ® 4-oczkowy lezy na torusie. Przekroj poprzeczny tego kotczanu & 4-oczko-
wego przedstawiamy schematycznie nastepujaco:

/OA(u[O])dO \
Oatull)a, OaulenTa,,

_ . ,

gdzie c4 jest liczbg orbit, w tym wypadku réwna liczbie Coxetera morsyfikacji A.

Zamieszczone ponizej przyktady 6.3.11-6.3.12, maja na celu utatwienie zrozumienia definicji
oraz wskazanie réznorodnosci mozliwych do uzyskania geometrii ® 4-oczkowych.

Dla utatwienia zapisu wprowadZzmy nastepujace oznaczenia. Symbolem Oy, C R(d) ozna-
czamy k-ta (zgodnie z uzyskang eksperymentalnie numeracja) ® 4-orbite pierwiastkéw z d € N.
Przyjmujemy A := —\, dla \ € Z.

PRZYKEAD 6.3.11. Dla diagramu Dynkina D5 (o numeracji wierzchotkéw zgodnej z ta-
bela 1), wybierzmy jedna z macierzy morsyfikacji

11 -1 0 o0
-1 1 -1 0 0
A=1] o0 1 -1 € Mory, .
o0 0 1 -1
o0 0 o0 1
Wielomianem Coxetera morsyfikacji A jest wielomian coxa(t) = ° + 1 = F]I(J>5) (t) = ég)) (1),

det A = 2, liczba Coxetera jest réwna 10, oraz |Rp,| = 40 (twierdzenie 2.1.18).
Rozwazmy rozktad zbioru Rp, pierwiastkow diagramu D na sume mnogosciowa jego czte-
rech ® 4-orbit po 10 pierwiastkéw

O11:---10000---01111 - --00001 - - - 00010 - - - 00100 - - - 10000 - - - 01111 - - - 00001 - - - 00010 - - - 00100 - - -
Oy :++-10100---11111---01110---00011 ---00110---10100---11111---01110---00011--- 00110 - -
Os1:---01100---00111---10110---11211---11110---01100---00111---10110---11211---11110- - -
Oy1:-+-01000---10111---11221---11210---11100---01000--- 10111 - -~ 11221 ---11210--- 11100 - - -

Uzupetniajac orbity Oy -0y 0 jedng @ 4-orbite Os 2 = O4(e1+e2) C Rp, (2) wektora e +eq €
R, (2) z liczby d = 2 i stosujac toroidalny algorytm & 4-oczkowy do oczka szerokosci dwa

0171 : 01111
Oy, 11111 01110
0371 : 11110

uzyskamy nastepujacy kotczan ® 4-oczkowy F(7/€\D5, Dy)
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01,1 :---10000 --- [ 01111 | --- 00001 --00010- - -00100- - - 10000- - -01111- - - 00001- -

O2,1:  ---[11111] - [01110} --00011- - - 00110- - - 10100- - - 11111- - 01110- - - 00011- - - 00110- - - 10100
N NS NS NS NS NSNS
Os,p :---11211 -+ [11110] -+ 01100---00111---10il0.--11211. .- 11il0.--01100- -- 00111 -- 10110
 N0dt Soith Sisst Yisit . it Siodt Yot )
Os1: -+ 11210 --- 11100 - P toiif...1i2af .. 11216 - 11106, - G100, - L
2 2 N 2N AN 2N 2N 2
Osz:---11280 .- T1200 --- 11000---11000. - 11253."- 1135 50.2 11360 % t06o. > 1l060. > 11252. 2

ktérego schemat orbit ma ksztalt

-00010- -

-00100- - -

O Oz Os.1 Ou1 Os.2 Oun O3

natomiast po utozsamieniu orbit O; 1, 021, O3 1, O41 ma ksztalt

2
O11 021 O3 Oun Os.5.

Otrzymany kotczan ® 4-oczkowy F(7/2\D5, ® 4) jest izomorficzny z nieprzywiedlnym ® p-oczkowym

Oz

systemem pierwiastkow I'(Ry;_, @5, ) bigrafu Bs opisanego w pracy |48| oraz w twierdzeniu 6.1.5.
35 5

PRZYKLAD 6.3.12. Dla diagramu Dynkina D5 jw., wybierzmy inng macierz morsyfikacji

1 1 -1 0 0
. -1 1 -1 o0 1
A=| o o 1 -1 o | €Morp,.
0 0 0 1 -1
0 -1 0 o0 1

Wielomian Coxetera macierzy A’ jest réwny coxa () = 5+t +t+1 = Fﬂg)? (t), det A’
liczba Coxetera jest réwna 8, oraz |Rp,| = 40 (twierdzenie 2.1.18). Rozwazmy rozktad zbioru

Rp, pierwiastkow diagramu D5 na sume¢ mnogosciowa jego pieciu ® 4-orbit po 8 pierwiastkow

Oyq:---10100---11110---01100- - - 00110 - -- 10100 - - - 11110 - -

)

AAAAA AAAA

(’)2,1:---00001-‘-11211--‘00111---01111---11221‘--00011‘--

O3 :---10000---01110---00010---00100- - - 10000 - - - 01110 - -
Oy :-+-10111---00001 - -~ 11211 ---00111 --- 01111 --- 11221 - -
Os1:---01000---10110---11210---11100---01000- - - 10110- - -

.01100- -
11111 ---
-00010 - - -
-00011 - - -
11210 - -

-00110 - - -
i01i1- -

Uzupeiajac O11-Os; o dwie @ 4-orbity Oga = Oar(e; — e5), Or2 = Oa(es — e2) C Rp,(2)

pierwiastkow e; —e5 € Rp, (2) oraz es —ey € Ry, (2) z liczby d = 2 i stosujac toroidalny algorytm

® 4-oczkowy do oczka szerokosci dwa

01,1 : 11110

\ B
Oy 11221 /00011
03,1 : 00100

uzyskamy nastepujacy kotczan ® 4-oczkowy F(@Ds, D)

O14 :---10100 -+ [11110] -+ 01100 - -001i0- -- 10100 - - 1iii0- - 01100 -- 00110 - -
\ N N SN SN N N
Op1:  --[11221] - [000ii |-~ 111111011 --00001- - - 11211 - 00111. - - 0i1ii- -
NN NS NS NS NS
Os1 :++-00010 -+ [00100 | -+ 10000- --01110- - - 00010 - - 00100- - - 10000 - - 01110- - -
N SN SN N SN S NN
Os1: - 1iii1 .-+ 1011100001 - 11211 - 001i1. - 01111 - 11251 .- Go011- - -
e N, / N\ NSNS NSNS NS
O1q :---iiifo -+ 61100 - 0011010100 - 11170---01100- - - 00if0- - - 10100 - -
NSNS N N SN N N N
Og2: - 0iiol .- 1iioi-- 10211 10001 -- 1232100121 - 01011 - - 21921. .-
il SN NS NS NSNS NS
Osq :---1i2f0 ... 11160 --- oiolo- - 10110 - 11210- - - 11100- - - 01000 - - i0if0- - -
NN NN N N N LS N
Orp: - 21211 ... 0ioo1 ---0iio1.- 1132110011 - - 12221 .- 10131 - - Goio1. --
A N/ NS NS NS NSNS NS
Or1 :---10100 -~ 11110 --- 0iio--- 00110 - 10100 - - 11110- - - 01100 - - 001 0 - -

=
o
o
—
—
-
—
o

Pty



72 6.3. O kotczanach ® 4-oczkowych. Toroidalny algorytm oczkowy

ktorego schemat orbit ma ksztatt

01,——O
/ 1,1 2,1\

O7 O3
Os.1 O
s Og2 O11 - .

Zauwazmy, ze otrzymany kolczan ® 4-oczkowy 11(7/3\’]])57 ® 4/) nie jest nieprzywiedlnym sys-
temem pierwiastkow w sensie Bourbaki, gdyz istnieje wektor w = (1,1,3,2,1) € R'p, taki, ze
wektor —w nie nalezy do zbioru R'p, (zobacz twierdzenie 6.1.4(a2)).

Kluczowe do rozwiazania problemu 6.2.1 dla diagramu Dynkina D oraz pary morsyfikacji
A, A" € Morp, takich, ze specc 4, = specc . (tj. do skonstruowania algorytmu wyznaczajacego
macierz B € Gl(n,Z), dla ktorej A” = A’ x B), jest wybor podstawowej konfiguracji Coxetera
w @ 4-oczkowym kotczanie I'(Rp, @ 4/), dla kazdego wielomianu Coxetera cox4/(t) morsyfikacji
A’ diagramu D.

Przypomnijmy z prac [69], [71], [72] definicj¢ podstawowej konfiguracji Coxetera kotczanu
['(Rp,®a) oraz najwazniejsze fakty, ktére beda uzywane w zastosowaniach techniki geometrii
oczkowych oméwionej w paragrafie 6.3.

DEFINICJA 6.3.13. Niech A € Morp, bedzie macierzowa morsyfikacja jednorodnego dia-
gramu Dynkina D. Podstawowg konfiguracjg Coxetera ¢ 4-oczkowego kotczanu N(Rp,®a)
(6.2.4) nazywamy spojny pelny podkotczan T := T (R, ®4) C T'(Rp,P4) spelniajacy naste-
pujace dwa warunki:

(a) ®a-oczkowa struktura kolczanu I'(Rp, ®4) jest jednoznacznie wyznaczona przez I} oraz
T(Rp, ®4) = Unez %4 (I ).

(b) zbiér RY: zawiera Z-baze grupy Z".

Przyktadowo, dla ® 4-oczkowego kotczanu z przyktadu 6.3.11, jedna z podstawowych konfi-
guracji Coxetera pierwiastkéw jest podkotczan I'p:

Fﬁg : T'(Rps, ®4) :
és &4 és e oo - R o
\ / \ / -+-10000- - -01111- -;- 00001- - - 00010- - - 00100-} - 10000 - - 01111- - - 00001- - - 00010- - - 00100 - -
. . NN N SN N N NN SN N
\ / ---11111---01110---00011---00110- - - 10100- --11111---01110- - -00011- - - 00110- - - 10100- - -
SOON N NS NSNS NS N N N
J ---11211---11110- -} 01100- - -00111- - - 10110-} - 11211 - - 11110- - - 01100- - - 00111- - - 10110- - -
7N NG AN N SN S N S N SN SN N
es o -+-11210- - - 11100- - - 01000- - - 10111- - - 11821- - - 11210- - - 11100- - - 01000- - - 10111- - - 11221
N J2N /2N 2N e N e N2 NS 2N 2N 2
a 2\ -+-11220- -+ 11200- - 11000 - - 11000- - - 11222} - 11220 - - 11200- - - 11000- - - 11000 - - 11222- - -
. €2 —eq L

gdzie Rp, = Rp, U Rp, oraz Rp; = Rps(1), natomiast Ry = Oaler + e2) € Rp;(2) jest
® 4-orbita pierwiastka ey + e z liczby d = 2.
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LEMAT 6.3.14. Niech D bedzie jednym z jednorodnych diagraméw Dynkina o n > 1 wierz-
chotkach, Rp := Rp(l) C Z" oraz A, A’ € Morp bedzie parg morsyfikacji o transformacjach
Cozxetera, odpowiednio ® 4, P'y.

(a) Jezeli B € Gl(n,Z)p oraz A' = AxB' = B-A-B' to nastepujqcy diagram jest przemienny

7n Dy 7n
hB ~ hB ~
VA 7"
Dy ’

gdzie hp jest izomorfizmem grupy Z" zdefiniowanym wzorem hg(v) =v - B, dla v € Z".

(b) Jezeli F(7/€’D,  4) jest D ar-oczkowq geometrig pierwiastkow grafu Dynkina D z podstawowq
konfiguracjg Coxetera F'g", to
e hp przeprowadza ® 4 -oczkowy kolczan F(7/€’D,<I>A/) na ®4-oczkowqg geometrie pier-
wiastkow T(7/€D, ®4) z podstawowq konfiguracjg Cozetera 1“']_1)”,
o hyp definiuje izomorfizmy kotczanéw hy : (R, ®a) — [(Rp, ®4), hg : TL — T
e macierz B ma postaé
hB(el)

B= : € M, (Z).
hB(en)

Dowdd. Zobacz [71], lemat 4.3. O
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7. ®-oczkowe kolczany orbit dla morsyfikacji
diagramoéw Dynkina A,,. Algorytmy symboliczne

Gléwnym celem tego rozdziatu jest projekt rozwiazania problemu 6.2.1 dla diagraméw Dyn-
kina A, o n > 2 wierzchotkach. Podamy oczkowsa metode budowania algorytmoéw konstru-
ujacych, dla dowolnej pary morsyfikacji A, A" € Morp grafu D = A, lezacych w tej samej
Gl(n, Z) p-orbicie (w szczegblnosei spetniajacych réwnosé specc,, = specc, ), pewnej macierzy
B € Gl(n,Z) takiej, ze det B = +1 oraz A’ = Ax B"" := B- A- B"".

Cho¢ nie podamy rozwiazania tego problemu dla wszystkich morsyfikacji dowolnego dia-
gramu Dynkina D = A,,, to podamy takie rozwiazanie dla szerokiej serii morsyfikacji opisanych
w rozdziale 5 z wykorzystaniem toroidalnego algorytmu oczkowego opisanego w paragrafie 6.3.

7.1. Algorytmy dla serii morsyfikacji grafé6w Dynkina A,
gdy liczba n > 4 jest parzysta

W tym paragrafie zaktadamy, ze D = A,, oraz n = 2m > 4 jest liczba parzysta. Zgodnie
z twierdzeniem 5.1.2 macierz A(?) = [ag)] € M,,(Z) postaci

1 1 2. (—1)Fitt
11
- 11
A= A,(f) = [aij | = 1
2. (=1)it5 1

1
jest catkowita morsyfikacja diagramu Dynkina D = A,,, dla ktérej det A? = n + 1, liczba

Coxetera jest C,0=2-Cc,m = 2(n + 1) oraz wielomianem Coxetera jest

CoX 4o (1) = F2 () = " =" " 2" Ot L,
Zbiér Ry, C Z" pierwiastkow grafu A, mocy n(n+1) jest roztaczng suma § ®4-orbit, z ktérych
kazda zawiera doktadnie c4 = 2(n + 1) pierwiastkow. Zauwazmy, ze wsrod orbit pierwiastkow
Rp znajduja sie dwie orbity Oy 1, O postaci:

01’1:"'e[lyn]"'en"'én—l”'en—Q"'én—3"‘---”'61"'
@] a1 g eg e Ey
Ot i eon  lm 1] ntm] " Cn2m1] e g
.. é27n .. 6[17’”(71] .. e[nflyn] ... é[n727n71] cee e 6[172] o ..
gdzie symbolem e; ; oznaczamy pierwiastek ef; ;) := e; + €41 +. ..+ ¢;. Ponadto przyjmujemy

é[%]} = €L dla kaZdego 1< ] €.
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Stosujac toroidalny algorytm & 4-oczkowy do ® 4-oczka szerokosci dwa

01’1 : €n

O21: e €[1,n—1]
N T

O, €1

dla morsyfikacji A := A?) diagramu D = A,,, konstruujemy kotczan ® 4-oczkowy F(7/€\D, D y)
postaci (6.2.4) (zawierajacy zbior Rp) sktadajacy sie z c4 = 2n + 1 orbit lezacych na torusie,
ktorego schemat orbit ma ksztatt

O11 021 O11
e AN
Og+1,2 O§+1,2
( )
Og+3,_4 Qg+2,4

Podstawowsa konfiguracja pierwiastkéw zbudowanego kotczanu ® 4-oczkowego jest jego nastepu-
jacy podkotczan ® 4-oczkowy

./" N PN
./ \. ./ \. /.\ /.\
e Z,E@ ,1/ \erz{f\jel ZZ,\i /. .\ {i\f
e[ }/>A[1 1]/ \ / \0/ \0 :’zw//}b,l(u{ \ / \o/ \
NSNS NSNS NSNS NSNS
BN A NN AN
~. NS N N
N ya NS

Przypomnijmy, ze A := A?). Zatézmy teraz, ze A’ € Morp jest inng morsyfikacja grafu D =
A, lezaca w tej samej Gl(n, Z)p-orbicie co morsyfikacja A = A?) (w szczegdlnosci speliajaca
rownosé¢ specc, = speccy ). Jesli B € Gl(n,Z) jest macierza taka, ze det B = £1 oraz A’ =
Ax B := B - A- B, to na podstawie lematu 6.3.14 macierz ta ma postaé

_ _¢Z(n7;)(v)
q:,;(n— )(’U)
B=1 s
@,%(v)
-0, (v)
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Stad wynika, ze dla morsyfikacji A := A oraz A’ konstrukcja algorytmu obliczajacego
macierz B € Gl(n,Z) taka, ze det B = +1 oraz A’ = A x B wymaga algorytmu konstruuja-
cego kotczan ® 4-oczkowy F(A’D, ® 4/) postaci (6.2.4) o podstawowej konfiguracji pierwiastkéw
izomorficznej z ta przedstawiong powyze;j.

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze szukane algorytmy (algorytm budowania kotczanu
® y-oczkowego T'(R)y, ®4), dla dowolnej morsyfikacji A’ o typie F(t) = z&) (t) = coxu(t), oraz
algorytm obliczajacy macierz B € Gl(n,Z) taka, ze A’ = Ax B") mozna zbudowaé nastepujaco.

ALGORYTM 7.1.1. Dane wejéciowe. Liczba parzysta n € N wieksza od 3, graf Dynkina
D = A, o numeracji wierzchotkéw zgodnej z tabela 1, morsyfikacja A := A®) wielomian
F(t) = FO(t) = 7 — 4= 4 4n=2 —4n=3 4 444 — 3 44 — £ 4 1 oraz morsyfikacja A’ € Mor?)
taka, ze F'(t) = coxa(t).

Wiynik. Kolezan ® q-oczkowy T'(R),, ®4/) postaci (6.2.4).

KROK 1°: Oblicz macierz Coxetera Coxy, transformacje Coxetera ® 4/ : Z" — Z™ oraz zbior
pierwiastkow Rp.

KROK 2°: Podziel zbiér Rp na 5 ®-orbity o dtugosci car = 2(n + 1) kazda.

KROK 3°: Znajdz pare pierwiastkéw va, wa € Rp takich, ze va € O;1,war € Oj1,1 # J

oraz —(n—1) 1
var+ @y (var) = wa + Oy (war)

tj. wektory vy, (IJAT,("_D(UA/), wyr, ® 4 (war) tworza ® 4-oczko postaci

KROK 4°: Skonstruuj kotczan ® 4-oczkowy F(’I/??’D, ® 4/), przy pomocy toroidalnego algorytmu
® 4-oczkowego (6.3.8) rozpoczynajac od P a-oczka z kroku 3°.

ALGORYTM 7.1.2. Dane wejéciowe. Liczba parzysta n € N wieksza od 3, graf Dynkina
D = A,, o numeracji wierzchotkéw zgodnej z tabela 1, wielomian F(t) = ‘&) (t) =t —t" 1t +
2 — S 4t — 13+ #2 — t + 1 oraz dwie morsyfikacje A’, A” € Mor) takie, ze F(t) =
COXA/(t) = COX g (t)

Wynik. Macierz B € Gl(n,Z) taka, ze A’ = B - A" - B'.

KRok 1°: Korzystajac z kroku 3° algorytmu 7.1.1 dla macierzy A" wyznacz wektor v/ = v 4.
Kroxk 2°: Korzystajac z kroku 3° algorytmu 7.1.1 dla macierzy A” wyznacz wektor v/ = v n.
B _@7/(n71)(v/) 7

@ff"*"’)(v/)

KROK 3°: Oblicz macierz B’ := s € Gl(n,Z).
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KROK 4°: Oblicz macierz B" := | € Gl(n,Z).

KROK 5°: Macierz B := (B'~!' - B") € Gl(n,Z) taka, ze A’ = B - A" - B'".

Przykltady 7.1.3 oraz 7.1.4 ilustruja wykorzystanie algorytmu 7.1.1 do skonstruowania kot-
czanéw P 4-oczkowych I'(Rp, P4) dla morsyfikacji A o typie F(t) = FISL) (t) = coxal(t).

PRZYKEAD 7.1.3. Niech n =6, D = Ag, F(t) = F{O(t) =6 — 5 44 — 3 + 1> — ¢ + 1,
oraz niech

1 0 1 -1 0 0
-1 1 0 0 1 -1
r 1 -1 1 -1 1 1 F
A = 1 o 1 -1 o€ MorAG.
0o -1 -1 0 1 0
0 1 -1 0 -1 1

Oczywiscie A’ € Morp jest morsyfikacja grafu D = Ag, det A’ = 7 oraz ca = 14.

Aby skonstruowaé kotezan @ 4-oczkowy T'(R),, ® 4) postaci (6.2.4) rozwazmy trzy ® 4-orbity
po 14 pierwiastkow kazda

Oy :---111000---011000 - --011110--- 001110 - - - 001111 - - - 000011 - - - 111100 - - -
..111000---011000---011110---001110---001111 - -- 000011 - --111100- - -
Oq1 :+--100000 - - - 000110 - - - 010000 - - - 000001 - - - 001100 - - - 111111 - - - 000100 - - -
--100000 - - - 000110 - - - 010000 - - - 000001 - - - 001100 - - - 111111 - - - 000100 - - -
O3 :---110000 - --000111---011100- - - 111110 - -- 001000 - - - 011111 - - - 000010 - - -
.-110000--- 000111 ---011100---111110---001000---011111 - - - 000010 - - -

Postepujac zgodnie z algorytmem 7.1.1, rozpoczynamy budowanie kolczanu & 4-oczkowego
(R, ®ar) od nastepujacego P 4-oczka szerokosci dwa

O 1110Q9\\\
Ogy: 111111 000100
O 000011

Stosujac toroidalny algorytm oczkowy do tego ® 4-oczka uzyskamy nastepujacy kotczan ® 4-
oczkowy
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-000100 - - -

€ GI(6,Z)p,

-111100 - -
-111110- -

Oup
Os 4
Os 6
Org

()=t P+t =B+t 41,

€ Morfi6 .

6

P2

-111000 - -

-1
-000

(1,1,1,0,0,0) € Z°. Zatem macierz

Ag, det A” = 7 oraz cqn

Aby skonstruowaé kotczan @ 4v-oczkowy I'(RY), ®av) postaci (6.2.4) rozwazmy trzy D sn-

orbity po 14 pierwiastkow kazda

02,1701,1\

-000110- -
-00

A67 F(t) -

-000001 - - -

-000001 - -
-011111 -~

P N —C W

/Ol,l

Oup

Oi34

O

Oi26

001111 - -
001111 - -
001100 - -

-010000 - -
-010000 - -
-100000 - -

Ogy -

PRZYKEAD 7.1.4. Niech n =6, D
O11:--

oraz niech
Oczywiscie A” € Morp jest morsyfikacja grafu D

Stosujac algorytmu 7.1.1 wyznaczyliémy wektor v’

ktérego schemat orbit ma ksztalt
zgodnie z algorytmem 7.1.2.
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7.1. Algorytmy dla serii morsyfikacji grafow Dynkina A,,, gdy n > 4 jest parzysta
01)1 .

Postepujac zgodnie z algorytmem 7.1.1, rozpoczynamy budowanie kotczanu ® 4+-oczkowego

—~

[(RY,, ®av) od nastepujacego P 4r-oczka szerokosci dwa
Stosujac toroidalny algorytm oczkowy do tego ® 4v-oczka uzyskamy nastepujacy kotczan ® 4.-

oczkowy

=3 =) « ) = =) =)

11100- - -

o — 0 1 2 (=] (=}
.O.Al. e

0/0\1/0\2/mﬁ/oﬁ/m%/o%/o\o
o\o/ﬁn A% .xm/l.% .%/ﬁu/m
1/0\0/0\2/m\%/y\%/%\g/yﬁfuxl
A AN AN e A g
\ofl.\o/mxm .\ﬁ .\ﬁé\ﬁ/le/o
/u\o/o\oé\oé\oé\oé\}m\o
BOGH R
SR Ay A A NG BN B
FRNS/ENGINY NSNS SN BN
VN YV VXYV
VRN YV N RV
m\m/m\m/u\m/m\m/m\mﬁ\m/u\mé

\1/0\1/0\4/0\4/2\2/0\2/%\0
o\o/o\} NGRS ARg
Aqu.\m/mxa/m\a/m\a/m\m/m\u/m}
ENVENTVE VA VAN VSV Ve
=S -G -h -
YNNG AN NGNS
fAcefataiadls
VATV = Ve VN
/1\0/1\04,.\1/o.\o/z}/o\o/oxo
A\o/o\}imé%é}/o\}o\oﬁ
/o.\l/0\2/1.\36\3/0.\3/»\2/1.\0
J\o/&m/ﬁm{xmfﬁ/%mﬁxofo

1/0.%1/o.\a/m\s/mxw,/yx%/yﬁ/o\o

@ ~ -
S & « B o & =~
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. 9 ) Nw ./..’7 .

R B A R S N

s N ~ < 0w © N~ 0 O -~ = = = < ~

Q00090000 OHOOLOOHLO O

10—+t —34+42—t+1 oraz

Aég), ALAY € Morfi6 C Mg(Z) beda morsyfikacjami grafu Ag postaci odpowiednio

Oy
Os 4
06,6
Org
O~ .

(t)

(0,1,0,0,0,0) € Z°. Zatem macierz

6

01,1\

F(Q)

Os1
Oy
-1

-1

Ag, F(t) =

Stosujgc algorytmu 7.1.1 wyznaczyliSmy wektor v”

PRZYKEAD 7.1.5. Niechn =6, D

ktorego schemat orbit ma ksztalt
niech A

zgodnie z algorytmem 7.1.2.
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11 -2 2 -2 2 1 0 1 -1 0 0 1 0 0 1 -1 0
2 1 1 -2 2 -2 -1 1 0 0 1 -1 -1 1 -2 0 2 -2
2 =2 11 =2 2| g |-1 =11 =11 1| gm o 1 1 0 -1 0
A=1,5 5 5 1 1 2= 0 0 1 a1 oA T 0 1 0 ol
2 -2 2 -2 1 1 0 -1 -1 0 1 0 1 -2 1 -1 1 1
—2 2 -2 2 -2 1 0o 1 -1 0 -1 1 o 2 0 0 -2 1
Korzystajac z algorytméw 7.1.1 oraz 7.1.2 wyznaczamy wektory v" = (1,1,1,0,0,0),v" =
(0,1,0,0,0,0) € Z°, oraz macierze
i -5
f<1>A:L(v’) 0 0o 0 0 -1 -1
(W) o o 1 1 1 1
/ —d3(v") 0 0 -1 -1 -1 0
= Al =
B o2 (') o 1 1 1 1 o €Gl6Z)p
7@7/1(1]/) o -1 -1 0 0 0
a 1 1 1 0 0 0
i 5
_q)AZ(U) 1 1 1 1 0 0
<I>Ag(v”) -1 -1 -1 0 0 0
n_ | o3 | _| 0o 0o 0o -1 -1 o0
= Al =
B &2 (0" o 0o 0 0 0 -1 € GI(6,Z)p
oS () o 0o 1 1 1 1
V! 0 1 0 0 0 0

Zauwazmy, ze macierze B’ oraz B” zostaly obliczone zgodnie z algorytmem 7.1.2 tak, by

A — Aé2) —B.A. (B,)tr,
A= Aé2) —B.A. (B//)tr

Stad wynika, ze dla macierzy

o 1 1 1 1 1
0 0 0 -1 -1 -1
_(pN\-1.pr_ 0 0 -1 0 0 0
B=(B)"-B"= o o 1 1 o ol€GU6Z)Dp
0O 0 o0 o0 1 0

-1 -1 -1 -1 -1 0
spelniona jest réwnoéé A’ = B - A” - B'". Stad wynika, ze morsyfikacje A’, A”, A € Morp leza
w jednej Gl(6, Z) p-orbicie.

7.2. Algorytmy dla serii morsyfikacji grafé6w Dynkina A,,,
gdy liczba n > 5 jest nieparzysta

W tym paragrafie zaktadamy, ze D = A, oraz n = 2m + 1 > 5 jest liczba nieparzysta.
Zgodnie z twierdzeniem 5.1.3 macierz A(?) = [al(?)] € M,,(Z) postaci

1 -1 -1 1
0o 1 -1 -1 1
0 1 -1 O —1 1

001 -1 1
A:=AD = 0 0 1 0 0 ,
11 -1 1 o
1 410
1 - 0 a4 1 o0
1 4 a1 o0
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jest catkowita morsyfikacja diagramu Dynkina D = A,,, dla ktérej det A(?) = ’%Ll, liczba Coxe-
tera jest ¢, = 2n oraz wielomianem Coxetera jest

cox y (1) = F2 () = t"+1.
Zbiér Ry, C Z" pierwiastkéw grafu A, mocy n(n + 1) jest rozlaczng sumg " @ 4-orbit,

z ktorych kazda zawiera doktadnie cy = 2n pierwiastkow. Zauwazmy, ze wsrod orbit pierwiast-
kéw Rp znajduja sie dwie orbity Oy 1, Oz ;1 postaci:

O e Cogh o Cagh v Clap s - Clag agt] - Cagd aga] € o) S0
Pught Cugt 1 Cptonga) gt o) gt ag) gt e
G217 rCagarvCagarCaga o eags R R )

Stosujac toroidalny algorytm & 4-oczkowy do ® 4-oczka szerokosci dwa
O11: €nt1

Os1 : én+3/ 2 \é
’ N _

O nys 9 = 01,1 + 02,1 : é[n+1 n+3] + €én-s
ERE 22 3

n—3

dla morsyfikacji A := A? diagramu D = A,,, konstruujemy kotczan ® 4-oczkowy F(7/2\D, Dy)
postaci (6.2.4) (zawierajacy zbiér Rp) skladajacy sie z ¢4 = 2n orbit lezacych na torusie,
ktorego schemat orbit ma ksztatt

01,1*02,1*0%3,2

7~ RN

O41 03,1

( )
O,z Ouss

./. .\. /o// .Ao\
a1 T2 7N 7N
e +1f/fi 7\7?7/ \o{f\}o /.7\7‘\7}. .7\7/;.\
N T N L INT SN TN NN
AT +§/2\ 7 2 \ Z,\) / ! \“7/7;47 f\jo/ \0{4 \j./
N, NS N
\./ \./ 0\ /o
\o o/ * 4.



82  7.2. Algorytmy dla serii morsyfikacji grafow Dynkina A,,, gdy n > 5 jest nieparzysta

Przypomnijmy, ze A := A?). Zalézmy teraz, ze A’ € Morp jest inng morsyfikacja grafu D =
A, lezaca w tej samej Gl(n, Z)p-orbicie co morsyfikacja A = A?) (w szczegdlnosci spetniajaca
réownos$é specc, = specc, ). Jesli B € Gl(n,Z) jest macierza taka, ze det B = £1 oraz A’ =
Ax B := B-A- B, to na podstawie lematu 6.3.14 macierz ta ma postaé

_n-1
—0, 7 (w)

—033 w)
-0, (w)
o, 1 (v) =

A
B = v gt

_ni1
-2, * (w) |

Stad wynika, ze dla morsyfikacji A := A?) oraz A’ konstrukcja algorytmu obliczajacego
macierz B € Gl(n,Z) taka, ze det B = £1 oraz A’ = A x B wymaga algorytmu konstruuja-
cego kotczan @ 4-oczkowy I'(R),, @ 4r) postaci (6.2.4) o podstawowej konfiguracji pierwiastkow
izomorficznej z ta przedstawiong powyze;j.

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze szukane algorytmy (algorytm budowania kotczanu
® 4-oczkowego T'(R),, ®.4/), dla dowolnej morsyfikacji A’ o typie F(t) = A(@ (t) = coxu(t), oraz
algorytm obliczajacy macierz B € Gl(n,Z) taka, ze A’ = Ax B") mozna zbudowaé nastepujaco.

ALGORYTM 7.2.1. Dane wejsciowe. Liczba nieparzysta n € N wieksza od 4, graf Dyn-
kina D = A, o numeracji wierzchotkéw zgodnej z tabelg 1, morsyfikacja A := Ag), wielomian
F(t) = 1&) (t) = t™ + 1 oraz morsyfikacja A’ € Mor?, taka, ze F(t) = cox(t).

Wiynik. Kolezan ® q-oczkowy T'(R),, ®4/) postaci (6.2.4).

KROK 1°: Oblicz macierz Coxetera Coxy, transformacje Coxetera @ 4/ : Z" — Z™ oraz zbior
pierwiastkow R p.

KROK 2°: Podziel zbiér Rp na ”TH ® 4-orbity o dhugosci ¢4 = 2n kazda.

KROK 3°: Znajdz pare pierwiastkow va, wa € Rp takich, ze va € O;1,war € Oj1,1 # J
oraz

Var + (I)gl(n+2)(’UA/) + (I)Z}(T,UA/) = wy + (I)Z/l(U)A/)

Var + (I);/(n+2)(’UA/) = WwWa’

tj. wektory var, (IDZ,(HJFQ)(UA/) + @4 (war), war, 4 (war) tworzg ® 4-oczko postaci

/\
\

<I>;\,1 (wa)
O, (0a0) + ®4H(war)

vaAr

w A

KRrOK 4°: Skonstruuj kotczan @ 4,-oczkowy F(A’D, ® 4/), przy pomocy toroidalnego algorytmu
® 4-oczkowego (6.3.8) rozpoczynajac od ®4-oczka z kroku 3°.



7.2. Algorytmy dla serii morsyfikacji grafow Dynkina A,,, gdy n >

5 jest nieparzysta

ALGORYTM 7.2.2. Dane wejsciowe. Liczba nieparzysta n € N wieksza od 4, graf Dyn-
kina D = A,, o numeracji wierzchotkéw zgodnej z tabela 1, wielomian F'(t)
oraz dwie morsyfikacje A’, A” € Mor%, takie, ze F(t) = coxa/(t) = coxan(t).

Wynik. Macierz B € Gl(n,Z) taka, ze A’ = B

Kroxk 1°: Korzystajac z kroku 3° algorytmu 7.2.1 dla macierzy A" wyznacz wektory v’

va,w = wy.

KRrok 2°: Korzystajac z kroku 3°

Var, W = wyn.

Kroxk 3°:

KRrROK 4°: Oblicz macierz B" :=

KRrRoOK 5°:

Przyktady 7.2.3 oraz 7.2.4 ilustruja wykorzystanie algorytmu 7.2.1 do skonstruowania kot-
czanéw P 4-oczkowych I'(Rp, P4) dla morsyfikacji A o typie F(t) =

PRZYKEAD 7.2.3. Niechn =7, D = A;, F(t)

Oblicz macierz B’ :

Macierz B =

—1

—®, T ()

@:?(w')

CAY

B'.

&
v’ S Gl(n, Z)

@, (")
—w

— @ (")

(I)A /(w 9

e
*‘I)A// 2 (w//) i

v” S Gl(n, Z)

= FA@) =" +1

algorytmu 7.2.1 dla macierzy A” wyznacz wektory v”

(B~'-B") € Gl(n,Z) taka, ze A' = B- A" - B,

1
0
-1

A = 0

1
0
-1

-1

-1

1 0 -1 0
1 0 0 -1 0
1 0 0 0
0 -1 1 1 0
1 0 -2 1 1
0 0 0 0 1

-1 0 2 =2 1

1
1
0

-2 | € 1\/[01'1{7 .

2
-2
1

F2(t) = coxa(t).

= Fjg) (t) =" + 1, oraz niech

Oczywiscie A" € Morp jest morsyfikacja grafu D = Az, det A’ =4 oraz cy = 14.

Aby skonstruowaé kotczan @ 4-oczkowy I'(R),, ®4/) postaci (6.2.4) rozwazmy cztery D 4-

orbity po 14 pierwiastkéw kazda

Oy :---1000000- - - 0110000 - - -
--1000000- - - 0110000 - - -
Og1 :---0010000--- 1111110 -
--0010000---1111110- - -

oiiiiio---
0111110- - -
0001111 - - -
0001111 ---

0111111 ---
0111111 ---
0000010 - - -
0000010 - - -

0111100---
0111100 - -
0000111 - -
0000111 - - -

0111000 - - -
0111000 - -
-0011100- - -
0011100- - -

0100000 - - -
0100000 - - -
11iioo0---
1111000 - - -
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-0000100 - - - 0011000 - - -

-0000011 - -

-0000001 - -
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-0001000 - -

Postepujac zgodnie z algorytmem 7.2.1, rozpoczynamy budowanie kotczanu ® 4/,-oczkowego

—

(R, ®4/) od nastepujacego ® 4-oczka szerokosci dwa

0171 .

0271 :

O52=011+03;:

Stosujac toroidalny algorytm oczkowy do tego ® 4-oczka uzyskamy nastepujacy kotczan & 4/-

oczkowy

S -

o
= o @
- =} 1

10111 - -
100
11000- - -

11000- - -
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1\onu\0/1\1/oxn/0\0/1\0/0\0/1
1/ux1/m\1/mxz/m\o/o\o/lxl/oxl
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Al
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. - L m A m A& -
T S e e A A= S R R O
A IR I S I I T R R R R
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ktérego schemat orbit ma ksztalt

O3,

12,3

01— 03— O

(0,0,1,0,0,0,0) €

(0,1,0,0,0,0,0), w’

Stosujac algorytmu 7.2.1 wyznaczylisSmy wektory v’

77 . Zatem macierz
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332 323
M= ® Sa<w<
<<l < i<
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= 14.

t" 4 1, oraz niech

A7, det A” = 4 oraz Car

Aby skonstruowaé kolczan & gnv-oczkowy I'(R7,, @ 4») postaci (6.2.4) rozwazmy cztery P 4n-

orbity po 14 pierwiastkow kazda

0

—

Ar, F(t) = F2 (1)

7.2. Algorytmy dla serii morsyfikacji grafow Dynkina A,,, gdy n > 5 jest nieparzysta

PRZYKEAD 7.2.4. Niechn=7, D

Oczywiscie A” € Morp jest morsyfikacja grafu D

zgodnie z algorytmem 7.2.2.
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Postepujac zgodnie z algorytmem 7.2.1, rozpoczynamy budowanie kotczanu ® 4.-oczkowego
O52=011+02;:

—~

[(RY,, ®ar) od nastepujacego P 4n-oczka szerokosci dwa
Stosujac toroidalny algorytm oczkowy do tego ® 4v-oczka uzyskamy nastepujacy kotczan & 4.-

oczkowy
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@ 01 —0
/ 1,1 2,1 5,2 ~

O11 031

| |
O142 s,
O132 Or2

| |
O123 Os 3

\01127010,37(993/

Stosujac algorytmu 7.2.1 wyznaczylismy wektory v” = (0, 1,1, 0,0, 0,0),w” =(0,0,0,1,0,0,0) €
Z7. Zatem macierz

A//(w )
_éA//(w )
B _ AZ( //) _
_@;%(wu)
— 7 (w'")

zgodnie z algorytmem 7.2.2.

HOoOOoOOoOOoOOOo

0
1
1
0 € Gl(?, Z)D,
0
0
0

PRZYKLAD 7.2.5. Niech n = 7, D = A;, F(t) = F(z)() = t" + 1 oraz niech A =
A(72), AL A" € 1\/Iorf§7 C M;(Z) beda morsyfikacjami grafu A; postaci odpowiednio

1-1 0 0 0-11 1-1 1 0-1 0 1 1-1 1 0 0-1 0
0 1-1 0-1 10 01 0 0-10 1 01 00 0-1 0
00 1-1 1 00 “1-1 1 0 0 0 0 “1-1 1 0 0 0 0
A= 000 10 o0[,A=|00-1 11 0-2[,A"=] 0 0-110 01
0 1-1-1 1 00 11 0-2 1-1 2 00 0-1 1 1-1
1-1 0 0-1 10 00000 1-2 110 0-2 1-1
10 0 0 0-11 “1-1 0 2-2 1 1 00 0-1 10 1
Korzystajac z algorytméw 7.2.1 oraz 7.2.2 wyznaczamy wektory v = (0,1,0,0,0,0,0),w" =

(0,0,1,0,0,0,0),v"=(0,1,1,0,0,0,0),w”=(0,0,0,1,0,0,0) € Z", oraz macierze
—@;i(w’) 0O 0 0 0 0 -1 o0
-7, (w) 11 1 1 1 1 0
, @, (v") -1 0 0 0 0 0 0
B' = v =| 0o -1 o o o o o]|€eGUT7,Z)p
' 0 0 -1 0 0 0 ©
<DA21( w') 0 0 0 -1 -1 -1 -1
| o () o 0o o o0 1 1 1
r -3
<1>A,1,( w'’) o o 1 1 1 1 0
AT,,( w') o 0 0 0 0 0 1
" ICK) 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1
B" = v” =| 0o 1 1 o o o ol€eGU7Z)
—w' 0o 0 0 1 0 0 0
B[ BN R R R
—® 0 (") bt sbsb st 0o

Zauwazmy, ze macierze B’ oraz B” zostaly obliczone zgodnie z algorytmem 7.2.2 tak, by
A — Ag2) —B.A. (B,)tr,
A= AgQ) —B". A" (B//)tr
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Stad wynika, ze dla macierzy

o 1 1 1 1 11
0 -1 =1 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 00

B=B)"B"=| 1 1 1 1 0o oo|€G7,Z)p
-1 -1 0 0 0 00
0 0 -1 -1 -1 -1 0
0 0 0 0 0 10

spelniona jest rownos¢ A’ = B+ A” - B'". Stad wynika, ze morsyfikacje A’, A", ASQ) € Morp lezg

w jednej Gl(7,Z)p-orbicie.
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8. Przeglad stosowanych algorytmoéw oraz analiza ich
zlozonosci obliczeniowej

Oproécz wynikéw teoretyczno-klasyfikacyjnych uzyskanych w rozprawie, drugim z gtéwnych
osiggnie¢ tej rozprawy jest stworzenie biblioteki algorytméw symbolicznych, numerycznych
i kombinatorycznych stanowigcych podstawowe narzedzia techniczne uzywane w analizie spek-
tralnej Coxetera graféw krawedziowo-dwudzielnych bez petli.

Poniewaz ta dziedzina matematyki dyskretnej znajduje sie w fazie poczatkowego rozwoju,
wiec nie ma jeszcze gotowych bibliotek (w dostepnych obecnie systemach algebry komputerowe;j)
pozwalajacych realizowaé zadania obliczeniowe i eksperymentalne wynikajace z realizowanych
badan teoretycznych tej teorii. Stworzenie biblioteki gotowych narzedzi obliczeniowych pozwoli
na usprawnienie przysztych badan oraz na poszerzenie ich zakresu. Przygotowanie implemen-
tacji algorytmow powinno réwniez wywotaé¢ dyskusje nad ich ztozonosciag obliczeniows, a takze
docelowo skutkowac ich optymalizacja.

Pierwsza czes¢ algorytmow uzywanych w rozprawie i przedstawionych w tym rozdziale jest
modyfikacja stosowanych wezesniej algorytmoéw przez innych badaczy zajmujacych sie ta pro-
blematyka oraz algorytmiczng teorig grafow.

Druga czes¢ z nich zawiera algorytmy autorskie (3.2.11, 3.2.13, 7.1.1, 7.1.2, 7.2.1, 7.2.2) po-
wstate na uzytek tej rozprawy. Zostaly one przedstawione w odpowiednich rozdziatach rozprawy
i poprzedzone teoretyczng analiza rozwigzywanych problemow wraz z optymalizacja procesu
obliczen uzyskana przez sformutowanie i dowody odpowiednich twierdzeri (3.1.9, 3.2.8-3.2.10,
3.2.18).

Biblioteka ta jest napisana i stosowana w jezyku C++, natomiast rozwigzanie prototypowe
zostalo przygotowane czesciowo w programie Maple. Stosuje si¢ w niej zarowno obliczenia sym-
boliczne, jak tez numeryczne. Optymalizacje procesu obliczen uzyskujemy w nastepujacy sposob:

e zastepujac obliczenia symboliczne poprzez obliczenia numeryczne (w obszarach nie wpty-
wajacych na poprawnosé wynikéw),

e wybierajac metody eksperymentalnie najefektywniejsze dla danych wejsciowych, np. wy-
bér sposobu odwracania macierzy (3.2.4),

e stosujac zaawansowane wyniki teoretyczne pozwalajace na przeszukiwanie zbioréw mniej
licznych (zobacz twierdzenie 3.2.8),

e zrownoleglajac obliczenia.
W podrozdziale 8.2 przedstawiamy dyskusje na temat pesymistycznej ztozonosci oblicze-
niowej autorskich algorytmow 3.2.11, 3.2.13, 7.1.1, 7.1.2, 7.2.1 1 7.2.2. Pesymistyczna ztozonos¢

obliczeniowa algorytméw 7.1.1, 7.1.2, 7.2.11 7.2.2 jest wielomianowa, natomiast algorytmy 3.2.11
i 3.2.13 posiadaja wyktadnicza ztozonos¢ obliczeniowa. Po niezbyt glebokiej analizie ztozonosci
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tych algorytméw sktaniamy sie do przypuszczenia, ze sa to problemy NP-trudne (ang. non-
deterministic polynomial time hardness); niestety nie potrafimy tego faktu udowodnié. Problem
ten bedzie przedmiotem naszych dalszych badan.

8.1. Algorytmy i procedury pomocnicze

(8.1.1) Algorytm inflacyjny (dodatek A.1) - algorytm opisuje przyporzadkowanie do-
wolnemu spéjnemu, dodatniemu grafowi krawedziowo-dwudzielnemu A bez petli jednego z jed-
norodnych diagraméw Dynkina DA (zobacz tabela 1). Ponadto algorytm oblicza Z-odwracalna
macierz definiujaca stabg Z-réwnowaznosé Grama A ~z DA. Zastosowanie go pozwala na re-
dukcje badania pewnych wtasnosci spojnych, dodatnich graféw krawedziowo-dwudzielnych do
badania pewnych wtasnosci dla jednorodnych diagraméw Dynkina (zobacz dowdd twierdzenia
4.1.2).

(8.1.2) Algorytm Sylvestera (dodatek A.2) - algorytm pozwala na zbadanie dodatniej
okreslonoéci bigrafu A w terminach jego symetrycznej macierzy Grama.

(8.1.3) Algorytm ograniczonego zliczania (dodatek A.3) - skonstruowany w [69, Algo-
rithm 4.2] algorytm oblicza zbiér R pierwiastkéw dowolnego dodatniego grafu krawedziowo-
dwudzielnego A.

(8.1.4) Algorytm sprawdzajacy sp6jnosé bigraféw (dodatek A.4) - algorytm oparty
zostal na klasycznym algorytmie przeszukiwania grafu w gtab tj. DFS (ang. Depth-first search),
pozwala na okreslenie spojnosci bigrafu A w terminach jego niesymetrycznej macierzy Grama.

(8.1.5) Algorytm Lagrange’a (dodatek A.5) - algorytm sprowadza forme kwadratowa
q(x) do postaci kanonicznej Lagrange’a co pozwala na sprawdzenie okreslonosci formy i wyzna-
czenie zbioru jej pierwiastkow.

8.2. Algorytmy i procedury autorskie

Jednymi z gléwnych osiagniec tej rozprawy sa nastepujace algorytmy autorskie:

(8.2.1) obliczajace zbiér morsyfikacji Morp (3.2.11),

(8.2.2) obliczajace grupe izotropii Gl(n,Z)p dla dowolnego jednorodnego diagramu Dyn-
kina D (3.2.13), a takze

(8.2.3) algorytmy symboliczne konstruujace, dla dowolnej pary morsyfikacji A, A’ € Mor,,
lezacych w tej samej Gl(n, Z),,,-orbicie, pewng macierz B € Gl(n, Z) taka, ze A’ = AxB" (7.1.1,
7.1.2,72.1,7.22).

Przypomnijmy z rozdziatow 3 i 4, ze:

e algorytm 8.2.1 stosuje sie do obliczenia zbioréw 1/\\/IorD, Coxp, CPolp, dla kazdego
z jednorodnych diagraméw Dynkina D (efektywnie uzyskano wyniki dla n = |Dg| < 9
wierzchotkéw). Algorytm jest rowniez stosowany w dowodzie wniosku 3.2.18 o Gl(n, Z) p-
cyklicznosci zbioru Morg oraz w dowodzie twierdzenia 4.1.2 podajacego pelng klasyfikacje
spojnych dodatnich graféw oznakowanych o n < 9 wierzchotkach z doktadnoscig do silnej
Z-kongruencji Grama A =~z A;
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e algorytm 8.2.2 stosuje si¢ do obliczenia skoniczonej grupy izotropii Gl(n,Z)p dla dowol-
nego jednorodnego diagramu Dynkina D oraz w dowodzie wniosku 3.2.18 o Gl(n,Z)p-
cyklicznosci zbioru Morb;

e algorytmy 8.2.3 stosuje sie do skonstruowania dla dowolnej pary morsyfikacji A, A" €
Mor,, lezacych w tej samej Gl(n,Z),, -orbicie, pewnej macierzy B € Gl(n,Z) takiej, ze
A= AxB" := B.-A-B'. Algorytmy wykorzystuja toroidalny algorytm oczkowy opisany
w paragrafie 6.3.

W' rozprawie przedstawiona jest metoda budowania algorytméw znajdujacych macierz
B € Gl(n,Z), a takze algorytmy dla wybranych serii macierzowych morsyfikacji diagramu Dyn-
kina A, (7.1.1, 7.1.2, 7.2.1, 7.2.2). Algorytmy sa zaimplementowane w jezyku C++. Jezyk C++
zostal wybrany poniewaz jest to kompilowalny i obiektowy jezyk wysokiego poziomu dla ktorego
istnieja niezwykle wydajne zbiory narzedzi (np. biblioteka Eigen') realizujace bazowe obliczenia
algebry komputerowej.

Uzyskane wyniki otrzymaliSmy przeprowadzajac obliczenia na serwerze wyposazonym
w 4, 4-rdzeniowe procesory Intel XeonE7520, 1.87GHz (technologia HT, ang. Hyper- Threading
Technology), tacznie 32 watki, gdzie rownolegte obliczenia prowadzone byly na 12 watkach.
Liczba 12 watkéw na ktorych prowadzone byty rownolegle obliczenia wynika wylaczenie z przy-
dzielonej do tego celu mocy obliczeniowej serwera. Metoda zrownoleglania obliczen pozwala na
przeprowadzenie rownoleglych obliczen na znacznie wigkszej liczbie watkéw. Przyktadowo, dla
algorytmu 8.2.1, kazdy watek przeprowadza obliczenia z ustalonym pierwszym wierszem macie-
rzy, stad réwnolegle obliczenia moga by¢ przeprowadzone na |Rp|—1 watkach (np. dla diagramu
Dynkina Ay, |[Rp| —1=10-11 -1 = 109).

Autorskie algorytmy 8.2.1 i 8.2.2 maja wyktadnicza pesymistyczna ztozonosé obliczeniowa,
co potwierdzaja wyniki eksperymentalne.

Wykres 8.2.4. Czas dzialania Wykres 8.2.5. Czas dzialania
algorytmu 8.2.1 dla jednorodnego algorytmu 8.2.1 dla jednorodnego
diagramu Dynkina D =A,, 2 <n <9. diagramu Dynkina D =D,, 4 <n <09.

140000 s 3500000
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Suuiull s
wmonon e o aEnnnnn
100000 5 00000 5

http://eigen.tuxfamily.org/


http://eigen.tuxfamily.org/

8.2. Algorytmy i procedury autorskie 91

W dalszej czesci tego rozdzialu przypominamy kolejno algorytmy 3.2.11, 3.2.13, 7.1.11 7.1.2
oraz przedstawimy oszacowanie ich pesymistycznej ztozonosci obliczeniowej. Analiza dla algo-
rytméow 7.2.1 1 7.2.2 pokrywa sie z oszacowaniem ztozonosci obliczeniowej dla algorytméw 7.1.1
i7.1.2.

ALGORYTM 3.2.11 (ALGORYTM OBLICZAJACY ZBIOR MORSYFIKACJI Morp).

Dane wejsciowe. Liczba catkowita n > 2 oraz niesymetryczna macierz Grama Gp = [dD | €
M, (Z) (2.1.11), gdzie D jest jednym z jednorodnych diagraméw Dynkina A,, D, Eqs, E;, Eg
o numeracji wierzchotkéw zgodnej z tabela 1.

Wynik. Zbior Morp, wszystkich wymiernych morsyfikacji A € Morp, diagramu D, wraz
z ich wielomianami Coxetera cox(t), liczbami Coxetera c4 oraz wyznacznikami det A.

KROK 1°: Wyznacz symetryczna macierz Grama G oraz zbior pierwiastkow Rp := Rp(1) =
{velZ”v-Gp-v'" = 1}

Krok 2°: Dla¢=1,...,n wyznacz podzbiory
RE={(r1,...,rn) =1 €RL CRp;7; > 0,141 =...=1, =0}
e
KRrOK 3°: Skonstruuj generyczng macierz C' —[ € M, (Z).
()
KROK 4° Dlai = 1,...,n, zastap pusty wiersz ¢, kolejno przez elementy ze zbioru Rp \
{cW) . cli=b —cl ),..., c(i_l),ei}. Jezeli po uzupemieniu ¢, nie jest spelniony warunek

R5 C’ Q RD, woéwczas dokonaj kolejnego z mozliwych podstawien ¢, w przeciwnym wypadku
idz do kroku 5°.

KRrOK 5°: Jezeli det(E — C') # 0 oraz Gp=Gp - (E — C)"'+(E — C)™" - Gp, wowczas
dodaj macierz A = £p(C) = 2Gp - (E — C)~* do zbioru Morp, wylicz jej liczbe Coxetera
c4, wyznacznik det A oraz wielomian Coxetera coxy(t), nastepnie wréé¢ do kroku 4° z nowym
podstawieniem.

O pesymistycznej ztozonosci obliczeniowej algorytmu 3.2.11.

Ztozonos¢ czasowa algorytmu 3.2.11 jest zdominowana przez moc przeszukiwanego zbioru
macierzy tj. realizacje krokéw 4°-5°. Naiwne wyznaczenie w kroku 1° skonczonego zbioru Rp
pierwiastkow diagramu D rowniez posiada duza ztozonos¢ obliczeniowa. Zbior Rp zawiera jed-
nak elementy znanej postaci (zobacz twierdzenie 2.1.18), stad mozna go wyznaczy¢ w czasie
O(n?) wykorzystujac wzory na pierwiastki. Dla kazdego z jednorodnych diagraméw Dynkina
D = (Dy, Dy) o n > 2 wierzchotkach, moc przeszukiwanego zbioru macierzy wynosi

(IRp|l = 1) - (IRp[ = 3) .- (IRp| = (2n = 1)) f[ (IRp| = (20 = 1)) < [Rp|".

Na postawie twierdzenia 2.1.18 moc przeszukiwanego zbioru dla poszczegdlnych jednorodnych
diagramow Dynkina D jest nastepujaca:
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| D] [Rp| | moc przeszukiwanego zbioru |
A, | n(n+1) I [n(n +1) — (26 — 1)] < n™(n+ 1)
i=1
D, | 2n(n—1)| IT 2n(n—1) — (2 — 1)] < (2n)"(n — 1)"
i=1
Es 72 81990962 235
E, 126 336 596 504 619 375
Es 240 8379649 774 868 612 625

Dla kazdej macierzy C' z przeszukiwanego zbioru wykonujemy operacje:
e obliczenie wyznacznika det(E — C) w czasie O(n?),
e sprawdzenie czy uzyskany wyznacznik jest rézny od zera w czasie O(1),
e obliczenie macierzy G, = Gp - (E — C) '+ (E — C)™" - Gp w czasie O(n?),
e sprawdzenie czy Gp=G), w czasie O(n?).
Jezeli macierz spelnia wymagane kryteria, wowczas wykonujemy dodatkowe operacje:
e obliczenie macierzy morsyfikacji A = {p(C) = 2Gp - (E — C)~' w czasie O(n?),
e wyliczenie liczby Coxetera c4 w czasie O(|Rpl| - n?),
e wyliczenie wyznacznika det A w czasie O(n?),

e wyliczenie wielomianu Coxetera coxa(t) w czasie O(n?).

Whniosek konicowy. (a) Krok 5° mozna wykona¢ w czasie co najwyzej wielomianowym
O(IRp| - n?).

(b) Przeprowadzona analiza pokazuje, ze caly algorytm 3.2.11 ma pesymistyczna wyktadni-
cza ztozonosé obliczeniows

O(lRD|n+1 X 713).

ALGORYTM 3.2.13 (ALGORYTM OBLICZAJACY GRUPE IZOTROPII Gl(n,Z)p).

Dane wejsciowe. Liczba catkowita n > 2 oraz niesymetryczna macierz Grama Gp = [dg] €
M, (Z) (2.1.11), gdzie D jest jednym z jednorodnych diagraméw Dynkina {A,,,D,, Eqs, E7, Eg}
o numeracji wierzchotkéw zgodnej z tabelg 1.

Wynik. Grupa izotropii Gl(n,Z)p C M, (Z).

KRrOK 1°: Wyznacz symetryczng macierz Grama Gp € M, (Q) oraz zbiér pierwiastkéw
Rp:=Rp(l)={veZ"v-Gp -v" =1}

KRrOK 2°: Dla i =1,...,n wyznacz podzbiory

RE={(r,...,rn) =1 €R, CRp;ri > 0,141 =...=1, =0}

KRoOK 3°: Skonstruuj generyczna macierz B = [I{(l) e /{(”)} € M,,(Z) o kolumnach k). .., k(™).

KROK 4°: Dlai = 1,...,n, zastap pusta kolumne x, kolejno przez elementy ze zbioru Rp\
(W, kD kW —k0=DY Jezeli po uzupetnieniu £, nie jest spetniony warunek ;R },-
B C Rp, wéwczas dokonaj kolejnego z mozliwych podstawien ), w przeciwnym wypadku
idz do kroku 5°.

KROK 5°: Jezeli Gp = B -Gp- B, wéwezas dodaj macierz B do zbioru Gl(n, Z) p, nastepnie
wroc¢ do kroku 4° z nowym podstawieniem.
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O pesymistycznej ztozonosci obliczeniowej algorytmu 3.2.13.

Analogicznie do algorytmu 3.2.11 zlozonosé czasowa algorytmu 3.2.13 jest zdominowana
przez moc przeszukiwanego zbioru macierzy tj. realizacje krokéw 4°-5°. Dla kazdego z jedno-
rodnych diagraméw Dynkina D = (Dy, D1) o n > 2 wierzchotkach, moc przeszukiwanego zbioru

macierzy wynosi
n

[Rol-(IRpl=2) ...« (IRp| = 2(n — 1)) = [[(IRp| — 2(i — 1)) < [Rp]".
i=1

Dla kazdej macierzy B z przeszukiwanego zbioru wykonujemy operacje:

e obliczenie macierzy G, = B - Gp - B w czasie O(n?),

e sprawdzenie czy Gp=G), w czasie O(n?).

Whniosek koncowy. (a) Krok 5° mozna wykonaé¢ w czasie co najwyzej wielomianowym
O(n?).

(b) Przeprowadzona analiza pokazuje, ze caly algorytm 3.2.13 ma pesymistyczna wyktadni-
cza ztozonos¢ obliczeniowa

O(|Rp|™ - n?).
ALGORYTM 7.1.1. Dane wej$ciowe. Liczba parzysta n € N wieksza od 3, graf Dynkina
D = A, o numeracji wierzchotkéw zgodnej z tabelg 1, morsyfikacja A := A® wielomian

F(t) = Ag,)@ = — 2 3 o 3 442 — t + 1 oraz morsyfikacja A’ € Morh
taka, ze F'(t) = cox(t). .
Wynik. Kotczan & 4-oczkowy I'(R’,, ® /) postaci (6.2.4).

KROK 1°: Oblicz macierz Coxetera Coxy/, transformacje Coxetera ® 4 : Z" — Z™ oraz zbiér
pierwiastkow Rp.

KROK 2°: Podziel zbiér Rp na § ®4-orbity o diugosci car = 2(n + 1) kazda.

KROK 3°: ZnajdZ pare pierwiastkow vy, war € Rp takich, ze va € O;1,wa € Oj1,1 # j

oraz —(n— _
UA’_’_@A’( 1)(UA’):wA’+q)A/1<wA’)

)(UA/), war, @4 (war) tworza ® 4-oczko postaci
vAr
w A

T~
.

tj. wektory v/, @;,(n*l

@Z} (war)
e,V (wa)

KROK 4°: Skonstruuj kotczan ® 4-oczkowy I (7/€’D, ® 4/), przy pomocy toroidalnego algorytmu
® 4-oczkowego (6.3.8) rozpoczynajac od P 4-oczka z kroku 3°.

O pesymistycznej ztozonosci obliczeniowej algorytmu 7.1.1.

W kroku 1° obliczamy macierz Coxetera Cox,/, transformacje Coxetera ® 4 oraz wyzna-
czamy zbior pierwiastkéw Rp w tacznym czasie O(n?). Zbiér Rp C Z" dla jednorodnego dia-
gramu Dynkina D = A,, jest znany i sktada sie z n(n+1) wektoréw tj. z wektoréw bazy standar-
dowej e1,...,€e4,—€1,...,—€, grupy wolnej Z" oraz z  wektorbw  postaci
€ij = [O,...,O,%,...,},O,...,O], —e; €2, dlal <i<j<n.
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W kroku 2° dzielimy zbiér Rp sktadajacy si¢ n(n+1) elementéw na § @ 4-orbity o dtugosci
ca = 2(n + 1) kazda. Na wykonanie tego kroku potrzeba % - (2(n + 1) — 1) operacji mnozenia
elementéw ze zbioru Rp przez macierz Coxetera Cox a.. Mnozenie dziata w czasie O(n?), zatem
krok 2° mozna wykona¢ w czasie O(n?).

Krok 3° polega na znalezieniu pary pierwiastkow nalezgcych do réznych ® 4-orbit, ktore
spelniajg zadang rownos¢. Poniewaz liczba @ 4-orbit wynosi 7, gdzie n > 4 jest liczba parzysta,

n

wiec sprawdzimy maksymalnie (3) dwuelementowych podzbioréw zbioru ® 4-orbit, gdzie

7 n n n n n n— n n(n—2
() R O R B VRN B S B v
—2)! 2 (2 —2) 2 2 2

gdyzn > 4. Ponadto zauwazmy, ze dla kazdej pary orbit wykonujemy sprawdzenie réwnosci mak-
symalnie § razy, gdyz z wtasnosci kotczanu ® 4-oczkowego wynika, ze rownos¢ bedzie zachodzita
rowniez dla kolejnych ® 4/-oczek. Sprawdzenie réwnosci wykonujemy w pesymistycznym czasie
O(n?), gdyz n-razy mnozymy wektor przez macierz. Zatem krok 3° ma wielomianowg ztozonosé

_1)

obliczeniowa réwna O(n®). Dodatkowe zapamigtanie macierzy Cox i COX;‘,(H pozwala na

obnizenie zlozonosci obliczeniowej tego kroku do O(n?).

W kroku 4° konstruujemy kotczan ® 4-oczkowy F(ﬁb, ®4/), przy pomocy toroidalnego al-
gorytmu ® 4-oczkowego (6.3.8) rozpoczynajac od ®a-oczka z kroku 3°. Otrzymany kolczan
sktada sie z c4» = 2(n + 1) orbit dlugosci c4/. Do obliczenia jednej orbity potrzeba c 4/ operacji
mnozenia wektora przez macierz Coxetera Coxys, zatem caly kotczan sktadajacy sie z c4r orbit
mozna skonstruowaé w czasie O(c%, -n?) = O((2(n + 1))? - n?) = O(n?).

Whniosek konicowy. Przeprowadzona analiza pokazuje, ze caly algorytm 7.1.1 ma pesymi-
styczng wielomianows ztozonosé obliczeniows

O(n°).

ALGORYTM 7.1.2. Dane wej$ciowe. Liczba parzysta n € N wieksza od 3, graf Dynkina
D = A,, o numeracji wierzchotkéw zgodnej z tabela 1, wielomian F(t) = éi)(t) =" —" 4
2 — 3 4t — 13 412 — t + 1 oraz dwie morsyfikacje A’, A” € Mor} takie, ze F(t) =
COXA/(t) = COX g (t)

Wynik. Macierz B € Gl(n,Z) taka, ze A’ = B - A" - B'.

Kroxk 1°: Korzystajac z kroku 3° algorytmu 7.1.1 dla macierzy A" wyznacz wektor v/ = v 4.

KRrok 2°: Korzystajac z kroku 3° algorytmu 7.1.1 dla macierzy A” wyznacz wektor v = v n.

B _@7/(n71)(v/) 7
@ff"*"’)(v/)

KROK 3°: Oblicz macierz B’ := s € Gl(n,Z).
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KROK 4°: Oblicz macierz B” := € Gl(n,Z).

KROK 5°: Macierz B := (B'~!- B-”) € Gl(n,Z) taka, ze A= B- A" - B".
O pesymistycznej ztozonosci obliczeniowej algorytmu 7.1.2.

Do wyznaczenie wektoréw v’ i v” wystarczy przeprowadzenie krokéw 1°-3° algorytmu 7.1.1,
dlatego zlozonos¢ obliczeniowa krokéw 1°-2° jest wielomianowa i wynosi O(n®). Kroki 3°-4° wy-
konujemy w czasie O(n?), poniewaz przeprowadzamy 2n mnozen wektora przez macierz (przy
zalozeniu, ze wykonana zostanie prekalkulacja macierzy Cox i, .. ., Coxg,nfl)). Obliczenie ma-
cierzy B := (B'~'- B") € Gl(n,Z) wykonujemy w czasie O(n?).

Whiosek koncowy. Przeprowadzona analiza pokazuje, ze caly algorytm 7.1.2 ma pesymi-
styczng wielomianowa ztozonosé obliczeniowa

O(n®).

8.3. Uwagi o modyfikacji gléwnych algorytméw

W tym paragrafie przedstawimy nowe wyniki oraz pomysty o zwigkszeniu efektywnosci dwoch
gtéownych stosowanych w tej rozprawie algorytméw. W okresie okoto dwdch lat od zredagowa-
nia oryginalnej wersji tej rozprawy pojawity sie nowe publikacje innych autoréw umozliwiajace
istotne zmniejszenie czasu obliczen stosowanych tu algorytméw oraz istotne uzupetnienie po-
danej w rozdziale 4 klasyfikacji bigraféw dodatnich. Dotyczy to przede wszystkim algorytmu
inflacyjnego opisanego w dodatku A.1 oraz algorytmu obliczajacego macierzowe morsyfikacje
diagram6w Dynkina (w szczegélnosci diagramu D,,, dla n > 9), a w rezultacie usuniecia pew-
nych trudnosci powstatych przy klasyfikacji bigraféw dodatnich typu Dynkina D,,, dla n > 11.

8.3.1. O algorytmie inflacyjnym

Przypomnijmy, ze algorytm inflacyjny wykorzystuje operatory inflacji typu t; A oraz t_; A
i w naszej rozprawie jest uzywany do obliczenia typu Dynkina DA sp6jnych bigraféw dodatnich
UBigr,,, a takze do obliczania macierzy Z-odwracalnych B € Gl(n,Z) definiujacych staba Z-
kongruencje Grama A ~z A’, tzn. spelniajacych réwnos¢ Gar = B - Ga - B.

Algorytm ten w oryginalnej wersji przedstawionej w publikacji promotora [70] ma co najwy-
zej wyktadnicza ztozonos$¢ obliczeniowa (patrz [52]), choé mozna uzyskaé ztozonosé wielomia-
nowa przez pewna jego modyfikacje uzyskana w publikacjach [50], [75, 76] oraz w nastepujacych
trzech najnowszych artykutach:

[MSZ] B. Makuracki, D. Simson and B. Zyglarski, Inflation algorithm for Cox-regular positive
edge-bipartite graphs with loops, Fund. Inform. 153 (2017), 367-398,
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[MS] B. Makuracki and D. Simson, A Gram classification of principal Cox-regular edge-
bipartite graphs via inflation algorithm, Discrete Appl. Math. 238 (2018) pp. 12,
doi: 10.1016/jdam.2017.10.033,

[M] A. Mréz, Congruences of edge-bipartite graphs with applications to Grothendieck group
recognition I. Inflation algorithm revisited, Fund. Inform. 146 (2016), 121-144.

W tych pracach algorytmy te stosuje si¢ do opisywania typu Coxetera-Dynkina dodatnio okre-
slonych oraz dodatnio pétokreslonych Z-symetryzowalnych macierzy Cartana stosowanych od
ponad pét wieku w teorii Liego (w ostatnim czasie nazywanych réwniez macierzami quasi-
Cartana).

Analogiczny problem algorytmiczny dla spéjnych dodatnio okreslonych macierzy quasi-
Cartana rozwazany jest w nastepujacych dwoch najnowszych publikacjach:

[AbRi] M. Abarca and D. Rivera, Theoretical and algorithmic characterizations of positive
definite symmetric quasi-Cartan matrices, Fund. Inform. 149 (2016), 241-261,

[PAR] C. Perez, M. Abarca and D. Rivera, Cubic algorithm to compute the Dynkin type of
positive definite quasi-Cartan matrices, Fund. Inform. 2017, praca przyjeta do druku.

W tych artykutach modyfikuje sie nieco algorytm inflacyjny (dostosowujac go do badania
macierzy quasi-Cartana), tak, ze przy pewnych nieistotnych ograniczeniach na dane wejsciowe
mozna uzyska¢ nawet ztozonosé liniows wzgledem liczby inflacji. Podobne oszacowanie uzyskano
w pracy [M] (zobacz [M, Theorem 4.4.(c)]).

8.3.2. Nowa koncepcja uzasadnienia gtéwnej klasyfikacji
bigraféw o co najmniej 10-ciu wierzchotkach

Przypomnijmy, ze jednym z osiggnie¢ tej rozprawy jest podana w twierdzeniu 4.1.2 klasy-
fikacja spojnych bigraféw dodatnich, z doktadnoscia do silnej Z-kongruencji Grama. Jednym
z waznych etapow tej klasyfikacji jest obliczenie zbioru orbit dziatania grupy izotropii diagramu
Dynkina D na zbiorze Morp jego morsyfikacji macierzowych. Pelny dow6d uzyskanej klasyfika-
cji podany zostal dla bigraféw o co najwyzej 9-ciu wierzchotkach. Gtéwne problemy zaczynaja
sie dla bigraféw o 10-ciu wierzchotkach. Poniewaz kazdy taki dodatni i spojny bigraf ma typ
Dynkina A, lub D,,, a wypadek typu A,, rozwazamy oddzielnie (mozna tu stosowaé algorytmy
oczkowe 1 ich konsekwencje zamieszczone w artykule promotora [68]), wiec mozemy ograniczy¢
sie do bigraféw A € UBigr,,, o n > 10 wierzchotkach, typu Dynkina D = D,,.

Dla takich bigrafow A funkcje redukeji ¢p, (patrz 3.0.3) mozna ograniczyé¢ do redukeji

¢p, : UBigry — Morp, 1,

gdzie Morp, ; jest podzbiorem zbioru morsyfikacji Morp, skladajacym si¢ z morsyfikacji
A o wyznaczniku det A = 1.

Niestety, nawet ograniczenie algorytmu 3.2.11 do tego zbioru prowadzi do czasochtonnych
obliczen. Obliczenia te mozna znacznie uprosci¢ i skréci¢ stosujac nowe wyniki teoretyczne
zawarte w nastepujacej nowej pracy promotora



8.3. Uwagi o modyfikacji gtownych algorytmow 97

[S] D. Simson, A Coxeter spectral classification of positive Cox-regular edge-bipartite graphs
via morsification orbits, Preprint 2017, 28 stron.

W pracy tej rozwaza sie bigraf S,, = {a1, as, ..., a,} bez krawedzi, tzn. S,, jest antytancuchem
o n wierzchotkach. Latwo widaé, ze grupa izotropii Gl(n,Z)s, jest pelna grupa ortogonalng
o wspolezynnikach catkowitych, a kazdy z wierszy macierzy C € Gl(n,Z)s, jest postaci +e;.
Zatem |Gl(n,Z)s,| = n!-2". Stosujac wyniki pracy [S] mozna wskaza¢ macierz nieosobliwa
H € M, (Z) taka, ze funkcja

Moan,l — MOI‘S”’anQ = {A c Morsn’ detA — 2%—2}’ A N A * H7

definiuje bijekcje pomiedzy zbiorem Gl(n,Z)p,-orbit zbioru Morp, 1 oraz zbiorem Gl(n,Z)s, -
orbit zbioru Mors, on—2. Zatem funkcja (3.2.7) definiuje bijekcje

Morg, gn-2 — Cozg = {C € Gl(n,Z)s,;det(E — C) = 4} C Gl(n, Z)s,,

oraz bijekcje pomiedzy zbiorem Gl(n,Z)s,-orbit w zbiorze Morg, on—2 oraz zbiorem klas sprze-
zonosci w zbiorze Coxy .

WNIOSEK 8.3.1. Opisane powyzej funkcje redukujq obliczenie zbioru Gl(n,Z)p, -orbit
w zbiorze Morp, 1 (oraz ich wielomianéw Cozetera) do obliczenia zbioru klas sprzezonosci
w podzbiorze Cox, grupy Gl(n,Z)s, = O(n,Z) (oraz ich wiclomiandw charakterystycznych).

Redukcja ta prowadzi do powaznego uproszczenia obliczen, gdyz kazdy z wierszy macierzy
C zbioru Coxg C Gl(n,Z)s, = O(n,Z) ma posta¢ +e;. Przypomnijmy, ze w algorytmie 3.2.11
wierszami odpowiednich macierzy C' byly pierwiastki diagramu D,, a jego pesymistyczna zto-
zonos$¢ obliczeniowa wynosi O((2n)"(n — 1)"™! . n3). Zatem redukcja pozwala na obnizenie
ztozonosci obliczeniowej do O((2n)" ! - n?).

Stosujac redukcje opisang we wniosku 8.3.1 zbudowalismy algorytm analogiczny do algo-
rytmu 3.2.11, ktory (przy zréwnolegleniu obliczen) pozwala obliczyé¢ zbior Gl(n,Z)p,-orbit
w zbiorze Moryp, ; (oraz ich wielomiany Coxetera) dla n < 14, a tym samym rozszerzy¢ zakres
twierdzenia 4.1.2 o klasyfikacji spojnych bigraféw dodatnich do bigraféw o n < 14 wierzchotkach.

Dla przyktadu na zalaczonej plycie? podajemy implementacje dla n = 9 z czasem obliczeni
8 godzin, ktéry jest o wiele krotszy od czasu 35 dni w tabeli 3.4.2.

Stosujac redukcje opisang we wniosku 8.3.1 potrafimy, dla ustalonego n > 5, zbudowaé
nastepujace bigrafy

&, — — 0,9 ®13 o,

(8.3.2)

Dy : | AP o1 &t
typu Dynkina D,,, gdzie 2 < s < 4, dla ktorych
coxp, (1) = t" " H 1 H 1= (1" 1)(¢° + 1),
Wydaje sie wielce prawdopodobne, ze dla n > 5 kazdy spdjny bigraf dodatni A typu Dynkina
D, jest silnie Z-kongruentny z jednym z bigraféw postaci D, ,, gdzie 2 < s < §. Argumenty

przedstawione powyzej we wniosku 8.3.1 pokazuja prawdziwos¢ tego faktu, dla n < 14. Problem
ten dla n > 15 bedzie przedmiotem wspoélnych badan autora i promotora.

2programy/macierze_morsyfikacji_Dn_z_Sn
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Dodatek A. Algorytmy

W tym rozdziale przedstawiamy znane z literatury przedmiotu algorytmy symboliczne al-
gebry liniowej oraz wykorzystywane w rozprawie podstawowe algorytmy numeryczne uzywane
w spektralnej analizie Coxetera skonczonych graféw krawedziowo-dwudzielnych A = (A, A;) €
UBigr, bez petli o n > 1 wierzchotkach (w sensie definicji 2.1.8), a w szczegdlnoscei w badaniu
réwnowaznosci Grama spéjnych prostych graféw oznakowanych A = (A, o) w sensie definicji
2.1.1. Najczesciej przez nas wykorzystywanymi algorytmami sa: algorytm Sylvestera, algorytm
Lagrange’a, algorytm ograniczonego zliczania oraz algorytm testujacy spojnosé graféw.

A.1. Algorytm inflacyjny

W tym paragrafie przypominamy algorytm inflacyjny A +— DA opisujacy przyporzadkowanie
dowolnemu spojnemu, dodatniemu grafowi krawedziowo-dwudzielnemu A € UBigr,, bez petli
o n > 1 wierzchotkach jeden z jednorodnych diagraméw Dynkina

DA € {Ana]Dnan 2> 47]E67]E77]E8}

o n > 1 ponumerowanych wierzchotkach (zobacz tabela 1). Ponadto algorytm oblicza
Z-odwracalna macierz B € Gl(n,Z) definiujaca staba Z-réwnowazno$é Grama A ~z DA.
Algorytm ten zostal szczegbétowo opisany w pracach [52] oraz [70]. Zastosowanie go pozwala
na redukcje badania pewnych wtasnosci spojnych, dodatnich graféw krawedziowo-dwudzielnych
do badania pewnych wtasnosci dla jednorodnych diagraméw Dynkina.
Rozpoczynamy od przypomnienia podstawowych elementéw algorytmu oraz uzyskanych
w jego konsekwencji wnioskow, ktore zostaly opisane w pracach [3], [52], [70].

W algorytmie inflacyjnym dany jest spojny graf krawedziowo-dwudzielny A = (Ag, A;) €
UBigr, bez petli o n > 1 ponumerowanych wierzchotkach a4, ..., a, utozsamianych z kolejnymi
liczbami naturalnymi 1,...,n.

Algorytm stosuje dwa typy operacji A +— t; A=t Aoraz A t; A= toa, A. Pierwsza
z nich t; : Bigr, — Bigr,, zwana zamiana znakéw w wierzchotku ¢ = a;, przyporzadkowuje
bigrafowi A bigraf A’ := t;” A otrzymany z A przez zamiane kazdej ciaglej krawedzi incydentnej
z wierzchotkiem ¢ = a; na krawedZ przerywanag oraz zamiane kazdej przerywanej krawedzi
incydentnej z wierzchotkiem ¢ = a; na krawedz ciagta.

Latwo wida¢, ze symetryczna macierz Grama otrzymanego grafu A’ jest rowna Gar = Ga *
E;, gdzie E; = diag(1,...,1,—1,1,...,1) € M,(Z).
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Drugi typ operacji inflacyjnej t;; : Bigr,, — Bigr,, jest zdefiniowany przez przyporzadkowanie
Ar— A= t;; A, dla dowolnej pary wierzchotkéw i < j € Ay, takich, ze |AT(4,5)| > 0 (tzn.
istnieje krawed? przerywana i- - - -j). Bigraf A jest zdefiniowany tak, ze jego symetryczna macierz
Grama jest towna G = Ga * E;; gdzie

- E—ds-ey ;i<j
Eij = { E—dé-ejji 1> g € M,(2),
natomiast e;; jest macierza elementarng o wspotczynniku 1 na miejscu (4, j) oraz o wspoltczyn-
niku 0 na pozostatych miejscach tej macierzy.

Podstawowe wtasnosci algorytmu inflacyjnego zawarte sg w nastepujacym twierdzeniu udo-

wodnionym w artykutach [52] oraz [70].

TWIERDZENIE A.1.1. Jedli A = (Ao, A1) € UBigr, jest skoriczonym dodatnim spéjnym
grafem krawedziowo-dwudzielnych A = (Ao, A1) € UBigr, bez petli o n > 1 wierzcholkach,
to istnieje jednorodny diagram Dynkina DA € {A,,D,,n > 4,Es, E;, Es} o n > 1 ponumero-

wanych wierzchotkach oraz skoriczona sekwencja operacji inflacyjnych t; ,t;,,...,t;, k € N,
opisanych powyzej dwoch typow takie, z'e
t.
(a) DA=tj, o...0t;(A), tzn. A A A B 5 DA

(b) istnieje staba Z-réwnowazno$é Grama A ~z DA,

PRZYKEAD A.1.2. Jedli A € UBigry jest dodatnim grafem krawedziowo-dwudzielnym
) — 7057.6
| | |, to stosujac algorytm inflacyjny do A otrzymujemy jednorodny diagram Dynkina
03— 01— 0y

DA =Eg. W tym celu uzywamy ciagu inflacji

— —Oo5— — @ — o H)— O —©@ — o) — 05— @O — o —© ° —
t5 ® ‘5 6 tg 2 ‘5 6 15 2795 6 tys 2 Pheil 6 tas
A | e | e [T S e | | —
.3 ‘1 .4 o3 o] o4 o3 o] oy o3 o oy
— .2 [ J51 g L1
t
35 15
\/ \\ = | = DA = Es,
.37.1704 .37.1704 ) — 03— 01— 0, —0g
1 0 0 0 -2 0
0O 1 0 O 0 0
B : R — — — — — - 0o 0 1 0 -1 0
o 0 0 0 -1 0
0O 0 0 O 0 -1

Dodatkowo coxa(t) =5 — > + 2t — 3 + 22 —t + 1 = F(?’)( t), oraz cp = 6.
PRZYKEAD A.1.3. Jedli A € UBigr, jest dodatnim grafem krawedziowo-dwudzielnym

og— 0] — 07
} \ |, to stosujac algorytm inflacyjny do A otrzymujemy jednorodny diagram Dyn-
oy —0) o5 — —03

kina DA = D;. W tym celu uzywamy ciggu inflacji

t7 og— — 01— —07 o o— — 01— —07 o o— 0] — —07 to
A | | ‘ 3 | | | 6 ‘ | | 7
| | | | | | |
oy — 09 o5 — —03 oy —0) o5 — 03 oy —0) o5 —03
o —— 01— 07 og—— 01— 07 .6/.\7.7
t; ‘ I ‘ ti5 ‘ N ‘ e ‘ ts6 ‘\\‘1 e ‘ ts7
| N s \ s
04*'2 °5*03 &40 O5—93 0402 (953

t= [ ] LA L Jrd [ ]

6 7
— ‘\‘/ \\i = | = DA =Dy,
oy o5 0 9\ ®5——03 & —&;—e3—e;—er;—9,
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I
—

stad A ~B Dy, gdzie B := E; -E;5 -Eg -E; -Ejy-Esq Eg7- By =

(el e el N N

[=NeNeloNoll el
[eNeNoNol No Nl
oo OOO
OO OO O

GI(7,Z). Dodatkowo coxa(t) =t +t5 +t>+1 = Fléz)(t), oraz ca

I
b
e

A.2. Algorytm Sylvestera

Algorytm Sylvestera pozwala na zbadanie dodatniej okreslonosci bigrafu A w terminach jego
symetrycznej macierzy Grama (2.1.4) (zobacz [57]).

Dane wejsciowe. Symetryczna macierz Grama G € M, (Q) grafu krawedziowo-dwudziel-
nego A o n > 1 wierzchotkach.

Wiynik. true jesli bigraf A jest dodatnio okreslony, false w przeciwnym wypadku.

KRrROK 1°: Jezeli det Go < 0, to zwrd¢ false w przeciwnym wypadku idz do kroku 2°.

KRrOK 2°: Dla i = 1,...,n wyznaczy¢ kolejne macierze M; € M,,_;(Q) powstale z macie-
rzy Ga przez usuniecie i-tej kolumny oraz i-tego wiersza. Jezeli det M; < 0, to zwrdé false,
w przeciwnym wypadku zwrdé true.

A.3. Algorytm ograniczonego zliczania

Nastepujacy algorytm, zwany algorytmem ograniczonego zliczania, skonstruowano w [69,
Algorithm 4.2].

Dane wejsciowe. Liczba naturalna d > 1 oraz forma kwadratowa ga (z) (2.1.13) dodatniego
grafu krawedziowo-dwudzielnego A.
Wynik. Skoniczony zbiér Ra(d) := {v € Z";ga(v) = v - Ga - v"" = d} pierwiastkéw z liczby

d.
KROK 1°: Wyznaczy¢ cze¢$¢ catkowity EM, > 1 liczby rzeczywistej M, = W >
1, gdzie S"' = {z € R™||z|| = 1} jest sfera jednostkowa w przestrzeni Euklidesa R™.

Do liczenia inf ga(S™™!) uzywamy funkcji NLPSolve dostepnej w programie Maple w pakiecie
Optimization.

KROK 2°: Wyznaczy¢ zbiér Ra(d) znajdujac wszystkie wektory v € Z" takie, ze ga(v) = d
oraz —EM, < v; < EM,, dla dowolnego i = 1,...,n.

A.4. Algorytm testujacy spojnosc¢ bigraféw

Nastepujacy algorytm, oparty na klasycznym algorytmie przeszukiwania grafu w gtab tj.
DFS (ang. Depth-first search), pozwala na okreslenie spéjnosci bigrafu A w terminach jego
niesymetrycznej macierzy Grama (2.1.3).

Dane wejéciowe. Niesymetryczna macierz Grama Ga = [diﬂ € M, (Z) grafu krawedziowo-
dwudzielnego A o n > 1 wierzchotkach.
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Wynik. true jesli bigraf A jest spojny, false w przeciwnym wypadku.

KRroOK 1°: Utworzy¢ pusty stos s.

KRroK 2°: Utworzy¢ n-elementowa tablice odwiedzone[l..n] := false, zawierajaca oznacze-
nie odwiedzonych wierzchotkéw. Ustawiamy liczbe odwiedzonych wierzchotkow licznik := 0.

Krok 3°: Rozpoczynamy przeszukiwanie od wierzchotka 1, ktéry umieszczamy na stosie
s 1 oznaczamy jako odwiedzony odwiedzone[l] :=true, licznik := 1.

KROK 4°: Jezeli stos s nie jest pusty, to zdejmujemy element ze stosu v := pop(s) i zwiek-
szamy liczbe odwiedzonych wierzchotkow licznik := licznik+1, w przeciwnym wypadku idziemy
do kroku 6°.

KRroK 5°: Dla kazdego nieodwiedzonego sasiada w wierzchotka v tj. wierzchotka dla ktérego
dﬁw # 0 lub dﬁv # 0 oraz odwiedzone[w] =false umieszczamy wierzchotek w na stosie
s 1 oznaczamy go jako odwiedzony odwiedzone[w] := true, nastepnie wracamy do kroku 4°.

KRrRoOK 6°: Jezeli licznik = n, to zwrdé true, w przeciwnym wypadku zwrdé false.

A.5. Algorytm Lagrange’a

W tym paragrafie przypominamy algorytm Lagrange’a opisany szczegbétowy w [66, Rozdziat
1.3] oraz [68, Remark 3.8] ktéry sprowadza forme kwadratowa
q(z) = quai +.. .+ qnn:vi + Z qijTi%;
1<i<j<n
zmiennych = = (zq,...,2,) € R™ do postaci kanonicznej Lagrange’a. Algorytm ten oparty
jest na nastepujacym twierdzeniu udowodnionym w monografii [66, Twierdzenie 1.32] oraz
w paragrafie XII.3 monografii [57].

TWIERDZENIE A.5.1. (Lagrange’a) Zaldéimy, ze q(z) = quai+ . +quai+ Y qjri;

1<i<j<n

jest formg kwadratowg zmiennych v = (x1,...,z,) € R", gdzie ¢;; € R oraz co najmniej
jedna z liczb q;; jest roina od zera. Istniejg liczby rzeczywiste q,, s;j, gdzie i,5 € {1,...,n},
o nastepujgcych wiasnosciach:
(a) co najmniej jedna z liczb ¢, ..., q, jest réina od zera;
$11 0 Sin
(b) macierz S = [silijeq,.my = | + . i | € My(R) jest nieosobliwa;
Sp1 *° Snn

(¢) forma kwadratowa q(x) ma postaé

q(z) = ¢} (s +. . A 5120) oA G (ST A SunTn)? = ¢ 2 gy 2 g 22

gdzie [z1, ..., 2, = [11,.. ., 0] - ST
(d) jesli kazda z liczb q;; jest wymierna, to rowniez kazda z liczb s;; oraz ¢, ..., q, jest wy-
mierna,

(e) q(x) jest dodatnio okreslona wtw. gdy ¢; > 0,...,q, > 0.



102

SPIS CYTOWANEJ LITERATURY

Spis cytowanej literatury

1]

[10]
[11]
[12]

[13]
[14]

N. A’Campo, Sur la monodromie des singularités isolées d’hypersurfaces complexes, Invent.
Math. 20 (1973), 147-169.

B. D. Acharya, Spectral criterion for cycle balance in networks, J. Graph Theory 4 (1980),
1-11.

I. Assem, D. Simson and A. Skowronski, FElements of the Representation Theory of As-
sociative Algebras, Volume 1. Techniques of Representation Theory, London Math. Soc.
Student Texts 65, Cambridge Univ.Press, Cambridge-New York, 2006.

M. Barot, A characterization of positive unit forms, Part II, Bol. Soc. Mat. Mezicana. (3)
7 (2001), 13-22.

M. Barot and J. A. de la Pena, The Dynkin type of a non-negative unit form, FEzposition.
Math. 17 (1999), 339-348.

M. Barot and J. A. de la Pena, Root-induced integral quadratic forms, Linear Algebra Appl.
412 (2006), 291-302.

[. N. Bernstein, I. M. Gelfand and V. A. Ponomarev, Coxeter functors and Gabriel’s the-
orem, Uspiehi Mat. Nauk, 28 (1973), 19-33. (in Russian); English translation in Russian
Math. Surveys, 28 (1973), 17-32.

R. Bocian, M. Felisiak and D. Simson, Numeric and mesh algorithms for the Coxeter
spectral study of positive edge-bipartite graphs and their isotropy groups, J. Comp. Appl.
Math. 259 (2014), 815-827.

R. Bocian, M. Felisiak and D. Simson, On Coxeter type classification of loop-free edge-
bipartite graphs and matrix morsifications, 15th Intern. Symp. on Symbolic and Numeric
Algorithms for Scientific Computing, SYNASC13, Timisoara, September 2013, IEEE CPS,
Tokyo, 2013, 115-118.

V. M. Bondarenko, V. Futorny, T. Klimchuk, V. V. Sergeichuk and K. Yusenko, Systems
of subspaces of a unitary space, Linear Algebra Appl. 438 (2013), 2561-2573.

V. M. Bondarenko and M. V. Stepochkina, (Min, max)-equivalency of posets and nonne-
gative Tits forms, Ukrain. Mat. Zh. 60 (2008), 1157-1167.

V. M. Bondarenko and M. V. Stepochkina, Description of posets critical with respect to
the nonnegativity of the quadratic Tits form, Ukrain. Mat. Zh. 61 (2009), 611-624

7. 1. Borevich and I. R. Shafarevich, Number Theory, 1zd. Nauka, Moscow, 1964.
N. Bourbaki, Groupes et algébras de Lie, Ch. IV-VI, Herman & Co. Paris, 1960.



SPIS CYTOWANEJ LITERATURY 103

[15]

[16]

[29]

[30]
[31]

[32]

R. A. Brualdi and D. M. Cvetkovi¢, A Combinatorial Approach to Matrixz Theory and its
Application, CRS Press (Boca Raton), 2008.

S. Butler and J. Grout, A construction of cospectral graphs for the normalized Laplacian,
FElectronic J. Comb. 18 (2011), #P231.

F. R. K. Chung, Spectral Graph Theory, American Math. Soc. (Providence), 1997.

L. Collatz, U. Sinogowitz, Spektren endlicher Grafen, Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 21,
1957, 63-77.

D. M. Cvetkovi¢ and S. Simi¢, Graph spectra in computer science, Linear Algebra Appl.
434 (2011), 1545-1562.

D. M. Cvetkovi¢, P. Rowlinson and S. Simi¢, An Introduction to the Theory of Graph
Spectra, London Math. Soc. Student Texts 75, Cambridge Univ. Press, Cambridge-New
York, 2010.

R. Diestel, Graph Theory, 4th Edition. Graduate Texts in Mathematics 173, Springer 2012.

J. A. Drozd, Coxeter transformations and representations of partially ordered sets, Funkc.
Anal. i Prilozen. 8 (1974), 34-42 (in Russian).

P. Draxler, J. A. Drozd, N. S. Golovachtchuk, S. A. Ovsienko, M. Zeldych, Towards the
classification of sincere weakly positive unit forms, Furop. J. Comb. 16 (1995), 1-16.

M. Felisiak, Computer algebra technique for Coxeter spectral study of edge-bipartite graphs
and matrix morsifications of Dynkin type A,,, Fund. Inform. 125 (2013), 21-49.

M. Felisiak, http://www.mat.umk.pl/ "felixx/morsyfikacje.html, dostep: 30 kwietnia
2016 r.

M. Felisiak, http://www.mat.umk.pl/“felixx/slabakongruencja.pdf, dostep: 30 kwiet-
nia 2016 r.

M. Felisiak and D. Simson, Experiences in computing mesh root systems for Dynkin dia-
grams using Maple and C++, 13th Intern. Symp. on Symbolic and Numeric Algorithms for
Scientific Computing, SYNASC11, Timisoara, September 2011, IEEE CPS, Tokyo, 2011,
83-86.

M. Felisiak and D. Simson, On computing mesh root systems and the isotropy group for
simply-laced Dynkin diagrams, 14th Intern. Symp. on Symbolic and Numeric Algorithms for
Scientific Computing, SYNASC12, Timisoara, September 2012, IEEE CPS, Tokyo, 2012,
91-97.

M. Felisiak and D. Simson, On Coxeter spectral study of edge-bipartite graphs in rela-
tion with Dynkin diagrams, 11th Cologne-Twente Workshop on Graphs and Combinatorial
Optimization, CTW 2012, Munich, Germany, May 29-31, 125-129.

M. Felisiak and D. Simson, On combinatorial algorithms computing mesh root systems and
matrix morsifications for the Dynkin diagram A,,, Discrete Math. 313 (2013), 1358-1367.

M. Felisiak and D. Simson, Applications of matrix morsifications to Coxeter spectral study
of loop-free edge-bipartite graphs, Discrete Appl. Math. 192 (2015), 49-64.

P. Gabriel and A. V. Roiter, Representations of Finite Dimensional Algebras, Algebra VIII,
Encyclopaedia of Math. Sc., Vol. 73, Springer—Verlag, 1992.


http://www.mat.umk.pl/~felixx/morsyfikacje.html
http://www.mat.umk.pl/~felixx/slabakongruencja.pdf

104

SPIS CYTOWANEJ LITERATURY

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

TSN

A. Garrido, Graph properties and invariants, by their associated matrices. J. Adv. Modeling
and Opt. 11 (3) (2009), 337-348.

M. Gasiorek, Efficient computation of the isotropy group of a finite graph: a combina-
torial approach, 15th Intern. Symp. on Symbolic and Numeric Algorithms for Scientific
Computing, SYNASC13, Timisoara, September 2013, IEEE CPS, Tokyo, 2014, 104-111.

M. Gasiorek, Obliczenia symboliczne i algorytmy kombinatoryczne w spektralnej klasyfikacyi
skonczonych zbiorow czesciowo uporzgdkowanych, rozprawa doktorska, Torun, 2018.

M. Gasiorek and D. Simson, One-peak posets with positive Tits quadratic form, their mesh
translation quivers of roots, and programming in Maple and Python, Linear Algebra Appl.
436 (2012), 2240-2272.

M. Gasiorek, D. Simson and K. Zajac, Structure and a Coxeter-Dynkin type classification
of corank two non-negative posets, Linear Algebra Appl. 469 (2015), 76-113.

M. Gasiorek, D. Simson and K. Zajac, On Coxeter type study of non-negative posets using
matrix morsifications and isotropy groups of Dynkin and Euclidean diagrams, Europ. J.
Comb. 48 (2015), 127-142.

T. G. Gerasimova, R. A. Horn and V. V. Sergeichuk, Matrices that are self-congruent only
via matrices of determinant one, Linear Algebra Appl. 431 (2009), 1620-1632.

L. C. Grove and C. T. Benson, Finite Reflection Groups, Springer-Verlag, New York, 1985.
F. Harary, On the notion of balance of a signed graph, Michigan Math. J. 2 (1953), 143-146.

H.-J. von Héhne, On weakly positive unit forms, Comment Math. Helvetici, 63 (1988),
312-336.

H.-J. von Hohne and J. A. de la Pena, Isotropic vectors of non-negative integral quadratic
forms, Furop. J. Comb. 19 (1998), 621-638.

R. A. Horn and V. V. Sergeichuk, Congruences of a square matrix and its transpose, Linear
Algebra Appl. 389 (2004), 347-353.

J. E. Humphreys, Reflections Groups and Coxeter Groups, Cambridge University Press,
1990.

J. E. Humphreys, Introduction to Lie Algebras and Representation Theory, Graduate Texts
in Mathematics, Vol. 9, Springer-Verlag, New York, 1972.

V. Kac, Infinite root systems, representations of graphs and invariant theory, Invent. Math.
56 (1980), 57-92.

S. Kasjan and D. Simson, Mesh algorithms for Coxeter spectral classification of Cox-regular
edge-bipartite graphs with loops, I. Mesh root systems, Fund. Inform. 139 (2015), 153-184.
S. Kasjan and D. Simson, Mesh algorithms for Coxeter spectral classification of Cox-regular
edge-bipartite graphs with loops, II. Application to Coxeter spectral analysis, Fund. Inform.
139 (2015), 185-209.

S. Kasjan and D. Simson, Algorithms for isotropy groups of Cox-regular edge-bipartite
graphs, Fund. Inform. 139 (2015), 249-275.

L. Kronecker, Uber complexe Einheiten, Journal fur die reine und angewandte Mathematik,
1857, 176-181.



SPIS CYTOWANEJ LITERATURY 105

[52]
[53]

[54]

[67]
[68]

[69]

J. Kosakowska, Inflation algorithms for positive and principal edge-bipartite graphs and
unit quadratic forms, Fund. Inform. 119 (2012), 149-162.

J. Kunegis and S.Schmidt, Spectral analysis of signed graphs for clustering, prediction, and
visualization, SDM SIAM 2010, 559-570.

H. Lenzing and J. A. de la Pena, Spectral analysis of finite dimensional algebras and
singularities, In: Trends in Representation Theory of Algebras and Related Topics, ICRA
XII, (ed. A. Skowronski), Series of Congress Reports, European Math. Soc. Publishing
House, Ziirich, 2008, 541-588.

G. Marczak, A. Polak and D. Simson, P-critical integral quadratic forms and positive forms.
An algorithmic approach, Linear Algebra Appl. 433 (2010), 1873-1888.

R. Merris, Laplacian matrices of graphs: a survey, Linear Algebra Appl. 197, 198 (1994),
143-176.

A. Mostowski, M. Stark, Elementy algebry wyzszej, PWN, 1965.

A. Mroéz and J. A. de la Pena, Tubes in derived categories and cyclotomic factors of Coxeter
polynomials of an algebra, J. Algebra, 420 (2014), 242-260.

S. A. Ovsienko, Integral weakly positive forms, in ,,Schur Matrix Problems and Quadratic
Forms”, Inst. Mat. Akad. Nauk USSR, Preprint 78.25 (1978), 3-17 (in Russian).

J. A. de la Pena, Algebras whose Coxeter polynomials are products of cyclotomic polyno-
mials, Algebras and Repr. Theory, 17 (2014), 905-930.

A. Polak and D. Simson, Coxeter spectral classification of almost T P-critical one-peak
posets using symbolic and numeric computations, Linear Algebra Appl. 445 (2014), 223~
255.

A. Polak and D. Simson, Algorithms computing O(n, Z)-orbits of P-critical edge-bipartite
graphs and P-critical unit forms using Maple and C#, Algebra and Discrete Mathematics.
16 (2013), 1-40.

C. M. Ringel, Tame algebras and integral quadratic forms, Lecture Notes in Mathematics,
Vol. 1099, Springer-Verlag, Berlin, 1984.

J. J. Seidel, Strongly regular graphs with (-1,1,0) adjacency matrix having eigenvalue 3,
Linear Algebra Appl. 1 (1968), 281-298.

D. Simson, Linear Representation of Partially Ordered Sets and Vector Space Categories,
Algebra, Logic and Applications, Vol. 4, Gordon & Breach Science Publishers, 1992.

D. Simson, Pierwiastki funkcjonatow kwadratowych, diagramy Dynkina i zbiory czeSciowo
uporzgdkowane, Wyktady monograficzne - skrypt, Wydzial Matematyki i Informatyki
UMK, Torun, wrzesien 2004-kwiecien 2009.

D. Simson, Integral bilinear forms, Coxeter transformations and Coxeter polynomials of
finite posets, Linear Algebra Appl. 433 (2010), 699-717.

D. Simson, Mesh algorithms for solving principal Diophantine equations, sand-glass tubes
and tori of roots, Fund. Inform. 109 (2011), 425-462.

D. Simson, Mesh geometries of root orbits of integral quadratic forms, J. Pure Appl. Alge-
bra, 215 (2011), 13-34.



106 SPIS CYTOWANEJ LITERATURY

[70] D. Simson, A Coxeter-Gram classification of positive simply-laced edge-bipartite graphs,
SIAM J. Discrete Math. 27 (2013), 827-854.

[71] D. Simson, Algorithms determing matrix morsifications, Weyl orbits, Coxeter polynomials
and mesh geometries of roots for Dynkin diagrams, Fund. Inform. 123 (2013), 447-490.

[72] D. Simson, A framework for Coxeter spectral analysis of loop-free edge-bipartite graphs,
their rational morsifications and mesh geometries of root orbits, Fund. Inform. 124 (2013),
309-338.

[73] D. Simson, Toroidal algorithms for mesh geometries of root orbits of the Dynkin diagram
Dy, Fund. Inform. 124 (2013), 339-364.

[74] D. Simson, Tame-wild Birkhoff type problems for nilpotent linear operators, J. Algebra,
424 (2015), 254-293.

[75] D. Simson, Symbolic algorithms computing Gram congruences in the Coxeter spectral
classification of edge-bipartite graphs, I. A Gram classification, Fund. Inform. 145 (2016),
19-48.

[76] D. Simson, Symbolic algorithms computing Gram congruences in the Coxeter spectral
classification of edge-bipartite graphs, II. Isotropy mini-groups, Fund. Inform. 145 (2016),
49-80.

[77] D. Simson and A. Skowronski, Elements of the Representation Theory of Associative Al-
gebras. Volume 2. Tubes and Concealed Algebras of Fuclidean type, London Math. Soc.
Student Texts, Vol. 71, Cambridge Univ. Press, Cambridge-New York, 2007.

[78] D. Simson and A. Skowronski, Elements of the Representation Theory of Associative Alge-
bras. Volume 3. Representation-Infinite Tilted Algebras, London Math. Soc. Student Texts,
Vol. 73, Cambridge Univ. Press, Cambridge-New York, 2007.

[79] D. Simson and K. Zajac, A framework for Coxeter spectral classification of finite posets
and their mesh geometries of roots, International J. Math. and Math. Sciences, Volume
2013, Article ID 743734, 22 pages.

[80] A. P. Wojda, A condition for a graph to contain k-maching, Discrete Math. 276 (2004),
375-378.

[81] T. Zaslavsky, Signed graphs, Discreate Appl.Math. 4 (1982), 47-74.

[82] Y. Zhang, Eigenvalues of Coxeter transformations and the structure of the regular compo-
nents of the Auslander-Reiten quiver, Comm. Algebra 17 (1989), 2347-2362.

[83] Y. Zhang, The structure of stable components, Canad. J. Math. 43 (1991), 652-672.



	Wstep
	Wprowadzenie
	Problemy klasyfikacji prostych grafów oznakowanych oraz grafów krawedziowo-dwudzielnych
	Morsyfikacje macierzowe grafów krawedziowo-dwudzielnych
	Klasyfikacja spektralna Coxetera dodatnich spójnych prostych grafów oznakowanych o n 9 wierzchołkach
	Serie morsyfikacji macierzowych dla diagramów Dynkina An
	Zastosowanie -oczkowych geometrii pierwiastków do konstrukcji kongruencji Grama bigrafów dodatnich
	-oczkowe kołczany orbit dla morsyfikacji diagramów Dynkina An. Algorytmy symboliczne
	Przeglad stosowanych algorytmów oraz analiza ich złozonosci obliczeniowej
	Dodatek Algorytmy
	Spis cytowanej literatury

