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Streszczenie

Przedmiotem badar przedstawionych w rozprawie jest klasyfikacja spektralna Coxetera
skoriczonych spéjnych zbioréw czeSciowo uporzadkowanych (porzgdkéw) 1, zakodowanych
w postaci macierzy incydencji C; € M ;(Z), przy uzyciu algorytméw kombinatorycznych
oraz symbolicznych. Rozwazamy porzadki I, ktérych symetryczna macierz Grama Gj :=
%(Cl + Cf’) € M‘”(%Z) jest dodatnio okreslona (tzw. porzgdki dodatnie) lub dodatnio
polokreslona rzedu |I| —r (tzw. porzgdki nieujemne korangi r) i klasyfikujemy je z doktadnoscia
do Z-kongruencji macierzy incydencji (relacja =) oraz Z-kongruencji symetrycznych
macierzy Grama (relacja ~7).

Gléwnym zagadnieniem rozwazanym w rozprawie jest problem istnienia niezmien-
nikéw, ktére wyznaczajg spdjny nieujemny porzadek I jednoznacznie, z doktadnoscig
do relacji ~5. Pokazujemy, ze w przypadku porzadkéw dodatnich, ktére majg doktad-
nie jeden element maksymalny (porzadkéw jednopikowych) lub co najwyzej [I| < 14 ele-
mentéw, takimi niezmiennikami sq zespolone spektrum specc, C C macierzy Coxetera
Cox; := —Cy- (Cfr)‘1 € M;(Z) oraz typ Dynkina Dyn, € { A, Dy, &, £7, Eg} wyznaczony
jednoznacznie przez I. Co wiecej, pokazujemy ze w przypadku rozwazanych porzadkéw
dodatnich relacje ~; oraz = sa tozsame. Nastepnie przestawiamy analogiczne wyniki
dla przypadku spéjnych porzadkéw nieujemnych korangi r € {1,2}. W szczegdlnosci
pokazujemy, ze dobrym niezmiennikiem jest w takim wypadku para (specc;, Dyn,).

Drugim waznym zagadnieniem rozwazanym w rozprawie jest problem konstrukcji al-
gorytmoéw, ktére wyznaczajg Z-odwracalng macierz B € M,,(Z) definiujaca relacje I = |
miedzy sp6jnymi nieujemnym n-elementowymi porzadkami I oraz J, tj. spetniajg réwnosé
C; = B - C; - B. Przedstawiamy dwa algorytmy stanowigce rozwigzanie tego problemu:
gwarantujacy znalezienie rozwigzania algorytm wyczerpujacy dla przypadku porzad-
kéw dodatnich oraz algorytm heurystyczny dla przypadku ogélniejszej klasy porzadkéw
nieujemnych.

Gléwnymi rezultatami rozprawy sa: (a) algorytmy wyznaczajace macierze definiujace
relacje ~yz; (b) wykazanie, ze dla szerokich klas skoficzonych zbioréw czesciowo uporzad-
kowanych prawdziwe sg réwnowaznosci

Irg] & [~;] & specc; = specc; Dyn; = Dyn;;

(c) pemna spektralna klasyfikacja Coxetera, z doktadnoscig do relacji ~; oraz =, szerokich
klas porzadkéw skoriczonych; (d) pelna spektralna klasyfikacja Coxetera, z doktadno$cig
do izomorfizmu, jednopikowych porzadkéw dodatnich oraz nieujemnych korangi jeden.

Wiekszos¢ wynikéw przedstawionych w rozprawie zostata opublikowana w artyku-
tach [45, 46, 52-56].
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Abstract

The main subject of the research presented in the dissertation is the Coxeter spectral
classification of finite connected partially ordered sets (posets) I, encoded in the form of
incidence matrices C; € M ;(Z), by means of symbolic and combinatorial algorithms. We
consider posets I with symmetric Gram matrix G; := %(Cl + Cfr) S Mm(%Z ) positive
definite (positive posets) or positive semidefined of rank |I| — r (nonnegative posets of corank r)
and we classify them up to the Z-congruence of incidence matrices (the relation =), and
Z-congruence of symmetric Gram matrices (the relation ~).

The main problem considered in the dissertation is the problem of the existence of
invariants that define a connected nonnegative poset I uniquely, up to the relation = .
We show that in the case of positive posets with exactly one maximal element (i.e. one-
peak posets) or at most |I| < 14 elements, such invariants are: the complex spectrum
specc; C C of the Coxeter matrix Cox; := —Cj - (Cfr)_1 € M (Z) and the Dynkin
type Dyn, € {Ay, Dy, €, €7, Eg}, uniquely associated to I. Furthermore, we show that in
the case of considered positive posets the relations ~; and = coincide. Next we present
analogous results for the case of connected nonnegative posets of corank r € {1,2}. In
particular, we show that the pair (specc,, Dyn,) is a good invariant in case of such posets.

The second important problem considered in the dissertation is the construction of
algorithms, that find an Z-invertible matrix B € M,,(Z) that defines the I = ] relation
between connected nonnegative posest I and | of n elements, i.e. satisfy the equality
C; = B'"-C;- B. We present two algorithms that solve this problem: first one is an exhaustive
search algorithm, that guarantees to find a solution in a case of positive posets and the
second one is the heuristic algorithm for a more general class of nonnegative posets.

The main results of the dissertation are: (a) algorithms that construct matrices defining
the relation = ; (b) the proof that, for broad classes of finite connected partially ordered
sets, the following relations

~gz] © I~z] < specc, = specc; < Dyn, = Dyn]

hold; (c) a complete Coxeter spectral classification, up to the relations ~; and =, of broad
classes of finite partially ordered sets; (d) a complete Coxeter spectral classification, up to
isomorphism, of one-peak posets that are positive or non-negative of corank 1.

The main results of the dissertation have been published in articles [45, 46, 52-56].

Keywords: Coxeter spectral classification, combinatorial algorithms, symbolic algorithms,
partially ordered set, positive poset, principal poset, nonnegative poset of corank two,
quadratic form, positive quadratic form, nonnegative quadratic form, Dynkin diagram,
Euclidean diagram, Coxeter matrix, Coxeter polynomial, Coxeter spectrum, Dynkin type
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izomorfizm: graféw, definicja 1.5, str. 13;

graféw skierowanych [digraféw, kotczanéw], definicja 4.67, str. 139;
graféw krawedziowo-dwudzielnych [bigraféw], definicja A.2, str. 176;
zbioréw czesciowo uporzadkowanych, definicja 1.43, str. 25

~7; ~BZ kwadratowa Z-réwnowazno$¢é porzadkéw, definicja 1.53. str. 28;
staba Z-kongruencja Grama bigraféw, definicja A.3, str. 176

Ny, 2 7 dwuliniowa Z-réwnowazno$¢ porzadkéw, definicja 1.53. str. 28;
silna Z-kongruencja Grama bigraféw, definicja A.3, str. 176

A graf (bigraf) nieoznaczony — klasa abstrakgji graféw (bigraféw) izomor-
ficznych z A, definicja 1.7, str. 13 (definicja 1.27, str. 19)

A graf krawedziowo-dwudzielny [bigraf], definicja A.1, str. 175;
graf prosty, definicja 1.2, str. 12

A® podgraf krawedziowo-dwudzielny A®) := A \ {s} C A, str. 98

A graf skierowany [digraf, kolczan], definicja 4.67, str. 139

AT; AT zbi6r krawedzi przerywanych; cigglych bigrafu A, definicja A.1, str. 175

Ap bigraf wyznaczony przez porzadek I, (1.41), str. 25

4, bigraf wyznaczony przez funkcjonat q: Z" — Z, (A.9), str. 178

D4 transformacja Coxetera bigrafu A, definicja A.4, str. 176

D, transformacja Coxetera porzadku I, definicja 1.46, str. 26

I'(R,®P) kotczan @-oczkowy, definicja 3.36, str. 73

Ady macierz sasiedztwa grafu A, definicja 1.9, str. 14

b, polaryzacja funkcjonatu q: Z™ — Z, (A.13), str. 180

b; funkcjonat dwuliniowy wyznaczajacy porzadek I, fakt 1.38, str. 24,

Bigr klasa wszystkich skorficzonych bigraféw, str. 19

C ciafo liczb zespolonych, str. 11

C; macierz incydencji wyznaczajaca porzadek I, fakt 1.38, str. 24

C macierz Titsa jednopikowego porzadku I, definicja 3.3, str. 54,

cox, (1) wielomian Coxetera bigrafu A, definicja A 4, str. 176

cox;(t) wielomian Coxetera porzadku I, definicja 1.46, str. 26

Coxp macierz Coxetera bigrafu A, definicja A .4, str. 176

Cox; macierz Coxetera porzadku I, definicja 1.46, str. 26

crk; koranga nieujemnego porzadku I, definicja 1.51, str. 27

DI typ Euklidesa spdjnego porzadku gléwnego I, definicja 4.9, str. 97

DI typ Euklidesa spdjnego porzadku I korangi dwa, definicja 5.13, str. 152

Dyn, typ Coxetera-Dynkina porzadku dodatniego, definicja 3.10, str. 56:
typ Dynkina porzadku gléwnego, definicja 4.14, str. 101
typ Dynkina porzadku korangi dwa, definicja 5.12, str. 151

deg(v) stopier wierzchotka w grafie, definicja 1.3, str. 12

€1, .-,y elementy bazy standardowej grupy Z", str. 11
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macierz identyczno$ciowa, E = [eﬁr, ,ef,Z 1e M, (Z), str. 11
porzadki nieokredlone przedstawione w tabeli 4.49, str. 120
niesymetryczna; symetryczna macierz Grama bigrafu A,

definicja A.1, str. 175,

niesymetryczna; symetryczna macierz Grama funkcjonatu g: Z" — Z,
definicja A.8, str. 178,

symetryczna macierz Grama porzadku I, (1.39), str. 25,

podwojona symetryczna macierz Grama porzadku I, str. 36,

grupa [pieréciefi] kwadratowych macierzy Z-odwracalnych stopnia m,
Gl(m; Z) := {A € M,,,(Z); detA € {-1,1}} C M,,(Z), str. 11

grupa [pierscieri] kwadratowych macierzy nieosobliwych stopnia m,
str. 11

grupa izotropii jednorodnego diagramu Dynkina D, str. 65

klasa wszystkich graféw skoriczonych, str. 13

kotczan [digraf] Hasse wyznaczajacy porzadek I, definicja 1.38, str. 24
graf kodujacy kolczan Hasse porzadku I, str. 140

zbidr czeSciowo uporzadkowany [porzadek], definicja 1.37, str. 24
podzbiér czesciowo uporzadkowany [ := T \ {s} C I, str. 99

jednopikowe porzadki gtéwne typu &, &7, &g, twierdzenie 4.26, str. 104
jadro bigrafu A, definicja A.4, str. 176

jadro porzadku I, definicja 1.46, str. 26

pierscienn catkowitoliczbowych macierzy kwadratowych stopnia 1],
M(Z) = My (Z), str. 24

pierscient catkowitoliczbowych macierzy kwadratowych stopnia m,
str. 11

zbidr liczb naturalnych, str. 11

jednopikowe porzadki dodatnie typu &, £, £, twierdzenie 3.17, str. 58
ciato liczb wymiernych, str. 11

funkcjonal kwadratowy wyznaczony przez porzadek I, (1.40), str. 25,
funkcjonat Titsa jednopikowego porzadku I, definicja 3.3, str. 54,

ciato liczb rzeczywistych, str. 11

ranga grupy, str. 181

zbidr pierwiastkow (z jedynki): porzadku I, definicja 1.46, str. 26;
bigrafu A, definicja A .4, str. 176;

jednolitego funkcjonatu kwadratowego q: Z" — Z definicja A.8, str. 179
redukt R}/ C Ry, str. 112 oraz 157

rzad macierzy kwadratowej, str. 4

spektrum (widmo) macierzy kwadratowej, str. 11

spektrum (widmo) grafu A, definicja 1.10, str. 14

spektrum Coxetera bigrafu A, definicja A.4, str. 176

spektrum Coxetera porzadku I, definicja 1.46, str. 26

zbidr rozwigzan catkowitych; wymiernych jednorodnego uktadu réw-
nan liniowych, str. 180,181

funkcjonal R-liniowy stowarzyszony z v € R C Z", definicja B.3,
str. 189

pierscienr [grupa wolna] liczb catkowitych, str. 11

grupa wolna generowana przez wektory e, ..., e, € Z™, str. 11

grupa wolna, Z! = Z!, str. 24



Wstep

W rozprawie podjeto tematyke spektralnej klasyfikacji Coxetera zbioréw czesSciowo
uporzadkowanych sformutowang w [108, 119]. Prowadzone badania umotywowane sg
z jednej strony pewnymi wynikami znanymi w teorii reprezentacji grup i algebr [4, 73],
z drugiej, zainspirowane sg spektralng teorig graféw [25]. Spektralna teoria graféw to
dziedzina, w ktérej wlasnosci obiektéw kombinatorycznych, jakimi s grafy, badane sg
przy pomocy narzedzi algebraicznych. Méwiac bardziej precyzyjnie, z grafem stowarzysza
sie jednoznacznie macierz (np. sgsiedztwa, Laplace’a czy Seidla, patrz [27]) i na podsta-
wie spektrum tej macierzy prébuje si¢ uzyskac réznorodne charakteryzacje strukturalne
danego grafu. Przykltadowo: znajomos$¢ spektrum macierzy sasiedztwa grafu umozliwia
weryfikacje k-regularnodci, patrz [25, str. 55].

Jedng z inspiracji do uzycia metod algebraicznych w teorii graféw byta préba znalezie-
nia takiego niezmiennika grafu, ktéry opisuje go jednoznacznie, z doktadnoscig do izomor-
fizmu [24, 25]. Zat6zmy, ze dane sa dwa grafy proste G; = (Vq,Eq) oraz G, = (V,,E,),
gdzie V, =V, = {1, ..., n}. Grafy te sg izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka
macierz permutacji B € M, (Z), ze

AdG1 - Btr . 1AxdG2 . B, (*)

gdzie Adg = [4;]1<ij<n € M, (Z) jest symetryczng macierza sasiedztwa zdefiniowang
nastepujaco: a;; = 1 jesli w grafie G istnieje krawedz i j oraz a; = 0 w przeciwnym
przypadku. Z réwnoéci (+) wynika, Zze spektra macierzy sgsiedztwa graféw izomorficznych
sg identyczne. Odwrotna implikacja jest fatszywa, kontrprzyktad mozna znalez¢ wéréd
grafow o 5 wierzchotkach [25, 27]. Z tego powodu poszukuje sie innych (dodatkowych)
niezmiennikéw, ktére pozwolityby na jednoznaczng, z doktadnoscig do izomorfizmu,
charakteryzacje szerokich klas graféw [24].

W rozprawie rozwazamy problem klasyfikacji skoriczonych zbioréw czesciowo upo-
rzadkowanych (porzgdkéw) z doktadnoscig do dwéch réwnowaznosci: ~ 5 oraz =y, wpro-
wadzonych w pracy [111] i analogicznych do (*). Z kazdym skoriczonym zbiorem czesciowo
uporzagdkowanym I = ({1,...,n}, <[) stowarzysza si¢ jednoznacznie macierz incyden-
qji Cr = [c;] € M, (Z), gdzie ¢;; = 1jeslii < joraz ¢;; = 0 w przeciwnym przypadku
(patrz [108, 119]), oraz symetryczng macierz Grama G; := % (Cr+C") e Mn(%Z). Po-
rzadki I oraz | nazywamy:

o kwadratowo Z-réwnowaznymi (I ~z ]),jesli G; = B'" - G; - B;
o dwuliniowo Z-réwnowaznymi (I ~y J), jesli C; = B'" - Cr-B,

gdzie B € M,,(Z) jest pewna macierza, takg ze detB = +1. Réwnowaznosci ~7 i =y
zdefiniowane w pracy [111] dotycza ogdlniejszych niz porzgdki obiektéw kombinatorycz-
nych: skoriczonych grafow krawedziowo-dwudzielnych. W takim przypadku moéwimy o silnej
Z-kongruencji oraz stabej Z-kongruencji, a w nowszych pracach o silnej i stabej Z-kongruencji
Grama, patrz np. [92, 115]. W dysertacji przyjeliSmy terminologie uzywang w pracach [46,
108] dotyczacych skoficzonych zbioréw czesciowo uporzadkowanych.
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4 Wstep

Zauwazmy, Ze rozwazane przez nas rownowaznosci sa ogélniejsze od zagadnienia izo-
morfizmu, poniewaz izomorfizm porzgdkéw I =~ | implikuje réwnowaznosci I =z | oraz
I ~ ], natomiast odwrotna implikacja nie jest prawdziwa. Przyktadowo: tabela 3.20 przed-
stawia 16 porzadkéw, ktére s wzajemnie kwadratowo oraz dwuliniowo Z-réwnowazne,
ale zadne dwa spoéréd nich nie sg izomorficzne.

W rozprawie badamy spdjne skoriczone nieujemne m-elementowe zbiory czesciowo
uporzadkowane I korangi crk; € {0,1, 2w relacji z grafami krawedziowo-dwudzielnymi
w sensie [111], a w szczegodlnosci z diagramami Dynkina

1 2 n-1 n

A, : o . . * nx1);
o2 ®4

1 |3 n—1 n 1 2 3l 5 6

Dni L4 L4 ® (n>4); IE6 ° ° ° ° °
o4

1 2 3‘ 5 6 7 1 2 ‘ 5 6 7 8

]E7 e— 90— 0—0—0—0o ES e— 90 —0—0—0—0—0o

oraz zredukowanymi nieprzywiedlnymi systemami pierwiastkéw w sensie Bourbaki [17],
patrz dodatek B.

Problemy badawcze

Przedmiotem badan omawianych w rozprawie jest klasyfikacja skoficzonych zbioréw
czesciowo uporzadkowanych, ktérych symetryczna macierz Grama jest dodatnio pétokre-
Slona (tzw. porzgdkéw nieujemnych), z doktadnoscig do réwnowaznoéci ~ oraz = .

W szczeg6lnosci rozprawa zawiera czeSciowe rozwigzania nastepujacych czterech
probleméw sformutowanych w artykutach [108, 111, 113, 115].

Problem 1. Podac¢ klasyfikacje skoriczonych zbioréw czesciowo uporzadkowanych
z doktadnoscig do relacji ~.

Problem 1a. Podac¢ klasyfikacje skoriczonych zbioréw czesciowo uporzadkowanych
z doktadnoscia do relacji = 7.

Problem 2. Wskazaé minimalny uklad spektralnych niezmiennikéw, ktére wyznaczaja
szerokie klasy skoniczonych zbioréw czesciowo uporzadkowanych jednoznacznie, z doktad-
nosScig do rownowaznosci ~ .

Problem 3. Skonstruowa¢ algorytmy wyznaczajace Z-odwracalng macierz B € M,,(Z)
definiujaca rownowazno$é ~; pomiedzy n-elementowymi porzadkami I oraz J.

W rozwazanych przypadkach skutecznym narzedziem klasyfikacyjnym sa nastepujace
niezmienniki:

(i) zespolone spektrum Coxetera specc; C C, tj. spektrum macierzy Coxetera

Cox;:= —C; - (CI) ™ e M,(Z),

(ii) typ Dynkina Dyn, € {A,,,m > 1,D,,m > 4;&;&;; &} (patrz definicje 3.9, 4.14
oraz 5.12).

Porzadek I nazywamy porzadkiem korangi crk; € {0,1,2}, jeéli symetryczna macierz Grama G; €
M,,(Z) jest dodatnio pélokreslona rzedurz G; = n — crk; € {n,n — 1,n — 2}, odpowiednio.
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W rozprawie omowione zostaly nastepujace zagadnienia:

A. Klasyfikacja spektralna Coxetera zbioréw cze$ciowo uporzadkowanych, ktérych
symetryczna macierz Grama jest dodatnio pétokreslona korangi 0 < crk; < 2.
W szczeg6lnosci:

(a) Kiedy I =7 ] wtedy i tylko wtedy, gdy specc; = specc,?
(b) Kiedy I ~ ] wtedy i tylko wtedy, gdy Dyn; = Dyn?
(c) Kiedy I =5 | wtedy i tylko wtedy, gdy I ~ J?

B. Budowanie algorytméw pozwalajacych na przeprowadzenie spektralnej analizy
Coxetera nieujemnych skoriczonych zbioréw czeSciowo uporzadkowanych. W szcze-
g6lnosci algorytméw stuzacych do:

(a) generowania wszystkich porzadkéw nieujemnych I, ktérych macierz incydencji
Cr € Mj;(Z) ma ustalony rzad,

(b) obliczania typu Dynkina Dyn, € {A,,m 2 1,D,,,m 2 4,E;E7;Eg},
(c) wyznaczania Z-odwracalnej macierzy B € M,,(Z) definiujacej I ~ J,

(d) wyznaczania Z-odwracalnej macierzy B € M,,(Z) definiujacej I =y J.

Spektralna klasyfikacja Coxetera skoriczonych zbioréw czesciowo uporzadkowanych
moze by¢ rozwazana jako szczegélny przypadek zagadnienia klasyfikacji graféw krawe-
dziowo-dwudzielnych [111, 113, 119] i czesto odwotuje si¢ do wypracowanych tam metod.
Z drugiej strony inspirowana jest teorig reprezentacji algebr [4, 117, 118] oraz macierzo-
wych reprezentacji skoriczonych zbioréw czesciowo uporzadkowanych [46, 106]. Stad tez
gléwne zastosowania wynikéw prezentowanych w dysertacji leza w tych dziedzinach, i sa
omoéwione w artykutach [108, 110, 111] oraz w [46, Remark 5.12], patrz réwniez [97, 107]
oraz [95].

Najwazniejsze wyniki

Najwazniejsze wyniki o charakterze teoretycznym prezentowane w dysertacji zawarte
sa w nastepujacych twierdzeniach, ktére stanowia rozwigzania probleméw badawczych 1,
la oraz 2, sformutowanych w poprzednim paragrafie.

(a) Twierdzenie 3.17, w ktérym pokazujemy, ze w przypadku spéjnych dodatnich? po-
rzadkéw I, ktdre sg jednopikowe (tj. maja dokladnie jeden element maksymalny) lub
I < 14:

¢ 7z dokladnoscig do kazdej z relacji ~; oraz =y, I jest jednym z porzadkéw
Dynkina Al,, DL, Els, El;, Elg typu Dynkina Dyn,; € {A;, Dy, &, &7, £}

1 2 -1
AL;: o—eo—> e (13 1);
o1 o1
2 ¢3 n-1 n 2 3 4¢ 5 6
DI,: e—>e—>  —e—e x4y Elg: 2—>a—te—rs—ss
o1 o1
L2 3 4¢ 5 6 7 .2 3 ¢'4 5 6 7 8
]:EI7- *O—>0—>0—>0—>0—>0 ]EI8- *e—>0 —>0—>0—>0—>0—>0 ,

co stanowi cze$ciowe rozwigzanie probleméw 1 oraz 1a;

ZPorzadki I korangi zero nazywamy dodatnimi, poniewaz ich symetryczna macierz Grama G; € M, “(%Z)
jest dodatnio okreslona.
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¢ prawdziwe sa r6wnowaznosci:
I~y] & I~z] < specc, = specc; < Dyn, = Dyn],

co stanowi rozwigzanie problemu 2 dla przypadku rozwazanych porzadkow;

» wszystkie jednopikowe porzadki I, z doktadnoscig do izomorfizmu opisane
sg przez cztery serie nieskoniczone (przedstawione w tabeli 3.18) oraz 193 kot-
czany Hasse o 6,7, 8 wierzchotkach (przedstawione w [46, Table 6.1, Table 6.2,
Table 6.3]).

(b) Twierdzenie 4.24, w ktérym prezentujemy nastepujace wyniki dla spéjnych porzad-
kéw I korangi 1, ktére sg jednopikowe lub |1 < 15:

* z doktadnoscig do relacji ~ (oraz ~z, jesli I jest jednopikowy) I jest jednym
z porzadkéw Euklidesa AIH, ]D)In, IE16, ]EI7, IEIS typu Dynkina Dyn; € {A;_,
Di—1, €6, E7, Eg}:

~ 2/ 3 n—1 n

AIH; o—>e0o—> —>e—e (5>1);
o1
v
o2 e2
fong 3 4‘L n¢ n+1 ~ 3 4 ¢5 6 7
]DIHZ *e—>0—> —> e —e (5 >4) ]EI65 e—>0—>0—>0—>0
o1
2 3 4 ‘LS 6 7 8 2 3 ¢'4 5 6 7 8 9
IEI7I e—H>0—>0—>0—>0—>0—>0 EISI e—H>0e—>0e—>0—>0—>0—>0—>0,

co stanowi cze$ciowe rozwigzanie probleméw 1 oraz 1a;

¢ prawdziwa jest rownowaznos¢:
I~z ] < (specc, Dyn)) = (SPeCC], Dyn]),

co stanowi czg$ciowe rozwigzanie problemu 2, poniewaz Dyn, jest niezmienni-
kiem o charakterze spektralnym: wyznaczony jest jednoznacznie przez spek-
trum pewnego dodatniego porzadku I’ C I

* wszystkie jednopikowe porzadki I, z doktadnoscig do izomorfizmu, opisane
sq przez siedem serii nieskoficzonych (przedstawionych w tabeli 4.25) oraz 422
kotczany Hasse o 7, 8,9 wierzchotkach (przedstawione w [52, Table 4.1,Table
4.2] oraz [51]);

* jesli I jest jednopikowy, to prawdziwe sa rownowaznosci:

I~z] o I~z] < specc =specc; < Dyn; =Dyn,

co stanowi rozwigzanie problemu 2 dla przypadku jednopikowych porzadkéw
korangi 1.

(c) W przypadku spéjnych porzadkéw I korangi 2, gdzie |I] < 15

(c1) Twierdzenie 5.5 pokazujace, ze z doktadnoscig do relagji ~z, porzadek I jest
jednym z porzadkéw Euklidesa korangi dwa D1I,,, El, EI,, EIg typu Dynkina
Dyn = {Dm_z, 56/ 57, 58}

SW przeciwieristwie do przypadku porzadkoéw I korangi erk; € {0, 1}, w tym wypadku nie ma porzadkéw
typu Dynkina A,_,, patrz tabela 5.24 oraz uwaga 5.46.



]ﬁln: 1.§>< §)< :ZH _ s (n>4)
eI
20 —>05 20—»;—»06 60 —>07
TR, TR, A
6. 18— e—e IEI7 le—>e—>e ]EIg 1le—>e—>e ,
3’>< / \ / 3 4 5\ /
40— 07 3e—>0—> 08 20 —>0—>0—>0—>09

co stanowi czeSciowe rozwigzanie problemu 1;
(c2) Twierdzenie 5.20, ktére zawiera czeSciowe rozwigzanie problemu 2:

* prawdziwe s3 réwnowaznosci:
I =z ] = (specc;, Dyn)) = (specc;, Dyn)),
w szczegdblnosci, jesli |I| & {9,10} 2 ]|, to prawdziwe sa réwnowaznosci:
specc; = specc; I~y] © I~z]  Dyn, = Dyn].

(c3) Lemat 5.48, ktéry pokazuje, ze z doktadno$cig do izomorfizmu, wszystkie
jednopikowe porzadki I opisane sg przez 14 serii (przedstawionych w tabeli 5.43),
oraz 426 macierzy incydencji (zawartych w [43]);

(c4) Twierdzenie 5.51, ktére pokazuje, ze w przypadku porzadkéw jednopikowych:
¢ zdokladnoscig do relacji ~ 7 porzadek I jest jednym z porzagdkéw Euklidesa
korangi dwa ﬁln, Elé, IEI7, ]ﬁlg typu Dynkina Dyn,; € {Dyj_2, E6,E7,E5}, co
stanowi czeSciowe rozwigzanie problemu 1a,
* prawdziwe s3 réwnowaznosci

I~z] & I~z] < specc =specc; < Dyn;=Dyn,
co stanowi cze$ciowe rozwigzanie problemu 2.

Najwazniejszymi z przedstawionych w dysertacji algorytméw kombinatorycznych,
ktére stanowig rozwigzanie problemu 3 dla szerokiej klasy skoriczonych spéjnych zbioréw
czeéciowo uporzadkowanych, sa nastepujace dwa algorytmy o wyktadniczej ztozonosci
obliczeniowe;j.

(a) Wyczerpujacy algorytm 3.58, ktéry wyznacza Z-odwracalng macierz B € M,,(Z) de-
finiujacg réwnowaznoé¢ ~; miedzy n-elementowymi spéjnymi dodatnimi zbiorami
czesciowo uporzadkowanymi. Algorytm ten gwarantuje znalezienie szukanej macie-
rzy i stad pozwala na deterministyczna weryfikacje dwuliniowej Z-réwnowaznosci.
W uwadze 3.59(b) wskazujemy prosta modyfikacje algorytmu 3.58, gwarantujaca
wyznaczenie wszystkich macierzy definiujacych réwnowaznosé ~ .

(b) Heurystyczny algorytm 4.44, ktéry umozliwia rozwigzanie problemu 3, dla przy-
padku spéjnych n-elementowych zbioréw czeéciowo uporzadkowanych I korangi
crk; € {1,2}. Algorytm ten jest wrazliwy na dane wejéciowe i nie gwarantuje znale-
zienia szukanej macierzy.

Jednym z zastosowan przedstawionej w twierdzeniu 3.17 spektralnej klasyfikacji
Coxetera jednopikowych porzadkéw dodatnich jest dowdd istnienia jedynie skoriczo-
nej liczby jednopikowych Titsowo-wiernych porzgdkéw dodatnich, ktéry przedstawiamy
w twierdzeniu 3.32. Wynik ten jest podstawa dowodu twierdzenia 4.65, przedstawionego
w podrozdziale 4.5, w ktérym prezentujemy alternatywny dowéd twierdzenia o istnieniu
skoriczonej liczby porzadkéw prawie TP-krytycznych, znaczaco prostszy od przedstawione-
go w [98, 101].
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W podrozdziale 4.6 pokazujemy, ze decyzyjny problem istnienia izomorfizmu po-
miedzy porzadkami nieujemnymi* mozna rozwiazaé w czasie wielomianowym. Ponadto
wskazujemy na mozliwo$¢ uzycia rozwazanej w dysertacji spektralnej klasyfikacji Coxetera
porzadkéw jednopikowych do konstrukcji algorytmu znajdujacego izomorfizm pomiedzy
jednopikowymi digrafami typu porzgdkowego.

Narzedzia algorytmiczne i teoretyczne

Badania prowadzone w ramach dysertacji zwigzane sg z algorytmiczng spektralng
teorig graféw i mieszcza sie¢ w ramach Scientific Computing: interdyscyplinarnej dziedzi-
ny badan naukowych, w ktérej bada si¢ mozliwosci rozwigzania ztozonych probleméw
teoretycznych przy pomocy wynikéw obliczeniowych.

Niezmiernie waznym elementem rozprawy sa algorytmy symboliczne i kombinato-
ryczne. Stanowig one podstawe prezentowanych wynikéw eksperymentalnych (patrz np.
twierdzenie 3.61, fakt 4.30) i stanowig nieodlgczng cze$¢ dowodéw wynikéw klasyfikacyj-
nych (patrz np. fakt 5.23, lemat 3.33). Ze wzgledu na charakter obliczen, gtéwny nacisk przy
projektowaniu algorytméw polozony zostal na zapewnienie prawidtowosci uzyskanych
wynikéw. Kwestia minimalizacji czasu pracy algorytméw ma tu charakter drugorzedny,
poniewaz najbardziej czasochtonne algorytmy wymagajg jednokrotnego uruchomienia.

W dysertacji postugujemy sie zaréwno autorskimi implementacjami znanych algo-
rytméw numerycznych (np. algorytm Sylvestera, patrz algorytm 2.7), dedykowanymi
algorytmami symbolicznymi (patrz np. algorytm 4.44), jak i ogélnodostepnymi bibliote-
kami programistycznymi (na potrzeby rozwigzania problemu izomorfizmu graféw czy
programowania catkowitoliczbowego, patrz dowdéd faktu 4.55).

Jednym z najwazniejszych narzedzi teoretycznych stosowanych w dysertacji sg abstrak-
cyjne systemy pierwiastkéw w sensie Bourbaki [17] krétko oméwione w dodatku B. Przy
ich pomocy, z kazdym spéjnym m-elementowym zbiorem czeSciowo uporzadkowanym I
korangi crk; = r € {0, 1,2} stowarzyszamy jednoznacznie nieoznaczony diagram Dynkina
Dyn; € {A,,_;, Dyy_r, &6, E7, Es} (patrz definicja 1.31 oraz definicje 3.9, 4.14 i 5.12), ktéry
(w pewnych przypadkach) definiuje I jednoznacznie, z doktadnoscig do réwnowazno-
Sci ~z. Diagram Dynkina Dyn; € {A,,_,, D,,_,, &, €7, Es} jest w istocie grafem Coxetera
systemu pierwiastkéw R; = {v € Z""; v G; - o' = 1} C Z™~" wyznaczonego przez
dodatni porzadek | C I o m — r elementach.

Bardzo wazne narzedzie w spektralnej analizie Coxetera skoriczonych zbioréw cze-
Sciowo uporzadkowanych stanowig tez ®-oczkowe systemy pierwiastkow I' (R, @) w sen-
sie [110], ktére omawiamy krétko w podrozdziale 3.5.

Zbiér R; C Z" pierwiastkéw z jedynki porzadku I korangi crk; € {0,1,2} odgrywa
kluczowa role w algorytmach stuzacych do rozwigzania problemu 3, ktére przedstawiamy
w dysertacji. Gléwnym tego powodem jest fakt, ze kolumny dowolnej Z-odwracalnej
macierzy B € M,,(Z) definiujgcej réwnowaznos$¢ I =7 | pomiedzy n-elementowymi
porzadkami nalezg do zbioru R; C Z" (fakt 1.55(d)).

Struktura dysertacji
Rozprawa skiada sie z pieciu rozdziatéw oraz dwéch dodatkéw. W pierwszym roz-

dziale wprowadzamy niezbedne definicje i przedstawiamy podstawowgq charakteryzacje
rozwazanych w dysertacji obiektéw kombinatorycznych.

*Porzadek I nazywamy nieujemnym, jesli jego symetryczna macierz Grama G; € M,,,( % Z) jest dodatnio
potokreslona.
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Drugi rozdziat poswiecony jest problemowi wyboru narzedzi obliczeniowych, ktére
uzywane sa w dysertacji. Dyskusje prowadzimy na przyktadzie trzech wybranych proble-
mow algorytmicznych, dotyczacych n-elementowych zbioréw czedciowo uporzadkowa-
nych I, ktérych rozwigzanie stanowi niezbedny element wiekszoéci rezultatéw prezento-
wanych w rozprawie:

* weryfikacja dodatniej okreslonosci symetrycznej macierzy Grama G; € M, (%Z),
* weryfikacja dodatniej pétokreslonosci symetrycznej macierzy Grama G; € Mn(%Z),
* wyznaczenie zbioru pierwiastkéw R; := {v € Z"; v - C; - v'" = 1} C Z".

Rozdziat zaczynamy od przegladu istniejacych pakietéw algorytmicznych, nastepnie ana-
lizujemy i opisujemy algorytmy, ktérych autorskich implementacji uzywamy w rozprawie.
Omawiamy ich zlozono$¢ i poréwnujemy wydajnoé¢ na tle ogélnodostepnych rozwigzan.

Najwazniejsze wyniki rozprawy zawarte s w trzecim, czwartym, oraz pigtym rozdziale,
ktére poswiecone sg spektralnej klasyfikacji Coxetera spdjnych n-elementowych zbioréw
czesciowo uporzadkowanych I korangi crk; € {0, 1,2}, odpowiednio. W poszczegdélnych
rozdziatach omawiamy twierdzenia klasyfikacyjne oraz algorytmy i wyniki obliczeniowe
stosowane w ich dowodach.

Na koricu dysertacji zamieszczamy dwa dodatki. W dodatku A zawarte zostaty podsta-
wowe informacje na temat graféw krawedziowo-dwudzielnych w sensie [111], natomiast
dodatek B poswiecony jest abstrakcyjnym systemom pierwiastkéw (w sensie Bourba-
ki [17]), ktére stanowig podstawe definicji typu Dynkina oraz klasyfikacji skorficzonych
spojnych zbioréw czesciowo uporzadkowanych, ktérych symetryczna macierz Grama
Gy e My, (%Z) jest dodatnio okreslona, z doktadno$cig do réwnowaznosci ~ .

Publikacje 1 konferencje naukowe

Wiegkszoé¢ wynikéw dysertacji zostala zawarta w siedmiu artykutach naukowych
opublikowanych w nastepujacych czasopismach:

* Linear Algebra and its Applications [46, 54, 55],

* European Journal of Combinatorics [53],

Fundamenta Informaticae [56],
¢ Colloguium Mathematicum [45],
e Algebra and Discrete Mathematics [52].

Czes¢ wynikéw zostata przedstawiona w szesciu referatach wygloszonych na naste-
pujacych miedzynarodowych konferencjach naukowych i opublikowana w materiatach
pokonferencyjnych:

* European Conference on Combinatorics, Graph Theory and Applications,
Budapest, EuroComb’11 [44],

* European Conference on Combinatorics, Graph Theory and Applications,
Pisa, EuroComb’13 [47],

* Combinatorics 2012, Perugia [49],

* International Symposium on Symbolic and Numeric Algorithms for Scientific Computing,
Timisoara, SYNASC 2012 [48], SYNASC 2013 [40] oraz SYNASC 2014 [50].






Rozdzial 1

Wprowadzenie

Tematem przewodnim rozprawy jest spektralna klasyfikacja Coxetera skoriczonych
zbioréw czeéciowo uporzadkowanych. Jest to tematyka blisko zwigzana ze spektralng
teorig Coxetera graféow krawedziowo-dwudzielnych, ktéra czerpie inspiracje zaré6wno
z klasycznej teorii spektralnej graféw, jak i probleméw kombinatorycznych pojawiajacych
sie w algebrze, patrz [111] oraz [108, 113, 119]. W pierwszym rozdziale rozprawy przed-
stawiamy wprowadzenie do spektralnej analizy graféw, graféw oznakowanych, graféw
krawedziowo-dwudzielnych (bigraféw) oraz skoriczonych zbioréw cze$ciowo uporzadko-
wanych (porzgdkéw). W szczegdlnosdci wskazemy zwigzek pomiedzy bigrafami [porzad-
kami] , dodatnimi” a jednorodnymi diagramami Dynkina (tabela 1.32). Pokazujemy, ze
z dokladnoscig do stabej Z-kongruencji Grama [kwadratowej Z-réwnowaznoéci] mozna je
sklasyfikowa¢ przy pomocy zespolonego spektrum macierzy Coxetera specc,, C S! C C
diagraméw Dynkina D € {A,,, D,,, E¢, E;, Eg}! (sktada sie ono z zespolonych pierwiast-
kéw z jedynki, patrz 1.59).

W dysertacji uzywamy standardowej terminologii z zakresu teorii mnogosci i algebry
(patrz np. [83]). Ponadto, w zakresie (spektralnej) teorii graféw oraz spektralnej analizy
Coxetera graféw i zbioréw czesciowo uporzadkowanych, postugujemy sie terminologia
wprowadzong w monografiach [4, 24, 25, 28, 106] oraz artykutach [108, 109, 111, 119].
Definicje przedstawione w niniejszym rozdziale pochodzg z ww. prac.

Symbolem N oznaczaé bedziemy zbiér liczb naturalnych, Z oznaczaé bedzie pierscien
liczb catkowitycha Q C R C C ciata liczb wymiernych, rzeczywistych oraz zespolonych.
Zbiér 7™, gdzie m > 1, traktowaé bedziemy jako grupe wolng, generowang przez we-
ktory jednostkowe ¢, :=[1,0,...,0],...,¢,, := [0,...,0,1] € Z™. Przez M,,,(Z) oznacza¢
bedziemy pierscien catkowitoliczbowych macierzy kwadratowych stopnia m; E € M, (Z)
oznacza¢ bedzie macierz identycznosciowq. Pelng grupa liniowa nad pierScieniem liczb
catkowitych, ztozong z macierzy Z-odwracalnych stopnia m, oznacza¢ bedziemy symbolem
Gl(m; Z), tzn.

Gl(m; Z) := {A € M,,,(Z); detA € {—1,1}} C M,,,(Z). (1.1)

Analogicznie, Gl(m; R) := {A € M,,,(R); detA # 0} C M,,(R).
Macierze A,A" € M,,(Q) nazywamy Z-kongruentnymi, jesli istnieje macierz B &
Gl(m; Z),takaze A = B"- A’ - B. Zauwazmy, ze Z-kongruencja jest relacja réwnowaznosci.
Przez multizbidr (wielozbiér, ang. multiset) rozumieé bedziemy zbiér, w ktérym po-
jedynczy element moze wystepowac wielokrotnie. Formalnie, multizbiorem nazywamy
pare (A, m), gdzie A jest dowolnym zbiorem, natomiast m: A — N* funkcjg przyporzad-
kowujaca kazdemu elementowi a € A jego krotnosé¢ m(a) € {1,2,3,...}.

1Patrz tabela B.17.
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Symbolem spec A := {A € C; det(A - E — A) = 0} C C oznaczamy spektrum macierzy
kwadratowej A € M,,(C). Réwnowaznie specA := {A € C; P,(A) = 0} C C, gdzie
P(t) :=det(t-E—A) € C[t]jest wielomianem charakterystycznym macierzy A € M,,(C).

1.1. Grafy. Analiza spektralna grafow

W niniejszym podrozdziale przedstawiamy podstawowe definicje i fakty dotyczace
teorii graféw. Szczegdlng uwage poswiecamy spektralnej teorii grafow: omawiamy jej geneze
oraz niektére wyniki.

Za pierwsza publikacje z dziedziny teorii graféw powszechnie uwaza si¢ artykut
Leonarda Eulera z 1741 roku.? Niemniej, to J. J. Sylvester, w 1878 roku, po raz pierwszy
uzyt stowa graf w znaczeniu, w jakim uzywamy go wspétczesnie.

Definicja 1.2. [16, 28] Oznaczonym grafem prostym (w skrécie: grafem, ang. labelled simple
graph)* nazywamy parg A = (Do, Aq), gdzie Ay # O jest niepustym n-elementowym skoriczonym
zbiorem wierzchotkow a Ay C {e € 2%0; le| = 2} = {{i,j}; i,j € Ag,i # j} jest skoriczonym
zbiorem krawedzi.

(a) Dowolny graf A = (Ag = {ay, ..., a,,}, A1) przedstawiamy graficznie w przestrzeni euklide-
sowej zgodnie z nastepujgcq konwencjg: elementy zbioru i € Ay przedstawiamy jako punkty
.9, (lub krocej: ,a;”), natomiast elementy zbioru Ay przedstawiamy w postaci odcinkow

a; aj.

(b) Graf A = (Ay, A1) nazywamy spéjnym, jesli dla dowolnych wierzchotkéw v, w € A istnieje
taki cigg wierzchotkéw (vy, ..., vx) € (Ag)X, 2e vy = v, v} = w,v; # vjdlal <i<j<k
oraz {v;,v;} € Ay wtedy i tylko wtedy, gdy j =i+ 1.

Innymi stowy, grafem A = (A, A,) nazywamy zbiér Ay = {ay, ..., a,,}, na ktérym wpro-
wadzono dodatkowg strukture: ,polgczenia” par elementéw {i,j} € Aq; graf nazywamy
sp6jnym, jesli kazde dwa wierzchotki v,, v, € Ay potaczone sa drogg v;— vy - - - Vj_1— U
ztozong z krawedzi v;— v;, 1 ={v;, v;,1} € A;. Bedziemy uzywac nastepujacej terminologii.

Definicja 1.3. Niech A = (A, Ay) bedzie grafem, ktory ma |Ag| = m wierzchotkéw.

(a) Stopniem deg(v) € {0,...,m — 1} wierzchotka v € Ay nazywamy liczbe wierzchotkéw
polgczonych krawedzig z v, tj. deg(v) = {u € Ay; {1, v} € A}l

(b) Graf A nazywamy k-regularnym, jesli deg(v) = k dla kazdego v € Ay. Graf A nazywamy
reqularnym, jesli A jest k-reqularny dla pewnego k € {0, ..., m — 1}.

(c) Graf A nazywamy r-dzielnym, jesli zbior wierzchotkéw Ag ma rozklad Ay = A} U -+ U A}
taki, ze A6 N A{) =0Qdlal<i<j<roraz{u,v} & A dla dowolnych u,v € Al gdzie
1 <i<r Jesli {u,v} € Ay dla wszystkich u € Af) oraz v € A{), gdziel <i < r tograf A
nazywamy r-dzielnym grafem petnym i oznaczamy symbolem K ALAZ) AL

(d) Graf A nazywamy drzewem, jesli dowolne dwa wierzcholki u,v € A potgczone sq dokladnie
jedng drogg.

2. Euler, Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis, Commentarii academiae scientiarum Petropoli-
tanae 8, 1741, 128-140, URL: http: //eulerarchive.maa.org/pages/E053.html.

T.7. Sylvester, Chemistry and Algebra, Nature 17, 1878, 284-284, doi:10.1038/017284a0.

*Oznaczonym poniewaz wierzchotki uznajemy za rozréznialne, prostym, poniewaz wierzcholki faczy co
najwyzej jedna krawedz, patrz [16] (por. definicja A.1 oraz podrozdziat 1.2). Grafy w sensie definicji A.1(c)
nazywane sa multigrafami, patrz np. [28, str. 24].


http://eulerarchive.maa.org/pages/E053.html
http://dx.doi.org/10.1038/017284a0
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Przyklad 1.4. Rozwazmy nastepujace trzy grafy: A = ({1,2,3,4},{{1,2},{1,3},{1,4},
{2,3}1), A" = ({®,a,H,%}, {{x,H}, {®,H}, {x,0},{a,®}}) oraz A" = ({{,a,x,7},{{S,a},{x,7},
{7,a},{C,7}}). Grafy te mozna przedstawié graficznie, w przestrzeni euklidesowe;j.

1— 2
SN / \ K\
4 3 — o — A E—7

Grafy A, A’ oraz A” sa spéjne: dla kazdej pary wierzchotkéw u,v € Ay [u',v" € Aj;
u",v" € Aylzciggu (4,1,2,3,1) [(a,@,8,%,®); (x,7,a,;,7)] mozna wybra¢ podciagg wierz-
chotkéw spetniajacych warunki definicji 1.2(b).

Zauwazmy, ze grafy A, A’ oraz A" przedstawione w przykladzie 1.4 s podobne, za-
wierajq taka sama liczbe krawedzi i r6znig sie tylko oznaczeniami wierzchotkéw. Méwiac
precyzyjniej, grafy te sg izomorficzne.

Definicja 1.5. [28, str. 3] Grafy A = (A, A1) oraz A" = (A, A}) nazywamy izomorficznymi
(oznaczenie: A =~ A'), jesli istnieje taka bijekcja f: Ay — Ay, Ze dla dowolnych u,v € Ay zachodzi
{u,0} €Ay & {f(w),f(v)} € AY.

Latwo sprawdzi¢, ze izomorfizm graféw = jest relacjg réwnowaznosci.

Przyklad 1.6. Grafy A, A’ oraz A" przedstawione w przyktadzie 1.4 sa izomorficzne.
Izomorfizm zadaja funkcje f: {1,2,3,4} — {®, A, B, %}, g: {®, A W %} - {{,a,k,y}orazh: {1,
2,3,4} - {C,a,x,7}, gdzie:

* f(1)=0,f(2) =m,f(3) =%,f(4) =a,
* g(@ =79 =g =ag(a) =
e h=gof,tjh(1)=7f2) =&f3) =a,f4) =«

@%fffﬁ b @ @
\\ \ ! 7 X)
OO *L@ —~® *L\@ @“ “@é@

A A £

A AII

Wiele wlasnosci graféw (np. sp6jnosc) jest niezalezna od oznaczer wierzchotkéw (inny-
mi stowy: jest niezmiennikiem izomorfizmu). Dlatego, w rozwazaniach teoriografowych,
z reguly pomija si¢ oznaczenia wierzchotkéw. Formalnie, bedziemy postugiwac si¢ naste-
pujacq definicja.

Definicja 1.7. [16, str. 14] Niech Gr bedzie klasq wszystkich grafow skoriczonych. Grafem nie-

oznaczonym (ang. unlabelled graph) nazywamy klasg abstrakcji relacji izomorfizmu graféw: Gr/ ..

(a) Grafy nieoznaczone przedstawiamy graficznie, w przestrzeni euklidesowej, uzywajgc iden-
tycznych oznaczen na wszystkie wierzchotki, zwyczajowo: , 8"

(b) Symbolem A := [A]. oznaczaé bedziemy graf nieoznaczony, ktéry powstaje z grafu A po
,opuszczeniu” oznaczen wierzchotkéw (formalnie: klase abstrakcji zawierajgcg wszystkie grafy
izomorficzne z grafem A).

Przyklad 1.8. Grafy A, A, A", przedstawione w przykladzie 1.4, bedziemy utozsamiaé
(z doktadnoscig do izomorfizmu) z nastepujacym grafem nieoznaczonym.
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X X’ X .\
A=A =A":
/

Wszystkie rozwazane przez nas wlasnosci graféw sg niezmiennicze ze wzgledu na
izomorfizm. Aby uproécié¢ notacje, w dalszej czesci dysertacji bedziemy zaktadagd, ze zbiér
wierzchotkéw dowolnego grafu A = (Ay, A,) sklada si¢ z kolejnych liczb naturalnych.

Definicja 1.9. Macierzg sgsiedztwa grafu A = (Ag = {1, ..., m}, A1) nazywamy macierz
kwadratowg Ad, = [a‘{f}] € M,,,(Z), gdzie:

A = 1, jesli{i,j} € Aq,tj. w grafie A istnieje krawedZ i——7,
gl 0, w przeciwnym przypadku.

Macierz sasiedztwa Ad, € M,,(Z) jednoznacznie wyznacza graf A, co pozwala na
badanie obiektéw kombinatorycznych, jakimi sg grafy, przy pomocy narzedzi algebry
liniowej.

Definicja 1.10. Zatézmy, ze A = (Ag = {1, ...,m},Ay) jest grafem.

(a) Wielomianem charakterystycznym grafu A nazywamy wielomian P4 (t) € Z[t] zdefiniowany
wzorem PA(t) := det(t- E — Ad,) € Z[t].

(b) Spektrum grafu A nazywamy multizbior spec, := spec Ady C R wszystkich wartosci
wlasnych symetrycznej macierzy Ady € M, (Z). Réwnowaznie: spektrum spec, C R
nazywamy multizbiér wszystkich m pierwiastkéw wielomianu P, (t) € Z[t].

Zauwazmy, ze wielomian P, (t) € Z[t] oraz spektrum spec, C R s3 niezmiennicze ze
wzgledu na izomorfizm graféw. Jest to konsekwencjg nastepujacego faktu, ktéry wynika
z definicji izomorfizmu (definicja 1.5) oraz macierzy sgsiedztwa grafu (definicja 1.9).

Fakt 1.11. Grafy A = ({1, ...,m},Ay) oraz A" = ({1, ...,n},A) sq izomorficzne wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy m = n oraz B - Ad, - B, = Ady, gdzie 0: {1,...,m} - {1,...,m} jest bijekcjg
(permutacjg) a macierz B, € M,,(Z) jest macierzq permutacji, tj. powstaje z macierzy identyczno-
sciowej E € M, (Z) przez o-permutacje wierszy.

Jednym z probleméw rozwazanych w teorii graféw jest problem znalezienia tatwych do
obliczenia niezmiennikéw opisujacych graf A = ({1, ...,m},A;) jednoznacznie, z doklad-
noscig do izomorfizmu (innymi stowy: opisujacych jednoznacznie graf nieoznaczony A).
Przykladem takiego niezmiennika jest leksykograficznie najmniejsza macierz sasiedztwa
Ad,, € M,,(Z) wybrana sposréd wszystkich mozliwych graféw cA powstajacych z A
przez permutacje 0: {1,...,m} — {1, ..., m} zbioru wierzchotkéw {1, ..., m}. Latwo zauwa-
zy¢, ze obliczenie tego niezmiennika wymaga rozwazania m! mozliwych graféw oA i jest
mozliwe tylko w przypadku niewielkich graféw.

Giinthard oraz Primas w 1956 roku w pracy [61] postawili nastepujacy problem: czy
spec, C R wyznacza graf A jednoznacznie, z doktadnoscig do izomorfizmu? Negatywng
odpowiedz na to pytanie udzielili Collatz i Sinogowitz rok pézniej: w pracy [22], opubliko-
wanej w Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Universitit Hamburg, przedstawili
pare drzew o identycznym spektrum.

Przyktad 1.12. [22, str. 72] Rozwazmy nastepujace dwa drzewa: A oraz A’.
2e 5

| N

A: le—e—e—08 A’- oe—eoe—o
1 2

e N

4e o7 7e Y
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Latwo sprawdzi¢, ze
Py=DPpy =18 —7t0 49t =4 (2 -t -3) (> +t - 3)

i stad otrzymujemy

V13 Vi3 | 1 1413 1
7 "2 t20000 —5+53

(5]

N|—=

spec, = spec,, = {—

Prawdopodobnie nie znajac wczesniejszych wynikéw, w 1960 roku Harary ponownie
postawil ten problem. Negatywnej odpowiedzi udzielit mu R. C. Bose i przedstawit przy-
ktad dwéch nieizomorficznych graféw o 16 wierzchotkach (patrz [65]). Obecnie wiadomo,
ze najmniejsze grafy o identycznym spektrum majg 5 wierzchotkéw?, a najmniejsze spéjne
kospektralne grafy nieizomorficzne majg 6 wierzchotkéw (patrz [24, 25]).

Przyklad 1.13. [24, str. 8] Rozwazmy nastepujace dwa grafy: A oraz A'.

N ST 1o g3 SEREE
. _|l110100 . b _J110111
A: 1.\ /'4 Ady = 011001 A 20/‘\06 Ady = 001000
° 100000 001001
5 3 p 000100 Z 001010

o °

Latwo sprawdzi¢, ze:
Py=Py=t0 -7t — 4P + 72 +4t—1=(t - 1) t+ D* (P -2 =5t + 1),

oraz spec, = spec,, =

= { - gcos (—%arccos (%) + %[) + %,’—1;—1;—§sin(—%arccos (35—2> + %) + %,‘
1;% + & cos (3 arccos (=) )} ~ {~1,908; —1; —1; 0,194; 1; 2,709}.

Analiza spektralna graféw

Analiza spektralna graféw jest czescig algebraicznej teorii graféw: dziedziny matematy-
ki, w ktorej grafy (obiekty kombinatoryczne) badane sa przy pomocy narzedzi algebraicz-
nych. Jednym z najwazniejszych zagadnien jest tu zalezno$¢ pomiedzy spektrum macierzy
stowarzyszonych z grafami a strukturg tych graféw [19, 24, 25]. W szczegdlnoéci, badane
jest nastepujace zagadnienie: jakie grafy wyznaczone sg przez spektrum jednoznacznie,
z doktadnoscig do izomorfizmu [27]. Analiza spektralna graféw rozwijana jest od lat 50-
tych XX wieku i znalazta liczne zastosowania w fizyce, chemii czy informatyce, patrz [25,
Rozdzial 9] oraz [26].

Przytoczymy teraz (bez dowodéw) trzy twierdzenia, ktére pokazujg, w jaki sposéb
spektrum spec, C R opisuje pewne klasy graféw A.

Twierdzenie 1.14. [24, str. 12] Jesli A jest grafem
(a) 2-reqularnym (definicja 1.3(b)) lub
(b) n-dzielnym grafem petnym K,, ,, ., (definicja 1.3(c)), gdzien > 1,
to A jest jednoznacznie wyznaczony przez spektrum spec, C R.

Twierdzenie 1.15. [25, str. 55] Graf A jest A1-reqularny (definicja 1.3(b)) wtedy i tylko wtedy,

gdy
n-Ap =A% 4+ A3+ + A2,

gdziespec, = {Ay,..., Ay oraz Ay 2 Ay 2 - 2 Ay,

5 Grafy :>o<: oraz ./'70./. maja spektrum réwne {—2,0,0,0, 2}.
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Twierdzenie 1.16. [25, str. 56] Zatozmy, ze A jest grafem spojnym oraz spec, = {Aq, ..., A, }.
gdzie Ay =2 Ay = -+ 2 A,,. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(a) A jest grafem dwudzielnym (definicja 1.3(c)),
(b) Ap = —A,_kq1, 8dziel <k < n,
(C) /\1 = —/\n.

Przyklad 1.17. Rozwazmy grafy A oraz A'.

1 3 5 001100 1 001100
e— o o 000011 001000
. _ |1 00100 /. /\ _—_|110011
A: \//\ AdA—101000 A 40f0—03AdA’— 100011
010001 \5/\ 001100
ZE g 010010 o o 001100

6 2

Latwo sprawdzi¢, ze:
Pa=t5—6t*— 4P + 92 + 12t + 4 = (t —2)> (t + 1)*,
spec, = {-1, -1, -1, -1, 2, 2}
oraz
Py =t —7t4 4+ 32 = 12 (#* =712 4+ 3),
spec, = {0,0,+\3(7 £ V37)} = {-2,6; —0,68; 0; 0; 0,68; 2,6}

Na podstawie analizy spektréw spec, C R oraz spec,, C R, z twierdzeri 1.15 oraz 1.16
otrzymujemy, ze:
¢ Ajest grafem 2-regularnym i nie jest grafem dwudzielnym,

e A’ jest grafem dwudzielnym i nie jest grafem regularnym.

W spektralnej teorii graféw rozwaza sie takze spektra innych macierzy stowarzyszonych
z grafem A (patrz [24, 25, 27]), w tym tzw. uogolnione macierze sgsiedztwa.

Definicja 1.18. [27] Z grafem A = ({1, ..., m},Aq) stowarzyszamy:
(a) macierz Laplace’a Ly := Dy — Ad,,
(b) bezznakowq macierz Laplace’a Qp := |Lx| = Dy + Ady,

gdzie symbolem D := diag(deg(1),...,deg(m)) € M, (Z) oznaczamy macierz diagonalng, na
ktorej przekgtnej znajdujg si¢ stopnie wierzchotkéw grafu A.

Spektra macierzy L, oraz Q, umozliwiaja odréznienie niektérych sposréd nieizo-
morficznych graféw, ktére majg identyczne spektrum macierzy sasiedztwa. W pracy [62]
przedstawiono nastepujace wyniki eksperymentalne dla graféw majgcych co najwyzej 11
wierzchotkéw (przez ,nDS A” rozumiemy , grafy, ktére nie s determinowane przez spek-
trum macierzy A jednoznacznie, z doktadnoscig do izomorfizmu”; ostatnie trzy wiersze
tabeli przedstawiajg odsetek graféw nDS A wéréd wszystkich grafow).

23 4 5 6 7 8 9 10 11
#grafow 2 4 11 34 156 1044 12346 274668 12005168 1018997864
#tinDSAd, 0 0 0 2 10 110 1722 51038 2560516 215331677
#nDS L, 00 0 0 4 130 1767 42595 1412438 91274836
#nDS Qx 00 2 4 16 102 1201 19001 636607 38966935
odsetek Ad, 0 0 0 0,059 0,064 0,105 0,139 0,186 0,213 0,211
odsetek L, 0 0O 0 0 0,026 0,125 0,143 0,155 0,118 0,090
odsetek Q4 0 0 0,182 0,118 0,103 0,098 0,097 0,069 0,053 0,038
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Wyniki eksperymentalne sugerujg, Zze prawdziwa jest nastepujgca hipoteza: grafy ko-
spektralne stanowig niewielkg czes¢é wszystkich graféw, a wigkszos¢ graféw jest rozréznialna
przez spektrum, por. [27].

1.2. Grafy krawedziowo-dwudzielne i analiza spektralna Coxetera

Graf w rozumieniu definicji 1.2 jest stosunkowo prostym obiektem kombinatorycznym.
W szczegélnosci definicja opisuje tylko jeden ,rodzaj” krawedzi i nie dopuszcza petli. Z tego
powodu czesto stosuje si¢ bardziej ogolne definicje, a grafy spelniajace definicje 1.2 nazywa
sie grafami prostymi [28, 57]. Przykltadowo, Zaslavsky (w pracy [126]) definiuje graf A jako
pare A = (A, A1), gdzie A jest zbiorem wierzchotkéw (potencjalnie nieskoriczonym) a A
multizbiorem zawierajagcym jeden z czterech rodzajéw fukéw (ang. arcs) e € Aq:

* krawedzie (ang. link) e = uv taczace dwa rézne wierzchotki u,v € A,
* petle (ang. loop) e = vv faczace wierzchotek v € Ay z samym sobg,
e pottuki (ang. half arc) e = v, gdzie v € A, ktére majq tylko jeden ,koniec”,
* petle wolne (ang. free lop) e = @, ktére nie majg zadnego , korica”.
Zauwazmy, ze nawet przy tak ogdlnej definicji, krawedzie grafu A sa nierozréznialne: w grafie

O—Q@ (3 nie ma mozliwoéci zaznaczenia, ze relacja taczgca wierzchotki (1) i 2) jest
inna niz ta, ktéra Iaczy (2) oraz (3.

W 1953 roku w pracy [64], nawigzujac do probleméw rozwazanych w psychologii
spotecznej, Harary wprowadzit pojecie grafu oznakowanego, tj. grafu, w ktérym kazdej kra-
wedzi przyporzadkowuje si¢ znak ,+” lub ,,—". Graf oznakowany umozliwit Harary’emu
modelowanie nastepujacej sytuacji: rozwazamy grupe oséb (wierzchotki grafu), wéréd
ktoérych kazde dwie osoby sa ,, przyjaciétmi” (krawedz ,+”), ,wrogami” (krawedz ,—")
lub nie znajq si¢ (brak krawedzi).

Grafy oznakowane znalazly r6znorodne zastosowania (np. obliczenie liczby komérek
Weyla wyznaczonych przez pewne grupy Coxetera bez odwotywania si¢ do grup Weyla,
patrz [125]) i wielokrotnie byly odkrywane ,na nowo”.® Przyktadowo, niezaleznie od
rozwazan dotyczacych graféw oznakowanych w sensie Harary’ego, w teorii reprezentacji
algebr oraz w algebraicznej teorii form kwadratowych, od lat 70. XX wieku wielu badaczy
uzywa pojecia bigrafu, patrz np. [7, 8, 68, 69, 81, 96, 102].

Definicja 1.19. [7] Funkcje q: Z" — Z postaci:

q([xq, -, %,1) :x%+---+x%+Zqij~xi-xj, (1.20)
i<j
gdzie q;; € Z dlal < i < j < m, nazywamy calkowitq jednolitq formq kwadratowq.
Forme (1.20) przedstawiamy graficznie w przestrzeni euklidesowej w postaci bigrafu, ktory ma:

* n wierzchotkéw 1, ... ,n,
* |9l krawedzi cigglych (przerywanych) migdzy i # j jesli, q; < 0 (q;; > 0).

Uwaga 1.21. Formalnie, definicja 1.19 nie opisuje formy kwadratowej tylko funkcjonat
kwadratowy.” Catkowita forma kwadratowa nazywamy jednorodny wielomian stopnia
dwa postaci

q([xl, ,xn]) =411 x% + -+ Jun * x% + quj c X x]' (= Z[xl, ,xn], (122)
i<j

6Zaslavsky przygotowat zestawienie prac zwigzanych z grafami oznakowanymi, patrz [127].

"Funkcje wielomianowa zdefiniowang przez jednorodny wielomian stopnia dwa.
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tj. wielomian, ktéry mozna przedstawi¢ w postaci sumy jednomianéw stopnia dwa,
patrz [91]. W dysertacji, podobnie jak w pracach de la Pefia, von Hohne czy Ringela
(patrz [7, 8, 68, 69, 102]), bedziemy uzywac tych okresleri wymiennie, jesli nie bedzie to
prowadzito do nieporozumien.

Przyklad 1.23. Rozwazmy funkcjonat kwadratowy q: Z> — Z zdefiniowany wzorem
q(x) = X3 + x5 + x5 + x5 + X2 4 x1X5 — 4x1 X4 + 5xpx3 — 2xp%y + 3X3X5 — X4 X5.

Funkcjonal q: Z° — Z jest wyznaczonych jednoznacznie przez bigraf A,

pa—}
Aq . 1 / ‘ /.’1‘.\.

Notacja bigrafu, w sensie definicji 1.19, wprowadzona zostata przez Ovsienke [96] i byta
stosowana przez innych autoréw od korica lat 70. XX wieku (patrz np. von Hohne [68, 69],
Ringel [102]). Tak zdefiniowane bigrafy sa w istocie szczegdlng klasg graféw oznakowanych,
ktore spelniajg dodatkowy warunek: wszystkie krawedzie tqczgce wybrane wierzchotki
maja ten sam znak. Obserwacja ta zostata sformalizowana w pracy [111] z 2013. roku,
gdzie Simson wprowadzit definicje grafu krawedziowo-dwudzielnego (patrz definicja A.1).
Jest to definicja bardziej ogélna od definicji 1.19, w szczegdlnosci, umozliwia badanie
funkcjonatéw kwadratowych, ktére nie s jednolite w terminach teoriografowych (por. [76-
78]). W dalszej czeSci przez bigraf bedziemy rozumie¢ graf krawedziowo-dwudzielny
w sensie definicji A.1.

Analiza spektralna graféw krawedziowo-dwudzielnych

Z kazdym m-elementowym grafem krawedziowo-dwudzielnym A, ktéry nie ma petli,
stowarzysza sie jednoznacznie niesymetryczng macierz Grama G, € M,,(Z)

(1, e, ] o
1 b ... gh 1, jeslii =7,
oo LB € M. (Z), edzie d® = 0, jeslii > j,
A= R m 20 BEACL = AT, ), jesli (i,]) € AT,
0 —IAT (i, ), jeshi (i,)) € AT,
1

symetryczng macierz Grama G, := %(GA + GK) (S Mm(%Z ) (definicja A.1(d)) oraz ma-
cierz Coxetera Cox, := —G, - G;!" € M,,,(Z)® (patrz definicja A.4(a)). Spektra spec , :=
specG, C R symetrycznej macierzy Grama G, € Mm(%Z) oraz specc, := spec Cox, C
C macierzy Coxetera Cox, € M,,,(Z) stanowig uzyteczne narzedzie do analizy i klasyfi-
kacji graféw krawedziowo-dwudzielnych, patrz twierdzenie 2.10 (str. 39) oraz twierdze-
nia 3.17, 4.2415.20.

Jednym z najwazniejszych probleméw rozwazanych w spektralnej teorii graféw jest
odpowiedzZ na pytanie: jakie grafy A sq wyznaczone jednoznacznie, z doktadnoscig do izomorfizmu,
przez spektrum pewnej macierzy stowarzyszonej z A? Rownowaznie, problem ten mozemy
sformutowaé nastepujaco: wyznaczy¢ grafy, ktérych (pewne) spektrum wyznacza macierz
sasiedztwa jednoznacznie, z doktadnoscig do relacji ~ 7, gdzie macierz definiujgca relacje
~7 jest macierza permutacji, patrz fakt 1.11.

W przypadku analizy spektralnej graféw krawedziowo-dwudzielnych rozwaza sie
zagadnienie ogdlniejsze: Z-kongruencji Grama. Bigraty A = ({1,...,m},A;) oraz A" =

8Stosujemy oznaczenie A~ := (A")~! = (A7),
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({1, ...,m},A}) nazywamy slabo Z-kongruentnymi (silnie Z-kongruentnymi), jesli macierze
G, oraz Gy (Gy oraz Gy) sg Z-kongruentne (patrz definicja A.3). Jednym z gtéwnych pro-
bleméw rozwazanych w spektralnej teorii Coxetera graféw krawedziowo-dwudzielnych
jest nastepujgce zagadnienie: dla jakich bigraféw spektrum Coxetera specc, C C definiuje A
jednoznacznie, z doktadnoscig do silnej (stabej) Z-kongruencji Grama?

Uwaga 1.24. Bigrafy izomorficzne (definicja A.2) moga nie by¢ silnie Z-kongruentne,
natomiast staba Z-kongruencja Grama jest niezmiennikiem izomorfizmu (stabg Z-kongru-
encje Grama bigraféw izomorficznych definiuje macierz permutacji wyznaczona przez ten
izomorfizm, por. fakt 1.11).

Przyklad 1.25. Rozwazmy nastepujace dwa izomorficzne bigrafy A oraz A’.

[ 1

Se °5 1-1 0-1 0 0 -lo-1o00 [110100]
/ < 0100-10 -1100-10 00-1010
N < 0010 1-1 0010 1-1 2-1 1-1-1 1
A: 1e 3 Gp=fooo0101 GA:,%0018§ Coxa={" 0.1 0 01
\ 000010 0-11010 -1-11 0-1 0
4e---- 06 (00000 1] 00-1101 [ 1 0-1 1 0-1]
3e o4 1 0-1 0-1 0] [1 0-1 0-1 0] [1-1 101 0]
/ N 8(1)(1)(1)(1)_(1) 0100 3-3 -2 1-1-1-1 1
. N ~ - -1 p1-100 1000100
A 1e o6 Gp=looo101| Gp = 50_%§0% Coxa=| 51 0 0 01
\ 000010 110010 -1100-10
Se_-— 0% 00000 1] 0-1o101 [ 1-1 1 1 0-1
[1o0000
000001
L. _ pir . ._ lo1o0o000]; ; 5
Latwo sprawdzi¢, ze Gy = B - G4 - B, gdzie B:= || ., ] .| jest macierza permutacji
(por. fakt 1.11). Z drugiej strony 000100
lo0o1000

—_
N

-8 )

o coxy (=10 —t* — 2+ 1= (t -1t +1)*(#* + 1), specc,, = {-12, 12, —i, i}

i stad bigrafy A oraz A’ nie sg silnie Z-kongruentne (fatwo pokaza¢, uzywajac argumen-
tow analogicznych do uzytych w dowodzie faktu 1.55(c), ze silna Z-kongruencja Grama
implikuje rownos¢ wielomianéw Coxetera graféw krawedziowo-dwudzielnych).

Uwaga 1.26. Jak pokazuje przyklad 1.25, wielomian Coxetera cox,(t) € Z[t] oraz
spektrum Coxetera specc, C C nie s niezmiennicze ze wzgledu na izomorfizm bigraféw.
Mozna pokazag¢, ze w przypadku bigraféw A, ktére sg drzewami,’ specc, oraz cox, (t) sa
niezmiennikami relacji izomorfizmu bigraféw, patrz [111, Proposition 2.2].

° coxp(t)=t0-234+1 = (t — 1)2(152 +t+ 1)2,speccA: {

Analogicznie jak w przypadku graféw (definicja 1.7), przez bigrafy nieoznaczone be-
dziemy rozumie¢ bigrafy, w ktérych pomijamy oznaczenia wierzchotkéw, tj. klase abstrakcji
relacji réwnowaznosci bigraféw (definicja A.2).

Definicja 1.27. Niech Bigr bedzie klasq wszystkich skoriczonych graféw krawedziowo-dwu-
dzielnych (bigrafow). Bigrafem nieoznaczonym nazywamy klase abstrakcji relacji izomorfizmu
grafow krawedziowo-dwudzielnych: 33igr/ ..

(a) Bigrafy nieoznaczone przedstawiamy graficznie w przestrzeni euklidesowej, uzywajgc iden-
tycznych oznaczen na wszystkie wierzchotki, zwyczajowo: , e”.

(b) Symbolem A := [A].. oznacza¢ bedziemy klasg bigraféw izomorficznych z bigrafem A. Inny-
mi stowy, pzez A rozumiemy bigraf (nieoznaczony), ktéry powstaje z A po ,,opuszczeniu”
oznaczen wierzchotkéw.

Przyktadowo, bigrafy A oraz A’ przedstawione w przykltadzie 1.25 definiujg ten sam
bigraf nieoznaczony, tj. A = A".

9 Bigraf A = (Ay,A;) nazywamy drzewem, jesli kazde dwa wierzchotki u, w € A, potaczone sa doktadnie
jedna drogg, por. definicja 1.3(d).
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1.3. Bigrafy dodatnie i nieujemne. Pierwiastki

Przypomnijmy, ze kazdy jednolity funkcjonat kwadratowy q: Z™ — Z wyznacza bigraf
A, (patrz definicja 1.19 oraz definicja A.1(d)). Z drugiej strony, kazdy graf krawedziowo-
dwudzielny (bez petli) A = (Ay,4,), gdzie Ay = {1,...,m} oraz Ay = A] U A] mozna
zakodowac jednoznacznie w postaci jednolitego funkcjonatu kwadratowego g, : Z" — Z
postaci

ga(x) :x%+-~+x%1+in-xj—in-xj, (1.28)
Xj---X; X;—X;
gdzie sumowanie odbywa si¢ po wszystkich krawedziach nalezgcych do zbioru A;.

W rozprawie analizujemy wtasno$ci nieujemnych jednolitych funkcjonatéw kwadra-
towych (réwnowaznie: nieujemnych graféw krawedziowo-dwudzielnych bez petli), w na-

stepujacym sensie.

Definicja 1.29. Niech q: Z™ — Z bedzie jednolitym funkcjonatem kwadratowym, z ktérym
stowarzyszona jest symetryczna macierz Grama G, € Mm(%Z) (definicja A.8(a)) oraz niech A
bedzie grafem krawedziowo-dwudzielnym bez petli o m wierzchotkach, z ktérym stowarzyszona jest
symetryczna macierz Grama G, € Mm(%Z) (definicja A.1(d)). Funkcjonat q [bigraf A] nazywamy:

(a) dodatnio okreslonym (dodatnim), jesli g(v) > 0 [ga(v) > 0] dla dowolnego 0 # v € Z™
lub, réwnowaznie,’ symetryczna macierz Grama G,7 € Mm(%Z) C M, (R) [G, €
Mm(%Z) C M,,,(R)] jest dodatnio okreslona;

(b) nieujemnym, jesli q(v) > 0 [ga(v) > 0] dla dowolnego v € Z™ lub, réwnowaznie, sy-
metryczna macierz Grama G,7 € Mm(%Z) C M, (R)[G,y € Mm(%Z) C M, (R)] jest
dodatnio pétokreslona;

(c) nieujemnym korangi r, jesli symetryczna macierz Grama G, € Mm(%Z) Cc M,,(R)
(G, € MA(%Z) C M, (R)] jest dodatnio pélokreslona rzedu n — r.1!

Badanie klasy graféw krawedziowo-dwudzielnych, ktére sg dodatnie/nieujemne ma
z jednej strony uzasadnienie w waznych zastosowaniach tej klasy bigraféw w teorii repre-
zentadji algebr,'? z drugiej: pozwala na uzycie szeregu narzedzi opracowanych do analizy
nieujemnych jednolitych funkcjonatéw kwadratowych.

Twierdzenie 1.30. Niech A bedzie spéjnym (definicja A.1(e)) grafem krawedziowo-dwudziel-
nym o m elementach, ktéry nie ma petli. Nastepujgce warunki sq réwnowazne.

(a) A jest dodatni.

(b) Zbior Ry := {v € Z™; qp(v) = 1} C Z™ jest zredukowanym, nieprzywiedlnym systemem
pierwiastkéw w sensie Bourbaki, typu DynRA € {A,,,D,,,E,E7,E} (patrz definicje B.3,
B.6, twierdzenie B.14 oraz definicja B.16).

(c) A jest stabo Z-kongruentny z jednym z jednorodnych diagraméw Dynkina DA € {A,,, D,,,
E¢, E;, Eg} przedstawionych w tabeli B.17.

Dowdd. Wystarczy zastosowac twierdzenie B.2 do funkcjonatlu q,: Z" — Z (1.28).
Szczegoéty dowodu twierdzenia B.2 znajduja sie w dodatku B. O

tPatrz fakt A.12.

HRé6wnowaznie: funkcjonat g: Z" — Z jest nieujemny a jadro Kerg; := {v € Z™; q,(v) = 0} C Z™ jest
grupa wolng rangi r, por. fakt A.20.

2Patrz np. [111, Introduction and preliminaries].
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Definicja 1.31. Grafy A, gdzien > 1, D,, gdzien > 4, oraz &,, gdzien € {6,7,8}, to
n-wierzchotkowe jednorodne nieoznaczone diagramy Dynkina, tj. klasy abstrakcji relacji izo-
morfizmu (patrz definicja 1.7 oraz definicja 1.27) jednorodnych diagraméw Dynkina. Innymi stowy
A, = A, D, :=D,omzé, = E,, gdzie diagramy (grafy) A,,, D,,, E¢, E, Eg przedstawione
zostaty w tabeli B.17.

TABELA 1.32. JEDNORODNE NIEOZNACZONE DIAGRAMY DYNKINA

A, o . . o
T .
Dn: ° L4 L4 ° 56: . . i ° °
57 o—o—‘o—o—o—o 58 o—o—l—o—o—o—o

Uwaga 1.33. Grafy przedstawione w tabeli 1.32 (tabeli B.17) to tzw. jednorodne diagra-
my Dynkina (ang. simply laced Dynkin diagrams). Sa to te sposréd graféw Dynkina, ktére
sg grafami prostymi (por. tabela B.15). Diagramy Dynkina pojawiaja si¢, w przypadku
réznorodnych klasyfikacji obiektéow matematycznych, w réznych dziedzinach matematyki,
patrz [66] oraz [23]. Przykiadowo:

* (teoria grup i algebr Liego) przy pomocy diagraméw Dynkina klasyfikuje sie proste
zespolone algebry Liego oraz zredukowane nieprzywiedlne systemy pierwiastkéw
([17, Théoréme 3, str. 197], [73, 105], patrz tez twierdzenie B.14);

* (spektralna teoria graféw) spojny graf, ktérego najwieksza warto$¢ wlasna macierzy
sasiedztwa jest mniejsza od 2, jest podgrafem grafu Dynkina ([19, Theorem 3.1.3]);'®

* (teoria reprezentacji algebr) K-algebra A = KQ drég acyklicznego spéjnego kofczanu
(grafu skierowanego) Q, gdzie K jest cialem algebraicznie domknietym, jest skoriczo-
nego typu reprezentacyjnego wtedy i tylko wtedy, gdy graf Q, powstaly z Q przez
pominiecie orientacji krawedzi, jest jednym z jednorodnych diagraméw Dynkina
(twierdzenie Gabriela, patrz [4, Theorem VIIL.5.10]).

Twierdzenie 1.30 sugeruje, ze m-elementowe bigrafy dodatnie A, ktére nie majq petli,
mozna bada¢ nie tylko w terminach jednolitych funkcjonatéw kwadratowych, ale tez przy
pomocy zbioréw pierwiastkéw Ry = {v € Z™; g5(v) = 1} C Z™. Spostrzezenie to sfor-
malizujemy w postaci nastepujacego twierdzenia, ktére pokazuje, ze zbiér pierwiastkéw
R4 C Z™ wyznacza spojny bigraf A (spdjny funkcjonal kwadratowy q: Z™ — Z) jedno-
znacznie. Jest to uogdlnienie [40, Lemma 5.1], gdzie analogiczny rezultat zostat uzyskany
dla graféw prostych (patrz tez dowéd [113, Theorem 2.9(b1)]). W dowodzie przedstawimy
metode konstrukcji Ry — qa(= A).

Twierdzenie 1.34. Niech A = (Ay, A1), gdzie Ag = {1, ..., n}, bedzie skoriczonym spéjnym
grafem krawedziowo-dwudzielnym, ktéry nie posiada petli ani wielokrotnych krawedzi. Z bigrafem
A jednoznacznie stowarzyszony jest zbior pierwiastkéw R, = {v € Z", q5(v) = 1} funkcjonatu
kwadratowego qp: Z" — Z. Jesli p: Z"" — Z jest funkcjonatem kwadratowym, dla ktérego
p(v) = 1dla kazdego v € Ry, top = qp.

Dowdéd. Dow6d sktada sie z dwéch krokéw. Pokazemy, Ze:

1° Sciezki taczace w (sp6jnym) bigrafie A dowolne dwa wierzchotki1 < u < w < n
wyznaczajg pewne pierwiastki r}) € Ri i={u' € Ry, u; € {-1,0,1}} C R, C Z";

2° podzbiér R} zbioru pierwiastkéw R, C Z" jednoznacznie wyznacza wsp6tczynniki
funkcjonatu kwadratowego p: Z" — Z spelniajacego p(r) = 1dlar € RY.

13 Rozszerzone grafy Dynkina (jednopunktowe rozszerzenia diagraméw Dynkina, tzw. diagramy Euklidesa,
patrz tabela 4.4) w spektralnej teorii graféw znane sg pod nazwg graféw Smitha, patrz [19, Theorem 3.1.3].
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Zalézmy, ze A = (Ay = {1, ...,n},Aq) jest spéjnym grafem krawedziowo-dwudzielnym,
ktéry nie posiada petli ani wielokrotnych krawedzi oraz g, : Z" — Z jest funkcjonatem
kwadratowym stowarzyszonym z A (definicja A.8(c)).

Krok 1° Bigraf A jest spojny i stad (definicja A.1(e)) dla dowolnych u #+ w € A istnieje
Sciezka If} = xq...,x5 € (Ap)®, gdzie x := u oraz x, := w. Bez zmniejszenia ogélnosci
rozwazan mozemy zalozy¢, ze [f} jest najkrétsza Sciezka taczaca u oraz w. Definiujemy
rekurencyjnie wektor ¥ = 15 = [r;]1¢ic € Z"™:

0, jesliie I, Cy— 5 (5
1 jeslii=xy, o \ﬁ\ ; ;
Ti = 1y, jeslix;—x; € Ay, : \ = |
[ A
—1’]', ]eéh xi***x]' e Al‘ 1----- 4 6----- 8/L

Przykladowo, w bigrafie A" wierzcholki 3 oraz 7 polaczone sa Sciezka lg = (3,2,6,8,7)
a wektor r; € Z8 ma postaé r37, =[0,-1,1,0,0,-1,-1,1].

Poniewaz kazda Sciezka dtugosci s zawiera dokladnie s — 1 krawedzi, z definicji wektora
riy € Z" oraz réwnodci (1.28) otrzymujemy

qA(rw)_rl—l- +r +Zr r—Zr r—s+Z( -1) — Zl_l

i--- ri—r; == ri—r1;

Stad 1 € R} = Ro N {-1,0,1}* C R, C Z" jest pierwiastkiem funkcjonatu q,: Z" — Z.

Krok 2° Rozwazmy funkcjonat kwadratowy p: Z" — Z, zdefiniowany wzorem

_ 2 2
p(x) = p11X7 + -+ PupXy + Zpij X X
1<i<j<n

i zat6zmy, ze p(v) = 1 dla kazdego v € R} C R, C Z". Z poprzednich rozwazan wynika,
iz dla kazdej pary indekséw 1 < i < j < n istnieje wektor r = [rq, ..., 7,] € R} spelniajacy
it £ 0 (4. 7= = r]). Pokazemy w jaki sposéb wyznaczy¢ wartosci wspolczynmkow Pij-

(1) Poniewaz ey, ..., e, € R} (funkcjonat g, jest jednolity) oraz p(e;) = p;; - 12 =1, to
funkcjonal p jest jednolity, tj. p1; = poo = - =P = 1.

(2) Rozwazmy wszystkie pary indekséw 1 < i < j < n, dlaktorychistniejer € R} C Z"
spetniajacy 7;, rj #+ 0 oraz Zlgtgn [ril = 2 (tzn. |[suppr| = 2). Z réwnosci r; - = +1 oraz
1=p@) = rl.z + rjz + i it T otrzymujemy pij = —1i" 1}

(3) Aby wyznaczy¢ pozostale wspotezynniki p;; funkcjonatu p, rozwazmy kolejno
wszystkie pary indekséw 1 < i < j < n, dla ktérych istnieje r € R spelniajacy r;, r#0
oraz [suppr| = letgn Iril = k, dla ustalonego k = 3, ..., n. Mamy

L=p(r) =) 17 +) PisTi-Ts =Y +py-1i1,

tes t<seS

gdzie S = {t; r; = £1}, S| = k, gdzie y € Z jest wyznaczony przez obliczone poprzednio
wspotezynniki py, i stad pj; := (1 —y) - r; - ; (patrz przyklad 1.35).

Poniewaz wspéiczynniki dowolnego funkcjonatu kwadratowego p: Z" — Z spelnia-
jacego p(v) = 1 dla kazdego v € Ri C Ry € Z" wyznaczone s3 jednoznacznie przez
elementy zbioru R}, wnioskujemy, ze p = g,. ]
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Przyklad 1.35. Pokazemy teraz zastosowanie konstrukcji R4 — g4 w praktyce. Roz-
wazmy 30-elementowy zbiér pierwiastkéw R, C Z> postaci

Rp ={xe1, ey, T ez, T ey, *ées,
+(ey—ex), + (e —ex—e3), + (61 —ex —ez +ey), £ (e —ex —e5),
+ (ep +e3), + (ep +e3 —ey), + (ep +e5),
+ (e3 —ey), + (e3 —es5),

+ (€3 — €4 — 35)}.
Szukamy wsp6tezynnikéw p;; € Z funkcjonatu kwadratowego p: 7° - 7,

2 2

p() =p11-XT+pPn X3 +Ppas- X3 + Pag - X4 + P55 * X5 +
+ P12 - X1X2 + P13 - X1X3 + P14 - X1Xy + P15 - X1X5 +
+ P23 - X2X3 t P24 - XoXy4 + P25 - X2X5 +
+ P34 - X3Xy4 + P35 - X3X5 +
+ P45 - X4X5,

dla ktérych p(r) = 1 dla kazdego r € Ry C Z°.

Rozwazmy rownania p(r) = 1dlakolejnychr = [rq,7,,73,74,75] € Rl=(ve Rp; v; €
{-1,0,1}} C R, C Z>, posortowanych rosngco wzgledem |supp r| = [r1] + [ro] + 73] + [ryl +
[rs5l. Zauwazmy, ze p(—r) = p(=1-r) = (—1)2 -p(r) = p(r) istad wystarczy rozwazy¢ jeden
wektor z pary +r € R). Zaczynamy od wektoréw spetniajacych |supp r| = 1:

l=py)=p-1> = pn=1,
L=pler) =pn-12 = ppn=1,
T=ples) =ps3-1> = ps=1,
T=pleg) =pua-1> = pu=1,
1=ples) =pss-12 = pss=1.

Nastepnie rozwazmy wektory r € R} spetniajace |suppr| = 2:

T=pleg—e) =12+ (-1D)?> +ppp-1-(=1) = pp= 1,
T=plea+ey) =12+ 124 py-1-1 = p3=-—1,
1=pley+es) =12+ 12 + py5-1-1 = pos = —1,
1 =pleg—ey) = 12 + (-1)% + Paa-1-(=1) = p3y= 1,
T=plez—es) =12+ (-1)? + pas-1-(-1) = p3s= 1,
wektory r € Ri spelniajace |suppr| = 3:
1=pleg—ey—e3) =3+ (=1) +1-(=1)-pi3 + (-1) = p13=0,
1=pleg—ey—e5) =3+ (=1) +1-(=1)-p15 + (=1) = p15 =0,
T=ple,+es—eg) =34 (=1) +1-(=1)-pog + (=1 = pay =0,
1=pleg—es—e5) =3+ (-1) + D+ (=D (=1)-pss = ps5=0

oraz wektor r € R} spetniajacy |suppr| = 4:
l=pley—ey—es+e) =4+ (1) +0+(=1)-py4+(-1) + 0+ (=1) = p14 =0.

Podsumowuijac, funkcjonat kwadratowy p = g,: Z> — Z oraz bigraf A maja postaé

— _v5 2 . /
P=qa(x) =X +X1p — Xp3 — Xp5 + X34 + X35, Ar e e .-
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Zbiory pierwiastki odgrywaja duzg role w rozwazaniach przedstawionych w dyserta-
qji. Z jednej strony pojawiajg si¢ w rozwazaniach o charakterze teoretycznym (np. twier-
dzenie 3.17), z drugiej, stanowig wazny element przedstawionych algorytméw. Drugie
z zastosowan wyjasnia nastepujacy fakt.

Fakt 1.36. [52, Lemma 3.12] Niech A, A’ bedg m-elementowymi grafami krawedziowo-dwu-
dzielnymi, ktére nie majq petli. Jesli G4 = BY - G,/ - B, gdzie B € Gl(m; Z) (1. A jest silnie
Z-kongruentny z A'), to kolumny by, ..., b,, € Z"™ macierzy B = [bﬁ’, ..., bir] € M,,,(Z) sq pier-
wiastkami funkcjonatu kwadratowego g : Z™ — Z (A.11).

Dowéd. Na podstawie definicji funkcjonatéw kwadratowych g, g, : Z™ — Z (defini-
cja A.8(c)) oraz przyjetych zatozen, dla kazdego 1 < i < m prawdziwe sg réwnosci:

1= qA(ei) =€ - GA . e;r =€ - Btr . GA’ -B '3? = (ei . Btr) . GA’ . (ei . Bi‘?’)i‘r = qA/(el- . Btr),

ti.b; = ¢;- B € Rp = {v € Z"; qu(v) = 1} C Z™ jest pierwiastkiem funkcjonatu
kwadratowego g5 : Z™ — Z. ]

1.4. Zbiory czesciowo uporzadkowane

Gléwnym przedmiotem badan przedstawionych w rozprawie sa skoriczone zbiory
czeéciowo uporzadkowane w nastepujacym sensie.

Definicja 1.37. Skoriczonym zbiorem cze¢sciowo uporzgdkowanym (ang. partially ordered set)
nazywamy pare (I, <), gdzie I jest skoriczonym zbiorem, natomiast < C I x I relacjg czesciowego
porzgdku'* okreslong na zbiorze I.

W dalszej czeSci bedziemy pisaé I zamiast (I, <) i nazywacd zbior I porzgdkiem (ang. poset).
Zbiér | = (], <)) nazywamy podzbiorem (podporzgdkiem, podposetent) zbioru czesciowo
uporzadkowanego I = (I, <;) (oznaczenie | C I), jesli ] C I oraz dla dowolnych i,j € |
i <jjwtedy i tylko wtedy, gdy i <; j (innymi sfowy, <; jest ograniczeniem relacji <; do
zbioru | C I).

Fakt 1.38. Kazdy m-elementowy zbiér czeSciowo uporzgdkowany I = ({a4, ..., a,,}, <) jest
jednoznacznie wyznaczony przez:

(a) kotczan'® (digraf) Hasse H(I) = (H(I)o, H(I)1), ktory jest acyklicznym grafem skiero-
wanym, ze zbiorem wierzchotkéw H(I)y = {aq,...,a,,} oraz zbiorem krawedzi (strzatek)
zdefiniowanym nastgpujgco: strzatka a; — a; nalezy do H(I)y jesli a; < a; oraz nie ma takie-
go wierzchotka ay, ze a; < a; < a (patrz [106, Section 14.1]);

(b) macierz incydencji C; = [c;;] € M,,(Z), gdzie
|1, jeslia; < aj,
7o, jeslia; £ a;
(c) funkcjonat dwuliniowy b;: Z™ x Z™ — 7Z, zdefiniowany wzorem

by(x,y) := in.yi—t-in-yj = in'yj:x-cl-y”.

i€l i<j i<j

W dalszej czesci, dla zbioru I = {aq,...,a,,}, bedziemy stosowac utozsamienia 7!l =
Z™ oraz M[(Z) = M,,(Z).Przypomnijmy, ze Z' jest zbiorem funkcji v: I — Z, ktére
utozsamiamy z wektorami v = (¥)jer gdzie v = v(j).

4 Tnnymi stowy, < jest relacja zwrotna, przechodnia i antysymetryczng, patrz np. [83, str. 9].
15 Graf, ktérego krawedzie majg wyrézniony poczgtek oraz koniec, patrz [36], [28, str. 23] oraz definicja 4.67.
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Z kazdym zbiorem czeéciowo uporzagdkowanym I, jednoznacznie wyznaczonym przez
macierz incydencji C; € M(Z) (fakt 1.38(b)) stowarzyszamy [108, 119]:

* symetryczng macierz Grama

Gr:=3-(C/+Cf") € My(3Z) C Mi(Q), (1.39)

* funkcjonal kwadratowy (forme kwadratowg) q;: Z! — Z, zdefiniowang wzorem

gr(x) := by(x,x) = Zx%+in-xj = in-x]- =x-Cp-xt"=x-Gy-x".  (1.40)

i€l i<j i<j
¢ graf krawedziowo-dwudzielny (patrz definicja A.1)

Ap:i=4,, gdzie Gy, := G € MI( Z). (1.41)

qar’

Zbiér czedciowo uporzadkowany I nazywamy spéjnym, jesli graf krawedziowo-dwu-
dzielny A; jest sp6jny (réwnowaznie: kotczan Hasse H (I) jest spéjny©).

Przyklad 1.42. Rozwazmy piecioelementowy spéjny zbiér czeSciowo uporzadkowany

I={ab,cde}, {alcada<fec<ed<eb<db<e}),

wtedy:

a b ¢ 4 e a b« i e

1 1 1

/\ o€ 1011 1] 105%%‘,

. 0101 12 o101 1|,

I Ar: ge--—--- ) C= G,= 2 2
H: ae ee, At a” e HITlo 0101|010 L)
0001 1]. Ll o1 1},

be—] be--ed / A

0 00 0 1]c¢ R

bi(x,y) = Xa (Ya + Yo + Ya + Ye) +Xp (Yo + Ya + Ye) +Xe (Yo + Ye) +Xa (Ya + Ye) + Xeles
gr(x) = x2 + xg +x2 + xﬁ + X2+ XX+ XgXg + XX + XpXg + XpXe + XpXp + XX

Analogicznie jak w przypadku graféw i bigraféw (definicje 1.5 oraz A.2), definiujemy
izomorfizm zbioréw czeéciowo uporzadkowanych.

Definicja 1.43. Porzgdki I = ({ay,...,a,,}, <) oraz | = ({by,...,b,,}, <;) nazywamy izo-
morficznymi (ozn. I = ]), jesli istnieje taka bijekcja f: {aq, ..., a,,} — {by,...,b,,}, Ze dla dowolnych
a;,a; € I zachodzi a; <; a; < f(a;) ﬁjf(aj).

Fakt 1.44. Zatozmy, ze I = ({aq, ..., a,,}, <p) jest zbiorem czesciowo uporzgdkowanym.

(a) Jesli bijekcja o: {aq,...,a,,} — {bq, ..., by} definiuje izomorfizm miedzy porzqgdkami I oraz
J={by,..., m},<]) to macierze incydencji C; € M(Z) = M,,(Z) oraz C;eMy(Z) =
M.,,,(Z) sq Z-kongruentne, t] C; = BY - C; - By, gdzie By € Gl(m; Z). Ponadto By jest
macierzq permutacji o: {1,...,m} — {1 .,m}, gdzie o (i) = j wtedy i tylko wtedy, gdy
o(a;) = b]-.

(b) Istnieje, izomorficzny z 1, zbiér czgsciowo uporzgdkowany I=1,..,m}, <p), ktérego
macierz incydencji C; € M;(Z) jest gérnotréjkgtna.

Dowdd. (a) Zatézmy, ze porzadkil = ({ay, ..., a,,}, <) oraz | = ({by, ..., b,,}, X)), z kt6-

rymi stowarzyszone sg macierze incydencji C; = [cl]] € M;(Z) oraz C] =[c {j] eM ](Z) sq

izomorficzne, a izomorfizm definiuje bijekcja o: {a4, ..., a,,} = {b4,...,b,,}. Dla dowolnych
X =[x1,...,X,] € Z"orazy = [Y1, ..., Y] € Z™ prawdziwa jest rownos¢:

16 Digraf H nazywamy sp6jnym, jesli graf powstaly z H przez pominiecie orientacji krawedzi jest spéjny.



26 Zbiory czesciowo uporzadkowane

t
x-Cpoy” Zx Y Zx -y = ( x-BY)-Cp-(y-BY)" =x-(BY-Cp-By) -y,
b; <pb g o(a;) LXpo(ay)
gdzie B € Gl(m; Z) jest macierza powstala z macierzy identycznosciowej E € M, (Z)
przez o-permutacje kolumn. Stad dla 1 <7 < j < m mamy

c{j:ei'cj'e]’:ei (BT CI B—) (Btr CI )]

i w konsekwencji C; = BZ - C; - B5.

(b) Zauwazmy, ze kolczan Hasse (fakt 1.38(a)) H(I) = (H)o, H)1), gdzie H()y =
{ay,...,a,,}, jest acyklicznym grafem skierowanym. Wierzchotki kazdego takiego grafu
mozna posortowac topologicznie (patrz [121, Podrozdziat 15.2]), tj. istnieje taka bijek-
cgaoc: H(I)g — {1,...,m}, ze wierzchotki kotczanu c(H()) = (c(HI)g),c(HI)1)) =
({1,...,m},{o(a;) — 0o (a;); a;—a; € H(I)1}) sa posortowane topologicznie, tzn. o (a;) —
(a;) € o(H(ID)1) implikuje o (a;) < o (a;). Definiujemy porzqdekf = ({1,...,m},<Xy), gdzie
dla dowolnychi,j € {1,...,m} mamy i <; j wtedy i tylko wtedy, gdy o1 (i) <; c~1(j). Aby
zakonczy¢ dowodd, zauwazmy, ze H(I) = c(H(I)) i w konsekwencji macierz incydencji
C; € M;(Z) porzadku I, jest gérnotrojkatna. O

Uwaga 1.45. W Swietle faktu 1.44, bez zmniejszania ogolnosci rozwazan, w dalszej
czedci rozprawy bedziemy zaklada¢d, ze elementami kazdego m-elementowego zbioru
czeSciowo uporzadkowanego I sg kolejne liczby naturalne, a macierz C; € M;(Z) jest
gornotréjkatna.

Bedziemy postugiwac sie¢ nastepujaca definicja (patrz [107, 108, 119]).
Definicja 1.46. Niech I = (I, <) bedzie skoticzonym zbiorem czesciowo uporzgdkowanym.

(a) Macierzq Coxetera Cox; € M[(Z) nazywamy catkowitoliczbowg macierz kwadratowg
Cox; := —Cy- C;'" € M(Z), gdzie C['" := (Cl_l)tr = (Cfr)_l.
(b) Wielomianem Coxetera cox;(t) € Z[t] nazywamy wielomian charakterystyczny macie-
rzy Cox; € M (Z), tzn.

coxy(t) := det (t - E — Cox;) € Z[t].

(c) Spektrum Coxetera specc, := spec Cox; C C nazywamy multizbiér wszystkich m zespo-
lonych wartosci wtasnych macierzy Coxetera Cox; € M(Z) lub, rownowaznie, wszystkich
m rozwigzan zespolonych réwnania cox;(t) = 0.

(d) Transformacjg Coxetera nazywamy automorfizm ®;: Z! — Z! grupy wolnej Z! zdefi-
niowany wzorem
D;(v) :=v - Cox;.

(e) Zbiorem pierwiastkéw (z jedynki) R; C Z™ nazywamy zbiér
= {ve zl; q(v) =1y C ZI.

(f) Jgdrem porzqdku I nazywamy zbiér Ker q; := {v € Z™; q;(v) = 0} C Z™.

Uwaga 1.47. Poprawno$c¢ definicji macierzy Coxetera Cox; := —C; - C;"" € M,,,(Z)
stowarzyszonej ze skoficzonym m-elementowym zbiorem czeSciowo uporzadkowanym I
(definicja 1.46(a)) wynika z faktu 1.44: macierz incydencji C; € M, (Z) jest Z-kongruentna
z gérnotréjkatng macierzg C; € M, (%), gdzie kongruencje definiuje macierz permutagcji
B € Gl(m; Z). Stad otrzymujemy réwnosci detC; = det(B"- C; - B) = detB! - detCy -
detB =1-1-1 = 1. W konsekwengcji C; € Gl(m; Z) i macierze CI_1 € M, (Z) oraz
Cox; = —=C; - C;'" € M,,(Z) s dobrze zdefiniowane.
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Przyklad 1.48. Rozwazmy sze$cioelementowy spéjny zbidr czeSciowo uporzadkowany

I'=({1,2,3,4,56},{1<21<31<62<6,3<6,4<6;5<6),

wtedy:

(1 1100 1] 0001 1-1
Ze 15 2e o5 010001 0011 1-1
AN 001001 0101 1-1

I:/\ Ari e e C,= Cox;=
H): 1e 06, S 1e; ;%6 17l o 0010 1) I=l 11101/
\ NN 000011 1111041
3¢ o4 3¢ o4 [0 0000 1] 1111 14

funkcjonat q;: Z°® — Z zdefiniowany jest wzorem

qr(x) = X2 + X3 + x5 + %% 4+ x2 + 12 + 1% + x1x3 + (X + Xp + X3 + X4 + X5) Xg;

Kerg, ={ve Z%q(v)=0}=2-[0,-1,-1,-1,-1,2] C Z°;
qr qr

J
o coxy(t) = Lo+ -t -2 — 2 +t+1=
= t-D*t+ D> (P +t+1) € Z[t]; 2
1 3 . 1,43 .
* specc; = {—1,—1,1,1,—§—7~l,—§+7~1}. 1
—37 21

W przeciwieristwie do sytuacji, jaka ma miejsce w przypadku graféw krawedzio-
wo-dwudzielnych (przyktad 1.25), definicje wielomianu Coxetera cox;(t) € Z[t] oraz
spektrum Coxetera specc; C C porzadku I s3 niezmiennicze ze wzgledu na izomorfizm
zbioréw czesciowo uporzadkowanych.

Fakt 1.49. Jesli zbiory czgsciowo uporzgdkowane I = ({1,...,m}, Zp)oraz] = ({1,...,m}, <y)
sq izomorficzne, to cox;(t) = cox;(t) oraz specc; = specc), gdzie cox;(t) := det(t-E—Cox;) €
Z[t], Cox; := —C; - C;'" € M[(Z) oraz specc; := {A € C; det(A - E — Cox;) = 0} C C jest
mutizbiorem wszystkich wartosci wlasnych macierzy Cox; € M[(Z), patrz definicja 1.46.

Dowod. Z faktu 1.44(a) wynika, Ze istnieje macierz B € Gl(m; Z), spelniajaca réwnos¢
C; = B - C; - B. Stad otrzymujemy réownos¢

Coxj = —Cj- Cj'" = =(B" - C;-B) - (B - C;- B)™"" = B'" - Cox; - B™" (1.50)
i w konsekwencji
cox;(t) = det(t - E — Cox;) = det(t - E — B - Cox; - B™"") =
= det(B!"- (t - E — Cox;) - B™") = det(B!")- det(t - E — Cox;) - det(B~") = cox;(t),
a stad specc;, = specc;. O
Porzadki dodatnie i nieujemne

W rozprawie badamy zbiory cze$ciowo uporzadkowane I, ktére sa dodatnie lub nie-
ujemne, w sensie nastepujacej definicji (por. [119, Definition 2] oraz definicja 1.29).

Definicja 1.51. Zbior czesciowo uporzgdkowany I, |I| = m, nazywamy dodatnim (nieujem-
nym korangi crk; > 0), jesli symetryczna macierz Grama Gy = %(Cl +ChH e MI(%Z) C
M;(R) (1.39) jest dodatnio okreslona (dodatnio pétokreslona rzedu m — crkp).!”

7Réwnowaznie: funkcjonat g;: Z" — Z jest dodatni (nieujemny) a jadro Ker g, := {v € Z™; q,(v) = 0} C
Z' jest grupg trywialng (wolng rangi crk;), por. fakt A.20.
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Zauwazmy, ze definicja 1.51 nie zalezy od numeracji wierzchotkéw (wynika to z fak-
tu 1.44(a) oraz wlasnosci kongruencji, w szczegdlnosci, macierze kongruentne maja te
samga range, por [70, 0.4.6(b)]). Ponadto, porzadek I jest dodatni (nieujemny korangi r > 0)
wtedy i tylko wtedy, gdy bigraf A; [funkcjonat g;: Z! — Z] jest dodatni (nieujemny korangi
r 2 0) w sensie definicji 1.29, patrz fakt A.12.

Przyklad 1.52. Szescioelementowy zbiér czeSciowo uporzagdkowany I przedstawiony
w przykladzie 1.48 jest nieujemny (korangi 1) i nie jest dodatni, poniewaz

q(x) =x3 + %3 +x3 + x5 + X2 + X2 + XX + X1x3 + (X] +Xo + X3 + Xy + X5) X =

= (xl + %XZ + %x3 + %x6)2 + % (Xz — %X3 + %x6)2 + % (X3 + %x6)2 +

2 2
+ (X4 + %x6) + (X5 + %X6) .
Stad tatwo sprawdzi¢, ze q;(v) > 0 dla kazdegov € Z,aKerg; = {v € Z°; qr(v) =0} =
Z-10,-1,-1,-1,-1,2] C Z° jest grupa wolng rangi 1.

W rozprawie klasyfikujemy zbiory czeSciowo uporzadkowane z dokladnoscig do
dwoéch réwnowaznodéci: kwadratowej Z-rownowaznosci ~7 oraz dwuliniowej Z-row-
nowaznosci x .

Definicja 1.53. Niech I = ({1,...,m},<p), ] = ({1,...,m}, <) bedg zbiorami czgsciowo
uporzgdkowanymi, natomiast C;, C; € M, (Z) oraz G, Gy € Mm(%Z ) stowarzyszonymi z nimi
macierzami incydencji i Grama. Porzgdki I oraz | nazywamy:

(a) Z-rownowaznymi lub kwadratowo Z-réwnowaznymi (oznaczenie I ~z ]), jesli Gy ~z Gy,
tzn. istnieje taka macierz B € Gl(m; Z), ze G; = B'" - G;-B;

(b) dwuliniowo Z-réwnowaznymi (oznaczenie I =y ]), jesli C; ~z Cj, tzn. istnieje macierz
B € Gl(m; Z), taka ze C; = B - C; - B.

. . 2 .. B £ . N 2
Bedziemy uzywac notacji ,, L7 oraz %", aby wskaza¢ macierz definiujgcg réwno-
waznos$¢. Zauwazmy ponadto, ze ~ 7 oraz xy sg relacjami réwnowaznosci.

Uwaga 1.54. W przypadku porzadkéw I, ], ktérych macierz incydenciji jest gérnotrdj-
katna, kwadratowa (dwuliniowa) Z-réwnowazno$¢ jest tozsama ze stabg (silng) Z-kon-
gruencja Grama bigrafow A; oraz A; w sensie definicji A.3.

Nastepujace wlasnosci Z-réwnowaznosci odgrywaja bardzo istotng role w problema-
tyce klasyfikacji nieujemnych zbioréw cze$ciowo uporzadkowanych (por. [111]).

Fakt 1.55. Niech I oraz | bedg zbiorami czesciowo uporzgdkowanymi o m elementach.
(a) JesliI 2 2 ], to I £ J. Odwrotna implikacja nie musi byé prawdziwa (patrz przyklad 4.10).
(b) Jeslil ~z ], to IRl = IRyl.

(c) JesliI zBZ J, to Cox; = BI". Cox; - B, cox(t) = cox;(t) oraz specc; = specc;.

(d) Jesli 1 zBZ J, to kolumny by, ...,b,, € Z™ macierzy B = Gl(m; Z) spelniajg réwnosé
b; - Cy-bi" = (Cy),; = 1, tj. sq pierwiastkami funkcjonatu kwadratowego q;(v) = v-C;-v'.

(e) Jeslil ~y ], to I jest dodatni (nieujemny korangi r) wtedy i tylko wtedy, gdy | jest dodatni
(nieujemny korangi r).
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Dowdd. (a) Z zatozenia C; = B'"- C; - Bistad
Gy =3(C+Clr)y=1(B"-C;-B+B"-Cl'.B) = B"- G; - B.

(b) Macierz B € Gl(m; Z) C M,,,(Z) definiuje automorfizm hg: Z™ — Z™ grupy Z™,
gdzie hg(v) :=v- B Dla kazdegow € Ry ={v e Z™; q;(v) =1} C Z! mamy:

l=qw)=w-G-w"=w-(B"-G;-B) -w'" = (w-B")-G;- (w-B)" = g;(hg(w)),

patrz definicja (1.40). Stad prawdziwa jest rownos¢ R = [R/l.
(c) Poniewaz z zalozenia istnieje Z-odwracalna macierz B, taka ze C; = Btr. C] - B,

prawdziwe sa réwnosci
Cox; = B - Cox; - B™",

cox;(t) = cox;(t) oraz specc; = specc;, patrz dowdéd faktu 1.49.

(d) Poniewaz dla kazdego j = 1, ...,m zachodzi b]- =¢- B to
1= ql(ej) =e¢- Cr- e]tr =e- (Btr . C] . B) .e]tr — b]- . C] . b;r = q](b]-).

(e) Z zalozenia istnieje taka macierz nieosobliwa B € Gl(m; Z) C Gl(m; R), ze G| =
B”-G]-B. W szczeg6lnosci, macierz B~! € Gl(m; Z) C Gl(m; R) jest dobrze zdefiniowana.
Dla dowolnego wektora 0 # v € R” mamy:

v-Gy-o" >[2]0e0-B"-G;-B-v" >[2]0ew-G-w'" >[>]0,

gdzie w := v - B oraz v = w - B~"". Stad macierz G; € Mm(%Z) jest dodatnio okredlona
[potokreslona] wtedy i tylko wtedy, gdy macierz G; € M,,, (%Z) jest dodatnio okreslona
[pétokreslona]. Aby zakoriczy¢ dowdd, zauwazmy ze rz(B"- G; - B) = rz(B"- G)) = 1z G,
(poniewaz przemnozenie macierzy G; € Mm(%Z) przez macierz nieosobliwg zachowuje
rzad, patrz [70, 0.4.6(b)], [89, str. 137]). O

Kazdy zbiér cze¢sciowo uporzadkowany | = ({a4, ..., a,,}, X) jest dwuliniowo Z-réwno-
wazny z porzadkiem I = ({1, ..., m}, <), ktérego elementy uporzadkowano topologicznie,
patrz fakt 1.44(b). Macierz incydencji C; € M,,,(Z) porzadku I jest gérnoréjkatna i dlatego
I mozna utozsamiac z grafem krawedziowo-dwudzielnym A; oraz funkcjonatem kwadra-
towym q;: Z™ — Z, gdzie G; = G, = Gm = C; € M,,,(Z). Zauwazmy, ze dwuliniowa Z-
réwnowaznoé¢ implikuje kwadratowa Z-réwnowaznos¢ (fakt 1.55(a)) i stad, na podstawie
twierdzenia B.2, otrzymujemy nastepujaca spektralng klasyfikacje Coxetera porzadkow
dodatnich (por. twierdzenie 1.30).

Twierdzenie 1.56. Niech I bedzie spéjnym m-elementowym zbiorem czgsciowo uporzgdkowa-
nym. Nastepujgce warunki sq réwnowazne.

(a) Porzqgdek I jest dodatni.
(b) Zbior pierwiastkow R; = {v € Z™; q;(v) = 1} C Z™ (definicja 1.46(e)) jest skoriczony.

(c) Zbior Ry C Z™ jest zredukowanym, nieprzywiedlnym systemem pierwiastkéw w sensie
Bourbaki, typu Dyn, € {A,., Dy, E, E7, Es} (patrz definicje B.3, B.6, twierdzenie B.14
oraz definicja B.16).

(d) Graf krawedziowo-dwudzielny Ay (1.41) jest slabo Z-kongruentny (definicja A.3(a)) z jed-
nym z jednorodnych diagraméw Dynkina DI € {A,,, D,,, E¢, E;, Eg} (tabela B.17), t].
symetryczna macierz Grama G| € Mm(%Z) jest Z-kongruentna z symetryczng macierzg
Grama Gp; € M,,(3Z) bigrafu DI € {A,,, D,,, Eg, E7, Eg}.

(e) Istnieje automorfizm h: Z™ — Z™, taki ze q; o h = q,, gdzie A € {A,,, D,,, E¢, E;, Eg}.
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Dowéd. Poniewaz sp6jnosé kotczanu Hasse 7 (I) implikuje spéjnos¢ funkcjonatu kwa-
dratowego gq;: Z™ — Z (patrz definicja A.8), wystarczy zastosowac twierdzenie B.2 do
funkcjonatu g;: Z™ — Z. Szczegolty dowodu twierdzenia B.2 znajdujg sie w dodatku B. [

Innymi stowy, kazdy spéjny dodatni zbiér czedciowo uporzadkowany I jest wyzna-
czony jednoznacznie, z doktadnoscig do kwadratowej Z-réwnowaznosci, przez spek-
trum Coxetera specc;, = specc,, C C lub, rownowaznie, przez wielomian Coxetera
cox;(t) = coxp;(t) € Z[t] diagramu Dynkina DI € {A,,,D,,, E¢, E;, Eg}.

Fakt 1.57. [111, Proposition 2.3] Jesli A € {A,,, D,,, E¢, E;, Eg} jest jednorodnym dia-
gramem Dynkina (tabela B.17), to wielomian Coxetera cox,(t) € Z[t] nie zalezy od numeracji
wierzchotkéow diagramu A i ma postaé przedstawiong w tabeli 1.58.

TaBeELA 1.58. WieLoMiANY COXETERA JEDNORODNYCH DIAGRAMOW DYNKINA
COXAn<t>= I ol T I S | n>1; COXIEé(t) R < B |
coxp, ()= "+ "1+t 41 n>4; coxg (=t +t0—t - 4t+1

coxg () = B4t/ - -t -+t +1

Dowéd. Poniewaz kazdy z graféw A € {A,,, D, E¢, E;, Eg} przedstawionych w ta-
beli B.17 jest drzewem, jego wielomian Coxetera cox,(t) € Z[t] nie zalezy od numeracji
wierzcholkéw, patrz [111, Proposition 2.2]. Jawng posta¢ wielomianu cox, () € Z[t] moz-
na znalez¢ w [111, Proposition 2.3], patrz tez [84, 108]. O

Przyklad 1.48 sugeruje, ze spektrum Coxetera specc; C C nieujemnego zbioru czgscio-
wo uporzadkowanego I sktada si¢ z liczb zespolonych lezacych na okregu jednostkowym
Sl={zeC;z1=1} CC. Nastepujace znane twierdzenie potwierdza te obserwacje.

Twierdzenie 1.59. [7, 72, 111] Zatézmy, ze A € Gl(n; R) jest takg macierzg nieosobliwg,
Ze macierz symetryczna %(A + A'") jest dodatnio pélokreslona. Jesli Cox, := —A - A7 €
Gl(n; R) € M, (R), cox4(t) := det(t - E — Cox,) € R[] oraz specc, := specA = {A €
C; coxy, (M) =0} C C, to:

(a) specc, C Sl={zeC;z1=1}CC,

(b) 1 & specc, wtedy i tylko wtedy, gdy macierz l(A + A"y € M,,(R) jest dodatnio okreslona,
pecc, yiiy Y, 84y 2 J

(c) jesli coxy(t) € Z[t], to kazdy z € specc, C C jest zespolonym pierwiastkiem z jedynki.

Poniewaz macierz incydencji C; € M,,(Z) (niesymetryczna macierz Grama Gy €
M,,,(Z)) dowolnego nieujemnego porzadku I (grafu krawedziowo-dwudzielnego A) spet-
nia zalozenia twierdzenia 1.59, prawdziwy jest nastepujacy fakt.

Fakt 1.60. (a) [119, Proposition 5] Jesli I jest nieujemnym zbiorem czesciowo uporzgdkowa-
nym, to specc; C Sl={ze C;|z1 =1} C Coraz kazdy z € specc, C St cC C jest
zespolonym pierwiastkiem z jedynki. Ponadto 1 & specc; wtedy i tylko wtedy, gdy I jest
dodatni.

(b) [111, Lemma 2.1] Jesli A jest nieujemnym grafem krawedziowo-dwudzielnym, to kazdy
z € specc, C S' C C jest zespolonym pierwiastkiem z jedynki. Ponadto 1 & specc,,
wtedy i tylko wtedy, gdy A jest bigrafem dodatnim.
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Przyklad 1.61. Rozwazmy nastepujace trzy macierze nieosobliwe:

111001 111110 1112111
011001 011100 1yg311
_loo1001 _loo1000 1,113
Ar=loo0o0111| A=lo00100| A3_-i;_;ii3
000011 001110 i1lag 1
000001 011111 13173

2 4 4 4

Zauwazmy, ze:
* Ay = C,a; € Gl(6,Z) jest macierzg incydencji dodatniego zbioru czgSciowo upo-
rzagdkowanego 3 A (patrz tabela 3.18),

* Ay = Cg, € Gl(6, Z) jest macierzg incydendji nieujemnego porzadku korangi dwa,
tzw. garlandy G5 (patrz [54, Theorem 4.1(a)]),

» A; € Gl(6, Q) jest macierzq morsyfikacji (w sensie definicji A.6) porzadku'®dodat-
niego P4 (patrz tabela 3.20).

1 2 3 6 1z 3 1 3 5 6
t, 6—>0—>0—>0 . . e—>e—>e0—e
3A5: / Gs: > < Pie: °" " 7
- o el e s
6 5 4
Latwo pokaza¢, ze:
0000 1-1 -1 1-1-1 10 -1-1 0-1 1 1
1000 1-1 -1 1-1-1 2-1 100 0-10
0100 1-1 -1 1-1 0 1-1 0-1 0000
COXA = /COXA = ,COXA = ,
1 0010 0-1 2711 0-1 141 3 1 1-1-1 0 0
0011 0-1 -1 2-1-1 1-1 0 0-1-1 0 1
0010 1-1 0 1-1-1 1-1 000-100
oraz

coxg () =10+ P+ + B + 12 +1+1,
coxg, () =0 +25 — 4 — 4 — 242t +1 = (t+ DAt -1)?,
coxa, (£) =10 + 267 + 3t* + 43 + 312 + 2t + 1 = (¢t + D) (£2 + 1)?
i w konsekwengji:
ﬂ)—isin(

7'[), —Cos ( n)+isin (

),
=

—cos(%
speccAlz cos(%n)—ism( 71), cos( 7r)+isin(
—cos(%rf)—isin(

NI NN N =
N~—
~

1
7
2
7
7'(), —Cos (%n)ﬂ'sin(

NIW NN N =

specc, = {-1,-1,-1,-1, 1, 1},

specc, = {-1,-1,-i,-i, i, i}.

[ specc 5] speccy, A speccl43

Z faktu 1.60(b) wynika, ze spektrum Coxetera specc, C C jednorodnego diagramu
Dynkina A € {A,,, D, E¢, E;, Eg} (tabela 1.32) sklada sie z (zespolonych) pierwiastkéow
z jedynki. Wynik ten mozna udowodni¢ przy pomocy nastepujacych elementarnych argu-
mentéw podanych w [84].

Fakt1.62. JesliA € {A,,,m > 1, D,,,m > 4, E¢; E,; Eg} jest jednorodnym diagramem Dyn-
kina (tabela 1.32), to spektrum specc, € C sklada si¢ z zespolonych pierwiastkéw z jedynki.

'®Formalnie: bigrafu Ap, stowarzyszonego z porzadkiem P4, gdzie Gy, 1= Cp,,-
16
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Dowéd. [84, str. 545] Definiujemy wielomian v,, := 1+t + t2 + - + "1 € Z[¢]
stopnia n — 1. Zauwazmy, ze dla dowolnego n € {1,2,3,...} prawdziwa jest r6wnos¢
v, - (t —1) = t" — 1 a stad wszystkie pierwiastki wielomianu v,, € Z[¢t] s pierwiastkami
z jedynki. Ponadto:

coxg (B) =t"+ 1" 4o b 24 t+1 =0,
by -0 _
coxp, (B) = " + #7714t 41 =2 2m D
m Dm_l
Dy -03-0
coxg (1) =0+ P +t+1 =2 3 12
6 Uy - Vg
Dy -03-0
coxg () =t/ +t6— 4B 441 =23 18
7 Vg - Dg
Dy 03050
coxg, () =8+t -5 -t yt+1=223 5 30
U6 * V10 * V15

co dowodzi prawdziwosci tezy.

Przyklad 1.63. Rozwazmy diagramy Dynkina A, D¢ oraz Eg:

W N

A6:

oW

1 2 4 5 6 1 4 5 6 .1
oe—eo—0—0—0—0/ ]D6- ° oe—eoe—eo 7/ E6- o —

Niesymetryczne macierze Grama oraz macierze Coxetera tych diagraméw maja postac:

1-1 0000 1 0-1 000 1-1 0000
0 1-1 000 0 1-1 000 0 1-1 000
~ 0 01-100 ~ 0 01-100 ~ 0 01-1-10
GA = ’ GD = 4 GE =
6 0 00 1-10 6 0 00 1-10 6 0 00100
0 00O01-1 0 000 1-1 0 000 1-1
|0 000 0 1] [0 0000 1] [0 00001
[ 01000 0] [ 01100 0] [ 0010000
001000 101000 001000
000100 000100 111110
Cox, = Coxp = Coxp = .
As 000010/ Ds 000010J Es7]l1-1-11 00
000O0O01 000001 000001
| -1-1-1-1-1-1] [-1-1-1-1-1-1] [-1-1-1 0-1-1
Stad tatwo wykazag, ze
6 5 4 3 2 -1
COXAé(t):t—Ft +t5+t7+t +t+1:U7 :t_—l,
2 10
[P t=-1@v-1)
coxp (1) =t0 + 5 +t+1 =210 = ,
6 05 t-—1)#5-1)
2 3 12
Uy 030 -1 -1t <-1)
coxg (1) =t0+15 -3 +t+1 =2 3 12 _ X -
6 0y - Vg t-D@E*-1D*-1)
i w konsekwencji:
specc —cos(%n) zsin(%n),cos(%n)ﬂ'sm(%n),—cos(%n)—ism(%n),
A6 —cos(%n)ﬂ'sm(%n),cos(%n)—isin(%n),—cos(%n)ﬂ'sin(%n) ’
1 V5 V5.5 1 V5 .|V5.5
specc,, = “L-z-7N\-stsra s \sTs
D - 7
pece, = | 1R 1k
Ee —%ﬁ—%i,—%+@i,—%\/§+%i

[ speccy 5] speccp, A specc




Rozdzial 2

Podstawowe algorytmy

Bardzo wazng role w spektralnej klasyfikacji Coxetera skoriczonych zbioréw czedciowo
uporzadkowanych odgrywajg obliczenia symboliczne i numeryczne. Z jednej strony po-
zwalajg na testowanie i weryfikowanie hipotez, z drugiej: stanowig podstawe wielu dowo-
déw klasyfikacyjnych. W niniejszym rozdziale rozprawy dyskutujemy niektére problemy
zwigzane z konstrukcjg algorytméw oraz prezentujemy podstawowe algorytmy uzywane
w rozprawie. Szczegétowo omawiamy trzy zagadnienia: problem weryfikacji dodatniej
okreslonosci i pétokreslonosci symetrycznej macierzy kwadratowej A € M, (Z) C M,,,(R)
oraz problem obliczania zbioru pierwiastkow Rq = {v e Z" q) =1} C Z", gdzie
q: Z™ — Z jest dodatnim jednolitym funkcjonatem kwadratowym (definicja A.8).

Pierwsze dwa z tych zagadnierr zwigzane sg z obliczeniami numerycznymi (jedno
z mozliwych rozwigzan polega na obliczeniu warto$ci wlasnych macierzy i weryfikacji
czy sg dodatnie/nieujemne, patrz [89]). Trzecie natomiast, to w istocie problem rozwia-
zania jednorodnego réwnania diofantycznego, czyli problematyka tradycyjnie zwigzana
z obliczeniami symbolicznymi (por. [21]).

Rozdziat zaczniemy od przegladu ogélnodostepnego oprogramowania umozliwiajg-
cego rozwigzanie omawianych probleméw. Nastepnie omawiamy algorytmy uzywane
w rozprawie (szczegdlng uwage zwracamy na stabilno$¢ numeryczng oraz ztozonoé¢ obli-
czeniowq). W ostatniej czeéci rozdziatlu przedstawiamy poréwnanie czasu wykonywania
naszych implementacji z istniejagcymi rozwigzaniami oméwionymi na poczatku rozdziatu.

2.1. Narzedzia obliczeniowe

Badania, ktérych wyniki zawarte sa w dysertacji, mieszcza sie¢ w ramach Scientific Com-
puting: interdyscyplinarnej dziedziny badan naukowych, w ktérej bada sie mozliwosci
rozwigzania ztozonych probleméw teoretycznych przy pomocy wynikéw obliczeniowych.
Dlatego niezwykle istotnym dla nas zagadnieniem jest wybor optymalnych narzedzi do prze-
prowadzania eksperymentéw obliczeniowych. Przez optymalne rozumiemy tu narzedzia
zapewniajace nie tylko wydajnos¢ obliczen, ale przede wszystkim ich poprawnosé. Celem
niniejszego podrozdziatu jest uzasadnienie koniecznosci implementacji autorskich algo-
rytméw. Pokazemy, Ze istniejace narzedzia, ktére moglyby by¢ uzyteczne w spektralnej
analizie Coxetera skoficzonych porzadkéw, nie spetniajg naszego kryterium optymalnosci.

Gléwnym przedmiotem rozwazan przedstawionych w rozprawie jest analiza skon-
czonych m-elementowych zbioréw cze$ciowo uporzadkowanych I, ktérych symetryczna
macierz Grama G; = %(Cl + Cf’) S MI(%Z) C R (1.39) jest dodatnio okreslona lub
potokreslona. Porzadki te klasyfikujemy z doktadnos$cig do dwuliniowej Z-réwnowazno-
Sci =y zdefiniowanej przez Z-odwracalng macierz B € Gl(m; Z), patrz definicja 1.53(b).
Poniewaz kolumny takich macierzy naleza do zbioru R; = {v € Z"; q;,(v) = 1} C Z™
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pierwiastkéw funkcjonatu kwadratowego g;: Z™ — Z (1.40) wyznaczonego przez porza-
dek I (fakt 1.55(d)), algorytmy stuzace do jej wyznaczania konstruujemy przy zalozeniu
znajomosci zbioru pierwiastkow.

W tym podrozdziale omawiamy zagadnienie wyboru narzedzi obliczeniowych, ktére
umozliwiaja efektywng weryfikacje okreslonosci symetrycznych macierzy postaci (1.39)
oraz wyznaczanie zbioru pierwiastkéw R; C Z™ (definicja 1.46(e)) rozwazanych zbio-
réow czesciowo uporzgdkowanych. Niniejszy podrozdziat poswiecony jest przegladowi
oprogramowania oraz narzedzi algorytmicznych umozliwiajgcych rozwigzanie tych pro-
blemdw.

Aby sprawdzi¢ okreslonos¢ symetrycznej macierzy A € M,,(R) o wspétczynnikach
rzeczywistych mozna postuzy¢ si¢ m.in. nastepujacymi metodami numerycznymi:

¢ obliczy¢ rozktad Choleskiego, ktory istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy macierz jest
dodatnio okreslona (patrz np. [63, str. 63]);

* obliczy¢ warto$ci wlasne macierzy A (np. przy pomocy algorytmu QR, patrz [63,
str. 110]). Macierz jest dodatnio okre$lona (pétokreslona) wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie jej wartosci wlasne sa dodatnie (nieujemne), patrz [70, Theorem 7.2.1].

Niestety, obie wymienione metody moga podac btedny wynik z powodu niedoktadnosci
arytmetyki zmiennoprzecinkowej, co zilustrujemy na nastepujacym przyktadzie.

Przyklad 2.1. Rozwazmy symetryczng macierz Hilberta H,, = [h;;] € M,,(Q), gdzie
L_ ktéra jest dodatnio okreslona dla kazdego n > 1 (patrz [70, Problem 7.5.P22]).

i = -1’
Na potr]zeby obliczert uzywamy biblioteki LAPACK [3], kt6éra zawiera standardowe imple-
mentacje wielu algorytméw numerycznych i jest uzywana zaréwno w oprogramowaniu
open-source, jak i komercyjnym.! Obliczenia wykonujemy z uzyciem arytmetyki podwdéj-
nej precyzji (typ double wielkosSci 64 bitéw, tj. binary64 wg standardu IEEE 754):

e dla n = 13 obliczenie rozkladu Choleskiego przy pomocy funkcji DPOTRF koriczy sie
bledem;

¢ dla n = 14 najmniejsza warto$¢ wlasna obliczona przy pomocy funkcji DSYEV to
~ —1,4601-10"17 (w rzeczywistosci jest rowna = 9,877-10~20).

Zauwazmy, ze bledne wyniki obliczeniowe przedstawione w przykladzie 2.1 s3 kon-
sekwencja nieprecyzyjnej arytmetyki maszynowej [63, str. 79] i nie majg zwigzku z kon-
kretng implementacjg algorytmu (zwiekszenie doktadnosci obliczers zmiennoprzecin-
kowych pozwala na uzyskanie prawidtowego wyniku, por. http: //reference.wolfram.
com/language/ref/CholeskyDecomposition.html).

Poniewaz wyniki obliczeniowe stanowig istotny element dowodéw wielu twierdzen
prezentowanych w rozprawie, bledy zwigzane z arytmetykq zmiennoprzecinkowg wyklu-
czajg uzycie algorytméw numerycznych. Naturalnym rozwigzaniem probleméw wynika-
jacych z arytmetyki maszynowej jest uzycie systeméw algebry komputerowej.

Uwaga 2.2. Przez system algebry komputerowej (ang. computer algebra system, w skrécie:
CAS) rozumiemy? oprogramowanie, ktére umozliwia:

(a) obliczenia z uzyciem abstrakcyjnych obiektéw matematycznych (w tym wielomianéw
wielu zmiennych),

(b) obliczenia z dowolng precyzja (ograniczone wielko$cig pamieci operacyjnej kompu-
tera, a nie architektura sprzetows).

!Np. w Maple, patrz https: //www.maplesoft.com/products/maple/features/LinearAlgebra.aspx.
2Por. https: //www.encyclopediaofmath.org/index.php/Computer_algebra_package.
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Do najpopularniejszych, a zarazem najbardziej rozbudowanych systeméw algebry
komputerowej naleza:

* Maple firmy Waterloo Maple Inc. (nazwa handlowa: Maplesoft), program komercyjny,
rozwijany od 1982 roku, https: //www.maplesoft.com/products/maple/;

¢ Wolfram Mathematica firmy Wolfram Research, Inc., program komercyjny, rozwijany
od 1988 roku, https: //www.wolfram.com/mathematica/;

¢ SageMath, program open-source dostepny na licencji GNU GPLv3, rozwijany od
2005 roku, https: //www.sagemath.org/.

W3réd rozwazanych systeméw algebry komputerowej uwzgledniony zostat tylko jeden
projekt open-source (SageMath), poniewaz pod jednym interfejsem zawiera on wiele
programoéw typu CAS, w tym:

* Maxima (http://maxima.sourceforge.net/) — oparty na kodzie Zrédlowym pro-
gramu Macsyma, jednego z najstarszych systeméw CAS (rozwijanego od 1968 r.),

* GAP (http://www.gap-system.org/) — narzedzie szczegdlnie przydatne w bada-
niach dotyczacych teorii grup (rozwijane od 1986 r.),

¢ GiNaC (https://ginac.de/) —biblioteka (napisana w jezyku C++) umozliwiajaca
wykonywanie obliczeri symbolicznych (rozwijana od 1997 r.),

e SymPy (http://www.sympy.org/) — biblioteka, ktéra rozszerza jezyk Python o funk-
cjonalnosci dostarczane przez systemy typu CAS (rozwijana od 2007 r.).

Nastepujaca tabela przedstawia zestawienie mozliwosci rozwigzania trzech rozwaza-
nych w tym rozdziale probleméw przy pomocy trzech programéw typu CAS, do ktérych
mielismy dostep.

dodatnio$¢ nieujemno$¢  pierwiastki
Maple 2015

Mathematica 10.2.0

SageMath 8.0

Podsumowujac, jedynie Mathematica zapewnia Srodowisko pracy umozliwiajace roz-
wigzanie trzech rozwazanych probleméw bez potrzeby implementacji zadnych dodatko-
wych algorytméw. Z drugiej strony, dwa istotne problemy wykluczajg uzycie systemu
Mathematica na potrzeby obliczen, ktérych rezultaty przedstawione sa w rozprawie.

1. Nie ma mozliwosci sprawdzenia jakich algorytméw uzyli twércy programu Mathe-
matica ani analizy ich implementacji.®> Stad poprawnoé¢ dowodéw, ktérych elemen-
tem bylyby wyniki obliczeri, mozna w takim wypadku sprawdzi¢ tylko ,,z doktad-
noscig do poprawnego dziatania systemu Mathematica”, bez mozliwoéci bardziej
wnikliwej weryfikagji.

*Wedlug oficjalnej dokumentagji ,,zazwyczaj nie jest to problem”, patrz http://reference.wolfram.
com/language/tutorial/WhyYouDoNotUsuallyNeedToKnowAboutInternals.html.
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2. Szybkosc obliczer uniemozliwia efektywng analize duzych zbioréw danych. Przykta-
dowo: obliczenie zbioru pierwiastkéw funkcjonatu qp Z° - Z zajmuije ok. 175
minut*. Co wiecej, wyniki empiryczne sugeruja, ze Mathematica uzywa do obliczer
algorytmu wyktadniczego, por. uwaga 2.29(b). Jest to istotny problem, poniewaz
obliczanie zbioru pierwiastkow wielu porzadkéw I (ztozonych z |I| < 14 elemen-
tow) jest niezbednym elementem przedstawianych w dysertacji dowodéw (patrz np.
twierdzenia 3.17 oraz 4.24).

Przeprowadzona analiza istniejacych rozwigzan trzech podstawowych probleméw
algorytmicznych rozwazanych w niniejszym rozdziale wyklucza ich uzycie na potrzeby
obliczeni, ktérych wyniki prezentowane sg w dysertacji. Co za tym idzie, wykazuje ko-
nieczno$¢ autorskich implementacji optymalnych (z punktu widzenia naszych zastosowar)
algorytmoéw rozwigzujacych te problemy. Takie implementacje omawiamy w dalszej czesci
rozdziatu oraz podrozdziatach 3.6, 3.7, 4.2 oraz 5.3 .

2.2. Algorytmiczna weryfikacja okreslonosci macierzy

Niniejszy podrozdzial poswiecony jest przedstawieniu i analizie algorytméw, ktérych
implementacji uzywamy w rozprawie do weryfikacji dodatniosci (nieujemnosci) m-ele-
mentowych zbioréw czeéciowo uporzadkowanych.

Uwaga 2.3. Wymierna macierz Grama G; := %(C1+C§r) € Mm(%Z) (1.39) jest dodatnio
okreslona (dodatnio pétokreslona rzedu r) wtedy i tylko wtedy, gdy catkowitoliczbowa
podwojona macierz Grama Gy = 2-G; = C;+ Cl" € M,,,(Z) jest dodatnio okreslona (dodatnio
polokreslona rzedu r). Dlatego, bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazan, bedziemy zakladag,
Ze rozwazane macierze symetryczne zlozone sa z liczb catkowitych.

Przedstawimy dwa kryteria, ktére umozliwiajg weryfikacje dodatniej okreslonosci
(potokreslonosci) symetrycznej macierzy catkowitoliczbowej przy pomocy arytmetyki
catkowitoliczbowej i w zwigzku z tym pozwalajg unikng¢ probleméw zwigzanych z przy-
blizong arytmetyka liczb zmiennoprzecinkowych. Pierwsze z nich, znane jako Kryterium
Sylvestera, zawarte jest w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 2.4. Niech A € M,,,(R) bedzie symetryczng macierzq kwadratowg, o wspét-
czynnikach rzeczywistych.

(a) Macierz A = [a;;] € M,,,(R) jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jej
i ] Y1ty Y, 84y ye
wiodgcy minor gtéwny, tj. wyznacznik macierzy A C A, gdziei € {1, ..., m} oraz

ayy: s a1

AD=| D e My(2),

jest dodatni.

(b) Macierz A € M,,,(R) jest dodatnio pélokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jej minor
gléwny, tj. wyznacznik macierzy A~1s) C A, gdzie s € {1, ..., m} oraz

Aigiy Aigip * ° ° Aigig

. . Aigiqg Aigiy * ° ° Aiyi
Athe) 1= | " " [ g (2

aisil Hisiz e aisis

dla dowolnych 1 < iy < iy < ... < iy < m, jest nieujemny.

“Na komputerze z procesorem Intel Xeon X5650 taktowanym zegarem 2,67 GHz.
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Dowdd twierdzenia 2.4 mozna znalezé w [91, Twierdzenie 7, str. 349] (podpunkt (a)) oraz
[89, Podrozdziat 7.6, str. 558-567] (podpunkty (a) oraz (b)).

Nastepujacy przyktad pokazuje, jak weryfikuje sie dodatnioé¢ oraz nieujemno$c¢ skon-
czonych zbioréw czedciowo uporzadkowanych przy pomocy kryterium Sylvestera.

Przyklad 2.5. Rozwazmy dwa zbiory cze$ciowo uporzadkowane:

2e 211 1 lo— >e4 2011
PN 1201 N 0211

I /\ C, = oraz : Cr; =
H()l‘ /.4, I 10 2 1 H(]) ’ ] 1120/
se 1112 se Ne3 110 2

gdzie C; := C; + C' € My(Z) oraz Cj := C; + C]" € My(Z). Poniewaz wyznaczniki

macierzy (/f;l), e q4) sg dodatnie, porzadek I jest dodatni (a stagd nieujemny):
2111
21 21 1201
det[2]=2>0, det[1 2]:3>O, det 1 (2) (2) =4>0, det L0921 =4>0.
1112

Porzadek ] nie jest dodatni, poniewaz det 6}1'2'3'4) =detC 7 = 0, ale jest nieujemny, gdyz:

o detCj” =det[2] =2 >0, gdziea € {1,2,3,4},

. deté}“’b) = det[é 2] =4 >0, gdzie (a,b) € {(1,2), (3,4)},
o detCl"" = det [f ;] =3 >0, gdzie (1,b) € {(1,3), (1,4), (2,3), (2,4)},
N [2 0 1]
o detCj""” =det| 0 2 1|=4>0,gdze (abc) € {(1,2,3),(1,2,4)},
112
N [2 1 1
o detCi""” =det|1 2 0| =43>0,gdze (a,b) € {(abec) € {(1,3,4),234)}),
1 0 2
2 011
o detCj"") =det| ! * | | =030, gdzie (a,b,c,d) = (1,2,3,4).
110 2

Uwaga 2.6. Implementacja kryterium Sylvestera (twierdzenie 2.4) nie wymaga uzycia
arytmetyki zmiennoprzecinkowej.

(a) Dodatnia okreslono$¢: implementacje kryterium mozna oprze¢ na algorytmie Ba-
reissa (patrz [6]). Jest to catkowitoliczbowy wariant eliminacji Gaussa, w ktérym
obliczane sg wiodace minory gléwne macierzy. W ten sposéb otrzymujemy algo-
rytm, ktéry w pesymistycznym wypadku wykonuje O(m3) operacji w pierécieniu Z.

(b) Dodatnia pétokreslonoéé: implementacja kryterium opisanego w twierdzeniu 2.4(b)
w pesymistyczny przypadku wymaga obliczenia 2" — 1 minoréw, co prowadzi do
algorytmu o zloZzono$ci co najmniej wyktadniczej.
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(c) Wyktadnicza ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu weryfikujacego dodatnia pétokre-
§lonos$¢ macierzy kwadratowej opisanego w twierdzeniu 2.4(b), wyklucza uzycie go
do efektywnej pracy z duzymi zbiorami danych. Przyktadowo, istnieje doktadnie
1303 143 553 205 spoéjnych nieizomorficznych 14-elementowych zbioréw czesciowo
uporzadkowanych (patrz [18]). Aby sprawdzi¢, przy pomocy kryterium opisanego
w twierdzeniu 2.4(b), ktore sposréd nich sa nieujemne w sensie definicji 1.51, nalezy
obliczy¢ 1303143553205 - (21* — 1) = 21349400 832157 515 minor6w.

Kryterium pozwalajace na weryfikacje dodatniej pétokreslonosci symetrycznych ma-
cierzy kwadratowych w czasie wielomianowym opisujemy w twierdzeniu 2.10 (uwa-
ga 2.6(c) uzasadnia, czemu w tym celu nie rozwazamy praktycznej implementacji twier-
dzenia 2.4(b)).

Kryterium Sylvestera (twierdzenie 2.4(a)) jest podstawa nastepujacego algorytmu
o wielomianowej zfozonosci obliczeniowej (w pesymistycznym przypadku).

Algorytm 2.7. Macierz symetryczna A = [aij] e M, (Z).
Wartos¢ logiczna: Prawda jesli macierz A jest dodatnio okreélona lub Falsz,
w przeciwnym wypadku.

Inicjalizujemy zmienng B = [b;] := A € M,,(Z).
Jedli n = 1, zwracamy wynik poréwnania by; > 0.
Jesli b1 <01lub (bqq - by — by - byp) <0 koriczymy dziatanie z wynikiem Falsz.

Dla (i,j) € {2,...,n}*:
obliczamy b;; := byq - bjj — bjy - by;.
Dla kazdego 2 < k < n:
dla (i,j) € (k+1,...,nm}%
obliczamy by := (by - by — by - by ) /bx_1x—1;
jesli by 1x+1 < 0 koriczymy dziatanie z wynikiem Falsz.
m Koriczymy dziatanie z wynikiem Prawda.

Uwaga 2.8. (a) Poprawno$¢ algorytmu 2.7 wynika z twierdzenia 2.4(a) oraz algorytmu
Bareissa, poniewaz na przekatnej macierzy B € M,,(Z), obliczane sa kolejne wiodace
minory gtéwne macierzy A € M,,(Z), patrz [6]. Co wiecej, w kroku 5.1.1° algorytmu

mamy gwarancje, ze
(bik - byj — by by; ) mod by_qje_1 =0

i stad algorytm mozna zaimplementowac przy pomocy arytmetyki catkowitoliczbowe;.

(b) W pesymistycznym przypadku (dla dodatnio okre$lonej macierzy A € M,,(Z),
gdzie n > 2) algorytm 2.7 wykonu]e 1y (n —1) (2n — 1) mnozen oraz én n—1)2n-1)
odejmowan i dzielerr. Poniewaz mnozenie oraz dzielenie sg bardziej czasochtonnymi
operacjami (w stosunku do dodawania oraz odejmowania), ztozono$¢ algorytmu mozemy
okresli¢ jako n® — % (512 — 5n + 2) = O(n®). Zauwazmy, ze algorytm wykonuje mniej niz
n® operadji: przyktadowo, liczba mnozer i dzieler dla n = 10 wynosi 774 = 0,774 - n3,
natomiast dla 7 = 15 jest réwna 2849 ~ 0,844 - n5.

Przyklad 2.9. Rozwazmy zbiory czesciowo uporzadkowane I oraz | przedstawione
w przykladzie 2.5. Aby zweryfikowac dodatnios¢ porzadkow I, ] mozemy sprawd21c przy
pomocy algorytmu 2.7, czy macierze CI = C1+C” € M4 (Z) oraz C] = C]+C e My, (Z)
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sa dodatnio okreslone. Algorytm 2.7 sprowadza symetryczne macierze C;, C, 7 € My(Z) do
postaci gérnotréjkatnej, gdzie na przekatnej znajduja sie kolejne wiodgce minory gtéwne.

] [ > [ 2 [ 2

CII

[REN

1 11
3 - 3-1
4

= =N
— O N -
=N O =
N R = =
SR I8
»—lQ)»I—I»—\
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QW == =
N [
BN =R =

o~

C]:

N
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»J>»II>I\J>—I

N
=N =

ko~

T |
HHDH
== N o
N © = =
NN ] o
= W N =
W=k N =

L L

O N = =

Stad, w Swietle twierdzenia 2.4(a), porzadek I jest dodatni, natomiast porzadek | nie jest
dodatni (poniewaz det C; = 0, por. przyktad 2.5).

Pokazemy teraz, ze dodatnia pétokredlonosé oraz rzad symetrycznej macierzy kwa-
dratowej A € M,,(Z) wyznaczone s3 jednoznacznie przez spektrum spec, = {v €
Z™; det(v - E — A) = 0} C R stowarzyszone z ta macierza (por. [70, Corollary 7.2.4]). Fakt
ten wykorzystujemy w algorytmie 2.13, ktéry pozwala na weryfikacje dodatniej pétokreslo-
nosci catkowitoliczbowych macierzy kwadratowych w czasie co najwyzej wielomianowym.

Twierdzenie 2.10. Symetryczna macierz A € M,,,(Z) jest dodatnio pétokreslona rzedu m —r
wtedy i tylko wtedy, gdy wspdlczynniki wielomianu charakterystycznego

Fu(ty =det(t-E—A) =fo+f1-t+fo-t2+ - +f, - t" € Z[H], (2.11)
spetniajg warunki: f; = 0dlai < rorazf; - fi,1 <Odlar <i<m.

Dowod. Teza wynika z nastepujacych obserwagji:

* spektrum spec, = {v € Z"; F4(v) = 0} C C symetrycznej macierzy A € M,,(Z) C
M, (R) jest rzeczywiste (patrz [70, Theorem 4.1.3]) i stad wszystkie pierwiastki
A1, ..., Ay, wielomianu charakterystycznego F 4 (t) € Z[t] C R[t] sg rzeczywiste;

* (reguta znakow Kartezjusza [91, str. 232]) liczba rzeczywistych pierwiastkéw dodat-
nich wielomianu F(t) = fy + f1t + - + f,,t"" € R[t], ktéry posiada same pierwiastki
rzeczywiste, jest réowna liczbie zmian znakéw w ciggu wspotczynnikéw (fo, f1, ..., f);

* macierz A € M, (Z) jest dodatnio okre$lona (pétokreslona) wtedy i tylko wtedy, gdy
A >0,...,A,>00A; 20,...,4,, > 0), patrz [89, str. 559,566], [70, Theorem 7.2.1];

* rzad macierzy A € M,;,(Z) jest réwny liczbie niezerowych pierwiastkéw wielomianu
F,(t) € Z[t], patrz [91, Twierdzenie 10, str. 362]. O

Twierdzenie 2.10 opisuje kryterium dodatniej pétokreslonosci kwadratowej catkowito-
liczbowej macierzy symetrycznej i prowadzi do wielomianowego algorytmu 2.13, ktéry
mozna zaimplementowac przy uzyciu operacji wykonywanych w pierécieniu liczb catko-
witych Z. Algorytm ten jest nieco wolniejszy od algorytmu 2.7 w przypadku weryfikacji
dodatniej okreslonosci (O(n*) vs. O(n3)), ale w przypadku bardziej ogélnego problemu
weryfikacji dodatniej p6tokreslonosci jest zdecydowania szybszy niz kryterium Sylvestera
(ztozonos¢ wielomianowa vs. wyktadnicza).

Przyklad 2.12. Rozwazmy dwa zbiory czesciowo uporzadkowane:

1 4 5 20111
le—>e4 2011 o——e——e 02111
~ 0211 =
H(): , Cr= 112OorazH(]): , Ci=111200]|
2 N 1102 A o2t
y *3 5 3 11012
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gdzie C; := C; + C oraz C 7i=Cr+ C}r. Porzadek I jest nieujemny korangi 1, natomiast
porzadek | nie jest nieujemny, poniewaz:
Fe =det(t-E—Cp) = t* — 8% + 20> — 16t,
Fe =det(t-E—Cp) =5 — 1064 + 337 — 426> 1 14t + 4.
Aby w czasie wielomianowym obliczy¢ wspoétczynniki f; € Z wielomianu charaktery-

stycznego Fa(t) = fo +f1 -t +fo - t2 + = + f,, - " € Z[t] macierzy A € M,,(Z) uzywamy
algorytmu Faddeeva-Leverriera, ktéry opiera si¢ na nastepujacej réwnosci:

—t A
fk::%“‘)ez, dlal<k<noraz Ap;1:=A-(Ap+fi-E) dlal <k <n,

gdzie fy := 1 oraz A, := A, patrz [67].
Algorytm 2.13. Macierz symetryczna A = [a;] € M,,(Z).
Liczba catkowita: n — rz A lub —1, jesli macierz nie jest dodatnio pétokreslona.

Deklarujemy zmienne: C = [cij],D = [di]-] € M,,(Z); x,y,ilosc_zer € Z.
Ustawiamy C := A, ilosc_zer := 0.

A~ R
= =
] ]
~ R
S &2
g C
5 g
m E
8 E
3 ~<
o=
o
o o
ST
=
0
N
E
=
<
Il
<
|
o
e |
(y)eoen —=

Jesli y > 0 koticzymy z wynikiem —1.
Jesli y = 0 obliczamy ilosc_zer := ilosc_zer + 1.
Dlal<k < n:

l dlai € {1,...,n} wykonujemy c;; :=c;; + y; 3 ’5
} dla (i,)) € {1, ..., % IE
i ustawiamy d;; := 0; 3 g
. dlas € {1,...,n} obliczamy dy i=dy + s ]°
- (®eox73) ustawiamyx:=0; ) -
3 dlai € {1,...,n} obliczamy x := x —d;;; i 7i|
- ®eox7S) obliczamyxe=x/G+ Ji2
jesli x = 0, wykonujemy ilosc_zer := ilosc_zer + 1; mzv

N

jeslix #0 A (x-y > 0V ilosc_zer > 0) koficzymy z wynikiem —1;
ustawiamy y := x oraz C := D.
Koriczymy dziatanie z wynikiem ilosc_zer.

Uwaga 2.14. (a) Zlozonoé¢ obliczeniowa algorytmu 2.13 to O(n#), poniewaz w pesy-
mistycznym przypadku wykonywanych jest n* — 3 +2 -1 — 2 operacji mnozenia i dzielenia.

(b) Wielomian charakterystyczny symetrycznej macierzy catkowitoliczbowej mozna
policzyé przy pomocy O(n®) operacji w pierécieniu Z przy pomocy metody przedstawionej
w pracy [1]. Algorytm Faddeeva-Leverriera zostat wybrany jako podstawa algorytmu 2.13
ze wzgledu na prostote opisu i przejrzysto$¢ implementacji.
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2.3. Obliczanie zbioru pierwiastkow

Jednym z celéw niniejszej dysertacji jest rozwigzanie problemu 3 sformutowane-
go we wstepie dla pewnej klasy skoriczonych zbioréw czeéciowo uporzadkowanych, tj.
konstrukcja algorytméw, ktére wyznaczaja Z-odwracalng macierz B € Gl(n; Z) defi-
niujacg dwuliniowg Z-réwnowaznos¢ pomiedzy n-elementowymi porzadkami I oraz J,
ktére sg nieujemne korangi 0 < r < 2. Kolumny takich macierzy naleza do zbioru
Ry ={v € Z"; q;(v) = 1} C Z" pierwiastkéw funkcjonatu kwadratowego q;: Z" — Z
(1.40), patrz fakt 1.55(d). Dlatego w konstrukgji algorytméw zaktadamy znajomos$¢ zbioru
pierwiastkéw Ry CzZ".

Nastepujgca uwaga pokazuje, ze wyznaczenie zbioru pierwiastkéw porzadkéw I ko-
rangi crk; € {1,2} mozna sprowadzi¢ do obliczenia pierwiastkéw porzadku dodatniego
(korangi 0). Dlatego w niniejszym rozdziale bedziemy zaktada¢, Ze I jest skoficzonym po-
rzadkiem dodatnim.

Uwaga 2.15. Jeéli I jest nieujemnym n-elementowym zbiorem cze$ciowo uporzadkowa-
nym korangi 1 < crk; < 2, to zbiér pierwiastkow R; C Z" mozna przedstawi¢ w postaci
R =Rj+Kerq; C Z", gdzie R; C Z"™" jest zbiorem pierwiastkéw dodatniego funkcjo-
nalu kwadratowego g;: AR patrz fakt 4.41 oraz fakt 5.26.

Niniejszy podrozdziat poswigcony jest oméwieniu problemu obliczania zbioru R, =
{ve Z"; qv) =1} C Z" pierwiastkéw dodatniego jednolitego funkcjonatu kwadratowego
q: Z" — Z. Wyniki tu prezentowane stosujemy w rozprawie gléwnie do funkcjonatéw
postaci q := g;: Z™ — Z (1.40), gdzie | jest skoriczonym m elementowym porzadkiem
dodatnim. Nastepujacy fakt pokazuje, ze zbiér R, C Z" jest skoriczony.

Fakt 2.16. [87, Corollary 2.8] Jesli v = [vq,...,v,] € Z" jest pierwiastkiem dodatnio
okreslonego jednolitego funkcjonatu kwadratowego q: Z" — Z,to —6 < v; < 6dlai € {1,...,n}.

Z faktu 2.16 wynikaja nastgpujgce wnioski dotyczace obliczania zbioru R, C Z™.

(a) Zbior Rq ={v e Z"; q(v) =1} C Z" pierwiastkéw dodatniego jednolitego funkcjo-
natu kwadratowego q: Z" — Z mozna obliczy¢ przy pomocy wykladniczego algoryt-
mu zachlannego: wystarczy sprawdzi¢, ktére wektory v = [vy, ...,v,] € {—6,...,6}"
spelniajg warunek g(v) = 1.

(b) Algorytm o lepszej ztozonosci otrzymuje si¢ przez przyjecie ograniczenia postaci
min (6, | min(specG,)|), gdzie specG, C R”" jest rzeczywistym spektrum syme-
trycznej macierzy Grama (definicja A.8(a)), patrz [109, Algorithm 3.7]. W wielu
przypadkach pozwala to uzyska¢ precyzyjniejsze oszacowanie na wartosci wspot-
rzednych pierwiastkéw. Niemniej, podejécie to wymaga obliczenia rzeczywistego
spektrum symetrycznej macierzy G, € M, (%Z) C M,,(R), a stad uzycia nieprecy-
zyjnej arytmetyki zmiennoprzecinkowej. Ponadto wyznaczone ograniczenia maja
charakter globalny (sa identyczne dla wszystkich wspétrzednych v; € Z pierwiast-
kow v = [vq,...,0,] € Rq czm.

(c) Inng metode, ktéra umozliwia wyznaczenia ograniczeri na poszczegdlne wspétrzed-
ne pierwiastkéw dodatniego jednolitego funkcjonatu kwadratowego, otrzymujemy
jako wniosek z ,dodatniej” wersji twierdzenia Lagrange’a.

Twierdzenie 2.17. [91] Zatézmy, ze q(x) € Z[xq,...,X,] jest formg kwadratowg (1.22)
postaci q(x) = q1x3 + -+ + X3 + ZK]. q;X;xj, gdzie q;; € Zodla 1 < i < j < n, ktora definiuje
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dodatnio okreslony funkcjonal kwadratowy q: Z" — Z. Dla dowolnej permutacji (]11 :::'],”) zbioru
{1,...,n} formeg q(x) € Z[xy, ..., x,] mozna przedstawi¢ w postaci kanonicznej

2
2
q(x) = ( Xjp + o+ Gy X J) toe A +Cfn71fnxjn) + A%

Cirja % 1 (C]‘n71]'n71x]‘n71

gdzie A, ..., A; ,Aj € QF sq dodatnimi liczbami wymiernymi.

Dowéd. [45, Theorem 5.3] Zauwazmy najpierw, ze wsp6lczynniki qq4, ..., 4, s3 dodat-
nie, poniewaz funkcjonat q: Z" — Z jest dodatnio okreélony. Twierdzenie udowodnimy
przy pomocy indukgcji zupelnej, ze wzgledunan > 1. Je$lin = 1 to forma q(x) € Z[x]
ma postac kanoniczng q(x) = qllx%

Zat6ézmy, ze n > 2. Forme q(x) € Z[xq,...,x,] mozna przedstawi¢ w postaci

2
Tjrja qjl]n
GQX1, ey Xy) =45 (xA + Xi 4+ +q(x;, ..., n),
n Jui \ " zqh]_l J2 2%,1]1 J2 ]
gdzie forma
2
. iz Dirin
G(Xj,, X ) i=4(X) — qj,; (x~ + X, + ot X
J2 ] Ju \ " 2%,1],1 J2 2qj1].1 ]

zalezy wylgcznie od zmiennych x; , ..., x; .

Pokazemy, ze funkcjonat §: Z"~! — Z jest dodatnio okreslony. Zat6zmy, przez sprzecz-
nos¢, ze istnieje wektor 0 # u = (Ujy,een s Uj) € Z" 1 taki ze g(u) < 0. Wtedy, dla wektora

. - iri rjn
u:(u-,u-,...,u-n), gdzie ii; ::—( U, + -+ uj *0,
J17 772 ] i) 2q],1],1 2 2’1]'1]‘1 ]
zachodzi q(il) = §(u) < 0, co jest sprzeczne z zalozeniem dodatniej okreslonoéci funkcjo-
nalu q: Z" — Z. Stad forma 4(x ipr s X)) € Z[x ]2, xn] definiuje dodatnio okreslony
funkcjonal kwadratowy i mozna zastosowac do niej zaloZenie indukcyjne. O

Whiosek 2.18. Zbiér pierwiastkow Rq ={v e Z"; q(v) =1} C Z" dodatniego funkcjonatu
kwadratowego q: Z" — Z jest skoriczony. Co wigcej, dla kazdego 1 < i < n istnieje takie
N 3 k; < oo, Ze dla kazdego pierwiastka v = [vy, ..., v,] € R,y C Z" prawdziwa jest nieréwnos¢
lv; < k.

Dowéd. Ustalmy indeks 1 < i < n oraz dowolng permutacje ( ] -1 ’Z) zbioru
n—1s
{1,...,n}. Forme q(x) € Z[xq,...,x,,] € Q[xq,...,x,] mozna przedstaw1c w postaci
2 2 5
q(x) ( ]1]1x +- +C]1]n 1x]n 1+Cj1ixi) + o +/\jn—1 (CjII—ljn—lxjn—1+Cjn—lixi) +/\ixi’

gdzie Ay, ...,A,, € Q" sa dodatnimi liczbami wymiernymi, patrz twierdzenie 2.17. Stad
oraz z rownosci (r) = 1 otrzymujemy nieré6wnos¢ A; - 71.2 < 11w konsekwencji

[v;] <

1
_| =: k; < . m

I

Nastepujacy przyktad pokazuje, jak wyznaczy¢ zbiér pierwiastkéw dodatniego funk-
cjonatu kwadratowego q: Z* — Z przy pomocy oméwionych metod obliczeniowych.

Przyklad 2.19. Rozwazmy dodatni jednolity funkcjonat kwadratowy g,: Z* — Z,

Ga(x) = X2 + x3 + x3 + x5 — X1X3 — XpX3 — X3Xy,
1t X3+
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gdzie
Le 10-10 10-10
= 01-10 01-10
A 30 o4 = _ 2 X
¢ A 00 1-1/ GA—_%_%l-%
2e 0001 00-11

Zauwazmy, ze A jest jednorodnym diagramem Dynkina D, (tabela 1.32), ktérego
wierzchotki sg ponumerowane tak jak w tabeli B.17. Zbiér Ry = {v € Z4; ga(v) =1} C Z4
sktada sie z 24 elementéw:

Ra =Rp, = £ {e1, €2, €3, €4,2€3, 264, 364, 1€3, 164, 163 — €, 1€4 — €3, 1€4 + €3},

gdzie je; :=¢; + ;41 + - + ¢;, patrz tabela B.27 oraz lemat B.28(¢).
Pokazemy, ze zbiér pierwiastkéw R, C Z* mozna wyznaczy¢ algorytmicznie. Stan-
dardowe obliczenia pokazuja, ze:

Fath=t4 =4 + 242 St 4 2= L(t—1)* (42 -8t +1),

spec, = {%g¥§;1;1;2;g§} ~ {0,133974596215561; 1; 1; 1,866025403 784 439}.

Zauwazmy, ze wspotrzedne r; € Z dowolnego pierwiastka r = [r1,7,,73,74] € Ry C Z*
spetniajg nieréwnosé

7, < min (6, [ ﬁJ) = min (6, W7,464J) = min (6,2,732]) = 2.

Z drugiej strony, zgodnie z opisem przedstawionym w dowodzie wniosku 2.18, stosujac
czterokrotnie twierdzenie 2.17 (Lagrange’a) otrzymujemy

Ga(xX) = x3 + x5 + X3 + X7 — X1X3 — XpX3 — X3Xy =

= (= 3) 4 3 (o 3 -+ E = o) b =
A DRt
)+ (= Jos) 4 (- )+ o=

) + (x2 — %x3)2 + % (x5 — x4)° + %xﬁ,

Il
—~
=
—_
Nil»—l I\JlH

astad Ir;| < [\/EJ [1 4142J =1, gdziei € {1,2,4} oraz |r3| < l\/_J = 2. Podsumowujac,
7biér Ry = {v € Z*; q5(v) = 1} C Z* sklada sig z co najwyzej 108 pierwiastkéw:

Rp C{-1,0,1} x {—1,0,1} x {=2,-1,0,1,2} x {=1,0,1} C Z*.

Weryfikujac réwnosé q(v) = 1 dla kazdego ze 108 mozliwych wektoréw pokazujemy, ze
zbiér R, C 74 sktada sie z 24 wektoréw:

[i/ilzli]/ [i!ilili]! [ili/ilo]l [iloli/i]/ [i!OIiIO]! [iIO/OIO]I [O/ili/i]/ [O!i/ilo]!
[0,1,0,0], [0,0,1,1], [0,0,1,0], [0,0,0,1], [0,0,0,1], [0,0,1,0], [0,0,1,1], [0,1,0,0],
[0,1,1,0], [0,1,1,1], [1,0,0,0], [1,0,1,0], [1,0,1,1], [1,1,1,0], [1,1,1,1], [1,1,2,1],

gdzie dla dowolnego a € N stosujemy oznaczenie 4 := —a.

Zatézmy, ze q(x) € Z[xq,...,x,] jest jednolita forma kwadratowg, ktéra definiuje
dodatni funkcjonat kwadratowy q: Z" — Z. Jak pokazuje wniosek 2.18, istniejg skoriczone
liczby catkowite ky, ..., k,, € Z takie, Zze dla kazdego pierwiastka v = [vy,...,7,] € Rq =
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{ve Z" q() =1} C Z" zachodzi |v;| < k;, gdzie 1 < i < n. Dowéd wniosku 2.18 wskazuje,
ze liczbe k; € Z mozna odczytaé z postaci kanomczne] formy q(x) € Z[xq,...,x,], ktéra
otrzymujemy przez zastosowanie twierdzenia 2.17. Zauwazmy, ze procedura ta wymaga

wyboru permutacji ( ¥ 11 ”) zbioru 1, ...,n, ktérego mozemy dokona¢ na (n — 1)!
sposobéw.

Stad powstaje pytanie: czy ograniczenia na poszczegélne wspodtrzedne |v;| pierwiast-
kéw v = [vq,...,0,] € R ={u ez q(u) = 1} C Z" wskazane w dowodzie wnio-

sku 2.18 zaleza od wyboru permutacji ( ] N 1) zbioru {1, ..., n}? Lemat 2.20 pokazuje,

ze odpowiedz na to pytanie jest negatywna kazda permutacja prowadzi do tego samego
ograniczenia, a co za tym idzie, w praktycznych obliczeniach, mozemy wybra¢ dowolng
permutacje.

Lemat 2.20. Niech q: Z" — Z bedzie dodatnio okreslonym funkcjonatem kwadratowym

G(X1, e, Xp) = G107 + 0+ G Xy + Z%jxixj~ (+)

i<j
Dlakazdego1 < i < nistnieje doktadnie jedna liczba wymzerna u;, dla ktorej funkcjonat kwadratowy
gi: 2" - Z zdeﬁmowany wzorem q;(x) = q(x) — Y; - xl jest nieujemny i nie jest dodatni.

W szczegdlnosci, wspétczynnik A; € Q w postaci kanonicznej

qx)=A;, (c;,j, %), + - + ¢ 2+/\ixl.2 (*)

R 10 ) +o Ay

fu1 (Cfn_lfn_lxjn_l + Cfn_lfnxfn)

jest staty dla kazdej permutacji ( ) zbioru {1, ..., n}.

]n—

Dowdd. Niech (1 ’; _11 ”) bedzie dowolng, lecz ustalong permutacja zbioru {1, ..., n}.

Z twierdzenia 2.17 wymka ze forme g € Z[xy, ..., x,] zdefiniowang wzorem (+) mozna
zapisa¢ w postaci kanonicznej (*). Poniewaz funkcjonat q: Z" — Z jest dodatnio okreslony,
z postaci (*) fatwo wywnioskowa¢, ze funkcjonat q': Q" — Q zdefiniowany wzorem
q' (x) :==q(x) — )Lixiz jest nieujemny i nie jest dodatni. Rozwazmy symetryczng macierz
Grama Gq/ S Mn(%Z). Zauwazmy, ze funkcjonat q’|xl:0 = gly,=0 jest dodatnio okreslony
i stad, na podstawie twierdzenia 2.4, det G, = 0.

Rozwazmy funkcjonat q,: Q" — Q zdefiniowany wzorem ¢, (x) = q(x) — a - x?. Rozu-
mujac analogicznie, jak w przypadku funkcjonatlu 4": Q" — Q pokazujemy, Ze warunkiem
koniecznym na to, aby funkcjonat g,: Q" — Q byl nieujemny i nie byt dodatni, jest row-
nos¢ det G, = 0. Poniewaz wyznacznik macierzy G, = (8771 € Mn(%Z) zdefiniowany jest
wzoremdetG, =3 5 SgN(T)81,1)  §1o(2) " " &lo(ny 1O det G, = 0jest rownaniem
liniowym jednej zmiennej i ma jednoznaczne rozwigzanie. Podsumowujac, funkcjonat
q" =g, dlaa := A, jest jedynym funkcjonatem postaci g,: Q" — Q, ktéry jest nieujemny
i nie jest dodatni. Co wiecej, wsp(’)lczynnik A; € Q nie zalezy od wyboru pierwszych n — 1
elementéw fy, ..., j,_1 W permutagji ( o 11 'Z) O

Nastepujacy algorytm zachtanny, analogiczny do [110, Algorithm 4.2] oraz [45, Algo-
rithm 5.5] jest konsekwencjg wniosku 2.18.

Algorytm 2.21. Forma q(x) € Z[x4, ..., x,] definiujagca dodatnio okreslony
funkcjonat kwadratowy q: Z" — Z.

Skoniczony zbiér pierwiastkéw Ry={ve Z"; q(v) =1y C Z".

Inicjalizujemy zbior R, := {} oraz tablic¢ catkowitoliczbowq ogr rozmiaru n.
Dla kazdego i € {1, ...,n}:
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inicjalizujemy q'(x) := q(x) € Z[xq,...,x,],
dla kazdegoj € {1, ...,n} \ {i} obliczamy

2
qjk'xk) ,

obliczamy ogr[i] := min (6, L/LXJ)' gdzie A = g'(x)/x? € Q.

Dla (rq,...,1,) € {—ogr[1],...,08r[1]} x --- x {—ogr[n], ..., ogr[n]}:
jesliq(rq,...,r,) = 1 dodajemy wektor (74, ...,7,) do zbioru Rq.
Koriczymy dziafanie z wynikiem R,,.

Uwaga 2.22. (a) Algorytm 2.21 ma wykladnicza zfozonoé¢ obliczeniowa: w pesymi-
stycznym wypadku,w kroku 3°, wymaga obliczenia wartosci (v) funkcjonatu g: Z" —» Z
dla wszystkich v € {6, ...,6}". W praktyce, dla n < 10, obliczenia trwaja kilka sekund.
W przypadku wiekszych wartosci n czas obliczeni gwaltownie wzrasta, patrz tabela B.30.

(b) Ograniczenie na wspoéirzedne pierwiastkéw w kroku 2° mozna obliczyé nume-
rycznie: jako najmniejszg warto$¢ wlasng symetrycznej macierzy Grama G, € M, (%Z),
patrz [109, Algorithm 3.7]. Jednak eksperymentalne wyniki pokazujq, ze lepsze ogranicze-
nia uzyskuje si¢ w wyniku zastosowania twierdzenia Lagrange’a.

(c) Walgorytmie 2.21 tablica ogr zawierajaca ograniczenia [v;| < ogr[i] na wspétrzedne
pierwiastkéw v = [v4,...,7,] € Rq = {v € Z"; q(v) = 1} C Z" wyznaczana jest przy
pomocy obliczenn w pierécieniu wielomianéw Q[x,...,x,]. Z tego powodu algorytm
w takiej postaci zaimplementowaé mozna tylko w srodowiskach algebry komputerowej
(lub przy uzyciu bibliotek umozliwiajgcych obliczenia na wielomianach).

q'(x) :=q'(x) — g5 ("f T
Tji ke, —m\g)

Przedstawimy teraz algorytm, ktéry pozwala wyznaczy¢ tablice ogr przy pomocy O(n#)
operacji w ciele liczb wymiernych Q. Dzigki algorytmowi 2.23 mozemy zaimplementowac
algorytm 2.21 bez konieczno$ci uzywania (czasochtonnych) obliczerr symbolicznych.

Idea algorytmu 2.23 jest nastepujaca: analogicznie jak w algorytmie 2.21, aby wyznaczy¢
ograniczenie ogr[n] € {1, ..., 6} na n-ta wsp6trzedna pierwiastka v = [vy,...,v,] € Rq -
Z", stosujemy algorytm Lagrange’a (patrz dowéd twierdzenia 2.17). Dlak =1,...,n =1
obliczamy warto$¢ wyrazenia g(x) := q(x) — q'(x), gdzie

2
q' (x) := G - (xk + qkk+1xk+1 + -+ Jin xn) € Qlxg, ..., x,]. (2.23)
2k 2k

Otrzymujemy q(x) = % - x2 oraz ogr[n] := min(6,|/s/r|), patrz wniosek 2.18. Stosujac

te procedure n-krotnie, do formy q(x), w ktérej zamieniono zmienne x; oraz x,,, mozemy
wyznaczy¢ pozostate elementy tablicy ogr C {1, ...,6}".

Na potrzeby obliczeri algorytmicznych bedziemy zaklada¢, ze dodatnio okreslona
forma kwadratowa q(x) € Z[xq,...,x,] C Q[xq,...,x, ] zakodowana jest w postaci niesy-
metrycznej macierzy Grama Gq € M,,(Q), patrz definicja A.8(a) oraz uwaga 1.21. Wspot-
czynniki formy 4’ (x) wyznaczamy przy pomocy wzoru

n
(@ ++a,)t =+ a2+ 2.0, (a1 + - +ay).
i=1
Rozwijajac prawa strone wyrazenia (2.23), otrzymujemy:

2 2
/ kk+1 > kn 5 kk+1 kn

(x) = [x2+( )x +-~-+( )x +x( X +---+—x>+
q qxrk | X 2011 k41 2011 n k o k+1 n

Qkk+1xk+l <Qkk+2 Tkn ) 4 Tent Gin Xn],

xk 2 + e+ X
Tik 20k 2q4 "

+
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a stad wspélczynniki przy x? oraz x;x;, gdzie 1 < k < i < j < 1, maja postaé:

2
i V2o (g.9%6 )2
(4‘7kk )xi = (d > )xi oraz

EIkiij) ( ) ) Jri
xixi = | d-qp; |x;x;, gdzie d := —.
( 25 )7 T )X 8 20k

Algorytm 2.24. Niesymetryczna macierz Grama Gq € M, (Q) dodatnio
okreslonego funkcjonatu kwadratowego q: Z" — Z (patrz definicja A.8(a)).

Tablica ogr € {0, ..., 6}", zawierajaca ograniczenia na wspoétrzedne pierwiastkéw
v=[vy,..,0,] € Rq = {v e Z"; q(v) = 1}, tj. spelniajaca |v;| < ogr[i].

Deklarujemy zmienne: A = [a;] € M, (Q); i,j,k,p,z,d € Z oraz tablice

catkowitoliczbowa ogr rozmiaru n.
Dla kazdego z € {1, ..., n}:
ustawiamy A := Gq e M, (Q);
dla kazdegoi € {1, ...,z — 1} wykonujemy: a;,, a;,, := a;,,, ;,;
dla kazdegoi € {z+1,...,n — 1} wykonujemy: a;, a;,, := a;,, a,;

Ux z Ix euenuuez

obliczamy p := 2 - ay,
dla kazdegoie {k+1,...,n}:
obliczamy d := ay;/p,
obliczamy a;; :=a; —d - (ay;/2),
dla kazdegoj € {i + 1,...,n} obliczamy: a;; := a;; — d - ay;.

Obliczamy ogr[z] := min (6, l %J)
Koriczymy dziatanie z wynikiem ogr.

2.4. Testy wydajnosci

Niniejszy podrozdzial po$wiecony jest praktycznemu poréwnaniu czasu dziatania
autorskich implementacji algorytméw omawianych w tym rozdziale oraz analogicznych
rozwigzan udostepnianych przez systemy algebry komputerowej: Maple, Mathematica
oraz SageMath. W szczeg6lnosci pokazujemy, Ze nasze implementacje sa wielokrotnie
szybsze od rozwigzari dostepnych zaréwno w komercyjnych, jak i niekomercyjnych biblio-
tekach czy systemach algebry komputerowej.

Rozwazamy nastepujace trzy zagadnienia:

(I) wyznaczenie zbioru wszystkich jednolitych funkcjonatléw kwadratowych g: Z™ — Z

G(X1, e X)) 1= X3 + o+ X5, + Z q;%;X;, gdzie q;; € {0,1} orazm € {4,5,6,7}, ()
i<j

ktére sa dodatnie w sensie definicji 1.29(a);

(II) wyznaczenie zbioru wszystkich jednolitych funkcjonatéw kwadratowych g: Z" — Z
y y J Y ) yehq
postaci (*), ktére sg nieujemne w sensie definicji 1.29(b);
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(IlT) rozwigzanie réwnania diofantycznego postaci g, (v) = 1, gdzie q4: Z™ — Z jest
jednolitym funkcjonatem kwadratowym stowarzyszonym z dodatnim bigrafem
A (definicja A.8(c)) na przyktadzie jednorodnych diagraméw Dynkina A € {A,,
]D)p, Es}, gdzie 6 < p < 10 oraz 6 < s < 8, patrz tabela 1.32.

Wszystkie obliczenia przeprowadzone zostaly na komputerze HP SL.390s wyposazo-
nym w dwa szeSciordzeniowe procesory Intel Xeon X5650 taktowane zegarem 2,66 GHz
(z wylacznym Hyper-Threading) oraz 24 GB pamieci RAM. Kazdy z testéw zostal wyko-
nany pieciokrotnie (za czas wykonania testu przyjeto najlepszy wynik).

Zagadnienia (I) oraz (II) mozna réwnowaznie sformutowac nastepujgco: nalezy wyzna-
czy¢ wszystkie symetrycznie macierze kwadratowe A,, € M,,(Z), m € {4,5,6,7}, gdzie

2 qi2 g1z v d1im
Jriz 2 G2z + v 92m
Agi= |20 |eM @ orazgy e 0 dlal<i<j<m,  (+)
- ‘. 2 ‘qm—lm
9im 92m = * ° q;n—lmz

m(m—1)

ktore sa dodatnio okreslone lub pétokreslone. Zauwazmy, ze istnieje doktadnie 2™ 2
macierzy postaci (+), tj. dla m € {4,5,6,7} nalezy rozwazy¢ {64,1024,32768,2 (097 152}
przypadkéw, odpowiednio.

Test (I). Obliczenia wykonujemy przy pomocy systeméw algebry komputerowej: Maple
2015, Mathematica 10.2.0, SageMath 8.0 oraz algorytmoéw 2.7 i 2.13 (zaimplementowanych
w jezyku Python i uruchomionych przy pomocy interpretera PyPy 5.8, por. uwaga 3.53).
Czas (w sekundach) wykonania obliczeri przedstawiamy w nastepujacej tabeli.

n Maple Mathematica SageMath Algorytm 2.13 Algorytm 2.7
4 0,058 0,02 0,013 0,013 0,002
5 0,652 0,244 0,126 0,065 0,039
6 36,764 9,268 5,112 0,525 0,117
7 3431,76 646,218 368,654 37,681 5,756

Aby lepiej zobrazowa¢ réznice w czasie dziatania rozwazanych $rodowisk obliczenio-
wych, na nastepujacym wykresie logarytmicznym, przedstawione zostato poréwnanie
czasu pracy przeskalowane wzgledem rozwigzania najszybszego, tj. algorytmu 2.7.

1620 f-=====-----=====-------sssom-- =]

_ [[Maple
305 - mmmmm e e 0 P S [1Mathematica
174 T 2." [ AT []SageMath
g [ Algorytm 2.13
18*"WHHH§;'"" ****** “"'H‘ B Algorytm 2.7
1 HI‘I<
ol DECEN O BN CETEN |
5
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Innymi stowy, w przypadku n = 7 nasza implementacja algorytmu 2.7 jest ponad
300-krotnie szybsza od rozwigzani komercyjnych.

Test (II). Podobnie jak w przypadku dodatniej okreslonosci, w nastepujacej tabeli pod-
sumowujemy informacje o czasie obliczerr potrzebnym do znalezienia dodatnio pétokre-
Slonych macierzy A,, € M,,,(Z) postaci (+), gdzie m € {4,5,6,7}. Tym razem poréwnanie
dotyczy trzech sposobéw obliczen, poniewaz w standardowej bibliotece systemu algebry
komputerowej SageMath w wersji 8.0 nie ma algorytmu stuzacego do tego celu.

n Maple Mathematica Algorytm 2.13
4 0,08 0,054 0,013
5 0,749 1,581 0,066
6 24,123 58,091 0,528
7 1707,71 4140,134 37,773

Analogicznie jak w poprzednim wypadku, na nastepujacym wykresie przedstawiamy
poréwnanie czasu obliczeni rozwazanych srodowisk obliczeniowych (wykres w skali
logarytmicznej, czasy obliczer: przeskalowane wzgledem najkrétszego).

300 f---mmmmmmmm e D 1] | EMaple
124 ---mmmmmmmmm oo e T "~ 1 | [I1Mathematica
65f---------- - e &3 - - - - - 1 “E------ - =lt4---1
o [ Algorytm 2.13
31f------------1 e T B - - - - - - - =lt4---1
ES
S
o0
THN 1 1 1
4 5 6 7

Zauwazmy, ze odwrotnie niz w przypadku weryfikacji dodatniej okreslonoéci macierzy,
w przypadku badania dodatniej pétokreslonosci szybszym rozwigzaniem komercyjnym
jest Maple. Niemniej nasza implementacja algorytmu 2.13 pozwala na ponad 120-krotnie
szybsze obliczenia (dla n > 6) i jest szybsza od obu rozwazanych rozwigzan komercyjnych.

Test (III). Trzecim i ostatnim z rozwazanych w niniejszym podrozdziale zagadnier jest
zagadnienie rozwigzania réwnania diofantycznego zdefiniowanego wzorem g, (v) =1,
gdzie A jest dodatnim grafem krawedziowo-dwudzielnym. Innymi sfowy, naszym celem
jest obliczenie zbioru pierwiastkow R, = {v € Z™; q5(v) = 1} C Z™ wyznaczonego
przez jednolity funkcjonal kwadratowy g,: Z™ — Z (1.28). Dla przykladu rozwazymy
jednorodne diagramy Dynkina A € {Ap, D,, ]ES}, gdzie 6 < p < 10 oraz 6 < s < §, patrz
tabela 1.32.

Rozwazane zagadnienie mozna rozwigzac przy pomocy algorytmu 2.21 lub programu
Mathematica, ktéry jako jedyny z rozwazanych przez nas systeméw algebry komputero-
wej umozliwia rozwigzywanie réwnan diofantycznych postaci g4 (v) = 1. W nastepujacej
tabeli przedstawiamy czas pracy algorytmu 2.21 oraz programu Mathematica 10.2.0 w roz-
wazanych przypadkach. W tabeli zamiesciliSmy ponadto informacje o tym, jakie przyspie-
szenie w czasie obliczer uzyskujemy przez zastgpienie systemu algebry komputerowej
Mathematica przez wyspecjalizowany algorytm 2.21.
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Mathematica 0,79 1,08 1,59 1,49 2,02 337 33 939 1898,73

Algorytm 2.21 0,02 0,02 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,43

przyspieszenie 50,3 53,6 67,5 435 548 71,6 51,8 128,5 4365,6
Ag Dy Aqg Dqq

Mathematica 368,46 1806,4 2170,35 10528,37

Algorytm 2.21 0,09 0,13 0,14 0,49

przyspieszenie 3962,6 13629,8 15307,2 21343,1

Uwaga 2.28. Algorytm 2.21 zaimplementowaliémy w polaczeniu z algorytmem 2.24 i co
za tymidzie, nasza implementacja nie uzywa obliczen symbolicznych (niemal wszystkie ob-
liczenia wykonywane sa w pierscieniu liczb catkowitych Z oraz ciele liczb wymiernych Q).
Algorytm zaimplementowalismy w jezyku Python, a do obliczeni uzyliSmy interpretera
PyPy w wersji 5.8.

Nastepujace wykresy przedstawiajg poréwnanie czasu obliczeri dwiema rozwazanymi
metodami. Poniewaz wraz z wielkoscig danych czas potrzebny na wykonanie obliczeri
roénie wyktadniczo, na wykresach zastosowali$émy skale logarytmiczng (na osi czasu).

3godz.f f ?m ——————— ]
30 min. - - [Mathematica ~ [JAlgorytm221 | - L
30sek. F--—------mmmmm oo IS A ) S ) N 0
1sek. r—=--- ---@B---B---B--8--- SR [ G AN ISR N | N —
T D:H'_Djjﬂ

Ay Dy E¢ A; D; E; Ag Dg Eg Ag Dg Ay Dy

Uwaga 2.29. (a) Zauwazmy, ze duzy wplyw na czas obliczeri ma nie tylko wielko§¢
danych wejSciowych, ale tez sam funkcjonat kwadratowy. Przyktadowo: czasy obliczeri
zbioru pierwiastkéw funkcjonatéow

* qg: Z8 - Z oraz D, Z° — Z w przypadku programu Mathematica,
* qg,: Z8 — Zorazqp : Z'Y — Z w przypadku algorytmu 2.21,

sq w przyblizeniu réwne.

(b) Wyniki empiryczne sugeruja, ze ztozonos¢ obliczeniowa algorytméw uzywanych
przez program Mathematica do wyznaczenia zbioru pierwiastkéw dodatniego jednolitego
funkcjonatu kwadratowego jest co najmniej wyktadnicza, a co za tym idzie, nie jest lepsza
od algorytmu 2.21. W praktyce nasza implementacja algorytmu 2.21 jest nawet 21 343 razy
szybsza.
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CZzAS OBLICZENIA ZBIORU CZzAS OBLICZENIA ZBIORU

R W PROGRAMIE MATHEMATICA R A PRZY POMOCY ALGORYTMU 2.21
3 godz. | 1sek. |
30 min. + 0,5 sek. 1

5 min. |

0,14 sek. +

—— A,

10 sek. + 0,05 sek. + . ]Dn

2 sek. 4 0,02 sek. 4 —A— ]En

6 7 8 9 10 6 7 8 9 10

Podsumowujac, autorskie implementacje algorytmoéw prezentowanych w niniejszym
rozdziale rozprawy sg wielokrotnie szybsze od rozwigzan dostepnych zaréwno w komer-
cyjnych, jak i niekomercyjnych bibliotekach czy systemach algebry komputerowej. Ponadto,
stosujg one arytmetyke catkowitoliczbowg, ktéra umozliwia unikniecie bledéw numerycz-
nych. Co za tym idzie, stanowig dobra podstawe do wykonywania obliczeri naukowych,
ktérych wyniki prezentowane sg w dysertacji.



Rozdzial 3

Klasyfikacja spektralna Coxetera
porzadkow dodatnich

Trzeci rozdziat rozprawy poswiecony jest spektralnej klasyfikacji Coxetera dodatnich
skoniczonych m-elementowych zbioréw czeéciowo uporzadkowanych, czyli takich I, kt6-
rych symetryczna macierz Grama G; € Mm(%Z) C M;(Q) (1.39) jest dodatnio okreslona.
Przedstawiamy pelng klasyfikacje porzadkéw dodatnich, ktére maja dokladnie jeden ele-
ment maksymalny (jednopikowych) oraz oméwimy narzedzia pozwalajace na klasyfikacje
porzadkéw wielopikowych. W szczegdlnosci przedstawiamy rozwigzanie sformutowanych
we wstepie probleméw 1, 1a oraz 2 dla szerokiej klasy porzadkéw dodatnich. W twierdze-
niu 3.17 pokazujemy, ze w przypadku dodatnich porzadkoéw I, ktére sa jednopikowe lub
zawierajg co najwyzej |I| = m < 14 elementéw

* kazdy porzadek I jest dwuliniowo Z-réwnowazny =y z porzadkiem Dynkina DI €
{Al, DIy, Elg, EI;, EIg} przedstawionym w tabeli 3.13,

* kazda klasa réwnowaznosci relacji ~ 7 opisana jest jednoznacznie przez typ Dynkina
Dan S {Am, Dm, 861 57, 88}

* kazdy porzadek I wyznaczony jest przez zespolone spektrum Coxetera specc, C C
jednoznacznie, z doktadnoscig do relacji ~ .

W twierdzeniu 3.32 pokazujemy, ze liczba wiernych (definicja 3.25) dodatnich jednopiko-
wych zbioréw czesciowo uporzgdkowanych I jest skoficzona i pokazujemy, ze wspéirzedne
v; € Z pierwiastkow v = [v4,...,7,,] € R; C Z™ (definicja 1.46(e)) takich porzadkéw spet-
niajg nieréwnoé¢ |v;| < RmanynI < 6, gdzie liczba RmanynI € {1,2,3,4,6} zalezy od
typu Dynkina Dyn, € {A,,, D,,, &, &7, £} jednoznacznie wyznaczonego przez I. W dalszej
czedci rozdziatu przedstawimy tzw. geometrie oczkowe pierwiastkéw i pokazujemy, Ze sta-
nowig one uzyteczne narzedzie w spektralnej analizie Coxetera skoriczonych porzadkéw
dodatnich. Umozliwiajg one skonstruowanie Z-odwracalnej macierzy definiujacej dwu-
liniowg Z-réwnowaznos$¢ I =~ D, gdzie D € {A,,, D,,, E¢, E, Eg}, i moga by¢ uzyte do
konstrukcji algorytmu stanowigcego rozwigzanie sformutowanego we wstepie problemu 3
dla pewnych dodatnich porzadkéw I, J.

Na zakoriczenie rozdzialu omawiamy algorytmy, ktére stanowig istotne narzedzie
w dowodach prezentowanych twierdzen.

Wiekszo$¢ z prezentowanych w tym rozdziale wynikéw zostata opublikowana w arty-
kutach [45-47, 53]. Niemniej, cze$¢ rezultatéw przedstawionych w rozprawie dowiedziona
zostata przy pomocy innych narzedzi i ma bardziej ogélny charakter. W szczegdlnosci:

* przedstawiamy jawng posta¢ macierzy definiujacych dwuliniowa Z-réwnowaznos¢
(definicja 1.53(b)) pomiedzy m-elementowymi jednopikowymi dodatnimi porzad-
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kami I a diagramami Dynkina D € {A,,, D,,, E¢, E;, Eg}, bez odwolywania si¢ do
operadji reflection-duality oraz waist reflection, por. dowéd (a)=(e) w [46, Theorem 5.2];

¢ w dowodzie twierdzenia 3.17(g), ktére zawiera opis jednopikowych porzadkéw do-
datnich, nie uzywamy wynikéw Bondarenki-Stepochkiny [11, 14, 15] (prezentowane
przez nich dowody sa trudne do weryfikacji), a opieramy prezentowany wynik na
lemacie 4.53, ktérego peten dowdd przedstawiony jest w rozdziale 4 rozprawy, por.
dowdd (e)=>(d) w [46, Theorem 5.2];

* w twierdzeniu 3.34, w ktérym dowodzimy, ze wspoétrzedne v; € Z pierwiastkow
0 = [01, .., 0ps1] € Ry C Z™+! dodatnich jednopikowych porzadkéw spelniaja nie-
réwnosc [v;] < Rmaxpyy , nie ograniczamy rozwazan do pierwiastk6w spetniajgcych
warunek v, .1 # 0, por. [45, Theorem 1.7(f)].

Zaczniemy od oméwienia znanych wynikéw oraz wprowadzenia niezbednych definicji.

3.1. Wprowadzenie

Gléwnym celem trzeciego rozdziatu dysertacji jest przedstawienie analizy spektralnej
Coxetera skoriczonych zbioréw czeéciowo uporzadkowanych, ktére sa dodanie (defini-
cja 1.51). W szczegdlnosci udowodnimy twierdzenie 3.17, ktére stanowi wynik silniejszy
od twierdzenia 1.56. Zat6zmy, ze dodatni m-elementowy zbiér czeSciowo uporzadkowany
I spetnia co najmniej jeden z warunkéw:

@) I=m<14,
(ii) I ma dokltadnie jeden element maksymalny (I jest jednopikowy).

Wtedy, na podstawie twierdzenia 1.56, istnieje taki jednorodny diagram Dynkina D &
{A,,,D,, Eq, E;, Eg} (patrz tabela B.17), ze D ~; A; (patrz definicja 1.41 oraz defini-
cja A.3(a)). W twierdzeniu 3.17 pokazemy, ze prawdziwa jest silniejsza zalezno$¢: w rozwa-
zanych przypadkach staba Z-kongruencja I ~ A; implikuje! silng Z-kongruencje I ~ A;
(definicja A.3(b)).

Czeé¢ z wynikéw przedstawionych w niniejszym rozdziale opublikowana zostata w:

e pracach [40, 47, 53], gdzie oméwiono przypadek (i) dla || < 10,

e artykule [46], gdzie udowodniony zostal przypadek (ii), przy réwnowaznym zatoze-
niu dodatnioéci funkcjonatu kwadratowego Titsa (definicja 3.3) stowarzyszonego
z porzadkiem I, por. lemat 3.6(b).

Twierdzenie 3.17 zawiera pelng klasyfikacje dodatnich (w sensie definicji 1.51) jednopi-
kowych zbioréw czesciowo uporzadkowanych, z doktadnoscig do izomorfizmu. Klasy-
fikacja ta zostata przedstawiona w artykule [46] oraz wczedniej, w innej formie, w pracy
Bondarenki-Stepochkiny [14]. Przedstawimy teraz gtéwne idee klasyfikacji przedstawionej
przez Bondarenke-Stepochkine i oméwimy powody, dla ktérych zdecydowaliSmy sie uzy¢
innych metod dowodowych od prezentowanych w pracy [14].

Aby wyjaéni¢ wyniki pracy [14] ,zat6zmy, ze T = ({1, ..., n}, X) jest skorficzonym zbio-
rem czeSciowo uporzagdkowanym. Funkcjonatem Titsa w sensie [30] porzadku T jest jedno-
lity funkcjonat kwadratowy §r: Z"*! — Z zdefiniowany wzorem:

Gr(x) = Gr([Xg, X1, ..., X, 1) 1= X3 + Z X2 + le-x]- — Xy Z X;. (3.1)

ieT i<j;i,jeT ieT

ISilna Z-kongruencja zawsze implikuje staba Z-kongruencje, natomiast implikacja przeciwna na ogot jest
fatszywa, por. fakt 1.55(a) oraz przyktad 4.10.
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Zbiér czesciowo uporzadkowany T nazywamy Titsowo-dodatnim (w sensie [14]), jesli
funkcjonat (3.1) jest dodatni (definicja 1.29(a)). Wszystkie Titsowo-dodatnie porzadki
zostaly scharakteryzowane w pracy [14] nastepujgco.

Fakt 3.2. [14, Teopema 4] Zatézmy, ze T = ({1, ...,n}, <) jest skoriczonym zbiorem czgsciowo
uporzgdkowanym. Funkcjonal kwadratowy Titsa §r: Z"*' — Z (3.1) zbioru T jest dodatnio
okreslony wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest jeden z trzech warunkéw:

o T jest jednostronng minimax-sumg? dwéch taricuchéw,? tj. T ma postac:

H(T): T lub H(T): .w).,wtymH(T): .\ ;

e—>e.---0—>0 e—>e.---0—>0 e—>e.---0—0

o T jest sumg prostq taricucha oraz prawie-taricucha,* tj. T na posta¢:

H(T) \0*30%0---0*»0;

e—>e.---0—0

o T jest izomorficzny lub antyizomorficzny® z jednym ze 108 porzqdkéw przedstawionych
w [14, Tabayria 2].

Idea dowodu. Zatézmy, ze T = ({1,...,n}, X) jest zbiorem czeéciowo uporzadkowanym,
ktérego funkcjonat Titsa (3.1) jest dodatni. Stad T jest porzadkiem szerokosci co najwyzej 3, tj.
T zawiera co najwyzej trzy elementy, z ktérych zadne dwa nie s3 w relacji < (w przeciwnym
wypadku T zawieratby pewien podporzadek, ktéry nie jest dodatni, co jest sprzeczne
z zatozeniem dodatniosci T).

Aby wskazac¢ wszystkie (z doktadnoscig do izomorfizmu) porzadki dodatnie postugu-
jemy sie nastepujgca obserwacja: kazdy Titsowo-dodatni T jest (min, max)-rownowazny
w sensie Bondarenki (patrz [11, 14, 15]) z porzadkiem szerokosci dwa, a wszystkie takie
porzadki zostaty opisane w pracy [15] nastepujgco:

¢ [15, Theorem 1] Jesli |T| > 8, to: (i) T jest suma prosta dwoéch taricuchéw; (ii) T jest
prawie-taricuchem; (iii) T jest jednostronng minmax-suma rangi 1 dwéch faricuch6éw;

e Jesli |T| < 8 to T spetnia warunki (i)—(ii) lub T jest (z doktadnoscig do 0-izomorfizmu
oraz 0-antyizomorfizmu) jednym z 30 porzadkéw opisanych w [15, Theorem 2]. [

Dowody przedstawione w pracach [14, 15] majg charakter kombinatoryczny i skia-
daja sie ze ztozonej analizy wielu réznych przypadkéw. Trudnos¢ w postugiwaniu sie
wynikami tych prac stanowi fakt, ze autorzy czesto pracujg z dokfadnoscig do réznorakich
rownowaznosci (0-antyizomorfizm, (min, max)-rownowaznos¢ itp.), a nie tylko izomor-
fizmu zbioréw czesciowo uporzadkowanych. Miedzy innymi z tego powodu, problem
opisu wszystkich (z doktadnoécig do izomorfizmu) dodatnich porzadkéw skoriczonych
zostat podjety ponownie w pracy [46] oraz w niniejszej dysertacji. Drugim z powodéw jest
analiza spektralna Coxetera — naszym celem jest analiza porzadkéw dodatnich w termi-
nach zespolonego spektrum Coxetera, czego autorzy prac [14, 15] nie badaja, gdyz zostata
ona zdefiniowana kilka lat p6Zniej w pracach[107, 108].

Porzadek T = (A + B, X) jest sumg dwoch zbioréw czesciowo uporzadkowanych, w ktorej jedyna
dopuszczalng relacja miedzy elementami zbioréw A oraz B jest min(A) < max(B).

®*Porzadek nazywamy fasicuchem, jesli dowolne dwa jego elementy sg w relacji.

4Porzadek nazywamy prawie-taricuchem, jesli dokladnie dwa jego elementy nie sg w relacji.

SMéwimy, ze porzadek T = (T, <) jestantyizomorficzny z porzadkiem S = (S, <), jesli T jest izomorficzny
z S := (S, >5), gdzie S jest porzadkiem, ktéry powstaje z S przez odwrécenie relacji.

Definicje rangi sumy porzadkéw mozna znalez¢ w [15, str. 21].
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W szczegdlnosci pokazujemy, ze rozwazane zbiory czeéciowo uporzadkowane mozna
klasyfikowa¢ przy pomocy jednorodnych nieoznaczonych diagraméw Dynkina (defini-
cja 1.31). Porzadki typéw A,, oraz D,, opisane sg przez nieskoriczone serie, natomiast
porzadki typow &, £, Eg maja Scisle ustalong liczbe elementéw. Z jednej strony w sposéb
naturalny wyjasnia to rozdzielenie klasyfikacji porzadkéw dodatnich zastosowang w pra-
cy [15] (4. na porzadki T majace |T| > 8 elementéw w Theorem 1 oraz |T| < 8 opisane
w Theorem 2), z drugiej, wskazuje na mozliwoé¢ przeprowadzenia dowodu uzywajacego
obliczeri komputerowych. W dowodzie twierdzenia 3.17 porzadki typéw &, £, Eg (ktérych
liczba jest skoriczona) wyznaczamy przy pomocy obliczeni algorytmicznych, a porzadki ty-
péw A, oraz D, (ktérych jest nieskoriczenie wiele) wyznaczamy na podstawie rozwazan
teoretycznych.

Oméwimy teraz terminologie uzywang w dysertacji i wyjasnimy réznice w stosunku
do prac [11, 14, 15]. Forma kwadratowa (3.1) stowarzyszona z m-elementowym zbiorem
czedciowo uporzadkowanym T = ({1, ..., m}, X) jednoznacznie definiuje spdjny graf kra-
wedziowo-dwudzielny A majacy m + 1 wierzchotkéw, przyktadowo:

2e *)3.

2e=—-o
H(T): l< — Ar: li:i;::>>2.
4o*>50 4’0—:—'5. /
6e 6e

Rozwazmy porzadek I := T U {0}, ktéry powstaje z T przez dodanie elementu maksymal-
nego 0 oraz stowarzyszony z nim bigraf A; (definicja 1.41).

2e ‘>30

7 \g

S

6@

H): .

Zauwazmy, ze bigraf A; r6zni sie od bigrafu A; tylko rodzajem krawedzi incydentnych
zwierzchotkiem 0. Co wiecej, fatwo wykazad, ze bigrafy te sa stabo Z-kongruentne (stabg Z-
kongruencje Grama Ay ~ A; definiuje macierz powstajaca z macierzy identyczno$ciowej
przez wstawienie w odpowiednim miejscu na przekatnej liczby —1). Dlatego klasyfikacja
n-elementowych zbioréw czeéciowo uporzadkowanych T, z ktérymi stowarzyszony jest
dodatni funkcjonat kwadratowy Titsa §r: Z"*! — Z (3.1), jest rtéwnowazna klasyfikacji
(n + 1)-elementowych jednopikowych porzadkéw I, ktére sa dodatnie w sensie definicji 1.51.
Nastepujaca definicja i lemat formalizuja te obserwagje.

Definicja 3.3. [107], [108, Section 3] Niech I = ({1,...,n,n +1 = »},<) = T U {=} bedzie
jednopikowym zbiorem czesciowo uporzgdkowanym, ktérego jedynym elementem maksymalnym
jest * =n + 1.

(a) Macierzq Titsa porzqdku I nazywamy macierz

€ M,,,1(Z).

(b) Funkcjonatem Titsa stowarzyszonym z porzqdkiem I nazywamy jednolity funkcjonat kwa-
dratowy §;: Z"t' — 7Z zdefiniowany wzorem

Gi(x) = x3 + -+ 22 + 22 + Zx,- X=X, (X e X,) =
i<j#*

n (34)
=x-Cp-a" = x-Gy-x'" = gr(x™) +x§—Zx* * X,
=1
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gdzie x*) := [xq,...,x,] € Z" dla dowolnego x = [x,...,%,,x,] € Z"*1 (tj. rzutowanie
wektora x € Z"* na pierwszych n wspétrzednych).

Uwaga 3.5. (a) W dysertacji przyjeliémy konwencje stowarzyszania z n-elementowymi
zbiorami cze$ciowo uporzadkowanymi form (funkcjonatéw) kwadratowych n zmiennych.
Dlatego w dalszej czeéci bedziemy zakladag, ze funkcjonat Titsa mozna stowarzyszy¢ tylko
z porzadkami jednopikowymi i ma on postac (3.4).

(b) Funkcjonat kwadratowy Titsa gt (. (3.4), stowarzyszony ze zbiorem czgSciowo
uporzadkowanym T, zostal wprowadzony w 1974 roku przez Yu. A. Drozda (patrz [30]
oraz [106, Chapter 10]) i stanowi wazne narzedzie w teorii reprezentacji oraz kombinatoryce
zbioréw czesSciowo uporzadkowanych (w sensie Nazarowej-Roitera), patrz [11, 13-15, 80,
106].

Lemat 3.6. [107, 108] Niech I = T U {*} bedzie jednopikowym zbiorem czesciowo uporzgdko-
wanym, q;: Z' — 7 (1.40) oraz §;: Z" — Z (3.4) funkcjonalami kwadratowymi stowarzy-
szonymizI. Przez Ry = {v € Z"*1; q;(v) = 1} C Z"*, R, = {v € Z"*1; §;(v) = 1) C Z"+!
rozumie¢ bedziemy zbiory pierwiastkéw funkcjonatéw q; oraz 4, odpowiednio.

(a) Przemienny jest diagram

IR, J ~  h J ~ 7 (3.7)

qi
RI C Zn+1 — 7

7/51 C gntl
gdzie hy : Z"1 — Z"1 jest automorfizmem grupy Z"*! zdefiniowanym wzorem

hy ([Xq, e, X, %, 1) = [Xq, .-, X, =%, ], dla kazdego x € Z"+1.

(b) Funkcjonatl kwadratowy q;: Z"*' — Z jest dodatnio okreslony wtedy i tylko wtedy, gdy
funkcjonat kwadratowy Titsa §;: Z"*' — Z jest dodatnio okreslony.

Dowéd. (a) Poniewaz funkcja hy : Z"! — Z"*! jest inwolucjg (4. hy o hy = idgue1),
tatwo zauwazyé, ze jest tez automorfizmem grupy Z"+1. Pokazemy, ze §; o hy = q;. Wprost
z definicji, dla dowolnego x = [xq,...,x,,x,] € YASES otrzymujemy

(rohy) () =qy (o (x) = qp ([x1, -0, X, —X,]) =
=X+ + 23+ (—x,)% + in X = (=X - (X e X)) =
i<j#*
=x2+ -+ 22+ 12+ in-xj = q;(x).
i<j
Stad, dla dowolnego v € Z"*! mamy (§;0hy) (v) = 1 & g;(v) = 1i w konsekwengji
funkcja i |z, : Ry — R przeprowadza réznowartoéciowo zbiér R; na R;.

(b) Wynika z (a), poniewaz dla dowolnego 0 # x € Z"+1

=7 @) = g ()7 @) >0,
=" q(x) = gp (hy (x)) > 0. O

Uwaga 3.8. Poniewaz macierze Cj, C;l,C; € M(Z) sa Z-kongruentne (patrz [46,
Corollary 2.4, Theorem 2.10]), analiza spektralna porzadkéw z doktadnoscig do spektrum
macierzy incydencji C; jest rt6wnowazna analizie z doktadnoscig do spektrum macierzy
Titsa C; € M, (Z) (definicja 3.3(a)) lub macierzy C,:= CI_1 € M,,(Z) (tj. macierzy Eulera
[108, 119]), por. [46, Theorem 5.2].
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3.2. Typ Coxetera-Dynkina porzadkow dodatnich

W tym podrozdziale z dowolnym dodatnim skoficzonym zbiorem czesciowo uporzad-
kowanym I stowarzyszamy typ Coxetera-Dynkina Dyn, € { A, Dy, &, £7, Es} i dowodzi-
my, ze

I ~7] < Dyn, = Dyn,

patrz twierdzenie 3.12. Wskazujemy tez porzadki, ktoére sg kanonicznymi reprezentantami
kazdego z typéw Coxetera-Dynkina, patrz tabela 3.13. W twierdzeniu 3.17, ktére przedsta-
wiamy w nastepnym podrozdziale, udowodnimy, ze z doktadnoscig do relacji ~ opisuja
one wszystkie skoficzone spdjne dodatnie zbiory czeSciowo uporzgdkowane.

Zalézmy, ze I = (I, X) jest skoficzonym m-elementowym zbiorem czesciowo upo-
rzagdkowanym, C; € M,,,(Z) macierzg incydencji (fakt 1.38(b)) a g;: Z™ — Z jednolitym
funkcjonatem kwadratowym zdefiniowanym wzorem g;(v) = v - C; - 0" (1.40). Jesli I jest
dodatni (definicja 1.51), to stowarzyszamy z nim typ Coxetera-Dynkina, w nastepujacym
sensie (por. [46, Definition 5.1] oraz definicja B.16).

Definicja 3.9. Typem Coxetera-Dynkina dodatniego spojnego m-elementowego zbioru cze-
Sciowo uporzgdkowanego I, nazywany nieoznaczony jednorodny diagram Dynkina (definicja 1.7)
Dyn, € {A,,, D, &, E7, Eg} wyznaczony przez nieprzywiedlny zredukowany system pierwiast-
kéw R; = {v e Z"; q;(v) =1} C R™, patrz twierdzenie 1.56(c).

Zauwazmy, ze typ Coxetera-Dynkina dodatniego spdjnego zbioru czesciowo uporzad-
kowanego I mozna zdefiniowa¢ réwnowaznie jako diagram Dynkina D € {A,,, D,,, E¢, E;,
Eg} stabo Z-kongruentny (definicja A.3(a)) z bigrafem A; (1.41), por. [10, Theorem 2.1].

Fakt 3.10. Typem Coxetera-Dynkina dodatniego spéjnego m-elementowego zbioru czesciowo
uporzgdkowanego I jest nieoznaczony diagram Dynkina D € {A,,, D,,, s, E7, £}, powstajgcy
przez opuszczenie numeracji wierzchotkow diagramu Dynkina D € {A,,, D,,,, E¢, E;, Eg}, ktéry
jest stabo Z-kongruentny z bigrafem Ay (1.41).

Dowéd. Z zalozenia istnieje jednorodny diagram Dynkina D € {A,,, D,,, E¢, E;, Eg}
taki, ze A; ~z D, tzn. istnieje macierz B € Gl(m; Z) spetniajaca réwnos¢ G; = B .
Gp - B (patrz definicja A.3(a)). Stad, z argumentacji analogicznej do uzytej w dowodzie
faktu 1.55(b) wynika, ze [R;| = |[Rpl.

Na podstawie twierdzen 1.56 oraz 1.30 zbiory R; = {v € Z™; q;(v) = 1} C Z™ oraz
Rp ={ve Z"; qp(v) =1} C Z™ sa zredukowanymi nieprzywiedlnymi systemami pier-
wiastkéw w sensie Bourbaki. Poniewaz |R;| = |Rpl, z faktu B.26 wynika, Ze systemy pier-
wiastkéw R oraz Rp maja ten sam typ Dynkina (definicja B.16), t;. Dyn; = Dyng . Aby
zakonczy¢ dowdd zauwazmy, ze stosujac lemat B.18(e), otrzymujemy DynRD =D e{A4,,
D, E6,E7,E3). O

Innymi stowy, fakt 3.10 pokazuje, ze wyznaczenie typu Coxetera-Dynkina Dyn, €
{A1, Dy, €6, €7, Eg} dodatniego zbioru czesciowo uporzadkowanego I jest rownowazne ze
znalezieniem jednorodnego diagramu Dynkina D € {A;, Dy, E¢, E, Eg}, ktory jest stabo
Z-kongruentny z bigrafem A;. Stad, aby wyznaczy¢ typ Coxetera-Dynkina dodatniego
porzadku I zdefiniowanego przez macierz incydencji C; € M(Z), mozna:

* obliczy¢ zbior pierwiastkéw R; = R, = {v € Z%q;(v) =1} C Z!, gdzie q;: Z!' - Z
zdefiniowany jest wzorem ¢q;(v) := v- C;-v'" (np. przy pomocy algorytmu 2.21), a na-
stepnie wyznaczy¢ typ Dynkina Dyng, & {An, Dy, €6, €7, E} systemu pierwiastkow
R, C Z! (np. przy pomocy algorytmu B.24);
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* wyznaczy¢ jednorodny diagram Dynkina D € {A, Dy, E4, E;, Eg}, ktory jest stabo
Z-kongruentny z bigrafem A, gdzie G,, := %(C 1+CNeM I(%Z) (np. przy pomocy
algorytmu inflacyjnego, patrz algorytm A.33, [111, Algorithm 3.1] oraz [81, Algo-
rithm 4.3]).

Uwaga 3.11. Typ Coxetera-Dynkina dodatniego spéjnego zbioru cze$ciowo uporzad-
kowanego I mozna zdefiniowa¢ réwnowaznie jako diagram Dynkina stowarzyszony z I przez
zastosowanie algorytmu inflacyjnego (por. [10, Theorem 2.1]).

Pokazemy teraz, ze typ Coxetera-Dynkina wyznacza skoriczony dodatni zbidr czeécio-
wo uporzadkowany I jednoznacznie, z dokfadnoscig do kwadratowej Z-réwnowaznosci
(definicja 1.53(b)).

Twierdzenie 3.12. Jesli I oraz | sq skoriczonymi spéjnymi dodatnimi n-elementowymi zbiorami
czgsciowo uporzgdkowanymi, to I ~z | < Dyn, = Dyn,.

Dowéd. Na podstawie twierdzenia 1.56(d) wiemy, ze istniejg jednorodne diagramy
Dynkina Dy, Dy € {A,,, D, Eg, Ey, Eg}, takie, ze [ ~5 Dyoraz ] ~5 Dy.

»=" Z przechodniosci relacji kwadratowej rownowaznosci ~ otrzymujemy D; ~7 D;
istad |RD1| = |RD1| (fakt 1.55(b)). Latwo sprawdzi¢, ze wielko$¢ zbioru pierwiastkéw grafu
Dynkina A wielko$ci m jednoznacznie wyznacza A (patrz tabela B.27) i w konsekwencji
diagramy Dy, D; sg izomorficzne. Stad, na podstawie faktu 3.10, prawdziwa jest réwnos¢
Dynl = Dyn]‘

»<" Z faktu 3.10 wiemy, ze Dyn, = D, oraz Dyn, = D] a stad, na podstawie zatozen,
diagramy D; oraz Dj sg izomorficzne. Co wigcej, bez zmniejszenia ogélnosci rozwazar
mozemy zalozy¢, ze Dy = Dj (patrz fakt 1.44(a) oraz fakt 1.55(a)). Podsumowujac, mamy:
I ~4 D; = Dy ~y ] i teza wynika z przechodniosci relacji ~ . O

Tabela 3.13 przedstawia porzadki dodatnie Al,,, DI, Elg, EI,, Elg, ktore sa kanoniczny-
mi reprezentantami kazdego z pieciu typéw Coxetera-Dynkina A,,, D,,, &, &7, Es.

TaBeLA 3.13. PorzaDKI DYNKINA

AL,: «—e—— — et 1)
o1 o1
2 ¢3 n—1 n 2 3 4¢ 5 6
DIn2 e—>0——> — >0 —>e0 (5 >4), EI6I e—>e—>e0e—>e0e—>e
o1 o1
.2 3 4l 5 6 7 .2 3 s 5 6 7 8
]EI7. e—>0e—>0—>0e—>0—>0 EIS e—>0e—>0e—>0—>0—>0—>0

Fakt 3.14. Jesli DI € {Al,, DI, El,, EI,, Elg} jest porzgdkiem Dynkina, ktérego kotczan
Hasse przedstawiono w tabeli 3.13, to DI jest porzgdkiem dodatnim, ktérego typem Coxetera-
Dynkina jest De {A,, D, E, E7, Eg}, odpowiednio.

Dowéd. Zat6zmy, ze DI € {Al,, DI, Elg, El,, Elg} oraz Cp; € M, (Z) jest macierza
incydencji porzadku DI (fakt 1.38(b)). Zauwazmy, ze prawdziwa jest réwnos¢

—tr — —tr
Cpr-Cpr-Cpr = Cpy (+)

gdzie Cpy = CE)} € M,,(Z) jest tzw. macierza Eulera porzadku DI, patrz [108].
Zauwazmy, ze kazde dwa wierzchotki w kotczanie H (DI) polaczone sa dokladnie jedng
droga skierowang i dlatego, na podstawie [107, Proposition 2.12], macierz Cpr € M, (Z)
réwna jest niesymetrycznej macierzy Grama Gm € M,,(Z) bigrafu H(DI), ktéry po-
wstaje z kolczanu H (DI) po opuszczeniu orientacji strzatek. Stad oraz z (+) otrzymujemy
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réwnosé .
—tr — —
Cpr-Gpr - Cpr = Gpr = G

= — —tr ~ =
gdzie Gp; := %'(CDI+CDI) = %(G;ﬁ""CH(DI)) - CH(DI)

teza wynika faktu 3.10, poniewaz # (DI) jest jednorodnym diagramem Dynkina. O

€ Mn(%Z) i w konsekwencji

3.3. Klasyfikacja spektralna porzadkow dodatnich

Przypomnijmy, ze skoficzone m-wierzchotkowe grafy krawedziowo-dwudzielne A, A’
nazywamy stabo (silnie) Z-kongruentnymi, je$li symetryczne (niesymetryczne) macierze
Grama stowarzyszone z tymi bigrafami (definicja A.1(d)) sa Z-kongruentne (definicja A.3).
Podobnie, skoriczone m-elementowe zbiory czeéciowo uporzadkowane I oraz | nazywamy
kwadratowo (dwuliniowo) Z-réwnowaznymi, jesli stowarzyszone z nimi macierze Grama
(incydencji) sg Z-kongruentne (definicja 1.53). Analogicznie definiujemy Z-kongruencje
(Z-réwnowaznos¢) miedzy porzadkami a bigrafami.

Definicja 3.15. Niech I bedzie m-elementowym zbiorem czgsciowo uporzgdkowanym. z kto-
rym stowarzyszone sq: macierz incydencji C; € M,,,(Z) (fakt 1.38(b)) oraz symetryczna macierz

Grama (1.39) G; := %(C 1+ Cfr) S Mm(%Z), a A bedzie m-wierzchotkowym grafem krawedzio-
wo-dwudzielnym, z ktérym stowarzyszone sq niesymetryczna oraz symetryczna macierz Grama
(definicja A.1(d)). Porzgdek I oraz bigraf A nazywamy:
(a) stabo Z-kongruentnymi lub kwadratowo Z-réwnowaznymi (oznaczenie I ~ 5 A), jesli macie-
rze G; € Mm(%Z) oraz Gy € Mm(%Z) sq Z-kongruentne;
(b) silnie Z-kongruentnymi lub dwuliniowo Z-réwnowaznymi (oznaczenie I ~5 A), jesli
macierze C; € M,,,(Z) oraz G, € M,,,(Z) sg Z-kongruentne.

Uwaga 3.16. Zauwazmy, ze staba Z-kongruencja I ~5 A porzadku I z bigrafem A ozna-
cza stabg kongruencje¢ bigraféw A; (1.41) oraz A (poniewaz Gy, = G;, = G; € M I(%Z)),
natomiast nie jest prawdziwa réwnowaznos¢ I =5 A ¢ A; =~ A (poniewaz w przypadku
porzadkéw, ktérych elementy nie sq posortowane topologicznie, G 2, # Cp)-

Gléwnym celem niniejszego rozdziatu jest dowdd nastepujacego twierdzenia klasyfika-
cyjnego, ktore stanowi rozwigzanie sformutowanego we wstepie problemu 2 dla pewnych
klas porzadkéw dodatnich.

Twierdzenie 3.17. Zalézmy, zZe I jest spojnym dodatnim skoriczonym zbiorem czesciowo
uporzgdkowanym. Niech

* R;={v € Z; q;(v) = 1} C Z! bedzie zbiorem pierwiastkéw I (definicja 1.46(e)),

* Dyn, € {Ay, Dy, 6, &7, Es} bedzie typem Coxetera-Dynkina I (definicja 3.9),

* D € {Ay, Dy, Eg, E;, Eg} bedzie jednorodnym diagramem Dynkina spetniajgcym warunki:
Ar ~z D oraz Dyn, = D (definicja 3.10 oraz fakt 3.10),

* DI € {Al,, DI, Elg, EI,, Elg} bedzie porzqdkiem Dynkina (tabela 3.13), ktory spetnia
Dyn, = Dyn,,.
Jesli I spetnia jedno z dwoch zatozen: (i) || < 14 lub (ii) I ma dokladnie jeden element maksy-
malny, to nastepujgce warunki sq réwnowazne.
(a) Porzgdek I jest dodatni.
(b) Typem Coxetera-Dynkina porzqdku I jest diagram Dynkina Dyn, := D e {Ay;, Dy, &,
&g}, ktérego spektrum Coxetera specc; C C jest rowne spektrum Coxetera specc; C C.

(¢) Ijest kwadratowo Z-réwnowazny z porzgdkiem Dynkina DI € { ALy, DI, Elg, EI,, Elg}.



Klasyfikacja spektralna porzadkéw dodatnich 59

(d) Ijest dwuliniowo Z-réwnowazny z porzgdkiem Dynkina DI € { ALy, D1y, Elg, EI;, Elg}.

(e) Ijest kwadratowo Z-réwnowazny z diagramem Dynkina D € {Am, D, Eg, E7, ]ES}.

(f) Ijest dwuliniowo Z-réwnowazny z diagramem Dynkina D € {Am, Dy, Eg, E, IES}.
Jesli 1, |I| = m + 1, spetnia warunek (ii), to warunki (a)-(f) sg réwnowazne nastgpujgcemu:

(g) I jest izomorficzny z jednym z czterech typéw porzgdkow przedstawionych w tabeli 3.18:
p A, (typ Coxetera-Dynkina A, 1), ]D),*n,ﬁ; oAy, Dy o Ay, (typ Coxetera-Dynkina
D,,41), lub I jest izomorficzny z jednym z porzgdkéw P+, ..., P19z przedstawionych w [46,
Table 6.1, Table 6.2, Table 6.3] (typ Coxetera-Dynkina &, £, oraz Eg).

TaBELA 3.18. DODATNIE PORZADKI JEDNOPIKOWE TYPU A, . ; ORAZ D,

1 2 3 p-1 p n+1
*, @—>0—> 0 ——> —_— 0 —> 0 —> % n+1l
JAL: o<p< L,
e—>e0e—>0—> ——>e0—>0
p+1 p+2 p+3 n-1 n
.. 2 3 4 n-1 n n+1
Dni e—>e0—>0——> — >0 —>0—> * 4<n,
1e
. 1 2 3 p-1 P ntl 4<n
D* o A . e —>e0—>0——> ——> 0 —>0—> % =T
n—
P p e—>e0—>0—> — e —e 2gp<n,
p+1 p+2  p+3 n-1 n
o ——> —> 00— 0s5+1 <
1 s p-1 p w1 OST
* . *o—> 0 ——> —_—> 0 —> 0 —> X
sDPOAn—p' 5+2 s+3 Ogsgp—zg
oe—>e0—>0—> — >0 —>0 n—>2
p+1  p+2  p+3 n n—-1 :

Dowdd twierdzenia 3.17, ktéry przedstawiamy na stronie 62, poprzedzimy nastepuja-
cym lematem.

Lemat 3.19. Jesli I jest dodatnim jednopikowym zbiorem czesciowo uporzgdkowanym, ktérego
kofczan Hasse jest przedstawiony w tabeli 3.18, to

(a) istniejg dwuliniowe Z-réwnowaznosci

; Al jeslil= A},
T2 Dy, jeslil € {D;, Do A, Do A},

(b) istniejg dwuliniowe Z-réwnowaznosci

. { Apr, jeslil = A},
TP Dyyr, jeslil € Dy, Dy 0 A,y Di o Ayl

Dowoéd. Aby udowodni¢ stwierdzenie (b), dla kazdego I & {pA;;, ]D);;,Tﬁ); o An_p,
sDp o A, _p}, ktéry sktada si¢ z |I| = n + 1 elementow, wskazemy macierz By € M, ;1 (Z)
definiujgca Z-kongruencje Bt - C; - By = G, gdzie A = A, jesli[ = pAjorazA =D,
jeslil € {D,’;,ﬁ; oA, _,, Dj o A,_,}. Zauwazmy, ze macierze incydencji rozwazanych
zbioréw czesSciowo uporzadkowanych maja nastepujace postaci:

1 p p+l n n+l 1 2 n—1 n n+l
[1...1 1 7] [ 1]0----- 011
O . 1 1---111 ]2
1 1 | 1.--1 11|53
CA*: 7 C]D)*: AR ’

pn 1...1]1 | pe n

1 n+1 1 n+1



60

1 2 n

An+1_

Rozwazymy kolejno cztery przypadkil € {,A}, ]D);,ﬁ;; oA, Dy

n+1
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s s+1 P p+l n n+l
-1 1 1]
i 0 O
1 1 +1
1 1 |7
O 1 <11 |
1 i n
1 n+1

1° Zatozmy, ze T = ,A}. Wtedy G, | ~% Cj, gdzie BY - C;- By =

10 0
00

1 0---0 0 O 0

11...11 1

= 10

1

O 1

1 0

0 ... 0l-1 -1 a1
BY.C,

20 ZaléZmYI ze I = D;;, Wtedy GVDH+1 ,\I?IZ

'—1\ 0-- 0-1-1]

10

tr _ 00
BI'CI'BI_ L.
10--0 0

0l 11 o1

n—1

n n+l

Bl"-C;

1 2 3 1 n+l
(1 0 -1 1:
1 -1 O 2
Dn+1: 1 _1 .
O 1-11n»
1 n+1
oA, p}
1 p—=1 p p+l n n+l
-1 1 071
1 O
11
1 01 -
1j-1 | pr1 = GAn+1'
1-1] 0| p+2
C 1,
1-1 0]n
0 ... 0]-1 0 0] 0 [ n+
By
Cj, poniewaz
1 2 n n+l
1 [-1] 0 0 0]
5 0 -1 112
1 X
= Dy
n -1 1 n
n+1 0| 1 n+1
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3° Zalézmy, ze | = Dj 0 A,_,.Jeslip =2,t0 Gp__| EIZ C;, gdzie

1 2 3 n n+l 1 2 3 n n+l
[0 0 -1l 07 [ 0-1 071
-1 -1 O -1|-1 |2 00 O 112
-1 0| 0|3 -1 1 3
tr _ -1 0 0 : -1 . _ &
B/"-C;-By = O R 0 . _GDnH'
—1 0 0 0 n—1 —1 1
1 1 1 1|1 ]» -1 01 (U I
0 10 .«-... n+1 10 O-1 | n+1
Bir.C; B,

Analogicznie, jeSli p > 2, to GDn+1 }sz C;, gdzie B - C;- By =

1 p=2p-1 p p+l n n+l 1 P p+l n n+l
1...1 0 0 W E [ 1 -1 0]
O -1 -1 112 O -1 1
.00 O 013 .00 O
-1 . . . -1 _1'1".' . p—1
-1 0 --- 0 -1 0 |» 000--0 1| .
= -1 0] 0| p+ -1 1 1 =Gp,,,-
O - O 1
—1 0 0 0 0 n—1 —1 1
11 1 11|~ -1 1 0ln
0 0 10 «---- 0 | net 10 0 0[-1 | s
Bir-C; B;

4° Pokazemy teraz, ze GDn+1 ~z Cp, gdziel = ;Dj ¢ A, _,. Dow6d przeprowadzimy
w trzech krokach.

a) Cpjon, ~z Cpyoa,_,, PONieWaz:

111 1 ]
Dol () 0
P 1 p
tr _ ~
B1 . CS]D);,OAn_p . B1 = 0---0 1/|p+1- 0 _1‘ ol = CSDZOAO.
“1e..-1 .
0| 0 o
-1 0 [ n+1 1.+ 1 1| s
Btlr.CSD;]oA”_p B,
b) CoDzoAn ~z CSD;QAO, poniewaz:
5+2 2 1 +3 +1 1 > 5 eis .
0 0 1 0 0-1 0 0 >
0 1

I
LR
|
LR
=
=
o .
o -
o
L
_, .
Lo

tr _ . Lol . _
BZ.CSDZOAO'BZ_ 0 e e . 101 ...1 _COD;}OAn'
-1 0 0 s+2 11 1 1
o “i| | o0 ||
1 n+1 .1 1+1

tr
By -CSID>Z<>AO B,
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C) C;]D)n+1 ~Z COD;}OA”’ pOIliewaZ:

1 2 3 n+1 L 2 3 .

[1 0 1, 1 0 1,

0 1 1 S P 0 2

-1 |3 1|5

tr _ e
BS . COD;OA" - B3 - ._1 ’ O ,‘1 s = G]D)n+1.
O d O S0
-1 a1
-1 n+1 -1 1 0---01 n+1
Bgr'COD’;IoAn B3

Podsumowujac: Gp | EIZ C.pyoa,._, gdzie By = By - By - Bs.

Musimy jeszcze pokazaé, ze wskazane macierze B; € M, (Z) sa Z-odwracalne.
Zr6éwnosci Bi" - C;- By = G, oraz twierdzenia Cauchy’ego otrzymujemy det B; = +1, gdyz
detC; =1, det(G,) = 1 oraz

1 = det(G,) = det(B") - det(C;) - det(B;) = det(B;)?.

(b) Poniewaz Al = ,A} oraz DI, ; = (D}, ¢ Ay stwierdzenie (b) jest konsekwencja
(a) oraz przechodnioéci relacji ~. O

Dowdd twierdzenia 3.17

Udowodnimy teraz jeden z giéwnych wynikéw rozdziatu: twierdzenie 3.17, ktére
podsumowuje wtasnosci spektralne spéjnych dodatnich zbioréw cze$ciowo uporzadkowa-
nych I, ktére sa jednopikowe lub maja co najwyzej |I| < 14 elementow.

Dowéd twierdzenia 3.17. Réwnowazno$¢ (a)«<(e) wynika wprost z twierdzenia 1.56,
ktérego dowdd przedstawiony jest w dodatku B.

Aby udowodni¢ réwnowaznoé¢ (c)<(e), zauwazmy, Ze na podstawie twierdzenia 3.12,
prawdziwa jest rownowazno$¢ I ~z DI < Dyn;, = Dyn,,,. Poniewaz Dyn,, = D na
podstawie faktu 3.14, teza jest konsekwencja faktu 3.10 oraz przechodniosci relacji ~ .

(f)=(b) Aby udowodnié¢ implikacje, postuzymy sie argumentami uzytymi w dowodzie
faktu 1.55. Z zalozenia istnieje Z-odwracalna macierz B, taka ze C; = B" - G, - B, gdzie
A := DI. Zauwazmy, ze G; ~z G4, poniewaz

Gy=3(Cr+C)=1%(B"-Gy-B+B"-GY-B)=B"-G,B.

Stad oraz z faktu 3.10 wynika, ze Dyn, = DI jest typem Coxetera-Dynkina porzadku L.
Musimy jeszcze pokazac, ze specc; = specc . Z zalozenia oraz definicji macierzy Coxetera
otrzymujemy
Cox; =—Cy-Cy'" = —(B'" -G, +B) - (B - G5 - B)™" =
— _ Btr. GA .B.B-1. GZW‘ Bt — Btr‘(_GA . GZtT) .B—tr — Btr. COXA . B—tr/

a stad:

cox;(t) =det(t - E — Cox;) = det(t- E — B - Cox, - B~") =
=det(t- B" - B=" — B . Cox, - B~"") = det (B'" - (t - E — Cox,) - B7") =
=det(B") - det(t - E — Cox,) - det((B")~1) = det(t - E — Cox,) = cox,(t),
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i w konsekwengji specc; = specc,.
(b)=(e) Implikacja wynika z faktu 3.10.

Zalézmy, ze spelniony jest warunek (i), tj. |I| < 14. Implikacja (a)=(f) oraz réwno-
waznoé¢ (f)e(d) sa konsekwencja twierdzenia 3.61, ktérego dowdd przedstawiamy na
stronie 88, oraz przechodniosci relacji = .

Zalézmy, ze spelniony jest warunek (ii), tj. |I| ma dokladnie jeden element maksymalny.
Pokazemy, ze (a)=(g)=(f) oraz (g)=(d)=(c).

(a)=(g) Dowdd przeprowadzimy w dwoéch krokach. W przypadku [I| < 14 wynika
on z przeprowadzonych wczeéniej rozwazan dla przypadku (i). Spoéréd obliczonych
zbioréw czesciowo uporzadkowanych I, wybieramy takie, ktére maja doktadnie jeden
element maksymalny. W ten spos6b pokazujemy, ze kazdy taki I jest izomorficzny z jednym
z czterech typ6w przedstawionych w tabeli 3.18: , A, ]D);;,ﬁ;; oA, DjoA, ,lubl
jest izomorficzny z P4, ..., P93, ktore przedstawiono w [46, Table 6.1, Table 6.2, Table 6.3].
Ponadto, z przeprowadzonych obliczen oraz z faktu 3.10 wynika, ze typem Coxetera-
Dynkina Dyn, jest:

* A, 1, jesliljestizomorficzny z , A},
* D, .1, jesliljest izomorficzny z D;’l,ﬁ; oA, _,lub;Djo A,

* &, &7, Eg, jesli I jest izomorficzny z jednym ze zbioréw czeSciowo uporzagdkowanych
P1, ..., P193 przedstawionych w [46, Table 6.1, Table 6.2, Table 6.3], odpowiednio.

Przyktadowo, wszystkie jednopikowe porzadki I typu & sa zawarte w nastepujacej tabeli.

TaBELA 3.20. DODATNIE JEDNOPIKOWE PORZADKI TYPU DYNKINA &

P P P P P P P P
v Pate, P Fu Psx Pex P 8, *
! 71 PN 1 ! / N /
o7t t R4 % ¢/ %
[ ] [ ] [ ) [ ) [ ] [ ) [ ) [ ]
1 0 1
[ ] [ ) [ ]
P P P P P P P P
9/;* 10/;?\ 11/: 12/,;F 13;F 1@’:\ 15/,;F 16’:
7! / A VS AN Vi ™,
! ! N i ™

Zal6zmy teraz, ze I jest dodatnim jednopikowym zbiorem czesciowo uporzadkowa-
nym, ktéry posiada m + 1 > 14 elementéw. Aby pokaza¢, iz I jest izomorficzny z pewnym
zbiorem czgSciowo uporzagdkowanym | € {, A}, ]D),’;q,ﬁ;; oAy, Dyo Ay} postuzy-
my sie indukcjg zupelng ze wzgledu na liczbe elementéw porzadku I. Prawdziwo$¢ tezy
dla m := |I| = 14 jest konsekwencja oméwionych wcze$niej wynikéw obliczeniowych.

Aby udowodnic¢ krok indukcyjny, zauwazmy Zze po usunieciu z I wierzchotka mini-
malnego a,,;,, € I otrzymujemy dodatni jednopikowy zbiér czesciowo uporzadkowany
I' := 1\ {a,,;,}, ktéry ma |I'| = || =1 > 14 elementéw. Analogicznie, kazdy dodatni
jednopikowy zbiér czeSciowo uporzadkowany majacy m > 1 elementéw, mozna skonstru-
owac ze zbioru majgcego m — 1 elementéw, poprzez dodanie elementu minimalnego. Stad
prawdziwos¢ tezy wynika z lematu 4.53(a): jesli I :=J" U {a,,,;,,} jest dodatnim zbiorem cze-
Sciowo uporzagdkowanym, ktéry powstal w wyniku dodania wierzchotka minimalnego do
dodfniegojednopikowego J" €A, D,’;_l,ﬁ; oAy, 1,sDpo A, , 1} tol € {,A],
D5, Dy A,y sDpo A, )
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(g)=(f) W przypadku [I| < 14 prawdziwos¢ implikacji wynika z rozwazonego wcze-
$niej przypadku (i) natomiast w przypadku |I| > 14 implikacja wynika z lematu 3.19.

Aby zakoriczy¢ dowdd pokazemy, ze prawdziwe sa implikacje (g)=(d)=(c). Bez zmniej-
szenia og6lnosci rozwazan mozemy zatozy¢, ze |I| > 14 a stad teza jest konsekwencjq
faktu 3.19(a) oraz faktu 1.55(a). O

Uwaga 3.21. Przedstawiony dowod twierdzenia 3.17 jest analogiczny do dowodu [46,
Theorem 5.2], ale nie wymaga odwotania do list minimalnych zbioréw cze$ciowo upo-
rzadkowanych, ktére nie sg Titsowo-dodatnie, przedstawionych w pracach [11, 14, 15].
Ponadto, w dowodzie lematu 3.19 prezentujemy jawnga postac¢ macierzy definiujgcych dwu-
liniowa Z-réwnowaznoé¢ jednopikowych porzadkéw przedstawionych w tabeli 3.18 bez
odwotywania si¢ do operacji waist reflection oraz reflection-duality.

Pokazemy teraz, ze wyznaczona przez nas lista dodatnich jednopikowych zbioréw
czesciowo uporzadkowanych przedstawiona w [46, Table 6.1, Table 6.2, Table 6.3], jest
réwnowazna z listg porzadkow, ktérych funkcjonat Titsa (3.1) jest dodatni, przedstawionych
w [14, Tabauiia 2].

Fakt 3.22. Niech I = ({1,...,n,n+1 = %},<) € {P1, ..., P193} bedzie jednym ze 193 do-
datnich jednopikowych zbioréw czesciowo uporzgdkowanych przedstawionych w [46, Table 6.1, Ta-
ble 6.2, Table 6.3], ktdrego elementem maksymalnym jest . Jesli T := I\ {*}, to w [14, Tabauia 2]
istnieje taki porzgdek P € {P1,...,P1gg} Z2e T ~ P lub T =~ PP,

Dowoéd. Dowdd faktu ma charakter obliczeniowy.

Etap 1° Inicjalizujemy listy:
¢ opeak := [Pq,...,P193] zlozong z macierzy incydencji C; € M,,,(Z) dodat-
nich porzadkéw jednopikowych I = ({1,...,n,n + 1 = »}, <) przedstawionych
w [46, Table 6.1, Table 6.2, Table 6.3] (np. na podstawie [41]),
* bslist := [Py, ..., P1gg] ztozong z macierzy incydencji porzadkéw przedstawio-
nych w [14, Tabaniia 2].

Etap 2° Dla kazdej macierzy C; € opeak:

Etap 2.1° konstruujemy macierz incydencji Cr € M;_1(Z) porzadku T := I \ {*},
usuwajgc z macierzy C; € M (Z) ostatni wiersz oraz ostatnig kolumne,

Etap 2.2° znajdujemy na liScie bslist takg macierz incydencji Cp € bslist porzadku
P,ze T =~ Plub T =~ P, gdzie Cpop := C (aby sprawdzi¢, czy porzadki T oraz P
sa izomorficzne, wystarczy zweryfikowaé izomorfizm kotczanéw Hasse H(T) oraz
H(P), np. przy pomocy biblioteki igraph: www.igraph.org).

Przyktadowo, w przypadku porzadku I = T U {#} := P¢ mamy T =~ P°’ dla P := Py;.

o/i\o e o o °
H): i/ H(T): 2/ H(P): /I
! ! AN 0

Twierdzenie 3.17 pokazuje, ze skoriczone dodatnie zbiory czesciowo uporzadkowane I,
ktore sg jednopikowe lub skladajg sie z co najwyzej [I| < 14 elementéw, wyznaczone
sq przez zespolone spektrum Coxetera specc;, C C jednoznacznie, z dokladnoscig do
dwuliniowej Z-réwnowaznosci.


www.igraph.org
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Whiosek 3.23. Jesli I, ] sq dodatnimi spéjnymi zbiorami czedciowo uporzgdkowanymi, ktére
sq jednopikowe lub spetniajg |1|,|]| < 14, to [ = | < specc; = specc;.

Dowéd. Implikacja ,=” wynika z faktu 1.55(c) i dlatego wystarczy pokazaé ,<".

Zatozenie specc; = specc; implikuje réwnos¢ |I| = |J| (poniewaz |I| = |specc;| =
|specc; | = []]). Na podstawie twierdzenia 3.17(f) wiemy, ze istniejg takie Z-odwracalne
macierze BI e MI(Z) = M}(Z) > B], iz GDI = B?‘ . CI . BI oraz GDI = B;r . C] . B] i Sth

speccp, = specc; = specc; = speccy, . (*)

Poniewaz wielomiany Coxetera diagraméw Dynkina majg posta¢ przedstawiong w ta-
beli 1.58 (patrz [111, Proposition 2.3]) réwnosci |I| = [J| oraz (%) implikujg izomorfizm
diagraméw D; =~ Dj. Zauwazmy, ze zmiana numeracji elementéw porzadku I prowadzi
do porzadku, ktéry jest z nim dwuliniowo Z-réwnowazny (patrz fakt 1.44(a)) i stad, bez
zmniejszenia ogdlnosci rozwazan, mozemy zatozy¢, ze Dy = D; . Podsumowujgc:

B?/'CI'BI:CV;DI :GVD’ :B;rC]BI=>CI: (B]Bl_l)trC] (B]Bl_l)

idlategoIzBZ J, gdzie B := B; - By’ O

Uwaga 3.24. Réwnowaznos¢ I ~z | « specc; = specc;, gdzie I, ] sa dodatnimi zbiora-
mi czedciowo uporzagdkowanymi majgcymi co najwyzej 10 elementéw, zostata pokazana
w pracach [40, 47] (patrz tez [53]). Przedstawiony tam dowdd opiera si¢ na sprowadzeniu
rozwazanego problemu do analizy Gl(n; Z)p-orbit macierzowych morsyfikacji (defini-
cja A.6) diagraméw Dynkina D € {A,;n > 1,D,;n > 4, E¢, E;, Eg} (tabela B.17), gdzie

Gl(n; Z)p := {B € Gl(n; Z); Gp = B - Gp - B}.

Kluczowym elementem dowodu [40, Theorem 8.1] jest obliczenie grupy izotropii
Gl(n; Z)p C Gl(n; Z) C Z", ktoéra jest skoriczona ([112, Proposition 2.9]) i izomor-
ficzna z grupg Aut(Rp) C Z" automorfizméw zredukowanego systemu pierwiastkow
Rp:={v e Z" qp) =1} C Z" (por. [40]). Izomorfizm Gl(n; Z)p ~ Aut(Rp) pozwala
obliczy¢ zaréwno grupe Gl(n; Z)p C Gl(n; Z) jak i jej moc |Gl(n; Z)pl (patrz [73, Section
12.2]).

D A,n>1 D,n>4 D; Eg E, Eg
Gl(; Z)pl  2(n +1)! 2np! 1152 103680 2903040 696729 600

Poniewaz wielkos¢ grupy izotropii Gl(n; Z)p roénie bardzo szybko wraz ze wzrostem
liczby wierzchotkéw diagramu D (np. |Gl(14; Z)p | = 2 - 14! = 1428329123020 800),
jest to metoda trudna do przeniesienia na przypadek porzadkéw, ktére maja wiecej niz 10
elementow.

3.4. Wierne jednopikowe porzadki dodatnie

Udowodnimy teraz, Ze istnieje skoriczenie wiele dodatnich jednopikowych zbioréw cze-
Sciowo uporzadkowanych, ktdre sa wierne w sensie definicji 3.25 oraz przedstawiamy pelng
liste takich porzadkéw, uzyskang przy pomocy algorytméw kombinatorycznych przed-
stawionych w dysertacji. Rezultaty te zastosujemy do wykazania, ze wspéirzedne r; € Z
pierwiastkéw r = [ry,...,1,] € Ry C Z™ dodatnich jednopikowych m-elementowych
porzadkéw I spetniajg nierdwnosc |r;| < RmanynI < 6 (patrz twierdzenie 3.34).

Czes¢ z przedstawionych w tym podrozdziale wynikéw zostata opublikowana w [45].
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Definicja 3.25. [80, 102, 117] Zatézmy, ze I jest skoriczonym n-elementowym zbiorem cze-
Sciowo uporzgdkowanym.

(a) Wektorv = [vy,...,v,] € Z" nazywamy wiernym (ang. sincere; omnipresent), jesli v; # 0
dla wszystkich 1 < i< n

(b) Zbior czesciowo uporzgdkowany I nazywamy wiernym, jesli istnieje wierny pierwiastek
r€R;={vE€Z"; q(v) =1} C Z" funkcjonatu q;: Z' — Z (1.40).

(c) Jednopikowy porzqdek I nazywamy Titsowo-wiernym, jesli istnieje wierny pierwiastek
r€ R ={v € Z"; §(v) =1} C Z" funkcjonatu Titsa §;: Z' — Z (3.4).

Jako prosty wniosek z lematu 3.6(a) otrzymujemy:

Whiosek 3.26. Jednopikowy zbidr czesciowo uporzgdkowany I jest wierny wtedy i tylko wtedy
gdy jest Titsowo-wierny. Ponadto, pierwiastki funkcjonatéw q;: Z' — Z oraz §;: Z' — Z réznig
sig tylko znakiem ostatniej wspotrzednej.

Pokazemy, ze |r;] < 6 dla dowolnego pierwiastka r = [rq,...,7,] € R; C Z" (lub
r € R; C Z"), gdzie I jest dodatni i jednopikowy. Jest to szczegSlny przypadek bardziej
ogolnego wyniku (patrz fakt 2.16): wspéirzedne dowolnego pierwiastka r € Z" dodat-
niego jednolitego funkcjonatu kwadratowego q: Z" — Z spelniajg nieréwnos¢ |r;| < 6.
Rezultat ten wynika z doé¢ zlozonego w dowodzie twierdzenia Ovsienki, ktére méwi
o skoniczonej liczbie pierwiastkéw dodatnich sfabo dodatnich jednolitych funkcjonatéw kwa-
dratowych (tj. g: Z" — Z spetniajacych q(v) > 0dla 0 # v € N"), patrz [96, 102]. Dowéd
przedstawiony w dysertacji ma charakter kombinatoryczny i jest bardziej elementarny.
Co wiecej, pokazujemy Ze istnieje zalezno$¢ pomiedzy maksymalng wielkoscia |r;| € N
a typem Coxetera-Dynkina porzadku I.

Bedziemy uzywa¢ nastepujacych lematow.

Fakt 3.27. Zatozmy, ze I C | sq zbiorami czesciowo uporzgdkowanymi.
(a) Jesli ] jest dodatni (nieujemny), to I jest dodatni (nieujemny).
(b) Jesli I nie jest dodatni (nieujemny), to | nie jest dodatni (nieujemny).

Dowdd. Rozwazmy diagram

95
zZ) Z
TJ JTL’/ 7
ZI

gdzie 7t oraz T oznaczaja standardowe operacje rzutowania oraz zanurzenia (wlozenia).
(a) Dla dowolnego v € 7! mamy q;(v) = q](T(v)), stad dodatnio$¢ (nieujemnosc) |
implikuje dodatnioé¢ (nieujemnos¢) I.
(b) Z zalozenia, istnieje wektor 0 # v € Z!, taki ze gr(w) = 0 (g7(v) < 0). Stad, dla
w := 7(v) € Z/ otrzymujemy g;(w) = g; (71(w)) = q;(v) i w konsekwencji porzadek ] nie
jest dodatni (nieujemny). O

Lemat 3.28. Jesli I jest wiernym dodatnim zbiorem czesciowo uporzgdkowanym, to I jest spojny.

Dowéd. Zalézmy, przez sprzecznosé, ze I nie jest spojny, tj. [ = I; U I, gdzie I}, I, # 0.
Zauwazmy, ze funkcjonaty q;, : Zh - 7 oraz qL,: Z'2 - 7 sa dodatnie (fakt 3.27(a)) oraz
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dla dowolnego x € Z! mamy gq;(x) = qr, (x|11> +41, (x|12> Jesliw € Ry = {v € ZI; q;(v) =
1ycz! jest wiernym pierwiastkiem porzadku I, to w| L ¥ 0, w| L * 0 i w konsekwencji

1 =g;(w) =qp, (w|11> a1, (wllz) > 2.

Uzyskana sprzeczno$¢ pokazuje, ze istnienie wiernego pierwiastka implikuje sp6jnosé
dodatniego zbioru czesciowo uporzgdkowanego. O

TaBELA 3.29. SERIE PORZADKOW DODATNICH A, ¢ A, orAz D},

. 1 2 3 p-1 p 3<n
A o A e—e—>0——> ——>e—e =
n—
b P e—>0—>0—— — > e—e 2<p<n
p+1 p+2 p+3 n-1 n
—_— ®n-1
* . 1 2 3 n-3 n-2
Dn' e—>0e—>0—> _>.4,.< 4<n

Lemat 3.30. Zalozmy, ze I € {,A;, D}, Dj o0 A,_,, Dso A, ,, A, oA, , D} jest
zbiorem czgsciowo uporzgdkowanym, ktérego kotczan Hasse jest przedstawiony w tabeli 3.18 lub
tabeli 3.29.

(a) Porzgdek I jest dodatni.
(b) Jesli|l| > 6, to I nie ma pierwiastkéw wiernych.

Dowdd. (a)Jeslil € {,A;}, D;,ﬁ; oA, _,, Dy oA, _}, to teza wynika z rownowaz-
nosci (a)(g) twierdzenia 3.17. W przypadku I € {A, ¢ A,,_,,, D} } teza jest konsekwencja
faktu 3.27(a) (podzbior dodatniego zbioru czesciowo uporzqdkowanego jest dodatni) oraz
poprzednich rozwazan, poniewaz A oA, ,C ]D)* o A,_,oraz D C.D: ,0A, .

(b) Zatozmy, ze I € {,A;, D;;,D* o An_p,sD* o An_p, A, o An_p,TD;} oraz |I| > 6
Zauwazmy, ze zbiér R; = {v € YAS gr(v) = 1} jest skoriczony (fakt 2.16) i mozna go
obliczy¢ algorytmicznie (np. przy pomocy algorytmu 2.21).

Dowéd przeprowadzimy metoda indukcji zupelnej wzgledem n = |I|. Prawdziwo$¢

tezy dla n = 6 weryfikujemy przy pomocy obliczeri komputerowych (obliczenia zajmujq
ok. 1s):

Etap 1° generujemy liste mats macierzy incydencji C; € Mg (Z) Wszystklch zbioréw
czg$ciowo uporzadkowanych I € {,A, Dg,ﬁ; o As_p, Do As A o Ag_p, D)
majacych [I| = 6 elementéw (jest ich doktadnie 22),

—p7

Etap 2° dla kazdej macierzy C; € mats:
Etap 2.1° wyznaczamy forme kwadratowg g; € Z[xy, ..., 4], gdzie q;(x) := x-Cp-x'"

7

Etap 2.2° przy pomocy algorytmu 2.21, zastosowanego do formy q; € Z[xy, ..., X¢],
obliczamy skoriczony zbiér pierwiastkéw R; = {v € Z°; g;(v) = 1} C Z5,

Etap 2.3° weryfikujemy, ze zbiér R; C Z° nie zawiera wektoréw wiernych.

Dowéd kroku indukcyjnego przeprowadzimy przez sprowadzenie do sprzecznosci.
Zat6zmy, ze n > 6, teza jest prawdziwa dla wszystkich I = ({1, ...,n},<X) € {pA;_l, Dy _4,
ﬁ; oA, 5 1,sDp o An_p_l,Kp o An_p,]]A);;} wielkodci |I| = n oraz istnieje wierny zbiér
cze$ciowo uporzqdkowany] = {1,..,n+1},X) € {pA* D3 ﬁ* oA, _ p,SID)* oA, _ —pr
A\p oA, _p11, D5, 1} majacy || = n + 1 elementéw. Z lematu A. 35(d) zastosowanego do
funkcjonatu jednolitego g;: 7] — Z wynika, ze istnieje wierny pierwiastek w € Ry =
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R, = {v € Z'; q)(v) = 1} C Z/ orazindeks 1 < j < 1+ 1, takie ze w = [wy, ...,
Wj_1,Wjy1, -, Wyy1] € Z" jest pierwiastkiem wiernym funkcjonatu q;j ozn S 7z, gdzie

q}p(x) = q]([xl, s Xj_1, 0, Xjy oen ,x,]) dla dowolnego x € Z". Zauwazmy, Ze:

(i) q}j .7 5 7 jest funkcjonatem kwadratowym stowarzyszonym z podzbiorem | C |
zbioru czesciowo uporzadkowanego J, gdzie ] := | \ {j}, w szczegdlnosci |’ jest

wierny;
(ii) J' C Jjest spojny;

(iii) J' € {, A%y, D

n—1s

Dio A, 1,D50A, , 1, A, 0A, D)

Prawdziwos¢ (i) wynika z definicji wiernego funkcjonatu q;] ) oraz definicji funkcjonatu
kwadratowego stowarzyszonego z |' := ] \ {j} (1.40), natomiast (ii) jest konsekwencjq
lematu 3.28. Poniewaz | := ] \ {j} C ] jest sp6jny, (iii) wynika z definicji ksztattéw zbioru
czgsciowo uporzadkowanego | € {,Aj, D,’;,ﬁ; oA, _p Dy o An_p,Kp o An—p+ll®;+1}'
Stad ' € {pA;_l,D;_l,ﬁ; oA, _,_1,Dj0 An_p_l,ﬁp o An_p,ﬁ,’;} jest wiernym
zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym, ktéry ma n elementéw. UzyskaliSmy sprzecznosé
z zatozeniem indukcyjnym, co koficzy dowéd. ]

Kazdy dodatni jednopikowy zbiér czeSciowo uporzadkowany | = ({1,...,n,*}, <),
ktory ma wigcej niz 8 elementow, jest izomorficzny z porzadkiem I € {, A7, ]D),’;,@;; oAy,
sDpo Ay} (patrz réwnowazno$¢ (a)<(g) w twierdzeniu 3.17) i stad nie jest wierny
(lemat 3.30). Prawdziwe jest silniejsze stwierdzenie: | nie ma pierwiastkéw prawie wiernych,

tj. v = [vy,...,0,,0,] € Ry spehiajacych vy # 0, ..., v, # 0 (por, [45, Proposition 3.3]).

Fakt 3.31. Zatozmy, zel = ({1,...,n,n + 1 = %}, <) jest dodatnim jednopikowym zbiorem
czgsciowo uporzgdkowanym, z ktérym stowarzyszone sq funkcjonaly kwadratowe q;: Z"*' — Z
(1.40) oraz Gy: Z"*' — Z (3.4). Jesli 1] > 9, to:

(@) funkcjonal q;: Z"*t' — 7Z nie ma pierwiastkéw prawie wiernych,
(b) funkcjonal Titsa G§;: Z"+' — Z nie ma pierwiastkéw prawie wiernych.

Dowdéd. Zatézmy, ze I jest spéjnym dodatnim zbiorem cze$ciowo uporzagdkowanym
oraz |I| > 9. Z twierdzenia 3.17 wynika, ze I € {,A}, ID),’;,@; oA,y sDyo Ay}

(a) Zal6zmy, przez sprzecznosé, ze v = [vy, ...,0,,0,] € Ry C Z"+1 jest pierwiastkiem
spelniajacym v; # 0,...,v, # 0. Wtedy v, = 0, poniewaz w przeciwnym przypadku
v € Z"*1 bylby pierwiastkiem wiernym i otrzymaliby$my sprzecznoé¢ z lematem 3.30. Stad
0 :=[vy,...,0,] € Z" jest pierwiastkiem wiernym zbioru czeSciowo uporzadkowanego

I' := I\ {+}. Poniewaz I' € {,A}_;, D% |, Dyo A, _, 1,D50A, , 1,A,0A, D}
oraz [I'| > 8, otrzymujemy sprzecznoéc¢ z lematem 3.30.
(b) Wynika z (a), patrz wniosek 3.26. O

Twierdzenie 3.32. Zafozmy, zel = ({1,...,n,n + 1 = %}, <) jest dodatnim jednopikowym
wiernym zbiorem czgsciowo uporzgdkowanym, ktorego typem Coxetera-Dynkina jest Dyn,; €
{An+1/ Dn+1/ 56/ 57/ 58} (deﬁnicju 3-9)-

(a) Zbior czesciowo uporzgdkowany I jest Titsowo-wierny. Ponadto, pierwiastki funkcjonatéw
qr: Z' — Z oraz G;: Z' — 7 réznig sig tylko znakiem ostatniej wspétrzedne;.

(b) I <8

(c) Jesli Dyn, = A,y tolll=n+1<3o0mzl € {0AL 0A], 0AS}:
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0Ag: * 0A]: . x 0A%: ~3
Ponadto, wektory gwg = +[ 11, gwy = £[ 1,-1] oraz gw, = +[ 1, 1,-1] sg jedynymi
pierwiastkami wiernymi funkcjonalow q as,q,a+ 01az q, a3, odpowiednio.

(d) JesliDyn, = D, 4, tolll = n+1 < 5oraz | jest jednym z nastgpujgcych 8 zbiorow czgsciowo
uporzgdkowanych (wypisanych wraz z petng listq ich pierwiastkéw wiernych).

" 2 3 4 5 " 2
D4: L4 L4 /. * 1D30A0: 1.\?).\4
1e 30— %
w4:i[ 1/ 11 11_11_1] lwgzi[ 11_11_1/ 1]
. :
— 2 3 5 7
D30 Ay gy oDy oA N N,
o1 /
40
wi =+[ 1,-1,-1,-1, 1] wi ==+ 1,-1,-1,-1, 1]
1
Djo Ay , % DioAy: i
0*3 0 - 3 4 0*~2 2 e—— %5
o—>e0—— % 3 Ve
e—> 04
owd = [ 1, 1,-1,-1] owz=£[1 1,1, 1,-2]
L s s 0
OD;OA]_: .4/".4}* 1D§0A1: %4)*4
2 Y .é'
0w =4[ 1, 1,-1, 1,-1] owi =401, 1, 1,-1]

o7 =4[ 1, 1, 1,-2]

(e) JesliDyn, € {&, &7, Eg}, to I jest jednym ze 167 zbioréw czgsciowo uporzgdkowanych przed-
stawionych w [46, Table 6.1, Table 6.2, Table 6.3], ktére majg niezerowq liczbe pierwiastkéw
wiernych funkcjonatu Titsa §;: Z' — Z (dla kazdego I liczba ta zostala zapisana w tabelach
LW kotku”: Gp).

(f) Catkowita liczba dodatnich jednopikowych zbioréw czesciowo uporzgdkowanych, ktore sg
wierne wynosi 178.

(g) Jesliv = [0q,...,0,,0,41] € Ry jest pierwiastkiem funkcjonatu kwadratowego g;: Z! — Z,
to

jesliDyn, = A, .4, n >0,

jesliDyn; =D, .1, n >3,

jesli Dyn; = &,

jesli Dyn, = &,

jesli Dyn, = &.

~

~

max{|vql, ..., [0,], 10,411} < Rmaxsinc{-,ynl =

~

ARG RS I I

~

Innymi stowy, liczba Rmaxsinc]")ynl € {1, ..., 6} wyznacza gorne ograniczenie na v,|, gdzie
0 =[0q,...,0p41] € Z! jest wiernym pierwiastkiem dowolnego dodatniego jednopikowego
zbioru czgsciowo uporzgdkowanego I typu Dyn, € {A,, 11, Dy 41,6, E7,Es)-

Dowéd. (a) Wynika z lematu 3.6 (por. wniosek 3.26).

(b) Jest konsekwencja lematu 3.30 oraz réwnowaznosci (a) = (g) w twierdzeniu 3.17.

(c) — (g) Dowo6d ma charakter obliczeniowy.
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Etap 1° przy pomocy algorytmu 3.52 generujemy liste mats ztozong z gérnotréjkatnych
macierzy incydencji C; € M (Z) wszystkich nieizomorficznych jednopikowych zbio-
réow czesciowo uporzadkowanych I, ktére majg co najwyzej 8 elementéw,

Etap 2° usuwamy z listy mats te macierze, ktérych ostatnia kolumna nie sktada sig
z samych jedynek, tj. macierze incydencji C; € M (Z) porzadkéw I, ktére nie sg
jednopikowe,

Etap 3° dla kazdej macierzy C; € mats:
Etap 3.1° wyznaczamy forme kwadratowg g; € Z[xy, ..., X, gdzie g;(x) := x-Cp-x"",

Etap 3.2° przy pomocy algorytmu 2.21, zastosowanego do formy q; € Z[xy, ..., X ],
obliczamy skoriczony zbiér pierwiastkow R; = {v € Z!; gr(v) =1} C VA

Etap 3.3° obliczamy liczbe wektoréw wiernych nalezacych do zbioru R; C Z,

Etap 3.4° przy pomocy algorytmu B.24 wyznaczamy typ Coxetera-Dynkina Dyn; €
{Ay1, Dy, €6, E7,Es} porzadku I

Na podstawie uzyskanych wynikéw obliczeniowych:
* weryfikujemy (g),
* pokazujemy (f): catkowita liczba wiernych dodatnich jednopikowych I wynosi 178,
* s3 to I opisane w podpunktach (c) - (e). O
Przedstawimy teraz analogiczne do twierdzenia 3.32 wyniki dla wszystkich (nieko-
niecznie jednopikowych) zbioréw czesciowo uporzadkowanych I, ktére maja co najwyzej

lI| < 8 elementéw.

Lemat 3.33. Niech I bedzie dodatnim wiernym n-elementowym zbiorem czgsciowo uporzgdko-
wanym, gdzie n = |I| < 8, ktérego zbiorem pierwiastkéw jest Ry = {v € Z"; q;(v) = 1} C Z".

(a) JesliDyn, = A, tol € {(A,0A], 0A5} (patrz tabela 3.18) lub I jest jednym z nastepujg-
cych siedmiu zbioréw czesciowo uporzgdkowanych:

A A AV A VAVAVAR VeV

Ss: T/i Se: ./.\./.\. S7 ./.\./.\./.\-

Ponadto, wektory w; = ZjEmaxlej — Zkeminlek oraz —wy, gdzie I € {Sq,...,Sy}, sg
jedynymi pierwiastkami wiernymi funkcjonatu q;: Z' — Z.

(b) Catkowita liczba #sinc; wiernych zbioréw czesciowo uporzgdkowanych 1 typu
Coxetera-Dynkina Dyn, € {D,,, £,} = {Dy, D5, D, D7, &6, E7, E} wynosi:

Dan D4 DS D6 D7 ]E6 ]E7 ]Es

#sincy 5 13 22 17 36 175 521
#1 5 19 43 95 43 197 548
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(c) DiaA € {A,, D, &, E7, Eg} prawdziwa jest réwnosc:

1, jesliA=A,,

2, jesliA=D,,

3, jesliA=&, gdzie RI;S®:=|]R;.
4, jesliA =&, Llli=n<8
6, jesliA =&, Yo

Rmaxgsch = g}gg)g{lvll,...,lvnu =
A

Innymi stowy, liczba |v;| dla dowolnego pierwiastka v = [v4, ...,v,,] € R; C Z" dodatniego
porzqdku I, ktory sklada sig z co najwyzej 8 elementow i ma typ Coxetera-Dynkina Dyn, =
A e {A,,D,, E, &, &), jest ograniczona z gory przez Rmaxgsinc 1 €1{1,2,3,4,6}.

Dowéd. Dowo6d ma charakter obliczeniowy i jest analogiczny do dowodu lematu 3.32
(podpunkty (c)—(g)). Uzywajac algorytmu 3.52, obliczamy wszystkie macierze incydencji
C; € M[(Z) dodatnich zbioréw czeéciowo uporzadkowanych I, ztozonych z co najwyzej
n :=|I| < 8 elementéw. Nastepnie, przy pomocy algorytméw B.24 oraz 2.21 obliczamy typ
Dynkina Dyn, = A € {A,,, D, &, &7, £} oraz zbiér pierwiastkéw R; C Z" i weryfikujemy
prawdziwos$¢ lematu. O

Twierdzenie 3.34. Niech I = ({1, ...,n,n + 1}, <) bedzie dodatnim (n + 1)-elementowym
jednopikowym zbiorem czgsciowo uporzgdkowanym. Jesli wektor v = [v4, ...,0,,0,.1] € Z! jest

(a) pierwiastkiem funkcjonatu kwadratowego q;: Z"*' — 7Z (4. g;(v) = 1), lub
(b) pierwiastkiem funkcjonatu kwadratowego Titsa §;: Z"1 — Z (tj. §;(v) = 1),
to: - ol
jesliDyn, = A, ,4,n 20,
jesli Dyn, =D, q,n 2> 3,
jesli Dyn, = &,
jesli Dyn, = &,
, jesli Dyn, = &.

~

~

max{[vql, ..., [Uyl, [0y411} S Rmaxpy, =

~

SR LN

Dowéd. Poniewaz pierwiastki funkcjonatéw kwadratowych gq;: Z! — Z oraz §;: Z! —
Z, stowarzyszonych z I, r6znia sie tylko znakiem ostatniej wspétrzednej (lemat 3.6), dowéd
wystarczy przeprowadzi¢ dla przypadku (a).

Zatézmy, ze I = ({1,...,n,n + 1}, X) jest dodatnim jednopikowym zbiorem czeéciowo
uporzadkowanym oraz v = [vy,...,0,,0,,1] ER;={v E VAR gr(v) =1} C zr+l = 71
jest pierwiastkiem funkcjonatu g;: Z"*! — Z. Rozwazmy m < n elementowy podzbiér
czeSciowo uporzadkowany | := suppv C I, gdzie suppv := {i € [; v; # 0}. Wprost
z definicji wynika, ze v := Vlsuppo € 7J) = 7™ jest pierwiastkiem wiernym funkcjonatu
qr: 7] — Z. W konsekwendiji | jest spéjny (lemat 3.28) i dodatni (jako podzbiér dodatniego
I, patrz fakt 3.27(a)). W zaleznosci od typu Coxetera-Dynkina Dyn, € {A, 11, D,,11,&, &7,
&g} mozliwe sg nastepujace przypadki.

1) Dyn; = A, ;. Wtedy I =~ , A}, (twierdzenie 3.17(g)) i stad, jak pokazuje prosta analiza
mozliwych spéjnych podzbioréw czesciowo uporzadkowanych | C I, zachodzi | =
p A 1. W konsekwencji Rmaxy, , = Rmaxsinc) = 1na podstawie lematu 3.32(g).

2) Dyn, = D,,;. Wtedy I € {Dj,, ]D)* oAy, Dy oAy} (twierdzenie 3. 17(g)) Analiza
mozliwych spéjnych podzblorow] clI pokazu]e ze] € {,yA; ,,]D)*,,]D)* oAy,
oDy o Ay, A ro Ay, D3}, gdzien' := m — 1 (patrz tabela 3 29). Pomewaz]]est
docfatm i wierny, to z lematu 3. 30 otrzymu]emy /I < 51istad oraz z lematu 3.33 wynika,
ze

Rmaxpwrl = max{Rmaxgsinc Am,RmaxgsincDm} = max{1,2} = 2.
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3) Dyn, = &. Poniewaz || = m < 8, to mozliwym typem Coxetera-Dynkina ] jest Dyn] €
{A,1, Dy, Es, E7,Es}- Stad, oraz z lematu 3.33, otrzymujemy:

Rmaxg, = max{Rmaxgsinc Am,RmaxgsmcDm,

Rmaxgsincg6,72maxgsincg7, Rmaxgsincgg} =max{1,2,3,4,6} = 6.

4) Dyn, € {&;, &} Rozumujac analogicznie jak w przypadku 3) otrzymujemy:

Rmaxg, = max{/Rmaxgsinc Am,RmaxgsmcDm, Rmaxgsmcgé,RmaxSsmc 57} =
=max{1,2,3,4} =4,

Rmaxg, = max{/Rmaxgsinc Am,RmaxgsinCDm, Rmaxgsincgs} = max{1,2,3} = 3. O

3.5. Geometrie oczkowe pierwiastkow

Celem niniejszego podrozdziatu jest przedstawienie algorytmu 3.47, ktéry umozliwia
wyznaczenie macierzy B € Gl(n; Z) definiujacej dwuliniowg Z-réwnowaznosc¢ I 2 7 1,
pomiedzy porzadkami spelniajacymi zatozenia twierdzenia 3.17. Algorytm ten stanowi
czeSciowe rozwigzanie problemu 3 sformutowanego we wstepie, patrz wniosek 3.49.

Na poczatku podrozdziatu przedstawiamy definicje ®;-oczkowego systemu pierwiast-
kéw I'(R;, @;) w sensie [110], stowarzyszonego z dodatnim zbiorem czeéciowo uporzad-
kowanym I. Pokazemy, ze spdjne dodatnie porzadki I oraz | sg dwuliniowo Z-réwnowazne
wtedy i tylko wtedy, gdy kolczany (digrafy) I'(Ry, @;) oraz I'(R;, &;) sg izomorficzne.
Ponadto, pokazemy w jaki spos6b znajomos¢ kotczanu I' (R, @;), stowarzyszonego z do-
datnim porzadkiem I = (I, <), umozliwia skonstruowanie Z-odwracalnej macierzy B
definiujgcej dwuliniowg Z-réwnowaznos¢ I =~z D, gdzie Dyn, = D, i wskazemy moz-
liwos¢ uzycia tej konstrukcji do rozwigzania sformutowanego we wstepie problemu 3
(patrz wniosek 3.49). Na zakoriczenie podrozdzialu udowodnimy, Ze przy pewnych zato-
zeniach dodatnie spéjne porzadki I = (I, <) sg dwuliniowo Z-réwnowazne z porzagdkami
17, gdzie IV = (I, >).

Z twierdzenia 1.56 wiemy, ze zbidr pierwiastkéw R; = {v € YAS gr(v)y =1} C Z!
dodatniego porzadku I jest skoriczony i ma strukture zredukowanego nieprzywiedlnego
systemu pierwiastkéw w sensie Bourbaki [17] (patrz dodatek B). Pokazemy teraz, jak mozna
wprowadzié¢ na zbiorze R; C Z! strukture tzw. sieciowego systemu pierwiastkéw, ktéra
,koduje” informacje o transformacji Coxetera @;: Z" — Z". Zaczniemy od przedstawienia
niezbednych definicji, ktére pochodza z pracy [110] (patrz tez [113, 119]).

Zalézmy, ze @: R — R jest nietrywialnym automorfizmem zbioru R C Z". Zbitr
P-Orb(w) := {P"(w), m € Z} C Z" nazywamy P-orbitg wektora w € Z" i przedstawia-
my w postaci nieskoriczonego grafu skierowanego na plaszczyznie euklidesowe;.

P-Orb(w): .. <--- PX(W) <--- P(w) <---w <--- PN (w) «--- P2(w) <--- ...
Jesli |P-Orb(w)| < oo, tj. istnieje liczba naturalna 0 # s < oo, taka ze ®~°(w) = w, P-orbite

P-Orb(w) nazywamy skoriczong (dtugosci s). W takim wypadku zbiér @-Orb(w) przedsta-
wiamy na ptaszczyZnie euklidesowej w postaci skierowanego grafu skoriczonego.

Ow): w «--- @ Nw) «--- @ 2(w) «--- ... «--- O+ (W) «--- w

Uwaga: W dalszej czesci bedziemy postugiwac sie notacjg O(w) = @-Orb(w), jesli nie
bedzie to prowadzito do nieporozumieri.
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Definicja 3.35. Zatézmy, ze @: Z" — Z" jest nietrywialnym automorfizmem grupy Z",
zbiér R C Z" jest niepusty oraz P(R) = R. Mowimy, Ze wektory w0V, v weR tworzg
(wazone) P-oczko M., 0 poczgtku u i kovicu w, jesli spetnione sq nastepujgce warunki:

() u=@w)orazu+w =4 -0V + .. + 4, -0, gdzie ly, ..., ¢, € {1,2,3, ...},
(ii) wektory u,vV, ..., v nalezq do réznych ®-orbit.
Szerokoscig ®-oczka nazywamy liczbe catkowitg ¢ + -+ + &, > 1, gdzie u, oD, ..., v # 0.

Zazwyczaj P-oczko M,, C R przedstawiamy graficznie w postaci wazonego bikotczanu
(skierowanego grafu krawedziowo-dwudzielnego, z wagami przy wierzchotkach)

o

G
/ U(Z) \
e b~

zgodnie z nastepujacymi konwencjami:
* krawedzig przerywang tagczymy wektory nalezace do tej samej ®-orbity;

* na rysunku pomijamy grot krawedzi przerywanej, zaktadajac orientacje , od prawej
dolewej”, tzn. we----p~(w) = w------ o L(w);

* wagi {; nie zaznaczmy na rysunku w przypadku ¢; = 1.

Jedli by = - = {; =1, to P-oczko nazywamy jednorodnym.

Przyktadowo, jednorodne ®-oczka M, M., M,,» szerokosci 1,2 oraz 3 maja postac:

(2) o 3)
SN SN
it ol , o ------ > lw), o ----- P l(v") = v — vPD>P (") .
NS NS \ / NS
o o oD o
MU Mv/ MU”

Definicja 3.36. Zatézmy, ze @: Z" — Z" jest nietrywialnym automorfizmem grupy Z.".
Mowimy, ze zbiér R C Z" wyznacza strukture kotczanu P-oczkowego I' (R, D), jesli:

(i) @(R) C R (tj. zbior R jest P-niezmienniczy),

(ii) wszystkie P-orbity wektoréw u € R C Z" polgczone sqg P-oczkami w taki sposob, ze dla
kazdego u € R, podkotczan wypukly (indukowany podgraf skierowany) zawierajgcy P-orbite
wektora u sktada si¢ z d-oczek i ma postac:

O@wDy: - vé“ fffffffffff O I T

00): \/\/ 1@,@))\\ ,,,,, /
\ T

O(w): - <1’>(w)/j fffffff /j fffffffff 1(w)

Ow®y:  —-mmmmo---- V) e - R I
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Konstrukcja kombinatoryczna kolczanu ®-oczkowego I'(R, @) zostala wprowadzona
w pracy [110, Definition 3.3]. Jej inspiracje leza w teorii reprezentacji algebr (patrz [4, 102,
106, 117, 118]). W szczegodlnoéci, kotczan I'(R, P) jest analogiem kolczanu Auslandera-
Reiten skoriczenie wymiarowej K-algebry, por. [4, Definition IV.4.7, Lemma IV.4.8].

Przyktad 3.37. Rozwazmy dodatni zbior cz¢sciowo uporzgdkowany I = D} o Ayt

11111 0 00 0-1
ez 3 01111 1 00 0-1
H) . N, C=loo101|, Coxy=|0 00 11
i s 0 0011 0 01 0-1

00001 0-111-1

Funkcjonal kwadratowy ¢q;: Z°> — Z (1.40) oraz transformacja Coxetera @;: Z> — Z°
(definicja 1.46(d)) porzadku I maja postac:

gr(x) = lez+inxj:x-CI-x”:

iel i<j
= X3 4+ 22+ x00 + (X + Xp)x3 + (X + X)Xy + (X] + Xy + X3+ Xy) X5,
Dp(x) =v-Cox; = [Xp, —Xs5, X4 + X5, X3+ X5, =X — Xy — X3 — X4 — X5] € Z°.
Zbior pierwiastkow R; = {v € Z>; ;qr(v) =13 C Z° jest skoniczony (twierdzenie 3.17)
oraz ®;-niezmienniczy (lemat A.5). Latwo pokaza¢, ze R; C Z° skfada sie z 40 wektoréw

(algorytm 2.21), ktére wyznaczajg pig¢ ®;-orbit dtugosci 8.
Z pieciu @;-orbit zbioru R; C Z> budujemy nastepujacy kotczan @;-oczkowy I'(R;, ;).

*********** 92+94 T 94+95 T T T T el+94 -

\/\/\/\/\

—> 92+e3+e4 — ez+93 _—> ez+e5 —> e3+e5 —> e3+e4+95 —> € —> el+e3+e4 —> el+93

/\/\/\/\/

*********** 91+95 T T - el+e3+e4+e5 - ez+e3+94 ---
**************************** el+92 - 92+93+e4+95 -

Przedstawimy teraz definicje geometrii oczkowej (sieciowej) pierwiastkow.

Definicja 3.38. Zatézmy, ze I jest dodatnim n-elementowym zbiorem czesciowo uporzgdkowa-
nym, z ktérym stowarzyszone sq: skoriczony zbior pierwiastkow R; = {v € Z"; q;(v) =1} C Z"
oraz transformacja Coxetera @;: Z" — Z" (definicja 1.46). Mowimy, ze zbiér Ry C Z" ma
strukture ®-sieciowego systemu pierwiastkéw (P-oczkowej geometrii pierwiastkow, ang.
D -mesh geometry of roots), jesli z @-orbit pierwiastkéw ze zbioru Ry C Z" mozna skonstruowaé
kotczan ®@-oczkowy I' (R}, @) w sensie definicji 3.36.

Uwaga 3.39. Analogicznie definiuje si¢ @ 4-sieciowy system pierwiastkow I'(R,, Pn)
stowarzyszony z dodatnim grafem krawedziowo-dwudzielnym A, ktéry nie posiada petli,
patrz [110, 113].

Intuicyjnie, ®-oczkowa geometria pierwiastkéw I' (R, @;) to kotczan (digraf) ztozony
z ®j-orbit pierwiastkow ,ulozonych” w postaci siatki (patrz przyklad 3.37), w ktorej
jednoznacznie zakodowane sa:

¢ ,zaleznodci Z-liniowe” pomiedzy elementami zbioru R; C Z! zdefiniowane warun-
kiem (i) definigji 3.35
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* funkcjonat kwadratowy q;: Z! — Z (patrz twierdzenie 1.34),

e automorfizm &;: Z! - Z; poniewaz €;<«----- @) ST (R, Ppdlal i<,
macierz przeksztatcenia @;(v) = v - Cox; mozna odczytaé z kotczanu I'(R [, ©;),

* macierz morsyfikacji (definicja A.6), ktéra definiuje macierz Coxetera Cox; € M;(Z)
(patrz twierdzenie A.7).

Przyklad 3.40. Zal6zmy, ze zbiér pierwiastkéw R; C Z> pewnego zbioru czesciowo
uporzgdkowanego | wyznacza ®@j-oczkowg geometrig pierwiastkéw I'(R;, @;), ktorej
ksztalt przedstawiono na rysunku (w R?2).

ey N N N

(I) Zauwazmy, Ze na podstawie kotczanu @I—oczkowego L (Ry, ®)), ktéry zawiera wek-
tory jednostkowe, mozemy (przy pomocy operacji Z-elementarnych) wyznaczyc¢ wszystkie
wektory v € R;. Przyktadowo, aby wyznaczy¢ wartosci wektoréw vy, ..., 01, analizujemy
zaleznosci Zhyp liniowe wyznaczone przez nastgpujace @j-oczka:

(1) My, = v, =e; —e3 (6) M,, = vjg=¢e5—¢
(2) My, = v5 = (v +eg+es) —ep = 7y M, =05 =e1—ey

=ey+es—e3 (8) M,, = vg = (e1 +019) —€5 =e€1—€
(B) My, = vy = (s +ep) —es =exteg—e3 (9) M, =v9g =v;—e; =e4—¢e3
4) M, =0 =v5—1vy=es+e5—¢; (10) My, = v3 = (01 + 04 +07) — 05 =
G) M,, vy, =0v5—e4=¢5—¢3 =e+e +es—ep—e;

W analogiczny sposéb obliczamy pozostate wektory v € R;.

(I) Przypomnijmy, ze zbiér R; = {v € Z5; gr(v) = 1} C Z5 wyznacza funkcjonat
kwadratowy g;: Z° — Z jednoznacznie (patrz twierdzenia 1.34). Stosujac argumenty
uzyte w dowodzie tego twierdzenia, mozemy wyznaczy¢ wspétczynniki funkcjonatu
qr: 7 - 7
qr(x) = x1 (X1 +x3) + X3 (X1 + Xp + X3 + X5) + X3 + x4 (X7 + X3 + Xg) + X5 (X + X3+ X5),

a stad otrzymujemy symetryczng macierz Grama

G = € M5(32).

SIS STE TR ST
Nl O NI= = N[=
NIRN[= = N=N=
O = NI= O NI
= O NIRNI=NI=

Ponadto, z kolczanu I’ (R], GDI) mozemy odczyta¢ macierz Coxetera Cox] e M5(Z):

Dyler) Us 00 -111
Dy(ez) Ug 0 0-110
Coxj= | Pjtea) [ =[v2 [ =[1 0 -10 0f& M;5(Z).
@) (ey) v, 0 0-101
P (e5) v, 01-110
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(IlI) Zauwazmy, ze kotczan <D]-oczkowy r (R], QDI) jest izomorficzny z kolczanem
®-oczkowym I' (R, @;) przedstawionym w przyktadzie 3.37. Przez izomorfizm rozumie-
my tubijekcje ¥: R; — Ry, ktéra przeprowadza ®}-orbity pierwiastkéw ze zbioru R; C Z°
w @;-orbity pierwiastkéw ze zbioru R; C Z° z zachowaniem struktury <D]-oczek.7 Przy-
ktadowa bijekcja ¥: R; —» R; ma nastgpujace wartosci na wektorach bazowych ey, ..., es:

¥(e) e3+eg—es 001 1-1
¥(ey) ey 1 0 0 0 O
B:=| ¥ | = es =100 1 0 0| €& M5(Z).
¥(ey) e3—esg 00 1 0-1
¥ (es) ey 01 00 O

(IV) Kotczan I'(R;, @;) jednoznacznie koduje wspéirzedne wektoréw v € Ry w ba-
zie standardowej ey, ..., e5 € YA (por. (I)). Poniewaz I'(R, @;) = (R}, @), wige kazdy
z wektoréw @ (v) € R; ma jednoznaczne przedstawienie w postaci kombinacji Z-liniowej
wektoréow ¥ (eq1), ..., ¥ (es). Precyzyjnie: jesli Ry3v=[v,...,05] =01 €1+ +05-e5,
gdzie v; € Z, to

R 2Y¥(@) =0, -Y¥Y()++7v5-Y¥(es) =v-B. (*)

W szczeg6lnosci, wektory e, ..., e5 € R; mozna przedstawic jako kombinacje Z-liniowa
wektoréw ¥ (eq), ..., ¥ (es) istad zbiér {¥ (eq), ..., ¥ (es)} stanowi Z-baze grupy wolnej VAS
natomiast macierz B € Mi5(Z) jest macierzq zmiany bazy.

Rozwazmy funkcjonat kwadratowy p: Z> — Z zdefiniowany wzorem

p(x)=x-(Bt- Gy-B~) - xfr.
Dla dowolnego w € R; C Z°> mamy
pw)=w-(B~1-G;-B) . w" = (w-B1)- G- (w-B )" =1,

poniewaz w - B~ € R; C Z°. Z twierdzenia 1.34 otrzymujemy réwnos¢ p = q; i stad Gy =
B~1.G ;- B~'". W konsekwengji, zbiory czesciowo uporzadkowane I oraz | sa kwadratowo Z-
réwnowazne (réwnowazno$¢ definiuje macierz B~" € M;5(Z)). Dlatego tez (fakt 1.55(e))
funkcjonal g;: Z° — Z jest dodatni.

(V) Poniewaz funkcjonat g;: Z°> — Z jest dodatni, na podstawie twierdzenia A.7
mozemy wyznaczy¢ macierz incydencji C; € M5(Z) a stad kotczan Hasse H(]).

N
al
o~
ow

C]ZZ'G]'(E—COX])_tr: EMS(Z) H(]) ) ) /

= R gy
S O O = O
iy
o = O O O
= O O = O

Pokazemy, ze C; = B-C;- B, tj. zbiory I oraz | sq dwuliniowo Z-réwnowazne. Zal6zmy, ze
i € {1,...,5}. Poniewaz kotczan I' (R, @) jednoznacznie koduje wspéirzedne ri"), ey réi) €
Z wektora ®j(e;) = 1" cep + - + 1l s = [1P, ., 1], a ¥: T (R, @) - (R, ®y),
¥ (v) = v- B (%) jest izomorfizmem kotczandéw, to

@(e;-B) = @(¥(e)) =1 - ¥(ey) + - +1d ¥ies) = [r{",...,r¥1-B = @;(e;) - B.

Stad przemienny jest diagram:

"Precyzyjna definicje izomorfizmu kotczanéw oczkowych mozna znalezé w [116, str. 63].
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R] Cc ZS Z5 Jd 0O @]('U) =0- COX]

ZJ‘IHRI zll[f quf, gdzie W l‘ff ,
D

R, ¢ Z° ! Z5 Ry D0 B\ &,(v-B) = v-B-Cox

oraz zachodzi réownos¢ Cox; = B - Cox; - B~!. Podsumowujac:

C;=2-Gy-(E—Cox))~" =2-G;- (B-B™1 —=B-Cox;- B™1)~" =
=2. (B . GI . Btr) . (B. (E _ COXI) _B—l)—tr —
=2-B-Gy-B"-B™" - (E~Cox))~" - B" =
=B-(2-G;-(E—Cox))~).B" =B-C;- B,

poniewaz C; = 2 - G; - (E — Cox;)~"" z twierdzenia A.7 oraz G; = B - G; - B z (IV).

Twierdzenie 3.41 pokazuije, ze zbi6r pierwiastkow R; C Z! kazdego dodatniego zbioru
czedciowo uporzadkowanego I = (I, <), ktéry spelnia zatozenia twierdzenia 3.17, ma
strukture ®;-oczkowego systemu pierwiastkow I'(R, Dp).

Twierdzenie 3.41. Niech A, A" bedg grafami krawedziowo-dwudzielnymi (bez petli) majgcymi
n = 14Agl = 1Ayl = 2 wierzchotkéw. Zatézmy, ze A, A" € M,,(Q) sq macierzami morsyfikacji A oraz
A’ (patrz definicja A.6), R, R C Z" zbiorami pierwiastkéw stowarzyszonymi z A oraz A’ (odpo-
wiednio), oraz @, 1 Z" — Z" transformacjami Coxetera wyznaczonymi przez A oraz A'.

(a) [110, Proposition 4.8] Jesli A = B'"- A" - B (ozn. A 2 7 A') oraz istnieje P 4-oczkowa geome-
tria pierwiastkow I (R, P 4), to istnieje P 4.-oczkowa geometria pierwiastkow I (R, Par)
taka, ze izomorfizm grup hg: Z" — Z, gdzie hg(v) := v - B!, implikuje izomorfizm kotcza-
néw oczkowych

T(Rp, @) —— T(Rpr, Par).

(b) [116, Theorem 3.13] Jesli A jest jednym z jednorodnych Diagraméw Dynkina (tabela B.17),
A" =~y Aoraz T'(Ry, Py) 4 T (R, @ur), to macierz B := [¥(e)?,..., ¥(e,)"] €
Gl(n; Z), ktorej kolumny wyznaczone sq przez wartosci izomorfizmu h: I'(Rp, @P4) —
I'(Rpr, D 4r) na wektorach bazowych ey, ... e, € Ry C Z", definiuje silng Z-kongruencje
Grama A & 7 A

Istnienie @ 4-oczkowej geometrii pierwiastkow I'(R,, @4 ), stowarzyszonej z jednorod-
nym diagramem Dynkina A € {A,,n > 1;,D,,n > 4; E4, E;, Eg}, zostalo udowodnione
w [110, Theorem 4.7], gdzie problem ten zostal powigzany z pewnymi twierdzeniami teorii
reprezentacji algebr. Z drugiej strony, problem ten mozna rozwigza¢ przy pomocy argu-
mentéw kombinatorycznych, co pokazujemy w fakcie 3.42.

Fakt 3.42. NiechA € {A,;n >1,D,;n > 4,Eg, E,, Eg} bedzie jednorodnym n-wierzchot-
kowym diagramem Dynkina przedstawionym w tabeli B.17, ®5: Z" — Z" (definicja A.4(b))
transformacjg Coxeteraa Ry = {v € Z"; qo(v) = 1} C Z" zbiorem pierwiastkéw (definicja A.4).
Zbiér R C Z" ma strukture @ 5-oczkowego systemu pierwiastkéw I' (R, @), ktérego fragment,
zawierajgcy wektory bazowe, przedstawiony zostat w tabeli 3.43, gdzie kotczany I' (R A, b An) oraz
I'(Rp,, Pp,) majg postac analogiczng do przedstawionych I' (R, P4 ) oraz I (Rp,, Pp,); na
rysunkach stosujemy konwencje @ := —a dla kazdego v € Z".
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TaBeLA 3.43. KONFIGURACJE PODSTAWOWE PIERWIASTKOW JEDNORODNYCH
DIAGRAMOW DyNkiNA A € {A,,n > 1;D,,n > 4, E,, E,, Eg}

FA6 FD7
- & & ----- )
7N SN N
®e----o e—>& >0 —>0—0
7NN N NS
o ---—-@----- @ e ---- o
NN SN 7NN
o --—-0--——-@----0 e ---—-@----©
NN N SN AN NN
®--—-0--—-@--—--0----0 e ---—-@---—-@--—--0
N N N N N NN N N
FIE6 FIE7 FEg
e; -~ - -—- e —--—- e —-—-—- L] e; - - - - € - - -—- e —-—-—- L] e; ——-—- € —— - -~ e —--—- L]
NSNS NN NS NN NS
®-----0-----0 ®-----0-----0 o ----@---- 0@
NN N NS ON SN NN N
o> >0 —>0—>0 o> >0 >0 0 e~ >0 —>0—>0
NSNS NSNS N SN S
e ----- 0 e -----0 e ---- o
SN/ 7N S 7N S
A &5 e ---—- o e ---- o
NN 7NN
&, ----- € ----—- & o ---- ®----©
SN TN N

Dowéd. Zauwazmy, ze zbioér pierwiastkow Ry = {v € Z"; g5 (v) = 1} C Z" diagramu
DynkinaA € {A,;n >1,D,;n > 4, E4, E;, Eg} jest skoniczony (patrz fakt 2.16) i w konse-
kwencji wszystkie @ 4-orbity pierwiastkéw majg skoriczong diugosé.

Latwo sprawdzi¢, ze fragmenty kolczanéw I'y C I'(R,, ) przedstawione w tabe-
li 3.43 uzupetniajq sie jednoznacznie do kotczanéw @ ,-oczkowych I'(R 5, @) w ksztalcie
cylindra, ktére sktadajq sie ze skoriczonej liczby @ 4-oczek (por. przyktad 3.40 (I)). Nastepnie
weryfikujemy, ze I' (R4, @) zawiera wszystkie wektory v € R4 C Z" (w tym celu oblicza-
my zbiory Rg, C Z°, RE, C VA R, C Z8 przy pomocy algorytmu 2.21 oraz uzywamy
jawnego opisu zbiorow Ry C Z"iRp C Z" przedstawionego w lemacie B.28).

Uwaga 3.44. Fragmenty kotczanéw ®,-oczkowych I'y C I'(R,, @,4) przedstawione
w tabeli 3.43 to tzw. konfiguracje podstawowe pierwiastkéw ([110, 113]). Jest to przydatne
narzedzie umozliwiajace odczytanie macierzy definiujacej silng Z-kongruencje miedzy
bigrafami (w szczegdlnosci: porzagdkami) na podstawie znajomosci kotczanu oczkowego,
analogicznie jak w przykfadzie 3.40, patrz tez [114, 123] oraz [46, Example 7.6].

Pokazemy teraz, ze dodatni zbiér czeSciowo uporzagdkowany I = (I, <X), ktéry spetnia
zalozenia twierdzenia 3.17, jest Z-dwuliniowo réwnowazny ze zbiorem [F = (I, >).

Twierdzenie 3.45. Zafézmy, ze I jest n-elementowym dodatnim zbiorem czesciowo uporzqd-

kowanym, ktéry spetnia zatoZenia twierdzenia 3.17.

(a) Zbiér pierwiastkéw Ryor C ZI" = Z" ma strukture @ op-oczkowego systemu pierwiastkw
I'(Ryop, Prop), izomorficznego z I' (R, Py).

(b) I ~y I°.
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Dowéd. (a) Zauwazmy, ze istnienie kolczanu oczkowego I'(R;, @;) wynika z twier-
dzenia 3.41(a) oraz twierdzenia 3.17. Z definicji zbioru czeéciowo uporzadkowanego I°F
otrzymujemy ré6wnoé¢ Crop = Ci' € M,,(Z) i stad qpor = q;, Rjor = R oraz

Coxgor = —Cpop - Ciolt = —=Cl7 - ;1 = (=C; - C'") = Cox; .

W konsekwencji @pp = @7l i zbior Rir = R; C Z" ma strukture @pop-oczkowego
systemu pierwiastkéw I'(Rjop, @jop) = I'(Ry, P} Ly~r (R, 1), ktéry powstaje z kolczanu
I'(R;, ;) przez zmiang orientacji strzatek.

(b) Stosujac argumenty przedstawione w przyktadzie 3.40 tatwo pokaza¢, ze izomor-

fizm I'(Ryop, @pop) = I (R}, D) implikuje dwuliniowg Z-réwnowaznos¢ I ~ I°F. O

Uwaga 3.46. (a) Problem istnienia dwuliniowej Z-réwnowaznosci I ~; I°F stanowi
szczeg6lny wariant ogélnego zagadnienia (patrz np. [58, 71]): czy macierze A €
M, (F) oraz A" € M,,(F), gdzie F jest cialem, sa kongruentne nad F? Odpowiedz na
to pytanie jest pozytywna. Co wiecej, macierz B € Gl(n; F) definiujacg kongruencje
mozna wybraé tak, aby B? = E, patrz [29, 58, 71].

(b) Twierdzenie 3.45 stanowi czeéciowe rozwigzanie szczeg6lnego wariantu tego proble-
mu: tj. problemu istnienia Z-kongruencji catkowitoliczbowych macierzy A € M,,(Z)
oraz A" € M,,(Z) sformutowanego w [113, Problem 1.14].

(c) Mozna pokazaé, ze macierz B € Gl(|I|; Z) definiujacg Z-dwuliniowa réwnowaznosé
I =~ I’ mozna wybra¢ tak, aby B? = E, patrz [45, Theorem 1.10].

Twierdzenie 3.41, fakt 3.42 oraz twierdzenie 3.17(f) gwarantuja poprawno$¢ nastepuja-
cego algorytmu (alternatywnego do algorytmu 3.58) stuzacego do obliczania macierzy
B € Gl(n; Z) definiujacej dwuliniowg Z-réwnowazno$¢ pomiedzy dodatnim n-elemen-
towym zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym I, ktéry ma co najwyzej n < 14 elementéw
(lub doktadnie jeden element maksymalny) oraz diagramem Dynkina D € {A,, D,, Eg,
Ey, Eg}, gdzie Dyn, = D (por. przyktad 3.40).

Algorytm 3.47. Macierz incydencji C; € M,,,(Z) dodatniego porzadku I,
ktéry ma co najwyzej m < 14 elementéw lub dokladnie jeden element maksymalny.

Z-odwracalna macierz B € Gl(m; Z) spelniajaca réwnosé¢ G, = B! - C; - B, gdzie
De{A,, D,, Eq E; Eg} (patrz tabela B.17).

Obliczamy typ Dynkina Dyn; € {A,,, D,,, &, &7, &} porzadku I (np. przy
pomocy algorytmu B.24).

Obliczamy zbiér pierwiastkow R; C Z™ (np. przy pomocy algorytmu 2.21).

Dzielimy zbiér R; C Z™ na ®-orbity i konstruujemy kolczan ®;-oczkowy
I'(Ry, @;) (np. przy pomocy algorytmu nawijania na torus, patrz [110, Proposition 4.5]).

Znajdujemy w kolczanie I'(R[, @) podkolczan I'; C I'(R, ©;) izomorficzny
z konfiguracjg podstawowa I'p € {I'y,,I'p, g, IE, Ik}, gdzie Dyn, = D, ktéra
przedstawiono w tabeli 3.43

Konstruujemy Z-odwracalng macierz B := [¥;(ey), ..., ‘IfI(em)]t’ e Gl(m; Z),
gdzie ¥;: I'p — I jest izomorfizmem kolczanéw (digraféw) ®;, @p-oczkowych
I'(Ry, ®p) orazI'(Rp, Pp).

Zwracamy macierz B" € Gl(m; Z) jako wynik.

Przykiad zastosowania algorytmu 3.47 mozna znalez¢ w [46, Example 7.6].
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Uwaga 3.48. (a) Algorytm 3.47 jest ztozony w implementacji. W szczeg6lnosci, kon-
strukcja kolczanu I' (R [, @;) przy pomocy algorytmu nawijania na torus wymaga wcze-
$niejszego znalezienia tzw. oczka poczgtkowego i jej wynik jest zalezny od tego wyboru
(patrz [110]).

(b) Algorytm 3.47 ma wyktadnicza zlozonoé¢ obliczeniowa, poniewaz implementacja
kroku 2° wymaga uzycia wykladniczego algorytmu 2.21, a implementacja kroku 4°
wymaga uzycia wyktadniczego algorytmu znajdowana podgrafu izomorficznego
(problem podgrafu izomorficznego jest NP-zupelny, patrz [39, Al.4: GT48, str. 202]).

(c) Aby uniknaé¢ wykladniczej ztozonosci obliczeniowej kroku 4°, zamiast uzywac algo-
rytméw wyszukiwania podgrafu izomorficznego, w praktycznych implementacjach
korzysta sie z kombinatorycznego opisu konfiguracji podstawowych i konstruuje al-
gorytmy dedykowane dla kazdego typu Coxetera-Dynkina® z osobna, patrz np. [123]
oraz rozprawy doktorskie [32, 124].

Podsumowujac, na potrzeby obliczen, ktérych wyniki prezentowane sa w dysertacji,
uzywamy algorytmu 3.58 i jego uogolnienia: algorytmu 4.44.

Whiosek 3.49. Algorytm 3.47 stanowi rozwigzanie problemu 3 sformutowanego we wstepie
dla przypadku spéjnych dodatnich zbioréw czeSciowo uporzgdkowanych, ktére majg co najwyzej
m < 14 elementow lub dokladnie jeden element maksymalny.

Dowdéd. Zat6zmy, ze I oraz | sg spéjnymi dodatnimi m-elementowymi zbiorami czescio-
wo uporzadkowanymi, ktére spetniajg zatozenia wniosku. Przy pomocy algorytmu 3.47
mozemy obliczy¢ macierze B;, B ] E Gl(m; Z) spelniajace rownosci

B?’ . CI . BI = GDI oraz B;r . C] . B] = GDI’

gdzie C;, C; € M,,,(Z) sq macierzami incydencji porzadkéw [ oraz J. Zauwazmy, ze I jest
dwuliniowo Z-réwnowazny z | wtedy i tylko wtedy, gdy GD, = CVJD’ (patrz wniosek 3.23
oraz rownowazno$¢ (b)<(f) w twierdzeniu 3.17).

Jeslil =z ], to prawdziwa jest réwnos¢

B?f'CI'BI:GDI:GD]:B;r'C]'B],

astad C; = B'"- C;- B, gdzie B := B;- Bl_l. Innymi stowy, macierz B € Gl(m; Z) definiujaca
dwuliniowg Z-réwnowaznoé¢ I =7 | mozemy skonstruowaé przy pomocy standardowych
obliczen algebry komputerowej oraz dwukrotnego wywotania algorytmu 3.47. O

3.6. Algorytmiczne generowanie porzadkow dodatnich

Niniejszy podrozdzial poswiecony jest omdéwieniu algorytmu 3.52, ktéry stanowi
rozwigzanie problemu generowania wszystkich, z doktadnoscig do izomorfizmu, dodatnich
(w sensie definicji 1.51) zbioréw cze$ciowo uporzadkowanych. Algorytm 3.52 umozliwia
przygotowanie listy takich porzadkéw I wielkosSci 1 < |I| < n, gdzie n > 2 jest ustalong
liczbg naturalng. Algorytm ten stanowi niezbedny element dowodu twierdzenia 3.61 a stad
klasyfikacji spektralnej Coxetera przedstawionej w twierdzeniu 3.17.

Liczba wszystkich spéjnych nieizomorficznych zbioréw czesciowo uporzadkowanych I
wielkosci 1 < [I] € 16 wyznaczona zostala algorytmicznie w pracy [18].

8Precyzyjniej: dla kazdej Gl(n; Z)-orbity macierzowych morsyfikacji (por. uwaga 3.24) diagramu Dynkina
D€ {A,,D,, Eg, E,;, Eg}, por. [92, 93, 112-116].

ns
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TaBELA 3.50. LiczBA SPOJNYCH NIEIZOMORFICZNYCH PORZADKOW WIELKOSCI 1 < |I| < 16

n #l n #1 n #1 n #1
1 1 5 44 9 163 341 13 32664984238
2 1 6 238 10 2360719 14 1303143553205
3 3 7 1650 11 43944974 15 66900392 672168
4 10 8 14512 12 1055019099 16 4413439778321 689

W dysertacji rozwazamy porzadki I, ktére sa dodatnie lub nieujemne korangi crk; €
{1,2} (w sensie definicji 1.51). Stanowig one niewielki odsetek wszystkich nieizomorficznych
porzadkéw (patrz tabela 3.55 oraz tabela 4.33) i dlatego na potrzeby generowania wszystkich
dodatnich (nieujemnych) zbioréw czeéciowo uporzadkowanych I ustalonej wielkosci n =
Il > 2 uzywamy dedykowanych algorytmoéw.

Przypomnijmy, ze kazdy n-elementowy zbiér czesciowo uporzadkowany I = (I, <)
mozna jednoznacznie zakodowaé w postaci macierzy kwadratowej stopnia n, tzw. macierzy
incydencji C; € M,,(Z) (fakt 1.38(b)). Macierz C; = [c;] € M,,(Z) jest macierzq binarng
zdefiniowang nastepujaco: ¢;; = 1, jesli i < j, lub 0, jesli i £ j. Z drugiej strony, kazda
macierz binarna A = [a;] € M, (Z), a; € (0,1} dla 1 < i,j < n, ktéra spetnia warunki:

* (zwrotnos¢) a; = 1 dlakazdego1l <i < n,
* (przechodniosc) jesli a; = 1 oraz Ajx = 1, to ay =1 dla dowolnych 1 <i,j,k < n,
* (antysymetrycznosc) jeslia; =1, to a; = 0 dla dowolnych 1 <i,j < n,

jest macierzg incydencji pewnego zbioru czeéciowo uporzadkowanego. Dlatego problem
generowania wszystkich (z doktadnos$cig do izomorfizmu) n-elementowych porzadkéw
dodatnich bedziemy rozumieé nastepujaco: jak, sposrod 2 macierzy binarnych stopnia n,
wybraé macierze incydencji nieizomorficznych porzgdkéw dodatnich?

Aby zmniejszy¢ przestrzen przeszukiwan, zfozong z o binarnych macierzy kwadrato-
wych stopnia 1, bedziemy uzywac nastepujacych obserwagji.

¢ Elementy kazdego porzadku I mozna ponumerowac topologicznie (patrz fakt 1.44(b))
i dlatego, bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazan, mozemy zaltozy¢, ze kazda macierz
incydencji C; € M,,(Z) jest gérnotréjkgtna.

¢ W kazdym n-elementowym porzadku I mozna znaleZ¢ element minimalny a € Ii stad
I = J U {a}, gdzie |]| = n — 1. Ponadto, jesli porzadek I jest dodatni, to porzadek |
rowniez jest dodatni (patrz fakt 3.27(a)).

Stad, aby wygenerowac liste wszystkich dodatnich zbioréw czesciowo uporzadkowanych
wielkos$ci n + 1, bedziemy rozwazac¢ wszystkie jednopunktowe rozszerzenia dodatnich
zbioréow wielkosci n o wierzchotek minimalny.

Uwaga 3.51. Rozwazmy nastepujacy 6-elementowy dodatni zbiér czeéciowo uporzad-
kowany.

i :
HA): 1.£§H Hg, gdzie ] :=1\ {1}
N

o4 o4

oo\ eUl
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Konstrukcja 6-elementowego porzadku I metodq rozszerzania o element minimalny po-
rzadku 5-elementowego wymaga rozwazenia niespéjnego porzadku J. Stad w algoryt-
mie 3.52 generujagcym wszystkie spéjne porzadki dodatnie musimy takze rozwazaé po-
rzadki niespdjne.

Algorytm 3.52. Liczba catkowita nn > 1.

Skoriczone zbiory posit[i], 1 < i < n, zawierajace wszystkie nieizomorficzne
spojne porzadki dodatnie wielkosci 1 < i < n, zakodowane w postaci macierzy incydenciji.

Inicjalizujemy zbi6r posit[1], wstawiajgc do niego macierz [ 1 | € M (Z).
Dla kazdegom =1,...,n—1:
candidate,, = {}.

Dla kazdego porzadku | € posit[m — 1], tworzymy liste wszystkich
mozliwych rozszerzer | o nowy punkt minimalny, do porzadku o wielko$ci m.

Innymi stowy, generujemy liste¢ W; S w zlozong ze wszystkich takich wektoréw
w = [wy,..., w,] € {0,1}"-1 ze macierz

1 |w
OC]

jest macierzg incydencji zbioru czeSciowo uporzadkowanego (tzn. macierza spet-
niajgcg nastepujacy warunek: jesli ¢;; = 1 oraz ¢;s = 1, to ¢;; = 1, dla dowolnych
1<14,j,s <n).

Dla kazdego porzadku | € posit[m — 1] oraz kazdego wektora w &
Wj, konstruujemy macierz C; = € M,,(Z) i dodajemy ], do listy candidatey,,

C]w = = [Cij] S Mm(Z)

jesli macierz symetryczna G; := C; + C;r jest dodatnio okreslona (dodatnig
okreslono$¢ macierzy mozna sprawdzié¢ przy pomocy algorytmu 2.7).

Konstruujemy zbiér posit[m], wybierajac z listy candidate,, porzadki
nieizomorficzne (aby sprawdzi¢, czy porzadki I oraz | sg izomorficzne, wystarczy

zweryfikowa¢ izomorfizm kotczanéw Hasse H(I) oraz H(J), np. przy pomocy
biblioteki igraph: www.igraph.org).

Z kazdego zbioru posit[i], gdzie 1 < i < n, usuwamy porzadki niespdjne (spdj-
no$é I € posit[i] mozna sprawdzié np. stosujac do kotczanu Hasse? H(I) algorytm
przeszukiwania grafu wszerz, patrz np. [85]).

Zwracamy zbiory posit[i], 1 < i < 1, jako wynik.

Przedstawiony algorytm opiera si¢ na klasycznej metodzie wyczerpujacego przeszu-
kiwania przestrzeni rozwigzan. Konstrukcja sugeruje, ze jest to algorytm wyktadniczy:
w kroku 2.2° dla kazdego n elementowego I generujemy liste W; C {0,1}" rozszerzeni |
do n + 1 elementowego I,,. Wyniki eksperymentalne potwierdzaja zaréwno wykladnicza
ztozonoé¢ obliczeniows, jak i wyktadniczg liczbe dodatnich zbioréw cze$ciowo uporzad-
kowanych I wielkoéci |I| < 14 (patrz tabela 3.55 oraz rysunek 3.56).

Uwaga 3.53. Obliczenia, ktérych wyniki prezentowane sa w dysertacji, przeprowadzo-
ne zostaly na komputerze wyposazonym w procesor AMD FX-8120 taktowany zegarem
4,0 GHz, wyposazonym w 16 GB pamieci RAM. Ponadto, wszystkie algorytmy prezen-
towane w rozprawie zostaly zaimplementowane w jezyku Python 2.7 (www.python. org).
Jako Srodowisko uruchomieniowe wybrany zostal interpreter PyPy (www.pypy . org), ktéry

Patrz fakt 1.38(a).


www.igraph.org
www.python.org
www.pypy.org
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wykorzystuje technike just-in-time compilation (precyzyjniej: tracing JIT'?). PyPy automa-
tycznie, w trakcie wykonywania programu, wykrywa czesto wykonywane fragmenty kodu
i kompiluje zwigzane z nimi instrukcje do wydajnego kodu maszynowego. Pozwala to na
znaczace przyspieszenie programu. Dla przyktadu, w tabeli 3.54 przedstawione zostaty
czasy obliczen kroku 2° algorytmu 3.52 przy pomocy interpreteréw PyPy oraz CPython
(standardowy interpreter, ktéry mozna pobraé ze strony www.python. org).

TaBELA 3.54. CzAS WYKONYWANIA KROKU 2° ALGORYTMU 3.52 W ZALEZNOSCI OD
INTERPRETERA: CPYTHON OrRAZ PYPY

n 6 7 8 9 10 11 12 13
CPython 2.7.10 0,04s 0,25s 1,44s 747s 34,07s 164,83s 801,43s 3966,48s
PyPy 2.5 0,01s 0,06s 0,23s 1,14s 3,33s 1297s 5848s 248,45s

przyspieszenie 3,89 5,15 6,25 6,53 10,22 12,71 13,7 15,97

Poniewaz wigkszo$¢ rozwazanych w rozprawie probleméw ma charakter wyktadni-
czy, uzycie jezyka C czy Fortran do implementagcji algorytméw w niewielkim stopniu
wplynetoby na mozliwos¢ uzycia ich do badania wtasnosci ,,duzych” zbioréw czesciowo
uporzadkowanych i dlatego nie rozwazamy takich implementacji, tylko uzywamy jezyka
Python, ktéry dostarcza bogata biblioteke standardowg i zapewnia stabilne srodowisko

pracy.

TaBELA 3.55. LicZBA DODATNICH ZBIOROW CZESCIOWO UPORZADKOWANYCH [
wieLkOScI |I| < 14

n 123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

wszystkie 1 2 5 15 47 165 552 1621 3168 7843 20641 56151 153765 417596
spojne 113 929 102 328 819 583 1215 2575 5375 11295 23551
jednopiki 1 1 2 5 12 33 80 152 40 49 60 71 84 97

Fakt 3.56. Catkowita liczba dodatnich zbioréw czesciowo uporzgdkowanych I wielkosci |I| < 14
wynosi 661 572, w tym 45 886 spdjnych oraz 687 jednopikowych. Informacje o liczbie dodatnich 1
ustalonej wielkosci |I| = n < 14 zostaly przedstawione w tabeli 3.55.

Dowdéd. Dowdéd ma charakter obliczeniowy. Przy pomocy algorytmu 3.52, w ktérym
pomijamy wykonanie kroku trzeciego, generujemy gornotrdjkatne macierze incydencji
C; € M(Z) wszystkich dodatnich nieizomorficznych porzadkéw I wielkosci 2 < [I| < 14.
Nastepnie, sposréd nich wybieramy porzadki:

* spojne (weryfikujemy sp6jnosé przy pomocy algorytmu BFS - przeszukiwania grafu
wszerz, zastosowanego do kotczanu H (1)),

* jednopikowe (wybierajgc macierze C; € M;(Z), ktérych ostatnia kolumna ztozona
jest z samych jedynek)

i weryfikujemy teze. Czas obliczeni oraz catkowita liczba wyznaczonych dodatnich porzad-
kéw przedstawione sg na rysunku 3.56 (por. uwaga 3.53). O]

C. F. Bolz, A. Cuni, M. Fijalkowski i A. Rigo, ,Tracing the Meta-level: PyPy’s Tracing JIT Compiler”,
w: Proceedings of the 4th Workshop on the Implementation, Compilation, Optimization of Object-Oriented Languages
and Programming Systems, ICOOOLPS "09, Genova, Italy: ACM, 2009, 18-25, doi: 10.1145/1565824.1565827.


www.python.org
http://dx.doi.org/10.1145/1565824.1565827
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Rysunek 3.56. CzAs DZIALANIA KROKU 2° ALGORYTMU 3.52 ORAZ CALKOWITA
LICZBA ZBIOROW CZESCIOWO UPORZADKOWANYCH WIELKOSCI 11
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3.7. Dwuliniowa Z-roéwnowaznos¢: algorytm

Niniejszy podrozdziat poSwiecony jest opisowi algorytmu 3.58, ktéry stanowi roz-
wigzanie problemu 3 sformutowanego we wstepie dla przypadku spéjnych dodatnich
zbioréw czedciowo uporzadkowanych. Méwigc precyzyijniej, algorytm ten pozwala na zna-
lezienie Z-odwracalnej macierzy B € Gl(n; Z) definiujgcej dwuliniowg Z-réwnowazno$é
I = ] pomiedzy dodatnimi spéjnymi n-elementowymi porzadkami I oraz J. Algorytm ten
ma bardziej ogélny charakter: pozwala na obliczanie macierzy definiujgcej Z-kongruen-
¢je pomiedzy macierzami morsyfikacji dodatnich spéjnych bigraféw (definicja A.6). Przy
jego pomocy udowodnimy twierdzenie 3.61, tj. pokazemy, ze w przypadku spéjnych do-
datnich porzadkéw I, ktére majg co najwyzej 14 elementéw, I =z D (definicja 3.15(b)),
gdzie D € {A| 1 D, Eg, Ep, Eg}. Jest to kluczowy element dowodu twierdzenia 3.17, ktéry
stanowi gtéwny wynik w tym rozdziale dysertacji.

Rozwazmy problem znalezienia Z-odwracalnej macierzy B € M,,(Z), ktéra definiuje
dwuliniowg Z-réwnowazno$¢ pomiedzy dodatnimi spéjnymi zbiorami czesciowo upo-
rzagdkowanymi I oraz J, gdzie |I| = |[]| = n. Innymi stowy, szukamy macierzy B € Gl(n; Z)
spelniajacej rownos¢

C;=B"-C;-B. (%)

Zauwazmy, ze wiersze macierzy B! € Gl(n; Z) skladajq si¢ z pierwiastkéw jednolitego
funkcjonalu kwadratowego q;: Z" — Z, gdzie q;(v) := v - C; - 0" (patrz fakt 1.55(d)).
Dlatego, aby znaleZ¢é macierz B € M, (Z) spelniajacg réwnos¢ (*), wystarczy rozwazyé
wszystkie macierze kwadratowe B = [v4,...,v,]" € M,,(Z), dla ktérych vy, ...,v, €
R;={v € Z"; g;(v) = 1} C Z". Taki algorytm gwarantuje znalezienie szukanej macierzy
(badz wykluczenie jej istnienia), ale wymaga rozwazenia [R;" ~ O(n*") przypadkéw
i nie jest uzyteczny w praktyce. Przyktadowo, jesli D] = Eg, to [R;| = [Rg,| = 240 (patrz
fakt 1.55(b) oraz tabela B.27) i w pesymistycznym wypadku algorytm musi sprawdzi¢
240% = 11007 531417 600 000 000 = 1,1 - 10*® mozliwych macierzy B € Mg(Z).

Zat6zmy, ze I, | s ustalonymi dodatnimi n-elementowymi zbiorami czeSciowo upo-
rzgdkowanymi oraz C; = B - C;- B, gdzie B = [bl-j] € Gl(n; Z). Zauwazmy, ze:

* prawdziwa jest rownosé

Cox; = B - Cox; - B,
gdzie Cox; := —C;- C;'" € M,,(Z) oraz Cox; := —C; - C]_tr € M,,(Z) sa macierzami
Coxetera porzadkéw I oraz |, patrz fakt 1.55(c), a stad macierz B € Gl(n; Z) spelnia
réwnoé¢ Cox; - B — B - Cox; = 0;



Dwuliniowa Z-réwnowazno$é: algorytm 85

* cox;(t) = cox;(t) (patrz fakt 1.55(c));

* |b;l < 6, poniewaz wiersze macierzy B skiadajq si¢ z pierwiastkéw funkcjonatu

kwadratowego g;: Z" — Z (por. fakt 2.16);

e jeslil X ], to | =y ], poniewaz C; = (—B)"-C;- (—B) = B -C; - B oraz B € Gl(1; Z)
wtedy i tylko wtedy, gdy —B € Gl(n; Z).

Obserwacje te prowadza do nastepujacego algorytmu, ktéry stanowi rozwiniecie algo-
rytmu podanego w [46, Algorithm 7.5].

Algorytm 3.58. Macierze incydencji C; € M,,,(Z) oraz C; € M,,,(Z) dodat-
nich spéjnych zbioréw czesciowo uporzadkowanych I oraz |, gdzie |I| = |J| = m.

Z-odwracalna macierz B € Gl(m; Z) spelniajaca réwnos¢ C; = B - C; - Blub
btad, jesli takiej macierzy nie znaleziono.
Obliczamy macierze Coxetera Cox; = —C; - C;" oraz Cox; = =Cj - C]_”. Jesli
det(t - E — Cox;) = cox(t) # cox;(f) = det(t-E — Cox]),

koniczymy dziatanie i zwracamy btad.

Obliczamy zbiér pierwiastkow R; = {u € 2Z™; g;(u) = 1} C Z™ (zbioér
pierwiastkow R; C Z" mozna obliczy¢ przy pomocy algorytmu 2.21).

Inicjalizujemy zbiér sprawdzone := {}.
Dla kazdego pierwiastka v := [vq,...,v,,] € Ry € Z™:

Dodajemy v do zbioru sprawdzone. Jesli —v € sprawdzone przerywamy
petle i przechodzimy do analizy kolejnego pierwiastka v € R;.

Konstruujemy macierz kwadratowg B}, stopnia m postaci

U1 Uy 0 Uy
b bory - -+ b
B{l} = 21 Y22 2m (*)

7

bml me et bmm

w ktérej w pierwszym wierszu znajduje si¢ pierwiastek v = [v,...,v,,] € R} C
Z™ a w pozostatych wierszach (m — 1) - m zmiennych symbolicznych b;;, gdzie
2<i<morazl <j<<m.

Obliczamy macierz B = [lNJZ-]-] := Cox; - B} — Bl - Cox; i w ciele liczb
wymiernych rozwigzujemy uklad m? réwnan liniowych

ijr

by =0; by =0; - by, =0
B % : (*%)

b,1 =0, b,, =0, - I;mm =0

zmiennych by, ..., b,,,,,. Mozliwe sg trzy sytuacje:

Uktad (**) jest sprzeczny. Wtedy przerywamy petle i przechodzimy
do analizy kolejnego pierwiastka v € R;.

Uklad (#x) posiada dokfadnie jedno rozwigzanie. Wtedy:
Krok 4.3.2.1°) wstawiamy obliczone wartosci b;; € Q do macierzy Bl;
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jesli le, e M,,(2), dethl, = 41 oraz le, . C] . (B}J)” = C;, koni-
czymy prace i zwracamy macierz (BLHt jako wynik, w przeciwnym przy-
padku przerywamy petle i przechodzimy do analizy kolejnego pierwiastka

Uklad (+*) ma nieskoriczenie wiele rozwigzan b;; € Q zaleznych od
parametrow A, ..., A € Q. Wtedy, dla (A4, ...,A;) € {—6,-5, ..., 5,6}k

Krok 4.3.3.1°) na podstawie ustalonych A4, ..., A, obliczamy warto$ci bl-j e Q;
Krox 4.3.3.2°) konstruujemy macierz B € M, (Q), wstawiajac do macierzy

B! obliczone wartosci bij € Q;

jesli B € M,,(Z), detB = +1 oraz C; = B- C; - Etr, koniczymy

dzialanie i zwracamy B’ jako wynik.

Koriczymy dziatanie i zwracamy biad.

Zauwazmy, ze algorytm 3.58 opiera si¢ na klasycznej metodzie wyczerpujacego prze-
szukiwania przestrzeni rozwigzan. W pesymistycznym przypadku algorytm ten ma wy-
ktadnicza ztozonos¢ obliczeniowa (patrz krok 2° oraz krok 4.3.3°).

Uwaga 3.59. (a) Algorytm 3.58 ma charakter bardziej ogélny i mozna go zastosowa¢ do
wyszukiwania macierzy B € Gl(m; Z) definiujacej silng Z-kongruencje Grama pomiedzy
dodatnimi spdjnymi grafami krawedziowo-dwudzielnymi (patrz definicja A.3(b)) oraz
macierzowymi morsyfikacjami tych bigraféw (patrz definicja A.6).

(b) Algorytm 3.58 fatwo zmodyfikowa¢ tak, aby wyszukiwal wszystkie macierze B €
Gl(m; Z) definiujagce dwuliniowg Z-réwnowaznos¢ I = J: wystarczy nie przerywacé pracy
w krokach 4.3.2.2° oraz 4.3.3.3°, tylko zapisa¢ znaleziong macierz na licie wynikowej
i kontynuowac prace algorytmu.

(c) Krok 3° algorytmu wymaga obliczenia zbioru pierwiastkéw R; C Z™ dodatniego
spojnego zbioru czeSciowo uporzadkowanego J, co prowadzi do znacznego wydtuzenia
czasu dziafania (przykladowo obliczenie zbioru R; przy pomocy algorytmu 2.21 zajmuje
ponad 40 minut, jesli D = D,, oraz m = |I| > 14, por. tabela B.30). Aby unikna¢ tego
problemu, stosujemy nastepujace strategie:

¢ do macierzy B wstawiamy najpierw wektory jednostkowe ey, ..., ¢,, € R; i dopiero
w dalszej kolejnosci obliczamy zbiér Ry C Z™;

* poniewaz nie jest konieczna znajomosc catego zbioru pierwiastkéw R; C Z™ ,,z gory”,
kolejne elementy zbioru R; C Z™ obliczamy stopniowo, dopiero gdy sg niezbedne; !!

¢ w przypadku szukania Z-odwracalnej macierzy B € M,,(Z) spetniajgcej réwnos¢é
C; =B .Gp - B, gdzie D € {A,,,D,,, E¢, E;, Eg}, uzywamy jawnego opisu zbioru
Rp C Z™ przedstawionego w lemacie B.28.

(d) Z naszych eksperymentéw wynika, ze drugim (po obliczaniu zbioru pierwiastkéw
w kroku 2°) elementem algorytmu 3.58, ktéry znaczgco wplywa na czas obliczen, jest roz-
wigzywanie ukfadu m?réwnan liniowych w kroku 4.2°. Przyktadowo, dla 14-elementowych
porzadkéw [ := 7]5)2 o Ag oraz | := ,ID3 o Ay (patrz tabela 3.18) rozwigzanie uktadu 196
réwnan liniowych 182 zmiennych, wyznaczonego przez réwnos¢ Cox; - Bgl - Bgl -Cox; =0,
przy pomocy standardowej funkcji solve () biblioteki SymPy (http://www.sympy.org)
zajmuje ok. 10,15s.'? Dlatego w naszych obliczeniach uzywamy wlasnej implementacji
algorytmu rozwiagzujacego uktad réwnan liniowych, opartego o catkowitoliczbowg elimi-
nacje Gaussa, ktéry rozwigzuje omawiany uktad réwnan w czasie ok. 0,16 sek.

"W naszej implementacji algorytméw 2.21 oraz 3.58 w jezyku Python uzywamy generatoréw, patrz https:
//www .python.org/dev/peps/pep-0255/.
2Komputer z procesorem AMD FX-8120 4,0 GHz, biblioteka SymPy w wersji 1.0, interpreter PyPy 5.7.1.


http://www.sympy.org
https://www.python.org/dev/peps/pep-0255/
https://www.python.org/dev/peps/pep-0255/
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Wybrane kroki algorytmu 3.58 wyjasnimy na przykladzie. W szczeg6lnoéci pokazemy,
ze algorytm 3.58 moze zosta¢ uzyty do konstrukcji Z-odwracalnej macierzy definiuja-
cej Z-kongruencje pomiedzy macierza incydencji zbioru czeéciowo uporzadkowanego
a niesymetryczng macierzg Grama bigrafu (por. uwaga 3.59(a)).

Przyklad 3.60. Rozwazmy nastepujacy zbiér czeSciowo uporzadkowany:

2
I'=H(I): 10/ \04/ CI:
g

€ M (Z).

o o O
O O = =
S R O
[ S =

Pokazemy, przy pomocy algorytmu 3.58, ze C; =5 GD4, gdzie

Dy:

1
o ——

€ M, (Z).

oe—eo

~

[}

=]

N

Il
o O O
S O = O
O R o= =
= o= O O

3 4
[ ]

Obliczamy macierze Coxetera Cox; € M4 (Z) oraz Coxp, . € My(Z):

00 0-1 0110
Cox; 1= _CI'CI_tr: ) (1) (1):1 , Coxp, := _GD4'GTD)Z: (1) 8 (1) (1) '
11 1-1 -1-1-1-1
Mamy: cox;(t) = coxp, () = tHr+B+t+1e Z[t.
Ustalamy v = [v1,0,,03,04] :=[1,0,0,0] = ¢; € Rp, C VA
Konstruujemy macierz kwadratowa Bgl stopnia 4 postaci
1 0 0 0
Bgl . | P21 P22 b3 bag | (%)

b3y b3y b3z bay
byy byp byz byy

Obliczamy macierz B= [ZNJZ-]'] := Cox; - Bgl — Bgl - Cox; i w ciele liczb wymiernych
rozwigzujemy uklad 16 réwnar liniowych b;; = 0, tj. uktad:

—byq =0; —by-1 =0; —bys =0;
—byq+1 = 0; —bay—byz+bz1—by = 0; —ba1—baz+bza—bys =0;

] —baatbaz—bas = 0; ba1+byp+baz+bog+bss—bay = 0; bay—bzp—baz3—by =0
baa—b31—b33—b4s = 0; by3—b3s—bys = 0; bogt+b31+bap+baz+bzs—bas = 0;
bo1+b31—bg1—bap—byz—1 = 0; byp+bzp—by1—bso—bys = 0; baz+baz—by3—byy =0;
boy+b34+bg1+byn+bys =0;

(%)

zmiennych by, byy, ba3,boa, b31,b32, b33, 034,041,042, b43, bas.

Krok 4.3.3°) Uklad (*#) ma nieskoriczenie wiele rozwigzarn wymiernych, wyznaczonych
jednoznacznie przez dwa parametry: A, oraz A,.

boy = Ay by = =Aq+A,=1; boz = —Ay+1; byy = Ay

ba1 = =Ay; bz = Aj—Ay; baz = Ay; b3y = —A,+1;

by = 0, by = -1 byz = 0; by = 1;
Bedziemy rozwazaé mozliwe warto$ci (A4,A,) € {—6,...,6} x {6, ...,6}.

Przykladowo, zal6zmy, ze (A1,A,) = (=6, =3).
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Krok 4.3.3.1°) Obliczamy warto$ci zmiennych by, ..., byy.

byy = =6; by = 2 bz = 4 by =-3;
byy = 6; bzp =-3; bz =-3; b= 4
byp = -1, byz = 0; Dby =

Krok 4.3.3.2°) Macierz B € M, (Q) ma postac:

1000

= -6 2 4-3

B = 633 4 € M4 (Q).
0-1 0 1

Latwo sprawdzié, ze B € My (Z) C M4(Q), detB = —1 oraz

1000 1011 1-6 6 0 15 7 1
< =tr -6 2 4-3 0111 0 2-3-1 -6 49-54-5
4 6 -3 -3 0011 0 4-30 6-54 61 7
0-1 0 1 0001 0-3 4 1 0-6 6 1
Zal6zmy teraz, ze (A1,A,) = (0,0).
Krok 4.3.3.1°) Obliczamy warto$ci zmiennych by, ..., byy.
by = by = =1; byz =1, byy =0
bz =0, bz = 0; bzz =0, bzy =1;
byy =0; byp = —-1; byz =0;, by =1;
Krok 4.3.3.2°) Macierz B € M, (Q) ma postac:
1000
= 0-1 10
B = M .
0001|S 4(Q@)
0-1 0 1
Krok 4.3.3.3°) Latwo sprawdzi¢, ze B € M4 (Z) C M4(Q), detB = —1 oraz
1000 1011 1000 1111
5 =tr 0-1 10 0111 0-1 0-1 0101
B-GD = = :CI
4 0001 0011 0100 0011
0-1 0 1 0001 0011 0001

Podsumowujac, macierz incydencji C; € My (Z) porzadku I jest Z-kongruentna z nie-
symetryczng macierzg Grama GD4 € My(Z) diagramu Dynkina D.

Jednym z gtéwnych wynikéw tego rozdzialu dysertacji jest twierdzenie 3.17, w ktérym
przedstawiamy spektralng klasyfikacje Coxetera pewnych klas porzadkéw dodatnich.
W jego dowodzie uzywamy twierdzenia 3.61, ktérego dowdd ma charakter obliczeniowy
ijest w znacznej mierze oparty o algorytm 3.58.

Twierdzenie 3.61. Jesli I jest spéjnym dodatnim zbiorem czgsciowo uporzgdkowanym wiel-
kosci || = m < 14, to I ~4 D, gdzie D € {A,,,D,,, Eg, E,, Eg} jest jednym z diagraméw
Dynkina przedstawionych w tabeli B.17, tj. istnieje Z-odwracalna macierz B € M,,,(Z), dla ktdrej
C;=B"-Gp-B.

Dowéd. Twierdzenie dowodzimy obliczeniowo, weryfikujac teze dla wszystkich mozli-
wych przypadkéw.
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Etap 1° Przy pomocy algorytmu 3.52, generujemy wszystkie, z dokltadnoscig do izomor-
fizmu, sp6jne dodatnie zbiory czeSciowo uporzadkowane I wielkosci [I| = m < 14 (jest
ich dokfadnie 45 886, por. tabela 3.55).

Etap 2° Uzywajac standardowych obliczen algebry komputerowej, dzielimy obliczony
zbiér macierzy incydencji C; € M (Z) wszystkich spéjnych dodatnich zbioréw cze-
Sciowo uporzadkowanych I wedtug wielomianu Coxetera cox;(t) € Z[t]. W wyniku
otrzymujemy 27 zbioréw CP,.

Etap 3° Dla kazdego z 27 zbior6w CP :

Etap 3.1° konstruujemy niesymetryczng macierz Grama Gp € M (Z) diagramu
Dynkina D € {A;, D, E¢, E7, Eg} dla kt6rego coxp (t) = cox;(t);

Etap 3.2° przy pomocy algorytmu 3.58 obliczamy Z-odwracalng macierz B € M (Z)
spelniajacg réwnoéé C; = B! - G - B.

Liste obliczonych macierzy incydencji C; € M ;(Z) oraz macierzy B € Gl(|I|; Z) C
M j(Z) spelniajacych réwnosé C; = B - G - B mozna znalezé w [41]. O

Uwaga 3.62. Aby przyspieszy¢ obliczenia, w dowodzie twierdzenia 3.61 algorytm 3.58
wywotujemy réwnolegle, ponadto:

¢ uzywamy optymalizacji oméwionych w uwadze 3.59;
* pomijamy poréwnywanie wielomianéw Coxetera w kroku 1° algorytmu 3.58,

* w kroku 4.3.3° algorytmu 3.58 ograniczamy si¢ do sprawdzenia mozliwych wartosci
parametréw Ay, ..., A w zbiorze (A4,...,A;) € {-1,0, 1}k

Catkowity czas obliczen, w przeliczeniu na jeden procesor, wynosi 313,28 godz.'3

Przejdziemy teraz do doktadniejszej analizy dziatania algorytmu 3.58, dla przypadku
obliczania Z-odwracalnej macierzy B definiujacej dwuliniowg Z-réwnowaznos¢ I = D,
gdzie I jest spéjnym dodatnim porzadkiem majacym co najwyzej 14 elementéw. Zacznie-
my od analizy liczby wywolan petli opisanej w kroku 4°. Innymi stowy, interesuje nas
informacja o tym, ile pierwiastkéw funkcjonalu kwadratowego q5: Z" — Z, gdzie A = D
oraz m = |I| = |Ag|, musi zostaé sprawdzonych, aby znalez¢ macierz B € Gl(m; Z). Dane
dotyczace tego zagadnienia zostaly zebrane na nastepujacym wykresie pudetkowym.

110 4 = .
100 | maksimum ——

90 |

80 + trzeci kwartyl —

70 |

60 + §rednia —

50 |

40 | mediana — 75%
30 |

20 | ) o
10 | pierwszy kwartyl — 0%

OO L o }250/
2 4 6 8 10 12 14 minimum =

Przyktadowo, w ponad 75% przypadkéw porzadkéw I ztozonych z 14 elementéw algorytm
wymaga sprawdzenia mniej niz 50 pierwiastkéw. Z drugiej strony, w ponad 75% przypad-
kéw algorytm sprawdza wiecej niz 14 pierwiastkéw, co oznacza konieczno$é rozwazania
pierwiastkéw innych niz e;, ey, ..., e14 € Z'* (patrz uwaga 3.59(c)).

13’Komputer z procesorem AMD FX-8120 4,0 GHz wyposazony w 16 GB pamieci RAM; obliczenia zostaly
wykonywane réwnolegle przez 8 proceséw w czasie ok. 39, 16 godz.
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Innym stosunkowo czasochtonnym elementem algorytmu 3.58 jest krok 4.3.3°. W na-
stepujacej tabeli zebrane zostaly informacje o liczbie k, definiujacej liczbe parametréw
A1, ..., Ak, ktore zostaly rozwazone (k = 0 oznacza, Ze algorytm nie wykonuje kroku 4.3.3°,
tylko 4.3.1° lub 4.3.2°) w trakcie obliczen.

k\n=2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
0 1 2 4 11 46 153 59 142 256 478 1024 1845 2274
1 0 1 0 15 0 157 0 421 O 1483 0 8541 0
2 0 0 4 3 47 0 162 0 623 87 2667 O 12635
3 0 0 0 0 0 18 0 0 0 466 0 0 0
4 0 01 0 9 0 61 20 241 0 1684 0 8642
5 00 0 0 O 0 0 0 0 61 0 707 0
6 0 00 0 O 0 0 0 9 0 0 202 0

Podsumowujgc, w wiekszosci rozwazanych przypadkéw, w takcie dziatania algorytmu
pojawiaja si¢ dwa parametry, co w naszej implementacji oznacza koniecznoé¢ sprawdzenia
9 przypadkéw (Aq,A,) € {—1,0,1} x {—1,0,1}. Zdecydowanie wiekszy wplyw na czas
dziatania algorytmu ma konieczno$¢ rozwazenia duzej liczby pierwiastkéw w kroku 4°.

Zauwazmy, ze rozwazania przedstawione w podrozdziale 3.5 sugeruja istnienie macie-
rzy B € Gl(m; Z) speliajacej réwnosé C; = B - Gy - B, ktérej pewien wiersz réwny jest
wektorowi jednostkowemu e; € Z™. Z drugiej strony, w algorytmie 3.58 rozwazamy tylko
macierze postaci B! (patrz krok 4.2° algorytmu), tj. macierze, ktérych pierwszy wiersz
jest ustalony. Stad naturalne jest rozwazenie nastepujacej modyfikacji kroku 4.2° algoryt-
mu 3.58: oprécz macierzy B}, rozwazmy takze macierze B’;, gdzie 2 < k < m, w ktérych
k-tym wierszu znajduje si¢ ustalony pierwiastek v € Rp (np. v := e1) a pozostalymi ele-
mentami macierzy sa zmienne bl-]-, gdziel < i # k <morazl <j < m. Zjednej strony
zwiekszamy w ten sposéb przestrzen poszukiwan, ale z drugiej: zwigkszmy szanse na to,
ze w kroku 4.1° wystarczy rozwazy¢ wektor e; € Rp C Z™.

Z naszych eksperymentéw wynika, ze taka wersja algorytmu 3.58 (nazwaliSmy ja
wersja II) jest wyraZnie szybsza od wersji I, rozwazanej wczedniej. Rozwazmy problem
obliczenia macierzy definiujgcych dwuliniowg Z-réwnowaznos¢ I = D dla wszystkich
spojnych dodatnich porzadkéw I wielkosci |I| < 14 (tj. dowdd twierdzenia 3.61). Na naste-
pujacych wykresach pudetkowych przedstawione sq statystyki czasu obliczeri'# macierzy
B € GI(|I|; Z) definiujacej dwuliniowg Z-réwnowaznosé I =5 D, w zaleznosci od |I|.

80sek. | 12,0250kl 0 e ] 16,34 sek.
70sek. |

60sek. | 8sek. |

50sek. t 6sek. |

40sek. |

30sek. | 4sek.

20sek. t poeke |

10sek. T

© 0n—

2 4 6 8 10 12 14

Catkowity czas obliczen, w przeliczeniu na jeden procesor, wynosi 313, 28 godz. w przy-
padku wersji I implementacji algorytmu 3.58 oraz 58,61 godz. w przypadku wersji II.

14Komputer z procesorem AMD FX-8120 4,0 GHz wyposazony w 16 GB pamieci RAM; obliczenia zostaly
wykonywane réwnolegle przez 8 proceséw.
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Oznacza to, ze |I|-krotne zwigkszenie przestrzeni przeszukiwan algorytmu w praktyce
powadzi do 5-krotnego skrécenia czasu obliczen. Nastepujacy wykres przedstawia su-
maryczny czas obliczenn wszystkich macierzy B € Gl(|I|; Z) definiujgcych dwuliniowa
Z-réwnowaznos¢ I =5 D dodatnich spéjnych porzadkéw I ustalonej wielkosci.

10 dni 1 % £ 9,79 dni
> 8
® ol 1,9 dnia
24 godz. | N
5godz. | é
o
60 min. | :
> 5 =1
10 min. | % . £
2 min. t ‘:" é g g E
. N % ;4' : £ o 2
b S N
25 sek. | < ﬁ 0 3
s \ T —o—wersja [
1 o <
5 sek. o —o— wersja 11
[y 1 y t t t t t t t t
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Na zakorniczenie podrozdziatu przedstawiamy dokfadniejszg analize drugiej wersji
implementacji algorytmu 3.58. Zaczniemy od liczby wywotan petli opisanej w kroku 4°.
Zauwazmy, ze w tym wypadku, dla porzadku I ztozonego z m elementéw, liczba wywotari
réwna co najwyzej m oznacza znalezienie macierzy B € Gl(m; Z) postaci B'gl, gdzie
1 < k < m (analogicznie, liczba wywotan wieksza od m? oznacza, ze algorytm analizuje
pierwiastki inne niz ey, ..., ¢,, € Z™).

Z naszych eksperymentéw wynika, ze wersja Il algorytmu znajduje szukang Z-odwra-
calng macierz B € Gl(m; Z) na podstawie pierwiastka e; € Z™ i nie wymaga rozwazenia
innych pierwiastkéw. Nastepujacy wykres przedstawia statystyki liczby wywotar petli opi-
sanej w kroku 4° dla II wersji implementacji algorytmu 3.58, w trakcie obliczeri macierzy
definiujgcych dwuliniowg Z-ré6wnowaznos¢ I =5 D, dla wszystkich spéjnych dodatnich
porzadkow I wielkosci |I] < 14.

14
12
10 +

N = O

2 4 6 8 10 12 14

W przypadku wersji I implementacji algorytmu 3.52 znaczacy wptyw na czas obliczeri
ma krok 4.3.3°. W przeprowadzonych przez nas testach algorytm wymagat analizy mak-
symalnie 6 parametréw A4, ..., Ay, natomiast w przypadku wersji II liczba parametréw nie
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przekroczyta dwéch. Nastepujaca tabela przedstawia informacje o tym, ile razy w trak-
cie obliczen algorytm rozwazatl k parametréw (k = 0 oznacza, ze algorytm nie wykonuje
kroku 4.3.3°, tylko 4.3.1° lub 4.3.2°).

k\n=2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
0 1 3 4 29 59 131 612 583 256 2575 1024 11295 4096
1 0 00 0 0 197 O 0 0 0 0 0 0
2 0 05 0 43 0 207 0 95 0 4351 0 19455




Rozdzial 4

Klasyfikacja spektralna Coxetera
porzadkow glownych

Czwarty rozdzial rozprawy poswiecony jest spektralnej klasyfikacji Coxetera spdj-
nych zbioréw czesciowo uporzadkowanych I, ktérych symetryczna macierz Grama G; €
M I(%Z) C M;(Q) (1.39) jest dodatnio pétokredlona korangi 1, tzw. porzadkéw gtéwnych.
Wyniki przedstawione w tym rozdziale stanowig rozwiniecie rezultatéw z rozdziatu trze-
ciego.

Do najwazniejszych wynikéw tego rozdziatu nalezg nastepujace klasyfikacje.

* Twierdzenie 4.24, ktére stanowi rozwigzanie sformutowanych we wstepie proble-
mow 1, 1a oraz 2 dla szerokiej klasy skorficzonych zbioréw cze$ciowo uporzadko-
wanych. Wskazuje ono niezmienniki, ktére opisuja spéjne gtéwne (w sensie defini-
qji 4.1(b)) porzadki I, ktére s jednopikowe lub spetniaja |I| = m < 15, z doktadnoscia
do relacji ~ oraz = ;. W szczegdlnosci pokazujemy, ze z doktadnoécig do tych relacji
wszystkie takie porzadki opisane sg przez porzgdki Euklidesa przedstawione w tabe-
li4.7.

* Twierdzenie 4.26, ktére stanowi wazny element dowodu twierdzenia 4.24 i zawie-
ra petng klasyfikacje Coxetera jednopikowych porzadkéw gtéwnych wraz z opisem
kotczanéw Hasse wszystkich takich porzadkéw dowolnej wielkoéci.

Analogicznie jak w przypadku porzagdkéw dodatnich (por. fakt 3.14), z kazdym spdj-
nym porzadkiem gtéwnym I stowarzysza sie jednoznacznie porzgdek Euklidesa, ktory jest
z nim kwadratowo Z-réwnowazny (tzw. typ Euklidesa 51) To przyporzadkowanie, wpro-
wadzone w pracy [119] (patrz tez [81, 111]), prowadzi do klasyfikacji spdjnych porzadkéw
gtéwnych, z doktadnoscig do kwadratowej Z-réwnowazno$ci. Udowodnimy, ze typ Eukli-
desa spdjnego porzadku gtéwnego I jest rownowazny z typem Dynkina Dyn, € {A_1,
Dyj—1, 6, E7,Eg} porzadku I wprowadzonym w [56]. Innymi stowy, wykazemy, ze jed-
norodne diagramy Dynkina umozliwiajq klasyfikacje (z doktadnoscig do kwadratowej
Z-réwnowaznosci) nie tylko porzagdkéw dodatnich, ale tez gtéwnych.

Nastepnie pokazemy, ze w przypadku jednopikowych porzadkéw gtéwnych praw-
dziwa jest rt6wnowaznoé¢ I ~5 | & I =y | oraz, inaczej niz w przypadku porzadkéw
dodatnich, implikacja I ~7 | = I =7 ] nie jest prawdziwa dla porzadkéw majacych wiecej
niz jeden element maksymalny, patrz przyktad 4.19 (por. twierdzenie 3.17).

Bardzo wazna role w prezentowanej w niniejszym rozdziale spektralnej klasyfikacji
Coxetera skoriczonych spéjnych porzadkéw gtéwnych odgrywajg algorytmy i uzyskane
przy ich pomocy wyniki obliczeniowe. Do najwazniejszych z nich naleza:

* algorytm 4.36, ktéry umozliwia obliczenie wektora 0 # h; € Z! generujacego jadro
Ker g; C Z! gtéwnego porzadku I;

93
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* heurystyczny algorytm 4.44, ktéry sluzy do obliczenia Z-odwracalnej macierzy
B € Gl(m; Z) C M,,,(Z) definiujacej dwuliniowg Z-réwnowaznosé & 7J pomiedzy
nieujemnymi m-elementowymi porzadkami I oraz | i stanowi cze$ciowe rozwigzanie

problemu 3.

Na zakoniczenie rozdzialu podamy dwa zastosowania przedstawionej w dysertacji
analizy spektralnej Coxetera porzadkéw nieujemnych. Oméwimy problem klasyfikacji
porzadkéw prawie TP-krytycznych (w sensie [101]) i wskazemy na mozliwos¢ uzycia
klasyfikacji porzadkéw jednopikowych do przygotowania algorytmu weryfikujacego
izomorfizm pewnej klasy graféw skierowanych.

Czes¢ z wynikéw prezentowanych w niniejszym rozdziale zostata opublikowana w ar-
tykutach [46, 48, 52, 56]. Niemniej, wiele dowodéw przedstawionych w dysertacji ma inny
charakter i opiera si¢ na innej argumentacji (patrz np. dowdéd lematu 4.13). Ponadto, wyni-
kami niepublikowanymi wcze$niej sa:

* twierdzenie 4.26: pokazujemy, ze m-elementowe zbiory czeSciowo uporzadkowane
nalezace do siedmiu serii porzagdkéw jednopikowych przedstawionych w tabeli 4.25
(patrz tez [52, Table 1.11]) s3 dwuliniowo Z-réwnowazne z jednorodnym diagramem
Euklidesa ID,,,_; i nie ma innych jednopikowych porzadkéw o tej wtasnosci (w ar-
tykule [52] przedstawiono stabszy wynik: udowodniono, ze s3 to pewne porzadki
kwadratowo Z-réwnowazne z diagramem D,,_;, por. [52, Theorem 1.7]);

* rozwigzanie [52, Problem 1.6] — pokazujemy, Ze nie ma jednopikowych gtéwnych
zbioréw czeéciowo uporzadkowanych I kwadratowo Z-réwnowaznych z diagramem
Euklidesa A j,_;, patrz wniosek 4.61;

¢ definicja typu Coxetera-Euklidesa jako réwnowazny typowi Coxetera-Dynkina [56]
niezmiennik dwuliniowej Z-réwnowaznosci spéjnych porzadkéw giéwnych (patrz
definicja 4.20(b) oraz twierdzenie 4.24).

4.1. Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale analizujemy zbiory czesciowo uporzagdkowane, ktére sa gléw-
ne w nastepujacym sensie (patrz [109, Definition 2.1] oraz [119, Definition 2]).

Definicja 4.1. Zalézmy, zZe q: Z" — Z jest jednolitym funkcjonatem kwadratowym (defini-
cja A.8), I jest n-elementowym zbiorem czesciowo uporzgdkowanym (definicja 1.37), a A jest grafem
krawedziowo-dwudzielnym o n wierzchotkach, ktéry nie posiada petli (definicja A.1).

(a) Funkcjonat kwadratowy q: Z" — Z nazywamy gtéwnym, jesli q(v) > 0 dla dowolnego
v € Z" oraz grupa Kerq := {v € Z"; q(v) = 0} C Z" jest cykliczna i nieskoriczona
(tj. Kerg:= Z -h, gdzie0 + h € Z").

(b) Porzgdek I nazywamy gltéwnym, jesli funkcjonat kwadratowy q;: Z" — Z (1.40) jest
glowny.

(c) Bigraf A nazywamy gtéwnym, jesli funkcjonat kwadratowy q,: Z" — Z (A.11) jest gtowny.

Réwnowaznie, porzadek I (bigraf A) nazywamy gléwnym, jesli jest nieujemny korangi 1
w sensie definicji 1.51 (definicji 1.29(c)), por. [119, Proposition 9].

Lemat 4.2. Skoriczony n-elementowy zbiér czesciowo uporzgdkowany I (n-wierzchotkowy graf
krawedziowo-dwudzielny A) jest gtéwny (definicja 4.1) wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieujemny
korangi 1 w sensie definicji 1.51 (definicji 1.29(c)).
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Dowéd. Zalézmy, ze q: Z" — Z jest jednolitym funkcjonatem kwadratowym (w szcze-
golnosci q := qp Z" — Z (1.40) lub q := gq: Z" —» Z (A.11)), z ktérym stowarzyszone
sq: jadro Kerq := {v € Z"; q(v) =0} C Z", oraz symetryczna macierz Grama Gq S
Mn(%Z) C M, (Q) (definicja A.8(a)). Jesli funkcjonatl q: Z" — Z jest nieujemny, to na
podstawie faktu A.20 wiemy, ze jadro Kerq C Z" jest grupa wolng oraz

rank(Kerg) =n — rzg Gq. (*)

Implikacja ,,=” wynika wprost z réwnosci (). Dla dowodu ,,<” musimy pokaza¢, ze
zalozenie 125 G, = n — 1 implikuje, iz Kerg C Z" jest grupa cykliczng i nieskoriczong.
Z réwnodci (*) wynika, ze Ker g C Z" jest grupa wolng rangi 1, czyli cykliczng. Musimy
jeszcze pokazad, ze Ker g C Z" jest grupa nieskoriczong. Zauwazmy, ze kazda podgrupa
grupy Z" jest trywialna lub nieskoriczona i stagd wystarczy wskazaé niezerowy wektor 0 #
w € Kerq C Z". Zlematu A.16 wynika, ze (x) = 0 & G, -x'" = 0 Poniewaz rz Gy;=n-1
(z zalozenia), uktad réwnan liniowych Gq - x" ma rozwigzanie 0 # v := [%, e, Z—Z] e Q".
Zauwazmy, ze wektor 0 # w := v - NWW (v}, ..., n;) € Z" C Q" spelnia réwnos¢ Gq ~wt”,
a stad g(w) = 0iw konsekwencji 0 # w € Kerg C Z". O

Przedstawimy teraz najwazniejsze wiasnosci jednolitych funkcjonatéw kwadratowych,
ktére sa gtowne [109, Proposition 2.10(iv)].

Fakt 4.3. Zatéimy, ze q: Z" — Z jest spéjnym glownym jednolitym funkcjonatem kwadrato-
wymoraz Kerq = Z -h C Z", gdzie 0 # h := [hq, ..., h,] € Z".

(a) Dla kazdego v € Z" prawdziwa jest réwnos¢ q(v + k - h) = q(v), gdzie k € Z. W szczegdl-
nosci, zbior Rq C Z" jest nieskoriczony.

(b) Wspétrzedne h; € Z wektora h = [hy, ..., h, ] € Z" spetniajg nieréwnos¢ —6 < h; < 6.
Ponadto, dla pewnego 1 < s < n, prawdziwa jest rownosé hy = +1.

Dowéd. Podpunkt (a) jest konsekwencja faktu A.22, natomiast (b) wynika z twierdze-
nia A.30 zastosowanego do grafu krawedziowo-dwudzielnego A, (definicja A.8(a)). [

W analizie spektralnej Coxetera gtéwnych zbioréw czeSciowo uporzagdkowanych waz-
ng role odgrywajg jednorodne diagramy Euklidesa (znane tez pod nazwa rozszerzonych
diagraméw Dynkina), przedstawione w tabeli 4.4.

TABELA 4.4. JEDNORODNE DIAGRAMY EUKLIDESA

n+1
°
-~ 1 2 n—1 n
An; ° ° ° * n>1)
o5
o2 ®n+1 ‘.4
= 13 n-1l n i 1 2 s & 7
Dn L4 L4 L4 ® (n>4) IE6 ° ° ° ° °
° °
i 1 2 3 ‘4 6 7 8 i 1 2 ‘ 5 6 7 8 9
IE7 e——e— 90— 90— 0—0—0o ES e— 90— 90— 90— 0—0—0—0

Lemat 4.5. (a) Jesli D e {An,n > 1; ]]N)n,n > 4; IE6;]E7; ]Es} jest jednym z diagraméw
Euklidesa przedstawionych w tabeli 4.4, to D jest bigrafem glownym oraz KerD = Z - hy,

1

. 1 L1 o1, 2 . 2 . 3 . .
gd218h56{11 117 12217 123217 12343217 24654321}/0dPOWZ€dn10~
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(b) Jesli A jest dodatnim grafem prostym, to A jest izomorficzny z jednym z jednorodnych diagra-
moéw Dynkina DA € {A,,n 2 1,D,,n > 4; Eq; E;; Eg} przedstawionych w tabeli 1.32.

(c) Jesli A jest grafem glownym, ktéry nie ma petli, to A jest izomorficzny z jednym z jedno-
rodnych diagraméw Euklidesa DA e {An,n >1; Dn,n 4;Eg Eo; Es} przedstawionych
w tabeli 4.4.

Dowdd. (a) Wynika z prostej analizy réwnania gx(x) = 0, gdzie D e {An,n > 1;
D,,n > 4; Eg; E5; Eg} oraz qz: Z" — Zjest funkcjonatem kwadratowym stowarzyszonym
z 15, analogicznie jak w dowodzie lematu B.18(a) (patrz [4, Lemma VII.4.2]).

(b)—(c) Zatézmy, ze A = (Ay,Aq) jest skoniczonym grafem, ktéry nie ma petli. Poniewaz
funkcjonat kwadratowy g, : Z4 — Z (definicja A.8(c)) mozna utozsamia¢ z funkcjonatem
kotczanu w sensie [4, Section VII.4], teza jest konsekwencja [4, Proposition VIL.4.5]. [

Przypomnijmy, ze kazdy dodatni spéjny zbidr czeSciowo uporzadkowany jest kwa-
dratowo Z-réwnowazny (w sensie definicji 3.15(a)) z jednym z jednorodnych diagraméw
Dynkina przedstawionych w tabeli 1.32 (patrz réwnowazno$¢ (a) = (d) w twierdzeniu 1.56).
Analogicznie, kazdy spojny gléwny zbiér czeSciowo uporzadkowany, jest kwadratowo
Z-réwnowazny z jednym z jednorodnych diagraméw Euklidesa przedstawionych w tabe-
li4.4.

Twierdzenie 4.6. [119, Proposition 9], [52, Theorem 1.4] Niech I bedzie spéjnym skoriczo-
nym m-elementowym zbiorem czesciowo uporzgdkowanym. Nastepujgce warunki sq réwnowazne.

(a) Porzgdek I jest gtéwny (definicja 4.1(b)).
(b) Porzgdek I jest nieujemny korangi 1 (definicja 1.51).

(c) Porzgdek I jest kwadratowo Z-réwnowaziny z jednym z jednorodnych diagraméw Euklidesa
De {Am 1 ]D)m 1 ]E6, E,, IE8} (definicja 3.15(a)).

(d) Istnieje automotfizm h: Z™ — Z™ grupy 2™, taki ze qo h = q5, gdzie funkcjonaly kwadra-
towe q;: Z™ — Z (1.40) oraz g Z™ — Z (A.11) stowarzyszone sq z porzqdkiem I oraz jed-

nym z jednorodnych diagraméw Euklidesa De {Am_l, ﬁm_l, ]E6, IE7, IES}, odpowiednio.

Dowdd. (a)e(b) Wynika z lematu 4.2.

(a)=(c) Bez zmniejszenia ogdélnosci rozwazar mozemy zatozy¢, ze macierz incydencji
C; € M,,,(Z) stowarzyszona ze zbiorem czeéciowo uporzadkowanym I (fakt 1.38(b)) jest
gornotréjkatna, patrz uwaga 1.45. Stad porzadek I mozemy utozsamiac z bigrafem A (1.41),
gdzie G,, := Cy, i teza wynika z twierdzenia A.30 (por. [111, Theorem 3.2]).

(c)=(d) Z zatozenia istnieje macierz B € Gl(m; Z) spelniajacg réwnosc¢ GB = B".G;*B,
gdzie D e {Am_l, D,,_1, IE6, E,, ]ES} jest jednorodnym diagramem Euklidesa. Latwo
sprawdzié, ze automorfizm h: Z" — Z™ zdefiniowany wzorem h(x) := x - Bt" spelnia
r6wnos¢ gy o h = g.

(d)=(a) Zauwazmy, ze graf De {Km_l, ﬁm_l, ]E6, IE7, ]ES} jest gtéwny oraz Ker D=
Kergs = Z -hy C Z™ gdzie 0 # hy € Z", patrz lemat 4.5(a). Poniewaz, z zaloZenia,
istnieje taki automorﬁzmh 7" — Z’” grupy Z", ze groh = qx,toKergy = h™ 1 (Kerq )
Z-h~ 1(h~) C Z™, jest grupa oraz h~ 1(h~) # 0. Ponadto, dla dowolnego x € Z™ zachodzi
gr(x) = q5 © h1x) = 5 (h~1x) >0 (poniewaz graf D jest nieujemny). Podsumowujac,
porzqdek I jest nieujemny, a jego jadro Ker g; C Z™ jest nieskoriczong grupa cykliczna, tj.
porzadek I jest glowny w sensie definicji 4.1(b). O
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Tabela 4.7 przedstawia porzqdk1 glowne Aln, ]D)In, ]E16, ]EI7, IEIS, ktore sa odpowiedni-

kami diagraméw Euklidesa A,,D,, Eq, E;, Eg w klasie spojnych gtéwnych skoriczonych
zbioréw czesSciowo uporzgdkowanych (por. tabela 3.13), patrz fakt 4.8.

TaBELA 4.7. PORzADKI EUKLIDESA

~ 2/ 3 n—1 n
Aln: o—>0—— ——e—>e (51>1);
®1
el o2 iZ
g 3 4‘L nl' n+1 =~ 3 ¢5 6 7
DI,: e——>e——>  ——Se—'s (>4 Elg: s—>e—se’s—>s
o1 o1
.2 3 4 ¢5 6 7 8 i 2 3 ¢'4 5 6 7 8 9
]EI7. e—e0e—>0e—>0—>0—>0—>0 IEIS e—>0—>0—>0—>0—>0—>0—>0

Fakt 4.8. Jesli DI € {AIW ]]S)In, I~E16, ]EI7, IEIS} jest porzgdkiem Euklidesa, ktorego kotczan
Hasse przedstawiono w tabeli 4.7, to DI jest porzgdkiem gtéwnym, ktory jest kwadratowo Z-
réwnowazny (definicja 3.15(b)) z jednorodnym diagramem Euklidesa De{A, D, Eg, E;, Eg}
(tabela 4.4), odpowiednio.

Dowéd. Teza wynika z argumentéw przedstawionych w dowodzie faktu 3.14. O

Réwnowaznoéé (a)e=(c) w twierdzeniu 4.6, przechodnio$¢ relacji ~y oraz fakt 4.8
uzasadniaja nastepujaca definicje.

Definicja 4.9. Typem Euklidesa glownego spéjnego m-elementowego zbioru czgsciowo upo-
rzgdkowanego I nazywamy porzgdek Euklidesa DI € {Al,,, DI,,, Elg, EI, ]EIS} kwadratowo Z-
rownowazny z I.

Przyklad 4.10. Rozwazmy porzadki gtéwne I oraz ], zdefiniowane nastepujaco:

170111 1] 101111
/\ 010011 /\ 010011
001001 001001

I C
HD): =l 000101/t e8] 0001 01
\/ 000011 >/ 000010
2 »3 00000 1] 27 x5 00000 1]

Latwo sprawdzi¢, ze Kergq; = Z-[1,0,-1,-1,-1,1] C 79, Ker q; = Z-1-1,-1,0,0,1,1] C

B, <~ B .
76 oraz I ~3, Ds ~7, ], gdzie:

00000 1] [ 1 0 0-1 0 0]
010001 0-1 0000
0000-11 100001
B; = M, (Z B; = M (Z).
I 10000166()’ J —10001066(>
000-100 101000
| 0 0-1 0 0 0] 100000

Stad DI =DJ = DIs oraz ~5 ], ale I # ] poniewaz
coxp() =0+ —t* =28 -2 +t4+1 # t°—t*— 2 +1=cox(t),

patrz fakt 1.55(c).
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Rozwazmy spéjny gtéwny bigraf A = ({1, ...,n},A,) (bez petli), ktérego jadro Ker g4 =
{ve Z";qy(v)=0}= Z -h C Z" generowane jest przez wektor 0 # h = [hy, ..., h,] € Z".
Pokazemy, ze bigraf A® := A \ {s} C A, ktéry powstaje z A przez usuniecie wierzchotka
s € {1,...,n} dla ktérego h, = +1 jest spdjny i dodatni.

Lemat 4.11. Niech A = (Ay, A1), gdzie Ay = {1, ..., n}, bedzie spéjnym glownym bigrafem
(bez petli) oraz Kergp = Z - h C Z". Jesli h, = +1, gdzie s € {1,...,n}, to bigraf A' = A :=
A\ {s} jest dodatni oraz spéjny.

Dowéd. Bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazan bedziemy zaktadaé, ze hy = 1 (w prze-
ciwnym przypadku przyjmujemy h := —h). Dowéd przeprowadzimy w dwéch krokach.

Krok 1° Funkcjonat kwadratowy g, : Z"~! — Z jest dodatnio okreslony.

Zauwazmy, ze g = g © (), gdzie 76 zn-1 7", jest zanurzeniem

©)
7"l s w=[wy,..., w, 1] —— [Wy,..., Ws_1,0,W,, ..., w, 1] E Z".

Stad funkcjonat g, : Z"~! - Zjestnieujemny i wystarczy pokazaé, ze Ker g, = {0} C Z" L.

Rozwazmy funkcje tfls A/ tf) (v) := v — v, - h oraz funkcjonat kwadratowy
Ga: Z"s—g — Z, gdzie §4(v) = g (v) dla kazdego v € Z "y =0 = {v € Z"; vy =0} C Z".
Poniewaz g5 (v + k - h) = g5 (v) dla dowolnego k € Z (patrz fakt 4.3(a)), fatwo sprawdzi¢,
Ze przemienny jest diagram

an aa 7 qa gn 5 KerqA

) ]QN J ¢S ’
)

Kerq, € zn-1—"—— Znl,_g 2 Kerd,

gdzie 1¢9): Z" — Z"~! jest rzutowaniem
Z" 30 =[01,...,0,] = [01,.0,Vs_1,0g41, - ,0p] € Z"7L.
Ponadto, wprost z definicji, 44 (v) = (qA o tl(ls )) (v) dla dowolnego v € Z”|vs=0 i stad
Kergy = '® (Kerg,) = (Ker (qA ° tl(f))) =7(® (t1(15) (KerqA)) = 1 ({0}) = {0}.

Krok 2° Bigraf A" := A \ {s} jest sp6jny.
Zal6zmy, przez sprzecznos¢, ze A" = Ay U A\, oraz wierzchotki u € Ajy), w € Ay,
nie s polaczone Sciezkg w A'.

Zauwazmy, ze dla dowolnego v E Z"~1 zachodzi: ga(v) = qn; (leEn) + qA<2)(v|A(2)),

gdzie aa:,, . 740 S Z oraz A, . 724 S 7 sg dodatnimi funkc]onalaml kwadratowymi.

Poniewaz na podstawie zalozema, bigraf A jest spéjny (definicja A.1(e)), istnieje Sciezka
I} C A taczaca wierzchotki u oraz w, przechodzaca przez wierzchotek s. Zalézmy, ze
IV = xg...,x € 1,...,npk+1, gdzie xy := u oraz x; := w, jest najkrétszg taka Sciezka.
Definiujemy wektor rj; = [rq,...,1,] € Z™:

0, jesliie Iy,

1, jedlii=s,
jeslix;—x; € Ay,
jeslix; - --x; € Ay.
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Przyktadowo, w bigrafie A wierzchotki 3 oraz 9 potaczone sa Sciezka lg = (3,7,6,1,9)
a wektor 5 € Z!° ma posta¢ rj := [-1,0,-1,0,0,1,1,0,-1,0] € Z'°.

Latwo sprawdzi¢ (patrz dowdd twierdzenia 1.34), ze rj] € Z" jest pierwiastkiem
funkcjonatu kwadratowego g, : Z" — Z. Definiujemy wektor x := r}Y —h € Z", ktéry, na
podstawie faktu 4.3(a), jest pierwiastkiem funkcjonatu g, : Z" — Z. Zauwazmy, ze x; = 0
oraz x®) := 71 (x) € Z"~! jest pierwiastkiem funkcjonatu g, : Z""! - Z, tj.

(s) ) ( (s) )
X ’ ’ X ’ .
( |A(1) + qA(Z) |A(2)

Poniewaz funkcjonaly kwadratowe g A 70 - Z oraz qas,, 74 - 7, sa dodatnie, to

1= WA'(x(S)) =4qa

(1)

x )] A,me Ker qa;,, lub x| A22>€ Ker A,y Bez zmniejszenia og6lnosci rozwazan zat6zmy, ze

zachodzi pierwsza z mozliwosci. Oznacza to, ze x| ar,, = 0iw konsekwencji hl, =17l .

Z konstrukcji wektora r;y € Ry C Z" wynika, ze z := 1| A1,=0 C Z" takze jest

pierwiastkiem funkcjonatu g,: Z" — Z (w przyktadowym bigrafie A, mamy s 5 0=
=

[-1,0,0,0,0,1,0,0,—1,0]).Stad y := z—h € Ry C Z" orazy® := 7 (y) € Ry C Z"1, 1.

1=qy(y®) = ‘M;l)(y(s)ugl)) +qa, (y(s)lA;2>> :

Z konstrukcji wektora y otrzymujemy y®|,, = —h|,/

— w : — 0
= — i h = .
[8) M "u |A?1> # Oistad |AE2> "u |A22>

Podsumowujac:
h=r] = 0=gsth) =qg,07) =1.

Uzyskana sprzeczno$¢ koriczy dowdd lematu. O

Whniosek 4.12. Zatézmy, ze I = ({1,...,n}, <;) jest spéjnym gléwnym zbiorem czegsciowo
uporzgdkowanym oraz Kerq; = Z - h! C Z". Jesli hl = +1, gdzie s € {1, ...,n}, to porzgdek
I®) := I\ {s} C I jest dodatni i spojny.

Dowdd. Bez zmniejszenia ogélnosci rozwazann mozemy zalozy¢, ze elementy zbioru
I zostaty posortowane topologicznie i macierz incydencji C; € M, (Z) porzadku I jest
goérnotréjkatna (patrz uwaga 1.45). Stad I mozna utozsamiaé z grafem krawedziowo-
dwudzielnym A; (1.41), gdzie GA, = C; € M,,(Z), iteza wynika z lematu 4.11. O

Jednym z najwazniejszy wynikéw niniejszego podrozdziatu jest przedstawienie defini-
cji typu Dynkina Dyn, € {A4,,_1, D,,_1, &, &7, Es} spojnego gtéwnego m-elementowego
zbioru czesciowo uporzadkowanego I, ktéry wyznacza I jednoznacznie, z doktadnoscia
do kwadratowej Z-réwnowaznosci. Kluczowe znaczenie ma tu lemat 4.13, poniewaz przy
jego pomocy pokazemy, Ze definicja ta jest poprawna.

Zalézmy, ze A = ({1, ...,n},Aq) jest spéjnym giéwnym grafem krawedziowo-dwudziel-
nym (bez petli), Kergy = {v € Z";qp(v) =0}=Z -h C Z" ihy = +1 oraz h; = +1, gdzie
s # t. Pokazemy, ze bigrafy A := A\ {s} C A orazA® := A\ {t} C A s stabo Z-kongru-
entne (definicja A.3(a)). Innymi stowy, bigraf A C A, ktéry powstaje z A przez usuniecie
wierzchotka a € A, dla ktérego h, = +1, wyznaczony jest jednoznacznie, z doktadno$cig do
stabej Z-kongruencji Grama. Rezultat ten zostat udowodniony w [53, Lemma 3.3(a)]. W dy-
sertacji przedstawiamy dowdd konstrukcyjny i prezentujemy jawny opis Z-odwracalnych
macierzy B € Gl(n; Z) C Z" definiujacych Z-kongruencje.

Przez G € M,,_; (Z) rozumieé bedziemy macierz powstatg z macierzy kwadratowej
G € M,,(Z) po usunieciu i-tego wiersza oraz i-tej kolumny. Zauwazmy, ze G, = G(Ai) €
M,,_1(Z), gdzie Gy € M,(Z) oraz G € M,,_1(Z) sa symetrycznymi macierzami Grama
stowarzyszonymi z bigrafami A oraz A®) C A, odpowiednio (patrz definicja A.1(d)).
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Lemat 4.13. Zafozmy, ze A = ({1,...,n},Aq) jest spéjnym gtéwnym grafem krawedziowo-
dwudzielnym o n wierzchotkach oraz Kerqy = Z - h® C Z", gdzie 0 + h® € Z" jest wektorem
spetniajgcym warunek h? = +1 dla pewnegoi € {1, ..., n}.

(@) Jeslih? = +1, gdziek € (1,...,n}, to AV ~5 A,

(b) Jesli A" = ({1,...,n},A,) jest bigrafem gléwnym oraz KerA'” = Z - h%" C Z", gdzie
0+ hd € Z" oraz h].A' = +1dlapewnegoj € {1,...,n},t0 A ~z A & AD ~,; A'D,

Dowéd. (b) Definiujemy macierze Z-odwracalne P := [el, e/, ..., el" el ... el ] €

Gl(n; Z) oraz Bt := [P71 . htr, e, ..., el e Gl(n; Z). Poniewaz hA Gy =0=Gy-hAt

(patrz lemat A15) prawd21we Sq rownosci:
° ° = Btr P tr (;j P;-B
0 :A'(j) ] ) ) ' " ) ) j’ (*)

G’(i) . 010 — Bir.ptr .G, .P.-B. G’(f) .
A7 olc T i At Pir Ypr =
gdzie B, := B?A e Gl(n; Z) oraz B; := B}‘A’ e Gl(n; Z).

AD)

=" Z zalozenia istnieje macierz B € Gl(n; Z) spelniajaca G, = B G, - B. Poniewaz
Pt Bt G Byl Pyt = Gy oraz Pt B -G By Pr =Gy,
na podstawie (), prawdziwa jest réwnos¢:
—tr g=tr . @  g=1.p-1 _B" . p-tr.g=tr . &N . g-1.p-1.F
p7tr.B. Gy’ B - P =B PT-BT -Gy B P B

istad
@X) _ Btr. G(]) B, gdzie B _B 1 P 1.B.P;-B; € Gl(n; Z). (%)

Latwo sprawdzi¢, ze (+x) implikuje rownos¢ G,w = BV - G - BD.

Aby skoriczy¢ dowéd, musimy jeszcze pokazaé, ze det BV = +1,. BV € Gl(n — 1; Z).
Zauwazmy, ze symetryczne macierze Grama G u), G, € M,,_q (%Z) sq dodatnio okre-
Slone (patrz lemat 4.11) i dlatego wszystkie ich wartosci wlasne sg dodatnie (patrz np. [70,

Theorem 7.2.1]). Poniewaz Z-kongruencja (**) implikuje réwnos¢ spec G(A],> = spec G(Ai)

zbioréw warto$ci wlasnych macierzy blokowych GU) e M,,_1(Z) oraz G(Al) eM,_1(Z),to

spec G, = spec G<’> \ {0} = spec G(]) \ {0} = specG -

Poniewaz detGpw = [T)cspeca ' = detG, oraz detB1) € Z,

A = HA’Espec GA,(]») A
z (**) oraz twierdzenia Cauchy’ego otrzymujemy:
0 # detGyw = (det BM)? . det G, = det BY = +1.
<" Z zalozenia istnieje macierz BeGlin-1;2) spelniajaca G = Bt . G A B.
Latwo sprawdzi¢, ze G, = B - G, - B, gdzie:

N 1] 0
Bl .=
[ o| B

Dla zakoriczenia dowodu zauwazmy, Zze det B = detB=+1i stad B € Gl(n; Z).

€ Gl(n; Z) oraz B:=P;-B-Bl.B1.prl,

(a) Definiujemy A" := A. Poniewaz A < A', gdzie E € M,,(Z) jest macierzg identycz-
nosciowy, teza wynika z (b). O
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Reasumujac, fakt 4.3(b), wniosek 4.12 oraz lemat 4.13(a), uzasadniaja poprawnos¢
nastepujacej definicji, wprowadzonej w pracy [56, Definition 4.3] (patrz tez [53, Section 3]).

Definicja 4.14. Niech I bedzie spéjnym gltéwnym m-elementowym zbiorem czeSciowo upo-
rzgdkowanym, ktérego jgdro ma posta¢ Kerq = h! - Z C Z™. Typem Dynkina Dyn, €
{A—1,Dyi1,E6,E7,Eg} (patrz tabela 4.15) nazywamy typ Coxetera-Dynkina (definicja 3.9)
dodatniego podporzgdku spojnego 1) C I, gdzie s € {1,...,m} jest indeksem spelniajgcym
hl = +1.

TABELA 4.15. JEDNORODNE NIEOZNACZONE DIAGRAMY DYNKINA

A, ce o * (A, l=n21);
® [ ]
|
Dn ° ¢ ® (ID,|=n=4), 86 ‘e . l ° °
L4 °
57 o—o—i—o—o—o 58 o—o—‘o—o—o—oio

Uwaga 4.16. Zal6zmy, ze I jest sp6jnym gtéwnym m-elementowym zbiorem czeSciowo
uporzadkowanym. Latwo pokazaé, przy pomocy argumentéw analogicznych do uzytych
w dowodzie lematu 4.13, ze typ Dynkina Dyn, € {A,,_1, D,,_1, &, &7, £g} przedstawiony
w definicji 4.14 jest rtbwnowazny typowi Dynkina nieujemnego funkcjonatu kwadratowego
qr: Z! - 7 w sensie [7].

Pokazemy teraz, ze definicja typu Dynkina Dyn, € {A,,_1, D,,_1, &, &7, Eg} spéjnego
gléwnego m-elementowego zbioru czesciowo uporzadkowanego I jest poprawna. Co wiecej,
definicja ta jest rownowazna definicji typu Euklidesa DI € {Alm_l, ]]S)Im_l, IEI6, ]EI7, IEIS},
poniewaz Dyny, = D.

Lemat 4.17. Zatozmy, zel = ({1, ...,n}, X) jest spéjnym glownym n-elementowym zbiorem
czesciowo uporzgdkowanym, ktérego jgdro ma postac Kerq; = Z - h! C 7", gdzie 0 + h! € Z".

(a) Typ Dynkina Dyn, € {A,_1,D,_1,&, &7, Es} (definicja 4.14) wyznaczony jest przez I
jednoznacznie, tj. nie zalezy od wyboru indeksu s € {1, ..., n} spetniajgcego hl = +1.

(b) Typem Euklidesa DI porzgdku I jest porzgdek Euklidesa odpowiadajgcy typowi Dynkina
Dyn,, tj. DI = Al,,_; & Dyn, = A,,_; itd.

Dowod. Bez zmniejszenia ogélnosci rozwazar, mozemy zalozy¢, ze elementy zbioru
czedciowo uporzagdkowanego I ponumerowane zostaly topologicznie (patrz uwaga 1.45).
Stad macierz incydencji C; € M, (Z) (fakt 1.38(b)) porzadku I jest gérnotréjkatna i dlatego
porzadek I mozemy utozsamia¢ z bigrafem A; (1.41), gdzie G 2, = C1 € M, (Z).

(a) Pokazemy, ze Dyn ; = Dyn,; dla dowolnych i # j € {(1,...,n} spelniajacych
hl = 41, h]I. = +1. Z wniosku 4.12 oraz lematu 4.13(a) wynika, ze [? ~, [V, gdzie D, [
sa spojnymi porzadkami dodatnimi i stad teza wynika z twierdzenia 3.12.

(b) Udowodnimy najpierw implikacje DI=DI, ; = Dyn, = D. Na podstawie faktu 4.8
wiemy, ze porzadek DI jest gtéwny. Latwo sprawdzi¢, Ze jadro Kergy, = Z - hy, C Z"
generowane jest przez wektor h~. € Z" postaci

[-1,-1,0,...,0,1,1], jesli DI = Al
[-1,-1,-1,0,...,0,1,1], jesli DI = DI,
hz, =1 [-1,-1,-1,-1,1,1,1],  jesli DI = El,
[—2,-1,-1,-1,1,1,1,1], jesli DI = EI,
[—-3,-2,-2,1,1,1,1,1,1], jesli DI = Elq.
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Stad, na podstawie wniosku 4.12 porzadek | := I \ {n} jest dodatnim spéjnym porzadkiem
jednopikowym i teza jest konsekwencja twierdzenia 3.17(g).

Poniewaz implikacja Dyn, = D= DI=DI, , jest konsekwencja lematu 4.13(b) oraz
faktu 3.10, dowdd jest zakoriczony. O

Twierdzenie 4.18. Jesli I oraz | sq skoriczonymi spéjnymi gtownymi n-elementowymi zbiorami
czgsciowo uporzgdkowanymi, to I ~z | < Dyn, = Dyn; & DI = DJ.

Dowéd. Zauwazmy, ze réwnowaznos$¢ Dyn, = Dyn, = DI = Dj wynika z lema-
tu 4.17(b) i stagd wystarczy udowodni¢, ze [ ~z | & Dyn, = Dyn,.

Bez zmniejszenia ogélnoéci rozwazar, mozemy zalozy¢, ze elementy porzadkéw [ oraz |
ponumerowane zostaly topologicznie (patrz uwaga 1.45). Stad macierze incydendji C;, C; €
M,,(Z) (fakt 1.38(b)) sg gérnotréjkatne i dlatego porzadki I oraz | mozemy utozsamiac
z bigrafami Aj, Ay (1.41), gdzie G,, := C; € M,,(Z) oraz Gy, 1= Cy € M, (Z).

Zat6zmy, ze Kerq; = Kerqy, = Z - h! C Z" oraz Kerg; = Kergy, = Z - W c z".

Na podstawie faktu 4.3(b) istnieja takie indeksy s,t € {1, ...,n}, ze hg = +1 oraz h{ = +1.
Zlematu 4.13(b) wynika, ze [ ~5 | & [ ~, [ odzie [®) C Ioraz ]V C ] sa porzadkami
dodatnimi (patrz wniosek 4.12). Zauwazmy, ze Dyn, = Dyn,, oraz Dyn; = Dyn,, na
podstawie definicji 4.14 i stad teza jest konsekwencja twierdzenia 3.12, z ktérego wynika,

ze[® ~, [ o Dyn , = Dyn. O

Przypomnijmy, ze na podstawie wniosku 3.23, kazdy spéjny dodatni m-elementowy
zbiér czedciowo uporzadkowany I, ktéry ma co najwyzej m = 14 elementéw, jest wyzna-
czone przez zespolone spektrum Coxetera specc;, C C jednoznacznie, z doktadnoscig do
dwuliniowej Z-réwnowaznosci. Nastepujacy przyklad pokazuje, ze nie jest to prawda
w przypadku spéjnych gléwnych zbioréw czeSciowo uporzadkowanych. Innymi stowy,
pokazemy, ze r6wnos¢ spektréw specc; = specc; nie implikuje dwuliniowej Z-ré6wnowaz-
nosci spdjnych gtéwnych porzadkéw I oraz J.

16

Przyklad 4.19. Rozwazmy nastepujace dwa spdjne porzadki, ktére sg gtéwne.

3 [1 0111 1] (10101 1]

e e 010011 L s s 010111

o e —e 001001 o e 001010
I: C: . C:

HD) 1 000101’H(]) "T7looo0101

3 . 000010 e’ >e—Se 000010

00000 1] 2o (00000 1]

Latwo sprawdzig, Zze:

* Kerq; = Kergq; = Z-h C 70, gdzieh := [-1,-1, 0, 0, 1, 1] € VAL (algo-
rytm 4.36);

* specc; = specc;, poniewaz cox;(t) = cox;(t) = -t —124+1€ 2Z[t],
. ]]515 = DI + l~)] = ZM5 oraz D5 = Dyn; # Dyn; = Aj, poniewaz G~z G

B B B
J I ] .
G] ~7 G:&S, Gl(é) ~7 GDS oraz G] ~7 GAS’ gd21e.

000001 -1 00000
10100 10000

0-1 0000 000001
000011 000101 10010 1 o100
B;= ,B]: ,Br= 10000'31— 1 1101

-1 00001 0-1 0000
11001 11111

000101 000010
1 000 1 10101

001001 001010
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Porzadki I oraz | nie s dwuliniowo Z-réwnowazne, poniewaz
I~yz] = [~3] < Dyn, =Dyn,

patrz fakt 1.55(a) oraz twierdzenie 4.18. Poniewaz w przypadku rozwazanych porzadkéw
Dynl #Dyn, tol %5 ].

Typ Dynkina Dyn, € {A,,_1,D,,_1,&, &7, Es} spjnego gléwnego m-elementowego
porzadku I wyznacza porzadek I jednoznacznie, z doktadnoscig do kwadratowej Z-réw-
nowaznoéci (patrz twierdzenie 4.18), ale nie jest niezmiennikiem dwuliniowej Z-réwno-
waznosci i nie wyznacza spektrum Coxetera specc; C C, patrz przyktad 4.10 oraz twier-
dzenie 4.18. Analogicznie, przyktad 4.19 pokazuje, ze spektrum Coxetera specc; C C nie
wyznacza typu Dynkina Dyn; € {A,,_1, Dy,_1, &, E7, £g}. Powyzsze rozwazania uzasad-
niajg nastepujaca definicje.

Definicja 4.20. Zatézmy, Ze I jest spéjnym gtéwnym porzgdkiem skoticzonym.
(a) Typem Coxetera-Dynkina porzqdku I nazywamy parg CDtype, := (specc;, Dyn,).

(b) Typem Coxetera-Euklidesa porzqdku I nazywamy par¢ CEtype, := (specc,, DI).

Uwaga 4.21. Typ Coxetera-Dynkina spdjnego porzadku giéwnego I, w formie przed-
stawionej w definicji 4.20(a), zostat wprowadzony w pracy [56, (1.2)], gdzie zastosowano
oznaczenie CType; := (specc;, Dyn;). Wczesniej, typ ten byt definiowany w pracach [119,
Definition 4(e)] oraz [53, (3.1)] w innej formie. Jak pokazujg przyktady 4.10 i 4.19 oraz
twierdzenie 4.24 definicja typu Coxetera-Dynkina przedstawiona w pracy [56] wydaje sie
by¢ optymalnym sposobem zdefiniowania minimalnego niezmiennika dwuliniowej Z-réw-
nowaznosci zbioréw cze$ciowo uporzadkowanych.

Lemat 4.22. Niech I, ] bedg spéjnymi glownymi zbiorami czesciowo uporzgdkowanymi.
(a) Jeslil =z ], to CDtype, = CDtype] oraz CEtype, = CEtype].
(b) CDtype, = CDtype,; < CEtype; = CEtype,

Dowdd. (a) Z faktu 1.55(c) wynika, ze specc; = specc;. Ponadto I ~7 ] na podstawie
faktu 1.55(a) a stad Dyn, = Dyn, oraz DI = D] na podstawie twierdzenia 4.18.

(b) Poniewaz, z zalozenia, specc; = specc;, dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze
Dyn, = Dyn] < DI = D] na podstawie lematu 4.17(b). O

Uwaga 4.23. Jak pokazuje lemat 4.22(b), w przypadku dowolnego spéjnego gtéwnego
porzadku I, typ Coxetera-Euklidesa CEtype, = (specc,, DI) jest rtownowazny typowi
Coxetera-Dynkina CDtype, = (specc;, Dyn;) wprowadzonemu w pracy [56]. Niemniej,
rozwazanie kazdego z tych typéw ma uzasadnienie:

¢ typ Euklidesa pozwala na opis spéjnych n-elementowych porzadkéw gtéwnych
w jezyku spéjnych kanonicznych porzadkéw Euklidesa wielkosci n,

* typ Dynkina Dyn; € {A_1, D;_1, &, &7, Es} to w istocie typ Dynkina zredukowanego
nieprzywiedlnego systemu pierwiastkéw (w sensie Bourbaki) stowarzyszonego z dodat-
nim porzadkiem I’ C I, a co za tym idzie, do jego analizy mozemy stosowac¢ znane
wyniki dotyczace porzadkéw dodatnich oraz zredukowanych systeméw pierwiast-
kéw (patrz np. dow6d twierdzenia 4.18 oraz lematu 4.17(b)).

Jednym z giéwnych celéw niniejszego rozdziatu jest udowodnienie nastepujacych
dwéch twierdzen spektralnych, analogicznych do twierdzenia 3.17 oraz wniosku 3.23.
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Twierdzenie 4.24. Zafézmy, ze 1, | sq spéjnymi glownymi zbiorami czesciowo uporzgdkowa-
nymi, ktore sq (i) jednopikowe Iub (ii) majg co najwyzej 15 elementéw. Nastepujgce warunki sq
réwnowazne.

(a) ~7 ]r
(b) CDtype, = CDtype,,
(c) CEtype; = CEtype;.
Jesli 1, ], spetniajg (i), to kazdy z warunkéw (a)—(c) jest réwnowazny z:
(d) I~z],
(e) Dyn, = Dyn,,
(f) DI =D,
(8) specc; = specg;.

TABELA 4.25. JEDNOPIKOWE PORZADKI GLOWNE TYPU EUKLIDESA D,

s+1 s+3
N(l) o 5 4 m m+1
@msp: l—» *»:/ >< \.H o —> * 0<3’5+5<p<m+1’
/S, N a
o——>e *—> . 4<m
s+2 s+4 s+5 p-1
~N2) . 1 g:}.\ s+4 m—1 m m+1
Dinls: e—> . —>e e—>e—> % 0<sdsms+asm
®s+2 ®s+3
- P m+1
@(3) . pel 5;1 ‘H\H:”* I<p<s<m-=3,
m,s,p o —> —> e .5+3 .4>.
Vd m-—1 5<m,
®s+2
s+1e@
o4) 1 s /oy p+l mo o m+1 I<ss+3spsm,
gms . e—> —> 0 >0 >0 —> o —> %
A 4<m
o —> —> 0
5+3 p
s+1e p+le
(5) 1 s/ N\ s+3 N7 m  m+1 0<s,s+3<p,
Qmspr: e 4”\ *— 4).\ T
SiPs
o{+2 P o£+2 o — oﬁ 6<p+3<r<m+1,
p+3 r—1
N
— 1 s /e p+1 m+1
©<6> . e esee e 0<ss+2<r,
m,s,p,r -
(e o> > 000 —> e 4<r+2<psm,
s+3 r \I+2/ r+3 p
or+1

~(7> 1 s +
Qm,s: .%* 5<m,l<s<m-—2.
o —> —_—> e [ ]

Twierdzenie 4.26. Zalézmy, ze I jest glownym zbiorem czgdciowo uporzgdkowanym, ktéry
sktada si¢ z n + 1 elementéw i ma dokladnie jeden element maksymalny.

(a) DI # AL, oraz Dyn, # A,

(b) Jesli DI = DI, (Dyn, = D,,), to porzqdek I jest izomorficzny z jednym z siedmiu porzgdkow
55,},)547, @E,f)s, CD,(;? ) P ’)D,%)S,p, 555,;2%7, ’)S,fl)s’p,r, (7> s przedstawionych w tabeli 4.25;
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(c) Jesli DI = El, (Dyn, = &), to porzqdek I jest izomorficzny z jednym z 31 porzqdkéw T, Es,
ey J3E16 przedstawionych w [52, Table 4.1].

(d) Jesli DI = EI, (Dyn, = &), to porzgdek 1 jest izomorficzny z jednym z 132 porzqdkéw j1E7,
e, jf{z przedstawionych w [52, Table 4.2].

(e) Jesli DI = ]EIs (Dyn, = &), to porzgdek I jest izomorficzny z jednym z 422 porzqdkéw leS,
s I, 4]E282 przedstawionych w [51].

(f) Typem Euklidesa DI € (D1, El,, EL, Elg} porzgdku I jest taki porzgdek Euklidesa, ze
specc; = speccy .

(g) Porzgdek I jest dwuliniowo Z-réwnowazny z porzgdkiem Euklidesa DI e {]]51,1, INEI(,, INEI7,
Elg}.

(h) Porzgdek I jest dwuliniowo Z-réwnowazny z jednorodnym diagramem Euklidesa De (D,,
Eg, E;, Eg}, gdzie DI € {DI,, El, EI,, Elg}.

Dow6d twierdzenia 4.24 przedstawiamy na stronie 137 a dowdéd twierdzenia 4.26 na
stronie 133.

Uwaga 4.27. Twierdzenia 4.24 oraz 4.26 stanowig czeSciowe rozwigzanie problemu 2
sformutowanego we wstepie, dla przypadku spéjnych giéwnych zbioréw czesciowo upo-
rzadkowanych I:

* (twierdzenie 4.24) jesli |I| < 15, to I jest wyznaczony jednoznacznie, z doktadnoscig
do dwuliniowej Z-réwnowaznosci, przez typ Coxetera-Dynkina CDtype, oraz typ
Coxetera-Euklidesa CEtype;

* (twierdzenie 4.26) jesli I jest jednopikowy, to I jest wyznaczony jednoznacznie, z do-
ktadnoscig do dwuliniowej Z-réwnowaznosci, przez zespolone spektrum Coxetera
specc, C C.

4.2. Algorytmy i wyniki eksperymentalne

Gléwnym celem niniejszego podrozdziatu jest oméwienie algorytméw oraz wynikéw
obliczeniowych, ktérych uzywamy w spektralnej analizie Coxetera skoficzonych zbioréw
czedciowo uporzadkowanych, ktére sg gfdwne w sensie definicji 4.1(b). W szczegdlnosci
omoéwimy algorytm 4.44 stanowigcy czeSciowe rozwigzanie problemu 3, tj. umozliwiajacy
wyznaczenie Z—odwracglnej macierzy B € Gl(m; Z) C M,,,(Z), ktéra definiuje dwulinio-
wa Z-réwnowazno$¢ I= ;] pomiedzy m-elementowymi nieujemnymi zbiorami czeSciowo
uporzadkowanymi I oraz .

Zaczniemy od problemu generowania wszystkich porzadkéw nieujemnych I ustalonej
wielkosci n := |I|. W trzecim rozdziale rozprawy omawiamy algorytm 3.52, ktéry umozli-
wia wygenerowanie wszystkich (spéjnych) porzagdkéw dodatnich. Latwo zmodyfikowa¢
ten algorytm tak, aby generowat porzadki nieujemne I korangi 0 < crk; <7 € N.

Algorytm 4.28. Liczby naturalne cr > 0, n > 1 oraz zbiér pary_nneg zto-
zony z par (Cj, crk;), gdzie C; € M, (Z) jest macierza incydengji n-elementowego zbioru
czesciowo uporzadkowanego oraz crk; = n —rzC; < cr.

Zbior par (Cj, crk)), C; € M1 (Z), ztozony z macierzy incydencji wszystkich
(nieizomorficznych) nieujemnych porzadkéw J, ktére sa rozszerzeniami porzadkéw wej-
Sciowych o wierzchotek minimalny i spetniajg crk; = (n + 1) —rzCj < cr.
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Inicjalizujemy zbidr res := { }.
Dla kazdej pary (Cj, crk;) € pary_nneg;:
dla kazdego wektora w = [w,, ..., w,,1] € {0,1}", takiego Ze macierz

C ! = [c;] € M1 (Z)
= =[c;] €
I, 0 C[ i n+1
spetnia warunek: jesli ¢;; = 1 oraz¢j; =1, tocs =1 (dlal <i,j,s <n+1):

°) jeslimacierz symetryczna GI =Cy, —|—C” nie jest nieujemna korangi
crkI < cr, przerywamy petle i wracamy do kroku 2.1° (warunek sprawdzamy

np. przy pomocy algorytmu 2.13);

dodajemy pare (C L, crklw) do zbioru res jesli kolfczan Hasse #H(I,,)
porzadku I, nie jest izomorficzny z kotczanem Hasse H (I) zadnego z porzad-
kéw I znajdujacych sig juz w zbiorze res, dla ktérych erk; = crk;  (izomor-
fizm digraféw H(I,,) oraz H(I) testujemy np. przy pomocy biblioteki igraph:

www.igraph.org).

Zwracamy zbidr res, jako wynik.

Uwaga 4.29. (a) Przy pomocy algorytmu 4.28 mozna wygenerowaé wszystkie po-
rzadki gfdwne ustalonej wielkosci (porzadek I jest gtéwny w sensie definicji 4.1(b)
wtedy i tylko wtedy, gdy stowarzyszona z nim symetryczna macierz Grama G; €
M 1(%2) (1.39) jest dodatnio pétokreslona korangi 1, patrz lemat 4.2).

(b) Algorytm 4.28 konstruuje porzadki n-elementowe, rozszerzajac o element minimalny
porzadki o n — 1 elementach. Dlatego, aby przy jego pomocy wygenerowaé wszyst-
kie porzadki spdjne o n elementach, nalezy rozwazy¢ wszystkie, w tym niespdjne
porzadki o n — 1 elementach, por. uwaga 3.51.

Fakt 4.30. Liczba wszystkich nieujemnych zbioréw czesciowo uporzgdkowanych I wielkosci
Il < 15 wynosi 5415925, w tym: 401 404 porzgdkéw spéjnych oraz 8153 porzgdkéw jednopiko-
wych. Doktadna liczba porzqdkéw dodatnich, gléwnych oraz korangi dwa, w zaleznoéci od liczby
elementow ||, przedstawiona jest w tabeli 4.33.

Dowéd. Dowdd faktu ma charakter obliczeniowy.

Etap 1° Konstruujemy zbi6r nnegs[1] zlozony z jednej pary: ([ 1 |,0), kodujacej porza-
dek jednoelementowy, ktéry jest dodatni (tj. korangi zero).

Etap 2° Kolejno, dla kazdego k € {2, ..., 14}:
Etap 2.1° ustalamy: cr := 2, n := k—1 oraz pary_nneg := nnegs[k —1] i wyznaczamy
zbiér nnegs[k] przy pomocy algorytmu 4.28.
Etap 3° Sprawdzamy prawdziwo$¢ informacji przedstawionych w tabeli 4.33:
* spojnosé porzadku I weryfikujemy przy pomocy algorytmu przeszukiwania grafu
wszerz zastosowanego do kotczanu Hasse H(I) (fakt 1.38(a));

¢ konstrukgja algorytmu 4.28 gwarantuje, ze wygenerowane macierze incydencji
n-elementowych porzadkéw nieujemnych I sg gérnotrdjkatne i dlatego tatwo
zweryfikowad, czy dany porzadek I jest jednopikowy: wystarczy sprawdzi¢, czy
ostatnia kolumna macierzy C; € M,,(Z) sklada sie z samych jedynek.

Obliczenia przeprowadziliémy na komputerze wyposazonym w procesor AMD FX-8120
4,0 GHz oraz 16 GB pamieci RAM. Catkowity czas obliczeni to ok. 83 godziny. O
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Uwaga 4.31. (a) W celu wygenerowania skoriczonych dodatnich zbioréw czesciowo
uporzadkowanych ustalonej wielko$ci mozemy postuzy¢ si¢ algorytmem 3.52 lub ogdl-
niejszym algorytmem 4.28 (tabela 4.33 oraz tabela 3.55). Zauwazmy, Zze algorytm 3.52
jest wyraznie szybszy: wyznaczenie przy jego pomocy porzadkéw dodatnich I wielkosci
Il < 14 zajmuje ok. 25 minut, patrz rysunek 3.56.

(b) Na rysunku 4.32 przedstawione zostalo poréwnanie liczby porzadkéw I w ka-
tegoriach: wszystkie, spdjne oraz jednopikowe korangi crk; = 0,1, 2 (odpowiednio). Ze
wzgledu na szybki wzrost liczby porzadkéw (wraz ze wzrostem liczby elementéw [I)),
wykresy zostaly wykonane w skali logarytmicznej. Analiza rysunku 4.32 pokazuje, Zze
w analizowanych przypadkach algorytm 4.28 ma wyktadniczg ztozonos¢ obliczeniowq
oraz wykladnicza zlozono$¢ pamieciowa.

Rozwazmy problem wyznaczenia typu Dynkina Dyn; € {A,,_1, Dy,,_1, &, E7, Eg} spoj-
nego gtéwnego m-elementowego zbioru cze¢Sciowo uporzadkowanego I. Mozliwe sg (co
najmniej) dwa rozwigzania tego zagadnienia:

¢ uzycie algorytmu inflacyjnego A.33, opisanego w [111, Algorithm 3.1] oraz [81, Al-
gorithm 4.3] (dowodz1 sig, ze Dyn, = [D] wtedy i tylko wtedy, gdy blgraf Ay (1.41)
spelnia A; ~5 D gdzie De {Am 1D, 1,IE6,IE7, ]Eg} oraz D := D \ {m}, patrz
lemat 4.5 oraz lemat 4.13);

* typ Dynkina Dyn, € {A,,_1, D,,_1, &, &7, Eg} mozna wyznaczy¢ zgodnie z opisem
przedstawionym w definicji 4.14: wyznaczajac typ Coxetera-Dynkina spéjnego do-
datniego porzadku I®) :=I \ {s}, gdzie Kerq; = {v € Z™; q;(v) =0} = Z -h! C Z"
oraz hl = +1 (np. przy pomocy algorytmu B.24).

W obu przedstawionych przypadkach niezbedna jest znajomos$¢ wektora generujacego
jadro Kergq; = Z - h! C Z! spéjnego gtéwnego zbioru cze$ciowo uporzadkowanego 1.
Dlatego przejdziemy teraz do oméwienia tego zagadnienia.

Zal6zmy, ze I jest spéjnym gléwnym m-elementowym zbiorem czgéciowo uporzadko-
wanym, C; € M,,(Z) macierzg incydengji (fakt 1.38(b)), G; € Mm(%Z) (1.39) symetryczna
macierza Grama a q;: Z™ — Z jednolitym funkcjonatem kwadratowym (1.40). Zauwazmy,
ze zgodnie z lematem A.15, wyznaczenie jadra Kerg; = {v € Z™; g;(v) = 0} C Z™ jest
réwnowazne z rozwigzaniem uktadu réwnan Gy - x'” = 0 w pierscieniu liczb catkowitych.
Rozwazmy nastepujacy przyktad.

Przyklad 4.34. Rozwazmy nastepujacy 7-elementowy spéjny gtéwny jednopikowy
zbiér czeSciowo uporzadkowany I:

[ ]
6

H(I): /- / C, =

€ M, (Z).

[=l=lelellolol S
[=l=lelelol S
[Nl ool
O OO = OO =
O O R = O R =
O R OO0 0O =
e e

Pokazemy, ze jadro Kerq; = {v € Z7; g;(v) = 0} = {v € Z7; v-C;- 0" = 0} C Z7
porzadku I ma posta¢ Kerg; = Z - h C Z7, gdzieh:=[-1,0,-1,-1,-1,0,2] € YAS

Na podstawie lematu A.15 zbiér Kerq; C Z’ zlozony jest z catkowitoliczbowych
rozwigzan jednorodnego uktadu réwnan liniowych

X1 + %x4 + %XS + %x6 + %x7= 0
X + %XS + %x7: 0
*3 + %x7= 0

GI . xtr = 0 < 9 %xl + X3+ %x5 + %x7: o, (435)
%xl + %xz + %x4 + X5 + %x7= 0
%xl + X6 + %x7= 0
%x1+%x2+%x3+%x4+%x5+%x6+ X7=0
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gdzie G;:= % (Cr+Cl"y e My ( % Z) jest macierza Grama (1.39) stowarzyszong z porzadkiem I.
Ukfad (4.35) mozna przeksztalci¢ przy pomocy operacji Z-elementarnych do postaci:

2xq + X4 4 X5 4+ Xg 4+ Xy=

0
2x + X4+ X5+ Xg + Xy=
2xp + x5 + Xr= 0 1 4+ Y5+ %6 7= 0
5 X 2xy + X5 + X7=0
X3 + *7=0 2xg + Xy= 0
(4.35) & 1 + 2%+ %5 +7=0 < At 3x4 + X5- X+ ¥7= 0"
X1 + Xp + X4 + 2x5 + Xy=0 Sxe — 2xg — Xy = 0
x +2xg 4+ Xy= 0 5 +6 7=
1 6 2xg + X7 = 0
X1 4+ Xp 4+ X3+ X4 4 X5+ Xg + 2xy= 0
Przyjmujac x; := A € Z (lub x; := A € Q), otrzymujemy
X1 =
2xq + X4 4 X5 4+ Xg = _A X1= 0 1 10
2xp + X5 = -A 2xy = A Xy = _E/\
2x3 = _) 2x3 = -\ X3 = —%/\
3x4 + ¥5 - Xg =1 & S {2y=-2 & { x-= —%/\
5x5 - 2x6 = A X5 = 0 X5 = 0
2xg = _A 2xg = —A xg = 7%)\
X7= A X7 = A X7 = A

i stad zbi6r rozwigzan wymiernych Ug (4.35) C Q7 réwnania (4.35) jest jednowymiarowg
przestrzenia liniowa postaci Ug(4.35) = Q - [0, —%, —%, —%, 0, —%, 1] C Q7. Zauwazmy,
ze zbiér rozwigzan catkowitych Uy (4.35) C Ug (4.35) réwnania (4.35) jest Z-wolng grupg
cykliczng (por. fakt A.20).
Latwo sprawdzié, ze generatorem grupy U (4.35) C L{Q (4.35) C Q7 jest wektor
hy =2.[0,-3,-3,-1,0,—3,1] =10,-1,-1,-1,0,-1,2] € Z7.

Istotnie, z weze$niejszych rozwazar wiemy, ze Ker g C Z7 jest grupa cykliczng, tzn. Kerg =
Z-hdlapewnegoh € 77 Stad istnieje takieA € Z,2ze A-h =[0,-1,-1,-1,0,—-1,2] = hy
i w konsekwengcji h = +hy jest generatorem grupy Kerg C Z”.

Ogolnie, jesli hg = [%,...,%] C Q™ gdziep; € Zorazg; € N\ {0} dlai € {1...m},
jest generatorem jednowymiarowej przestrzeni liniowej L{Q = Q-hQ C Q™, to generatorem
grupy Z-wolnej Uy, = {v € Z"; v € Ug} C Ug C Q™ jest wektor hy := % -hg € Z",
gdziea := NWW(qy, ...,q,,,) oraz b := NWD(a - pq,...,a-p,,).

Nastepujacy algorytm, oparty o catkowitoliczbowgq eliminacje Gaussa (por. algorytm
Bareissa [6] oraz algorytm 2.7) stanowi praktyczng implementacje idei przedstawionych
w przykladzie 4.34. Algorytm ten umozliwia wyznaczenie generatora h! € Z™ grupy
cyklicznej Kerq; C Z™ (réwnowaznie: generatora Z-grupy rozwigzan catkowitoliczbo-
wych uktadu réwnan liniowych G; - x" = 0). Co wiecej, wszystkie obliczenia wykonywane
w algorytmie przeprowadzane sg w pierScieniu liczb catkowitych Z (bez koniecznosci
uzycia liczb wymiernych czy zmiennoprzecinkowych).

Algorytm 4.36. Macierz incydencji C; = [¢;;] € M,,(Z) glownego zbioru

czesSciowo uporzadkowanego (definicja 4.1).
Wektor h! € Z" generujacy jadro Kerg; = Z - h! C Z™.

Inicjalizujemy macierz symetryczng M = [m;;l1¢; j<n := C1 + Clr e M,,(Z).
Dla (i,j) € {2,...,n} x {n, ..., 2} wykonujemy: My 3= Myq - My — My - M.

Sprowadzamy macierz M do postaci gérnoschodkowej

Dla kazdego k € {2, ...,n}:
=1,
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dlar € {k,...,n}:jedlim, # 0, to i := r i przechodzimy do kroku 3.4°, E
jeslii = —1, to przerywamy petle i przechodzimy do kroku 4°, E
jeslii # k,todlaj € {k, ..., n} wykonujemy: (Mg, my;) = (my;, my;), E
dla (r,j) € {k+1,...,n} x {n,..., k + 1} wykonujemy: E

Wi © Wy = 1l

s My

Mie_1k-1

________________________________________________________________________

Rozwigzanie wyznaczamy w k-tej kolumnie

E My = 1. |
| Dla kazdego i € {1, ...,k — 1} wykonujmy m;; := —m. E

Sprowadzamy macierz M do postaci przekatniowej

Dla kazdegoc € {k —1,...,2}:
Dla kazdegor € {1,...,c — 1}:
I
obliczamy w := NWW (i, m,.) oraz d := mz—‘ic,
dla kazdego i € {r, ..., k} wykonujemy m,; := m,; - d,
obliczamy m,—= 3= - me;

C

obliczmy d := NWD(m,., m.) i ustalamy m../= d; m. /= d.

Krok 9°) Jeslid # 1, to dla kazdego i € {1. ..., k} wykonujemy m;; := my, - A
g y jemy g

Obliczamy d := NWD (mqy, myy, ..., myy).

Koriczymy dziatanie z wynikiem [%, %, ", %, 0,..,0] € Z".

Zauwazmy, ze algorytm 4.36 opiera sie na klasycznym algorytmie eliminacji Gaussa,
a jego asymptotyczna ztozonos¢ obliczeniowa wynosi O(1n3).

Uwaga 4.37. Algorytm 4.36 mozna (bez zadnych modyfikacji) uzy¢ do obliczenia ge-
neratora jagdra m-wierzchotkowego gtéwnego grafu krawedziowo-dwudzielnego A (de-
finicja A.4(f)) zakodowanego w postaci niesymetrycznej macierzy Grama G, € M, (Z)
(definicja A.1(d)).

Aby obliczy¢ typ Dynkina Dyn, € {A,,_1,D,,_1,&, &7, £} (definicja 4.14) spéjnego
gléwnego m-elementowego zbioru cze$ciowo uporzadkowanego I bedziemy postugiwac
si¢ nastepujacym algorytmem.

Algorytm 4.38. Macierz incydencji C; € M,,,(Z) spéjnego gléwnego m-

elementowego zbioru czesciowo uporzadkowanego I.

Typ Dynkina Dyn, € {A,,_1,D,,_1,&, &7, E}-

Krok 1°) Obliczamy wektor h! € Z™ generujacy jadro Kerg; = {v € Z™; g,(v) = 0} C
y & Jacy Ja q q
Z™, tj. wektor spetniajacy réwnosé Kerq; = Z - h! (np. przy pomocy algorytmu 4.36).

Znajdujemy indeks s € {1, ..., m} spelniajacy réwnos¢ h£ = +1.
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Zwracamy jako wynik typ Coxetera-Dynkina sp6jnego dodatniego porzadku
I):= I \ {s} (obliczony np. przy pomocy algorytmu B.24 zastosowanego do jednoli-
tego funkcjonatu kwadratowego g : Z"™~! - Z (1.40)).

Dzieki zastosowaniu algorytmu 4.38 do spéjnych gtéwnych porzadkéw I wielko$ci
Il < 15 otrzymujemy nastepujacq charakteryzacje.

Fakt 4.39. Wszystkie spéjne glowne zbiory czesciowo uporzgdkowane I wielkosci |I| < 15
mozna podzieli¢ na 119 klas, z dokfadnoscig do typu Coxetera-Dynkina (definicja 4.20(a)):

I 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

#1 1 9 35 182 714 2704 1413 3305 7556 17206 38684 86649
#klas CDtype, 1 2 4 7 11 13 10 11 13 14 16 17

patrz tabela 4.40.

Dowdéd. Dowéd faktu ma charakter obliczeniowy. Najpierw, przy pomocy algoryt-
mu 4.28, generujemy wszystkie nieujemne zbiory czesciowo uporzadkowane I wielkosci
Il < 151 korangi crk; < 1 (por. dowdd faktu 4.30). Nastepnie wybieramy spéjne gtéwne
porzadki I i dzielimy je wzgledem typu Coxetera-Dynkina

CDtypeI = (Dynl, specc;) = (Dan, coxy(t)),
gdzie:
* typ Dynkina Dyn; € {A_1, Dy;_1, &, £7, £} obliczamy uzywajac algorytmu 4.38,

* wielomian Coxetera cox;(t) € Z[t] obliczamy przy pomocy standardowych algoryt-
mow algebry komputerowe;j. O

TaBeLA 4.40. LiczBA GROWNYCH SPOJNYCH PORZADKOW [ wieLkoscr |I| < 15,
POGRUPOWANYCH WZGLEDEM TYPU COXETERA-DYNKINA

coxy(t) Dyn, #I coxy(t) Dyn #1 cox;(t) Dyn #1
I yn,; I yn, yn,

421241 Az 1
B-13-1241 Ay 1 £o414-243-2424 141 D, 8

t6-213+1 As 3 1014241 Ds 1 O+ +4-213- 121441 Ds 29
-4 1241  Ag

-t4-1341 Ay 4 t-15-1241 & 1 t7+£0-2t4-2134 11 & 83
-t4-13+1 Dy 2 2854144 £3-242+1 Dq 3 7+ 0Ot 13 24 141 De 87
-t5-t241  Ag

821411 A 8 18-10-4241 A 3 8216424424241 &, 4
821411 D, 3 816241 D, 7 184471524431 £+1 &, 463
8-t5-13+1 A, 6 18-10-1241 & 1 841710 t5- 1321441 Dy 211
B-t5-13+1 &, 2 £8-21612¢%-2¢241 D, 6

P-t5-t41  Ag 13 2-17-12+1 Es 1 19—t7 41054431241 Dy 12
P-t5-t41 Dy 4 12247+ £5+ 424241 Dg 10 192171042454 244-13-24241 &g 11
P-o-t441 & 3 -7 04544131211 Dg 16 O+8- 10514131141 E 2078
t2-15-13+1  Ag 9 -t t0+ 544131241 &g 9 1O+ t8- 7013 t24 111 Dg 535
P-t7-t241 Ag 3
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£10-245+1
$10-¢6-¢44+71
100411

F1O0_¢7 4341

6 541
7 441
P74

H1-8-#3+1

t12-2¢6+1

1247541
1248411
12841

12494341

13471641
13481541
H13-19-441
13494441
13- 410-4341

14-247+1
Hla-8-16:1
149541
$14-¢10_pd11
110ty

tla-pll¢311

15184741
1591641
$15-¢10-£511
$15-¢11 g1
A Ay |

$15-412-4311

20
21

11

41
29

14

55
65
42

18

131
98
54

21

154
216
142

72

25

428
334
200
90
10
30
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£10-8_42.1
10484241

10248446444 24247

A2,
1 2894474442424
[ N N S o |

R N e |

124104241
124104241
1224104484 4424241

$12_410_48, 246 14 42,1

13114241

F13 411,48 47 46,45 42,1
H13- 1184474 10151241
t183 24114 1944424241
131194474 0144241

LA 124247
144124211
P12, D475 1247
1412 907 15 4247

142412, f10, 44 2427

F15-#13-4241

I N !
P15 134 P08 17440241
FI5_ 1310, 48,47 45 2.9
P15 134 108471454241

1518, 11, 44 04241

Ag
Do
D9

31
15

21
52
65

121
28
120

205
246

36
203

456
325
455

45

917
786
784
490

55

FLO_f8_47, 045 13 4211
108447 245443241

10449847 3 421111

P18 04 1551241
HLL 9481654431241

P09 48 3 2,411

H12-410,48_246, 44241
$12- 41044947 54431241
121049447445 13-4241

1211093424411

1L 97161444241
#13_411_410,48,45_43_42.1
18- p11 4104845, 434247

1812 11 1043 424441

p1a-p12, 4104816444 4247
LA 12 410,48, 4644247
LA 1241149154432
A2 11 4944548424

t14+t13—t12—t1 1_t3_t2+t+1

FI- 131 49, 46 444241
FI5_p13, 411 49_46 44 42,1
$15_ 413, 412_410_45,43 42,9
$15_413_412,410,45_43_42,q

t15+t14—t13—t12—t3—t2+t+1

D14
Dyy
D14

D1y

30
18
1258

50
25
2998

80
33
77
6905

116
112
42
15929

161
322
52
156
36088

486
216
63
210
81544

Jednym z gtéwnych wynikéw prezentowanych w niniejszym rozdziale jest spektralna
klasyfikacja Coxetera spéjnych gtéwnych zbioréw czesciowo uporzadkowanych wielko-
sci m := [I| < 15. Kluczowym narzedziem stuzagcym do przygotowania tej klasyfikacji
jest algorytm heurystyczny 4.44, ktéry umozliwia wyznaczenie Z- odwracalne] macierzy
B € Gl(m; Z) C M,,,(Z) definiujacej dwuliniowa Z-réwnowaznosc¢ I~ Z J, gdzie I oraz | sg
spojnymi gléwnymi m-elementowymi zbiorami czesciowo uporzgdkowanymi. Przypo-
mnijmy, ze kolumny kazdej takiej macierzy B € Gl(m; Z) sa pierwiastkami funkcjonatu

gr: Z™ — Z (1.40), patrz fakt 1.55(d).

Pokazemy, ze zbior pierwiastkéw R, = {v € Z"; q(v) = 1} C Z"™, sp6jnego jednolite-

go gtéwnego funkcjonatu kwadratowego q: Z™ — Z mozna przedstawi¢ w postaci

gdzie Rg‘fd C R, C Z™ (tzw. redukt, por. [109, Definition 3.6]) jest zbiorem skoriczonym,

Ry =R +Kerq=R*+Z-hCZ",

patrz [109, Theorem 3.2].

Fakt 4.41. Zalozmy, ze q: Z" — Z jest spojnym gtéwnym jednolitym funkcjonatem kwadra-
towym, ktérego jgdro ma postac Kerq = Z - h C Z", gdzie 0 # h := [hy, ...,

h,] € Z". Zbiér
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pierwiastkow Rq ={v e Z"; q(v) =1} C Z" mozna przedstawi¢ w postaci

Ry =TRgo +Kerqg=Ry +Z -h C Z", (4.42)

gdzie hy = +1, natomiast Rg"d 1= R © Z" jest skoriczonym zbiorem pierwiastkow dodatniego
funkcjonatu kwadratowego §) : Z5~1 x {0} x Z"=5 - Z, § (v) = ¢ (v9)) = q(v).

Dowéd. Z lematu 4.3(b) wynika, Ze istnieje indeks s € {1, ..., n}, dla ktérego h, = +1.
Bez zmniejszenia og6lno$ci rozwazar mozemy zalozy¢, ze hy = 1 (w przeciwnym wypadku
przyjmujmy h := —h). Dla dowolnych wektoréw v € Z" oraz w € Z"~! definiujemy:

Z"3 v = 99 = [0y,...,05_1, 0,0511,.,0y ] =0ly g € Z" Oraz
Z" ' s w - wll = [wq,...,w,_1,0,w,, ...,w,_1]E Z".

Definiujemy jednolity funkcjonat kwadratowy G 7571 x {0} x Z"~5 - Z wzorem
G (v) := q(v®). Wykazemy prawdziwos$é réwnosci (4.42).

,C” Zatézmy, ze v = [vq,...,0,] € Rq ={ueZ"qu) =1y C Z". Zlematu 4.3(a)
otrzymujemy rownosci

1=¢g@) =q((v—20s-h)+0v,-h) =g(@+0v,-h) =q@ =§® @),

gdzie wektor 7 = [0, ...,7,] := v—0,-h € Z" spelnia v, = 0. Poniewazv =7+ v,-h € Z"
orazv € Rq~<s> C Z" wnioskujemy, ze Rq - Rq~<s> + Z - h.
,2" Zatézmy, ze v € Rq(s) +Z-hCZ'§v=0+k-heZ" gdziev € Rq~<s) -

7571 x {0} x Z"~% oraz k € Z. Na podstawie zatozer oraz lematu 4.3(a) wnioskujemy, ze
1=4%@®) =q@® =q@+k-h) =q(),

astad Rzo +Z-h CR,.

Aby zakoniczy¢ dowdd, nalezy jeszcze wykazaé, ze zbidr Rge‘i = Rq@ C Z" jest
skoriczony. Zauwazmy, ze jednolity funkcjonat kwadratowy g: Z" — Z mozna utozsamiaé
z grafem krawedziowo-dwudzielnym A, (definicja A.8(b)). Z lematu 4.11, zastosowanego

do bigrafu A, wynika, ze bigraf A£f> := A\ {s}jest dodatni. Stad funkcjonat kwadratowy
98,0 = q®: 71 > 7, gdzie ¢ (w) := g(w!*), jest dodatni i w konsekwencji funkcjonat

G : 7571 x {0} x Z"° — Z, gdzie §©) (v) = q(v®) = g (v), jest dodatni. Stad, na
podstawie faktu 2.16, zbiér Rffd = Ry C Z" jest skonczony. O

Dowéd faktu 4.41 prowadzi do nastepujgcego algorytmu stuzgcego do obliczania
reduktu R;ﬁd C Z" (4.42), por. [109, Algorithm 3.9].

Algorytm 4.43. Niesymetryczna macierz Grama Gq € M,,(Z) spéjnego
gléwnego jednolitego funkcjonalu kwadratowego q: Z" — Z.

Redukt Rge‘i C R, C Z", 4. skonczony zbiér spetniajacy R, = Rge‘i+ Z-h, C Z".
Obliczamy wektor h, € Z" generujacy jadro
Kerg={veZ"; q(v) =0} = Z-hqg "

(np. przy pomocy algorytmu 4.36 zastosowanego do macierzy Gq € M,,(2Z)).
Znajdujemy indeks s € {1, ..., n} spetniajacy hy = +1.
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Obliczamy zbi6r pierwiastkow R« = {w € Z" 1 q®(w) = 1y € zZ"1
dodatniego funkcjonalu kwadratowego ¢®: Z""! - Z, ¢®(w) = w - G{ - w",

gdzie Cv}és) € M,,_1(Z) jest macierza powstalg z éq € M,,(Z) przez usuniecie s-tego
wiersza oraz s-tej kolumny (np. przy pomocy algorytmu 2.21).

Zwracamy zbior Rge‘i = {wlsl w e Rq@} C Z", gdzie
wh = [wq, ..., wg_1,0, W, ..., w,_1] € Z"

dla kazdego w = [wy, ..., w,_1] € R & C Z" L.

q(s)

Przedstawimy teraz algorytm 4.44, ktéry umozliwia znalezienie Z-odwracalnej ma-
cierzy B € Gl(m; Z) C M,,(Z) definiujagcej dwuliniowg Z-réwnowazno$¢ pomiedzy
spojnymi gléwnymi m-elementowymi zbiorami czeSciowo uporzagdkowanymi I oraz J, tj.
spelniajacej rownoé¢ C; = B' - C; - B. Przedstawiony (heurystyczny) algorytm jest rozwinie-
ciem algorytmu 3.58 (patrz [56, Algorithm 3.5], [53, Algorithm 5.2], [52, Procedure 3.13]).

Algorytm 4.44. Macierze incydencji C;, C; € M, (Z) nieujemnych zbioréw
cze$ciowo uporzadkowanych I, ], wielkosci |I| = |J]| = n > 2 oraz redukt R}e‘i CRj={ve
Z"; q;(v) = 1} C Z" (4.42).

Z-odwracalna macierz B € Gl(n; Z) spelniajgca réwnoé¢ C; = B - C; - B lub
NULL, jesli takiej macierzy nie znaleziono.

Obliczamy macierze Coxetera Cox; := —C; - C;" oraz Cox; := =C; - C]_”.
Konstruujemy macierz kwadratowa

S11° ° " S1n 51
S5:=Isih<ijecn=| - . - | =

Sp1® " Sun Sn
ztozong z n? zmiennych symbolicznych sij, gdzie i,j € {1,...,n}, i obliczamy macierz
g = [§ij]1<i,j<n = COXI -§-8§. COX].

Rozwigzujemy uktad n? réwnan liniowych §1-]- =0,dlai,j e {1,...n},iwsta-
wiamy obliczone warto$ci do macierzy S.

Zwracamy wynik dziatania funkcji rekurencyjnej wstaw_w uruchomionej z pa-
rametrami start :=1orazB :=8S.

Funkcja rekurencyjna wstaw_w(start, B)

Szukamy najmniejszego k € {start, ..., n} takiego, ze wiersz by w macie-
rzy B zawiera jakgkolwiek zmienng s;;. Jesli takie k nie istnieje, przechodzimy
do kroku 2°, w przeciwnym wypadku przechodzimy do kroku 3°.

Jesli B € M,,(Z), detB = +1orazC; =B - C; - B!", koriczymy dzialanie
funkcji i zwracamy macierz B! € M,, (Z) jako wynik. W przeciwnym wypadku
jako wynik funkcji zwracamy NULL.

Dla kolejnych pierwiastkéw w = [wy, ..., w,] € Rfd C Z"
sprawdzamy, czy w k-ty wiersz macierzy B mozna wstawi¢ wektor
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w € Z", tj. rozwigzujemy uktad n réwnar liniowych (x).

b1 —w,=0

bkn — wn:O

Mozliwe sa nastepujace sytuacje:
Uklad () jest sprzeczny. Wtedy przerywamy petle i przecho-
dzimy do analizy kolejnego pierwiastka w & R}‘“’l c z".

Ukfad (*) nie jest sprzeczny. Wtedy konstruujemy macierz B’

jako macierz B, do ktdrej wstawione zostato rozwigzanie réwnania ().
Obliczamy B” jako wynik dziatania funkcji rekurencyjnej wstaw_w

uruchomionej z parametrami start :=start+1orazB:=B'.

Jesli wartoscig B” nie jest NULL, to koriczymy funkcje i zwracamy B”
jako wynik. W przeciwnym wypadku przechodzimy do analizy kolejnego
pierwiastka w € R}m cz"

Koriczymy dziatanie i zwracamy NULL jako wynik funkcji.

Uwaga 4.45. (a) Algorytm 4.44 stanowi czeSciowe rozwigzanie problemu 3 dla przy-
padku nieujemnych zbioréw czeSciowo uporzadkowanych.

(b) Algorytm 4.44 ma charakter ogélny i mozna go zastosowac do wyszukiwania macie-
rzy B € Gl(n; Z) definiujacej silng Z-kongruencje Grama pomiedzy nieujemnymi grafami
krawedziowo-dwudzielnymi (patrz definicja A.3(b)) oraz macierzowymi morsyfikacjami
tych bigraféw (patrz definicja A.6).

(c) Algorytm 4.44 opiera si¢ na klasycznej metodzie przeszukiwania z nawrotami (ang.
backtracking), patrz [121, Section 7.1]. Kolejne wywotania funkcji rekurencyjnej wstaw_w
odpowiadajg za , wstawienie” pierwiastkow w € R}Ed C Z'" w kolejne wiersze szukanej
macierzy B € M,,(Z). Algorytm 4.44 ma charakter heurystyczny i w przeciwienistwie
do algorytmu 3.58, ktéry w spos6b wyczerpujacy sprawdza wszystkie mozliwosci, nie
gwarantuje znalezienia szukanej macierzy. Co wigcej, w przypadku tego algorytmu:

* nie ma gwarancji znalezienia szukanej macierzy, nawet jesli wiadomo, ze taka istnieje;

¢ wynik dziatania zalezy od wyboru reduktu Rged C Z", ktory nie jest zdefiniowany
jednoznacznie (posta¢ wektoréw nalezacych do reduktu zalezy od wyboru indeksu
s € {1,...,n}, dla ktérego h£ = +1);

¢ wynik dziafania zalezy od kolejnoéci argumentéw wywotania: w niektérych przy-
padkach algorytm nie znajduje macierzy definiujacej dwuliniowg Z-réwnowaznosé
I =7 ], ale znajduje macierz definiujgcg dwuliniowa Z-réwnowazno$¢ | =y I.

(d) Z konstrukgcji algorytmu wynika, ze w pesymistycznym wypadku ma on wykfad-

nicza ztozono$¢ obliczeniowq. Niemniej, w rozwazanych wypadkach, znajduje szukang
macierz w czasie kilku minut, patrz uwaga 4.48(c).

Przyklad 4.46. Rozwazmy nastepujace dwa gléwne piecioelementowe zbiory czeScio-
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wo uporzadkowane.

H) =
H() =

Pokazemy, przy pomocy algorytmu 4.44, ze porzadki I oraz | s3 dwuliniowo Z-réwno-
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>4><.\-5 CI =
NS
.>a5 C] =

wazne, tj. C; = BI" . C; - B, gdzie B € GI(5, Z).

Latwo pokazaé, np. przy pomocy algorytmu 4.43, ze redukt R}e‘i C R; C Z°, gdzie

10111
01111
0010 1]|€M5(2Z)
00011
00001 |
1000 1]
01001
0010 1|€&Mg(Z)
00011
0000 1|

Ry ={vEZ;q(v) =1} = R}ed + Kerg; C Z°,

jest zbiorem zlozonym z nastepujacych 24 pierwiastkow:

[0,1,0,0,11, [0,0,0,0,11, [0,0,1,0,11, [0,0,1,0,1], [0,0,0,1,1], [0,1,0,0,01, [0,0,1,1,11, [0,1,0,0,0],

R; =4I0,1,1,12], (01,11}, [0,00,1,0], [0,1,1,0,1], [0,1,1,1,1], [0,0,0,1,0], [0,1,0,1,1], [0,0,0,1,1], ¢,

[0,0,1,0,01, [0,0,1,0,01, [0,0,1,1,11, [0,1,0,0,11, [0,1,1,1,1], [0,1,1,1,2], [0,0,0,0,11, [0,1,1,0,1]

gdzie 4 := —a dla kazdegoa € N.

Obliczamy macierze Coxetera Cox; := —C; - C;'*" oraz Cox; = —C; - C]_”:

COXI =

oS O = O
_ o O O =

[y

= = O O O

= O = O O

Konstruujemy macierz kwadratowg

zlozong z 52 =25 zmiennych symbolicznych Sijs gdziei,j € {1,

511752275237524 75257551
512752175237524 75257552
513752175227524 75257553
51475217522752375257554
53175427543754475457551
53275417543754475457552
53375417542754475457553

53475417542754375457554

—512751375147515%521 7551

-1 0 11 1-1
1 1 01 1-1
-1| € M5(Z), Cox] =1 10 1-1]|€&M5(Z).
-1 1 11 0-1
1 1 11 1-1
511 S12 513 S14 S15 51
S21 S22 523 S24 S25 52
= [Sij]lgi,j<5 = | S31 532 533 834 S35 | = | S3
541 S42 543 S44 S45 S4
551 S52 553 S54 Ss55 S5

0;

g = [§Z]:|1<1,]<5 = COXI -§-S. COX].
Rozwigzujemy uktad 25 réwnan liniowych §;;

—511751375147515%5227552
—511751275147515%5237553
—511751275137515+524 7554
—532753375347535%541 7551
—531753375347535+5427552
—531753275347535%5437553
—531753275337535+544 7554
511+512+513+514+515+525-555

515+521+522+523+524 1525555

0;

=0, dlaije{l,..,54

531+532+533+534+535+545-555
535+541+542+543+544 1545555

—5157525+535+545+551 +552+553+554

—5117521153115417551 755275537554 7555 =
5127522532542 755175527553 75547555 =
—51375231533 15437551 755275537554 7555 =

51475241534 %544 755175527553 75547555 =

..., b}, i obliczamy macierz
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i otrzymujemy:
525 = S457555; 532 = 5427545%552+S55; $12 = —S22~S45+S5p+2555; $13 = —S23~S45+553+2555;
515 = 5457555/ 551 = —552553~554~2555; 533 = ~5437545+553+555; 541 = —54275437544-25451555;
$35 = 5457 534 = —S445451554+555; 514 = —5247545%554+2555;  Sp1 = —Spp—5p3~5p4—2545+3555;
531 = S42+543+544 1545552553 ~554~2555; 511 = S22+523+524+545-552-553 5543555,
Obliczone warto$ci wstawiamy do macierzy S.
52015031504 +545-552 5535543555  —520~S45+552+2555  —Sp3—545+S53+2555  —Sp4—S451554+2555 457555
—822=523~504~2545+3555 522 523 524 545555
S= 54015431544 +545-552 5535542555 —5427545+552+555 —5437545+553 %555 —54475451554+555 545
540543544 ~2545+555 542 543 544 545
—552-553 5542555 552 553 554 555

Wstawiamy do macierzy S kolejne pierwiastki w € R;’fd C Z°® zgodnie z procedura

opisang przez funkcje rekurencyjnej wstaw_w.

Ustalamy B := S oraz start := 1.

Szukamy najmniejszego k € {start,...,n} = {1,...,5} takiego, ze wiersz b, w macie-
rzy B zawiera jakakolwiek zmienng s;;. Wybieramy k = 1 i przechodzimy do kroku 3°.

Wybieramy w = [wllwzl W3, Wy, w5] S R}'Ed c ZS/ np. w := [0/ 1/ O/ 0/ _1] S ZS-

sprawdzamy, czy w pierwszy (k = 1) wiersz macierzy B mozna wstawi¢ wektor
w = [wq,w,, w3, wy, ws] = [0,1,0,0, —1], tj. rozwigzujemy uktad pieciu réwnar liniowych:

byp—wy =0 $22+523+524+545—552—553—554—3555 = 0 Sp4 = Ss4
bio—wr, = 0 —Spp—545+550+2555—1 =0 s55 = —1
biz—wz = 0 = —523—545+553+2555 =0 = S45 = -2 ("‘)
big—wy = 0 —Sp4—545+S54+2555 =0 Sop = Sgo—1
bis—ws = 0 S45—S55+1 =0 So3 = Ss3

Krok 3.1.2°) Uklfad (*) nie jest sprzeczny: konstruujemy macierz B’, wstawiajac do macierzy

B rozwigzanie ukladu réwnan (»).

0 1 0 0 -1

—552-553 55412 s52~1 553 554 -1

B, = 540+543+544—550 553554 —Sgp+s5p+1 —sy3+s53+1 —Sqq+s54+1 -2
—54p~543~544+3 542 543 544 -2

—85-553 55412 552 553 554 -1

Obliczamy B” jako wynik dziatania funkcji rekurencyjnej wstaw_w uruchomionej

z parametrami start :=start+1=2o0razB :=B'.

Ustalamy B := B’ oraz start := 2.

Szukamy najmniejszego k € {start, ..., n} = {2, ..., 5} takiego, ze wiersz by w macie-
rzy B zawiera jakakolwiek zmienng s;;. Wybieramy k = 2 i przechodzimy do kroku 3°.

Wybieramy w = [wy, w,, w3, Wy, ws] € R;e‘i C 7Z°, np.w :=[0,0,0,0,-1] € Z5.

sprawdzamy, czy w drugi (k = 2) wiersz macierzy B mozna wstawi¢ wektor
w = [wy, w,, w3, wy, ws] = [0,0,0,0,—1], tj. rozwigzujemy uktad pigciu réwnan liniowych:

byy—w; = 0 —55p—553—554+2 = 0
by —wy, = 0 S5o—1 =0
by —ws = 0 = S53 =0 (1)
byy—wy = 0 S54 =0
bys—ws = 0 0 =0
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Ukfad (1) jest sprzeczny: przerywamy petle i przechodzimy do analizy kolejnego

pierwiastka w & R}ed C 7Z°.

Wybieramy w = [wy, w,, w3, Wy, ws] € R}e"l C Z5 np.w:

=1[0,0,1,0,-1] € Z°.

Krok 3.1.1°) sprawdzamy, czy w drugi (k = 2) wiersz macierzy B mozna wstawi¢ wektor
w = [wy, Wy, w3, wy, ws] = [0,0,1,0,—1], tj. rozwigzujemy uktad pieciu réwnar liniowych:

byy—w; = 0 —S50—S53—S54+2 = 0
byp—wy, = 0 S5o—1 0
byz—wz = 0 = s53—1 =0 =
byy—wy = 0 S54 =0
bys —ws = 0 0 -0

Sgq4 = 0

552 =

—_

&y

—_

553

Krok 3.1.2°) Uklad () nie jest sprzeczny: konstruujemy macierz B’, wstawiajgc do macierzy

B rozwigzanie ukladu réwnan (3).

0 1 0

0 0 1

I
B —_ Sqp+S43+544 -2 —S40+2 —s43+2 —sq4+1

84275437544 +3 S42 %43 44

0

Obliczamy B” jako wynik dziatania funkcji rekurencyjnej

z parametrami start :=start+1=3 orazB:=B'.

1 1 0

Ustalamy B := B’ oraz start := 3.

Szukamy najmniejszego k € {start, ..., n} = {3,4, 5} takiego,

wstaw_w uruchomionej

ze wiersz b, w macierzy

B zawiera jakakolwiek zmienng s;;. Wybieramy k = 3 i przechodzimy do kroku 3°.

Wybieramy w = [wy, w,, w3, Wy, ws] € R}“i C Z% np.w:=[1,1,1,0,-2] € Z°.
sprawdzamy, czy w trzeci (k = 3) wiersz macierzy B mozna wstawi¢ wektor
w = [wy, Wy, w3, wy, ws] = [1,1,1,0, -2], tj. rozwigzujemy uklad pieciu réwnan liniowych:

bz —w; = 0 Sgo+543+544—3 = 0

byp—wy, = 0 —s4p+1 =0 S43 = 1

byz—w3z = 0 = —s43+1 0 = Sgp = 1 (+)
bygy—wy = 0 —s44+1 =0 Sqq4 = 1

bas—ws = 0 0 =0

Krok 3.1.2°) Uklad (+) nie jest sprzeczny: konstruujemy macierz B’, wstawiajac do macierzy

B rozwigzanie uktadu réwnan (+).

B' =

(=N eNe]
=
=]
o~ ooo

Obliczamy B” jako wynik dziatania funkcji rekurencyjnej

z parametrami start :=start+1=4orazB :=B'.

Ustalamy B := B’ oraz start := 4.

wstaw_w uruchomionej

Szukamy najmniejszego k € {start, ..., n} = {4,5} takiego, ze wiersz b, w macierzy
B zawiera jakakolwiek zmienng s;;. Poniewaz takie k nie istnieje, przechodzimy do kroku 2°.

Weryfikujemy, ze B € M,,(Z), detB = 1oraz C; = B-C;-BY,

tj. znalezliSmy szukang

macierz B € GI(5; Z) C M5(Z) definiujagcag dwuliniowg Z-réwnowaznos¢ I= ;.
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Uzywajac przedstawionych w niniejszym podrozdziale algorytméw, udowodnimy
nastepujace twierdzenie klasyfikacyjne.

Twierdzenie 4.47. Jesli I,] sq spojnymi glownymi zbiorami czesciowo uporzgdkowanymi
wielkodci |1],|[| < 15,to =4 | & CDtype, = CDtypeI.

Dowéd. Poniewaz implikacja ,,=” wynika z lematu 4.22(a), wystarczy pokaza¢ impli-
kacje ,,<”. Dow6d ma charakter obliczeniowy.

Etap 1° Przy pomocy algorytmu 4.28, generujemy wszystkie, z dokltadnoscig do izomor-
fizmu, gtéwne zbiory czesciowo uporzadkowane I wielkodci |I| < 15 (jest ich 2469 738).

Etap 2° Wybieramy porzadki spéjne (spdjnosé porzadku I weryfikujemy np. przy pomocy
algorytmu przeszukiwania grafu wszerz zastosowanego do kotczanu Hasse H (I)) - jest
ich 158 458, por. tabela 4.33.

Etap 3° Uzywajac algorytmu 4.38 oraz standardowych obliczen algebry komputerowej
dzielimy zbiér wszystkich spéjnych gtéwnych zbioréw czesciowo uporzadkowanych I
wedtug typu Coxetera-Dynkina CDtype, = (specc;, Dyn;). W wyniku otrzymujemy
119 zbioréw CDTcpgype, por. fakt 4.39 oraz tabela 4.40.

Etap 4° Dla kazdego ze 119 zbioréw CDTcpyype:
Etap 4.1° losujemy | € CDTcpyype;

Etap 4.2° przy pomocy heurystycznego algorytmu 4.44 (oraz algorytmu 4.43) dla
kazdego J#1 € CDTcpgype:

Etap 4.2.1° szukamy Z-odwracalnej macierzy B € GI(|J|; Z) definiujgcej dwu-
o . o .p B T . .
liniowg Z-réownowazno$¢ I = J; jesli algorytm 4.44 znalazl Zadang macierz
B € GI(|J|; Z), zapisujemy wynik i przechodzimy do etapu 4.2°, j. analizujemy
kolejny porzadek J#1 € CDTcpgype;

Etap 4.2.2° szukamy macierzy B’ € Gl(|]|; Z) definiujacej rownowaznos¢ | zB,Z I
i zapamietujemy macierz B := B'~! jako wynik. Jesli algorytm 4.44 nie znajdzie
macierzy B, zapisujemy porzadek ] na liScie dosprcpiype;

Etap 4.3° dla kazdego I € dosprepgype:
Etap 4.3.1° przy pomocy algorytmu 4.44 znajdujemy macierz B” € GI(|J|; Z) defi-

B”
niujacg rownowaznosé |’ =y I mlgdzy porzadkiem I a rozwazanym wczeéniej

porzadkiem J’, ktéry spelnia |’ ~Z J. Jako wynik zapamietujemy B := B" - B"~!
(korzystamy z przechodnioéci relacji = ).

Liste obliczonych macierzy incydencji spéjnych gtéwnych zbioréw czeSciowo uporzad-
kowanych I, podzielong wzgledem typu Coxetera-Dynkina CDtype, = (specc,, Dyn,),
wraz z macierzami definiujgcymi dwuliniowg Z-réwnowazno$¢, mozna znalezé w [42]. [

Uwaga 4.48. (a) Algorytm 4.44 ma charakter heurystyczny i nie gwarantuje znalezienia
macierzy B € Gl(n; Z) definiujgcej rownowaznos$¢ I =z |. W przeprowadzonych przez nas
obliczeniach w etapie 4.2.1° algorytm znalazl macierz B w 157 970 przypadkach, w etapie
4.2.2° w 349 przypadkach a pozostate 20 macierzy zostalo znalezione w etapie 4.3.1°.

(b) Aby przyspieszy¢ obliczenia, w naszej implementacji zastosowaliémy buforowanie
wywolan algorytmu 4.43 (obliczajacego redukt Rj* C ZU).

(c) Na wykresach przedstawiono informacje o czasie pracy algorytmu 4.44, w przy-
padku znalezienia szukanej macierzy B € Gl(|[|; Z): na pierwszym wykresie sumaryczny
czas dzialania jednego procesora; na drugim: czas znalezienia pojedynczej macierzy.
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60 sek.t
800 2od 861,22 ~ 35,88 dni
8042 50 sek.|
600 godz.| 40 sek.t
400 wod 30 sek.|
00godz.| 372,32 ~ 15,51 dni
20 sek.|
200 godz.{
10 sek.{
2
o
9

13 14 15

4.3. Serie jednopikowe: lematy techniczne

W dowodzie twierdzen 3.17(g) oraz 4.26, ktére zawierajg opis wszystkich (z doktad-
nos$cig do izomorfizmu) jednopikowych porzagdkéw dodatnich oraz gtéwnych, bedziemy
uzywaé dwoch waznych lematéw technicznych: lematu 4.53 oraz lematu 4.57. Pierwszy
z nich zawiera opis porzadkéw powstatych przez dodanie do jednopikowego porzadku
dodatniego (o m + 1 > 14 elementach), nowego elementu minimalnego. Lemat 4.57 orze-
ka, ze jednopikowe zbiory cze$ciowo uporzadkowane I przedstawione w tabeli 4.25 sg
dwuliniowo Z-réwnowazne z diagramem Euklidesa ]]33| I-1-

W dowodzie lematu 4.53 bedziemy powolywac sie na nastepujaca liste porzadkéw
nieokre$lonych.

TaBELA 4.49. PORZADKI NIEOKRESLONE

[ ]
>0 >0 >0 >0 >0 >0 >0
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e >e—>0>0>0 e e
AN e .
f4: .;,10 flz:.%.%.%.ﬁ‘.zo fzo:o»o»o»o»o»o»o»o
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e . R e >e—>0 P °
: e>0—>0 : \ :
5 ya 13 oio»o»o»o»o»o 2l e 00300 0050
o—>e
°
N e >0 >0 >0 >0 >0 >0 >0 >0 °
Foio>e—e—e Fla: T / Foor:
Ve . e >0 >0 >0 >0 >0 >0 >0>0
°
oo ° =X
F7: N Fist —— T Fp3:
e >0 >0 >0 >0>0 eS>e >0 >0 >0 >0 >0 >0>0 e >0 >0 >0 >0 >0 >0>0
° °
=
fsio».»o»o%oao ‘/_"16'0909090%0909090 f24'

.9’71 \./ e>0 >0 >0 >0 >0 >8>0

Lemat 4.50. Porzgdki przedstawione w tabeli 4.49 sq nieokreslone, tzn. dla kazdego I € {F7, ...,
Fou) idla kazdej numeracji elementéw porzgdku 1 istnieje taki wektor v € Z!, ze g, (v@) < 0.
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Dowéd. Poniewaz zmiana numeracji elementéw porzadku I nie wplywa na okreslono$¢
(por. fakt 1.44 oraz fakt 1.55), aby udowodnié lemat, wystarczy zastosowac algorytm 2.13
do 24 porzadkoéw I € {Fy, ..., Fo4} (dla dowolnej numeracji elementéw I). O

Uwaga 4.51. Alternatywny dowéd lematu 4.50, dla przypadku porzadkéw I € {F7, ...,
Foa}, n:=|I], ktérych kotczan Hasse H(I) jest drzewem, jest nastepujacy. Bez zmniejsze-
nia ogélnosci rozwazan mozemy zatozy¢, ze wierzcholki kolczanu #H(I) zostaly ponume-
rowane zgodnie z porzgdkiem topologicznym, patrz uwaga 1.45. Latwo sprawdzi¢, ze
E;r -G+ C; = Gy, gdzie C; := C;! € M,,(Z) (tzw. macierz Eulera porzadku I, patrz [108])
oraz EI = % . (EI + E;r) € Mn(%Z). Z drugiej strony, macierz El € M,,(Z) rbwna
jest niesymetrycznej macierzy Grama GZ, € M, (Z) grafu ZI, powstatego z H(I) przez
pominiecie orientacji krawedzi (patrz [107, Proposition 2.12] oraz definicja A.1(d)). Aby
zakonczy¢ dowdd, zauwazmy, ze ZI € {7'5; ﬁn,ﬁl <n<s§; E6; E7; ES} jest grafem hiper-
krytycznym (nazywanym tez hiperbolicznym, patrz [68, Section 1]), ktéry jest nieokreslony
(patrz [68, 97]).

TaBELA 4.52. DRZEWA HIPERKRYTYCZNE

.
e o o o o = ° ‘ 4<n<8
7’5 . \\.‘// ]D)I’l ‘. |]ﬁ)n‘:n+2
|
Eﬁ .—o—i—o—o—. IQIEI7 e——0— 90— 00— 00— 0—0— 0o
IQIEES :.—o—i—o—o—.—o—o—o

Lemat 4.53. Niech I = (1,2, ..., m} bedzie dodatnim skoriczonym m-elementowym zbiorem
czgsciowo uporzgdkowanym, ktérego kofczan Hasse przedstawiony jest w tabeli 3.18. Jesli |J| =
m + 1 > 14 jest porzgdkiem jednopikowym powstatym z I przez dodanie jednego wierzchotka
minimalnego, to zachodzi doktadnie jedna z mozliwosci:

(a) ] jest izomorficzny z jednym z porzgdkow ,Aj,, ]D);;q,ﬁ;; o Ay_p sDp o Ay, przedsta-
wionych w tabeli 3.18 i jest dodatnio okreslony,

(b) ] jest izomorficzny z jednym z porzgdkow DD, ..., DD przedstawionych w tabeli 4.25 i jest
glowny,

(c) ] zawiera podzbiér czesciowo uporzgdkowany izomorficzny z jednym z porzqgdkéw przedsta-
wionych w tabeli 4.49 i jest nieokreslony.

Dowdd. Lemat udowodnimy rozwazajgc kolejno wszystkie przypadki rozszerzenia
porzadkow ,A7 4, D;‘n_l,ﬁ; oAy, _p_q1,sDp e A, _,_1 o wierzcholek minimalny a. Be-
dziemy postugiwali si¢ nastepujacq notacja:
* bedziemy pisa¢a — {iy, ..., i}, jeSli w kofczanie Hasse porzadku | = I U {a} istnieja
strzalkia — iy,...,a - i,

¢ podporzadki nieokre$lone zaznacza¢ bedziemy kolorem czerwonym, dodajac na
rysunku kolczanu strzatki wynikajace z przechodnioéci relacji (jeli nie bedzie pro-
wadzito to do niejednoznacznosci).

Przypomnijmy, ze zbidr czesciowo uporzadkowany I, ktéry zawiera podporzadek nieokre-
Slony, tez jest nieokreslony (patrz fakt 3.27(b)).

A l= pA;;z_l, gdzie0 <p < %
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1) Rozwazmy przypadek p = 0.
* m

I:]\{a}zol&;_lz e—>0—>0—> 4).‘)./
1 2 3 m—=2  m-1

Z przyjetych zalozer wynika, ze a — {i}, tj. w kolczanie Hasse (] istnieje dokfadnie
jedna strzatka wychodzaca z punktu a. Stad porzadek J:

(a) jestizomorficzny z:
* 0Aj jeslii =1, e Dj,jeslii=m—1,
o oD 0 Agjeslii =2 o LAY jeslii=m;
(b) nie jest izomorficzny z zadnym z porzadkéw DD, ..., D7);
(c) zawiera podporzadek izomorficzny z F,,,jeslii = 3,4,5,lub F,q,jedli5 < i < m—1.

2) Rozwazmy teraz przypadek 0 < p < %

1 2 3 p-1 p r;
oe—>e0—>0—> ——> 0 —> 0 —>
= ~ A* ~
I ]\{ﬂ} peim-1 e—>0e—>0——> — > e—>e
p+1 p+2 p+3 m-2  m-1

Z przyjetych zatozei wynika, ze a — {i} luba — {i,j}. Jeslia — {i}, to porzadek J:

(a) jestizomorficzny z:

. pA;; jeslii=p+1, . ODfn_poAp jeslii =p +2,
*prfndap # mTH fub Ay, dla e 0D}41 0 Aypq jesli i = 2 oraz
p:mTH,jeélii:L p>1llubi=morazp =1,

(b) nie jest izomorficzny z zadnym z porzadkéw DD, ..., D7;

(c) zawiera podporzadek izomorficzny z Fg, Fo, F19, Foo lub Fr:

°
Fg: oo 0*%0 Fo: OQ o-»o-»;»,o Fio: >0 .ﬁ\‘h;o
e o»ho J e 0>0>0>0>0 7 >0 - 0>0>0>0>0>0
. o_o—e 030 . ° —
.7:20- [ J [ ] // .7:22- ¥ L] [ ] /.
o—eo  0>0>0>0>0->0>0 o o—e  90>0>0>0->0->0->0>0>0 o

Jedlia — {i,j}, to porzadek J:
(") jestizomorficzny z:

o D oA, pqjesli()) = (Lm—1), e Dj_, oA, jesli(f)=(pp+1);
(b”) nie jest izomorficzny z zadnym z porzadkéw D0, DD,

(c) zawiera podporzadek izomorficzny z Fg, F»q, tak jak w przypadku (c), lub 7,
Fi1,F13, F17, Fa1, Fost

F, ° o—e @ 0o Fir: @ o—e 0>0 o0
7 o—>e O-)O—»ﬁ»?—»‘ o/ 17 o%o\‘.—>0—>0—>0—>0->0/07

Fo : o—e @0>020 e —e For: o - e—>0—>0 @
9 - .ﬁ / 21 Q< /
e 030>0>0>0 ¢ e 0>0>0>0>0>030>0>0 ¢

. e—>e o>0->0 o—@0 . o—>e o—>@—e °
Fi3' @ A Fo3 o—
*o—e¢ F0>0>0>0>0" o o—e 0>0>0>0>0>0>0>0 o
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B.I=Dj _,, gdzied <m—1.

2 3 4 m-2 m—1 m
oe—> 00— 00— 0 e—>0—> 0 —> %

1R

I:]\{Q}ZD;_l

Z przyjetych zalozeth wynika, ze a — {i} luba — {i,j}. JeSlia — {i}, to porzadek J:

1e

(a) jestizomorficzny z D, _, dlai = 2;

(b) jestizomorficzny z 2553)0 dlai =3;

(c) zawiera podporzadek izomorficzny z Fig (i = 1), F5 (3 < i < m) lub Fypq (i = m).
Jedlia — {i,j}, to ] zawiera podporzadek izomorficzny z F;5, Fig lub Fys:

F® 0 03030505050 0030 L e e 05>0>0>0>0>0>0>0>0
15° o .71 22- ¢ /
[ ]

F 0>0>0>0>0>0 o—3e—0e - 0—>0
18° ot = %

C.I1=Djo A, , 1, gdzied<m—1loraz2<p<m—1.

1 2 3 p-1 P m

_ T L e——e——e—e e—>e0e—>0—>0
N e A e
p+1 p+2 p+3 m-2  m-1

Z przyjetych zalozeth wynika, ze a — {i} luba — {i,j}. JeSlia — {i}, to porzadek J:
(a) jestizomorficzny zﬁ; oA, ,dlai=p+1;

(b) jestizomorficzny z ’)5,33’,),7,,, dlap<m—2orazi=p+2;

(c) zawiera podporzadek izomorficzny z F5, Fg, F1o, F11, F14, Fie, F18: F19, F20, F21s
fzz lub f23:

—>0>0>030
([ ] 0—>0" "o

F8 :.—>.

.F O—e 9—>0—>0—>0 o—>e
11-
® o e—0>0—>0

Fp,: 9200505050500 0 T 0220203005050 ¢ e @
14 16

.’ o—>e @ @ e—e 0O
=0 [ ] .\
. —>0 *—> .
Fig: PREVSTE o—>e @0 @
—e 0>0>0>0>0>0—>0 e |
oe—>e o —>0—->0—->0—->0—0
o\ o
-FZO: [ ] o—>e0—e [ ] °

7
*—e - 0>0>0>0>0>0>0

°
.\
Fie e>e>0>0>0>0>0 P

o—>e @

Jedlia — {i,j}, to porzadek J:

(a') nie jest izomorficzny z zadnym z porzadkéw , A7, D;‘n,ﬁ; oAy Do Ay
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(b”) jestizomorficzny z CDm p,]eéli p < % lub ”)5,(13,),11_p,jeéli p> %, dla (i,j) = (p,p+1);
(c) zawiera podporzadek izomorficzny z Fj5, tak jak w przypadku (c), lub F3, F,, Fo,

Fi1, Fr7, Figr Foo, Fas:
° °
7t o Toce » 7 %\l;- A N
. o—>0—>0 [ ] o->0->0->0->0->0 o—eo  0>0>0>0>0 "o

-).-).-).-). >0>0>0->0>0->030

w ]:17 o .
>0 o

*. 0>0>0>0>0>0>0
/\‘o-n-n vave Wo’
0»0»0»0»0»0 ()
° °
F7 o \\A.X..%. Fosz: / .\ﬁ»\‘.*.a.
*—e - 0>0>0>0>0>0 ‘/ @—e o5 0>0>0>0>0>0>0

D. S]D);; o Am_p_l, gdzie3 <m—1oraz0 <s <p—1<m—1. Zauwazmy, iz z przyjetych
zalozerr wynika, ze a — {i},a — {i,j} luba — {i,j,k}.

1) Rozwazmy przypadek s = 0.

o1

N p-1 14 m
I=]\{a}=¢DjoA, , 1= 7§ 7° 7~ —e—F
*O—> 0 —> 0 —> 0 *e—> 0 —> 0
p+l  p+2  p+3 m-2  m-1
Jesdlia — {i}, to porzadek J:
(a) jestizomorficzny z oDpoe Ay, jeslii =p+1;
(b) jest izomorficzny z:
6 . -1 ~ 2
. ZDin)Om piopdlai=p+2orazp < 5, . 91(71,)0‘11379:’“_1/
° @;f)()p+22dlai:p+20razm7_1 <p<m-—1;

(c) zawiera podporzadek izomorficzny z Fy, Fg, Fo, F19, Foo lub Fpy.

[ )]
° .\\ oﬁ\‘xo»o»o
Ao % Fy: Ot 23 /

B Z S

()
o—>0 ° o
Foe N Fo 0\ \
9° 0—=>0—>0—>0 ¢ 0 20c0e—e - @0—>0—>0—>0—>0—>0—>0 O—;.
o—>e o—>0 o—>e [ )
>0 o—>0
Fro: \\ y 2 A
19- @—e o 7‘. 22 0—>0—=>0—>0—>0—>0—>0—>0 o—}o
o—e  @9>0>0>0>0->0 i i

Jedlia — {i,j}, to porzadek J:

(a") jestizomorficzny z DY, ; ¢ Am_p_l jesli (4,j) = (1,2);

p+1
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(b”) nie jest izomorficzny z zadnym z porzadkéw 20, D7,

(c’) zawiera podporzadek izomorficzny z Fg , tak jak w przypadku (c), lub F, Fg, Fo,
F11,F13, Frer F17, F20, Fast

[ ] .
\ \ ° [
Fo :o->o->o->o/-,fo ]_—20:0->o->o->o->%o Fy .34. ./ —e
TM/->0»- * o= .\ * o—e o»o»o-».-»i/?
°® e
) " "~
Fi 30-»0‘->/o >0 o Ji7'00>0>0>0>0 0 JSi1° e>0>0
0>0>0—>0 o o—>0->0 of o—eo 0>0>0>0>0 o
°
.34 ojo->o->o->o->o->o->o o i
Fs :o%.-).-)%. VEXE \T ° /.7:13: / >0>0—0_0
o>0=e ./’ e - 0>0>0>0>0
o——eo e—e o
‘FIS 0%.-).-).&. > . . \ o—>‘o—>o /o f7 : >>. /o
o>0->0 of o 0>0>0>0>0>0 o o @0>0>0>0>0>0 o

(]
° ° N~
]:16: \\).4}.4)\./‘. ]:20: oo 0@

/
oo o»o»o»o»o»o»oﬁ
>0 0>0>0>0>0>0 N

. o—e @ o .
o .-)O-).-).-).-).-)O-)OT /on.

o—e
*—e - 0>0>0>0>0>0>0

Jedlia — {i, ], k}, to porzadek J:

—prsDp 0 Ayp;

,jesli (i,7,k) = (1,2,m —1)orazp <m —1;

(@”) nie jest izomorficzny z Zadnym z porzadkow ,Aj;, D;‘n,ﬁ; oA,
(b”) jestizomorficzny z D m, 1 ma2—ps

(c”) zawiera podporzadek izomorficzny z F;:

\H. S

o—>o
2) Rozwazmy przypadek s > 0.

e ——> 0 ®e—> 0 ——> @5+1
! 5\04}.%. .4)17;1*)]:4):;’
I=]\{a} = SD;; © Am—p—l = s+2  s+3 A
*e—>0——>0—> 0 *e—> 0 —> 0
p+1 p+2 p+3 m-2  m-1
Jedlia — {i}, to porzadek J:
(a) jestizomorficzny z:
° 5+1]D;+1 oA, dlai=1, o DioA,_, dlai=p+1;

(b) jest izomorficzny z:
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=6
e D asdlaizpt2,m—p< g, p<m, e
6 5
oD;z})p+23dlaz:p+2,m—p>7,p<m, e D®

m,0,s+1,m—p+s+3

D2 dlai=p,m=p+1;

dlai=2,s>1;

(c) zawiera podporzadek izomorficzny z Fg tak jak w przypadku (c) dlas = 0 lub 7,
FsrFor F19, F20, Fa1, Fo2, Fou'

>0

o—>0

>0>0->0>0 O

>0>0->0>0 O

/H. o Fio: e ot Fy: e o o
o—»o o—eo - 90->0 o—e - @
o—eo - 0>0 * 0>0>0->0->0 O o=>0->0->0 [}
\ y
[ R T Y .flgt *—@ | o /0 fZO: *—0->0 0 ﬁ.
* - 0>0>0>0>0 >0 . o—e @
* 0>0>0—>0—0 . .-).-).-). o>0->0 ()
. “~ . z
>0 —e .F19' .H.-). ° .f20. —0->0->0 0 ’.
o—eo  0->0 o—>e .-). o—eo @
* - 0>0>0>0 O o 0>0>0>0 0. >0 [}
\ ¥ ) N\ N ) R \
0o @ Flg: —0>0 | e 0 ): *>0>0>0>0-0 -9
o—eo  90->0 0->0 o of o—eo @
* - 0>0>0 [ J o 0>0->0 [} o>0->0 [}
*>0>0—e @ Fi9g: —>0->0->0 \o\.fs : /%HOHO
o—>e .-).’ e—e - 0>0 °e—>e .').f
o—eo - 0->0 o @0©>0->0 [ ) o~->0
\ N
® \‘04».%0 ® Fig: Xa.—).-):b\.fsz \o—>.-). *>@—>e @
7 7 A
* 0>0>0>0>0 o >0 o o o—eo  0>0
* - 0>0>0<«0 e—e 0 —>@ >0 0.
\
*>0>0—e @ Fig: .)(.'H\‘}‘. Flo: \o—>.-).-).-). \‘o\;.
o—e  0>0->0 * 9>0>0>0>0->0 o—e  0>0
o 0 >Q<0® [ T ) ) >0 [ J
\
0>0>0>0>¢ 0 Fig: \‘.ﬁ\‘. e Fig: xa.-».—».-»:b,\o
°o—e  0>0>0 o 0>0>0>0>0>0 >0 o 0/
[}
*  0>0>0>0>0>0 O N
N - 0>0>0>0>0>0>0
,Flg: *—>0 . f21:
A o—>@>0—e o
o—eo - O->0
*—>0 [ ]
>0->0->0->0>0 O /.
o
NN\ * - 0>0>0>0>0—>9
]:19: o—e ° [} ]:21:
/ 0>0>0>0 e o
0=>07" >0 >o
*o—>0 ]
.34 .\
o 90>0>0>0>0>0>0 —@
Fao: \

\
0>0->0>0>0->0>0>0>¢ /o

*e—>0 [



Serie jednopikowe: lematy techniczne 127

\
* 0>0->0->0

y
* 0>0>0>0>0>¢
]:202 N\ ]:22:
>0 0 —>0>0>0>0>0e o
% /
o—e @ e—e e
* 0>0->0>0>0->0 O o—>e o\‘—>o
Fro: e @ O Fop: .34 *—>e—>e @
o—>e .ﬁ o 0->0 O 0->0->0->0->0

Jedlia — {i,j}, to porzadek J:

(a') nie jest izomorficzny z zadnym z porzadkéw , A7, ]D);%,Tﬁ); oAy _psDpo Ay

(b”) jest izomorficzny z:

dla (i,j)=(2,3),s=1, dla (i,j)=(1,m-1),p<m—1,

S ~N4)
b i)m,O,m—p+4 d 5)m,s+1,m—p+s+2
e D psmpdla =@ p+1),s+3<p<m—2;

(c’) zawiera podporzadek izomorficzny z:
o Fg takjak w przypadku (c) dlas=0, e Fi4, Fq7 takjak w przypadku (¢’) dlas=0,

o Fy, Fo, Fy, Fg, Fi1, Fia, Fiz, Faor Fo3t
. 0>0

v e 0@ . 0>0>0>0
Fi: 0/{0»\%- Fg - _}:_?E!_}. Fap: \.j..,._)..). e
>0 @>0 ¢ .mg./? 0=e o o

° .L.?. o—eo - 0->0 o - @©>0>0 [ ]
Fy e p Fi _/\-H\-\_‘,o s J20¢ 0»0-)%0
*—>0 0 ..R._)._)._). ./ 0=e o o/

. 0>0>0>0 °
* Fl1' @——— 0 o S20: *>0>0 0,0
/ @=e o o

\
FZ : O—/——>0 >0 0
=, . 0l0>0>0>8 ¢
¢ 0>0>0>0>0 @

o @>0>0>0<0 . .-).ﬂo\
e F20¢ —0 | 0,0

Fg: Nobe s Fiit 0 Jorese—e
i) / mo / o= ¢ ¢

o—eo @ °
o 0>0>0>0>0>0 ¢

>0 o o0 e @>0—>0

e V4

Ve

V's Vs
~ ~

- o>en—e ¢ 0>0>0—¢ e
F7 o»o»*)o o F11!  @—__@>@—e o 20" yyo
o—e @ o/ .Hm. o/ @=e o o/
. o\-»o)‘ e . o-»o»o-)oA-\ o—s oo
Fg : o%.-)%. Fllz ° @—e o ]:20: Y o—>e0—>e0 2o
o>e=t ¢ oaho / . o-»o-»o-nho/j
¢ 0>0>0>0>0 o>

*—>0 [ ]

o @0>0>0 O
Fg MV : \ : po
/ / e ese3e
- @0>0>0>0>0<—0
: \.)ﬁy.\.
./'

o @>0—0
0_0->0->0->0->0->0-0 ;

o—e - 0>0 >0>0>0>0>0>0
o
o—e @ -0

o—e @ °



128 Serie jednopikowe: lematy techniczne

>0 00 o—e - @—e o 0>0>0—¢

F7 0>0-5 00 Fliig—— 5950 0 .0 23" ° 0>0>0>0>0>0 ¢
\ / N\ A7 \> /
c 0>0>0>0>0>0 ¢ ¢ 0>0>0>0>0" ¢ e Se>e ¢

e—>e 00 o 0o >@Q—@ o - @—e

F7 ﬁ»o o Ji3: o>ebese. e Fu3: o-:‘o»\o»o-)o-»o-)o-»o»o .
. 0>05830>0>0 ¢ -7 /
o—eo  @0>0>0 o o—e 7@ e
¢ 0>0>0>0 e . .-?.—).—).—).—).—»o
Fo3: ® e>0>0>0>0 ¢ 23 o 0>0>0 o
o—e @ o o—>e @ o
©0>0>0>0>0 0 ©0>0>0>050>0—0 >0

]:23: [ ) (B B B /n -F23: [} o—>e /‘.
ﬂ. . ﬂ. .
Jedlia — {i, ], k}, to porzadek J:

(a”) nie jest izomorficzny z zadnym z porzadkéw , A7, D;,ﬁ; oAy _p Dy Ay
(b”) nie jest izomorficzny z zadnym z porzadkéw DD, ..., D7);

(¢”) zawiera podporzadek izomorficzny z:

o F takjak w przypadku (¢”) dlas =0, o F,, F1q tak jak w przypadku (c¢’),
* F0,F23:
o% . .—).\
Fa0' o= N NTire T2 e=—e0>0>0>0>0>0 ¢

. o»o»ohﬁo J \H.>. J O

Uwaga 4.54. Idea dowodu lematu 4.53 jest analogiczna do argumentacji uzytej w do-
wodzie [46, Theorem 5.2(e)], natomiast nie odwotujemy sie tu do diagraméw Euklidesa
oraz listy zbioréw czesciowo uporzadkowanych, ktére nie sa Titsowo-dodatnie, przedsta-
wionych przez Bondarenke oraz Stepochkine w pracach [11, 14, 15]. Ponadto pokazujemy,
jak w naturalny sposéb jednopikowe porzadki giéwne uzyskuje sie poprzez rozszerzenie
jednopikowych porzadkéw dodatnich (innych ksztattéw nie ma, patrz twierdzenie 4.26).

Pokazemy teraz, ze lista porzadkéw nieokre$lonych przedstawiona w tabeli 4.49 i uzyta
w dowodzie lematu 4.53 jest minimalna. Symbolem N (I) oznacza¢ bedziemy zbiér wszyst-
kich nieokreslonych podporzadkéw porzadku I.

Fakt 4.55. Niech P15 := {IU{a,,;,}; I € {, A3, D%,Tﬁ); o Az, sDp 0 Ayz_}} oznacza
zbiér wszystkich jednopikowych zbioréw czesciowo uporzgdkowanych wielkosci 15, ktére powstajg
przez rozszerzenie jednopikowego porzqdku dodatniego 1, |I| = 14, o element minimalny a,,,;,,,

Nis := {] € Py5; ] jest nieokreslony}, L5 := U N(D).
JEP15

(a) Zbior Ny5 sklada si¢ z |N15| = 2 826 porzgdkow, ktére zawierajg |Lq5] = 12 339 nieizomor-
ficznych podporzgdkéw nieokreslonych.

(b) Wystarczy znajomos¢ 24 nieizomorficznych porzgdkéow F € L5 aby zweryfikowac, ze do
zbioru N5 nalezq wylgeznie porzqdki nieokreslone. Innymi stowy, jesli L15 C L5 spelnia

VIEN153.F6515F g ], (*)

to |£15] = 24. Ponadto, jesli |Lq5| = 24, to liczba porzqdkéw F € L5, ktérych bigraf Ar
(powstaly z kotczanu Hasse H(F) przez pominigcie orientacji krawedzi) nie jest drzewem,
wynosi co najmniej 8.
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Dowéd. Dowéd faktu ma charakter obliczeniowy. Aby udowodnié¢ (a), obliczamy skori-
czone zbiory P15, Ni5 C Pq5 oraz L5 = UIE?15 N(]). Przydatne sg tu:

* algorytm 2.13 — do weryfikacji okre$lonosci porzadkow;

* pakiet igraph (www.igraph.org) — do weryfikacji izomorfizmu porzadkéw, por. al-
gorytm 3.52 oraz algorytm 4.28.

(b) Aby wyznaczyé najmniejszy zbior L5 C Lq5 = {F}, ..., F12330} spetniajacy warunek
(*) uzywamy programowania catkowitoliczbowego (ang. integer linear programming, patrz [121,
Section 13.6]), opisujac problem nastepujaco:

znalez¢ minimum funkgji: f (x4, ..., X12339) = X1 + X5 + -+ + X12339

przy warunkach: ( U xi) >1,dlaJ € Nis,
i FEEN ()

x; € {0,1}, gdzie 1 <7< 12339.

Przy pomocy algorytméw programowania liniowego weryfikujemy, ze wartoécig minimal-
ng funkdji f (x1, ..., X12339), modelujacej liczbe elementéw zbioru L5, jest 24.

Na potrzeby dysertacji, do obliczerr uzyliémy programu CBC dostepnego w ramach
projektu COIN-OR (https://projects.coin-or.org/Cbc); wynik zostat réwniez zwe-
ryfikowany przy pomocy programu Gurobi (http: //www.gurobi.com), udostepnianego
przez serwis NEOS Server (https: //neos-server.org/neos/). Analogicznie modeluje-
my problem minimalizagji liczby porzadkéw F € N7, ktorych kolczan Hasse wyznacza
drzewo (dodajemy warunek }_; x; = 24 oraz modyfikujemy funkcje celu dodajac wagg 2
do kazdego x;, dla ktérego A 7, nie jest drzewem). ]

Uwaga 4.56. Kazdy zbiér spelniajacy warunek (x), to tzw. hitting set zbioru L5 :=
{(N(); ] € Nis}, patrz [121, Section 18.1]. Problem znalezienia najmniejszego takiego
zbioru jest NP-trudny (w wersji decyzyjnej jest NP-zupelny, patrz [39, A3.1:SPS, str. 222]).

Lemat 4.57. Jesli I € {5‘5,(1})5 pr 2‘5,(73)5, 2‘5,(;:’)5 P ’)5,(,3)5 p,Z‘S,(;)S s 5,(,?)5 P ’)5,3175} jest jednym
z siedmiu zbioréw czgsciowo uporzqdkowanych przedstawionych w tabeli 4.25, to C; ~7 Gg , 1.
porzgdek I jest dwuliniowo Z-réwnowazny z diagramem Euklidesa D,, ( patrz tabela 4.4). Pn

Dowéd. Dowéd przeprowadzamy analogicznie jak dowoéd lematu 3.19. Zalézmy, ze I
jest zbiorem czedciowo uporzagdkowanym, ktérego kolczan Hasse przedstawiony jest w ta-
beli 4.25, natomiast D, jest diagramem Euklidesa, ktérego wierzchotki zostaty ponumero-
wane tak, jak w tabeli 4.4. Standardowe obliczenia pokazujg, ze prawdziwe sg rownowaz-

~ By ~ ~ B, ~ B3 Bs
;- 1 1 2 2 3 2 4 2 5) 2
noscl 91%1,)5,;7 ~z Dy, ®1<n>s zZ Dy, Q‘En)sp ~7 @‘En>s —pr 91(11) s,p "’Z gfn)or ®< ms,pr 7 91(71)51

~ B
@ﬁ,?l)s’p,r zﬁz 9(2) oraz D,(ZL Ry Dm, gdzie Z-odwracalne macierze By, ..., B; € Gl(m; Z) C
M,,, (Z) maja postac:

s>0 p-s-5=0
— — 520
1 s S+, + -1 1 n+1 P
[ 0 1-10 1 ! ’ ; e
1|0 -1 0 -1|1 0 1
1-1 O -1|0 1

Btr =l 0 0[_10..01 542 Btr - -11 "
! 11 2 7 :
-1 0 0-cv--. 0[1 0 0l-1
1 1-10 |
O 11 | p1 :/:\3 ) ‘ 4 5
=1 0 }g 0 121 0 4
1-1 m-1 é _1 1 -

= O

(1) O 1 0 ' | €11 ~€5+37Cs+4 | el
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a:=s-p>0 bi=m-s-2>1 bi=s-120 @:=p-s-3>0
1 ’T/H 1 ’fm/qH 1 1 2 s s+1 T\T/H p p+l m+1
] [ -1 10 1 IE
1
E, O -1 0 01 0 1 0 2
O s-p d,'e711+d”'(€s+1+es+2_es) 3
10 -2 11 2 4
tr 01 tr : 0 = ~Ea :
B3 = _1[0. .0[1[0 ....... . .0[1 1| spea B4 =| -2 Co 2
0 2[0--0|: +[0--0[1 O p-s+1
O E, |: -1 .o 1
: m-p+1 . _Eb . . 0 .
-1 1 n-ps2) N 11 ! -
E . i p+1) 2
c O ., E‘ -1 0 1 E, §~
S — ol11o | 0~ 0 ni1) §
a=p-s-2>1 ci=r-p-320 b:i=r-s-2>0 a:=m-p=>0
1 /—"/H} R e 1 ‘ — ) —_
5+5 7+ p+3 r m 5+ T T+ p+o m
1 1
Esin 0 Esia 0
0--01[ 0 [1[ 0 [F1 |+ e,~fex 0 | s
E - E, |:
Bir .= “ 0 A Bir .= 0 P10 | s
5 B 6
11 pe2) & D viv e v eeeneenn 0l1
- g
0 L I 0| & 0|,
0 1| eporea -1-1 X
E. |0 |- 0 E, 7
11 -1 [ m -1-1 &
ep+2 m+1 —1‘ [(ACEEERERIR 01 n+l O
1 2 1 m+1
1.0 v 0] ' d"y = (1,0), jeslip + m,
0 O 1-1]2 }g ’ 0,1), jeslip =m,
BY :=| ! 1 et ) F 1, jeslim > 4,

1 -1 m-s+2 ! = e 27

oo O X f {0, jeslim = 4,
0|1 -1 m-1

€5—C511—€2 m k = {

€m+17€2 m+1

7, jeslir > p—2,
r+1, jeslir <p—2.

O

4.4. Dowody twierdzen spektralnych

Udowodnimy teraz zapowiedziane wczeéniej dwa twierdzenia spektralne: twierdze-
nie 4.24 oraz 4.26. Pierwsze z nich stanowi rozwigzanie problemu 2 sformutowanego
we wstepie dla pewnej klasy spéjnych giéwnych zbioréw czesciowo uporzadkowanych I.
Opisuje ono niezmienniki, ktére w sposéb jednoznaczny, z doktadnoscig do relacji dwu-
liniowej Z-réwnowaznosci =y (definicja 1.53(b)), wyznaczajg sp6jne gléwne porzadki I,
ktére sa jednopikowe lub spetniaja |I| < 15.

Twierdzenie 4.26 zawiera pelng klasyfikacje Coxetera gtéwnych jednopikowych zbio-
réw czesciowo uporzadkowanych. Przy jego pomocy przedstawimy rozwigzanie [52, Pro-
blem 1.6], tj. udowodnimy, ze nie istnieja jednopikowe porzadki gtéwne I typu Dyn, = A,,.
Zaczniemy od niezbednych lematéw pomocniczych.

Nastepujacy lemat, wzorowany na [87, Proposition 3.7(a2)], pokazuje ze kazdy spéjny
gléwny jednolity funkcjonat kwadratowy g: Z" — Z (definicja A.8) jest wyznaczony
jednoznacznie przez pewien spéjny funkcjonat dodatni ¢': Z"~! — Z, pierwiastek r' €
Ry C Z"! oraz indeks s € {1,...,n}. Jest to fakt znany w przypadku funkcjonatéw
krytycznych [69, Remark 1] oraz P-krytycznych [87, Proposition 3.7].
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Lemat 4.58. Zatozmy, ze q: Z" — Z jest spéjnym glownym jednolitym funkcjonatem kwa-
dratowym oraz Kerq = Z - h C Z". Jedli hy = +1, to dla dowolnego x € Z" zachodzi réwnos¢

gx) = g9 (x®) +x% =2 by (x9,h) - h - x,,
gdzie g1 Z""1 — Z,q'9 := ql, _o, jest spéjnym dodatnio okreslonym funkcjonatem kwadra-
towym, by Z"" Lxzr-1 5 7 by (x,) = %[q(s)(x +y) — g% x) — ¢ (y)], polaryza-

cjg funkcjonatu g : Z"' - Z, x®) 1= [xq,...,Xe_1, X541, -, X] € Z"1 dla dowolnego
x=[xq,...,%,] € Z" orazh® & Ry = {v € Z"1; g6 () =1} C Z" 1,

Dowéd. Dla dowolnego x = [x1,...,x,] € Z" symbolem ¥ := Xy — € Z" oznaczaé
bedziemy wektor ¥ := [xq,...,%,_1,0,%5,1,...,%,] € Z". Zauwazmy, ze sp6jnos¢ i do-
datnios¢ funkcjonatu g : Z"~! — Z wynika z lematu 4.11 (zastosowanego do bigrafu A,
patrz definicja A.8(b)), natomiast réwnosé¢ g (h®) = 1 wynika z lematu 4.3(a), poniewaz

1 =q(—e;) = g(—e; + h, - h) = g(h®) = g (h®).
Z definicji polaryzacji funkcjonatu q: Z" — Z otrzymujemy:
4(x) = q(XO + x5 - e5) = gED) +q(x5 - e) +2- b, (3, x5 - ¢5) =
=9 x®) + 27 +2-x,- by (X9 e5).
Aby zakoriczy¢ dowod, pokazemy, ze bq(ic(s), e;) = —hg b (x),h®)). Zauwazmy, ze

= by(e;, h) = by(e;, (h—hy - eg) +hy - e) = by (ef b)) + hy - by(e; ey),

na podstawie zatozen oraz lematu A.15. Stad b, (e;, ;) = ~h - by (e(s) h®) oraz
by (X9, e) = bq(in -ei,es) Zx “by (e e5) = Zx ~hg - b (e el )
i#s i#s i#s
~h, b (Y x- e, h) = —hg b (69, W), B
i#s

Uwaga 4.59. Lemat 4.58 sugeruje alternatywng do algorytmu 4.28 metode genero-
wania spojnych gtéwnych zbioréw czeéciowo uporzadkowanych I: kazdy taki I mozna
skonstruowa¢ na podstawie porzgdku dodatniego J, || = |I| — 1, pierwiastka v € R; C 7/
oraz indeksus € {1, ..., |I|} (por. [99, Algorithm 4.8]. W rozprawie postugujemy si¢ algo-
rytmem 4.28, poniewaz umozliwia on generowanie porzagdkéw dowolnej korangi i nie
wymaga kosztownego obliczania zbioru pierwiastkéw, por. uwaga 2.22(a).

Zal6zmy, ze I jest spéjnym gtéwnym m-elementowym zbiorem cze$ciowo uporzad-
kowanym, ktérego jadro ma posta¢ Kerg; = Z - h! C Z™. Na podstawie faktu 4.3(b)
wiemy, Ze istnieje co najmniej jeden indeks i € {1, ...,m}, dla ktérego hll. = +1. Wskaze-
my teraz oszacowanie minimalnej liczby takich indekséw w zaleznosci od typu Dynkina
Dyn, € {A,,_1,Dy_1,E6,E7, Eg} (definicja 4.14). W szczegblnoséci pokazemy, ze istniejg co
najmniej cztery takie indeksy, jesli Dyn,; € {A,,_1, D,,_1}-

Lemat 4.60. Niech I bedzie m-elementowym spéjnym gltownym zbiorem czesciowo uporzgd-
kowanym, ktérego jqdro ma posta¢ Kerq; = Z - h! C Z™, gdzie 0 # h! = [h],...,hl ] € Z™.
Jesli Dyn,; € {A,,,_1,Dy,_1,E6,E7, Eg} jest typem Dynkina porzgdku I a idx, := {j; hI = +1}
jest zbiorem indeksow, dla ktérych wspotrzedne wektora h! = [hi, ... hl ] € Z™ réwne sq +1, to:
(1) |h | < < "'Dyn, 0702 (ii) idxq | = 2 SDyn, 2 1, gdzie

1, jesli Dyn, = A,,_4,
jesli Dyn, =D,, 4,

5 , jesli Dyn, = A,,_; lubDyn, =D,,_;,
"pyn, = {3, jesli Dyn; =&,  spy, =
4
6

4

3, ]eéh Dan = 56/
2, jesli Dyn, = &,
1

o Jesti Dy = &7, , jesli Dyn, = &.

, jesli Dyn, = &,
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Dowéd. Bez zmniejszenia ogélno$ci rozwazan mozemy zatozy¢, ze elementy porzadku I
ponumerowane s3 topologicznie (patrz uwaga 1.45) i stad I mozemy utozsamiac z bigrafem
A; (1.41), gdzie G A, := Cr € M,,,(Z). Ponadto bedziemy stosowac nastepujace oznaczenia:
dlav = [vy,...,v,,] € Z" przez |v| € N rozumie¢ bedziemy wektor [v] := [[v4],...,[0,,]] €
N™; qu21emy pisa¢u < vdlau,v € Z",jesli u; < v; dla kazdegoi € {1,...,m}.

Lemat udowodnimy przy pomocy argumentéw analogicznych do uzytych w dowodzie
twierdzenia A.30. Zal6zmy, ze A jest spéjnym gtéwnym grafem krawedziowo-dwudzielnym
(bez petli) oraz Kerqy = Z -h C Z™, gdzie 0 # h € Z". Przypomnijmy, ze inflacja
(definicja A.23) jest operacja, ktora przeprowadza spéjny gtéwny bigraf A w stabo z nim
Z-kongruentny spéjny glowny bigraf A" (bez petli), patrz lemat A.26. Z definicji inflacji
A — A" wynika, ze wektor h’ € Z™ generujacy jadro Kerg), = Z - h’ C Z™ bigrafu A" ma
postac:

@) h' =r(hy,..,h, 1, —h, gy ..., h,] jesli A A" oraz
(b) W = [hy, ..., h,_y, by, +d3 - hy hyyq, oo by, jesli A —2s A,

gdzie G, = [d4,] € M,,(Z) jest niesymetryczng macierza Grama (definicja A.1(d)).
Na podstawie dowodu twierdzenia A.30 (patrz tez algorytm inflacyjny A.33, [111, Al-
gorithm 3.1] oraz [81, Algorithm 4.3]), 1stn1e]e skoniczona seria 1nﬂac]1 ktéra przeprowadza

bigraf A := A; w graf Euklidesa A* ~ D € {Am_l, D,,_1, IE6, ]E7, ]ES} (patrz tabela 4.4),

AI A }—> Al }—> AZ As—l % tas—l A5 as bs AS+1 e Ak 1 }% Ak ~ 5
taka ze 0 < h® = |h|, gdzie Ker g}, = Z - h® C Z" oraz s < m. Stad, na podstawie wtasnosci

(a) oraz (b), otrzymu]emy
'] = [hf = '] = |h2| = - = [b] < |+ < - < 051 < k] = B0, (*)

gdzie Ker gy = Z-h' C Z™. Latwo sprawdzi¢, ze Dyn, = [D]., gdzie D := D™ = D\ {m)
i stad, na podstawie analizy wektoréw hD e zm opisanych w lemacie 4.5(a), wnioskujemy
ze prawdziwa jest nieréwnos¢ (i): [hl| < "Dyn,-

Zauwazmy, ze nier6wnos$¢ (*) podaje gérne ograniczenie na liczbe wspoéirzednych
wektora h! € Z™ rownych +1, j. |idx;| < §Dyn1, gdzie §Dyn1 € {m4,3,2,1} dla Dyn, €
{A,,_1,D,,_1,Eq, E;, Eg}, odpowiednio. Aby wykaza¢, ze ograniczenie dolne wynosi 1 <
Spyn, < [idx,|, rozwazymy dwa przypadki, gdzie symbolem Euc; := D oznaczamy diagram
Euklidesa kwadratowo Z-réwnowazny z I. Zauwazmy, ze Dynl = [D].  Euc; = D,
gdzie D := D \ {m}.

Przypadek 1° Zat6zmy, ze wektor h = [h; ..., h,,] := h! € Z" jest wierny (4. h; # 0dla
kazdego 1 < 7 < m). Z nier6wnosci (+) Wymka ze 0 #h; < h? dla kazdegoi € {(1,...,m}.
Stad réwnosé h]D = 1 implikuje, ze h; = 11w konsekwengiji [idx,| = SDyn, 2 Spyn, = 1, 4.
prawdziwa jest nieréwnos¢ (ii).

Przypadek 2° Zal6zmy teraz, ze wektor h! € Z™ nie jest wierny. Definiujemy podzbiér
czgsciowo uporzadkowany | := Il = I\ Z C I, gdzie Z := {j; hI = 0}. Porzadek |
jest gléwny oraz Kerq; = Z - W C ZJ, gdzie W := (W)*) € ZJ. Innyml stowy, W € 7/
jest wektorem wiernym, ktéry powstaje z h! € Z! przez opuszczenie wspétrzednych, dla

ktérych h! = 0. Zauwazmy, ze porzqdek J jest spojny. Gdyby | = J; U Jp, gdzieJ; N ], = @
oraz ]1,]2 + @, to wektor 0 # h := hIII _o € 7/ spelnialby h € Kerq, = 7Z - W c 7/,

co nie jest mozliwe (poniewaz wektor h € 7/ jest wierny a h; = 0 dlai € J;). Stosujac
do porzadku | rozumowanie przedstawione w przypadku 1° pokazujemy prawdziwos¢
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nieréwnosci (ii) dla | C I. W szczeg6lnosci, z tabeli 4.40 otrzymujemy, Ze |idx; | > 4 jesli
typem Dynkina porzadku | jest diagram Aj;_;.

Aby zakonczy¢ dowdéd, pokazemy, ze SDyn, 2 Spyn,, tj. wektor h C h! zawiera co naj-
mniej spy, Wspolrzednych, dla ktorych h{ = +1. Precyzyjniej: udowodnimy, ze zawieranie
J € Iimplikuje, ze Dyn; C Dyn, a stad Euc; C Euc;. Rozwazmy, jakie s3 mozliwe postaci
graféw Euc; oraz Euc;. Anahza d1agramow Euklidesa (tabela 4.4) pokazuje, ze mozliwe sg
nastepujgce zawierania: A,cD,cC ]E6 - IE7 - IE8 Przyktadowo: Euc; = IE6 implikuje
Euc; € {Am 1'DII\ 1,IE6} oraz Euc; & {]E7, IES} Poniewaz s 4, 2= sp,_ > Sg, > Sg, > Sg,,
wektor h/ C h! zawiera co najmniej SDyn, 2 SDyn, wspotrzednych, dla ktérych h]. =41.

Na podstawie twierdzenia A.30, istnieje indeks s € I, taki ze hl = hl = +1. Rozwazmy

spéjne, dodatnie porzadki ] C I®) (lemat 4.11). Zauwazmy, ze zachodza nastepujace
zaleznodci:

Euc, = D~z I D I® ~g DAy = Dyn,
Ul Ul Ul Ul
Bugy = Dy ~z | 2 J ~z DA = Dym,

Zbiory pierwiastkéw R C Z"=1 oraz R](s> c zU-1 sq zredukowanymi nieprzywiedl-
nymi systemami pierwiastkéw (patrz lemat B.8 oraz fakt 2.16) w sensie Bourbaki (defini-
cja B.3). Ponadto

Ry = (w®; w e Ryo} € 27 = zm-12-1,

gdzie R = {w € Ry Viez w; = 0} C Z1® = 7m=1 oraz w® € Zm-1Z1-1 jest wekto-
rem, ktéry powstaje z wektora w € Z™~! przez opuszczenie wspéirzednych o indeksach
nalezacych do zbioru Z. Stad wnioskujemy, ze jednorodny diagram Dynkina (defini-
cja B.12(c)) DR]@ = Dyn]<s) = Dyn] stowarzyszony z systemem pierwiastkéw Rye) C VAN

jest podgrafem diagramu Dg ., = Dyny, = Dyn,, co koniczy dowéd. O
Dowéd twierdzenia 4.26

Twierdzenie 4.26 mozna udowodni¢ przy pomocy argumentéw analogicznych do
uzytych w dowodzie lematu 4.53. Dowéd taki bytby bardzo dtugi i zmudny, poniewaz
rozszerzenie jednopikowych spéjnych porzadkéw gtéwnych prowadzi do porzadkéw
gtéwnych, nieokreélonych oraz 14 serii jednopikowych porzadkéw korangi 2 (por. tabe-
la 5.44). Dlatego w dysertacji przedstawiamy dowdd oparty o opis struktury spéjnych
gléwnych jednolitych funkcjonaléw kwadratowych (lemat 4.58).

Dowod twierdzenia 4.26. Poniewaz typy Euklidesa DI e {;‘ilm, ]]N)Im, INEI6, EL, ]EIs} oraz
Dynkina Dyn; € {A,,, D, &, &7, Eg} spojnego gléwnego (m + 1)-elementowego zbioru
czedciowo uporzadkowanego I sa réwnowazne (patrz lemat 4.17(b)), bez zmniejszenia
ogoblnosci rozwazan, w dowodzie bedziemy rozwaza¢ tylko typ Dynkina.

Zatézmy, ze I = ({1,..., m + 1}, <)) jest jednopikowym gtéwnym zbiorem czeSciowo
uporzadkowanym, ktérego jedynym elementem maksymalnym jest m + 1. Zauwazmy, ze
porzadek I jest spéjny (poniewaz i <; m + 1 dla kazdego i € I) oraz Dyn, € {A,,, D,,, &,
&7, &} (patrz definicja 4.14 oraz lemat 4.17(a)).

(c), (d), (e) Dow6d ma charakter obliczeniowy. Przy pomocy algorytmu 4.28 wyzna-

czamy wszystkie porzadki gtéwne I spetniajace 7 < [I] < 9. Jest ich doktadnie 5405, w tym
3600 spojnych oraz 754 jednopikowych.
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m #I 51(1},)5,;7 51(73,)5 5;?,)5,;3 5%{)5,;7 553}5,;9,7 5;?,)5,;3,7* 51(”Z,>s IEI6 ]EI7 ]EIS
7 61 6 3 3 6 4 6 2 31 0 0
8 184 10 4 6 10 10 10 2 0 132 0
9 509 15 5 10 15 20 19 3 0 0 422

Nastepnie weryfikujemy, ze liczba porzgdkéw jednopikowych I typu Dyn, € {&, &7, Es}
wynosi 31, 132 i 422 odpowiednio, oraz ze sa to porzadki izomorficzne z przedstawionymi
w [52, Table 4.1], [52, Table 4.2] oraz [51].

(a), (b) Zatézmy, ze Dyn,; € {A,, D,,} oraz Kerq; = Z - h! C Z™*1. Na podstawie
lematu 4.60, istnieje indeks s € {1,...,m} spetniajacy hl = +1. Poniewaz [®) := I \ {s}
jest spojnym dodatnim porzadkiem (wniosek 4.12), ktéry jest jednopikowy (gdyz s #
m + 1), wiec porzadek [®) C I jest izomorficzny z jednym z czterech typéw porzadkéw
przedstawionych w tabeli 3.18: ,Aj, jesli Dyn; = A,,; lub D;‘,,Tﬁ);’, oA,y Dy A
jesli Dyn, = D,,,, gdzie n := m — 1 (patrz twierdzenie 3.17(g)).

Bez zmniejszenia ogdélnosci rozwazan mozemy zatozy¢, ze elementy porzadku I zostaly
ponumerowane w taki sposéb, ze macierz incydencji C; € M, 1 (Z) jest gérnotréjkatna
a macierz incydencji C; € M,,(Z) podporzadku | := I®) C I ré6wna jest macierzy incy-
dengji jednego z czterech typow porzadkow ,Aj, D;,ﬁ; oA,y sDj o Ay, ktérych
elementy ponumerowano tak jak w tabeli 3.18. Zauwazmy, Ze przy takich zatoZeniach
porzadek I jest jednoznacznie wyznaczony przez funkcjonat kwadratowy g;: Z"*1 - Z,

n—p’s

gr(x) == x - Cp-x'" = qp(x®) + x2 - 2. by, (X, 1) - g - X, (%)

gdzieu € R, C 7" = 7™, u, = +1 oraz bq]: Z" x Z™ — Z jest polaryzacja funkcjonatu
qp: Z" — Z, patrz lemat 4.58. Poniewaz qp(u) = gp(—u) =1 dla kazdego u € R‘/I czm
oraz by : Z" x Z™ — Z jest funkcjonalem dwuliniowym symetrycznym, ktéry mozna
przedstawi¢ w postaci b, (x,y) = x - Gj - y'" (A.13), rtéwnos¢ (*) mozna zapisaé jako

gr(x) = q(x®) +x2 + (u- Gy - x) . x,,  gdzie Gy :=Cj + cy. (%)

Podsumowujac, porzadek I mozna skonstruowac z dodatniego porzadku jednopi-
kowego | przedstawionego w tabeli 3.18, zgodnie z opisem (%), tj. I := J(u,s), gdzie
u e R C Z™ oraz s € {1,...,n}. Aby udowodni¢ stwierdzenia (a) oraz (b) rozwaza-
my mozhwe rozszerzenia dodatmego porzadku | € {pA,’;, Dy, ]D)* oA, _,,sDjoA,_,}
do jednopikowego spdjnego porzadku gtéwnego I := J(u,s). Zauwazmy, ze zalozenle
I = J(u,s) implikuje, iz wspo6trzedne wektora i = [ilq, ..., 1,] :=u - @] spelniajg warunki:
il; € {0,1} oraz i, = 1.

1 2 3 p-1  p  n+l
(i)ZaI(’)Zmy,Ze] A*— e—eo—>e—> —»o—»o—»/*,
oe—>0—>0—> —> 00— 0
p+1  p+2  p+3 n-1 n
1 p p+l n n+l
RI ={g, 1 <i<n+1}U [2 1- -1 171
Lo O :
e;—e, 1<i< N e
U {e; J SpiU G i | iiih |
Ufe; —e,q1, 1 < pru TR I I
U {e; — ],p+1 z<]\n+1}u O EIRRE I
1«1 2|1 n
U{ei+€j— Vl+1/ <p<] n}, 1 12 | w1l

Pokazemy, ze zbiér pierwiastkéw R; = {v € VAR q;(v) =1} C Z"*+! ma postaé R =
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Rj U —R;. Standardowe obliczenia pokazujg, ze q;(u) = 1 dla u € R;; z drugiej strony:

p (pz 1>+p+(n p+12) (n—p)
=2-m+D+p-p+H+n-n—-p)+@p+1)-n—-p) =

=2-m+D+n-p+D)+n-n—-p)=2-n+1)+n-n+1) =
=m+1)-(n+2) =Ry

|R]|:2 (7’l+1)+

+p-(n-1)

n+1|

co pokazuje, ze nie ma innych wektoréw v € Z"*! spetniajacych q;(v) = 1 (patrz twier-
dzenie 3.17(g), fakt 1.55(b) oraz tabela B.27).

Zal6zmy, ze u € Ry C Z"*! jest wektorem spelniajacym ii; € {0,1}, gdzie il := u - G]
Latwo sprawdzi¢, ze u ma postac u = ¢; + ¢; — ¢,,,1 i stad i, = 0. Uzyskana sprzecznos¢
pokazuje, ze nie istniejg spéjne giéwne jednopikowe porzqdki I'typu Dyn, = A,, i koniczy
dowéd stwierdzenia (a).

(ii) Zat6zmy, ze | = D}, 4 < n, to znaczy

n—1 n n+1 =
E—— —> 0 —> 0 — X% oraz G]::

[ N
ow
o~

~
I

n-1
n
n+1

1le

Analogicznie jak w przypadku (i), mozna pokaza¢, ze zbiér pierwiastkow R; = {v €
Z"*1; g;(v) = 1} € Z"*! ma postaé R; = R} U —Rj, gdzie

pi=lep1<isn+1U{e —ep e —e}Ufe —e; 2
Ufep +e—eyeq+e—e, 1,1 +e—e;,—e,q1;2
Ufer+e+e—e,—e 1 2<i<jsn—1}
Zauwazmy, ze warunki ii; € {0,1} oraz i, = 1 spelniaja tylko wektory u € R; C Z"*!
postaci {e; +e; —e,, 2 < i < n}oraz {e, +e,,1 —e; —e;, 2 < i < n}. Ponadto, jedyne
mozliwosci konstrukcji porzadku I = J(u, s) sa nastepujace:
. foZle ,=J(e1 +e— e, s),jeslis e {2,...,n+1};
o 59516:1 o=J(e, +e,.1—e€1 —ey,s),jeslis € {1,2,3};
. 53,(161211 > =J(e, +e,41 —e1—e;,9),jesli3 <i<norazs € {i +1,i +2}.

(iii) Zatozmy, ze | =D} 0 A,,_,, gdzie4 <n,2 < p <n,

n—ps
1 p p+1 n n+l
21 -1 [1]1 ]
1'.'.: O :
1 2 3 p-1  p  n+l . AERENE! .
Jz == T e e oraz Gyi= |12 L
o—>0—>0—> —se—e 2.1 1. | el
p+1  p+2  p+3 n-1 n 1 - « °
0 ol
1] 1-:12[1 |»
BEEEEEEEEE 1|2 |

Analogicznie jak w oméwionych juz przypadkach, dowodzi sie, ze zbior pierwiastkéw
Ryj={ve zn+l. qr(v) =1} C Z"*t1 ma posta¢ R; = R} U —R}, gdzie

_{el,l n+1}U{el—e}U{el+e e, e1+e—e, ;p+H1<i<n—-13U
<

<
U{ei+ej epp1; 2SEISp<jSnpUfep—e—e¢—e,+e,,1, 2<i<jSplU
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Ufeg+e —e, —en+1,p+1 isn—-1tufe—e;p+1<i

<j<
Ufej—e s 1<isSplufes—e—e, e —e—e,+e,0, 2<i<piU

U{el—ei+ej—en, Sisp<jsn—-1ufe—e; 1<i<j<piU
Ufep+e+e—e,—epptl<i<jsn—1)

Ponadto, jedyne mozliwosci konstrukcji porzadku I = J(u,s) sa nastepujace:

. 5‘5,(1731/2 =J(eg +epi1 —e,,5),gdzie2 <p<s—-2<n—-2,z:= {
=7 _ _ ~ _P jeslip
. ©n+1z ](ep ey +e,,5),gdzies e {1,...,p}, z:= { n—p+1, jeslip

~ (3 _
. @;J:Lp,p =J(en +eny1 — €1 —€py1,9), gdziep<n—-2,1<s<n—-2;

o 91({1)1,1—1,;7 =J(e, +e,.1—€ —e¢;,8),gdziep+2<i<n,se{ii+1};
4 . .
. CD;JF)LP ins1 =)@ =€y =€y +e,41,8),gdzie2 <p<nmp<s<n+l;
4 . . . .
. @fﬂ)lln _po+i = J(@1 =1 e te,4q,8),8dziel SIS p-2<n—-2,s €{i+1,i+2}.

=
N

(iv) Zatézmy, ze | = S]D);; o An_p, gdzie3 <n,0<s<p—-2<

p+1, jeslip <3,
n—p, jeslip>3;

<
2

/

NI:Nl:

o —> —> 0 —> @s5+1 2 . s+1

! AN oL ~ m 0|

]: *—> 0 —> —> 00— 0 —> * oraz G R . -

= s+2  s+3 Vi ]~ 1 .

*e—>0—> 0 —> —> 00— 0 2 N P

p+1l p+2 p+3 n n-1 2 1 N p+1
1 21 |n

T e e e e e e e e e 112 n+1

Podobnie jak w poprzednich przypadkach mozna wykaza¢, ze zbiér pierwiastkéw

R = {v € Z"*Y; g;(v) = 1} C Z"*! ma postaé R; = R; U —R;, gdzie

R] =epI<isn+1Ud{e—es—eso—¢+e, i 1<iSs,p+1<i<niu
Ule;—eny1 1SiSplU{esy +esp—e+e— n+1,s+3 i<p<j<niy
Ufe;—e;s+2<i<jsSprUde—es 1 —esote; 1< ,S$+3 << pIU
Ufe;—ep+1<i<js<n+1}uUfes+eso— i—e]-;s+3<z<]< U
U{es+1+es+2—en+1}u{es+1+es+2+ei+e]-—2-en+1;p+1<z<]< nyyU
Ufe;+e —enyr; 1 p<] nfU{e; +e—esyg —es0 1 <i<j<sU
U{e; —espq1 — s+2,1 <spU{e; — -;ie{1,...,s},je{i+1,...,p}}u
Ud{esyr +esia+6—2- €541 es+1 tesote—epyp+lsisniu
Ud{e;—esp1 —espo+ep1 1 < sh

Ponadto I = J(u,s) jest porzadkiem jednopikowym réwnym:

° @(2) @(3)

ntls” Dutl,s p' jesliu € {es11 +esip—€—epy1, S+3SISpY

« DO B @

s Dnas pr n+1/5,,p,,jesli u€E{es 1 +esp+e—e, 1, p+1<i

° @(4)

ntls p,]eéliue{ei—es+1—es+2+en+1,1gigs};

<n};
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6 2= .
. @fﬁfls oo cjesliu e {eg 1 +espp+e,—2-e,0, p+1<i<ny;
1 5 £1: . .
597(14215 pg;(%zu 7, o jeSliu € {egyq +esyn—e;, S+IKIKP; e, — €511 — ey, 1<i<s).

(h),(g) Na podstawie (a) wiemy, ze Dyn, # A,,. Z lematu 4.57 (dla Dyn =1D,,) oraz
twierdzenia 4.47 (dla Dyn, € {&, £, £g}) wynika, ze I =4 D, gdzie De {Dn, IE6,]E7, 8}
astad I ~y DIna podstawie faktu 4.9.

(f) Teza jest konsekwencja (g) oraz faktu 1.55 (podpunkty (a), (c)) i stad dowéd twier-
dzenia 4.26 jest zakoriczony. O

Zauwazmy, ze twierdzenie 4.26(a) zawiera nastepujace rozwigzanie problemu [52,
Problem 1.6].

Whiosek 4.61. Jesli | jest gtownym m-elementowym jednopikowym zbiorem czesciowo upo-
rzgdkowanym, to | »5 A,,_q, tzn. Dyn] + A1

Dowdd twierdzenia 4.24

Mozemy teraz udowodnié¢ gléwny wynik niniejszego rozdziatu: twierdzenie 4.24, ktére
podsumowuje wlasnosci spektralne spéjnych gtéwnych zbioréw czesciowo uporzadkowa-
nych I, ktére sa jednopikowe lub maja co najwyzej |I| < 15 elementow.

Dowéd twierdzenia 4.24. Zat6zmy, ze I,] sa spéjnymi gtéwnymi zbiorami czeSciowo
uporzadkowanymi. Implikacja (a)=(b) oraz réwnowaznos¢ (b)«=(c) wynikajg z lema-
tu 4.22 (podpunkty (a) oraz (b)).

(ii) Zat6zmy, ze |I| < 15 oraz |J| < 15. Implikacja(b)=(a), wynika z twierdzenia 4.47.

(i) Zat6zmy, ze porzadki I oraz | sa jednopikowe. Zauwazmy, ze réwnowaznosci
(d)e(e)e(f) wynikajg z twierdzenia 4.18, implikacja (c)=(d) wynika wprost z definicji
typu Coxetera-Euklidesa (patrz definicja 4.20(b)), a (f)=(g) z twierdzenia 4.26(f).

(g)=>(a) Z lematu 4. 17oraz twierdzenia 4.26 (podpunkty (f) oraz (h)) wynika, ze DI =

DJ oraz C; ~ I Z G G xe 7 a stad prawdziwe sg réwnosci

B = Cpr = Cpy =B G By
BB,
tzn. I ~Z J. O

4.5. Klasyfikacja porzadkow prawie TP-krytycznych

GI6éwnym celem niniejszego podrozdziatu jest prezentacja jednego z zastosowan przed-
stawionej w trzecim rozdziale rozprawy klasyfikacji jednopikowych dodatnich zbioréw
czedciowo uporzadkowanych (twierdzenie 3.17 oraz fakt 3.31), ktérej podstawg jest le-
mat 4.53. Podamy alternatywne rozwigzanie problemu klasyfikacji porzadkéw prawie
TP-krytycznych, oméwionego w rozprawie doktorskiej [98] oraz pracy [101] (patrz tez [87,
99, 100]). Geneza tego zagadnienia przedstawiona zostata w [101, Introduction].

Definicja 4.62. [87, Definition 1.2] Jednolity funkcjonat kwadratowy q: Z" — Z nazywamy
P-krytycznym, jesli q: Z" — Z nie jest dodatnio okreslony, natomiast funkcjonaty ¢ : Z"~1 > Z,
gdzie q<i)(vl, v, Uy) 1= q(0q,...,0;_1,0,0;,...,0,) oraz 1 < j < n, sq dodatnio okreslone.

Zauwazmy, ze definicja 4.62 stanowi analog wprowadzonej przez Ovsienke defini-
qji krytycznych funkcjonatéw kwadratowych [96, 102], tj. jednolitych funkcjonatéw kwa-
dratowych q: Z" — Z, ktérych obcigcia gV : Z"1 - Z, gD (v, ..., 0;_1,0i41, -, 0) =
q(v1,...,9;_1,0,0;,1,...,0,) sa stabo dodatnie (tzn. q@(v) > (0 dla kazdego 0 + v € N”_l),
natomiast funkcjonat q: Z" — Z nie jest stabo dodatni.
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Definicja 4.63. [101, Definition 3.2] Niech I = ({1, ...,n,n + 1 = %}, <) bedzie jednopiko-
wym zbiorem czgsciowo uporzgdkowanym z elementem maksymalnym *, oraz niech G;: Z"*' — Z,

) =x2 + -+ 22 +x2 + in~xj — X, (X1 + - + X)),
i<j#*

bedzie funkcjonatem kwadratowym Titisa stowarzyszonym z 1, patrz definicja 3.3.

(a) Porzgdek I nazywamy TP-krytycznym (Titsowo P-krytycznym), jesli jednolity funkcjonat
kwadratowy G;: Z" — Z jest P-krytyczny.

(b) Porzgdek I nazywamy prawie TP-krytycznym (Titsowo prawie P-krytycznym), jesli funk-
cjonat §;: Z"*Y — Z nie jest dodatnio okreslony, natomiast funkcjonaty q}f Voznl L 7,
q;j )= q}lxj:zo, gdzie 1 < j < n, sq dodatnio okreslone.
Przytoczymy teraz przydatng w praktyce charakteryzacje porzadkéw TP-krytycznych
oraz prawie TP-krytycznych, udowodniong w pracy [101, Theorem 3.4] (patrz tez [98,
Twierdzenie 3.2.1] oraz [87, Theorem 2.3]).

Twierdzenie 4.64. Zatézmy, Ze I = ({1,...,n,n + 1 = =}, <) jest jednopikowym prawie
TP-krytycznym zbiorem czesciowo uporzgdkowanym, ktérego elementem maksymalnym jest *.

(a) Funkcjonat Titsa §;: Z"' — Z jest gléwny.

(b) Wektor h! € Z! generujgey jgdro Ker gy := {v € Z"*1; G (v) = 0} = Z - h! C Z"* jest
prawie wierny, tj. h]l #0dlaj+# *.

(c) Porzqdek I jest TP-krytyczny wtedy i tylko wtedy, gdy hL # 0.

Dowodzi sig, ze istnieje tylko skoriczona liczba prawie TP-krytycznych porzadkéw
jednopikowych, patrz [98, Twierdzenie 3.2.6] oraz [101, Theorem 3.6]. W dysertacji przed-
stawimy proste uzasadnienie tego faktu, oparty o lemat 4.60 oraz lemat 3.31(b).

Twierdzenie 4.65. Jesli I jest jednopikowym zbiorem czgSciowo uporzgdkowanym, ktéry jest
prawie TP-krytyczny, to 5 < |I| < 9.

Dowéd. Zatézmy, ze I = T U {*} jest prawie TP-krytycznym zbiorem cze¢sciowo upo-
rzagdkowanym. Nieréwnosé¢ 4 < [I| fatwo zweryfikowa¢ algorytmicznie, rozwazajac wszyst-
kie mozliwe przypadki porzadkéw jednopikowych (funkcjonat Titsa §;: Z/ — Z kodujemy
w postaci macierzy symetrycznej @] = % . (é] + é;r) eEM ](%Z), patrz definicja 3.3(a);
dodatnioé¢ macierzy weryfikujemy przy pomocy algorytmu 2.7). W szczegdlnoéci poka-
zujemy w ten sposob, ze istniejg doktadnie 4 jednopikowe porzadki prawie TP-krytyczne
wielkosci 5:

.§. :\. [ ] .4).\0 .f:\O
3z % ,>§.f N,

Zatézmy, przez sprzeczno$¢, ze istnieje prawie TP-krytyczny jednopikowy zbidr cze-
Sciowo uporzadkowany I, spelniajacy lI| = n + 1 > 10. Z twierdzenia 4.64 (patrz tez [98,
Twierdzenie 3.2.1] oraz [101, Theorem 3.4]) wynika, ze funkcjonat kwadratowy Titsa
gr: Zr+l o 7 stowarzyszony z [ jest gléwny oraz Kerj; = Z - h! Cc z"t1, gdzie hg +
0....,hl, # 0. Z lematu 4.60 wiemy, Ze istnieje indeks i € {1, ...,n}, dla ktérego hZI- = +1.
Stad 7 := ¢; — h! - h! € Z"*! jest pierwiastkiem funkcjonatu §; (patrz fakt 4.3(a)), dla kt6-
rego 7; = 0. Rozwazmy jednopikowy podporzadek [ C I, [I¥| = n, powstaly z [ przez
usuniecie i-tego elementu. Zauwazmy, ze porzadek IV C I jest dodatni (wniosek 4.12),
a7 € Z" jest pierwiastkiem funkcjonatu Titsa §,» : Z" — Z, ktéry jest prawie wierny (4.
fj # 0dlaj # #), cojest sprzeczne z lematem 3.31(b). O
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Podsumowujac, kazdy jednopikowy porzadek prawie TP-krytyczny I jest gtéwny i skta-
da si¢ z co najwyzej 9 elementéw. Przy pomocy standardowych obliczeri algorytmicznych
(algorytm 4.28, algorytm 2.7) dowodzimy nastepujacej charakteryzacji (por. [101, Theorem
3.7, Theorem 3.9]).

Whniosek 4.66. Niech I bedzie jednopikowym zbiorem czgsciowo uporzgdkowanym.

(a) Jesli I jest prawie TP-krytyczny to 5 < |I| < 9. Co wiecej, I jest izomorficzny z jednym
z porzgdkow L, ..., L3, przedstawionych w [101, Tables 4.2-4.3].

(b) Jesli I jest prawie TP-krytyczny i nie jest TP-krytyczny, to I jest izomorficzny z jednym
z porzgdkow Lqqg, ..., L3, przedstawionych w [101, Table 4.3].

4.6. Zastosowania: izomorfizm grafow skierowanych

Niniejszy podrozdzial poswiecony jest omowieniu problemu izomorfizmu graféw
skierowanych (digraféw). Pokazemy w nim, ze problem izomorfizmu nieujemnych zbio-
row czedciowo uporzadkowanych mozna rozwigzaé w czasie wielomianowym (patrz
wniosek 4.70).

Zaczniemy od przedstawienia podstawowych definicji oraz faktéw.

Definicja 4.67. [28] (a) Grafem skierowanym nazywamy czworke A= (Ag,Aq,1init, ter),
gdzie Ay jest zbiorem wierzchotkéw, Ay C Ay x Ay, Ay N Ay = B, zbiorem krawedzi,
init: Ay - Ag oraz ter: Ay — Aq sq funkcjami przyporzgdkowujgcymi kazdej krawedzi
e € Ay wierzchotek poczgtkowy init(e) € Ay oraz koricowy ter(e) € Ag.

(b) Grafy skierowane A= (Ag, Aq, init, ter) oraz A = (Ab,A’l,init’,ter’) nazywamy izomor-
ficznymi, jesli istnieje bijekcja o: Ag — Ay, spelniajgca warunki:

e Al = {o(e); e € A} C A| x A, gdzie dla dowolnej krawedzi e := (x,,y,) € Aq
definiujemy o (e) = o ((x,,Y,.)) := (0 (x,),0(Y,)) € A},
e init'(c(e)) = o(init(e)) oraz ter' (o (e)) = o (ter(e)) dla dowolnej krawedzi e € A;.

Problem izomorfizmu graféw skierowanych wielkosci n nalezy do tej samej klasy zto-
zonosci obliczeniowej co problem izomorfizmu graféw nieskierowanych (patrz [90, 128]).
Najlepsze znane algorytmy, ktére go rozwigzujg, maja wykladniczg ztozonos¢ obliczenio-
wa, ale nie wiadomo czy jest to problem NP-zupelny, patrz [88] (z drugiej strony, problem
podgrafu izomorficznego jest NP-zupelny, patrz [39, A1.4: GT48, str. .202]). Najlepsze teo-

retyczne oszacowanie zlozonosci tego problemu to 20( (nlogn) uzyskane przez Babaiego
i Luksa w 1983 roku, patrz [5, 88].

Uwaga 4.68. W grudniu 2015 r. Babai opublikowat preprint [5], w ktérym przedsta-
wiono teoretyczny algorytm sprawdzajacy izomorfizm graféw w czasie 2°0(108™°)  dla
pewnej stalej c > 0, tj. o ztozonosci quasi-wielomianowe;j.

Zauwazmy, ze problem izomorfizmu graféw mozna rozwigza¢ w czasie wielomiano-
wym w wielu przypadkach szczegélnych, np. w przypadku drzew, graféw z zakazanym
minorem, czy graféw, ktérych stopieri wierzchotka jest ograniczony z goéry, patrz [88].

Fakt 4.69. Zatézimy, ze A, A’ sq n-wierzchotkowymi grafami skoriczonymi, ktérych stopnie
wierzchotkow sq ograniczone przez statg t > 1. Problem istnienia izomorfizmu A ~ A" mozna
rozwigzaé w czasie wielomianowym [86], tj. O(n*), gdzie k > 0 jest pewng statg. W szczegdlnosci,
jesli t = 3, to rozwigzanie mozna znalezZ¢ w czasie owms - logn) [38].
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Algorytmy wielomianowe przedstawione w pracach [38, 86] maja charakter teoretyczny
i nie s wykorzystywane w praktyce, patrz [88, 121].

Whniosek 4.70. Problem izomorfizmu nieujemnych zbioréw czesciowo uporzgdkowanych wiel-
kosci n mozna rozwigzaé w czasie wielomianowym. W szczegdlnodci, problem izomorfizmu porzqd-
kéw dodatnich mozna rozwigzaé¢ w czasie O3 - logn).

Dowdéd. Zauwazmy, ze macierz incydencji C; € M(Z) dowolnego porzadku I mozna
przeksztalci¢ w macierz sgsiedztwa kotczanu (digrafu) Hasse H(I) usuwajac , krawedzie
zakodowane przez przechodnioé¢”, co mozna wykona¢ w czasie wielomianowym (patrz
[2]). Co wiecej, kotczan H (I) koduje porzadek I jednoznacznie. W dalszej czeéci bedziemy
zaktada¢, ze porzadki zakodowane sa w postaci kofczanéw Hasse.

Niech I bedzie porzadkiem nieujemnym. Pokazemy, Ze maksymalny stopiefi wierz-
chotkéw w kolczanie H(I) wynosi 3, jesli I jest dodatni oraz 4 w przeciwnym przypadku.
Zat6zmy, przez sprzecznos¢, ze H(I) zawiera wierzchotek v stopnia degv > 4. Wtedy
I zawiera podporzadek | C I, ktérego kolczan Hasse #(J) ma jedng z nastepujacych 6
postaci.

k ¥ AN Z

S e L

.é)..

v \ .
Latwo sprawdzi¢ (np. przy pomocy algorytmu 2.13, patrz tez uwaga 4.51), ze | C I nie jest
nieujemny, co jest sprzeczne z zalozeniem (patrz fakt 3.27(b)). Analogicznie, jesli I zawiera
wierzchotek v stopnia degv = 4, to I zawiera podporzadek L C I, ktérego kotczan Hasse
H (L) ma jedng z nastepujacych 5 postaci.

[ ] [ )
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Poniewaz L jest nieujemny (algorytm 2.13), to | 2 L nie jest dodatni (patrz fakt 3.27(b)).
W konsekwengji dodatni porzadek I ma wierzchotki stopnia co najwyzej 3.

Zalézmy, ze I, | sa nieujemnymi zbiorami czeSciowo uporzadkowanymi. Zauwazmy,
ze izomorfizm [ =~ | istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy H(I) =~ H(J). Problem izomor-
fizmu kotczanéw (digraféw) sprowadzimy do problemu izomorfizmu graféw, stosujac
argumentacje uzytq w dowodzie [90, Theorem 1]. Kofczan H kodujemy w postaci grafu
H, zamieniajac kazda strzatke (krawedz skierowana) na graf ztozony z pieciu nowych
wierzchotkéw, zgodnie z nastepujacym opisem:

.
| | v
° ° o

u v u
*o—>0 — L]

Przyktadowo, dla porzadku L = ({1,2,3,4}, {1<2;1<3;1<4;,2<4;3<4):

z° .\ }.\ had /.
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Fatwo sprawdzié, ze dla dowolnych kotczanéw Hy, H, izomorfizm graféw H; ~ H,
implikuje izomorfizm H; ~ H, (patrz [90, Lemma, str. 130]).

Zauwazmy, ze kolczan H(I) (odpowiednio #(J)) ma co najwyzej 2 - n strzatek (ponie-
waz posiada wierzchotki stopnia co najwyzej 4) i stad graf 7(I) ma co najwyzej 11 -1 wierz-
chotkéw. Podsumowujac, aby rozwigzac problem izomorfizmu porzagdkéw nieujemnych
1,] wielkosci n, wystarczy sprawdzié, czy grafy H(I), H(J) wielkosci 11 - n s3 izomorficzne.
Z faktu 4.69 wynika, Ze mozna to zrobi¢ w czasie O((11 - n)3 log(11 - n)) = omn3 log n)
w przypadku porzadkéw dodatnich oraz w czasie O((11 - n)*) = O(n*), gdzie k > 0 jest
pewna stalg, w ogélnym przypadku porzadkéw nieujemnych. O

Jak pokazuje wniosek 4.70, izomorfizm porzadkéw nieujemnych mozna sprawdzac
w czasie wielomianowym. Niestety jest to wynik o charakterze teoretycznym i nie przektada
sie na praktyczny algorytm.

Twierdzenia 3.17 oraz 4.24 przedstawiaja dokladny opis ksztattéw kolczanéw Hasse
jednopikowych porzadkéw dodatnich oraz gtéwnych. Bazujac na nim, mozna przygotowac
wielomianowy algorytm sprawdzajacy izomorfizm specjalnej klasy graféw skierowanych,
tj. digraféw typu porzadkowego w nastepujacym sensie.

Definicja 4.71. [48, Definition 9.1] Digraf D = (Vp, Ep) nazywamy digrafem typu porzgd-
kowego, jesli D nie zawiera cykli ani wielokrotnych krawedzi oraz ma nastgpujgcg wtasnosé: jesli
wierzchotki i,j € Vp polgczone sq Sciezkq skierowang zawierajgcq co najmniej dwie krawedzie, to

(i—j)&Ep.

Zagadnienie to zostalo szerzej oméwione w pracy [48].






Rozdzial 5

Klasyfikacja spektralna Coxetera
porzadkow nieujemnych korangi dwa

Pigty rozdzial rozprawy poSwiecony jest spektralnej klasyfikacji Coxetera spéjnych
skoriczonych zbioréw czesciowo uporzqdkowanych I korangi dwa, czyli takich, ktérych
symetryczna macierz Grama G; € M m(5 Z) C M;(Q) (1.39) jest dodatnio pétokreslona
rzedu |I| — 2. W sposéb naturalny WleSZOSC twierdzen i algorytmoéw przedstawionych
w tym rozdziale stanowi rozwiniecie analogicznych wynikéw dla porzadkéw dodatnich
oraz gtéwnych, ktére oméwione sa w trzecim oraz czwartym rozdziale rozprawy, odpo-
wiednio. Do najwazniejszych wynikéw tego rozdzialu naleza:

e klasyfikacyjne twierdzenie 5.15, ktére stanowi rozwigzanie sformutowanego we
wstepie problemu 1 dla przypadku spéjnych porzadkéw korangi dwa i pokazuje, ze
z doktadnoscig do relacji ~; wszystkie takie porzadki klasyfikuje sie przy pomocy
porzqdkéw Euklidesa korangi dwa przedstawionych w tabeli 5.4;

* Kklasyfikacyjne twierdzenie 5.20, ktére stanowi rozwigzanie problemu 2 dla przy-
padku spéjnych porzadkéw I korangi dwa wielkosci [I| < 15 i zawiera pelng ich
klasyfikacje Coxetera;

* twierdzenie 5.33 zawierajace opis struktury spéjnych skoriczonych zbioréw czescio-
wo uporzadkowanych I korangi dwa i pokazuje, ze kazdy taki I wyznaczony jest
jednoznacznie przez czwoérke: (J,u,v,s,t), gdziel < s <t < ||, ] := 1\ {s,t} jest
spdjnym porzadkiem dodatnim oraz u,v € R; = {w € 7/, qp(w) =1} C 7/ (defini-
cja 1.46(e)) sa pierwiastkami porzadku J,

* spektralne twierdzenie 5.51, w ktérym pokazujemy, ze kazdy jednopikowy zbiér
czedciowo uporzadkowany I korangi dwa wielkosci [I| < 15 wyznaczony jest jed-
noznacznie, z dokladnoscig do dwuliniowej Z-réwnowaznosci, przez porzadek
Euklidesa korangi dwa (tabela 5.4) oraz, rOwnowaznie, przez spektrum grafu krawe-
dziowo-dwudzielnego PD € {T]Dm 2,?IE2 JJIEJ2 ?’]Ez} (patrz tabela 5.47), co stano-
wi rozwigzanie sformutowanych we wstepie problemow la oraz 2 dla przypadku
jednopikowych porzadkéw I korangi dwa, gdzie [I| < 15.

Podobnie jak w przypadku spéjnych gtéwnych skoriczonych zbioréw czedciowo upo-
rzagdkowanych I, w pracach [53, 54, 56] z kazdym spéjnym skoriczonym porzadkiem
I korangi dwa, stowarzyszono typ Dynkina Dyn; € {A_p, Dy;_2, &, &7, Eg}- Ponadto,
z kazdym takim zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym I, ktéry zawiera co najwyzej |I| < 15
elementéw, stowarzyszamy w definicji 5.13 kwadratowo z nim Z-réwnowazny porzadek
Euklidesa korangi dwa DI € {]DI| -2/ El,, ]EI7, ]EIg} przedstawiony w tabeli 5.4. W twier-
dzeniu 5.15 pokazujemy, ze porzadki Euklidesa opisujg wszystkie porzadki korangi dwa,
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z doktadnoscig do relacji ~ a kazda klasa réwnowaznosci relacji ~5 opisana jest jedno-
znacznie przez typ Dynkina Dyn .

Uzywajac tych dwoéch niezmiennikéw relacji ~y definiujemy typ Coxetera-Dynkina
oraz typ Euklidesa-Dynkina spéjnych skoriczonych zbioréw czeéciowo uporzadkowanych
korangi dwa i w twierdzeniu 5.20 pokazujemy, Ze wyznaczaja one takie porzadki jedno-
znacznie, z doktadnoscig do relacji =, jesli |I| < 15.

Wazna role w prezentowanej w rozprawie spektralnej analizie Coxetera skoriczonych
zbioréw czesciowo uporzadkowanych odgrywaja obliczenia algorytmiczne. Najistotniej-
szym, z punktu widzenia naszej analizy spdjnych skoficzonych porzadkéw I korangi dwa,
algorytmem prezentowanym w tym rozdziale jest algorytm 5.21, ktéry pozwala na obli-
czanie (i,i")-specjalnej Z-bazy (definicja 5.7) jadra Ker g; = Zh; & Zh} C Z!. Stad stanowi
niezbedny element w konstrukcji algorytmoéw 5.22 oraz 5.28, stuzgcych do wyznaczania
typu Dynkina Dyn, € {A_5, Dy_2, &, &7, Eg} oraz reduktu Ryed C Ry C Z! (5.25), odpo-
wiednio. Znajomo$¢ reduktu R7* C Z! umozliwia uzycie heurystycznego algorytmu 4.44
do wyszukiwania macierzy B € Gl(m; Z) definiujacej dwuliniowg Z-réwnowazno$¢ mie-
dzy m-elementowymi spéjnym porzadkami korangi dwa.

Czes¢ z prezentowanych wynikéw opublikowana zostala w pracach [54, 56] (patrz tez
[50, 55]). Do wynikéw, ktére nie byly wezesniej publikowane, naleza:

e definicja typu Euklidesa sp6jnego porzadku I korangi dwa, ktéry zawiera co najwyzej
I| < 15 elementéw, patrz definicja 5.13,

* prosty dowéd istnienia (i,i")-specjalnej Z-bazy jadra Kergy = Zh, ® Zh), C Z™
m-wierzchotkowego grafu krawedziowo-dwudzielnego A (lemat 5.8), ktéry umozli-
wia konstrukcje efektywnego algorytmu stuzgcego do jej obliczania (algorytm 5.21),

* twierdzenie 5.45, ktére pokazuje, ze nie istniejg skoriczone jednopikowe porzadki I
korangi dwa typu Dynkina Dyn, = A_,,

e twierdzenie 5.51 zawierajgce rozwigzanie sformutowanego we wstepie problemu 2,
dla przypadku spéjnych jednopikowych porzadkéw I korangi dwa wielkosci |I] < 15.
Ponadto twierdzenie to zawiera pelng ich spektralng klasyfikacje Coxetera; w szcze-
golnosci pokazujemy, ze:

¢ kazdy jednopikowy porzadek I korangi dwa typu Dyn, = D_, wielkosci co
najwyzej |I| < 15, jest izomorficzny z jednym z czternastu typéw porzadkéw
przedstawionych w tabeli 5.43,

o jednopikowe porzadki I korangi dwa nie s3 wyznaczone jednoznacznie (z do-
ktadnoscig do dwuliniowej Z-réwnowaznosci) przez spektrum Coxetera roz-
szerzonych diagraméw Euklidesa korangi dwa, tylko przez spektrum graféw

krawedziowo-dwudzielnych ]ﬁ)‘zﬂ_z, ]ﬁ%, Eg, ]ﬁ% przedstawionych w tabeli 5.47.

Zaczniemy od przedstawienia niezbednych definicji i faktéw.

5.1. Wprowadzenie

Pigty rozdziat rozprawy poSwiecony jest spektralnej analizie Coxetera skoficzonych
zbioréw czesciowo uporzadkowanych korangi dwa, ktére definiuje sie nastepujaco.

Definicja 5.1. [54] Zalozmy, ze q: Z" — Z jest jednolitym funkcjonatem kwadratowym
(definicja A.8), I jest n-elementowym zbiorem czesciowo uporzgdkowanym (definicja 1.37), a A jest
grafem krawedziowo-dwudzielnym o n wierzchotkach, ktory nie ma petli (definicja A.1).
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(a) Funkcjonat kwadratowy q: Z"™ — Z nazywamy funkcjonalem korangi dwa, jesli q(v) = 0
dla dowolnego v € Z" oraz jgdro Kerq := {v € Z"; q(v) = 0} C Z" jest grupg Z-wolng
rangi dwa (tj. Kerq:=Z -h® Z -h' C Z", gdzie0 +# h,h' € Z" orazh # h’').

(b) Porzgdek I nazywamy porzgdkiem korangi dwa, jesli funkcjonal kwadratowy q;: Z" — Z
(1.40) jest funkcjonatem korangi dwa.

(c) Bigraf A nazywamy bigrafem korangi dwa, jesli funkcjonat kwadratowy q,: Z" — Z
(A.11) jest funkcjonatem korangi dwa.

Pokazemy, ze zbiér czesSciowo uporzadkowany I (graf krawedziowo-dwudzielny A) jest
porzadkiem korangi dwa (bigrafem korangi dwa) w sensie definicji 5.1(a) (definicji 5.1(b))
wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieujemny korangi 2 w sensie definicji 1.51 (definicji 1.29(c)).
Innymi stowy, definicja 5.1(b) jest rownowazna z definicjq porzadku korangi dwa wprowa-
dzong w pracy [54].

Fakt 5.2. Skoriczony n-elementowy zbiér czesciowo uporzgdkowany I (n-wierzchotkowy graf
krawedziowo-dwudzielny A) jest porzqgdkiem korangi dwa (bigrafem korangi dwa) wtedy i tylko wte-
dy, gdy symetryczna macierz Grama Gy € M, (%Z) (Gy € Mn(%Z)) jest dodatnio pétokreslona
rzedun — 2.

Dowéd. Zalézmy, ze q: Z" — Z jest jednolitym funkcjonatem kwadratowym (w szcze-
golnosci q := qp Z" — Z (1.40) lub q := gx: Z" — Z (A.11)), z ktérym stowarzy-
szone s3: jadro Kerq := {v € Z"; q(v) =0} C Z", oraz symetryczna macierz Grama
G, € Mn(%Z) C M,,(Q) (definicja A.8(a)). Poniewaz zatoZenie nieujemnoséci funkcjonatu
q: Z" — Z jest rtownowazne zatozeniu dodatniej pétokreslonosci macierzy G, € MH(%Z)
(patrz definicja 1.29(b) oraz fakt A.12(b)), teza wynika z lematu A.15, ktéry orzeka, Ze jadro
Kerq C Z" jest grupa Z-wolng rangi rank(Kerg) = n — 1zg G,. ]

W klasyfikacji spéjnych skoriczonych zbioréw czesciowo uporzgdkowanych I korangi
dwa uzywamy rozszerzonych diagraméw Euklidesa korangi dwa zdefiniowanych w [50, Defini-
tion 3.1] i przedstawionych w nastepujacej tabeli.

TaBELA 5.3. ROZSZERZONE DIAGRAMY EUKLIDESA KORANGI DWA

A% ° o ° ® n>1)
®5
o2 n+l e ® 1n+2 ‘ 38
'y o4 n
" [
=, 1 3 n-1 Ny =5 1 2 ‘3 6 b
Dn:. ° ° on (n>4);]E6:. . . ° 7

E%:o— ——eo—e0—0—0— 038 ﬁ%zo—

Jednym z gléwnych wynikéw tego rozdziatu jest nastepujgca charakteryzacja spéjnych
porzadkéw korangi dwa, z doktadnoécig do relacji ~ .
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TABELA 5.4. PORzZADKI EUKLIDESA KORANGI DWA

ﬁln: >< :Z—> S (n>4);
20 —> 0 —>0
4 6
2e—>e5 20 —e— 06 60 —> 07
FL /6\8 = /7\9 = /8\10
6. l1e—e—e EI7 le—>e—>e ]EIS le—>e—>e
3.></ 5\/ s . 5\/
40 —>07 3e—>0—> 08 20— 0 —> 0 —> 0 —> 09

Twierdzenie 5.5. Niech I bedzie spéjnym m-elementowym zbiorem czesciowo uporzgdkowa-
nym, Gy € Mm(%Z) (1.39) bedzie symetryczng macierzqg Grama a q;: Z"™ — Z (1.40) jednolitym
funkcjonatem kwadratowym. Nastepujgce warunki sq rownowazne.

(a) Ijest porzqdkiem korangi dwa w sensie definicji 5.1(b).
(b) Symetryczna macierz Grama G; € M, (%Z) jest nieujemna korangi dwa.
(c) Porzgdek I jest kwadratowo Z- rownowazny z jednym z rozszerzonych diagraméw Euklidesa

korangi dwa D € (A2 _, D2 EZ, IE7, EZ} przedstawionych w tabeli 5.3 (patrz defini-
cja 3.15(a)).

m—=27 "~ m-2/

(d) Istniejg rozszerzony diagram Euklidesa korangi dwa D € {A2_,, D2, E2, E2, E2} oraz
automorfizm h: Z" — Z™ grupy Z™ takie, ze gy o h = gz, gdzie qDI Z’” - 7Z (A.11)
jest funkcjonatem kwadratowym stowarzyszonym z D.

Jesli dodatkowo |I| = m < 15, to warunki (a)-(d) sg réwnowazne nastepujgcemu:

(e) I~ DI, gdzie DI € {DI,,_,, E14, EI, ElIg) jest porzgdkiem Euklidesa korangi dwa przed-
stawionym w tabeli 5.4.

Dowéd twierdzenia 5.5 przedstawiamy na stronie 173.

5.2. Klasyfikacja kwadratowa i dwuliniowa: typ Dynkina,
typ Euklidesa

Z kazdym m-elementowym zbiorem cze¢éciowo uporzadkowanym I korangi dwa sto-
warzyszamy jednoznacznie typ Dynkina Dyn; € {A,,_», D,,_», &, &7, &g} oraz, przy pew-
nych dodatkowych zatozeniach, typ Euklidesa DI e {ﬁlm_z, EIEM EL, Elg}. Pokazemy, ze
analogicznie jak w przypadku gléwnym (twierdzenie 4.6) dwa porzadki korangi dwa,
sg kwadratowo Z-réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy maja ten sam typ Dynkina lub
Euklidesa, patrz twierdzenie 5.15. Zaczniemy od niezbednych lematéw i definicji.

Lemat 5.6. Niech A = (Ay, A1), gdzie Ay = {1, ...,n}, bedzie bigrafem korangi dwa (bez
petli), ktorego jadro Kerqy C Z" ma posta¢ Kergqy = Z -h @& Z -h' C Z". Jeslih, = 1,
gdzies € {1,...,n}, to bigraf A" = A®) := A\ {s} jest glowny oraz KerA' = Z - 7® (h’ — h}, -
h) C Z"1, gdzie 7 : Z" — Z"7 jest standardowym rzutowaniem zdefiniowanym wzorem
TS ([01, 00,0 ]) 1= [01, e, Vg1, Vgq1, -, 0 ). W szczegdlnosci: jesli hl, = 0, to KerA' =
Z-W® C 7" gdzieh'® = 1) (W) € Z" L.
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Dowéd. Dowéd przeprowadzimy analogicznie do dowodu pierwszej czescilematu 4.11.
Zauwazmy, ze g = o T, gdzie T(): Z"~1 — Z" jest zanurzeniem

B ()
Z 3w = [wy, ..., Wy_q] +—— [Wy, ..., Ws_1,0,Ws, ..., w,_1] € Z".

Stad bigraf A’ C A jest nieujemny i wystarczy pokaza¢, ze KerA' = {w € Z"~%; g0 =1} C
Z" ! ma posta¢ KerA' = Z - 7 (h' — h - h) C Z"~1.

Rozwazmy funkcje t;: Z" — Z",t (v) = v — v, - h oraz funkcjonal kwadratowy
Ga: Z"s—g = Z, gdzie 5 (v) = g5 (v) dla kazdegov € Z"|,_y := {v € Z"; vy = 0} C Z".
Poniewaz g5 (v + k - h) = g5 (v) dla dowolnego k € Z (patrz fakt 4.3(a)), fatwo sprawdzi¢,
ze przemienny jest nastepujacy diagram.

VA . zn 2 Kerg,
qAﬂ & Jt;

(s)
Kerqy ¢ gn-1——"—— 7m|,_g 2 Kerg,

Ponadto, wprost z definicji, §4 (v) = (g4 o £},) (v) dla dowolnego v € Z"|;_ i stad:

Ker g, = 1 (Ker ) = ) ( Ker(gy o £5)) = 1 (£ (Kerg,) ) =
= (Z-(h—hy;-h)+Z- (W' —=hi-h)) = Z- 7 (h' —h{ -h).

W szczegélnodci, jesli hl = 0, to 79 (h’ —h} - h) = 7 (h') = W'® g zZ"1. O

Jednym z gtéwnych wynikéw niniejszego podrozdziatu jest przedstawienie definicji
typu Dynkina Dyn, € {A;_2, Djjj—2, &, £7, £g} spdjnego porzadku I korangi dwa, wprowa-
dzonej w [54, Definition 3.3] (patrz tez [7, 50, 55, 56]), ktéra jest naturalnym uogdlnieniem
definicji typu Dynkina spéjnych porzadkéw gtéwnych (patrz definicja 4.14).

Bedziemy postugiwac sie nastepujaca definicja, wprowadzong w pracy [53] (por. [109,
Theorem 3.2(c)]).

Definicja 5.7. [53] Niech H C Z" bedzie grupg wolng rangi dwa. Bazg h,h’ € H nazywamy
(i,1")-specjalng Z-bazq grupy H, jesli spetnione sq nastepujgce trzy warunki:

e 1<i<i' <,
* h,=1o0razh; =0,
®* hy =0orazh}, =1.

Innymi stowy, wektory h,h’ € H C Z" nazywamy (i,i')-specjalng Z-baza grupy
HCZ",jesliH =Z%Z-h® Z-h' C Z", gdzie
i i’

h =[hy,.... b1, 1,y e by g0, 0y gy, by JEH C 27,
h' =[h),... h_,,0, W, ,,1,h,, ..., h,]e HC Z",

i = (£ EARAE AN S = i'+1/
dlai,i" € {1,...,n} spelniajacych i < i'.

Zat6zmy, ze A jest spojnym n-wierzchotkowym grafem krawedziowo-dwudzielnym
korangi dwa (bez petli), z ktérym stowarzyszony jest jednolity funkcjonat kwadratowy
ga: Z" — Z (1.28). Na podstawie faktu A.20 wiemy, ze jadro Ker g, := {v € Z"; g5 (v) =
1} = Kerg, C Z" jest grupa Z-wolng. Prawdziwy jest silniejszy rezultat: grupa Kerg, C
Z™ ma (i,i")-specjalng Z-baze. Wynik ten pochodzi z pracy [55, Theorem 3.2.] (patrz tez
[50, Proposition 4.1(a)]). W rozprawie przedstawiamy inny dowod tego faktu, ktéry nie
wymaga odwolywania si¢ do wlasnosci bigraféw P-krytycznych i w naturalny sposéb wy-
znacza konstrukcje wielomianowego algorytmu, przy pomocy ktérego mozna wyznaczy¢
(i,1")-specjalng Z-baze jadra Kerq, C Z" (patrz algorytm 5.21).
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Lemat 5.8. Jesli A = (Ag,Ay), gdzie Ag = {1, ..., n}, jest bigrafem korangi dwa (bez petli), to
istniejg wektory h,h' € Z" stanowigce (i,i")-specjalng Z-baz¢ jgdra Ker g, = {qa(v) = 0; v €
Z"} C Z", tj. wektory spetniajgce Kergy = Z -h@® Z-h' C Z",h; =h, = 1orazh; = h; =0,
gdziel <i<i' <n.

Dowdéd. Symbolem ctk M € Z oznacza¢ bedziemy korange macierzy kwadratowej
M € M,,(Q), tj. «k M := m —rzg M € {0, ..., m — 1}. Dodatkowo stosowa¢ bedziemy
oznaczenia: ctk A := crk Gy, gdzie G, € Mn(%Z) C M, (Q) jest symetryczng macierza
Grama stowarzyszong z bigrafem A (definicja A.1(d)), oraz A© := A.

Niech AD D A12 D ... D A2 D . AQn=1) beda bigrafami powstatymi z A
przez usuniecie wierzchotkéw 1, ...,z gdzie z € {1, ..., n — 1}. Zauwazmy, ze

2 = cakA® > akAD > ak AV > . > kAT =)

gdzie crk A1-#=12) jest rowne erk A2~ Tub erk A2~ — 1. Stad istnieje takie
ke(l,..,n-1},zeakAVP =pn—k —rzGya,..0 = 1.

Poniewaz A1+K) C A jest blgrafem glownym (patrz lemat 4.2), istnieje taki wek-
torh € Z"* ze ]a}dro Kerg,a,., = {v € Z"k; dpa,..0@) = 0} C Z"% ma postac
Kerg,a,.0 = Z h C Z"* oraz h = +1dla pewnegos € {1,...,n — k} (wystarczy zasto-
sowac twierdzenie A.30 do dowolnej spéjnej sktadowej AC A(l"“'k>, ktora jest gtéwna).
Definiujemy wektor h := h - [0, ..., 0, h1, ,h,_,] € Z" orazindeksi:=s+k € {1,...,n}.
Fatwo sprawdzi¢, ze h € Kerg, Q Z",h; = 1 oraz istnieje taki wektor h’ € Ker g, C z",
zeKergy=Z-he Z-h' C Z".

Rozwazmy bigraf A® := A\ {i} C A powstaly z A przez usuniecie wierzchotka i.
Poniewaz Kerg, = Z -h @ Z - h’ C Z" oraz h = 1, z lematu 5.6 wiemy, ze bigraf A® jest
gléwny i stad, rozumujgc analogicznie jak w przypadku bigrafu A, otrzymujemy
réwnosé KerA® = Z-h' C Z”_l,gdzie EJ’. = +1dlapewnegoj € {1,..., n—1}. Definiujemy
wektor h' := h’ [h’,... i-1,0, h ,h,_1] € Z" oraz indeks i’ € {1,...,n} rowny j jesli
j<slubj+ 1, W przeciwnym przypadku. Z konstrukcji wektora h’ € Z" otrzymujemy
h' € Kergy, h;, = 1orazh := h - Hj -h € Kerqy C Z". Ponadto h; = h}, = 1 oraz
h;, = h] = 01 stad wektory h, h’ s3 Z-liniowo niezalezne.

Pokazemy, ze wektory h,h’ € Kerg, C Z" stanowig Z-baze jadra Ker g, C Z". Zal6z-
my, zey = [yq,...,Y,] € Kergy C Z" jest dowolnym, lecz ustalonym wektorem. Zauwaz-
my, zej:=y—y;-h—y,-h" € Kergy C Z" (poniewaz Kerg, C Z" jest grupga). Gdyby
y # 0, to ranga grupy Ker g, C Z" bylaby wigksza niz dwa, co jest sprzeczne z zatozeniem.
Poniewaz h; = h, = 1 oraz h; = h] = 0, kazdy wektor y € Kergq, C Z" mozna jedno-
znacznie przedstawi¢ jako kombinacje Z-liniowg wektoréw h,h’ € Kerg, C Z". Stad
wektory h,h" € Z" stanowia (i,i")-specjalng Z-baze grupy Kerg, C Z". O

Whiosek 5.9. (a) JesliI jest skoriczonym zbiorem czegsciowo uporzgdkowanym korangi dwa,
to istniejg wektory hy, h} € Ker q; C Z! stanowigce (i,i")-specjalng Z-baze jgdra Ker q; C Z1.

(b) Jesliq: Z" — Z jest jednolitym funkcjonatem kwadratowym korangi dwa, to istniejg wektory
h,, hi € Kerq C Z" stanowigce (j, j')-specjalng Z-bazg grupy Kerq C Z".

Dowod. Prawdziwos¢ stwierdzeni (a) oraz (b) wynika z lematu 5.8 zastosowanego do
bigraféw A, (definicja A.8(b)) oraz A (1.41), odpowiednio. O

Nastepujacy lemat stanowi rezultat analogiczny do lematu 4.13: pokazuje, ze dwa
bigrafy korangi dwa sa kwadratowo Z-réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy réwnowazne
s ich podbigrafy dodatnie (gtéwne), wyznaczone przez specjalng Z-baze jadra.

Lemat 5.10. [55, Theorem 3.2] Niech A = (Ag, A1), gdzie Ay = {1, ..., n}, bedzie spéjnym
grafem krawedziowo-dwudzielnym korangi dwa (bez petli), ktérego jgdro ma postaé Kerqg, =
Z-he®Z-h' CZ" gdzieh,h' € Kerq, C Z" stanowig (i,i")-specjalng Z-baze.
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(a) Bigrafy AD,A) C A, gdzie AV := AN\ {i}, AU := A\ {i'} sq gléwne i spojne, Ker AD =
Z WD C 71 oraz Ker AW = 7 - W) C zn-1,

(b) Bigraf AW") := AN {i,i'} jest spdjny i dodatni.

Zalozmy ponadto, ze A = (50 ={1,...,n}, Al) jest spojnym bigrafem korangi dwa (bez petli) oraz
KerA=Z-heZ W C Z", gdzie (h h') C Ker A C Z" stanowig (j,j')-specjalng Z-baze.

(C) A~y A e AU ) AUT,
) A~y e AD ~y AV o AT ~ ) AT & AD ) AT) & AT ) AD).

Dowéd. (a) Bez zmniejszenia ogdlnoéci rozwazan, bedziemy rozwaza¢ tylko bigraf
A= AD = A\ {i} C A. Zlematu 5.6 wynika, ze A jest bigrafem gtéwnym oraz Ker A :=
Z-h C 7Z"~ 1,gd21eh =h'®D =[h!,. Sh_,h g, hy] e Z"—1,Stad wystarczy pokazag,
ze bigraf A jest spéjny. W dowodzie quziemy postugiwac si¢ argumentami analogicznymi
do uzytych w dowodzie lematu 4.11.

Zalézmy, przez sprzecznosé, ze A = 5(1 y U 5(2> oraz wierzchotki u € Av(l), w e Av(z) nie

sg polaczone Sciezka w Av.vZauwaZmy, ze qx(v) = DA, (U|A<1>) 45, (lev(z)) dla dowolnego
v € Z"1, gdzie Ay, 720 7, oraz A, 72 - 7 sy nieujemnymi funkcjonatami
kwadratowymi. Z zatozenia, w bigrafie A istnieje Sciezka [}] taczaca u oraz w, przechodzaca
przez wierzchotek i. Mozemy zalozy¢, ze I} := xq ..., x, € {1, ..., nyk+l gdzie xg := u oraz
Xi := w, jest najkrotsza taka Sciezka. Definiujemy wektor 1} = [;]1¢jcn € Z™:

i { 0, jeslije&l¥; T jesli Xj— X € Ay;
! 1, jeslij=1i; —1;, jesli Xj-- Xy € Aq.

Latwo sprawdzi¢ (patrz dowéd twierdzenia 1.34), ze 1Yy € Z" jest pierwiastkiem funkcjo-
natu kwadratowego g,: Z" — Z. Definiujemy wektory h := h +r;, - h' € Kergy C Z"
oraz x :=r¥ — h e z". Zauwazmy, ze x jest pierwiastkiem bigrafu A (patrz fakt 4.3(a)),
x; = xp = 0 oraz ¥ := x¥ € Z"! jest pierwiastkiem bigrafu A, t;.

1= qu(i> = qAV(D(JE'AV(l)) + qAV(Z)<JE|AV(2))‘

A A
Poniewaz funkcjonaty kwadratowe ¢ 4 Ao 27D = Z,q5 Ao 1 Z7® — Z sgnieujemne, X| 5 Ao
Ker g ZA“) lub ¥|; € Kergj, C 7%, Bez zmme]szema ogolnosci rozwazan
Aa, Aw A(z

zalézmy, ze zachodzi plerwsza z mozhwosc1 Z przeprowadzonej konstrukcji wynika, ze
wektor ¥ := xlA +0|A( eKergy=Z -he® Z -h' C Z" spelnia x; = X, = 0.Stad x = 0

iw konsekwenc]l x|A( = O oraz h|A = wlAm
Z konstrukgji pierwiastka 7} € RA C Z" wynika, ze wektor z := r/| Ay, =0 réwniez jest
pierwiastkiem funkcjonalu g,: Z" — Z.Stad y :=z—h € Ry orazj := y) € R C Z"71,
1.
L=qx3@) =45, Fa,,) + 93, F4,,)-

—hl; = —r¥l;
(1) (1)
i stad 9,4, (ggm) = 1oraz X, (mﬁm) = 0. Rozumujac analogicznie jak w poprzednim

Z konstrukcji wektora y € R4 C Z" otrzymujemy réwnosci 7| A, =

przypadku, otrzymujemy h| Ao = e Ao 1W konsekwencji:

h=rY = 0=g,(h) =g,(¥) = 1.

Uzyskana sprzeczno$é¢ koriczy dowdd stwierdzenia (a).
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(b) Na podstawie stwierdzenia (a),
AD = Ay ={1,...,i—=1,i+1,..,n},A) =A\{i} CA

jest spojnym gtéwnym grafem krawedziowo-dwudzielnym, ktérego jadro ma postac
KerA® = Z .hW® C Z%. Poniewaz A% = AD \ {i'} C AD oraz h)’ = h}, = 1,
teza wynika z lematu 4.11.

(c) Dow6d przeprowadzamy analogicznie do dowodu lematu 4.13(b). Definiujemy
Z-odwracalne macierze:

tr Lt t ot .
= [elr ,ek el el el ek 17€41r €0 1 € Gl(n; Z) oraz

Bi‘jkfhz = [P;}-hY,P1-hYel, .. el € Gln; Z).

Zauwazmy, ze:

_ ,phh'\t ¢ h,h’
= (B )" - Pin,-Gp - Py - Bl (*)

” Z zalozenia istnieje macierz B € Gl(1; Z) spelniajaca réwnoéé G, = B Gy - B

i stqd na podstawie (), prawdziwa jest réwnos¢:
(i ~(7) B .= (ghM\-1.p-1.5 h b’
Gy =B"-Gj -B, gdzieB:=(B}y")™'-P;}-B-P;- Bl (%)

Latwo sprawdzi¢, ze (++) implikuje r6wnoé¢ G u, = BY2 - Gy, - B2, gdzie B2 €
M,,_»(Z) jest macierza powstala z B € M,,(Z) przez usunigcie dwéch pierwszych wierszy
oraz kolumn. Rozumujac analogicznie jak w dowodzie lematu 4.13(b), pokazujemy ze
detB12) = 41,4. B2 € Gl(n — 2; Z).

<" Z zalozenia istnieje macierz BeGlin-1;2) spelniajaca G, = B . G A B.
Latwo sprawdzi¢, ze G, = B - G,/ - B, gdzie:

0
0O |B

10 o
Bll2l.=f 01 € Gl(n; Z) oraz B:= P i B]h]h . BiL21. (B?;P )71 -Pi_l}.

Zauwazmy, ze B € Gl(n; Z), poniewaz detB = detB = +1.

(d) Pokazemy, ze A ~ A e AD ~; AD. Dowoéd pozostalych réwnowaznosci jest
analogiczny. Z podpunktu (c) wynika, ze A ~ A o AGD L, AU, gdzie bigrafy
AG = AD N\ (i} C AD oraz AV = AD \ {i'y C AD sq spéjne i dodatnie. Ponie-
waz Ker A = Z . W'D C =1, Ker AV = Z - W'D C Z"~1 (patrz (a)) oraz h? = h;fp =1,
z lematu 4.13(b) wynika, ze A® ~, AV & AG ~, AU Podsumowujace, prawdziwe sg
réwnowaznosci:

A~y A e AGD ~7 AU & AD ~7 AP, O

Twierdzenie 5.11. [50, Theorem 4.5.],[55, Theorem 1.10] NiechA = ({1, ..., m},A;) bedzie
spojnym nieujemnym grafem krawedziowo- dwudzzelnym ktory nie posiada pgtlz Bigraf A jest
bigrafem korangi dwa wtedy i tylko wtedy, gdy A ~5 D, gdzie D € {A2,_,, ]Dzm 2 IE%, IE%, IEz}
jest jednym z rozszerzonych diagraméw Euklidesa korangi dwa przedstawionych w tabeli 5.3.
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Dowéd. Zat6zmy, ze De {A2 D2, ]E2 IEJ2 IE2} jestjednym z rozszerzonych diagramoéw
Euklidesa korangi dwa przedstawmnych w tabeli 5.3, ktéry ma m = n + 2 wierzchotki.
Latwo pokaza¢, analizujgc postac kanonicza funkcjonatu kwadratowego g5 : Z n+2 7,

ze D jest bigrafem korangi dwa, ktérego jadro KerD = (v e z"?%; 5 (v) = 0} C Z"*2 ma
(n 4+ 1,n + 2)-specjalng Z-baze,  patrz | [55, Proposition 2.2] (por. dowod lematu B.18(a)).
Dla przyktadu zal6zmy, ze D := A2 Standardowe obliczenia pokazuja, ze:

_nt2 o n _
QK%(X) = Zl 1%~ Zi=1 XiXip1 = X1Xp41 — X1Xp40 = XpXpp1 + 20401 X42 =

1 2,1 2
=3 (X1 = X1 = Xpp2)” + 3 (Xp = Xpg1 — xn+2> +5 Z, 1 (x Xi+1)
i w konsekwencji A2 jest bigrafem nieujemnym. Ponadto:

X1 = Xp41 = Xp2 =0
Z”+25xEKerqK%@ Xy — Xpy1 — Xppo =0 ,
x;i—x4 =0, dlal<ig<n—-1

gdzie Kerqx% = {v € Z"*%; qzﬁ(v) = 0} C Z"*2. Stad tatwo pokazaé, ze KerqK% =
th% ® Zh’, C Z"*2, gdzie: hzi% =[1,...,1,1,0]€ Z"*2 oraz he,=[1,..,1,0,1]€ VASES

<" Jest konsekwencjg wlasnosci kwadratowej Z-réwnowaznosci, por. fakt 1.55(e).

=" Zlematu 5.8 wynika, ze A posiada (i, i")-specjalng Z-baze jadra Ker g, C Z™, gdzie
1 < i < i’ < m.Poniewaz bigraf A" := A\ {i,i'} jest sp6jny i dodatni (patrz lemat 5.10(b)),

~ (m—1,m) ~(m—1 m)

z twierdzenia 1.56 wynika ze AGT) ~ 7z D , gdzie D =D \{m—1,m} C D
oraz D € {Am 2 m o IE6, IE7, Ez} ]est jednym z rozszerzonych dlagramow Euklidesa.
Stad teza jest konsekwencjq lematu 5.10(c). O

Zat6zmy, ze I jest spéjnym m-elementowym zbiorem cze$ciowo uporzagdkowanym
korangi dwa. Analogicznie jak w przypadku dodatnich oraz gtéwnych zbioréw czescio-
wo uporzadkowanych (patrz definicja 3.9 oraz definicja 4.14) definiuje sie typ Dynkina
Dyn; € {A,,_2, Dyy—2,E6, &7, Es} (patrz [54, Definition 3.3] oraz [7, 50, 55, 56]), ktory jest
niezmiennikiem relacji kwadratowej Z-réwnowaznosci ~ .

Definicja 5.12. Zatézmy, zZe I jest spéjnym m-elementowym zbiorem czesciowo uporzgdko-
wanym korangi dwa a wektory hy, h} € Kerq; C Z™ (definicja 1.46(f)) sq (i,i')-specjalng Z-
bazq jgdra Kerq; = Z -hl @ Z - h; C Z™ (patrz wniosek 5.9(a)). Typem Dynkina Dyn, €
{Ay—2, Dy, E6,E7,Eg} (patrz tabela 1.32) porzqdku I nazywamy typ Coxetera-Dynkina (defini-
cja 3.9) dodatniego podporzgdku spéjnego 1) C I.

Zauwazmy, ze definicja typu Dynkina Dyn, € {A,,_», D,,_2, &, &7, Eg} spéjnego m-ele-
mentowego porzadku I korangi dwa jest poprawna, gdyz:

* wniosek 5.9(a) gwarantuje istnienie (i, i')-specjalnej Z-bazy jadra Kerq; C Z/,

¢ lemat 5.10(c) zastosowany do bigrafu A; (1.41) pokazuje, ze podporzadek I @i C I
wyznaczony jest jednoznacznie, z doktadnoscig do kwadratowej Z-réwnowaznosci,
co jest réwnoznaczne z jednoznacznoécia typu Coxetera-Dynkina porzadku I,
patrz twierdzenie 3.12.

W przypadku spéjnych gtéwnych zbioréw czedciowo uporzadkowanych I, oprécz typu
Dynkma Dyn € {.Al -1/ D‘ 11-1. €6, €7, E} rozwaza sig rownowazny z nim typ Euklide-
sa DI € {Dlﬂ 1, ]E16, ]EI7, IEIS} (patrz definicja 4.9 oraz twierdzenie 4.17). Analogicznie,
w przypadku spéjnych porzadkéw korangi dwa, definiujemy typ Euklidesa korangi dwa.



152 Klasyfikacja kwadratowa i dwuliniowa: typ Dynkina, typ Euklidesa

Definicja 5.13. Zatozmy, ze I jest spéjnym m-elementowym zbiorem czesciowo uporzgdkowa-
nym korangi dwa oraz |I| = m < 15 Typem Euklidesa porzqdku 1, nazywamy porzqdek Euklidesa
korangi dwa DI {ﬁlm_z, EI6, IEI7, félg }, przedstawiony w tabeli 5.4, ktory jest kwadratowo
Z-réwnowazny z porzgdkiem 1.

Poprawnos¢ definicji 5.13 wynika z réwnowaznosci (a) = (e) w twierdzeniu 5.5, nato-
miast nastepujacy lemat pokazuje, ze typ Euklidesa porzadku korangi dwa jest rownowazny
typowi Dynkina.

Lemat 5.14. Zatozmy, ze I jest spéjnym m-elementowym zbiorem czesciowo uporzgdkowanym
korangi dwa oraz |I| = m < 15 Typ Dynkina oraz typ Euklidesa porzqdku I sq réwnowazne, tj.

Dyn, = [D,,_»]. & DI=DI,_,,
gdzie D € {D,,_,, Eg, E7, Eg} oraz DI € {Dl,,,_,, El,, El,, Elg}, odpowiednio.
Przyktadowo: Dyn, = [D,,_»]. =D,,_» & DI = DI, _,.

Dowéd. Teza wynika z lematu 5.10(c) oraz argumentéw analogicznych do uzytych
w dowodzie lematu 4.17(b). O

Nastepujace twierdzenie pokazuje, ze spdjne skoriczone zbiory czesciowo uporzadko-
wane I, ktére maja co najwyzej |I| = m < 15 elementéw wyznaczone sg przez typ Dynkina
Dyn, € {Dy_p, &, &7, Eg} oraz typ Euklidesa DI e {ﬁlm_z, EI6, E1,, EIS} jednoznacznie,
z doktadnoscig do kwadratowej Z-réwnowaznosci (por. twierdzenie 3.12 oraz twierdze-
nie 4.18).

Twierdzenie 5.15. Zafézmy, ze I, ] sq spéjnymi skoriczonymi zbiorami czgsciowo uporzgdko-
wanymi korangi dwa oraz |I| < 15, |]| < 15. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(@) I ~z]
(b) Dyn, = Dyn,,
(c) DI = D.

Dowoéd. Réwnowazno$¢ (b)e=(c) wynika z lematu 5.14, natomiast réwnowazno$é
(a)e=(c) jest konsekwencja twierdzenia 5.5(e) oraz przechodnioéci relacji ~ . O

Nastepujacy przyktad dwéch zbioréw czedciowo uporzadkowanych korangi dwa poka-
zuje, ze podobnie jak w przypadku spéjnych porzadkéw giéwnych, typ Dynkina pozwala
odrézniaé porzadki, ktére maja to samo spektrum Coxetera, ale nie s3 dwuliniowo Z-réw-
nowazne, por. przykfad 4.19.

Przyklad 5.16. Rozwazmy dwa porzadki korangi dwa.

1011101111 1011110011

2 6 7\ 0100010011 0100001111

e e e—>e9 0010001110 s 7 a9 0010110001
7 0001000001 e se—>e_ e 0001010001

I: 3e 5 CI: 0000100001 ]: /<: C]_ 0000100001
S, 0000010001 e=Se_,e—3e 0000010001
ol e T e 0000001010 1 4 6 _"10 0000001101
i~ 0000000110 \3.4.5/7 0000000101
oz 0000000010 0000000010
0000000001 0000000001

Latwo sprawdzié nastepujace fakty.

* [ oraz | sa porzadkami korangi dwa (algorytm 2.13).
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Wektory generujace jadro Ker g; C Z'0 oraz Ker g 7 C Z'° maja posta¢ (algorytm 5.21):

h[ :[1/ 1/0/ 0/0/0/ 0/0/ _1/ _1]/ h] :[1/ 1/ 0/0/0/ 0/0/0/ _1/ _1]/
h} :[O/ 2/ 0/ 1/ 1/ 0/ 1/ 1/ _2/ _2]/ h} :[0/2/ 1/ 2/2/ 1/ 1/ 1/ _1/ _5]

Wektory hy, h} stanowig (1,4)-specjalng Z-baze jadra Kerq; C Z1°.

Wektory hy, hj stanowig (1, 3)-specjalng Z-bazg jadra Kerg; C Z 10,

Dyn, = Dg, DI = DI, Dyn, = &, D] = El;.
* specc; = specc, poniewaz cox;(t) = cox](t) =t10_ 8 _ 241,

Porzadki I oraz | majg to samo spektrum Coxetera, ale nie s dwuliniowo Z-réwnowazne,
poniewaz implikowaloby to kwadratowg Z-réwnowaznos¢ (fakt 1.55(a)), a stad otrzymali-
bySmy ré6wno$¢ Dyn; = Dyn] (patrz twierdzenie 5.15).

Jednym z gtéwnych celéw niniejszego rozdzialu jest prezentacja spektralnej klasyfi-
kacji Coxetera spéjnych porzadkéw korangi dwa, tj. dowdd twierdzenia 5.20. Bedziemy
postugiwac sie nastepujaca definicjg, analogiczng do definicji 4.24.

Definicja 5.17. Niech I bedzie spojnym zbiorem czesciowo uporzgdkowanym korangi dwa,
ktéry ma co najwyzej |I| = m < 15 elementéw. Wtedy:

(a) typem Coxetera-Dynkina porzqdku I nazywamy parg CDtype, := (specc;, Dyn,),

(b) typem Coxetera-Euklidesa porzqdku I nazywamy par¢ CEtype, := (specc,, D1y,
gdzie:
* specc; C C jest zespolonym spektrum Coxetera (definicja 1.46(c)),

* Dyn, € {Dy_2, &, &7, Eg} jest typem Dynkina (definicja 5.12),
e Die {ﬁI|I|—2/ El,, EI,, Elg} jest typem Euklidesa (definicja 5.13).

Uwaga 5.18. Typ Coxetera-Dynkina spdjnego zbioru czesciowo uporzadkowanego I
korangi dwa postaci CDtype, := (specc;, Dyn,) zostat wprowadzony w pracy [56, (1.2)]
(zastosowano tam oznaczenie CType; := (specc,, Dan)) oraz, w innej formie, w pracy [53,
(3.1)], por. uwaga 4.21.

Lemat 5.19. Zatézmy, ze 1, ] sq spéjnymi zbiorami czesciowo uporzgdkowanymi korangi dwa
oraz |I| <157 |]| < 15.

(a) JesliI =z ], to CDtype, = CDtype, oraz CEtype; = CEtype;.
(b) CDtype, = CDtype,; < CEtype; = CEtype,.

Dowdd. (a) Z zatozenia I ~y | wynika, ze specc; = spec; (fakt 1.55(c)) oraz I ~5 |
(fakt 1.55(a)) i stad teza jest konsekwencja twierdzenia 5.15.
(b) Wynika z twierdzenia 5.15. O

Nastepujace twierdzenie (por. [56, Theorem 1.3]) stanowi rozwigzanie sformutowanego
we wstepie problemu 2 dla przypadku spéjnych porzadkéw I korangi dwa wielkosci
Il < 15 i pokazuje, ze typ Coxetera-Dynkina oraz typ Coxetera-Euklidesa wyznaczajq
takie porzadki jednoznacznie, z doktadnos$cig do dwuliniowej Z-réwnowaznoci. Jest to
wynik analogiczny do wniosku 3.23 dla przypadku spéjnych porzadkéw dodatnich oraz
twierdzenia 4.24 dla spéjnych porzadkéw gtéwnych.
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Twierdzenie 5.20. Zalézmy, ze I oraz | sq spéjnymi zbiorami czesciowo uporzgdkowanymi
korangi dwa, ktére majg co najwyzej 15 elementow. Nastepujgce warunki sq réwnowazne.

(@) I=z],
(b) CDtype, = CDtype,,
(c) CEtype, = CEtype,.
Jesli dodatkowo |I| & {9,10} 2 ]|, to powyzsze warunki sq réwnowazne nastepujgcemu:
(d) specc; = specc),

Dowod. Implikacja (a)=(b) oraz réwnowaznosci (b)<(c) wynikaja z lematu 5.19, na-
tomiast implikacja (b)=(a) oraz réwnowaznos¢ (a)=(d) (dla |I] & {9,10} 2 |]]) sa konse-
kwencja twierdzenia 5.30. O

5.3. Algorytmy i wyniki eksperymentalne

W niniejszym podrozdziale przedstawiamy algorytmy oraz wyniki obliczeniowe, kt6-
re odgrywaja kluczowa role w prezentowanej w rozprawie analizie spektralnej Coxetera
m-elementowych zbioréw czesciowo uporzadkowanych I korangi dwa. Najwazniejszym
wynikiem jest tu twierdzenie 5.30, ktére pokazuje, ze spdjne m-elementowe zbiory cze-
Sciowo uporzadkowane I korangi dwa, gdzie |I| = m < 15, s3 wyznaczone przez typ
Coxetera-Dynkina CDtype; = (specc;, Dyn,) jednoznacznie, z doktadnoscig do dwulinio-
wej Z-réwnowaznosci.

Zaczniemy od algorytmu wyznaczajgcego wektory h;, h; € Z™ stanowigce (i,i’)-
specjalng Z-baze (definicja 5.7) jadra spdjnego zbioru czeéciowo uporzadkowanego I
korangi dwa

Kerg; = {v e Z™; q;(v) =0} = Zh; ® Zh; C Z™,
gdzie q;: Z™ — Z (1.40) jest jednolitym funkcjonalem kwadratowym stowarzyszonym z I.

Nastepujacy algorytm, ktéry w pesymistycznym przypadku wykonuje O(n*) operadji,
stanowi bezposrednig implementacje dowodu lematu 5.8.

Algorytm 5.21. Macierz incydencji C; € M,,(Z) porzadku I korangi dwa.

Indeksy 1 < i < i" < m oraz wektory h,h" € Z™ stanowiace (i,i')-specjalng
Z-baze jadra Kerg; = {v € Z™; g;(v) = v - C;- 0" =0} = Zh @ Zh' C Z™.

Inicjalizujemy macierz symetryczng M = [m;;] := C; + Clr e M,,(Z).
Dla kolejnych wartosci k € {1,2,...}:
usuwamy pierwszy wiersz i pierwsza kolumne macierzy MeM,,,_;,1(Z),

jesli rzad rzM € N macierzy M € M,, x(Z) réwny jest m — k — 1,
przerywamy petle i przechodzimy do kroku 3° (rzad macierzy mozna obliczy¢
np. przy pomocy eliminacji Gaussa [6] lub przy pomocy algorytmu 2.13).
Obliczamy wektor h € Z"~* generujacy jadro Ker §¥ = Z-h C Z"* gtéwnego
funkcjonatu kwadratowego (7’1‘: zm=k 7. qll‘(z)) :=q7(0, ...,0,0q, ..., Vi) = 0-M-0""
(np. przy pomocy algorytmu 4.36, zastosowanego do macierzy M € M,,,_r(Z)).
Krok 4° | Znajdujemy indeks i’ € {1, ..., m — k} spelniajac h, = +1, inicjujemy wektor
(Krox 4°) Znajdujemy indeks i’ € {1 k} spetniajacy h; = +1, inicjujemy wek
h:=h;-[0,...,0,hy,h,,... h,,_ ;] € Z"iustalamyi:=i" + k.
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Obliczamy wektor ﬁ’_ € Z™~1 generujacy jadro gléwnego funkcjonatu kwadra-
towego q;l) /AL N/ q}l) (v) ;=0 - C;” - o', gdzie C;’) € M,,_1(Z) jest macierzg
powstatg z macierzy C; € M,,,(Z) przez usunigcie i-tego wiersza oraz i-tej kolumny
(np. przy pomocy algorytmu 4.36 zastosowanego do macierzy C}’) e M,,_1(Z)).

Znajdujemy indeks j' € {1, ...,m — 1} speniajacy I’VIJ’- = +1, inicjujemy wektor
h' := fl} -[h},...,h,_,0,h}, ..., h/ 1€ Z"iustalamyj:=j jeslij <ilubj:=j +1
w przeciwnym wypadku.

Obliczamy h := h- E]- -h’ € Z™ i zwracamy jako wynik: indeksy (i,j) oraz
wektory h, h' jeslij > i; indeksy (j, i) oraz wektory h’, h w przeciwnym przypadku.

Z kazdym spéjnym m-elementowym zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym I korangi
dwa stowarzysza si¢ jednoznacznie typ Dynkina Dyn, € {A,,_p,m = 3;D,,_,m = 6;
Ee; E7; g}, patrz definicja 5.12. Typ ten mozna wyznaczy¢ przy pomocy nastepujgcego
algorytmu, analogicznego do algorytmu 4.38.

Algorytm 5.22. Macierz incydencji C; € M,,,(Z) spéjnego zbioru czedciowo
uporzadkowanego I korangi dwa.

Typ Dynkina Dyn, € {A,,_p,m > 3;D,,_»,n 2 6, Eq; E7; Eg} (tabela 1.32).

Obliczamy (i, j)-specjalng Z-baze jadra Kerq; = {v € Z™; q;(v) = 0y C Z™
(np. przy pomocy algorytmu 5.21).

Zwracamy jako wynik typ Coxetera-Dynkina dodatniego spdjnego porzadku
14 := I\ {i,j} (obliczony np. przy pomocy algorytmu B.24 zastosowanego do
jednolitego funkcjonatu kwadratowego g, : Z"~2 — Z (1.40)).

Algorytm 4.28 oraz algorytm 5.22 umozliwiajg uzyskanie nastepujacej charakteryzacji
spojnych zbioréw czedciowo uporzadkowanych korangi dwa (por. fakt 4.39).

Fakt 5.23. Wszystkie spéjne zbiory czesciowo uporzgdkowane I korangi dwa wielkosci |I| < 15
mozna podzieli¢ na 62 klasy, z doktadnoscig do typu Coxetera-Dynkina (definicja 5.17(a)):

] 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

#1 1 14 108 479 2293 2038 5482 14127 35605 87698

#klas CDtype, 1 1 5 7 11 5 7 7 9 9
patrz tabela 5.24.

Dowoéd. Dowd6d ma charakter obliczeniowy i jest analogiczny do dowodu faktu 4.39:
Etap 1° przy pomocy algorytmu 4.28 generujemy wszystkie nieujemne zbiory czesciowo
uporzadkowane I wielkosci |I| < 15 i korangi crk; < 2,

Etap 2° wybieramy sp6jne porzadki I korangi crk; = 2 (sp6jnosé weryfikujemy przy po-
mocy algorytmu przeszukiwania grafu wszerz zastosowanego do kotczanu Hasse #;),

Etap 3° wyznaczamy typ Coxetera-Dynkina
CDtypeI = (Dyn,, specc;) = (Dyn,, cox(f)),

kazdego z wyznaczonych wczesniej porzadkow:
* typ Dynkina Dyn, € {A_2, Dyjj—_2, &, €7, £} obliczamy uzywajac algorytmu 5.22,

¢ wielomian Coxetera cox;(t) € Z[t] obliczamy przy pomocy standardowych algo-
rytmoéw algebry komputerowej. O
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TABELA 5.24. LiczBA SPOJNYCH PORZADKOW | KORANGI DWA WIELKOSCI |I| < 15,
POGRUPOWANYCH WZGLEDEM TYPU COXETERA-DYNKINA

cox;(t) Dan #1 cox;(t) Dynl #I
04245 t4-413-1212¢+1 Dy 1

7+ 1015413124 441 Ds 14

821441 Dg 2 8 +t7+ 102452442134 124 41 & 39
816241 &g 1 8447240154 244132424 £+ 1 De 64
t8-4t0+6t4-41%+1 De

t9-16-13+1 & 2 PO-317-104315+3+4-13-312+1 & 1
19217154 +4-24241 & 5 19448245244 1+1 & 236
1937104315134 13-312+1 Dy 9 194482472161 2¢54 2442432124 41 Dy 220
1O—t7 101544131241 D, 6

t10-2£54+1 Es 4 1021842474 10415+ 14424324241 Dy 15
108241 Dg 12 1082474464245, 442431241 Es 27
1084241 Es 16 10248 174642454 141324241 Es 27
1034842464 2443241 Dg 21 10449764134 41 Eg 1485
1024827404415+ 4421324241 Dg 14 10449248 2¢74 1642454 +4- 2432124 141 Dg 665
102482474161 454 4+4-243-24241 Eg 7

11394347 +0-1543t4-3t2+1 Do 36 294484247 -2¢6-2454 2444 £3-24241 Do 48
R N | Dy 20 P 410-249 2481471404 154442432424 141 Dy 1870
1298424642453 24241 Do 64

122410, 348446, 3¢4-2¢2+1 Dig 76 122410419, 4847 5, 4414324241 D10 90
$12-2410_184446_¢4 24241 Dy 79 12241094 84 4745441321241 Dy 126
t12-3¢1043¢8_2£64344-342+1 D1y 62 124411 210 20 184474 15444 243 2421441 Dy 5019
t12_410_48, 046 ¢4 4241 Do 30

t13_2411_t8,247, 24645 24241 D11 325 t13 24114 410,49 248,47, 46 2544444324241  Dy; 150
1334114391764 3t4-32+1 Dy 93 132411 f10,49. 048 47 16,045,443 24241 D,y 225
I e )| Dyp 42 13412 2411 210,49, 48, 45444 243 2424141 Dy; 13032
1324114249448 2472464 £5.244-24211 Dy 260

142412, 48446 D241 Dy, 625 142412, (104049 4474 24514424241 D1, 340
#14-3412,3410_48_16,34434211 Dip 139 140412 11,410,949 247,045 44 4324241 Dy, 374
142412, 2410_48_6, 044 D241 Dy, 480 142412, 11410 249,047 2544444324241 Dy, 231
1412 410,48, 46_p4 42,1 Din 56 1413212 D11 110,49, 454 44 243 2124141 Dy, 32997
F14 D412, 10 D49, 447 D544 24247 D1, 363

H15-24134 249 18471246-2¢24+1 D1z 1102 H15_ 2413 114 p10, 49 248 D7, 16,1544 24241 D5 1230
t15-3¢134 3119164 344-312+1 Dis 192 152413 1241140410 48 47,045, 44 1324241 Dy5 588
1518 11 49,46 14 1241 D1z 72 t15_ 24184 412, 411 410,48, 47 D45, 44443 24241 Dy 336
15241342411 249418447 2164244 24241 Di; 812 1544142413 212, 411,410, 45,44 243 242,441 D5 81890
t15 2413, 41141049, 248,047 t6_t5. 4424241 D5 1476

Gléwnym wynikiem niniejszego podrozdziatu jest twierdzenie 5.30, ktére pokazuje,
ze spdjne m-elementowe zbiory czeSciowo uporzadkowane I, gdzie |I| = m < 15, korangi
dwa sg wyznaczone przez typ Coxetera-Dynkina CDtype,; = (specc;, Dyn,) jednoznacz-
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nie, z dokladnoécig do dwuliniowej Z-réwnowaznosci (rezultat ten stanowi podstawe
twierdzenia 5.20). Dowdd twierdzenia 5.30 ma charakter obliczeniowy i, analogicznie jak
dowdd twierdzenia 4.47, oparty jest o heurystyczny algorytm 4.44.

Algorytm 4.44 wymaga znajomosci reduktu R7 C R; = {v € Z"; q;(v) = 1} C Z™
(patrz [109, Definition 3.6]), tj. skoriczonego podzbioru zbioru pierwiastkéw spdjnego nie-
ujemnego m-elementowego zbioru czeéciowo uporzadkowanego I, ktéry spetnia réwnosé

R; = {v € Z"; q;(v) = 1} = R} + Kerq; C Z™. (5.25)

Fakt 5.26. Zatézmy, ze q: Z" — Z jest spéjnym jednolitym funkcjonatem kwadratowym ko-
rangi dwa, a wektory h,h' € Z" stanowig (i,i")-specjalng Z-baz¢ jadra Ker q = {v € Z"; q(v) =
0} =Z -he Z-h' C Z". Zbiér pierwiastkow R,={ve Z"™; q(v) = 1} C Z" mozna przedsta-
wi¢ w postaci

Ry = R + Kerg = RI‘+Z -h+Z-W CZ", (5.27)

gdzie 722“1 = Rq(i,i’) C Z" jest skoriczonym zbiorem pierwiastkéw dodatniego funkcjonatu
kwadratowego G : Zi=1 x (0} x ZF =1 x {0} x Z"" = Z, ) (v) = g (0@) = q(v).

Dowdd. Teze dowodzimy przy pomocy argumentéw analogicznych do uzytych w do-
wodzie faktu 4.41. Definiujemy funkcje

Z" 3 v - ZN)(Z’Z) = ['Ul,...,vi_l, 0,?)1'+1,...,Uir_1, O,Uil+1,...,vn ] (S Zn,

B -
7" 2 3w —» wiil = [wy,..,w;_1,0,w;, ..., Wy_5,0,04_1,...,0,,_»] E Z" oraz

jednolity funkcjonal kwadratowy 7 : Zi=1 x {0} x Z'~"=1 x {0} x Z"~" — Z, gdzie
G4 (v) := g(v®"). Wykazemy prawdziwoé¢ réwnosci (5.27).

,C” Zatézmy, ze v = [vq,...,0,] € Rq ={ueZ"qu) =1} C Z". Zlematu 4.3(a)
otrzymujemy réwnosci

1=q@®) =q((v—v;-h—v;-h") +0;-h+v, - W) =q(@+0v;-h+v; -h') =q(@) =5 @),

gdzie wektor v = [0y,...,0,] ;= v —v;-h —v, -h' € Z" spelnia v, = v, = 0. Poniewaz
v=0+0v;-h+v,-h' € Z" orazv € Rq<i,ir> C Z" wnioskujemy, ze R, C Rq(i,i’) +Z-h+Z-h'.

.2 Zatoézmy, ze v € un,,-l) +Z-h+Z -hW CZ" tfjv=0+k-h+k'-h' € Z", gdzie
UE Ryun C Z'=1 x {0} x Z"' 7171 x {0} x Z"" oraz k,k' € Z. Na podstawie zalozen oraz
lematu 4.3(a) wnioskujemy, ze

1=4%®) =q@ =q@+k-h+k -h') =q(v),

a stad Rti(f,,-r) +Z-h+7Z -h' C Rq.

Aby zakoriczy¢ dowdd, nalezy jeszcze pokazaé, ze zbior Rge"l = R.qn C Z" jest
q

skoriczony. Zauwazmy, ze jednolity funkcjonat kwadratowy q: Z" — Z mozemy utoz-
samia¢ z grafem krawedziowo-dwudzielnym A, (patrz definicja A.8(b)) i dlatego, na
podstawie lematu 5.10(b), funkcjonat kwadratowy q(i'i') 2 In2 5 7, gdzie q<i'i') (w) =
g(w'1), jest dodatni. Stad funkcjonat 40V : Z=1 x {0} x Z"~1 x {0} x Z"~" - Z,
gdzie 404 (v) = q(v@) = g1 (v, jest dodatni. W konsekwencji zbiér pierwiastkéw
Rge C Z" jest skoniczony, patrz fakt 2.16. O

Nastepujacy algorytm, analogiczny do algorytmu 4.43, umozliwia obliczenie reduktu
Ried C R; C Z™ (5.25) wyznaczajacego zbidr pierwiastkéw spéjnego m-elementowego
zbioru cze$ciowo uporzadkowanego I korangi dwa.
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Algorytm 5.28. Skoriczony spéjny n-elementowy zbidr czeSciowo uporzad-
kowany I korangi dwa zakodowany w postaci macierzy incydencji C; € M,,(Z).

Redukt R7¢ C Ry, tj. skoficzony zbi6r spetniajacy R; = R} + Kerg; C Z".

Obliczamy (i, i')-specjalng Z-baz¢jadraKerq; = Z -h; ® Z - h} C Z" (np. przy

pomocy algorytmu 5.21).
Obliczamy zbiér pierwiastkéw R 1= {w € Z"2; Gam(w) =1} C Z"—2
dodatniego funkcjonatu kwadratowego Grain Zn-2 - 7, 9 (W) = w - C;”l ).

w', gdzie Cfi’i') € M,,_»(Z) jest macierza powstalg z macierzy C; € M,,(Z) przez
usuniecie wierszy i kolumn o indeksach i oraz i’ (np. przy pomocy algorytmu 2.21).

Zwracamy zbiér R;¢4 := (wlid'): w e Ryip} C Z", gdzie:
w[i’i ] = [wl, ,wl-_l,O, Wiy oo, Wir_n, O, Wir_1y - ,wn_z] e Z"
dla kazdego w = [wy, ..., w,_,] € Z"2.

Uwaga 5.29. Zlozonos¢ obliczeniowa algorytmu 5.28 zalezy od algorytméw uzytych
do implementacji kroku 2° oraz kroku 3°. W naszej implementacji:

¢ do implementacji kroku 3° uzywamy algorytmu 5.21, ktérego (asymptotyczna) pesy-
mistyczna zlozonos¢ obliczeniowa wynosi On?),

* krok 4° implementujemy przy uzyciu algorytmu 2.21, ktéry ma wyktadnicza ztozo-
noé¢ obliczeniowy, patrz uwaga 2.22(a).

Podsumowujac, nasza implementacja algorytmu 5.28 ma wyktadnicza zfozono$¢ oblicze-
niowa.

Nastepujace twierdzenie stanowi podstawe dowodu twierdzenia 5.20 i jest gtéwnym
wynikiem niniejszego podrozdziatu.

Twierdzenie 5.30. Jesli I, | sq spdjnymi zbiorami czesciowo uporzgdkowanymi korangi dwa
wielkosci |1],|]| < 15,0l =4 | & CDtype, = CDtype]. Jesli dodatkowo |I| & {9,10} 3 ||, to
I =z ] < specc; = specc;

Dowéd. Zatézmy, ze I, ] sa spéjnymi zbiorami czeSciowo uporzadkowanymi korangi
dwa wielkosci |I], ]| < 15. Pokazemy, ze I ~7 | & CDtype, = CDtype].

,=" Wynika z lematu 5.19(a).

<" Dowdéd ma charakter obliczeniowy i jest analogiczny do dowodu twierdzenia 4.47.

Etap 1° Przy pomocy algorytmu 4.28, generujemy wszystkie, z dokladno$cig do izomor-
fizmu (patrz fakt 1.44(a)), zbiory czeSciowo uporzadkowane I korangi dwa wielkosci
I < 15 (jest ich 1198 672).

Etap 2° Wybieramy porzadki spéjne (spdjnosé porzadku I weryfikujemy np. przy pomocy
algorytmu przeszukiwania grafu wszerz zastosowanego do kotczanu Hasse H)) - jest
ich 147 845, por. tabela 4.33.

Etap 3° Uzywajac algorytmu 5.22 oraz standardowych obliczeri algebry komputerowej
dzielimy zbiér wszystkich spéjnych zbioréw czesciowo uporzadkowanych I korangi
dwa wedtug typu Coxetera-Dynkina CDtype ; = (specc;, Dyn,). W wyniku otrzymuje-
my 62 zbiory CDTcpyype, por. fakt 5.23 oraz tabela 5.24.

Etap 4° Dla kazdego z 62 zbior6w CDTcpyype:

Etap 4.1° losujemy | € CDTcpiypes
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Etap 4.2° przy pomocy heurystycznego algorytmu 4.44 (oraz algorytmu 5.28) dla
kazdego J#I € CDTcpgype:

Etap 4.2.1° szukamy Z-odwracalnej macierzy B definiujacej dwuliniowg Z-réw-

nowaznos¢ I z?z J; jesli algorytm 4.44 znalazt zagdang macierz B € Gl(|J|; Z),
zapisujemy wynik i przechodzimy do etapu 4.2°, tj. analizujemy kolejny porza-
dek ]751 S CDTCDtype;

Etap 4.2.2° szukamy macierzy B’ € Gl(|]|; Z) definiujgcej rownowaznos¢ | gz I
i zapamietujemy macierz B := B'~! jako wynik. Jesli algorytm 4.44 nie znajdzie
macierzy B, zapisujemy porzadek ] na liScie dosprcpiype;

Etap 4.3° dla kazdego I € dosprcpyype:
Etap 4.3.1° przy pomocy algorytmu 4.44 znajdujemy macierz B” € GI(|J|; Z) defi-

niujacg rownowaznosé J’ NBZ I rme;dzy porzadkiem I a rozwazanym wczeéniej
porzadkiem |, ktéry spelnia J’ ~Z J. Jako wynik zapamietujemy B := B’ - B"~!
(korzystamy z przechodnio$ci relacji =~ ).

Liste obliczonych macierzy incydencji spéjnych zbioréw czeéciowo uporzadkowanych I
korangi dwa, podzielong wzgledem typu Coxetera-Dynkina CDtype, = (specc;, Dyn,),
wraz z macierzami definiujagcymi dwuliniowg Z-réwnowazno$¢, mozna znalez¢ w [43].
Zauwazmy, ze w przypadku porzadkéw I spelniajacych |I| = n & {9, 10} spektrum Coxe-
tera specc; C C jednoznacznie wyznacza typ Dynkina Dan e{A, ,n=23D, ,n>6
E¢; E; Eg}, patrz tabela 5.24. Stad, dla |I],|]| & {9,10} otrzymujemy specc; = specc; <
CDtype, = CDtype] o l=q] O

Uwaga 5.31. (a) Aby przyspieszy¢ obliczenia, w naszej implementacji zastosowalismy
buforowanie wywotan algorytmu 5.28 (obliczajacego redukt R}“i c 7).

(b) Algorytm 4.44 ma charakter heurystyczny i nie gwarantuje znalezienia macierzy
B € Gl(n; Z) definiujacej rtéwnowaznosé I =5 |. W przeprowadzonych przez nas oblicze-
niach w etapie 4.2.1° algorytm znalazt macierz B w 112 050 przypadkach, w etapie 4.2.2°
w 28 640 przypadkach a pozostate 7 093 macierzy zostalo znalezione w etapie 4.3.1°.

(c) Nastepujace wykresy przedstawiajg informacje o czasie pracy algorytmu 4.44,
w przypadku znalezienia szukanej macierzy B € GI(|J|; Z) definiujgcej dwuliniowa
Z-réwnowazno$¢ miedzy porzadkami korangi dwa I oraz | wielkosci [I| = |J| = n < 15:
na pierwszym wykresie sumaryczny czas dzialania jednego procesora; na drugim: czas
znalezienia pojedynczej macierzy, por. uwaga 4.48(c).

1 _ 70sek. 1 S 2
000 godz 976,91 ~ 40,7 dni 3 g < N
60 sek. | = T8 | B »
800 godz. |
50 sek. = =
600 godz. | 40 sek. | pss
30 sek 3 &
400 godz. | 382,61 ~ 15,94 dni Sek. I
e}
20 sek. | 10 pes
200 godz. | o g g o =
=9 2 & 8 10sek. | & 5] *°©
R 2 2 3 3 Q
7 8 9 10 11 12 13 14 15 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

(d) Algorytm 4.44 sprawdza si¢ zar6wno w przypadku wyszukiwania réwnowazno-
Sci pomiedzy porzadkami gtéwnymi (patrz dowdd twierdzenia 4.47), jak i porzadkami
korangi dwa (patrz dowéd twierdzenia 5.30). Niemniej, w drugim przypadku odsetek par



160 Twierdzenie o strukturze porzadkéw nieujemnych korangi dwa

porzadkéw, dla ktérych algorytm nie znalazt macierzy definiujgcej dwuliniowg Z-réwno-
waznos¢, jest znaczaco wiekszy: 24, 18% w poréwnaniu do 0, 23%. Powd6d tej réznicy nie
jest znany i bedzie przedmiotem dalszych badan.

5.4. Twierdzenie o strukturze porzadkow nieujemnych korangi dwa

Niniejszy podrozdziat poswigcony jest udowodnieniu twierdzenia 5.33, ktére zawiera
opis struktury spdjnych zbioréw czeéciowo uporzadkowanych I korangi dwa, por. [54].
Twierdzenie to stanowi wazne narzedzie w spektralnej analizie Coxetera skoriczonych
zbioréw czesciowo uporzadkowanych korangi dwa: przy jego pomocy, w nastepnym pod-
rozdziale dowodzimy lemat 5.44, ktéry zawiera opis jednopikowych porzagdkéw korangi
dwa oraz réwnowaznoé¢ (a)e(e) w twierdzeniu 5.5, ktéra dowodzi, ze definicja typu
Euklidesa (definicja 5.13) jest poprawna, patrz strona 167 oraz 173, odpowiednio. Twier-
dzenie 5.33 zawiera opis algorytmu, ktéry mozna uzy¢ do konstrukeji porzagdkéw korangi
dwa, ale ztozonos¢ obliczeniowa tego algorytmu wyklucza jego uzycie na potrzeby obli-
czen, ktérych wyniki prezentowane sa w dysertacji, patrz uwaga 5.37.

Przypomnijmy, ze algorytmy 3.52 oraz 4.28 opisuja proces konstrukcji wigkszych po-
rzadkoéw z mniejszych metodg dotgczania elementu minimalnego. Twierdzenie 5.33 opisuje
konstrukcje spdjnych nieujemnych porzadkéw korangi dwa metodg dodania dwdch no-
wych elementéw (niekoniecznie minimalnych) do spéjnych porzadkéw dodatnich. Idea
jest nastepujaca: zat6zmy, ze I jest skoriczonym spéjnym dodatnim zbiorem czeSciowo
uporzadkowanym oraz a,b €& I.

Konstruujemy bigraf A; rozszerzajac bigraf A; o wierzchotki a oraz b taczac je z istniejgcymi
wierzchotkami w bigrafie A; w sposéb opisany w twierdzeniu 5.33.

W twierdzeniu pokazujemy, ze kazdy spéjny porzadek | korangi dwa mozna skonstru-
owac taka metoda. Przejdziemy teraz do precyzyjniejszego opisu.

Porzadek I = ({1, ...,n}, <;) nazywamy uporzgdkowanym topologicznie, jesli dla wszyst-
kich i,j € I spetniajacych i <; j zachodzi i < j. Przypomnijmy, Ze kazdy skoriczony zbiér
czeSciowo uporzadkowany jest izomorficzny (a stad réwniez dwuliniowo Z-réwnowazny)
ze zbiorem uporzgdkowanym topologicznie, patrz uwaga 1.45. Twierdzenie 5.33 pokazuje,
ze zachodzi wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢:

I o (Juuv,st), gdzieu,v € R C Z" % oraz1 <s<t<n, (5.32)

pomiedzy n-elementowymi topologicznie uporzadkowanymi zbiorami cze$ciowo upo-
rzagdkowanymi I korangi dwa a n — 2 elementowymi porzadkami dodatnimi, dla ktérych
ustalono dwa pierwiastki u,v € Ry C Z"2 oraz dwa indeksy 1 < s < t < n. Innymi
stowy, kazdy spéjny porzadek I korangi dwa mozna skonstruowac ze spéjnego dodatniego
porzadku | oraz czwoérki ustalonych parametréw (5.32).

Twierdzenie 5.33. Niech I = ({1, ...,n}, <;) bedzie uporzgdkowanym topologiczne zbiorem
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czesciowo uporzgdkowanym, ktérego macierzq incydencji jest

s t

...... Cli=1 | C1t [Clps1 =+ o =+ = C1p

----- Cs-14-1|Cs-1t[Cs-11+1 = =+ = = Cs-1n

...... Cor-1 KOO Cot1 - - - - - - Csn ‘ S
Cs+ls+% R Cs+}t—1 CorltlCorltsl = = = =+ Csiln
USRI S| e M, (Z).
"1 ét—Zt—l
1 |epaeferp - - v v Crin
T oy oo v - Cin ‘ ¢

1 crapo -« - Cran

"1 Cn-1n

1

Nastepujgce warunki sq réwnowazne.
(a) I jest spojnym porzgdkiem korangi dwa, ktérego jgdro ma postaé
Kergi={veZ"qw)=0=Z-heZ -h' CZ"

gdzie wektory h,h' € Z" stanowq (s, t)-specjalng Z-baze (spetniajg rownosci hy = h; =1
oraz hy = h = 0).

(b) J = 16D =1\ {s,t} C I, gdzie 1 < s < t < n, jest spéjnym dodatnim uporzgdkowanym
topologiczne zbiorem czgsciowo uporzgdkowanym oraz:

o h®&H WD e Ry = {w e Z"2; qp(w) =1} C Z"72,
* ¢, :=hGD .(’j‘]. (W e 7,
® [Cls/'“/Cs—lslcss+lr"'/Cst—llcst+1f"'lcsn] =-h®bh. C] € Zn_z’

_ (s,t) . . -2
L4 [Clt’"”Cs—lt’CS-I—lt’""Ct—lt’ctt-i-l""’ct?l] —_ —h (S ) * C] E Zi’l 7

gdzie C; = C}S’t) € M,,_»(Z) jest macierzq incydencji porzqdku |, C} =Cy + C]tf €
M,,_,(Z), natomiast przez v € Z"=2 rozumiemy wektor, ktéry powstaje z wektora
v € Z" po usuniecie wspotrzednych s oraz t.

Dowdd twierdzenia 5.33 przedstawiamy na stronie 165.

Uwaga 5.34. (a) Prezentowany w rozprawie dowdd twierdzenia 5.33 opiera si¢ na bar-
dziej og6lnym wyniku: opisie struktury spéjnych jednolitych funkcjonatéw kwadratowych
q: Z" — Z (réwnowaznie: graféow krawedziowo-dwudzielnych, ktére nie majg petli, patrz
definicja A.8(b)) korangi dwa, ktéry pochodzi z pracy [55] (patrz tez [54]).

(b) Konstrukcja przedstawiona w twierdzeniu 5.33 ma charakter ogélny i opisuje me-
tode tworzenia wigkszych bigraféw na podstawie mniejszych (réwnowaznie: form kwadra-
towych o wiekszej liczbie zmiennych z form o mniejszej liczbie zmiennych). Ponadto, nie
wszystkie spo$réd konstruowanych niesymetrycznych macierzy Grama bigraféw to macie-
rze incydencji zbioréw czeéciowo uporzadkowanych, co prezentujemy w nastepujacym
przyktadzie (patrz tez uwaga 5.37).
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Przyklad 5.35. Rozwazmy nastepujacy 4-elementowy topologicznie uporzadkowany
zbidr czeSciowo uporzadkowany I.

o3
— 2
H{): 1.H5< 111 q7(x) =x7 +x1Xp +X1X3 +X1 X4+
°4 < = _lo111 + X% +XpX3 +XoX4+
Ga _Gq _CI_ 2
//’"".3 ] ] 0 O 1 0 + x3 +
A: 1e--e” 0001 ’
I 20 + x4
\\~/.4

Funkcjonat kwadratowy g;: Z* — Z, stowarzyszony z porzadkiem J, mozna przedsta-

wi¢ w nastepujacej postaci kanonicznej (patrz twierdzenie 2.17).
2 2 2

q;(x) = (x1 + X+ 2x3 + %x4) +32 (22 + 1y + %x4) +2 (x3 - %x4) +2x3 (%)
Zauwazmy, ze g;(v) = 0 dla kazdego v € Z* oraz gjv) =0 e v =20a stad ] jest
porzadkiem dodatnim. Standardowa analiza réwnania q;(v) = 1, gdzie q;(v) zapisane jest
w postaci kanonicznej (), dowodzi, ze zbiér pierwiastkéw R; = {v € Z4; qr(v) =1} C 74
zlozony jest z 24 wektoréw (patrz tez algorytm 2.21).

, 01,10, 1, O, O],[0, O, 1,0],[0, O,
, 01,10, -1 0 0110, O,-1,0],[0, O,
,-11,(1, O0,-1,-],[0, 1,-1,01,([0, 1,
, 11,[-1, o, 1, 11,[0,-1, 1,0],[0, -1,

, 11,[1,-1, 0, 0, [1,
,-11,1-1, 1, 0, 01,[-1, 0, 1, O],
,-11,[0, 1,-1,-11,[1, 1,-1, -1],
, 1,00,-1, 1, 1}, [-1, -1, 1, 1]

o
~

_1/ O]/

o

R]:

o O O O
)

(a) Zatézmy, ze s := 1,t := 2, u := [1,0,0,0] oraz v := [0,1,0,0]. Wtedy, zgodnie
z opisem macierzy C; = G 2, € M¢(Z) przedstawionym w twierdzeniu 5.33, mamy:

Cr = [Cij] =

SO OO OO~
SO OO R

tj. C; € Mg (Z) nie jest macierza incydencji zbioru czesciowo uporzadkowanego.
(b) Zatézmy, zes :=1,t :=2,u :=[1,0,—1,—-1] oraz v := [0, 1, —1, —1]. Wtedy, zgodnie
z opisem macierzy C; = G 2, € Mg(Z) przedstawionym w twierdzeniu 5.33, mamy:

110111 1,”,——2--_\ s
011011 oo ---e----- °
_ 1001111 . N /\A/://
CI_[CI]]_ ooo111l AI' ,’\,:\//_‘\ )\\ ,
000010O0 .'1,1/77:‘.’:7 S .
000001 3>~ 4 e

oraz C; € Mg (Z) nie jest macierza incydencji zbioru czeéciowo uporzgdkowanego, ponie-
waz cqp = 1, cp3 = 1 oraz cq3 = 0 (tj. macierz C; € M4 (Z) nie koduje relacji przechodniej).

(c) Zatézmy, zes :=1,t := 3,u :=[1,0,-1,-1] oraz v := [0,1, —1, —1]. Wtedy, zgodnie
z opisem macierzy C; = GAI € M5(Z) przedstawionym w twierdzeniu 5.33,

101111 1,-°7 773 75 1 3 3
011111 L bt BN AN
001011 SO :

Cr=lel=]g001 11| (> = HD: >< >< » (539)
000010 T, AR AR
000001 N 2 4 6
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tj. C; € Mg (Z) jest macierza incydencji sze$cioelementowego zbioru cz¢éciowo uporzadko-
wanego I. Ponadto, wektory u :=[1,1,0,0, -1, -1] € Z% orazu:=[0,0,1,1,-1,-1] € Z®
stanowia (1,3)-specjalng Z-bazgjadraKerl = Z - u@® Z - v C Z°.

Uwaga 5.37. (a) Zauwazmy, ze w przykladzie 5.35 istniejg dokladnie 8 640 sposoby
wyboru parametréw s, t, 1, v. Standardowe obliczenia pokazuja, Ze tylko 4 sposréd nich (dla
u:= [1/ O/ _1/ _1] € Z4/ 0= [01 1/ _]-/ _1] € Z4 oraz (S/ t) € {(]—/ 3)/ (1/ 4)/ (2/ 3)/ (214)})
koduja porzadek. Co wiecej, jest to doktadnie ten sam porzadek I (5.36).

(b) W praktyce, algorytm implementujacy konstrukcje opisang w twierdzeniu 5.33 jest
wolniejszy od algorytmu 4.28, gdyz:

* wymaga uzycia kosztownego (wykltadniczego) algorytmu obliczania zbioru pier-
wiastkow R; C Z™ (algorytm 2.21, patrz tez uwaga 2.22),

e dla kazdego dodatniego n-elementowego porzadku | wymaga rozwazenia O(n°)
bigraféw Aj 1 ., ), poniewaz Rl ~ n? (patrz twierdzenie 1.56(d), fakt 1.55(b) oraz
tabela B.27), |{(s,1); 1 <s < t < m}| = 22 = O(n?),

* poniewaz sprawdzenie, czy macierz Gq € M,,(Z) jest macierzg incydencji, ma ztozo-
noéé¢ O(n3), pesymistyczna ztozonoé¢ takiego algorytmu, to O(13") + o) = 02™).

Udowodnimy teraz lematy, z ktérych korzystamy w dowodzie twierdzenia 5.33. Przy-
pomnijmy, Ze jednolity funkcjonat kwadratowy q: Z" — Z (A.9), zdefiniowany wzorem
qx) = Z?:l X2+ y i<j ij * Xi " Xy gdzie g;; € Z, nazywamy sp6jnym, jesli stowarzyszony
z nim graf krawedziowo-dwudzielny A, (definicja A.8(b)) jest spdjny. Innymi stowy, jedno-
lity funkcjonat kwadratowy q: Z" — Z nazywamy spéjnym, jesli dla kazdegoi € {1, ...,n}
istnieje takie j € {1, ...,n} \ {i}, ze 9i # 0.

Lemat 5.38. Jesli q: Z" — Z jest spéjnym jednolitym funkcjonatem kwadratowym (A.9)
korangi dwa, a wektory (h,h) C Z" stanowig (s, t)-specjalng Z-baze (definicja 5.7) jgdra Ker g =
{ve Z";qv) =0} = Z-heZ-hCZ" to:

q(x) = gD (x&D) 422 + 57 + 2 byen (WD, RED) g - xy+ (5.39)
—2-byen (x&D hEDY . x, — 2. byen (x&) DY) . x,, '
gdzie:

¢ Z" S [xq, e, X,] = x 0 X0 1= (X9, 0, X1, Xgy1y oo s X1, Xpgds ooe X ] € Z172;

o gD ZM2— 7,40 = qly _ _o, jest spojnym dodatnim funkcjonatem kwadratowym,
zdefiniowanym wzorem gD (xSDY = gD ([x1, .0, Xg_1, X i1y o+ s g1y Xpg1s oo 1 X 1) 1=
Gx1, oo s X621, 0, X551, oo s X1, 0, Xp g, oee s X0 1);5

o funkcjonat dwuliniowy b, : Z">x 2"~ — Z jest polaryzacjg funkcjonatu gD: 2"~ —

Z (A13), . byion (xS, y (1) = 2 (x4 y(sih)y — gl (x5 — glob (D) ;

* wektory K> h'sH e Z"=2 s pierwiastkami funkcjonatu kwadratowego g : Z"=2 — Z,
. hOD, WD € Rown = (v e 2" gD (v) = 1) C 22,

Dowéd. Stosujac do funkcjonatu q: Z" — Z oraz wektora h € Kerg C Z" argumenty
uzyte w dowodzie lematu 4.58, fatwo pokaza¢, ze

q(x) =49 (x) + 22 = 2 by (x9, A ) - x,,

gdzie x := [xy,...,%_1,Xs, ..., X,] € Z"!, funkcjonat kwadratowy ¢ : Z""1 - Z
zdefiniowany jest wzorem g (x®)) := q([xy,...,%s_1,0,%,, ..., x,]) a by : Zn-1 x gn-1



164 Twierdzenie o strukturze porzadkéw nieujemnych korangi dwa

jest polaryzacja funkcjonatu g : Z"~! — Z. Z lematu 5.10(a), zastosowanego do bigrafu
Ay (definicja A.8(b)), wynika, ze funkcjonat q®): Z"=1 > Z jest spéjny i gtéwny. Dlatego,
na podstawie lematu 4.58, prawdziwa jest réwnosé

g9 (x®) = g (xh) 4 th —2. bqw) (xD hGEDY L x,, (%)
gdzie g : Z"~2 — Z jest spéjnym dodatnim funkcjonatem kwadratowym i stad:
q(x) = gD (xD) + 27 =2 byen (x&D, AEDY x4 42 -2 by (x, W) - xg.
Zauwazmy, ze z (*) oraz definicji polaryzacji funkcjonatu g zr-1 57 otrzymujemy:
2. bq<s)(x<5),h<5)) = q(5>(x(5) + h(S)) - q(s>(x<5)) - q(s>(h<s)) =
= gD (D + WD) 422 =2 ben (x©D + hED RED) - x4+
—gh (xh) — x? +2. bq<s,t>(x(s't),ﬁ(s'f)) xp—1=
=2. bq<s,t> (x(s,t>,h<s,t)) + q(s,t>(x(s,t>) + q<s,t) (h(s,t>)+
—2. bq(s,” (x(s,t),ﬁ(s,t)) cxp—2- bq(s,t) (h(s,t),ﬂ(s,t)) X+
— gD (xD) 2. bq<s,t>(x(5't>,ﬁ(s'”) x—1=
=2. bq<5,t>(x(5't),h(5'”) -2 bq(s,t)(h“'f),ﬁ“'t)) - Xy,

poniewaz ¢ (h®) = g(—e, + h) = 1 oraz ¢V (h") = g(—e;, + h) = 1 (patrz fakt A.22).
Podsumowujac, prawdziwa jest réwnos¢:

qx) = gD (D) 4 22 + 37 + 2 by (WD, RED) - xg- x4
—2. bq(slf)(x(s,n,h(s,t)) Xy —2- bq(s,t) (x<s,t>,ﬁ<s,t)) - X ]

Zat6zmy, ze n > 3 oraz 1 < s < t < n sg ustalonymi liczbami naturalnymi i rozwazmy
forme kwadratowq q € Z[xq, ... ,Xs_1,Xs41, - s Xt_1, Xt 41, -+, X, ], ktOra definiuje dodatni
jednolity funkcjonatl kwadratowy g: Z"~2 — Z (por. definicja 1.19 oraz uwaga 1.21).
Innymi stowy, rozwazmy dodatnio okreslony funkcjonat kwadratowy g: Z"~2 — Z, ktéry
bedziemy traktowac (formalnie) jako catkowitoliczbowy wielomian stopnia 2, zmiennych
{x1, .., %, } \ {xg, x;}. Symbolem x® := [xq,...,%,_1, X541, o, X4_1, %41, -, X, ] OZnAczad
bedziemy wektor powstaly z wektora x := [xq,...,x,] przez usuniecie elementéw na
wspotrzednych s oraz t. Dodatkowo, dla uproszczenia notacji, bedziemy pisa¢ Z[x] zamiast
Z[xq,...,X,], jesli nie bedzie to prowadzito do nieporozumieni.

Pokazemy, ze forma kwadratowa ql(f,’zf) € Z[x] = Z[x4, ..., X,,], zdefiniowana wzorem

gt () = q(xD) + 22 4 22 4 2. by (1, 0) - xg - 2xp =2 by (x0, 1) - xg = 2 b, (x4, 0) - xy,

gdzie u,v € Ry =A{v e Z" q(v) =1} C 72 sg pierwiastkami formy g € Z[x®],

definiuje jednolity nieujemny funkcjonat kwadratowy q,[fzf lizn > 7 korangi dwa.

Lemat 5.40. Zatézmy, zen > 3 oraz 1 < s < t < n sq ustalonymi liczbami naturalnymi,
g € Z[x'$] jest formg kwadratowg (wielomianem jednorodnym stopnia 2 zmiennych {x; ..., x,}\
(x5, x;}), ktéra definiuje dodatni jednolity funkcjonat kwadratowy q: Z"~2 — Z,0raz u,v € Ry =
{(r € Z"2; q(r) = 1} C Z"~2. Forma kwadratowa q-}) € Z[x], zdefiniowana wzorem
o) () 1= q(x D) 432422 +2-b, (14, 0) X5+, = 2:b, (X1, 1) - xy = 2-b, (xD, 0) -x,, (5.41)
wyznacza spojny nieujemny funkcjonal kwadratowy qiil: Z" — Z korangi dwa, ktérego jgdro
ma postac Ker q{f/’zf] ={velZ q{f/’zf](v) =0=Z-ue®Z-vCZ" gdzie
U= [y, g1, 1, Ugiq, 00, U1, 0,Uppq, -0, Uy,
0=

[01, 0+, 05-1,0 Ug41, -, 041, 1,041, 0, 0, ]
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Dowéd. Zauwazmy, ze kazdy wektor y € Z" mozna przedstawi¢ jednoznacznie w po-
staciy = +ys-u+y,-v,gdzieyj:=y—y, -u—y,; -vorazj;, = i, = 0. Na podstawie
definicji (5.41) oraz wilasnosci polaryzacji (A.13) prawdziwa jest réwnos¢

Gies) () = qiary (% + xqut + x,0) =
= gD + xgu + x,0) + x5 + 47 + 2b, (1, 0)x X+
— 2D, (XD + xu + x40, u)xg — 26, (XD + xu + x,0,0)x; =
= q(RED) 23 +x7 + 2by (D, u)x g+ 2b, (XD, 0)x; + 2b, (4, 0) XX, + X3 + X7+
+ 2B, (1, 0) XX — 2by (XD, 1) xg — 2x3 — 2b, (v, u) x5+
— 2b, (X, 0)x; — 2b, (1, 0)xx; — 2XF =
= (X)),

Stad fatwo sprawdzi¢, ze qu 4 — Z jest nieujemnym funkcjonalem kwadratowym
a wektory u, 0 stanowig (s, t)- spec]alnq Z-baze jadra Ker qu Hc oz . q 1 2" — Zjest
funkcjonatem korangi dwa.

Nalezy jeszcze pokazaé, ze funkcjonat q;,%,"': Z" — Z jest spojny. Zalézmy, przez

sprzeczno$¢, ze bigraf Aq% ] jest niespdjny. Oznacza to, ze jeden z wierzchotkéw xg, x;

[s,t].

jest izolowany. Bez zmniejszenia ogélnosci rozwazan zatézmy, ze zachodzi pierwsza
z mozliwodci, tj. x; - x; = 0 dla kazdego i # s. Stad, oraz z definicji (5.41) otrzymujemy, iz:

2. bq(x(sft),u) xs =0 = bq(x(sft),u) =0 = 0=0b,(u,u) (*)

co jest sprzeczne z zalozeniem, ze u € R, = {v € Z"2; g(v) = 1} C Z"~2 jest pier-
wiastkiem funkcjonatu q: Z"~2 — Z , poniewaz z (*) oraz wtasnoéci polaryzacji (A.13)
otrzymujemy 1 = g(u) = bq(u,u) =0. ]

Fakt 5.42. Zalézmy, ze q: Z" — Z (A.9) jest spéjnym jednolitym funkcjonatem kwadrato-
wym korangi dwa. Jesli wektory h,h € Z" stanowg (s, t)-specjalng Z-bazg ]qdm Kerg={v e
Z"; q(v) =0} =Z -h& Z-h C Z", to funkcjonat q: Z" — Z ma posta¢ q = qls M (5.41), gdzie:

* 1 Z"2 5 Z,G:=q = qlx,=x,=0 jest spojnym dodatnim funkcjonatem kwadratowym,

o wektoryu := h®H € 72,0 := hH € Z"~2 sg pierwiastkami funkcjonatu g: Z"=2 - Z.

Dowéd. Zatézmy, ze wektory h,h € Z" stanowia (s, t)-specjalng Z-baze jadra Ker g =
Z-h®Z-h C Z" jednolitego spéjnego funkcjonatu kwadratowym korangi dwa q: Z" — Z.
Zauwazmy, ze funkcjonal q: Z" — Z mozna utozsamia¢ z grafem krawedziowo-dwudziel-
nym A, (patrz definicja A.8(b)). Z lematu 5.38 wynika, ze funkcjonat 7 := gt 72 - 7
jest dodatnio okreslony a wektory u := h®? € Z"~2 oraz v := h®Y € Z"~2 sg pierwiast-
kami funkcjonatu 7: Z"~2 — Z. Z drugiej strony, na podstawie lematu 5.40, funkcjonat
ﬁLS;] Z" — Z zdefiniowany wzorem (5.41) jest funkcjonalem korangi dwa, ktérego ja-
dro Ker q[s 4 C Z" ma postac Ker q[s = Z.heZ hC2Z" Latwo sprawdzi¢, ze zbiory
p1erw1astkow R, C Z" oraz R [5,1 C Z" sg réwne i stad, na podstawie twierdzenia 1.34,

q=qi5 m
Dowdd twierdzenia 5.33

Udowodnimy teraz gtéwny wynik niniejszego podrozdziatu.

Dowéd twierdzenia 5.33. Zalézmy, ze I = ({1, ..., n}, <) jest spéjnym uporzadkowanym
topologiczne zbiorem czeSciowo uporzadkowanym a C; € M,,(Z) (fakt 1.38(b)) macierza
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incydencji I. Z zatozenia wynika, ze macierz C; € M,,(Z) jest gérnotrdjkatna i stad porza-
dek I mozemy utozsamia¢ z jednolitym funkcjonatem kwadratowym g;: Z" — Z (1.40),
gdzie qu := C; € M,,(Z) jest niesymetryczng macierzag Grama funkcjonatu q;: Z" — Z
(definicja A.8(a)).

(a)=(b) Z zalozenia I jest spéjnym porzadkiem korangi dwa, a stad g;: Z" — Z jest
sp6jnym jednolitym funkcjonalem kwadratowym korangi dwa (definicja 5.1(a)) i w konse-
kwengji teza wynika z lematu 5.38.

(b)=(a) Teza wynika z lematu 5.40, zastosowanego do formy kwadratowej
q] =6 e Z[xl, coe s Xg s Xgp1r oo s X1 s Xpgp 1y oe ,xn],

ktora definiuje funkcjonat kwadratowy g;: Zn-2 7, pierwiastkow h&H h'6h e Ry =
{w € Z""%; q;(w) = 1} C Z"~? oraz indeks6w s, t € {1,...,n}, gdzies < . O

5.5. Serie jednopikowe

Gléwnym celem niniejszego podrozdziatu jest przedstawienie wynikéw analogicznych
do zawartych w twierdzeniach 3.17 oraz 4.26, dla przypadku jednopikowych zbioréw
czeSciowo uporzadkowanych korangi dwa. W szczeg6lnosci pokazujemy, ze jesli I jest
n-elementowym jednopikowym porzadkiem korangi dwa, gdzie n < 15, to:

* [jest kwadratowo Z-réwnowazny z jednym z rozszerzonych diagraméw Euklidesa
korangi dwa D € {D2_,, E2, E2, E2} przedstawionych w tabeli 5.3. Ponadto:

o jeslil ~y D%_Z, to I jest izomorficzny z jednym z czternastu typéw 5,(1},)54,, D2

5ﬁs,)s,]or 57(1;1,)5,;7,1'/ 51(1?,)5,;7,;'/ 51(1?,)54)/ 67(117,)5,;7,1’/ 57(1%)5,;7,41,” 51(13,)5,]0,17,;'/ 51(4},2?;7,1*/ 51(1},152;1/
55,},252;7, 55,}§Ep,r, sﬁéfp,r porzadkéw przedstawionych w tabeli 5.43;

o jeslil ~y 15, gdzie De {Ez, IE%, Iﬁ%}, to I jest i~zomorﬁczny z jednym 426 jedno-
pikowych porzadkéw I typu DI € {Elg, EI, Elg}.

* Inie jest kwadratowo Z-réwnowazny z rozszerzonym diagramem Euklidesa korangi
dwa A% 1-

* Inie jest dwuliniowo Z-réwnowazny z rozszerzonym diagramem Euklidesa korangi

dwa D € {A2_,,D2_,,E2,E2 F2).

n-1/
Na zakoriczenie podrozdziatu przedstawiamy dowdd twierdzenia 5.5, pokazujacego,
ze spojne porzadki korangi dwa, z doktadnoscig do relacji ~7, mozna sklasyfikowa¢ przy
pomocy porzadkéw Euklidesa korangi dwa Al,,_,, DI,,_,, El,, IEI7, IE18 (tabela 5.4).
TABELA 5.43. JEDNOPIKOWE PORZADKI KORANGI DWA

s+1  s+3  s+5

1 1
SO .1 S AN AP ms2 S®) L, SN TN TN e e
D ‘e ° e £3) ce—> -0 o> -0 oe—> -0 e - —e
m,s,p \ g m,s,p,q,r N A N A N 7
o —>0—>0 0> -0 ®5+2 o p+2 qg+2e e—>---e
542 s+d  s+6 s+7 p-1 q+3 -1
0<s<p—7<m—=5; m=5 0<s<p—3g—6<r-9<m—7; m2>=7
hy=—e5y1—e50+es 346544 hy=—es1—es0tep 1ty
hy=—es,1—e5 a+es 546546 hy=—eg1—es ate  1+eq,0
s+1  s+3 p+l_o 0. q+1
~ o —>e ® 545 ~ 3 P I PF3 9,/74+2 9+3 -1 m+2
9(2) .1 sA 7 N6 N me2 9(9) . §+» .ﬁ’éi‘.a oéﬁ)‘o — ro »m:
m,s ce—> ° >< e —>e>e m,s,p,q,r A
\.H.ﬁ m+1 °*— o—»olao — e
1 s S+ r 1
s+2  s+4 \.4 m+
0<s<m—-5; m>=5 0<s<p—2<Kg—-5<r—-8<m—6; m=6
hy=—es 1—€s 0t 43+€544 hi=—ep11—€pate p1+e,12

h2:_es+1 €542 €545 Cm1FCmy2 h2:_€p+1 —€p127Cs41 —Cs4n+2:€42
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1 P m+2 s}.
o>  0>0 = 1 s . \\\s+3
5y A (10) . 5+2
> Dinspr 18>0 oTre e o
e — °
p+3 r-1

m+2

+1
P//7:§L\ r

s+1  s+3
5(3) . p+l s;v.%.\s
Mmsp ‘e— e >< ° °
N U m+1
)
s+2  s+4
2<p<ssm—4; m=6 1<s<p—3<r=7<m—=5; m=6
hy=—e 1 —€syn+e543+6s544 hi=—es1—estep1+€p10
hy=—eg 1—es 0—e1+e, ey hy=—esy -5 p—e, 1+er1+e,40
p+1l  p+3
~ _ o+l
5(4) 1 sﬁ.\ s5+3 Pa .\7 m+2 5(11> . s+l p/yl“iv\t p+3 nmom+2
ms,pr e — o o> 4 ° e 1,5,p o —> —e—e 070
oﬁ+2 *— oﬁ o> o * == —e g
p+2  p+d p+5 r-1 1 S m+1l
0<s<p—3<r—8<m—6; m=6 1<s<p—1<m—4; m>=5
hy=—eg 1—es0+ep1+epin hy=—e1—esp1+em+e 4
hy=—¢5,1—¢50+e,,3+¢,14 hy=—e1—e,1—€patey+em2
s+l  s+3 p+1 s+l
S ®—> 05+3
~ —> e [ ) = 1 s 27 +1
Dpriss F05 Wi 2 DRY, e SERIT
/SiPs \ P \ A g /S,P — ./
°—> e o o> 0
s+2  s+4 p+2 p+3 r-1 s+5 P
0<s<p—5Kr—8<m—6; m=6 1<s<p—5<m—4; m=5
hy=—e5,1—€s1n+e 3+€ssa hy=—e5 -5 n+es 3+6544
hy=—e5 1—€50+€1+ep10 hy=—es 1—e50—€,+e1+e, 0
/"% 2
~ ° le 3 ~ 1 s r+1 m+
@(6) 1 At Phatpet i @(13) . ° oL 5% e e
ms,p * e— ) *— o o - -—>e>e m,s,p,r * A
7 N m+1 o —> *e—>0 —> 0 —> e
®5+2 o p+2 s+3 PNFILAp3 r
052
0<s<p—-3<m—6; m=6 1<s<p—2<r—5<m—4; m=5
hy=—esy1—esatep1tepin hy=—e,,1—€,2—2-e1+es 1 +e50+20e,
h2:_es+1_es+2_6p+3+em+1+em+2 h2:_€p+1_ep+2_es+1_es+2+2’em+2
1 P m+2 3 Pl 54’.%:? 5
- ~ S+ _
9(7) :prl T RS Nt A (14) o B RNGTS, L2
n,s,p,r o s . ;v. = e ﬁo —e m,s,p,x o>  e—>0-—>e o
®5+2 ® ri2 ml 1 s \f;l 5 r m+1
S+

2<p<s<r=3<m—=5; m27
hy=—eg 1—esynter1+e,40

hy=—e 1—e0—e1te 1 te 0

0<s<p—2<r=7<m—=5; m=5
hi=—ep11—€pratepi3+e,ia

h2:_6p+1 —€p127Cs41 —es10t2+€,4

4 ~~E ~G N7 ¢
B D DN D DB

L. = 1 = 2 = 3 =
Lemat 5.44. Jesli] € {D}, ,, Dy, Dins 2 D pr Dinsp,re D ps
(13) @;}éfp,r} jest jednym z czternastu zbioréw czescio-

N9 (10 N1 ~NA2) S
Q( ) 97(71/52%7” 9571;5217’ 9'571,5??’ £y

m,s,p,rs

m,s,p,q,17
wo uporzgdkowanych przedstawionych w tabeli 5.43, to:

(a) I jest porzgdkiem korangi dwa, ktérego jgdro Kerq; = Z - hy & Z - hy C Z"*2 generowane
jest przez wektory hy, hy, € Z"*+2 przedstawione w tabeli 5.43,

(b) I jest kwadratowo Z-réwnowazny z rozszerzonym diagramem Euklidesa korangi dwa D2,

(c) Dyn, = D,, oraz DI = ﬁlm.
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Dowéd. Dowdéd przedstawimy dla zbioru cze$ciowo uporzadkowanego I := 5,(7},)547,

'1.‘..} ’ » ‘1_1
HE il
101111 1
11111 .

1011 O 1 0 i
Cr=leyl = ‘o : . € My, 0(2).
1 1
s
1 i
e
1] m+2

Pozostate przypadki dowodzi sie analogicznie.

(a) W dowodzie uzywamy opisu struktury spéjnych zbioréw czeSciowo uporzadkowa-
nych korangi dwa przestawionej w twierdzeniu 5.33.

Rozwazmy m-elementowy zbiér czeSciowo uporzadkowany | := 1\ {s + 3,5 + 5} =
[(5+35+5) C [ oraz wektory ry := h{"3°%2 = ¢ | —e o 4e .y € ZMiry := KT =
—€s41 — €540 + 65,6 € Z". Zauwazmy, ze

s+l  s+3  s+5 s'+1

® > > O [ ] !
L1 s 1 1 WP m+2 . 1 s'A Ns'+3 p . *
7‘[(]) o —> o/' o —> e = e— o/' °—> —> 0 —>em -H(S/D ’oAm—p’)/
N 4 A N p
eo—H>0—>0 0> 0 ° o—> .
s+2  s+4  s+6 s+7 p-1 s'+2 p’+1 m-1

gdzies' :=sorazp’ := m—p+ s+ 6. Stad, w $wietle twierdzenia 3.17, | jest porzadkiem
dodatnim. Przypomnijmy, ze kolczan Hasse H(J) (fakt 1.38(a)) jednoznacznie koduje
macierz incydencji C; € M,,,(Z) (fakt 1.38(b)), a stad réwniez funkcjonal kwadratowy
qp: Z" — Z (1.40) zdefiniowany wzorem g;(x) := x-C;-x". Dlatego, na podstawie ksztattu
kotczanu H(]), tatwo obliczy¢ warto$¢ funkcjonatu q;: Z™ — Z na wektorach ry,r, € Z™,
tj. q;(r1) = qp(rp) = 124+12412-1-1-1-1=1istadr,7, ER;CZ".

Latwo sprawdzi¢, ze prawdziwe sg réwnosci: ¢;; = 77 - C, 7 ri =1 oraz

[C1ir -+ 1 Cs12is Cistar Cis+6r Cis+ 77+ 1 Cip—1 Cipr -+ s Cima 1, Cimy2] = =11 - Cf =
=[1,.,1,0,1,0,.,0,1,.., 1,11,

(€11 +vv s Corirs Cogits Cirsy Cits7s +ve 1 Cirp—1, Cirpyr s Citm1 Cirma] = =12 - Cy =
=[1,., 1, 1,0,0,..,0,1,.., 1, 11

gdziei:=s+3,i' :=5+5, Cy:= C;S+3’S+5) e M,,(Z) oraz é] =Cy+ C;’ e M,,(Z). Stad,
na podstawie twierdzenia 5.33, I jest zbiorem czeSciowo uporzadkowanym korangi dwa
a wektory hy, h, € M, »,(Z) sa (i,i")-specjalng Z-baza jadra Kerg; C Zm+2,

(c) Na podstawie dowodu stwierdzenia (a) wiemy, ze [(+35+3) ~ gDy o Ay awek-
tory hy, h, € Z"*2 stanowig (s +3, s +5)-specjalng Z-baze jadra Ker g; C Z"*2. Z definicji
typu Dynkina porzadku korangi dwa (definicja 5.12), twierdzenia 3.17(g) oraz lematu 5.14

wynika, Ze Dynl = Dynl(s+3,s+5) = Dyn D* oA =7D,,.oraz DI = ﬁlm.
_ _ s"Hpt m—p’
(b) Poniewaz DI = DI,,, na podstawie stwierdzenia (c), teza jest konsekwencja definicji
typu Euklidesa porzadku korangi dwa (definicja 5.13). ]

Pokazemy, Ze analogicznie jak w przypadku skoriczonych jednopikowych porzadkéw
gléwnych (patrz twierdzenie 4.26(a)), w przypadku skoriczonych jednopikowych porzad-
kéw I korangi dwa Dyn, # A _,.
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Twierdzenie 5.45. Jesli I jest m + 2 elementowym jednopikowym zbiorem czgsciowo uporzgd-
kowanym korangi dwa, to Dyn, # A,,.

Dowoéd. Niech I = ({1,...,m + 2}, <) bedzie jednopikowym zbiorem czeSciowo upo-
rzagdkowanym korangi dwa, ktérego jedynym elementem maksymalnym jest m + 2. Bez
zmniejszenia ogélnosci rozwazan mozemy zatozy¢, ze macierz incydencji C; € M, »(Z)
(fakt 1.38(b)) porzadku I jest gérnotréjkatna, patrz uwaga 1.45 i stad I mozemy utozsamiaé
z bigrafem A; (1.41), gdzie GA, =Cr e M,,,1»(2).

Zal6zmy, przez sprzeczno$¢, ze Dyn, = A,,. Na podstawie wniosku 5.9(a) wiemy, ze
istnieja wektory h;, h} € Kerq; C Z"*2 stanowiace (i, i')-specjalng Z-bazg jadra Ker q; C
Zm+2 gdziel <i <i < m+ 2. Zlematu 5.10(a), zastosowanego do bigrafu A;, wynika,
ze IV := I\ {i} C Ijest jednopikowym porzadkiem gtéwnym typu Dyn,, = A,,, co jest
sprzeczne z twierdzeniem 4.26(a). O

Uwaga 5.46. Wyniki eksperymentalne sugeruja, ze prawdziwe jest silniejsze twierdze-
nie: jesli I jest m + 2 elementowym zbiorem czgSciowo uporzagdkowanym korangi dwa, to
Dyn, # A,,. Dowéd w przypadku porzadkéw [ wielkosci |I| < 15 mozna przeprowadzi¢
obliczeniowo (patrz tabela 5.24), natomiast przypadek |I| > 15 pozostaje otwartym pro-
blemem. Jednym z mozliwych sposobéw na jego rozwigzanie jest przygotowanie opisu
wszystkich (wielopikowych) porzadkéw gtéwnych | typu Dyn, = Ajji=1 i przeprowadze-
nie rozumowania analogicznego do uzytego w dowodzie twierdzenia 4.26.

Przypomnijmy, ze w przypadku jednopikowych dodatnich n-elementowych zbioréw
czesciowo uporzadkowanych I, kwadratowa Z-réwnowaznoé¢ I ~5 D, gdzie D € {A,,
D, E¢, E;, Eg} (tabela B.17), implikuje dwuliniowg Z-réwnowaznos¢ I ~; DI, patrz
twierdzenie 3.17. Podobnie, w przypadku gtéwnych n-elementowych jednopikowych
porzadkow I, kwadratowa Z-réwnowaznos$¢ I ~ D, gdzie D e {An, D, IE6, E,, IES}
(tabela 4.4), implikuje dwuliniowg Z-réwnowaznos¢ I =y D, patrz twierdzenie 4.24.
Lemat 5.48 dowodzi, ze taka implikacja nie zachodzi w przypadku jednopikowych zbioréw
czeSciowo uporzagdkowanych korangi dwa.

TaBELA 5.47. BIGRAFY KORANGI DWA DWULINIOWO Z-ROWNOWAZNE Z JEDNOPI-
KOWYMI ZBIORAMI CZESCIOWO UPORZADKOWANYMI KORANGI DWA

1 8 3 1 7 3 1 6 3
PEZ: NG PE2 N R AN '
AN 2N L AN :
o—o—o *o—@e Oe—O0—0—0—0—0 Oe—O0—0—0—0—0—0
2 4 5 6 7 2 4 5 6 8 9 2 4 5 7 8 9 10
~ 1 % 2 ~ 2e ol 3
PDE: [ PD2, : N (m > 5);
°e—e—e—o A el m mel me2

Lemat 5.48. Zatozmy, ze I jest jednopikowym zbiorem czesciowo uporzgdkowanym korangi
dwa, ztozonym z co najwyzej m + 2 = |I| < 15 elementéw.

(a) I %5 A2,
(b) Jesli DI = DI, to:

o [ jest jednym z 4224 porzqdkéw (z doktadnoscig do izomorfizmu), ktore nalezg do 14 serii
przedstawionych w tabeli 5.43,

DI DI; DI D1, DIy DI, DI, DI;; DI, DI
4 6 25 66 140 260 441 700 1056 1530




170 Serie jednopikowe

o coxg(t) = 2 pmHl _ppm_ppm—lppm=2 L ym=3 45 14423 D2 4 t41 € Z[t],
o [ %y D2 oraz ~5 PD, gdzie PD := PD?, jest grafem krawedziowo-dwudzielnym,
ktory przedstawiono w tabeli 5.47.
(c) Jesli DI = El,, to:

o [ jest izomorficzny z jednym z 18 porzgdkéw zwartych w [43] i przedstawionych w ta-
beli 5.49,

e cox;(t) =8 + 17 + 10 —265 214 _ 283 4 2 + t 4+ 1 € Z[1],
o [ %y ]ﬁ% oraz I ~ PD, gdzie PD := ?E% jest grafem krawedziowo-dwudzielnym,
ktory przedstawiono w tabeli 5.47.
(d) Jesli DI = EL, to:
* z doktadnoscig do izomorfizmu, I jest jednym z 79 porzgdkéw zwartych w [43],
e cox;(t) =t + 18— 215 —2t4 + t+ 1 € Z[t],
o [ %y ]ﬁ% oraz I ~ PD, gdzie PD := ?IE% jest grafem krawedziowo-dwudzielnym,
ktory przedstawiono w tabeli 5.47.
(e) Jesli DI = ]ﬁlg, to:
* z dokladnoscig do izomorfizmu, I jest jednym z 329 porzqdkéw zwartych w [43],
e cox;(t) =10 19 —t7 16 4 3 Lt 41 € Z[t],

o [y ]ﬁ% oraz I ~5 PD, gdzie PD := Tﬁ% jest grafem krawedziowo-dwudzielnym,
ktory przedstawiono w tabeli 5.47.

TaBELA 5.49. JEDNOPIKOWE PORZADKI KORANGI DWA TYPU DYNKINA &

2 2 2 2 2 2 2 2 2
TN G T S S A SR F SN
i L) [ ] [ ] 2\. 1 [ ] L ] 2\i'\\0 I \f’\\. ./1\. /z O/i 1><0><i
NGOV VYN / NUORRL LN Y

N ! NN N

2
Pro, * Pux  Prpx Pigx Piy * Pis *  Pre*  Pizx Pig *
B NS N A VA NS AN 7N AN AN 71

b |

=

R T@ et R

Dowéd. (a) Wynika z twierdzenia 5.45 oraz lematu 5.14.
Dowéd stwierdzen (b) oraz (c) ma charakter obliczeniowy.

Etap 1° Przy pomocy algorytmu 4.28 generujemy gornotréjkatne macierze incydencji
C; € M[(Z) wszystkich (z dokladnoscig do izomorfizmu) zbioréw czesciowo uporzad-
kowanych I korangi dwa wielkosci |I| < 15. Jest ich dokfadnie 1198 672.

Etap 2° Wybieramy macierze incydencji porzadkéw jednopikowych (tj. macierze C; €
M;(Z), ktérych ostatnia kolumna sktada sie z samych jedynek). Jest ich doktadnie 4 650,
por. tabela 4.33.
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Etap 3° Przy pomocy algorytmu 5.22 i standardowych obliczeni algebry komputerowej
dzielimy uzyskany zbiér wedtug typéw Dynkina Dyn, € {Ay;_2, Dj_p, &, &7, Eg} oraz
wielomianéw Coxetera cox;(t) € Z[t].

TaBELA 5.50. LicZBA JEDNOPIKOWYCH PORZADKOW | KORANGI DWA WIELKOSCI
[I| < 15 POGRUPOWANYCH WZGLEDEM TYPU COXETERA-DYNKINA

n Dyn; cox;(t) #1 n Dyn; cox;(t) #1

7 Ds t7+t0-t3- 41312441 6 10 & 10449710 t4- 134441 329

8 Dy t8+17-2t0-1542t4- 132124111 25 11 Dy 110249 2481474644544 243 2421441 260

8 & t8+t74t0-2t5-244 231124 141 18 12 Dy 1241124102494 184474454 442432124 141 441

9 Dy t9+t8-217-2t042154 2442132121441 66 13 Dyp t13+#12 2411 241049, 48,4544 243 2421441 700

9 & t9+t8-215-2t% 141 79 14 Dy 1441324122410 4104 49,45, 44 243 2421141 1056

10 Dg t10+49-248-247+£6425+44-2¢3-24241+1 140 15 Dyg H15+414-2413 24124 4114410,45, 44 2432424441 1530

Stad, na podstawie lematu 5.14 oraz definicji 5.13, 1 ~5 D, dla D € {Iﬁ)lzll_Z, E2, E2, E2)
gdzie DI e {]ﬁlm_z, Elﬁ, ]ﬁI% EIS}, odpowiednio. Ponadto:

* pokazujemy, ze I %y f), poniewaz
I =y D = cox(t) = Coxﬁ(t),
patrz fakt 1.55(c), natomiast

COXﬁz (t) — tm+2 _ fm+1 — Py i.m—l + i‘3 _ t2 —t+ 1, COXE%(t) — t8 _ i’7 _ i‘6 + 2t4 _ t2 —t4 1,
m

coxﬁg(t) =0 -5t -2t 41, coxﬁg(t) =10 S ot 2t 41,

patrz [55, Proposition 2.2];

* pokazujemy, ze kazdy I spetniajgcy Dyn; = Dj_, jest izomorficzny z jednym
z 14 typéw porzadkéw jednopikowych przedstawionych w tabeli 5.43,

¢ pokazujemy, ze porzadki I typu Dyn, € {E¢, E7,E3)} zawarte sg w [43], w szcze-
goInosci, porzadki I typu Dyn, = & sg izomorficzne z porzadkami Pi, ..., Pl
ktérych kotczan Hasse przedstawiony jest w tabeli 5.49.

Etap 4° Przy pomocy algorytmu 4.44 (oraz algorytmu 5.28) pokazujemy, ze
I ~yz PD, gdzie PD € {PD},_,, EZ, E2, E3}, jesli Dyn, € {Dy_, &, &, &),

odpowiednio. Tojest, stosujgc algorytm 4.44 do macierzy gérnotréjkatnych C; € M (Z)
oraz ngﬁ € M (Z) (por. uwaga 4.45(b))v, obliczamy Z-odwracalng macierz B €
Gl(|I|, Z), ktéra spetnia réwnos¢ C; = B - G 25 B. Przyktadowo, w przypadku naste-
pujgcego zbioru czgsciowo uporzadkowanego I korangi dwa typu Dyn, = &:

171111111 1T001T101 TT1T7T1001

24 o5 01001101 0107170000 17071001
00101011 . 00100001 T07TT0070

-1 3 6 \ug — - T _
H([),./.X. .,CI_ 00010111’G5’I~E2_ 00017000|, B=]oooo0o1101
\><I/ 00001001 6 000017101 00001000
00000101 000001710 11111000
*e—> 0

4 7 00000011 00000010 11101000
00000001 00000001 10110001
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Twierdzenie 5.51. Niech I bedzie |I| = m + 2 elementowym jednopikowym zbiorem czgsciowo
uporzqdkowanym korangi dwa, ktérego typem Euklidesa jest DI € {DI,,, El,, IEI7, ]Elg} (defini-
cja 5.13). Jesli |I| < 15, to:

(a) I #5 D, gdzie D € {A2_,, D2 _,, E2,E2,E2},

(b) I ~4 PD, gdzie PD e {53]])'1| 2,30IE2 SDIEZ ?]Ez} jest grafem krawedziowo-dwudzielnym
korangi dwa przedstawionym w tabeli 5.47,

(c) I =y DI, gdzie DI € {]ﬁ)ln, ]ﬁl@ ]ﬁ17, ]ﬁlg} jest porzgdkiem Euklidesa korangi dwa przedsta-
wionym w tabeli 5.4,

(d) Ijest izomorficzny z jednym z czternastu typow porzgdkéw 51(1},)s,p/ 5,(5)5, 5%543, gﬁ,é,p,r,

S = 7 = ~C ~¢! 1D /12 F[a (14
D s, D pr Dinss p,rs Dt pars Db pars Dinsyre Dinslps Diarpr Dinsiprs Do,
przedstawionych w tabeli 5.43 (jesli Dyn, = D,,) lub I jest izomorficzny z jednym 426
jednopikowych porzgdkéw I typu Dyn, € {&, &7, &g}

Jesli | jest jednopikowym porzgdkiem korangi dwa, to nastepujgce warunki sq réwnowazne.
(e) I~z]
(f) I'=z],
(g) specc; = specc),
(h) Dyn, = Dyn] (e DI = 5])

W szczegolnodci, kazdy m + 2 = |I| < 15 elementowy jednopikowy zbior czesciowo uporzgdko-
wany I korangi dwa, jest wyznaczony jednoznacznie, z dokladnoscig do dwuliniowej Z-réwnowaz-
nosci, przez:

L spektrum Coxetera specc; Cc C,
e typ Dynkina Dyn, € (D, E6,E7,ER)-

Dowod. Stwierdzenia (a)—(d) oraz réwnowaznos¢ (e) = (f) sa konsekwencjg lematu 5.48
oraz przechodniosci relacji dwuliniowej Z-réwnowaznosci ~ .

(f)=(g) Wynika z faktu 1.55(c).

(g)=(h) Jest konsekwencjg lematu 5.48, ktéry pokazuje, iz spektrum Coxetera specc, C
C jednoznacznie wyznacza typ Dynkina Dyn; € {D,,, &, &, £g} jednopikowego porzadku
I korangi dwa wielkodci |I| < 15, por. tabela 5.50.

(h)=(f) Wynika z (b) oraz przechodnio$ci relacji dwuliniowej Z-réwnowaznoéci ~y:

B, = =~ ., B
I =z DI}, = DJf, =7 ]

B]BI

implikuje I =5 J. ]

Uwaga 5.52. Wyniki eksperymentalne przedstawione w lemacie 5.48 (patrz tez tabe-
la 5.24) sugeruja, ze twierdzenie 5.51 ma ogdlny charakter i jest prawdziwe dla wszystkich
jednopikowych zbioréw czesciowo uporzadkowanych korangi dwa, por. twierdzenie 4.24
oraz twierdzenie 4.26. Jednym z mozliwych sposobéw na udowodnienie tej hipotezy jest
zastosowanie rozumowania analogicznego do uzytego w dowodzie twierdzenia 4.26.
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Etap 1° Pokazujemy, ze 14 serii jednopikowych zbioréw czesciowo uporzadkowanych
przedstawionych w tabeli 5.43 opisuje w petni wszystkie porzadki jednopikowe I koran-
gi dwa. Dowdd tego faktu mozna przeprowadzi¢ w oparciu o opis struktury spéjnych
porzadkéw korangi dwa (twierdzenie 5.33) oraz opis jednopikowych porzadkéw do-
datnich (twierdzenie 3.17), analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 4.26.

Etap 2° Dowodzimy silniejsza wersje lematu 5.44, tj. pokazujemy, ze kazdy I € {5,%)547,
52 /B A 6 NON % (8 ~3C 510 Fadl
Dinss Divs,pr Diws e Dinsip,rs Dispr Dt e D s p.ars Dimspa,es Dinspre D sips
CD,S}ZS);,, CD,(,}SS)F, r, CD,S}%);, +} przedstawiony w tabeli 5.43 jest dwuliniowo Z-réwnowaz-
ny z grafem krawedziowo-dwudzielnym PDZ, , ktéry przedstawiono w tabeli 5.43,

np. wskazujac jawnie macierze definiujace Z- rownowaZnoéC’, por. lemat 3.19 oraz
lemat 4.57.

Ze wzgledu na zlozono$¢ oraz techniczny charakter proponowanych rozumowarn, nie
przedstawiamy omawianych dowodéw w dysertacji.

Dowdd twierdzenia 5.5

Podrozdziat koficzymy dowodem twierdzenia 5.5, ktére analogicznie do twierdze-
nia 1.56 oraz twierdzenia 4.6, opisuje wszystkie, z dokltadnoscia do relacji kwadratowej
Z-réwnowaznosci ~, spojne porzadki I korangi dwa (definicja 5.1(b)). Méwiac precy-
zyjniej, pokazemy Ze kazdy spéjny zbidr czesciowo uporzadkowany I korangi dwa jest
kwadratowo Z-réwnowazny z jednym z rozszerzonych diagraméw Euklidesa korangi
dwa D € { A|I| y ~\I| ,, E2,E2, EZ} przedstawionych w tabeli 5.3. Ponadto pokazemy,
ze porzadki I korangi dwa, skladajace sie z co najwyzej [I| = n < 15 elementéw, z do-
ktadnoscig do relacji ~ klasyfikuje si¢ przy pomocy porzadkéw Euklidesa korangi dwa
DI € {D1,, Ely, EI,, Elg}, ktére przedstawione sa w tabeli 5.5.

Dowéd twierdzenia 5.5. Réwnowazno$¢ (a)<(b) wynika z faktu 5.2.

Aby udowodni¢ rownowaznos¢ (c)«(e) wystarczy pokazac¢, ze kazdy DI € {DI,,_»,
]EI6, El,, ]E18} jest porzadkiem korangi dwa, poniewaz w takim przypadku teza jest konse-
kwencja lematu 5.48, przechodn1osc1 relac]l ~y oraz faktu, iz 5 = ~ (patrz fakt 1.55(a)).
Do wykazania, iz DI € (D1,,_,, El¢, EI, ]EIS} jest porzadkiem korangi dwa wystarczy
zastosowac argumenty uzyte w dowodzie lematu 5.44(a), gdyz:

20 > @5 20 >0 —> 06 60 —>e07
Rl 4 El
= 6\ 8 = 7\ 9 = 8 10
Elg: 10 30— El, : 10 >e—>e Elg : 10 >e—>e
//7
se "y / 5 4 / 3 4 5 4 /
40— 07 36e—>0—> 038 20 >0 —> 0 —> 0 —> 09
hl = e1—€5—€g—Cy+eg hl = e1—€g—€y—eg+eg hl = e1—ey—eg—eg9+teqg
hz = epteztegtes+ hz = epteztegtes+ hz = epteztegtes+
+36+€7—3'€8 +e6+2'37+€8—4'69 +2'€6+2'€7+3'68+€9—6'€10

oraz ]ﬁlm = 5;1)07

(b)e=(c) Bez zmniejszenia ogélnosci rozwazan mozemy zatozy¢, ze macierz incydencji
C; € M,,,(Z) stowarzyszona ze zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym I (fakt 1.38(b)) jest
gornotréjkatna, patrz uwaga 1.45. Stad porzadek I mozemy utozsamiaé z bigrafem A; (1.41),
gdzie CA =CreM,,(Z),iteza wynika z twierdzenia 5.11.

(d)=(a) Diagram | DI e {Am D2, ]E%, IE7, ]E%} jest bigrafem korangi dwa, ktérego
jadro ma postaé Ker DI = Z - h= ©Z- h;31 C Z™ (patrz [55, Proposition 2.2] oraz dowéd

twierdzenia 5.11). Zauwazmy, ze porzqdek Ijest nieujemny, poniewaz q;(v) = g 5 Ioh_1 (v) =
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qﬁl(h_l(v)) > 0dladowolnegov € Z™. Ponadto, Ker g; = Z~h_1(h51)EBZ-h_1(h’BI) czm,
co pokazuje, ze I jest porzadkiem korangi dwa.

(c)=(d) Z zalozenia istnieje macierz B € Gl(m; Z) spelniajgca réwnosc¢ Gﬁl = B".G;-B.
Latwo sprawdzi¢, ze automorfizm h: Z™ — Z™ zdefiniowany wzorem h(x) := x - B
spetnia r6wnos¢ gy o h = g5, co konezy dowéd. O



Dodatek A

Grafy krawedziowo-dwudzielne oraz
formy kwadratowe

Niniejszy dodatek zawiera podstawowe informacje na temat graféw krawedziowo-
dwudzielnych (ang. edge-bipartite graphs) w sensie [111] oraz ich zwigzku z jednolitymi
funkcjonatami kwadratowymi (ang. unit quadratic forms). Przedstawimy najwazniejsze
twierdzenia oraz fakty uzywane w rozprawie. Dodatek zostat przygotowany na podstawie
prac [8, 81,97, 111, 113, 119] oraz monografii [4, 28, 102].

Grafy oznakowane (ang. signed graphs) zostaly zdefiniowane przez Harary’ego [64]
(patrz tez [126]) jako grafy posiadajace jeden z dwdéch rodzajéw krawedzi: krawedzie do-
datnie L* oraz ujemne L™. Innymi stlowy, sa to grafy, ktérych krawedzie zostaty pokoloro-
wane dwoma kolorami. Grafy krawedziowo-dwudzielne (bigrafy) zostaly wprowadzone
w [111] jako klasa graféw oznakowanych, w ktérej zada sie, aby dowolne dwa wierzchotki
taczyt tylko jeden rodzaj krawedzi.

Definicja A.1. [111, Definition 2.1] Grafem krawedziowo-dwudzielnym (w skrocie: bigrafem)
nazywamy pare A = (Ao, A1), gdzie Ay = {1, ..., m} # @ jest skoriczonym zbiorem wierzchotkéw,
natomiast Ay = AT UAT C {{i,j}; i,j € Ay} jest multizbiorem krawedzi (w tym petli) spetniajg-
cym warunek AT N A7 = @. Przez Ay (i, ) oznaczamy multizbior krawedzi tgczgeych wierzchotki
i oraz j. Ponadto:

(a) Bigraf A = (AO,AIr U A7), ktory nie zawiera petli (tj. Ay (i,i) = @ dla dowolnego i € Ag)
oraz wielokrotnych krawedzi nazywamy prostym (jednorodnym,).
(b) Dowolny bigraf A = ({1, ..., m},Ay = AT U AT) przedstawiamy graficznie w przestrzeni

euklidesowej zgodnie z nastgpujgcg konwencjg: elementy multizbioréw A7, AT przedstawiamy
w postaci krawedzi ciggtych i j oraz przerywanych i----j.

(c) Dowolny graf A" = (Ag, A1) utozsamiamy z bigrafem A = (A, Aq), w ktorym AT = Aq, tj.
zbior krawedzi przerywanych A7 jest pusty.

(d) Kazdy bigraf A = ({1,...,m},Ay = AT UAT) bez petli, kodujemy w postaci niesymetrycznej
macierzy Grama CA e M, (Z) =M,,(Z),

_1 d?Zd?S"'dfm e e s .
1 db, ...40 1, jeslii = j,
Ga=| o |eMu@), gdieat =1 Jet 8 >
A= o m\&), & i) AT DL jesli () € AT,
O . ‘dﬁz—lm _|A1_(11])|I ]eéh- (l/]) S Al_
1

oraz symetrycznej macierzy Grama G, := % (Go+Gl) e MA(%Z) = Mm(%Z),

175
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(e) Bigraf A = (Ag,Aq) nazywamy spéjnym, jesli graf A" = (A, A}) powstaty z A przez
zamiang krawedzi przerywanych i----j na ciggle i j (4. A7 = AT U A] oraz
AT = D) jest spéjny. Rownowaznie: A = (Ag, Aq) nazywamy spéjnym, jesli dla dowolnych
wierzchotkéow u, w € A istnieje taki cigg wierzchotkéw (vy,...,v5) € (Ag)°, Ze vy := u,
vs := woraz (v;,v;) € Ay wtedy i tylko wtedy, gdy j =i + 1, por. [28].

Izomorfizm graféw krawedziowo-dwudzielnych definiuje si¢ analogicznie do izomor-
fizmu graféw prostych, por. definicja 1.5.

Definicja A.2. Grafy krawgdziowo-dwudzielne A = (Ag,Ay) oraz A" = (4(,4Y), gdzie
Ay = A7 UAT, AT NAT = D oraz A} = AT UAT, AT N AT = @ nazywamy izomorficznymi,
jesli istnieje taka bijekcja f: Ag — Ay, Ze dla dowolnych i,j € Ay zachodzi:

o AT, = 1AT(F (D), f (7)) oraz
* AT DI = 1A (F @), fG)I

gdzie symbolami AT (i,j) C AT oraz A7 (i,j) C Ay oznaczamy multizbiory krawedzi tgczqcych
wierzchotki i oraz j.

W rozprawie analizujemy skoriczone zbiory cze$ciowo uporzadkowane z doktadnoscia
do kwadratowej oraz dwuliniowej Z-réwnowaznosci (definicja 1.53). Sg to réwnowaznosci
analogiczne do stabej ~ oraz silnej = Z-kongruencji Grama bigraféw, zdefiniowanych
w pracy [111] (patrz tez [115]).

Definicja A.3. Niech A, A’, bedq grafami krawedziowo-dwudzielnymi, ktére majg m wierzchot-
kéw, a Gp, G € M, (Z) oraz G, G € Mm(%Z) stowarzyszonymi z nimi niesymetrycznymi
oraz symetrycznymi macierzami Grama. Bigrafy A oraz A" nazywamy:

(a) stabo Z-kongruentnymi (oznaczenie A ~5 A'), jesli Gy ~z Gy, tzn. istnieje taka Z-od-
wracalna macierz B € M, (Z), ze G, = Bir. Gy - B;

(b) silnie Z-kongruentymi (oznaczenie A =5 A'), jesli G, ~z G, tzn. istnieje taka Z-od-
wracalna macierz B € M,,(Z), ze G, = B - G4 - B.

W rozprawie uzywamy notacji ,,~BZ” oraz ,,zB 7", aby wskaza¢ macierz B € Gl(m; Z)
definiujgcg kongruencje Grama.

Definicja A.4. [111] Zalézmy, zZe A = ({1, ...,m},Ay) jest grafem krawedziowo-dwudzielnym
bez petlia G, € M,,(Z) jest niesymetryczng macierzq Grama (definicja A.1(d)).

(a) Macierzq Coxetera Cox, € M,,(Z) nazywamy catkowitoliczbowg macierz kwadratowg

Coxy := —Gp - G5 € M,,(Z), gdzie G5 := (G31)" = (G)

(b) Transformacjq Coxetera @,: Z" — Z" bigrafu A nazywamy funkcje liniowq zdefiniowa-
ng wzorem P, (v) := v - Coxy, dla kazdego v € Z".

(c) Wielomianem Coxetera cox,(t) € Z[t] nazywamy wielomian charakterystyczny macierzy
Coxy € M, (Z), tj.
coxp(t) :=det(t-E — Cox,) € Z[1].

(d) Spektrum Coxetera specc, C C nazywamy multizbior wszystkich n wartosci wlasnych
macierzy Coxetera Cox, lub, réwnowaznie, wszystkich n rozwigzan réwnania cox, () = 0.

(e) Zbiorem pierwiastkéw bigrafu A nazywamy zbior Ry := {v € Z"; qp(v) = 1} C Z".
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(f) Jgdrem bigrafu A nazywamy zbior Ker g, := {v € Z"; q5(v) = 0} C Z".

Pokazemy teraz, ze transformacja Coxetera ®,: Z" — Z" grafu krawedziowo-dwu-
dzielnego A (bez petli) jest nietrywialnym automorfizmem grupy Z", ktéry przeprowadza
pierwiastki A w pierwiastki A.

Lemat A.5. Zatozmy, ze A = ({1,...,n},Aq) jest skoriczonym bigrafem (bez petli) oraz
Dy: Z" - 7", P (v) = v- Coxy jest transformacjg Coxetera A.

(a) Funkcja ®p: Z™ — Z" jest automorfizmem grupy wolnej Z' oraz @ # idzn.
(b) ga(PA(v)) = ga(v) dla kazdego v € Z".
(c) PA(Rp) = Ry, gdzie Ry :={v € Z"; qp(v) = 1} C Z".

Dowéd. Zatézmy, ze G, = [d?]lgi,jgn € M,,(Z) jest niesymetryczng macierzg Grama
stowarzyszong z bigrafem A (definicja A.1(d)).

(a) Zauwazmy, ze funkcja @ : Z" — Z" jest homomorfizmem, poniewaz dla dowol-
nychu,w € Z" zachodzi @, (u+w) = (u+w)-Coxy = u-Coxp+w-Coxy = Pp(u) + Py (w).
Ponadto, funkcja @Zl AL/ (Dgl (v) :==v- Coxj1 jest dobrze zdefiniowana, poniewaz
det(Gy)

det(Cox,) = det(—Gy - G57) = det(—G,) - det ((GRH)") = (=1)" - det(Gy)

= (-1

Latwo sprawdzié, ze @4 o @1 = @11 0 @, =idy, a stad @, jest bijekcja i w konsekwengji
automorfizmem grupy Z".

Pokazemy, przez sprzeczno$¢, ze @, # idyn. Zalézmy, ze @, (v) = v dla dowolnego
v € Z". Stad Py (e;) =e;-Coxy =¢;dlal < i < niw konsekwencji Coxy = E € M,,(Z) jest
macierzg identyczno$ciowa. Z definicji macierzy Coxetera (definicja A.4(a)) otrzymujemy:

CoxA:E@—GA~GZ”:E@ —GA:GX
a stad —dﬁ = dﬁ = dﬁ = 0 dla kazdego 1 < i < n. Podsumowujac, zalozenie réwnosci
@, = idy. prowadzi do sprzecznoéci, poniewaz d4 = 1 z definicji niesymetrycznej macie-
rzy Grama (definicja A.1(d)).
(b) Wprost z definicji, dla dowolnego v € Z" otrzymujemy:
Ga(PA () = ga(@ - Coxy) = (=0 Gy - G37) - Gp - (=0 Gy - G =
=U'GA'GZ”'GA'GZI -G’X-vt’ =0-Gy -0 =g, (0).

(c) Wynika z (a) oraz (b). O

Macierzowe morsyfikacje graféw krawedziowo-dwudzielnych

Wazng role w spektralnej klasyfikacji Coxetera graféw krawedziowo-dwudzielnych A
(w tym porzadkow) odgrywajq macierzowe morsyfikacje stowarzyszone z A, wprowadzone
w pracy [110] (patrz tez [111-113]). Odwolujemy si¢ do nich w twierdzeniu 3.41, ktére
stanowi podstawe algorytmu 3.47 stanowigcego rozwigzanie problemu 3 (sformutowanego
we wstepie) dla przypadku spéjnych dodatnich zbioréw cze$ciowo uporzadkowanych I,
ktére majg co najwyzej |I| < 14 elementéw lub dokladnie jeden element maksymalny.

Definicja A.6. [113, Definition 2.3] Niech A = ({1, ..., n},A) bedzie skoriczonym spéjnym
grafem krawedziowo-dwudzielnym, ktéry nie ma petli. Nieosobliwg macierz A € M,,(Q) nazywa-
my macierzowg morsyfikacjg bigrafu A, jesli:

(@) A+ A" =2.G,,
(b) Cox, := —A-A""" e M, (Z).
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Innymi stowy, macierzowa morsyfikacja A nazywamy nieosobliwg macierzA € M,,(Q),
ktéra: (a) dla kazdego v € Z" spetnia v - A - 0" = v - G, - v'"; (b) wyznacza macierz
Coxetera Coxy := —A - A~ 0 wspélczynnikach catkowitych. Z definicji, macierze mor-
syfikacji bigrafu A wyznaczajg ten sam zbiér pierwiastkow R 4, ale (potencjalnie) r6zne
transformacje Coxetera @ 4: Z" — Z, @, (v) := v - Cox,. Co za tym idzie, wyznaczaja
rézne geometrie @ 4-oczkowe I'(R,, D 4) (patrz definicja 3.38 oraz uwaga 3.39). Przyklady
réznych geometrii oczkowych tego samego bigrafu, mozna znalez¢é np. w pracy [114].

Na podstawie [113, Theorem 3.3] dowolna morsyfkacja A € M,,,(Q) dodatniego grafu
krawedziowo-dwudzielnego A jest wyznaczona jednoznacznie przez macierz Coxetera
Coxy = —A- A7 € M,,,(Z). Innymi stowy, prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie A.7. Niech Gy, € M, (%Z) bedzie symetryczng macierzq Grama stowarzyszong
z dodatnim bigrafem A = ({1,...,n},Aq) bez petli. Zatézmy, ze A € M,,(Q) jest macierzowg
morsyfikacjg A oraz Cox, = —A - A7, Jesli B € M, (Q) jest macierzowg morsyfikacjg A
spetniajgcqg rownos¢ Coxg = Coxy, to B = A.

Dowdd. Poniewaz Cox, = Coxg = —B-B~#" < Cox, -B" +B =0orazB =2-G, — B
na podstawie definicji macierzy morsyfikacji, to:

0 =Coxy - B" + B=Coxy - B" +2-G, — B = (Cox4 — E) - B +2-G,.

Z zalozenia, bigraf A jest dodatni i w konsekwengji 1 nie jest warto$cig wlasng macierzy
Cox 4 (patrz [111, Lemma 2.1(b)]). Stad macierz Coxg — E jest odwracalna. Podsumowujac:

B = —(Coxy —E)™1-2-Gy ® B=-2-G, - (Coxy —E)™""=2.G, - (E—Cox,)~"".

Stad kazda macierz B morsyfikacji bigrafu A spetniajaca Coxg = —B - B~" = Cox jest
jednoznacznie wyznaczona przez macierz Cox,. W szczegdlnosci B = A. O

Funkcjonaly kwadratowe

Kazdy graf krawedziowo-dwudzielny, ktéry nie zawiera petli, mozna utozsamiac
z jednolitym funkcjonatem kwadratowym (patrz [8, 97, 102, 111]).

Definicja A.8. Jednolitym funkcjonatem kwadratowym nazywamy funkcje q: Z" — Z zdefi-
niowang przez forme kwadratowgq (jednorodny wielomian stopnia dwa), tj. okreslong wzorem

qx) =23+ -+ 22 + Zqi]' -x; - x;, gdzie g;; € Z. (A9)

i<j
(a) Niesymetryczna oraz symetryczna macierz Grama funkcjonatu q: Z" — 7Z majq postaé
1 12 -+ - q1n
G, = - e M,,(Z) oraz G, := 1(Cv§q + Cv;f{) S Mn(%Z).

-2
O 1 An—1n

1
Zauwazmy, Ze q(x) mozna jednoznacznie przedstawic w postaci q(x) = x-Gq-x” = x-Gq-xt’.

(b) Grafem krawedziowo-dwudzielnym A, funkcjonatu q: Z" — Z jest bigraf wyznaczony przez
niesymetryczng macierz Grama GAq = Gq € M, (Z).
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(c) Jednolity funkcjonal kwadratowy q,: Z% — 7Z, zdefiniowany wzorem
Ga(x) =x-Gp-x" =x -Gy - x,

gdzie A = (Ag,Aq) jest grafem krawedziowo-dwudzielnym bez petli oraz Z40 = Z™, nazy-
wamy funkcjonatem Grama bigrafu A.

(d) Funkcjonat q: Z™ — Z nazywamy spéjnym, jesli bigraf A, jest spojny.

(e) Zbiorem pierwiastkow funkcjonatu q: Z" — Z nazywamy zbior R, := {v € Z"; q(v) =
1} € z".

Uwaga A.10. Funkcjonal kwadratowy q,: Z™ — Z (definicja A.8(c)), wyznaczony
przez bigraf A = ({1, ...,m},Aq) bez petli, mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci:

qA(x)_x1+ X2, +Zx Xj Zx Xj, (A.11)

Xj= X
gdzie sumowanie odbywa sie po wszystkich krawe;dmach ze zb1oru A4. Ponadto:
¢ dla dowolnego funkcjonatu jednolitego q: Z™ — Z (A.8) zachodzi:
qg(v) = qu(v) dla kazdego v € Z™ (poniewaz Gq = GAq),

* dla dowolnego bigrafu A (bez petli) o m wierzchotkach prawdziwa jest rownosc:

A =4, (poniewaz Gy = GqA)'

Dlatego utozsamiamy funkcjonat q: Z™ — Z z bigrafem A, a bigraf A z funkcjonalem
gp: Z" — Z,jesli nie prowadzi to do nieporozumien.

W rozprawie analizujemy jednolite funkcjonaty kwadratowe q: Z™ — Z, ktére sa do-
datnie [nieujemne], tj. dla dowolnego 0 # v € Z™ spelniajg q(v) > 0 [q(v) > 0] (jest to defi-
nicja uzywana powszechnie w teorii reprezentacji algebr, patrz np. [4, Definition VII.3.1]).
Poniewaz kazdy jednolity funkcjonat q: Z™ — Z jest wyznaczony jednoznacznie przez
symetryczng macierz Grama Gq e Mm(%Z) C M,,(R) (definicja A.8(a)), naturalne jest
pytanie o zwigzek dodatnioéci [nieujemnosci] funkcjonatu q: Z™ — Z z dodatnia okre-
Slonoscig [polokreslonoscig] macierzy G, € M, (R). Nastgpujacy fakt pokazuje, ze sa to
pojecia réwnowazne i, w szczegdlnosci, dowodzi poprawnosci definicji 1.29.

Fakt A.12. Niech A € M,,(Z) C M,,,(R) bedzie symetryczng macierzq kwadratowg.

(a) Macierz A jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy g, (v) = v-A -0 > 0dla
dowolnego 0 +# v € Z™.

(b) Macierz A jest dodatnio pélokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy ga(v) =v-A-v'" > 0dla
dowolnego v € Z™.

Dowéd. Zauwazmy, ze g4 (v) > 0(g4(0) > 0)dla0 # v € Z™ (0 € Z™) wtedy i tylko
wtedy, gdy g4 (w) > 0 (g4 (@) 2 0)dla0 +# w € Q™ (W € Q™), poniewaz

ga(w) = qA(;‘]’,',) = ")qu(w ), gdziew' € Z oraz 0 + w" € Z.

(w

Dlatego, bez zmniejszenia ogélnosci rozwazar, udowodnimy, ze macierz A € M,,(Z) C
M,,(Q) C M,,(R) jest dodatnio okres$lona (pétokreslona) wtedy i tylko wtedy, gdy
ga(w) > 0 (g4 (@) = 0) dla dowolnego 0 # w € Q™ (W € Q™).

Poniewaz implikacja ,=” wynika wprost z definicji dodatniej okre$lonosci (p6tokre-
$lonosci), wystarczy pokazac ,,<".

(a) Zat6zmy, ze g4 (w) > 0 dla kazdego 0 # q € Q. Stosujac argumenty uzyte w induk-
cyjnym dowodzie kryterium Sylvestera przedstawionym w [91, Twierdzenie 7, str. 349],
tatwo pokaza¢, ze kazdy (wymierny) wiodgcy minor gtéwny macierzy A € M,,(Z) C
M,,,(Q) jest dodatni. Stad macierz A € M,,,(Z) C M,,(R) spelnia warunki kryterium
Sylvestera (twierdzenie 2.4(a)) i w konsekwengji jest dodatnio okreslona.
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(b) Zauwazmy, ze funkcja 7,: Q" — Q, gdzie 7, (w) = w - A - w" dla kazdego
w € Q™ jest ciggla oraz, z zalozenia, g 4(0) 20 dla dowolnego v € Q™. Poniewaz zbitr
Q™ jest gesty w R™, kazdy wektor u € R moze zostaé przedstawiony jako granica ciggu
r =lim;_  w} elementéw w} € Q™ i w konsekwengji

qu) =q (llirgwl”) = lim q (w¥) > 0. O

1—>00

Zalézmy, ze q: Z" — Z jest funkcjonatem kwadratowym zdefiniowanym wzorem (A.9)
g(x) =x3 + - +x3 + Z%’ -x; - xp =x- Gy - x'7, gdzie q;; € Z,
i<j

gdzie G, € Mn(%Z) jest symetryczng macierzg Grama (definicja A.8(a)). Z funkcjonatem
q: Z" — Z stowarzyszamy Z-dwuliniowy funkcjonal symetryczny (tzw. polaryzacje)
by: Z" x Z" — Z zdefiniowany wzorem

by(x,y) = 3[4(x +y) —q(x) —q(] =x- G, -y (A.13)
oraz pochodne czastkowe Dyq: Z" — Z:
)
Dyg(x) = %(x) =2-x + Z%’k - X + qui - X (A.14)
k i<k k<i

Lemat A.15. Jedliq: Z" — Z jest nieujemnym funkcjonatem kwadratowym zdefiniowanym
wzorem (A.9), to:

(a) dla dowolnego x € Z" prawdziwe sq réwnowaznosci:

qx) =0 & Gy -x'" =0 & by(—,x) = b,(x,—) =0, (A.16)

(b) jgdroKerq = {v € Z; q(v) = 0} C Z" jest podgrupg grupy Z" postaci
Kerg =Uz(G,) = {v € Z"; G, -v'" = 0} C Z", (A.17)
gidzie G, € Mn(%Z) jest symetryczng macierzq Grama (definicja A.8(a)), a by: Z" x Z" —
Z (A.13) jest polaryzacjg funkcjonatu q: Z" — Z.

Dowdd. (a) Przedstawiony dowdd opiera si¢ na ideach zawartych w [4, str. 261-262].
Z funkcjonatem gq: Z" — Z stowarzyszamy jego rozszerzenie do przestrzeni R”, tj.

funkcjonat 7: R" — R, gdzie §(X) = Y% + e+ Efl + ZK]. 9ij - X - X =X+ Gy X gdzie

X = [Xy,...,X,] € R”, polaryzacje b;: R" x R" — R zdefiniowang wzorem (A.13) oraz
pochodne czastkowe D;7: R" — R zdefiniowane wzorem (A.14). Pokazemy, Zze

i@ =06 YVieq oy Dig® =0 G, ¥ =0 by(—%) =b(Xx,-) =0 (A1)

.....

dla dowolnego ¥ € R"”. Dowdd skiada sie z trzech krokéw.

Krok 1° Prawdziwa jest réwnosc¢
Dif(®) = 2 by(ey, ), (A.19)
gdziel <k <norazx = [xy,...,%,] € R". Z definicji (A.13) otrzymujemy:
2. bﬁ(ek,f) =qge +x) —qlep) —qx) =

=T 4+ T+ T+ 124 T+ + Tt
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i<j<k k<i<j i<k<j
) QT @A D+ g B+ D) X - 17 =
i<k k<i
=X b A X+ ) %X 2K+ 14
i<j
+) i T+ Y G Xe—1 -7 =
i<k k<i

=q(X) + D g(x) +1-1-4x) = Drq(x).

Krok 2° Réwnowazno$¢ 4(x) =0 & Ve, .y D q(x) = 0.

,=" Poniewaz §: R" — R jest funkcja ciaglta oraz q(v) > 0 dla dowolnego 7 € R”
(fakt A.12(a)), to warunek 7(x) = 0 implikuje istnienie minimum globalnego w punkcie
X € R". W konsekwencji D; 7 (¥) = 0 dla kazdego 1 < k < n.

,&="Jedlix = [Xq,...,X,] € R"oraz D;g(X) =0dlal <k <, to:

G(X) = by (X, %) = byley - Xy + + +8, - %, X) =Xy - by(eq, ) + - + %, - be(ey, ¥) =0,

poniewaz bﬁ(ei,%) = %Dkﬁ(i) =0, patrz (A.19).

Krok 3° Prawdziwos$¢ rownowaznoS$ci Gq T =0 bﬁ(—,f) = bﬁ(%, —) = 0 wynika
z definicji polaryzagji (A.13), natomiast rownowazno$¢ Vie (1, Dr§(¥) = 0 & bﬁ(—,f) =
0 jest konsekwencja réownosci (A.19).

Zauwazmy, ze dla dowolnych 1 < k < norazx € Z" C R" mamy D;g(x) = Dyq(x)
oraz §(x) = q(x) i stad réwnowaznosci (A.18) implikuja (A.16).

(b) Na podstawie (a) zachodzi réwnos¢ (A.17). Stad wynika (b), gdyz Uy, (Gq) C Z" jest
podgrupa grupy Z". O

Nastepujacy fakt (wersja twierdzenia Kroneckera-Capellego) pokazuje, ze jadro Ker g =
{v € Z"; q(v) = 0}y C Z" nieujemnego funkcjonalu kwadratowego q: Z" — Z (defi-
nicja 1.29(b)) jest grupa wolng, ktérej ranga réwna jest rzedowi symetrycznej macierzy
Grama G, € MH(%Z).

Fakt A.20. Niech q: Z" — Z bedzie jednolitym nieujemnym funkcjonatem kwadratowym
aG, € Mn(%Z) C M,,(Q) symetryczng macierzq Grama (definicja A.8(a)).

(a) Jgdro Kergq = {v € Z"; q(v) = 0} C Z" jest grupg Z-wolng rangi

rank(Kerg) = n —rzg Gq,

] . L . 1
(b) rank(Kerq) = [{A; 0 # A jest wartoscig wlasng macierzy Gq € M, (52)}I.

Dowdd. (a) Na podstawie lematu A.15(b), Kerq C Z" jest podgrupa grupy Z", wiec jest
grupa Z-wolng rangi rank(Ker q) = s, gdzie s < n, patrz [103, Theorem 10.17]. Zat6zmy,
ze wektory hy, ..., h tworzg Z-bazg grupy Kerg C Z". Zauwazmy, ze Kerq = Uz(G,) jest
podgrupa przestrzeni liniowej

Ug(Gy) ={ue Q" G, -u" =0} C Q"

Z twierdzenia Kroneckera-Capellego wynika, ze dimg Ug(G,) = n —r, gdzie r =
rzg Gq. Poniewaz wektory hy, ..., h; € L{Z(Gq) = L{Q(Gq) N Z" sa Z-liniowo niezalezne,
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wiec sg réwniez Q-liniowo niezalezne i na podstawie twierdzenia Steinitza zachodzi
nierdwnos$é s < n —r.

Aby zakoriczy¢ dowdd (a) wystarczy udowodnié, ze n — r < s. W tym celu zalézmy, ze
Uy, oo Uy E Z/{Q(Gq) C Q" jest Q-baza przestrzeniZ/{Q(Gq) C Q". Poniewaz wspotrzedne
wektoréw uy, ..., u,_, sa liczbami wymiernymi, wiec istnieje taka liczba c € Z, ze wektory
iy =y, .., Uy, 2= Uty nalezg do Z", a tym samym nalezg do Uy (G,) = Ug (G NZ".
Latwo sprawdzi¢, ze wektory uy, ..., U,,_, sa Z-liniowo niezalezne. Zatem tworza one Z-
bazg grupy M := Z-1iy +--+Z-u,_, C Uz(G,) generowanej przez iy, ..., i, _,. Stad wynika
nieréwnosé n — r = rank(M) < rank Uy, (Gq) = s, co koniczy dowdd stwierdzenia (a).

(b) Symetryczng macierz G, € MH(%Z) C M,,(R) mozna przedstawié¢ w postaci G, =
Pq . Dq . P;l, gdzie Pq jest macierzg ortogonalng, a Dq = diag(A4, ..., A,,) jest macierza, na
ktorej przekatnej znajdujg si¢ wartosci wlasne macierzy G, (patrz [70, Corollary 2.5.11(a)]).
Poniewaz mnozenie przez macierz nieosobliwg nie zmienia rzedu macierzy (patrz [70,
0.4.6(b)]) otrzymujemy rzg G, = er(Pq~Dq-P,;1) =rzg D, istad rank(Kerq) = rzq G, =
I{A; 0 # A jest warto$cig wlasng macierzy Gq S Mn(%Z) H. O

Uwaga A.21. Zauwazmy, ze dowdd faktu A.20 nie przedstawia metody znajdowania
wektoréw generujacych jadro

Kerg = {v € Z"; g(v) = 0} = {v € Z"; G, - v'" = 0} C Z",

ale pozwala na wyznaczenie ich liczby. Rozwigzywanie systemu liniowych réwnan Dio-
fantycznych postaci G, - v = 0 jest zlozonym zagadnieniem, patrz [21].

Przypomnijmy, Zze dodatnie jednolite funkcjonaty kwadratowe maja skoriczony zbiér
pierwiastkéw, patrz fakt 2.16. W przypadku jednolitych funkcjonatéw nieujemnych, ktére
nie sa dodatnie, zbiér pierwiastkéw jest nieskoriczony.

Fakt A.22. [109, Theorem 3.2(a)] Niech q: Z" — Z bedzie jednolitym nieujemnym funk-
cjonatem kwadratowym. Jesli h € Kerq := {v € Z"; q(v) = 0} C Z", toq(v + k- h) = q(v)
dla dowolnych v € Z" oraz k € Z. W szczeg6lnosci, zbior R, ={ve Z"; q(v) =1}y C Z"
pierwiastkow funkcjonatu q: Z™ — Z jest nieskoriczony, jesli q: Z" — Z nie jest dodatni.

Dowéd. Niech b,: Z" x Z" — %Z bedzie polaryzacja funkcjonatu q: Z" — Z, tj.
bq(x,y) = %[q(x+y) —q(x) —q(y)], patrz (A.13). Poniewaz q(x) = bq(x,x) orazg(x) =0 &
bq(—,x) =0 bq(x, —) = 0 (lemat A.15), dla dowolnych v € Z" oraz k € Z prawdziwa
jest rownos¢

g(v+k-h) :bq(v+k-h,v+k~h) =
= by(v,0) + k- b,(v,h) +k-b,(h,v) + k2 - by(h,h) = b, (v,0) = (0).

Aby zakonczy¢ dowdd, zauwazmy ze q(ey) = 1 (poniewaz funkcjonat g jest jednolity). Stad
istnienie wektora 0 # h € Kerq = {v € Z"; q(v) = 0} C Z" implikuje nieskorficzono§é
zbioru pierwiastkéw Ry 2 {er + k-h ke ZyCZz". O

Inflacje grafé6w krawedziowo-dwudzielnych

Przedstawimy teraz definicje operacji inflacji grafu krawedziowo-dwudzielnego (bez
petli i wielokrotnych krawedzi) w sensie [111] (patrz tez [81]). Jest to wazne narzedzie
w spektralnej analizie Coxetera skoficzonych bigraféw oraz zbioréw cze$ciowo uporzad-
kowanych, ktérego uzywamy w dowodzie lematu 4.60.

Definicja A.23. [111, Definition 3.1] Zatézmy, ze A = ({1, ..., m},Aq) jest grafem krawe-
dziowo-dwudzielnym (definicja A.1) bez petli oraz dﬁ = |Af(a,b)| — |A7 (a, b)|.
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(a) Inflacjg A w punkcie a € Ay nazywamy bigraf t; A uzyskany z A przez zmiang wszystkich
krawedzi przerywanych a- - - -b na ciggle oraz cigglych a——>b na przerywane.

(b) Inflacjg A wzgledem niepustego zbioru krawedzi przerywanych AT (a, b) nazywamy bigraf
A" =t A powstaly z A nastepujgco:
(b1) zamieniamy wszystkie krawedzie przerywane A (a,b) na ciggle;

(b2) dla kazdego wierzchotka c # b spelniajgcego Ay (a,c) # @ ustalamy: dﬁ; 1= d —di.-d5,,

AT (b, 0] = |,
A7 (b, 0)| = |di,

, jeslidd >0,

Aj(a,c) :=Aq(a,c) oraz { (A.24)

, jeslidd < 0;
(b3) pozostate krawedzie bigrafu A stajq sie krawedziami A'.

Definicja A.23 to wyrazona w jezyku bigraféw definicja inflacji jednolitego funkcjonatu
kwadratowego (wprowadzona w [96], patrz tez [69, Section 1.2],[8, Section 2.7], [7, Section
1.2]), znana tez pod nazwg transformacji Gabrielova [102, str. 15].

Nastepujacy przykiad ilustruje dziatanie operacji inflagji t_,.

Przyklad A.25. Rozwazmy graf krawedziowo-dwudzielny A = ({1, ...,7},4,) przed-

stawiony na nastgpujacym rysunku. Bigraf A" := t},A, ktéry powstaje z A po zastosowaniu
operadji inflacji t, ma postac:

Zgodnie z definicja operadji inflacji, zbiér wierzchotkéw Aj bigrafu A" = (4, A}) = t,A
réwny jest Ay, natomiast zbiér krawedzi A} konstruujemy nastepujgco:
* A1(1,2) := AT (1,2) = {{1,2}} (zamieniamy krawedZ przerywang 1- - - -2 na ciagla);

* A1(7,-) = A(7,-), poniewaz Ay (7,1) = @ (wierzcholki, ktore nie sg potagczone
z wierzchotkiem 1 zachowuja wszystkie krawedzie bez zmian);

* pozostale krawedzie wyznaczmy zgodnie ze wzorem A.24, przyktadowo:
A|(4,2) := @, poniewaz dézl = d§4 — de -df4 =2-1-2=0,
A1(2,6) := AH(2,6) = {{2,6}}, poniewaz d, = d5, —d, -dy =0—1-(=1) =1,
A1(2,3) := A7(2,3) = {{2,3},{2,3}}, poniewaz do; = db, — d, - dfy = 2.

Latwo pokaza¢, ze inflacja przeprowadza spéjny bigraf A w spdjny bigraf A’, ktory jest
stabo Z-kongruentny z A ([111, Lemma 3.1]).

Lemat A.26. Zafozmy, ze A = ({1, ...,n},Aq) jest spojnym bigrafem, ktéry ma n > 3 wierz-
chotkdw, a € Ay jest ustalonym wierzchotkiem A oraz AY (a,b) jest ustalonym, niepustym, zbiorem
krawedzi przerywanych.

(a) Bigraf A’ := t; A jest spojny oraz G, = E;"-Gu-E;, gdzie
E; :=diag(1,...,1,-1,1,...,1) € Gl(n; Z), (A.27)

jest macierzq diagonalng, ktéra powstaje z macierzy jednostkowej E = [e;;] € Gl(n; Z) C
M,,(Z) przez zamiang elementu e,, na —1.
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(b) Bigraf A" := t A jest spojny oraz G = Eu—b” -Gp-E,

1, jeslii=j,
E,, = lej] € M, (Z), gdzie ¢;; := 1 —IAT(a,b)l, jesli (i,) = (a,b),
0, w przeciwnym przypadku.

W szczegolnosci, inflacje t; oraz t, przeprowadzajg bigrafy spéjne bez petli i wielokrotnych kra-
wedzi w bigrafy spojne bez petli i wielokrotnych krawedzi. Ponadto inflacje zachowujg dodatniosé
i nieujemnosc.

Dowdd. Poniewaz kazdy bigraf bez petli A mozna utozsamiaé z symetryczng macierzg
Grama G, € M A(%Z ) (patrz definicja A.1(d)), lemat wynika z definicji inflacji (defini-
¢ja A.23) oraz standardowych obliczer. W szczegdlnosci, zauwazmy ze definicja A.23(b2)
gwarantuje sp6jnos¢ bigrafu A’ := t, A. Inflacja t;, moze usung¢ krawedz {b,c} € A, ale
tylko wtedy, gdy {a,c} € A;. Poniewaz A (a,c) := A;(a,c), usuniecie krawedzi {b, c} nie
rozspéjnia bigrafu A’, por. przyktad A.25. O

Przyklad A.28. Rozwazmy nastepujacy bigraf:

1-1 00 00 1-2 000 0
1 11
2 01-1 10 0 -5 1—5 ? 2 2
1 > 3 6 ~ _|oo1-1-14 o1 11.1 1
Al NT=s, G =| 00 T T T eM(Z), Ga=| 07 121 eMe(A2).
N7 272 122
o 000011 0 oL 171
4 T11°
000001 0o 0-1 1173
Pokazemy, przy pomocy inflacji, ze A ~ Eg:
3 3 3
t [ ] = ) = L]
A4 1 2/}\5\6 |56, 1 2,/ 1\5 6 134, 1 2,/ |\5 6 = F
° e | e---T"e ] e | o ° ] (] 6
\‘// I
[ ] [ ) ]
4 4 4
2 s _ ptr . . . e - .- .T— _
Réwnowaznie Gg, = B - G, - B, gdzie B:= E| - Eg54 - E3y =
100 00 0 100 00 0 100 00 0 100 00 0
010000 010000 010000 0010000
oo 1000 001000 oo0o1-1oof f[oo0o1-100
“]loo0o0-100 000100 000100 | o0oo0o0-100
000010 0000 1-1 000010 0000 1-1
000001 00000 1 000001 000001

Zauwazmy, ze, macierz B € Mg (Z) nie definiuje dwuliniowej Z-réwnowaznosci pomiedzy
bigrafem A a diagramem Eg, natomiast macierz A := Bir. GA B € Mg(Z) C Mg(Q) jest
macierzq morsyfikagji bigrafu E¢ w sensie definicji A.6, poniewaz A + A" =2 G, oraz
Coxy 1= —A- A7 € Mg (Z):

1-1 000 0 0010000

01-1 00 0 001100

= 001 0-10 000011
A:=B".G,-B= X4 = Mg (Z).
Ga 0 0-11 00 7EGIEs’ Coxy 111000 € Ms(2)

000010 -1 -1-1-1-1-1

000 0-11 111110

Twierdzenie A.30 przedstawia klasyfikacje gtéwnych spéjnych graféw krawedziowo-
dwudzielnych (definicja 4.1(c)), z dokladno$cig do stabej Z-kongruencji Grama. Twier-
dzenie pochodzi z pracy [69] (patrz tez [96] oraz [81, 111]), gdzie zostato przedstawione
w jezyku jednolitych funkcjonatéw kwadratowych. Bedziemy jeszcze potrzebowacé naste-
pujacej definigji.
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Definicja A.29. Catkowitoliczbowy wektor v = [vq, ...,v, ] € Z" nazywamy wiernym, jesli
v; # 0dla wszystkich 1 < i < n.

Twierdzenie A.30. [69, Remark 2] Jesli A = ({1, ...,m},Aq) jest spojnym glownym grafem
kraw(;dzzowo dwudzzelnym ktory nie ma petli ani wzelokrotnych kmw(;dzz orazKergy = Z- Z-h4 C

m 10 A~ DA dla pewnego DA e {Am,m 1; ]D)m,m >4; ]E6, E,; IES} oraz [h$| < hPA (dia

pewnej numeracji wierzchotkéw grafu DA), gdzie Ker DA = Z - hD5 C Z™. W szczegolnosci, dla
kazdegoi € {1, ..., m}, zachodzi |hA| < 6 oraz istnieje taki indeks 1 < s < m, Ze hd = 41

Dowéd. Zalézmy, ze A = (Ag = {1,...,m},Ay = AT U A7) jest spéjnym grafem kra-
wedziowo-dwudzielnym, Kerg, = Z - h® C Z™, oraz g*: Z™ — Z jest funkcjonatem
kwadratowym wyznaczonym przez A (A1D).

Definiujemy B := B, - B, -- B,,,, gdzie B; = E; (A.27)jesli h? < 0 oraz B; = E w prze-

ciwnym przypadku. Bigraf A, zdefiniowany wzorem Gy := B Gy - B, jest gtowny,

KerA=h3-Z,h% > 0oraz A ~EZ A (por. fakt 1.55(e)).

Rozwazmy maksymalng serie¢ inflacji
A=A m ity A= st =A% s A (A31)
takich, ze hﬁi > 0. Wtedy:

e dla kazdegoi + 1 < r, bigraf A™*! jest sp6jny, gléwny oraz

i

b = b4 (E;, )7 = (b4, hd  hA +hy b k] > B (A3D)

a;_17

* seria (A.31) jest skoriczona: poniewaz istnieje skoficzona liczba bigraféw wielkosci

m, ktore nie posiadajg petli oraz wielokrotnych krawedzi, oraz A+ Ndlai #j
(poniewaz h4" # h?);

 wektor h := h?" jest wierny (w przeciwnym wypadku istnialyby a,b € {1, ..., m}
takie, zeh, = 0,h, > 0,45 = —1loraze, -G -h'" =Y 7" 44 -h; = 2 h=0 7% +h; <0
co jest sprzeczne z lematem A.15).

Whnioskujemy, ze bigraf A" jest grafem prostym i z lematu 4.5(b) otrzymujemy A" ~ DA e
{An,n 1,D,,n > 4;Eq E,; Eg} (tabela4.4)istad A ~5 DA (zmiana numeracji wierzchot-
kéw grafu zachowuje kwadratowa Z-réwnowaznos¢é, por. fakt 1.44(a)). Ponadto, wektor
h? € Z™ mozna przeprowadzi¢ w wektor hP4 € Z™ przy pomocy operacji zmiany znaku,
zwigkszenia warto$ci wsp6trzednej (A.32) oraz permutadji i stad [h%] < hP2 (dla pew-
nej numeracji wierzchotkéw grafu DA). Poniewaz postaé wektoréw hP4 € Z" jest znana
(patrz lemat 4.5(a)), otrzymujemy: |h?'| < 6 oraz istnieje takie s € {1, ...,m}, zehd = +1. O

Dowéd twierdzenia A.30 zawiera schemat algorytmu konstruujacego macierz B €
Gl(|Agl; Z) definiujaca staba Z-kongruencje Grama pomiedzy gtéwnym grafem krawe-
dziowo-dwudzielnym A a grafem Euklidesa DA € {Kn,n > 1; ]]S)n,n > 4; I~E6; IE7; ]Es},
patrz [111, Algorithm 3.1] oraz [81, Algorithm 4.3, Algorithm 5.4]. Algorytm jest prawi-
dlowy (w szczegdblnosci posiada wtasnosc¢ stopu) i ma liniowg ztozonos¢ obliczeniowq
wzgledem liczby operacji inflacji ([92, Remark 4.9(a)]) oraz wielomianowa wzgledem ope-
racji arytmetycznych.

Algorytm A.33. Dodatni (gléwny) spdjny graf krawedziowo-dwudzielny
A = (Ayg, A1), 1A¢l = m = 3, bez petli, zakodowany w postaci symetrycznej macierzy Grama
Gy € Mm(%Z) oraz pierwiastek 0 # v € Z" (wektor 0 # v € Z™ generujacy jadro
Kergy=2Z-vCZ™M).
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Symetryczna macierz Grama G, € M A,(%Z) spojnego grafu A’ stabo Z-
kongruentnego z bigrafem A oraz macierz B € Gl(m; Z) definiujaca te kongruengje.

Inicjalizujemy macierze A = [a;;] := G5 € Mm(%Z) oraz B:=E € M,,,(Z).
Dlai € {1,...,m}: jesli v; < 0 wykonujemy:

v;i=—0v;; A:=AxEr:=(E")-A-E7; B:=B-Er.

Dopdki istnieje i € {1, ..., m} spetniajagce v; = 0:
Szukamy j € {1, ..., m} spelniajace v; = 0 oraz a;; # 0.
Jesli takie j nie istnieje, wybieramy kolejne i € {1, ..., m} spelniajace v; = 0
i wracamy do kroku 3.1°.
Jesli a;; < 0 wykonujemy: A := A=+ E;; B:=B-Ej.
Obliczamy: v; :=2-a;;-v;; A:=Ax E;; B:=B-Ej.
Dopdki istniejg i,j € {1, ..., m} spelniajace a;; > 0:
Obliczamy: A := A » Ei]. ; B:=B- El;.
Zwracamy macierze A oraz B jako wynik.

Uwaga A.34. (a) Algorytm A.33 ma wielomianowg zfozono$¢ obliczeniowa wzgledem
operacji arytmetycznych. Operacja dominujgca jest tu mnozenie macierzy, majgce ztozonos¢
O(n®) (ze wzgledu na niski stopiefi rozwazanych macierzy nie uzywamy asymptotycznie
szybszych algorytméw mnozenia macierzy). W pesymistycznym wypadku wymaga on
wykonania 21m mnozen:

¢ 3m mnozen w kroku 2° oraz 3m mnozenn w kroku 3°,

* 15m mnozen w kroku 4° (na kazda z m wspoélrzednych wykonujemy co najwyzej pieé
razy trzy mnozenia).
Podsumowujac, pesymistyczna zlozono$¢ obliczeniowa wynosi 21m - O(m3) = O(m*).
(b) Graf A" o n wierzchotkach jest dodatni (nieujemny) wtedy i tylko wtedy, gdy
A €{A, D, EgEyEg} (A € {A,, D, Eg, Ey, Eg}), patrz [111, Proposition 2.4] oraz [4,
Proposition VII.4.5]. Dlatego algorytm inflacyjny moze zosta¢ uzyty do obliczenia typu

Coxetera-Dynkina (definicja 3.9) bigrafu dodatniego oraz typu Euklidesa (definicja 4.9)
i typu Dynkina (definicja 4.14) bigrafu gléwnego.

Wierne funkcjonaly kwadratowe

Na zakoriczenie dodatku przedstawiamy dowdd lematu A.35, ktéry jest waznym
narzedziem w dowodzie lematu 3.30 a stad twierdzenia 3.32. Przypomnijmy, ze jednolity
funkcjonat kwadratowy q: Z" — Z nazywamy wiernym, jedli istnieje taki wektor wierny
v € Z" (definicja A.29), ze g(v) = 1 (tj. istnieje wierny pierwiastek v € R, = {u €

", qu) = 1} C Z" funkcjonatu q: Z" — Z). W rozdziale 3 rozprawy pokazujemy, ze
istnieje skoriczenie wiele dodatnich jednopikowych zbioréw cze$ciowo uporzadkowanych,
ktérych funkcjonat kwadratowy g;: Z! — Z (1.40) jest wierny. Rezultat ten uZywamy
p6zniej, aby pokazad, ze [v;] < 6 dla dowolnego pierwiastkav € R; = {u € Z%; q;(u) =
1} € Z", gdzie I jest jednopikowym porzadkiem dodatnim (bez powolywania si¢ na
twierdzenie Ovsienki, por. fakt 2.16).

Graf krawedziowo-dwudzielny (bez petli) o n wierzchotkach nazywamy wiernym,
jesli funkcjonat kwadratowy g, : Z" — Z (definicja A.8(c)) jest wierny. Nastepujacy lemat
pokazuje, ze kazdy wierny bigraf (bez petli) o n wierzchotkach zawiera indukowany
podgraf o n — 1 wierzchotkach, ktdry tez jest wierny. Jego idea pochodzi z pracy [80,
Section 4], natomiast przedstawiony dowdéd pochodzi z [45, Section 3].
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Lemat A.35. Niech q : Z" — Z, n > 3, bedzie jednolitym dodatnim funkcjonatem kwadra-
towym, v = [vyq,...,v,] € {u € Z"; q(u) = 1} C Z" pierwiastkiem funkcjonatu q: Z" — Z,
Dyq: Z" - Z,Dyq(x) = ;—:k(x) k-tq pochodng (A.14) funkcjonatu q: Z" — Zaey, ..., e, € Z"
standardowq Z-bazg grupy wolnej Z".

(a) Jesliv # +e;, gdziej € {1,...,n}, to:

)
@) -1< 5@ <1,
(a2) q(v — ;) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy s—g(v) =1,
(a3) q(v +e)) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy g—g(v) = -1
(b) Jesliv & {+eq, ..., +e,}, to istnieje taki indeks j € {1, ..., ,n}, Ze v; # 0 oraz
8q _ —1, ]eéh U]‘ < 0,
7 T 1, eslio; > o.
(c) Jesliv € R, C Z" jest pierwiastkiem wiernym, to istnieje taki pierwiastek wierny v' =
[0}, ..., 0] € Rq C Z", ze v]’- e {-1,1} oraz %(v’) = v](, dla pewnegoj € {1, ..., n}.
]

(d) Jesliv € R, C Z" jest pierwiastkiem wiernym, to istnieje taki pierwiastek wierny w =
[wy, ..., w,] € Ry C Z" oraz indeks j € {1, ..., n}, Ze wektor

w(j> = [wl,...,w]-_l,wj+1,...,wn] S Rl](j) ={re Zn_l} q(])(r) = 1} C Zn_l
jest pierwiastkiem wiernym funkcjonatu g : Z"~1 — 7, gdzie

gV ([uy, oo thy_11) = quy, oo Uj1,0, 1, ... Uty _q), dla dowolnego u € Z"1.

Dowdd. Przypomnijmy, ze polaryzacja b, : Z" x Z" — Z funkcjonatu kwadratowego
q: Z" — Z zdefiniowana jest wzorem b, (x,y) = %[q(x +1y) —q(x) —q(y)] (A.13) oraz
0
2. bq(v, e) = a—g(v), patrz (A.19).

(al) Z definigji polaryzacji otrzymujemy gq(x +y) =2 - bq(x,y) + q(x) + q(y). Poniewaz
funkcjonat g: Z" — Z jest dodatni oraz v # +e;, to

99
0<qg+e) =q@) +q(e) +2-by(v,e)) =2+ g(v),

]
%
0<qg(v— ej) = q(v) +q(—e;) + 2. bq(v, —e) = 2-2. bq(v,ej) =2 g(v).
7
W konsekwengji otrzymujemy nieréwnosci —1 < %(v) <L
(a2),(a3) Z rownosci !

9q
(v + (£¢))) = () +q(xe)) +2-b,(v, 1)) =2+ 5--(0)
]
. _ dg _ _ dq .
otrzymujemy q(v + ej) =1le a—x]_(v) = —1oraz q(v — ej) =1e a—x]_(v) =1.

(b) Zat6zmy, ze v & {+eq,..., +e,}, jest pierwiastkiem dodatniego funkcjonatu kwa-
dratowego q : Z" — Z,n > 2. Z wektorem v = [vy,...,v,] € Z" stowarzyszamy wek-
tor e = [eq,...,¢6,] € Z", gdziee; = 1jeSliv; > Ooraze; = —1jesli v; < 0. Wtedy
w:=0v" = [€ - Vq,..., €, - V,] € N"jest pierwiastkiem dodatniego funkcjonatu kwadrato-
wego g°: Z" - Z,

q°(x) == q(leg - X9, .0, €, - X, ]).
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Zauwazmy, ze w & {+eq, ..., +e,,} oraz

2=2q(w) =2 bge(w,w) =

w2 b (w,e) = wy - 2L @) 4 4w, - 2 ()
i=1wz~ ge (W, €;) = Wy o, W) + ... + w, axnw.

Na podstawie podpunktu (a) zastosowanego do funkcjonatu g°: Z" — Z oraz wektora
w € N” otrzymujemy nieréwnosci —1 < %(w) < 1. Stad istnieje taki indeks j € {1, ...,n},
7
ze w; > 0 oraz %(w) = 1 (dlatego tez v; = tw; # 0). Ponadto, z definicji funkcjonatu
]

q°: Z" — Z wynikaja réwnosci

a n
Djq*(x) = a_xj(;812'xi2+zgi'€k"hk'xi'xk) =

i<k
:2'x]'+Zgi'gj'qij'xi+Zg]"gi'qji'xi,
i<j j<i
ktére implikuja
D]-qg(w) :2-£]--v]-+Zsiz-sj-qi]--vi+Z£]--£f-q]-i-vi:
i<j j<i
9
:€] 27]]"’25/1]01"'25]]101 :SJD]q(W):Ejg(U)
i<j j<i ]
i w konsekwencji 5_32(0) = —1, jesli v; < 0, oraz g—g(v) =1,jesli v > 0.
(c) Zatézmy, ze v € R, C Z" jest pierwiastkiem wiernym funkcjonatu q: Z" — Z.
Analogicznie jak w dowodzie podpunktu (b) definiujemy wektor ¢ = [eq,...,¢,] €
Z", gdzie &; = 1jeSliv; > 0 oraz e; = —1jedli v; < 0. Zauwazmy, ze w = v° =

[e1-01,..., €, - 0,] € N" C Z" jest dodatnim wiernym pierwiastkiem funkcjonatu jednoli-
tego q°: Z" - Z,q°(x) := q([e1 - X1, ..., €, - X, ]).
Pokazemy jak w skoriczonej liczbie krokéw skonstruowac taki pierwiastek wierny

w' € Z" funkcjonatu g°: Z" — Z, ze w; = 1 oraz %(w’) = 1dlapewnego1l <j < n.
7
(i) Poniewaz w € ng C Z" jest pierwiastkiem wiernym, to w & {+eq,..., +e,} ina
podstawie (b) istnieje taki indeks i € {1, ...,n}, ze w; > 0 oraz gixi(w) =1.
(ii) Jesli w; =1, to znalezliémy szukany wektor w’ := w oraz indeks j :=i € {1, ..., n}.

(iif) W przeciwnym przypadku w; > 2 i na podstawie (a2) wektor w” := w — ¢; jest pier-
wiastkiem (wiernym) funkcjonatu g°: Z" — Z, dla ktérego 0 < w; < w;. Ustalamy
w := w" i wracamy do (i).

Latwo sprawdzi¢, ze wektor v := [e1 - W], ..., &, - wy,] € Rq C Z" spelnia réwnos¢
v, =w;- €& = ¢; = +11w konsekwencji:
J 77 ]
9q° 9 9q
l=—@)=¢ -— (@ — @) =¢ =7
ax].( )= ax]-( ) ax]-( ) =g =7

d) Na podstawie (¢) istnieje taki pierwiastek wierny w € Z", ze w; = +1 oraz ﬂ(w) =
P ) p y j ax;

w; = +1 dla pewnego j € {1, ..., n}. W konsekwengji

wi=w+ wi-ep=wte = [wl,...,w]-_l,O,wj+1,...,wn] e zZ"

jest pierwiastkiem funkcjonatu q: Z" — Z, patrz (a). Aby zakoriczy¢ dow6d, zauwazmy,
zew =w'D g z"1 jest wektorem wiernym oraz q(]) (W) = qw') =1. d



Dodatek B

Systemy pierwiastkow

W niniejszym dodatku przedstawione sg podstawowe informacje dotyczace systeméw
pierwiastkéw (w sensie Bourbaki [17]). Szczeg6lny nacisk zostat potozony na pokazanie
zwigzku systemoéw pierwiastkow z klasyfikacja dodatnich jednolitych funkcjonaléw kwa-
dratowych gq: Z" — Z, postaci

g(x) := X3 + - x3 + Zqi]- XX =x-Gy -xt", gdzie qij € Z. (B.1)

i<j
Zauwazmy, ze funkcjonat kwadratowy g;: Z! — Z stowarzyszony z dowolnym zbio-
rem czeSciowo uporzgdkowanym I ma postac (B.1), gdzie G, := Gy € M I(%Z). W zwigz-
ku z tym przedstawione tu wyniki majg (w szczegdlnosci) zastosowanie do klasyfikacji

Coxetera zbioréw czesciowo uporzadkowanych.
Gléwnym wynikiem omawianym w niniejszym dodatku jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie B.2. Zatézmy, ze q: Z" — Z jest spéjnym jednolitym funkcjonatem kwadra-
towym, ktorego zbiorem pierwiastkow jest R, = {v € Z"; q(v) = 1} C Z" C R". Nastepujgce
warunki sq réwnowazne.

(a) Funkcjonat q: Z™ — Z jest dodatnio okreslony.
(b) Zbior R, C Z" jest skoriczony.

(c) Zbior R, C Z" C R" jest zredukowanym, nieprzywiedlnym systemem pierwiastkow
w sensie Bourbaki, typu Dynq € {A,,D,, &, E, &}

(d) Symetryczna macierz Grama G, € MH(%Z) funkcjonatu q: Z" — Z jest Z-kongruent-

na z symetryczng macierzqg Grama G, € Mn(%Z) jednorodnego diagramu Dynkina
A e {A,, D, Eq E;, Eg}, przedstawionego w tabeli B.17. Ponadto, graf Dynkina A jest
diagramem Dyn, € {A,,, D,, &, &7, Eg} (tabela B.15) z ponumerowanymi wierzchotkami.

(e) Istnieje automorfizm h: Z" — Z", takize g o h = q,, gdzie A € {A,,, D,,, E¢, E;, Eg}.

Przedstawimy teraz niezbedne definicje i twierdzenia dotyczace systeméw pierwiast-
kéw oraz jednolitych funkcjonaléw kwadratowych. Gtéwnymi Zrédtami informacji s tu
monografie [4, 17, 60, 73, 105] oraz artykuty [108, 110, 111].

Definicja B.3. [17, str. 142],[73, str. 42] Niech V = R" bedzie przestrzenig liniowg nad R.
Zbior R C V nazywamy systemem pierwiastkow, jesli spetnia nastepujgce warunki.

1° R jest skoriczony, 0 & R, R generuje przestrzen V.

189
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2° Dla kazdego v € R istnieje taki funkcjonat R-liniowy v¥: R" - R, zev¥(v) =2, 0raz R
jest podzbiorem niezmienniczym ze wzgledu na odbicies,: V — V,s,(x) = x —v¥(x) - v,
tzn. s,(R) C R.

SU
V———mV
U ¢ | ul

vIR
R—R

3° Dla kazdego v € R zachodzi v¥ (R) € Z.

System R nazywamy zredukowanym (ang. reduced), jesli dla dowolnych v € R oraz A € R
AveR=A=+1

Systemy pierwiastkéw R, C V; oraz R, C V;, nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje
taki izomorfizm przestrzeni liniowych f: V| - V,, ze f(R1) = R, oraz (f (v))¥ (f (w)) =
vY(w) dla dowolnych v, w € R;.

Przyklad B.4. Podamy teraz przyktady systeméw pierwiastkow.

(a) Zbiér R, = {-3,3} C R jest zredukowanym systemem pierwiastkéow w V = R,

gdzie 3¥(x) = % -xoraz (-3)Y(x) = —% - X.

(b) Analogicznie, zbiér R;, = {-6,-3,3,6} C R jest systemem pierwiastkéw w V = R,
gdzie dla kazdego r € R, definiujemy ¥ (x) := % - x. Zauwazmy, ze R, nie jest
zredukowany:.

(c) Zbior R, = {+(2,0,0),+(4,0,0), +(0, %,0),1(0,0,7‘[)} cV =R3 jest systemem
pierwiastkéw w V, gdzie dla kazdego r = [r{,15,73] € R. oraz x = [x1,X5,x3] €
R3 definiujemy 7V (x) := [wy,w,,w3] € R3, gdzie w; := % - x; jesli r; # 0 oraz
w; := 0 w przeciwnym wypadku. Przyktadowo, odbicie s,(x) = x —r¥(x) - r dla
r = (0, %,0) € R, ma postaé

i jest niezmiennicze na tych wektorach v € R, dla ktérych v, = 0.

Ostatni przyktad pokazuje, w jaki sposéb mozna tworzy¢ nowe , wieksze” systemy
pierwiastkéw z ,mniejszych”.

Definicja B.5. [17, str. 146] Niech V =V, @ --- ® V,,, C R" bedzie sumg prostq przestrzeni
liniowych a R; C V;, dla1l < i < m, systemem pierwiastkéow. Wtedy R := Ry & - & R,
jest systemem pierwiastkéw w V C R" (gdzie funkcjonal R-liniowy v : V; - R utoZsamiamy
z funkcjonatem R-liniowym v¥: V — R réwnym zero na V; dla i # j), ktory nazywamy sumg
prostq systemow R, ..., R,,.

Przyktadowo, system pierwiastkéw R, = {£+(2,0,0), +(4,0,0), +(0, %, 0),+(0,0,7)} C
R3, przedstawiony w przykltadzie B.4(c), jest sumga prosta systeméw Rq, R», R3 C R, .
R. =Ry ® R, ® Ry, gdzie Ry = {+2,+4) C R, R, = {+3} C Roraz R3 = {+7} C R.
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Definicja B.6. [17, str. 146] System pierwiastkow R C V nazywamy nieprzywiedlnym
(nierozktadalnym, ang. irreducible), jesli R nie jest sumq prostq dwéch niepustych systeméw
pierwiastkow, tj. R =R' @ R" = (R' = Q lubR" = D).

Nastepujace twierdzenie pokazuje, ze klasyfikacje systemoéw pierwiastkéw mozna

ograniczy¢ do systeméw nierozktadalnych.

Twierdzenie B.7. [17, str. 146, Proposition 6] Kazdy system pierwiastkéw R C V jest
sumg prostq skoriczonej liczby systeméw nierozktadalnych, R = Ry @ --- ® R,,. Rozklad ten jest
jednoznaczny z dokladnoscig do kolejnosci sktadnikow.

Pokazemy teraz, ze zbidr pierwiastkéw Rq = {v € Z"; q(v) = 1} dodatnio okreslo-
nego jednolitego funkcjonatu kwadratowego q: Z" — Z, jest zredukowanym systemem
pierwiastkéw w sense Bourbaki (przypomnijmy, ze funkcjonat kwadratowy q: Z" — Z
nazywamy spojnym, jesli bigraf A, wyznaczony przez niesymetryczng macierz Grama qu
jest spojny, patrz definicja A.8(d)).

Lemat B.8. Niechq: Z" —» Z,q(x) = Y.\ x7 + ZK]. q; - X; - x;, bedzie jednolitym funkcjo-
natem kwadratowym, ktorego zbior pierwiastkow R, = {v € Z"; q(v) = 1} C Z" jest skoriczony.

(a) Zbiér R, C Z" C R" jest zredukowanym systemem pierwiastkow w przestrzeni liniowej
R" nad R.

(b) System R, jest nieprzywiedlny wtedy i tylko wtedy, gdy funkcjonat q: Z" — Z jest spojny
w sensie definicji A.8(d).
Dowdéd. Rozwazmy rozszerzenie funkcjonatu q: Z" — Z do przestrzeni R”, tj. funk-

conat7: R" - R, gdzie (x) = x5 + -+ x3 + Y, - X; - X; oraz jego polaryzacje

i<j ij j

bﬁz R”x R" - R, (v,w) - %(ﬁ(v +w) —q(v) —g(w)). (B.9)

(a) Pokazemy, ze Rq ={ve Z"; q(v) =1} C Z" C R" spelnia aksjomaty zredukowa-
nego systemu pierwiastkéw w sensie Bourbaki (definicja B.3):

1° Z zatozenia zbi6r Rq jest skoriczony. Ponadto span(Rq) = R", poniewaz q(e;) =1
istqdel-ERq dlal1<i<n

2° Dla kazdego v € R, C R" definiujemy funkcjonat R-liniowy v¥: R" — R, wzorem
oY (w) := 2 - bz(v,w). Dla kazdego v € R, prawdziwa jest réwnos¢:
oY (v)=2- bﬁ(v,v) =792-v)—q@) —qv) =4-q(v) -2 =2.

Pokazemy teraz, ze zbiér R, C Z" jest s,-niezmienniczy, gdzie s,: R" — R" jest

odbiciem zdefiniowanym wzorem s, (w) = w — vﬁ" (w) - v. W tym celu zauwazmy, ze

2-bp(xy) =q(x+y) —q(x) —q(y) oraz g(x+y) =2-bz(x,y) +4(x) + ()
z definicji polaryzagji b;: R" x R" — R. Stad otrzymujemy:

7 (so()) =7 (w = 0¥(w) -0) = (w+ [2 - +w)) -0]) =
=2-bz(w, [2 =g+ w)) -v]) + G(w) +q([2 -G +w)) -v]) =
=Q2-G+w)) 2 bz(w,0) + 1+ 2 —F(v+w))* - G(v) =
= 2-G@+w) - Gw+0) —fw) —§©) +1+ Q2 -7 +w))? =
=-Q-G+w)?+1+Q2-7G@+w)?=1.

3° Dla dowolnych v, w € Rq C Z" C R" mamy v¥(w) = q(v+w) —q(v) —q(w) € Z.
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(b) Udowodnimy réwnowazne stwierdzenie: system R, jest rozktadalny wtedy i tylko
wtedy, gdy funkcjonat g: Z" — Z jest niespdjny.

,=" Zatézmy, ze Rq = Ré,l) @ Rff). Definiujemy zbiory I; := {1 <i<me; € Rfil)}
orazl, :={1<i<ne € R,;Z)}. Zauwazmy, ze zbiory te sg niepuste (w przeciwnym
wypadku span(R,(f)) = R" lub span(R,;z)) = R", co jest sprzeczne z zalozeniem) oraz
I, NI, = @. Bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazan, mozemy zalozy¢, ze i < j dla kazdego
i € I oraz j € I,. Z definicji sumy prostej systemu pierwiastkéw otrzymujemy

0=r¢/(e) =qle;+e) —qle) —qe) =12 +2-q;;+1> =12 =12 =2.¢q;,

astad zaden z wierzchotkéw i € I; bigrafu A, nie jest potaczony krawedzig z wierzchotkiem
j € I, i w konsekwengji funkcjonat q: Z" — Z jest niespdjny.

<" Jedli zalozymy, ze funkcjonat g: Z" — Z jest niespdjny, to istniejg roztgczne zbiory
indekséw I U I, = {1,...n}, takie ze R"” = Rl @ R’ oraz

q(x) = gV (x) +qP (x), gdzie gV (x) = q(x|;,) oraz 4@ (x) = q(xly,).

Stad zbioér Rq C Z" ma rozktad Rq = qu u qu/ gdzie qu N Rq(z) = (0. Ponadto, na
podstawie (a), qu oraz qu sg zredukowanymi systemami pierwiastkéw w R!1, oraz

R (nad R), odpowiednio. Standardowe obliczenia pokazuja, ze Rq = qu @ Rq(z), patrz
definicja B.5. O

Przypomnimy teraz definicje bazy systeméw pierwiastkéw. Bedziemy zaktadag, ze
R C V = R" oraz uzywa¢ nastepujacych oznaczen:

(a) VO P, ={weV;r¥(w) =0} -hiperptaszczyzna ,prostopadta” do wektorar € R,

(b) RT(w) = {v € R; r¥(w) > 0} — zbior tych pierwiastkéw r € R , dla ktérych wektor
w € W lezy po , dodatniej” stronie hiperptaszczyzny P,,

(c) wektor w € V nazywamy regularnym, jesliw € V' \ U, e Po-

Kazdy wektor regularny w € V wyznacza podziat zbioru pierwiastkéw R na dwa roz-
faczne podzbiory R = R*(w) U R~ (w), pierwiastkéw lezacych , po dodatniej” oraz ,, po
ujemnej” stronie hiperptaszczyzny prostopadtej do w. Pierwiastek v € R* (w) nazywamy
rozkladalnym, jesli istniejg takie v{,v, € R*(w), ze v = v; + v, oraz nierozkladalnym
w przeciwnym przypadku.

Definicja B.10. [105, str. 30] Bazg systemu pierwiastkéw R C V nazywamy podzbior
IT C R, ktéry spetnia nastepujgce dwa warunki:

(B1) II jest bazq przestrzeni V,

(B2) kazdy pierwiastek w € R moze zostaé przedstawiony w postaci Y _ - k" -v, gdzie wszystkie

vell
wspotczynniki k) € Z sq nieujemne lub niedodatnie (tj. ¥ ye k& > 0V Ve kS < 0).

Kazdy system pierwiastkéw ma baze (patrz [105, str. 30], [73, str. 48]).

Twierdzenie B.11. Jesli w € V jest wektorem regularnym, to zbiér I1 (w) wszystkich nieroz-
ktadalnych pierwiastkow ze zbioru R* (w) jest bazq systemu pierwiastkow R. Ponadto, kazda baza
systemu pierwiastkéw R ma postaé I (w), dla pewnego wektora reqularnego w € V.

Zalézmy, ze I1 C R jest ustalong bazg systemu pierwiastkow R C R”, ktdrej elementy
zostaly ponumerowane, tj. I = {vy,...,0,}.

Definicja B.12. [105, str. 34-35,38], [73, str. 55-57] Niech II = {vy,...,v,} C R C R"
bedzie bazq systemu pierwiastkow R oraz vy : R" — R bedzie funkcjonatem R-liniowym wyzna-
czonym przez v; (patrz definicja B.3).
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(a) Macierz Cartg = [¢y] € M,,(Z), gdzie Cij = v}’(vi), nazywamy macierzq Cartana
systemu R wzgledem bazy I1.

(b) Grafem Coxetera CH nazywamy graf o n wierzchotkach {1, ..., n}, ktérego wierzchotki i oraz j
polgczone sg dl-]- € {0,1, 2,3} krawedziami, gdzie di]- = v]‘.’(vi) . vl‘-’(vj) = Cjj - Cji-

(c) Diagramem Dynkina DY nazywamy graf Coxetera, ktérego krawedzie zostaty oznaczone
zgodnie z nastepujgcg konwencjg: jesli v]‘-’(vi) # vy (v;) (rownowaznie c;; # c;;), to krawedz
(i,7) jest skierowana:

o i==] jesli v}’(v]-) = —2oraz v]‘.’(vi) =1,
o i==] jesli vY (v;) = =3 oraz v]‘.’(vi) = -1
Dowodzi sig, ze definicja B.12 jest poprawna ([73, str. 55-57]). W szczegdlnosci, graf Coxe-
tera oraz diagram Dynkina nie zaleza od wyboru bazy (ré6zne bazy prowadza do graféw
izomorficznych). Dlatego w dalszym ciggu bedziemy pisaé Cy, i D, zamiast Cg i Dg. Za-
uwazmy, ze diagram Dynkina Dy wyznacza jednoznacznie macierz Cartana Carty,.
Przyklad B.13. Rozwazmy nastepujace dwa systemy pierwiastkéw w przestrzeni R?

ze standardowym iloczynem skalarnym (-, -): RZxR?2 5 R, Yy =x1 Y1+ 4+ X, Yy,
PRRAVS . (w,v)
gdzie v¥(w) :=2-

(v,0) "

¢ Liniami przerywanymi zaznaczone zostaly hiperplaszczyzny prostopadte do pier-
wiastkéw. Ponadto, obszary przestrzeni R?, ktére zawieraja wektory regularne,
zaznaczone zostaly naprzemiennymi kolorami.

o Il :=1I,, = {v,w} jest bazg systemu A, C R? oraz IT' := I, = {v',w'} jest bazg
systemu G, C R2. W obszarach zakreskowanych znajduja sie wektory regularne
u e R2 dla ktérych I'1 A, =114, (u) oraz Ilg, = Ilg, (u). Macierze Cartana Cartﬂ2 €
M, (Z) oraz Cartg2 € M, (Z) sq rowne:

2 -1 ‘ 2 -3
C tH = ’ C t = ’
artl] [_1 2} artl] [_1 2]

¢ Grafy Coxetera oraz diagramy Dynkina systeméw A,, G, maja postac:

1T . II . I . I . 1 2
C-Az. 17%, DAz' l %, ng. l:%, DgZ. .i..
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Nastepujace twierdzenie pokazuje, ze wszystkie nieprzywiedIne zredukowane syste-
my pierwiastkéw mozna sklasyfikowa¢, z doktadnoscig do izomorfizmu, przy pomocy
diagraméw Dynkina.

Twierdzenie B.14. [17, Théoréeme 3, str. 197], [73, Theorem 11.4], [105, str. 38] Jesli
R C R jest zredukowanym nieprzywiedlnym systemem pierwiastkéw, to diagram Dynkina Dy,
systemu R jest izomorficzny z jednym z diagraméw przedstawionych w tabeli B.15.

TaBeLa B.15. Diagramy DyNkINA

A,: e . e (nx1);

B,: e==e e n22), C,: e==e ® (n23)
Dn: >0 (] o (n>4) 56: ° ° l ° °

57 07.71707.70 88 .70717.707.70
Fy: e——e==e— Gy: *==*

Definicja B.16. Diagram Dynkina Dyn,, € {A,, B,,C,, Dy, &, E7, g, Fa, Go} nazywamy
typem Dynkina systemu pierwiastkéw R.

Prawdziwe jest takze twierdzenie odwrotne do twierdzenia B.14: dla kazdego diagra-
mu Dynkina D € {A,, B,,,C,, D,, s, E7, s, Fa, G} istnieje zredukowany nieprzywiedlny
system pierwiastkow R, dla ktérego D = Dy, patrz [17, str. 200-221], [73, s. 63-65] oraz
[105, str. 39-41]. Nastepujacy lemat pokazuje, ze w przypadku jednorodnych diagraméw
Dynkina (tj. diagraméw, dla ktérych C, = Dy) twierdzenie to mozna uzyskac jako wnio-
sek z lematu B.8.

TaBELA B.17. JEDNORODNE (SIMPLY LACED) DIAGRAMY DYNKINA
Z USTALONA NUMERACJA WIERZCHOLKOW

1 2 n—-1 n

A,: e—e o—e (n>1);
o2 o4

1 ‘3 n-1 n 1 2 3‘ 5 6

Dnl o o L4 ® (n>4), E6 ° ° ° ° °
o4

1 2 3‘ 5 6 7 1 2 ‘ 5 6 7 8

]E7 e— 90— 0—0—0—0o ]ES e— 90 —0—0—0—0—0o

Lemat B.18. Zalozmy, ze A € {A,, D, E¢, E;, Eg}, |Al = n, jest jednym z jednorodnych
diagraméw Dynkina przedstawionych w tabeli B.17, qo: Z"™ — Z funkcjonatem grafu A zdefinio-
wanym wzorem

Ga(x) := X3 + - + x5 — in x;=x-Gy - al,
—=J
gdzie G, = [diAj] € Mn(%Z) jest niesymetryczng macierzq Grama grafu A (patrz definicja A.1),
aRp={veZ" qp(v) =1} C Z" zbiorem pierwiastkéw diagramu A (definicja A.4(e)).

(a) Funkcjonat kwadratowy q,: Z" — Z jest dodatnio okreslony.

(b) Zbior Ry = {v € Z"; qp(v) = 1} C Z" marozklad R 5 = RZURZ na wektory nieujemne
oraz niedodatnie, tj. R} = {v € N"; q5(v) = 1} oraz Ry = {—v € N"; q5(v) = 1}.

(c) Zbior Ry C Z™ C R" jest zredukowanym nieprzywiedlnym systemem pierwiastkéw
w przestrzeni liniowej R" nad R.
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(d) Zbiér Il5 =eq, ..., e, C R" jest bazg systemu pierwiastkow R 5, w ktérej macierzqg Cartana
systemu 'R 4 jest
Cartp, = G, := G4 + G € M, (Z).

(e) Zbior Ry C Z"™ C R" jest systemem pierwiastkéw typu {A,, D,,, E, E7,E}, gdzie A €
{A,,D,, Eq, E;, Eg} odpowiednio. Innymi stowy, typem Dynkina systemu R, C R" jest
diagram A (definicja 1.7) powstaly przez opuszczenie numeracji diagramu A.

Dowdd. (a) Zalézmy, ze wierzcholtki diagramu A € {A,, D, E¢, E;, Eg} zostaly ponu-
merowane tak, jak w tabeli B.17. Funkcjonat kwadratowy g, : Z" — Z mozna przedstawié¢
w postaci kanonicznej (patrz twierdzenie 2.17):

qa,, (X) :x%+---+x%— (X1 X4+ Xy X3+ +X,_1-X,) =

1 1 2 1 2 1 2 1
:Ex%+§(x1—x2) +5 (2 —x3)" 0+ 5 (1 —Xy) +§x%,

Ip,(X) = X7+ + X5 =Xy - X3 — (X1 - Xp + Xp - Xz + -+ + X1 - Xy,) =
1.\2 1.\2 1 2 1 2,1
= (x1—§x3) +(x2—§x3) +5 (3 —x)" 4+ 45 (1 —xy) +§x%,

JE, (X) :x%+---+x§—x1-xz—xz-x3—x3-x4—x3-x5—x5-x6:
= (v =) (e -30) + 3 (- Fu-tu) +
#3 (= 20s) 4 2 (5= 3x6) 4 322
qE., (x) :x%+-~+x%—x1.xz—xz-xg,—x3-x4—x3-x5—x5‘x6—x6-x7:
= (=) 3 (12 3)" + 3 (50— 3= s +
e 3 (= F0) + 3 (s = Ju0) + 3 (v B0+ 28
JEg (X) :x%+---+x§—x1-xz—xz-x3—x3-x4—x3-x5—x5-x6—x6-x7—x7-x8 =
= (a-3) + 3 (a=Fn) (- dru-dxs) + § (ra =)+
EICEFOITHCEE DI ICEE S
Stad fatwo zauwazy¢, ze dla kazdego 0 # v € Z" zachodzi g, (v) > 0.

(b) Postuzymy sie argumentami uzytymi w dowodzie [4, Lemma VII.4.8].

Dowolny wektorv € R, C Z" mozna przedstawic jednoznacznie w postaciv = v +v~,
gdzie vt € N”, v~ € —N" oraz vt — v~ = |v| := [|v4], ..., [v,|] € N". Poniewaz v € R, jest
pierwiastkiem dodatnio okreslonego funkcjonatu kwadratowego g, : Z" — Z, to:

0 < qalloh) =11+ + 10,2 = Y ol - [v)l <03+ +02 =) 0,0 = u(0) =1
i—j i—j

i w konsekwengji [v| € R4 C Z". Ponadto, z réwnosci
2 =ga(I0) + g5 (@) = ga(@* —07) +ga(@* +07) =2 [ga(0F) +ga(v7)].

otrzymujemy g, (v") + g4 (v™) = 1. Dlatego v* =0 orazv =v~ € R~ C —N"albov™ =0
orazv = vt € Rt C N”.

(c) Wynika z (a), lematu B.8 oraz spdjnoéci diagramu A € {A,,, D,,, E¢, E;, Eg}.

(d) Zauwazmy, ze Il = {eq, ..., e, } jest bazg systemu R, C Z" C R"™:

e span(ll,) = R";
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* zbiér pierwiastkéw R, C Z" C R" ma rozklad R, = RZ U R, na wektory
o wspotrzednych nieujemnych oraz niedodatnich (patrz (b)), stad kazdy pierwiastek
v = [vy,...,0,] € Ry = R} UR} posiada w bazie I, reprezentacje v = Z1<i<n v;-e;,
gdzie wspoétczynniki v; sa nieujemne lub niedodatnie.

Z definicji macierzy Cartana (definicja B.12(a)) oraz definicji systemu pierwiastkéw R 5
(lemat B.8) otrzymujemy Carty, = [CiA]-] e M, (Z), gdzie

cij =eY(e) =qlej+e) —qle) —qep) =2~ 181, )| -2 =dF, dlai <],
ci =e’(e) = qle; +e) —qe) —qle;) =2—181(1, /)| =2 =df, dlai >,

A =eY(e)=2=2-d2.

Podsumowujac, macierz Carty , € M,,(Z) ma postac Cartp, = Gu + GtAr =G, € M,,(Z).

(e) Symetryczna macierz @A = [d%}] = GA + GtAr € M,,(Z) jednoznacznie koduje graf
prosty A = (Ag,41) € {A,, D, E¢, E;, Eg}, poniewaz dAiAj = —1 wtedy i tylko wtedy, gdy
A1 (i,j) = {(i,))}. Z drugiej strony, wierzchoiki i oraz j diagramu Dynkina Dg, = Dgﬁ
polaczone sg ¢4 - ¢4 krawedziami, gdzie [CZ-A].] = CartgA jest macierza Cartana systemu Ry,
patrz definicja B.12. Stad prawdziwos¢ tezy (e) wyniﬁa z (d). O

Przyklad B.19. Przedstawimy dwie konstrukcje systemu pierwiastkéw typu A,.

y
e
o’ O
N f\el
N\ A\ X
o 0

Rozwazmy dwuwymiarowa plaszczyzne P, = {w € R3; (u,w) = 0} C R3 zlozona
z wektoréw prostopadlych do u := e; + e, + e3, w tréjwymiarowej przestrzeni R3, ze stan-
dardowym iloczynem skalarnym (-,-): R"” x R" - R, (u,v) = Zi u;v;. Latwo sprawdzig,
ze zbiér @ := {e; —e,, €1 —e3, e —eq, € —e3, 3 —eq, e3—er} C P, gdziev¥(w) :=2- g];};
dla kazdego v € @ oraz w € R3, jest systemem pierwiastkéw typu A,, ktérego baza jest
Ilg = {eqy — ey, eo — e3}, patrz [73, str. 63].

Inng konstrukcje otrzymujemy jako wniosek z lematu B.18. Rozwazmy funkcjonat
kwadratowy g4, Z? — Z grafu A,, zdefiniowany wzorem g A,(x) = x% + x% —X1+Xy. Zbior
pierwiastkéw RAz = {(1,0),(0,1),(1,1),(=1,0),(0,-1), (-1,-1)} C R2 jest systemem
pierwiastkéw typu A, w przestrzeni R? (gdzie v¥(w) := q(v + w) — q(v) — g(w) =
2- bq(v, w)), ktérego baza jest ITp, = {(1,0),(0,1)}.
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Latwo sprawdzi¢, ze systemy @ oraz R 4, sq izomorficzne.

¢ Poniewaz dla dowolnych (x1,x;) € R?2 mamy ((xq,X, — X1, —Xp),u) = 0, funkcja
f: R?2 - P, zdefiniowana wzorem f (x;, ;) = (xq, %, — X1, —X;) jest izomorfizmem
(funkcjg odwrotna jest f -1, (Y1,Y2,Y3) = (Y1, —Yy3)). Ponadto, funkcja f przeprowa-
dza system Ry, na @, tj. f(Ra,) = P.

¢ Dla dowolnego v € Ra, zachodzi (f (v),f(v)) =2-q(v) = 2.5tad, dlav,w € Ra,:

(f@),f@)
(f(o),f()

=201 W +2:0Vy Wy —01 Wy —Vp - Wy =0"(W).

f)Y(w) =2

Wy -V + (Wy —wq) - (U — V1) + (—Wp) - (—0y) =

Udowodnimy teraz twierdzenie B.2, ktére jest gtéwnym wynikiem omawianym w ni-
niejszym dodatku.

Twierdzenie B.2. Zalézmy, ze q: Z" — Z jest spéjnym jednolitym funkcjonatem kwadra-
towym, ktorego zbiorem pierwiastkow jest R, = {v € Z"; q(v) = 1} C Z" C R". Nastepujgce
warunki sq réwnowazne.

(a) Funkcjonat q: Z"™ — Z jest dodatnio okreslony.
(b) Zbior R, C Z" jest skoriczony.

(c) Zbior R, C Z" C R" jest zredukowanym, nieprzywiedlnym systemem pierwiastkéw
w sensie Bourbaki, typu Dyn g € {A,,D,,E, &, E}

(d) Symetryczna macierz Grama G, € MH(%Z) funkcjonatu q: Z" — Z jest Z-kongruent-
na z symetryczng macierzg Grama G, € Mn(%Z) jednorodnego diagramu Dynkina
A e {A, D, EqE,, Eg}, przedstawionego w tabeli B.17. Ponadto, graf Dynkina A jest
diagramem Dyn, € {A,,, D,, &, &7, Eg} (tabela B.15) z ponumerowanymi wierzchotkami.

(e) Istnieje automorfizm h: Z" — Z", taki Ze q o h = g4, gdzie A € {A,,, D,,, E¢, E5, Eg}.

Dowod. (a)=(b) Wynika z faktu 2.16.

(b)=(c) Z lematu B.8 wynika, ze zbiér R, C Z" C R" jest nieprzywiedlnym zredu-
kowanym systemem pierwiastkéw. Poniewaz v¥(w) = q(v + w) — q(v) — q(w) = w" (v)
dla dowolnych v,w € R,, macierz Cartana Carth € M, (Z) systemu R, jest syme-
tryczna. Stad diagram Dynkina Dyn, systemu R, jest rowny grafowi Coxetera systemu

q
R, C Z=R" i w konsekwendji Dyan € {A,,D,,E, Er, Eg}.

(c)=(d) Zat6zmy, ze HRq = {e},...,e;} C Z" C R" jest baza systemu Rq cC Z" C R"
(istnienie bazy gwarantuje twierdzenie B.11) oraz A € {A,, D,,, E4, E;, Eg} jest jednorod-
nym diagramem Dynkina, dla ktérego Dyn, = Dyn; € {A,.,D,, &, E7,E}. Przypo-

q
mnijmy, Ze macierzg Cartana systemu 72% C Z" C R"w bazie Il = {eq,...,e,} CTZ" C
R"jest Gy := Gy + G € M,,(Z), patrz lemat B.18.

Zauwazmy, ze jednorodny diagram Dynkina jednoznacznie wyznacza macierz Cartana
(patrz definicja B.12). Poniewaz Dyan = Dyn, = A, mozemy zatozy¢, ze elenlenty
bazy HRq = {e},...,e;} ponumerowane s w taki sposéb, iz Carth =Cg, = Gy €
M,,(Z). Stad wynika, ze dla dowolnych i,j € {1, ..., n} zachodzi bq(e;, e]’-) = Dby (ei €)), gdzie
by ba: Z" x Z" — Z (A.13) sg polaryzacjami funkcjonaléw gq,q,: Z" — Z.
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Pokazemy, ze macierz B := [e], ..., e, 1'" € M,,(Z), ktorej wiersze skie\adajq sie z wekto-
réw bazy I, C Z'" definiuje Z-kongruencje¢ pomiedzy macierzami G, € M,,(Z) oraz
@q € M, (Z). Innymi stowy, macierz B € M,,(Z) spetnia réwnanie B - @q . Bf" = @A,
gdzie @q = (Gq + Gf{) =2-G, € M, (Z) jest podwojong macierza Grama funkcjona-
tug: 2" — Z. Poniewaz bq(v,w) =v- Gq - w'" (patrz definicja A.13), to dla dowolnego
elementu b;; € Z macierzy B = [b;] := B- G, - B mamy:

b —ei~§-8;r:(ei'B)'Gq'(ej'B)tr:e;'G

ij =
=2-bpleje)) =¢;-Gp-ej = d,'A]',

et =2.b (e, ¢) =
g€ =2 bq(el,e])

gdzie G, = [j?j] =Gy + G € M, (Z).

Nalezy jeszcze pokaza¢, ze macierz B € M,,(Z) jest Z-odwracalna, tzn. B € Gl(n; Z).
Poniewaz dla kazdego 1 < i < n wektor ¢; € Z" nalezy do zbioru R, C Z", to istnieja
liczby catkowite b;y, ..., b;,, € Z, takie zee; = by - €} + -+ + by, - €, € Z" (poniewaz wektory
ey, ..., e, € Z" stanowia baze systemu Rq C Z" C R"). Definiujemy macierz B" := [bl-]-] €
M,,(Z). Zauwazmy, Ze macierz Bir ¢ 7" jest macierzg zmiany bazy II, C Z" C R"
przestrzeni liniowej R” na HRq C Z" C R",amacierz B € M,,(Z) jest macierzg zmiany
bazy HRq CZ"CR"nally CZ" CR".Stad B-B'=B'-B =E € M,,(Z), co pokazuje,
ze macierz B" € M,,(Z) jest macierza odwrotng do B € M,,(Z), a stad detB = +1.

Podsumowujac:

B-G, B"=Gy e 3B-G,-B" = 3G, ® B-G, - B = G,, gdzie B € Gl(n; Z),

tj. symetryczne macierze Grama G, € Mn(%Z) oraz G, € Mn(%Z) sa Z-kongruentne.
(d)=(e) Z zalozenia istnieje taka macierz B € Gl(n; Z), ze B . Gq - B = Gy, gdzie
A e {A,, D, Eq Ey, Eg}. Definiujemy automorfizm h: Z" — Z" wzorem h(v) := v - B'".
Automorfizm h: Z" — Z'" jest poprawnie zdefiniowany, poniewaz zatozenie B € Gl(n; Z)
implikuje, ze dla dowolnego v € Z" zachodzi h(v) = v-B € Z",h™'(v) =v-B~ " € Z"
oraz (hoh™1)(v) = (h=! o h)(v) = v. Zauwazmy, ze dla dowolnego v € Z" zachodzi:

(qeh) () =q@-B") = (v-B")-G,- (v-B")" =0 (B"-Gg-B) -0 =v-Gy - 0" = g, (v).

(e)=(a) Z zalozenia q o h = g4, gdzie A € {A,,D,, Eg, E,, Eg} oraz h: Z" — Z" jest
automorfizmem grupy Z", a stad funkcjonat g mozemy przedstawi¢ w postaci g = g o h™ L.
Poniewaz funkcjonat g,: Z" — Z jest dodatni (patrz lemat B.18(a)), to dla dowolnego
wektora 0 # v € Z" prawdziwa jest ré6wnosé q(v) = (g4 o h™1) (v) = go(h~1(v)) > 0. O

Uwaga B.21. Jak pokazuje twierdzenie B.2, zbior pierwiastkéw R, C Z" spéjnego
jednolitego funkcjonalu kwadratowego q: Z" — Z wyznacza jednoznacznie jednorod-
ny diagram Dynkina Dyn_ € {A,, Dy, 6, E7,E}. Naturalnym jest tu pytanie o istnienie
dodatnich funkcjonatéw kwadratowych q: Z" — Z, ktére wyznaczaja diagram niejedno-
rodny Dyn_ € {B,,,C,, F4, Go}. Problem ten zostal oméwiony w pracy [77] (patrz tez [76,
78]), gdzie przedstawione zostaty dodatnie funkcjonaly kwadratowe g: Z" — Z wyznacza-
jace system pierwiastkéw typu Dyn g € {B,,,C,, Fs,G>} (s to funkcjonaly stowarzyszone
z pewnymi dodatnimi grafami krawedziowo-dwudzielnymi majgcymi przerywane petle).

Przedstawimy teraz algorytm, ktéry stuzy do obliczania macierzy B € Gl(n; Z) de-
finiujacej Z-kongruencje pomiedzy symetryczng macierzag Grama G, € Mn(%Z) dodat-
niego jednolitego funkcjonatu kwadratowego q: Z" — Z oraz symetryczng macierzg Gra-
ma G, € MH(%Z) jednorodnego diagramu Dynkina Dyn[7 =Ae {A, D, E4 E;, Egl
Z dowodu twierdzenia B.2 wynika, ze macierz B € Gl(n; Z) sktada sie z wektoréw stano-
wigcych baze systemu pierwiastkéw ’Rq ={veZ" q(v) =1} C Z" C R" (definicja B.10).
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Na podstawie twierdzenia B.11, kazda baza HRq C Z" C R" systemu pierwiastkow
R, C Z" C R" skfada sig z pierwiastkow nierozktadalnych nalezacych do zbioru Ry (w) =
{veRy r¥(w) > 0} C Ry dla pewnego wektora nierozktadalnego w € R” \ | reRr, P,,
gdzie P, := {w € R"; r¥(w) = 0} C R” (zbiér P, C R" jest hiperptaszczyzna , prostopa-
dla” dowektorar € R, C Z", gdzie R" traktujemy jako przestrzeri wektorowg z iloczynem
skalarnym bﬁz R" x R" - R (B.9), tzn. przestrzen Hilberta).

Stad do wyznaczenia bazy Ig, € 2" C R" systemu pierwiastkéw R, C R" wystarczy
znajomo$¢ wektora regularnego. Wiadomo, ze taki wektor istnieje, ale dowdd tego faktu ma
charakter egzystencjalny (patrz np. [60]). W celu znalezienia wektora regularnego w € R”
w nastepujacym algorytmie stosujemy losowe przegladanie przestrzeni R".

Algorytm B.22. Spéjny dodatni jednolity funkcjonat kwadratowy q: Z"— Z.
Macierz B € Gl(n; Z) definiujaca Z-kongruencje pomiedzy symetryczng macie-

rza Grama G, € M, (%Z) oraz symetryczng macierzg Grama G, € M, (%Z) jednorodnego
diagramu Dynkina A € {A,,D,, E¢, E;, Eg}.

Obliczamy skoriczony zbior pierwiastkow R, = {v € Z"; g(v) = 1}, np. przy
pomocy algorytmu 2.21.

Losujemy wektor w € {—100, ..., 100}".
Inicjalizujemy liste posit := [ ].
Dla kazdegor € R
jesli g(w + r) — q(w) > 1 dodajemy pierwiastek r do listy posit,

jesli g(w + r) — q(w) = 1 przerywamy obliczenia i wracamy do
kroku 2°.

Tworzymy zbidr sumy ztozony z wektoréw p, +p,, gdzie (py,p,) € posit x posit.

Krok 4°) Zwracamy jako wynik macierz B € M, (Z), ktorej kolumny tworza element
Y] y n ] y a y
zbioru posit \ sumy.

Uwaga B.23. (a) Algorytm B.22 jest algorytmem probabilistycznym (randomizowa-
nym). W kroku 2° szukamy wektora regularnego w € R". Jeéli wylosowany wektor
w € {-100, ...,100}" spelnia réwnos¢ q(w + r) — g(w) = 1 (dla pewnego r € Rq C Z"), to
spelnia tez rownosé bq(w, r) = 01inie jest regularny.

(b) Przestrzen, z ktorej losujemy wektor w kroku 2°, réwna {—100, ..., 100}" zostata
wybrana na podstawie wynikéw eksperymentalnych (w testowanych przypadkach al-
gorytm znajdowat szukany wektor w mniej niz 10 losowaniach). Inng mozliwoscia jest
podejScie adaptacyjne: przestrzeni tg mozna automatycznie zwiekszag, jesli liczba wykona-
nych losowan przekracza pewien ustalony prog.

Znajomos¢ bazy nieprzywiedlnego zredukowanego systemu pierwiastkéw R, C Z"
pozwala na tatwe okreélenie typu Dynkina Dyn, € {A,,D,, &, &, &}
q

Algorytm B.24. Spojny dodatni jednolity funkcjonat kwadratowyg: Z" — Z.
Typ Dynkina Dyan e {A,D,, &, & E}.
Obliczamy skoriczony zbidr pierwiastkéw Rq ={veZ" q) =1}y C Z", np.
przy pomocy algorytmu 2.21.

Obliczamy baze Iy, = {by,...,b,} C Z" systemu R, C Z", np. przy pomocy
algorytmu B.22, ktéry wyznacza macierz B := [bﬁr, ..,bi" e Gl(n; 7).
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Konstruujemy graf Coxetera C := Cg;%q (definicja B.12(b)). Zauwazmy, ze graf
C ma n wierzchotkéw i jest wyznaczony przez symetryczng macierz Grama G :=
B! . G, B € MH(%Z) (rownowaznie: wierzchotki 7 oraz j grafu C polaczone sg
qb; + b]-) —q(b;) — q(bj) € {0,1} krawedziami).

Jesli graf C nie zawiera wierzchotka v stopnia 3, koriczymy z wynikiem A,,.

Jesli wierzchotek v € C stopnia trzy ma dwéch sasiadéw stopnia 1, koficzymy
z wynikiem D,,. W przeciwnym przypadku koficzymy z wynikiem &,,.

IT
Uwaga B.25. Graf C := CRRq wyznaczony w kroku 3° algorytmu to (oznaczony) jedno-
rodny diagram Dynkina, tj. C €{A,,D,,Eg, E,, Eg} (patrz twierdzenie B.2(c)). W krokach
4° — 5° okreslamy, ktéry diagram Dynkina Dyn, € {A,, D,, &, &7, £g} powstaje z grafu
q

C po opuszczeniu numeracji.

Zal6zmy, ze R C R" jest zredukowanym nieprzywiedlnym systemem pierwiastkéw
w sensie Bourbaki typu Dyn, € {A,, D, &, &, £g}. Pokazemy, ze w tym wypadku liczba
pierwiastkéw |R| < co oraz wymiar przestrzeni n < co wyznaczaja typ Dynkina Dyn, €
{A,,D,, &, &, E} jednoznacznie.

Fakt B.26. Jesli R; C R" oraz R, C R™ sq zredukowanymi nieprzywiedlnymi systema-
mi pierwiastkéw w sensie Bourbaki typéw Dynkina Dyng ,Dyn; & {A,, Dy, &6, E7,E}, to

Dyn L= DynR2 wtedy i tylko wtedy, gdy n = m oraz |Rq| = |R,|.

R

Dowéd. ,,=" Diagram Dynkina jednoznacznie wyznacza macierz Cartana (defini-
cja B.12(a)) a stad systemy pierwiastkéw tego samego typu sg izomorficzne (patrz [17,
Proposition 1, str. 196], [105, Proposition 13, str. 38], [73, Proposition, str. 55]) i w konse-
kwencji [Rq] = [R,|.

<" Poniewaz, dla ustalonego wymiaru przestrzeni n < oo, diagram Dynkina Dyn,, €
{A,,D,, &, E7,E} wyznacza jednoznacznie wielkos¢ |R| systemu pierwiastkow R C R”
(patrz [73, Table 1, str. 66]), to |R¢] = [R,| = Dyan = DynRz. O

Podamy teraz jawny opis zbioréw pierwiastkow R A, Rp, C zn Rg, C Ze, Rg, C Z7
oraz Rg, C Z 8 wyznaczonych przez funkcjonaty kwadratowe stowarzyszone z jednorod-
nymi diagramami Dynkina.

TaBELA B.27. WIELKOSC ZBIORU R 4 JEDNORODNEGO DIAGRAMU DYNKINA A
A A,n>1 D,n>4 E, E, Eqg
Ryl n-(n+1) 2-n-(m-1) 72 126 240

Lemat B.28. Zatoimy, zeA € {A,,n 2 1; D, n > 4; Eq; E,; Eg} jest dingramem Dynkina
o n wierzchotkach ponumerowanych jak w tabeli B.17,a Ry = {v € Z", go(v) = 1} C Z" jest
zbiorem pierwiastkow grafu A (definicja A.4(e)). Zbiér Ro C Z" ma rozklad Ry = R}, U R} na
wektory nieujemne i niedodatnie, gdzie RZ i={v € N"; gp(v) =1} oraz R, := —Rz.

(a) Liczba pierwiastkow |R 4| przedstawiona jest w tabeli B.27.
(b) Zbior RY, ={v €& N", g, (v) =1} C Ry C Z" ma postac

RE = A{er, - en} Ul 1<i<j<n). (%)
(c) Zbiér Rﬁn ={veN", qp, (v) =1} CRp, C Z" ma postac

RY =f{er, . e,) U{ie, 2<i<j<nyU{se, 3<j<npuU (+4)
" * 5%
U{lej—€2,3<j<7l}u{1€j+3€i,3<i<j<n}.
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(d) Zbior RﬁEr6 = {v € N°, g, () =1} C R, C 7.8 sklada si¢ z nastgpujgcych 36 wektoréw:

[1,0,0,0,0,0],[0,1,0,0,0,0],[0,0,1,0,0,0],[0,0,0,1,0,0],
[0,0,1,1,0,0], [0,0,1,0,1,0], [0,0,0,0,1,1],[1,1,1,0,0,0],

[ [ 0,0,0,0,1,0],[0,0,0,0,0,1],

[ [
[1,1,1,1,0,0],[1,1,1,0,1,0],[0,1,1,1,1,0],[0,1,1,0,1,1],

[ [

[ [

[ 1,1,0,0,0,0],[0,1,1,0,0,0
0,1,1,1,0,0],[0,1,1,0,1,0],

[

[

0,0,1,1,1,0],[0,0,1,0,1,1
1,1,1,0,1,1],[0,1,1,1,1,1
1,1,2,1,1,1],[1,2,2,1,1,1

’

0,0,1,1,1,1],1,1,1,1,1,0],
0,1,2,1,1,1],[0,1,2,1,2,1],

’

— o

[
[
[
[

—_ =

[1,1,1,1,1,1],[0,1,2,1,1,0],[1,1,2,1,1,0],[1,2,2,1,1,0],
[1,1,2,1,2,1],[1,2,2,1,2,1],[1,2,3,1,2,1],[1,2,3,2,2,1].

’

(e) Zbior Ry = {v € N7, qg (v) =1} C Rg, C Z7 sklada sig z nastgpujgcych 63 wektorow:

[1,0,0,0,0,0,0],[0,1,0,0,0,0,0],[0,0,1,0,0,0,0],[0,0,0,1,0,0,0], [0,0,0,0,1,0,0], [0,0,0,0,0,1,0], [0,0,0,0,0,0,1],
[1,1,0,0,0,0,0],[0,1,1,0,0,0,0],[0,0,1,1,0,0,0],[0,0,1,0,1,0,0], [0,0,0,0,1,1,0], [0,0,0,0,0,1,1],[1,1,1,0,0,0,0],
[0,1,1,1,0,0,0],[0,1,1,0,1,0,0],[0,0,1,1,1,0,0],[0,0,1,0,1,1,0], [0,0,0,0,1,1,1],[1,1,1,1,0,0,0], [1,1,1,0,1,0,0],
[0,1,1,1,1,0,0],[0,1,1,0,1,1,0],[0,0,1,1,1,1,0],[0,0,1,0,1,1,1],[1,1,1,1,1,0,0],[1,1,1,0,1,1,0],[0,1,1,1,1,1,0],
[o,1,1,0,1,1,1],[0,0,1,1,1,1,1],[1,1,1,1,1,1,0],[1,1,1,0,1,1,1],[0,1,1,1,1,1,1],[1,1,1,1,1,1,1],[0,1,2,1,1,0,0],
[1,1,2,1,1,0,0],[1,2,2,1,1,0,0],[0,1,2,1,1,1,0],[0,1,2,1,2,1,0],[1,1,2,1,1,1,0],[1,2,2,1,1,1,0],[1,1,2,1,2,1,0],
[1,2,2,1,2,1,0],[0,1,2,1,1,1,1], [ [ 1, ]
[1,2,2,1,2,1,1], 1, [ [ 1, ]
[1,2,3,1,2,2,1], 1, [ [ 1, ]

[0,1,2,1,2,1,1],[0,1,2,1,2,2,1],[1,1,2,1,1,1,1],[1,2,2,1,1,1,1
[1,2,2,1,2,2,1],[1,2,3,1,2,1,0],[1,2,3,2,2,1,0],[1,2,3,1,2,1,1
[1,2,3,1,3,2,1],[1,2,3,2,3,2,1],[1,2,4,2,3,2,1],[1,3,4,2,3,2,1

[1,1,2,1,2,1,1],
[1,2,3,2,2,1,1],
[2,3,4,2,3,2,1].

[1,1,2,1,2,2,1
[1,2,3,2,2,2,1

(f) Zbior Ry = {v e N8, gg, (v) = 1} C Ry, C Z° sklada si¢ z nastepujgcych 120 wektoréw:

[1,0,0,0,0,0,0,0],[0,1,0,0,0,0,0,0
[0,0,0,0,0,0,1,0],[0,0,0,0,0,0,0,1
[0,0,0,0,1,1,0,0],[0,0,0,0,0,1,1,0
[0,0,1,1,1,0,0,0],[0,0,1,0,1,1,0,0
[o,1,1,1,1,0,0,0],[0,1,1,0,1,1,0,0
[1,1,1,0,1,1,0,0],[0,1,1,1,1,1,0,0
[1,1,1,0,1,1,1,0],[0,1,1,1,1,1,1,0
[o,1,1,1,1,1,1,1],[2,1,1,1,1,1,1,1

1.1 1,10,0,1,0,0,0,0,0],[0,0,0,1,0,0,0,0],[0,0,0,0,1,0,0,0],[0,0,0,0,0,1,0,0],
LI 1,[1,1,0,0,0,0,0,0],[0,1,1,0,0,0,0,0],[0,0,1,1,0,0,0,0],[0,0,1,0,1,0,0,0],
LI 1,[0,0,0,0,0,0,1,1],[1,1,1,0,0,0,0,0],[0,1,1,1,0,0,0,0],[0,1,1,0,1,0,0,0],
1.1 1,[0,0,0,0,1,1,1,0],[0,0,0,0,0,1,1,1],[1,1,1,1,0,0,0,0],[1,1,1,0,1,0,0,0],
1.1 1,l0,0,1,1,1,1,0,0],[0,0,1,0,1,1,1,0],[o0,0,0,0,1,1,1,1],[1,1,1,1,1,0,0,0],
1.1 1,[0,1,1,0,1,1,1,0],[0,0,1,1,1,1,1,0],[0,0,1,0,1,1,1,1],[1,1,1,1,1,1,0,0],
1I 1,[0,1,1,0,1,1,1,1],[0,0,1,1,1,1,1,1],[1,1,1,1,1,1,1,0],[1,1,1,0,1,1,1,1],
1.I 1,[0,1,2,1,1,0,0,0],[1,1,2,1,1,0,0,0],[1,2,2,1,1,0,0,0],[0,1,2,1,1,1,0,0],
[0,1,2,1,2,1,0,0],[1,1,2,1,1,1,0,0],[1,2,2,1,1,1,0,0],[1,1,2,1,2,1,0,0],[1,2,2,1,2,1,0,0],[0,1,2,1,1,1,1,0],
[0,1,2,1,2,1,1,0],[0,1,2,1,2,2,1,0],[1,1,2,1,1,1,1,0],[1,2,2,1,1,1,1,0],[1,1,2,1,2,1,1,0],[1,2,2,1,2,1,1,0],
[1,1,2,1,2,2,1,0],[1,2,2,1,2,2,1,0],[0,1,2,1,1,1,1,1],[0,1,2,1,2,1,1,1],[0,1,2,1,2,2,1,1],[0,1,2,1,2,2,2,1],
[1,1,2,1,1,1,1,1],[1,2,2,1,1,1,1,1],[1,1,2,1,2,1,1,1],[1,2,2,1,2,1,1,1],[1,1,2,1,2,2,1,1],[1,2,2,1,2,2,1,1],
[1,1,2,1,2,2,2,1],[1,2,2,1,2,2,2,1],[1,2,3,1,2,1,0,0],[1,2,3,2,2,1,0,0],[1,2,3,1,2,1,1,0],[1,2,3,2,2,1,1,0],
[1,2,3,1,2,2,1,0],[1,2,3,2,2,2,1,0],[1,2,3,1,3,2,1,0],[1,2,3,2,3,2,1,0],[1,2,3,1,2,1,1,1],[1,2,3,2,2,1,1,1],
[1,2,3,1,2,2,1,1],[1,2,3,2,2,2,1,1],[1,2,3,1,3,2,1,1],[1,2,3,2,3,2,1,1],[1,2,3,1,2,2,2,1],[1,2,3,2,2,2,2,1],
[1,2,3,1,3,2,2,1],[1,2,3,2,3,2,2,1],[1,2,3,1,3,3,2,1],[1,2,3,2,3,3,2,1],[1,2,4,2,3,2,1,0],[1,3,4,2,3,2,1,0],
[2,3,4,2,3,2,1,0],[1,2,4,2,3,2,1,1],[1,3,4,2,3,2,1,1],[2,3,4,2,3,2,1,1],[1,2,4,2,3,2,2,1],[1,3,4,2,3,2,2,1],
[2,3,4,2,3,2,2,1],[1,2,4,2,3,3,2,1],[1,3,4,2,3,3,2,11,[2,3,4,2,3,3,2,1],[1,2,4,2,4,3,2,1],[1,3,4,2,4,3,2,1],
[2,3,4,2,4,3,2,1],[1,3,5,2,4,3,2,1],[2,3,5,2,4,3,2,1],[2,4,5,2,4,3,2,1],[1,3,5,3,4,3,2,1],[2,3,5,3,4,3,2,1],
[2,4,5,3,4,3,2,1],[2,4,6,3,4,3,2,1],[2,4,6,3,5,3,2,1],[2,4,6,3,5,4,2,1],(2,4,6,3,5,4,3,1],[2,4,6,3,5,4,3,2] .

Dowéd. Istnienie rozkladu R, = R} U R}, gdzie R} := {v € N"; g,(v) =1} C Z"
oraz R, = {—v € N"; g, (v) = 1} C Z" wynika z lematu B.18(b). Ponadto, dla dowolnego
jednolitego funkcjonatu kwadratowego q: Z" — Z, prawdziwa jest rownos¢ q(—v) =
g(—=1-9v) = (=1)2 - q(v) = q(v),astad R = -RJ.

(a) Poniewaz zbiér Ry = {v € Z"; q5(v) = 1} C Z" jest zredukowanym nieprzywie-
dInym systemem pierwiastkéw w przestrzeni liniowej R"” nad R (lemat B.18(c)), teza
wynika z [17, Chapitre VI, § 4] (patrz tez [60, Table 5.2] oraz [74, str. 44]).
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(b)—(f) Zauwazmy, ze prawdziwe sg réwnosci:

2
qA,,(ei)ZLIDn(Ei)Z} =1,
_ _q2 2
qa,(i€) = qp, (1)) =17 + - +1 —Ziq}'}
12,12 2_1.1_ A= (1) —1—(j—3) =
I, =) = P4 Pt P11 Y = - -1 -3 =1,
Ip, 1 +3e) =12+ 12+ 22 4+ 22 4 12 4 4 124
-1-2-1.2-)  2.2-2.1-% 1.1=
1 3 2 3 3<k<i bk k+1 i i+l 1<k<] k k+1
=24 (i—=2) A+ (—D)—4—(i—-3)-4—2—(—i-1) =1,
qa(ra) =1, jesli A € {Eg; Ey; Eg} orazr, € {RE(); Rt RES} odpowiednio.

=@(G—-i+DH—-(G—-i)=1,

Ponadto, moc zbioréw (*) oraz (**) wynosi:

[RE |=n+3nm—1) = Jnm+1),

RS |=n+30—1)—2) +2(n=2) + 3(n—=2)(n = 3) =n(n - 1),

Aby zakonczy¢ dowod zauwazmy, ze [Ry| = 2 - |[R}| dla kazdego diagramu Dynkina
Ae{A,n>21,D,n2>4 Eg Ey; Eg} (na podstawie wezedniejszych rozwazan), a moc
zbioru |R,| jest znana (patrz (a)). Stad wynika, ze nie ma innych wektorow v € N”
spetniajacych réwnanie g, (v) = 1 niz przedstawione w podpunktach (b)—(f). ]

Uwaga B.29. Dowdd lematu B.28 mozna przeprowadzi¢ elementarnie. Aby udowod-
ni¢, ze wskazane wektory przedstawiajq pefen opis zbioru Ry C Z", gdzieA € {A,,n > 1;
D, n > 4; E¢; E;; Eg}, wystarczy rozwazy¢ rownanie g, (x) = 1 oraz pokazad, ze wektory
przedstawione w lemacie B.28 sg jedynymi (z doktadnoscig do znaku), ktére je spetniaja.
Bardzo przydatny jest tu zapis formy kwadratowej g, (x) € Z[xy, ..., x, ] w postaci kano-
nicznej (patrz dowdéd lematu B.18(a)).

Zbiory Ry C Z", gdzieA € {A,,,n > 1, D,,n > 4; Eg; E;; Eg} uzywane sg w réznych
algorytmach prezentowanych w rozprawie (patrz np. algorytm B.22 oraz 3.58), dlatego
jawny opis umozliwiajgcy szybkie ich obliczenie jest bardzo przydatny. Jest to szczegdlnie
istotne w przypadku n > 11, poniewaz wykladniczy algorytm ograniczonego zliczania
(patrz algorytm 2.21) wymaga duzo czasu do obliczenia zbioru R, gdzie g: Z" — Z jest
dodatnim jednolitym funkcjonatem kwadratowym. Dla przyktadu, w nastepujgcej tabeli
przedstawiamy czasy obliczen zbioru R4 C Z" przy pomocy algorytmu 2.21.

TaBeLA B.30. Czasy OBLICZEN ZBIORU R , PRZY POMOCY ALGORYTMU 2.21
n=8 n=9 n=10 n=11 n=12 n=13 n=14

A=A, 0057s 0071s 0,172s 0,238s  0,928s 3,925s 19,886 s
A=D, 0093s 0,118s 0,769s 6,338s 45459s 498,572s 3039,984s

Test przeprowadzono na komputerze z procesorem AMD FX-8120 taktowany zegarem
4,0 GHz, wyposazonym w 16 GB pamieci RAM; algorytm zaimplementowano w jezyku
Python i uruchomiono przy pomocy interpretera PyPy 2.5 wykorzystujacego technike
just-in-time compilation (patrz uwaga 3.53).
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