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ROZDZIAY. 1

Wstep

Tematem niniejszej rozprawy jest problem izomorfizmu ukltadéow dynamicznych
z ukladami odwrotnymi. Niech (X, B, 1) bedzie probabilistyczna standardowsg prze-
strzenia z miara. Niech 7 = {T}},cg bedzie potokiem na X zachowujacym miare p.
Moéwimy, ze potok 7 jest izomorficzny ze swoim odwrotnym, jezeli istnieje zacho-
wujacy miare g mierzalny automorfizm S : X — X taki, ze

T,0oS =S50T_, dla kazdego t € R.

Analogiczng definicje stosuje sie rowniez dla automorfizmoéw zachowujacych miare.

Problem istnienia izomorfizmu uktadu dynamicznego ze swoim uktadem odwrot-
nym byl studiowany juz przez Halmosa i von Neumanna w [17]. W [17] autorzy
wyznaczyli pelen zestaw niezmiennikéw izomorfizmu dla uktadéw dynamicznych
z dyskretnym widmem, ktorym jest grupa wartosci wlasnych. Jako prosty wnio-
sek z glownego rezultatu pracy otrzymali, ze kazdy uktad dynamiczny z prostym
widmem jest izomorficzny ze swoim odwrotnym. Co wiecej, Halmos i von Neumann
sformutowali przypuszczenie, ze ten fakt rozszerza sie na dowolne uktady dynamicz-
ne. Pierwszy kontrprzyktad na ich hipoteze zostal podany przez Anzaja w [3]. Byt
to tzw. produkt skosny Anzaja. Ow przyktad dal poczatek badaniom uktadow dy-
namicznych ze wzgledu na ich relacje z uktadami odwrotnymi. Jak pokazano w [9]
(dla automorfizmow) oraz w [8] (dla potokow), wlasnosé bycia nieizomorficznym ze
swoim ukladem odwrotnym jest typowa (tj. zbior uktadéw posiadajacych ta wla-
snos¢ zawiera podzbior Gs-gesty) w przestrzeni wszystkich automorfizmow zacho-
wujacych miare oraz w przestrzeni wszystkich potokéw zachowujacych miare (obie
przestrzenie posiadaja naturalne topologie, z ktérymi stanowia przestrzenie polskie;
w przypadku przestrzeni potokéw topologia ta jest przedstawiona w podrozdzia-
le . W powyzszych pracach jest de facto pokazana silniejsza wtasnos¢ niz brak
izomorfizmu, mianowicie, ze zbiér stabo mieszajacych automorfizméw i potokéow za-
chowujacych miare, ktore sg roztaczne w sensie Furstenberga ze swoimi odpowiednio
automorfizmami i potokami odwrotnymi, stanowi podzbiér Gs-gesty w odpowied-
nich przestrzeniach.

Mimo, ze typowy potok jest roztaczny ze swoim odwrotnym, to pytanie o odwra-
calnos$¢ pozostaje dalece nietrywialne, gdy zadaje je sie w kontekscie konkretnych
klas uktadéw dynamicznych. Warto zaznaczyé¢, ze dla wielu takich klas, wszystkie
potoki sa izomorficzne ze swoimi odwrotnymi. Wspomnieliémy juz o potokach z
dyskretnym widmem. Dodatkowo wszystkie potoki gaussowskie oraz potoki Berno-
ulli’ego sa izomorficzne ze swoimi potokami odwrotnymi. W pierwszym przypadku
izomorfizm uzyskiwany jest poprzez odpowiednios¢ rozktadéw spektralnych, nato-
miast w drugim dzieki twierdzeniu Ornsteina o izomorfizmie dla potokéw Berno-
ulli’ego. Takze niektore potoki horocykli na I'\ PSLy(R) sa izomorficzne ze swoimi

odwrotnymi. Sciglej mowiac, ma to miejsce, dokladnie wtedy gdy krata I' jest nie-
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0 1}. Izomorficzny ze swoim

zmiennicza ze wzgledu na sprzezenie macierzg J = {
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ROZDZIAL 1. WSTEP

odwrotnym jest réwniez potok geodezyjny na dowolnej zwartej rozmaitosci Rieman-
na. Przestrzenia konfiguracji jest w tym przypadku jednostkowa wigzka styczna, a
izomorfizm potoku geodezyjnego ze swoim odwrotnym zadany jest przez odwzoro-
wanie (z,v) — (z, —v). Dokladniejszy zarys historyczny problemu istnienia izomor-
fizmu potoku z potokiem odwrotnym w konkretnych klasach potokéw przedstawiony
jest w pracy [12].

Glownym celem tej rozprawy jest zrozumienie problemu istnienia izomorfizmu
potoku z potokiem odwrotnym w klasie potokoéw translacyjnych na zwartych po-
wierzchniach translacyjnych. Niech M bedzie zwarta spojna orientowalng powierzch-
nia topologiczng oraz niech ¥ C M bedzie skoriczonym podzbiorem punktéw osobli-
wych. Na M rozpatruje sie tzw. strukture translacyjng ¢, tzn. atlas na M \ ¥ taki,
ze kazde odwzorowanie przejécia pomiedzy ukladami wspoétrzednych jest transla-
cja. Pare (M, () nazywamy powierzchnia translacyjna. Przestrzen wszystkich struk-
tur translacyjnych na ustalonej powierzchni M, modulo pewna naturalna relacja
rownowaznosci struktur, stanowi tzw. przestrzen moduli M(M) (patrz podrozdziat
. Kazdej strukturze translacyjnej ¢ przyporzgdkowana jest miara Lebesgue’a A¢
na M. Co wiecej, dla dowolnego kierunku rozwaza sie potok kierunkowy z predkoscig,
jednostkows, ktory zachowuje miare A\¢. Kazdy taki potok mozna rozpatrywaé jako
potok pionowy na obréconej powierzchni translacyjnej. W istocie, wystarczy wszyst-
kie mapy atlasu translacyjnego ztozy¢ z odpowiednim obrotem. Warto zaznaczy¢,
ze badanie potokow translacyjnych jest w duzej mierze inspirowane problemami dla
bilardow na wielokatach o wymiernych katach (patrz |10} 18}, [35]).

Na przestrzeni moduli M (M) istnieje naturalna topologia, patrz podrozdzial
Mozemy zadaé¢ zatem pytanie, jak duzy w topologicznym sensie jest zbior po-
wierzchni translacyjnych, dla ktérych pionowy potok translacyjny jest izomorficzny
ze swoim odwrotnym.

Powyzej przedstawiony problem bedziemy rozpatrywa¢ osobno na kazdej skta-
dowej spojnosei przestrzeni moduli M(M), gdyz jak sie okazuje, odpowiedz zalezy
od wyboru sktadowej. Owe sktadowe spdjnosci zostaly precyzyjnie opisane i skla-
syfikowane w pracach [30] oraz [23]. Wsrod nich wyr6znia sie tzw. hipereliptyczne
sktadowe spojnosci. Kazda taka sktadowa C' jest wyposazona w uniwersalng inwo-
lucje ¢c : M — M taka, ze dla kazdej struktury ¢ € C mamy ¢ = —¢. W
szczegolnosci, dla kazdego ¢ € C' odwzorowanie ¢¢ zadaje izomorfizm pomiedzy
pionowym potokiem translacyjnym na (M, () a potokiem do niego odwrotnym. Na
sktadowych niehipereliptycznych brak uniwersalnej inwolucji powoduje zupetnie in-
ne wlasnosci potokéw translacyjnych. Doktadniej, zachodzi nastepujace twierdzenie
bedace gléwnym rezultatem tej rozprawy.

TWIERDZENIE 1.1. W kazdej niehipereliptycznej sktadowej spojnosci przestrzeni
moduli, zbior takich struktur translacyjnych, ze stowarzyszony pionowy potok trans-
lacyjny nie jest izomorficzny ze swoim potokiem odwrotnym jest zbiorem typowym,
3. zawiera gesty podzbior typu Gs.

Co wiecej, zachodzi silniejsze twierdzenie, w ktérym warunek braku izomorfizmu
zastapiony jest rozlacznoécia (patrz twierdzenie [9.6). Twierdzenie [L.1] implikuje, ze
na niehipereliptycznych sktadowych spojnosci przestrzeni moduli M (M), zbiér tych
struktur translacyjnych, dla ktorych stowarzyszony potok pionowy translacyjny jest
izomorficzny ze swoim potokiem odwrotnym, jest zbiorem pierwszej kategorii. Oka-
zuje sie jednak, ze zachodzi takze komplementarny rezultat stanowiacy o nietrywial-
nosci tego zbioru.
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TWIERDZENIE 1.2. W kazdej niehipereliptycznej sktadowej spojnosci przestrzeni
moduli, zbior tych struktur translacyjnych dla ktorych pionowy potok translacyjny
jest izomorficzny ze swoim potokiem odwrotnym jest podzbiorem gestym.

W celu udowodnienia twierdzenia[I. 1] potraktujemy warunki G i gestosci osobno.
Wykazanie warunku Gs w przypadku badania braku izomorfizmu potoku z potokiem
odwrotnym jest zadaniem bardzo trudnym i karkotomnym. Zaskakujaco, zadanie to
upraszcza sie, gdy zastapimy brak izomorfizmu warunkiem silniejszym, tzn. roztacz-
nos$cig w sensie Furstenberga. Takie postepowanie rzeczywidcie przynosi wymierne
rezultaty. Udowodnimy, ze zbior tych struktur translacyjnych, dla ktérych stowarzy-
szony potok pionowy jest stabo mieszajacy i roztaczny ze swoim potokiem odwrot-
nym jest typu G5 w kazdej sktadowej spojnosci przestrzeni moduli M(M). Jedna
ze sktadowych dowodu tego faktu jest wspomniane juz twierdzenie Danilenki i Ry-
zykowa w [8]. Natomiast drugim elementem dowodu warunku Gy jest twierdzenie
mowiace o tym, ze kazda sktadowa spojnosci przestrzeni moduli M(M) mozna
lokalnie wlozy¢ w przestrzen metryczna potokéw zachowujacych miare. Warto za-
znaczy¢, ze owo wlozenie ma te wlasnosé¢, ze obraz kazdej struktury translacyjnej ¢
poprzez to wlozenie jest potokiem izomorficznym z potokiem pionowym na (M, ().
Dowo6d omawianego twierdzenia o istnieniu wlozenia stanowi jeden z wazniejszych
i trudniejszych elementéw dowodu gtéwnego twierdzenia, a zarazem tej rozprawy.

Aby wykaza¢ warunek gestosci w twierdzeniu [I.1| wykorzystuje sie tzw. reprezen-
tacje specjalne potokow. Okazuje sie, ze pionowe potoki translacyjne na powierzch-
niach maja reprezentacje specjalne nad przektadaniami odcinkéw pod kawaltkami
stalymi funkcjami dachowymi. Dla takich potokow, ale nad obrotami (czyli prze-
ktadaniami dwoch odcinkéw), w pracy [12] przedstawiono metody, ktore daja moz-
liwos$¢ dowodzenia braku izomorfizmu potoku specjalnego z potokiem odwrotnym.
Wspomniane metody bazuja na teorii 3-polaczen, a doktadniej, na badaniu granic
3-polaczen wykresowych. W rozprawie udoskonalono te metody w dwojaki sposob.
Po pierwsze pokazano, ze badajac granice 3-polaczen wykresowych, mozna osadzac
nie tylko o braku izomorfizmu, ale i o roztacznoéci potokéw. Po drugie pokazano,
ze metody te mozna stosowaé¢ do potokéw specjalnych nad automorfizmami czescio-
wo sztywnymi. Miedzy innymi takimi automorfizmami sg przektadania odcinkéw. W
rozprawie udowodniono twierdzenie bazujace na wspomnianych wyzej metodach,
ktore jest efektywnym kryterium dajacym mozliwosé¢ wykazywania roztacznosci po-
tokow specjalnych. Ponadto okazuje sie, ze zbior struktur translacyjnych, dla ktorych
reprezentacja specjalna pionowego potoku posiada pewna szczegdlna postaé, do kto-
rej jesteSmy w stanie zastosowaé twierdzenie [1.5] jest gesty w niehipereliptycznych
sktadowych spdjnosci przestrzeni moduli M(M). W ten sposob uzyskano gestosé
struktur translacyjnych, dla ktorych pionowy potok jest roztaczny ze swoim od-
wrotnym. Warto takze doda¢, ze rowniez korzystajac z narzedzia jakim sg granice
3-poltaczen wykresowych, wykazano stabe mieszane tychze potokéw. Stad wynika,
ze w kazdej niehipereliptycznej sktadowej spojnosci przestrzeni moduli M (M) zbior
struktur translacyjnych, dla ktorych pionowy potok translacyjny jest stabo miesza-
jacy i rozlaczny ze swoim odwrotnym, stanowi zbior gesty, a jak wspomnieliSmy
wezesniej, takze zbior typu Gy. To implikuje twierdzenie 1.1

Teraz przedstawimy zawarto$¢ poszczeg6lnych rozdziatow.

Rozdzial [2| stanowi wprowadzenie podstawowych pojeé¢ uzywanych w rozprawie.
Dzieli sie na sze$¢ podrozdzialow. Pierwszy przybliza pojecie potaczenia ukladow
dynamicznych. Przedstawione sa tam gtéwne wlasnosci zbioru wszystkich potaczen,
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jak i interpretacja operatorowa polaczenia uktadow dynamicznych. W drugim pod-
rozdziale zaprezentowano definicje potoku specjalnego i reprezentacji specjalnej. W
trzecim podrozdziale przyblizono pojecie przestrzeni potokéw zachowujacych miare.
Szczegbdlny nacisk potozony jest na topologie tej przestrzeni oraz na sformutowanie
warunku umozliwiajacego sprawdzenie ciagtosci funkcji dziatajacej do tejze prze-
strzeni. W czwartym podrozdziale sformutowane sa definicje przektadania odcinkéw
oraz podstawowych obiektow z tymze przektadaniem stowarzyszonych. Piaty pod-
rozdzial po§wiecony jest powierzchniom translacyjnym i przestrzeni moduli. Przed-
stawiono tam definicje powyzszych poje¢ a takze wprowadzono potoki translacyjne
na powierzchniach. Zaprezentowano takze podstawowe wtasnosci struktur transla-
cyjnych a takze topologie na przestrzeni moduli. Ponadto przedstawiono w tym roz-
dziale reprezentacje wielokatne i poprzez spinane prostokaty dla powierzchni trans-
lacyjnych. Omoéwiono réwniez, w jaki sposob z kazda sktadowa spdjnosci przestrzeni
moduli M (M) stowarzysza sie pewna klase permutacji, zwana rozszerzonym gra-
fem Rauzy’ego. Ostatni podrozdzial po$wiecony jest indukcji Rauzy’ego-Veecha -
zarowno jednowymiarowej, jak i wielokatnej. Oprocz definicji przedstawiono tak-
ze konstrukcje miary niezmienniczej dla tejze indukcji oraz zaprezentowano wiele
klasycznych rezultatow dotyczacych tego pojecia.

Rozdziat|3| poswiecony jest badaniu granic 3-polaczen wykresowych potokéw spe-
cjalnych. Najwazniejszym rezultatem tego rozdzialu jest twierdzenie 3.9 ktore daje
mozliwo$¢é badania postaci granic 3-poltaczen wykresowych. Wyniki zaprezentowane
w tym rozdziale zostaly opublikowane w pracy [5]. Jednakze warto zaznaczy¢, ze
inspiracja tych rezultatow byly metody rozwiniete w [12].

W rozdziale [4] zbadano konsekwencje jakie niosa pewne postaci polaczen gra-
nicznych (potaczenia catkowe) uzyskanych w poprzednim rozdziale. Najwazniejszym
rezultatem jest tutaj twierdzenie bedace kryterium orzekajacym kiedy potok
specjalny jest roztaczny ze swoim odwrotnym. Kluczowym warunkiem jest asyme-
tria potaczenia granicznego, a doktadniej pewnej miary na R stowarzyszonej z tym
polaczeniem. Warto podkresli¢ rowniez wage lematu orzekajacego jak wniosko-
wac stabe mieszanie potoku z postaci jego potaczenia granicznego. Twierdzenie [4.5
jest uogolnieniem podobnego kryterium znajdujacego sie w pracy [5], ktore orze-
kato w analogicznej sytuacji jedynie o braku izomorfizmu potoku z jego potokiem
odwrotnym. Kryterium w nowej wersji pojawia sie jednak w pracy [6].

Rozdziat 5| jest w calosci po$wiecony permutacjom. Konkretniej, w twierdze-
niu dla kazdego grafu Rauzy’ego stowarzyszonego z niehipereliptyczna sktadowa
spojnosci udowodniono istnienie permutacji spetniajacej pewien specjalny warunek.
Jest to wazny warunek, ktory pozwala w rozdziale |3| wygenerowaé asymetrie (nie-
zbedna do zastosowania twierdzenia w reprezentacjach specjalnych potokéw
pionowych dla struktur translacyjnych nalezacych do niehipereliptycznych sklado-
wych spojnosci.

W rozdziale [6] zaprezentowano kilka rezultatow dotyczacych roztacznosci potoku
za swoim odwrotnym, ktore opieraja sie na kryterium zastosowanym do po-
tokow specjalnych nad przektadaniami odcinkéw pod roéznego rodzaju funkcjami
dachowymi. Najwazniejszym z punktu widzenia dowodu gltéwnego twierdzenia (1.1
jest twierdzenie dotyczace roztacznosci potokéw specjalnych pod funkcjami ka-
watkami stalymi z ich potokami odwrotnymi, gdyz, jak wspomnieliémy wczesniej,
tego typu potoki sa reprezentacjami specjalnymi pionowych potokoéw translacyjnych
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na powierzchniach. W twierdzeniu asymetrie w polaczeniu granicznym uzyskuje
sie dzieki dodatkowym punktom nieciaglosci funkcji dachowej, w ktorych skoki maja
niesymetryczne wartosci. Podano takze rezultat dotyczacy potokow specjalnych pod
funkcjami kawatkami absolutnie cigglymi o niezerowej sumie skokéw, patrz twier-
dzenie [6.1] W tym przypadku asymetria polaczenia granicznego jest spowodowana
asymetria funkcji dachowej wynikajaca z zalozenia o niezerowej sumie skokéw.

Wszystkie wyniki zaprezentowane w tym rozdziale sa wzmocnieniem rezultatow
przedstawionych w pracy [5], ktore w podobnej wersji orzekaly jedynie o braku
izomorfizmu, a nie o rozlacznosci rozwazanych potokéw. W stosunku do wynikow
ze wspomnianej pracy, opisane w rozprawie rezultaty dzialaja dla wiekszej klasy
funkcji dachowych potokow specjalnych.

Rozdziaty [7]1 [§| poswiecone sg konstrukeji lokalnego ciagtego wlozenia dowolne;j
sktadowej spojnosci C' przestrzeni moduli M (M) w przestrzen potokéw zachowuja-
cych miare. Owa konstrukcja przedstawiona jest w kilku krokach. Najpierw w roz-
dziale [7| zaprezentowano jak dla ustalonej powierzchni translacyjnej (M, () oraz do-
wolnej miary z gestoscia p = fd)\¢, gdzie A\; oznacza miare Lebesgue’a na (M, (),
skonstruowa¢ homeomorfizm H; zalezny w sposob ciagly od f taki, ze (Hy).pu = Ac.
Nastepnie w rozdziale [§| podano konstrukcje samego wlozenia. Najwieksza przeszko-
da w tejze konstrukcji jest fakt, ze dla roznych struktur translacyjnych (; i (s nale-
zacych do C, stowarzyszone miary Lebesgue’a A\¢, 1 A\¢, mogg by¢ rézne. Pierwszym
krokiem w konstrukcji jest wskazanie otwartego otoczenia ¢ € U, C C takiego, ze dla
kazdego w € U, powierzchnia (M, w) jest przeksztalcana poprzez kawatkami afinicz-
ny homeomorfizm, zalezny w sposob ciaglty od w € U, w (M, (). Obrazem miary
A poprzez to odwzorowanie jest miara z gestoscia f, d\.. Nastepnie korzystajac
z wynikow poprzedniego rozdziatu, otrzymuje sie kolejny homeomorfizm na (M, (),
rowniez zalezny w sposob ciagly od w € Ug, ktory przeksztalca miare f,, dA\; w mia-
re A\¢. Na koniec pokazano, ze potok bedacy obrazem pionowego potoku na (M,w)
poprzez ztozenie dwoch wymienionych homeomorfizméw zalezy w sposob ciggly od
w € U;. Otrzymuje si¢ tym samym ostateczny rezultat rozdziatow [7] oraz [§] jakim
jest twierdzenie Na zakonczenie rozdziatu lemat 8.5 pokazuje, ze lokalnosé skon-
struowanego wlozenia wystarcza, aby przetransportowa¢ warunek Gs z przestrzeni
potokéw zachowujacych miare na dowolna sktadowa C.

Rozdziat [9 poswiecono dowodom gltownych rezultatow. Sformutowano w nim
twierdzenie[9.6] ktore mowi o tym, ze w dowolnej niehipereliptycznej sktadowej spoj-
nosci C' przestrzeni moduli M (M), zbiér struktur translacyjnych dla ktorych potok
pionowy jest stabo mieszajacy i roztaczny ze swoim odwrotnym, stanowi zbior gesty
typu Gs. Bezposrednia konsekwencja tego rezultatu jest twierdzenie [I.I} Najpierw
korzystajac z twierdzenia Danilenki i Ryzykowa [9.1] lematu [8.5 oraz twierdzenia [8.4
wnioskuje si¢, ze warunek Gs w twierdzeniu [9.6] jest spelniony dla kazdej sktadowe;
spojnosci przestrzeni moduli M (M), nie tylko hipereliptycznej. Nastepnie udowod-
niono twierdzenie[I.2] ktore korzysta w duzej mierze z lematu Lemat 2.40mowi,
ze w ustalonej sktadowej spdjnosci dla gestego zbioru struktur translacyjnych ist-
nieje reprezentacja wielokatna, ktorej wiele krawedzi jest rownolegtych do kierunku
potoku. To powoduje uproszczenie reprezentacji specjalnej potoku, a w przypadku
niehipereliptycznych sktadowych spdjnosci daje mozliwos¢ wygenerowania dodatko-
wych punktow niecigglosci funkceji dachowej. Istnienie takich dodatkowych punktow
nieciaglosci umozliwia zastosowanie twierdzenia [6.7 W ten sposob wykazuje si¢ ge-
stos¢ zbioru struktur translacyjnych, dla ktorych odpowiadajacy pionowy potok jest
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stabo mieszajacy i roztaczny z odwrotnym. To konczy dowdd twierdzenia [9.6, gdyz
warunek Gy zostat juz wykazany wczesnie] w tym rozdziale.

Tak jak wspomnieliSmy wcze$niej, wickszo$¢ wynikow zawartych w rozprawie
zostala spisana w pracach [5] oraz [6].

Autor rozprawy dziekuje swojemu promotorowi prof. dr. hab. Krzysztofowi Fracz-
kowi za dlugoletnia wspolprace oraz za ogromny wysitek wlozony w edukacje jego
osoby. Autor dziekuje takze prof. dr. hab. Mariuszowi Lemanczykowi oraz prof.
Thierremu de la Rue za wspotprace oraz cenne konsultacje, zwtaszcza w zakre-
sie teorii potaczen. Ponadto autor chciatby podziekowaé wszystkim osobom, ktore
wsparty go w jego drodze do napisania tej rozprawy. Wspoélpraca miedzynarodo-
wa 1 wyjazdy na konferencje, ktore przyshuzyly sie uzyskaniu wynikow rozprawy,
zostaly dofinansowane z grantu OPUS 7 Narodowego Centrum Nauki o numerze
2014/13/B/ST1/03153, kierowanego przez prof. dr. hab. Y. Tomilova.



ROZDZIAY, 2

WiadomoS$ci wstepne

W tym rozdziale przedstawimy podstawowe informacje dotyczace poje¢ matema-
tycznych, ktorych bedziemy uzywac, tj. potaczen, przestrzeni potokow, przektadan
odcinkéw, powierzchni translacyjnych oraz przestrzeni moduli.

2.1. Polaczenia

Niech (X, B, 1) bedzie standardowa przestrzenia borelowska z miarg skoriczona.
Rodzine automorfizmow {T;},cr na (X, B, ) nazywamy potokiem zachowujacym
miare p jezeli

(1) odwzorowanie X x R 3 (z,t) +— Ti(z) jest mierzalne;

(2) To(z) = = dla p-prawie kazdego x € X;

(3) Tiys(z) =Ty 0o T(z) dla kazdych t,s € R oraz dla p-prawie kazdego = € X;
(4) (T A) = p(A) dla kazdego A € B oraz t € R.

Warto zaznaczy¢, ze w tej rozprawie wiekszos¢ rownosci nalezy rozumieé jako row-
noéci ,prawie wszedzie”. Bedziemy réwniez rozwaza¢ ukltady dynamiczne postaci
(X,B,u,T), gdzie T : X — X jest mierzalnym automorfizmem zachowujacym mia-
re p, tzn. istnieje zbior Xy C X taki, ze T': Xy — X jest bijekcja oraz pu(X§) = 0.
Warto zaznaczy¢, ze w przypadku takich uktadéw dynamicznych bedziemy réwniez
rozwazal przypadek, gdy p jest miara nieskoniczong. Przez ergodyczno$é rozumiemy,
ze dla A € B warunek T—'(A) = A implikuje, ze u(A) = 0 lub u(A°¢) = 0. Natomiast
(X, B, u, T) nazywamy uktadem powracajgcym, gdy dla dowolnego zbioru A € B do-
datniej miary i dla p-prawie kazdego elementu z € A, zachodzi T"(z) € A dla
nieskoriczenie wielu liczb n > 0 (jest to warunek rownowazny tzw. konserwatywno-
§ci ukltadu, patrz Theorem 1.1.1 w [I]). Warto zaznaczy¢, ze ze wzgledu na lemat
Poincarégo o powracaniu, kazdy automorfizm zachowujacy miare skonczona jest po-
wracajacy.

LEMAT 2.1 (Proposition 1.2.2 w [1]). Jesli (X, B, u, T') jest uktadem ergodycznym
it powracajgcym, to dla dowolnego zbioru A € B dodatniej miary p + dla p-prawie
kazdego v € X mamy T"(z) € A dla nieskoriczenie wielu n € N.

Z potokiem 7 = {T;}ier na (X, B, 1) mozemy stowarzyszy¢ rodzine operato-
réw Koopmana tj. operatorow UT : L*(X,B,u) — L*(X,B,u) danych wzorem
UT(f) = foT_;dlat € R. Warto zaznaczy¢, ze odwzorowanie t — U7 jest ciagly re-
prezentacja unitarna. Jesli nie bedzie to doprowadzato do nieporozumien, bedziemy
uzywaé oznaczenia T_; zamiast U .

Niech (Y, C, v) rowniez bedzie standardowa przestrzenia borelowska z miara skori-
czong. Powiemy, ze miara skonczona v na Y jest obrazem miary p na X poprzez
odwzorowanie mierzalne F' : (X, B, u) — (Y,C,v) jezeli dla kazdego C' € C zachodzi
v(C) = p(F~1C). Miare v oznaczamy wtedy przez F,u. Mowimy, ze dwa potoki za-
chowujace skoriczone miary 7 = {T; }1er na (X, B, u) oraz S = {S; }1er na (Y,C,v)
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sa izomorficzne, jezeli istnieje mierzalna bijekcja F': (X, B, u) — (Y,C,v) taka, ze

p(X)
v(Y)

Pojecia, ktore teraz zostang oméwione, zdefiniowane sa dla probabilistycznych
standardowych przestrzeni borelowskich. Warto jednak zaznaczy¢, ze moga by¢ one
zdefiniowane rowniez dla dowolnych standardowych przestrzeni borelowskich z miara
skoriczong, poprzez odpowiednie przeskalowania i w dalszej czesci pracy bedziemy sie
rowniez postugiwaé ich wersjami dla miar skoriczonych, jezeli zajdzie taka potrzeba.

Niech K > 0 bedzie liczba naturalng. Dla dowolnego 1 < ¢ < K rozwazmy po-
tok 7° = {T} };er zachowujacy miare na probabilistycznej standardowej przestrzeni
borelowskiej (X¢ B?, u?). Méwimy, ze miara A na (X' x ... x XK B'® ... @ BK)
jest K- potgczeniem potokéw jezeli jest 7' x ... x TX-niezmiennicza oraz rzutuje sie
na X jako u dla kazdego i = 1,..., K, tj.

AMXTx o x XU Ax X o ox XY = 4#(A) dla dowolnego A € B,

Oznaczamy przez J(T',...,TX) zbiér wszystkich polaczen pomiedzy potokami 7
dlai =1,...,K a przez JS(T',..., TX) podzbior potaczen ergodycznych. Jezeli
(X", By, T dlai = 1,..., K sa kopiami tego samego potoku, to powiemy, ze A
jest K-samopotgczeniem. Oznaczamy zbiér K-samopotaczen potoku 7 przez Jx (7 ),
natomiast zbior ergodycznych K-samopotaczen przez J5 (7).

Dla kazdegoi = 1, ..., K niech { A"} € B; bedzie ciagiem gestym wzgledem pseu-
dometryki d,i(A, B) = p'(AAB). Wtedy na J(7',...,7%) definiujemy metryke p

dang wzorem

T,=F'oS,0oFdlateR oraz F.u= V.

1
p(Ah)\Q): Z W|A1(A7lll X...XAT[L{K)—)\Q(A}“ X"'XA'rIL(KN’

N1y, N
Wowczas ciag elementow {\, bney C J(T1, ..., T%) jest zbiezny do polaczenia \ €
J(T, ..., TH) wrgledem metryki p, jezeli dla dowolnych A® € B!, gdziei =1,..., K,
zachodzi

(A x o x AR 5 A(AY xLLx AT,

UWAGA 2.2. Zalozmy, ze dla kazdego i = 1, ... K przestrzeri X* jest wyposazona
w metryke taka, ze B; jest o-algebra zbioroéw borelowskich dla tej metryki. Wéowczas
zbieznosé w J(T1, ..., TX) pokrywa sie ze stabg zbieznoscig miar na X' x ... x XX,

Jezeli 71, ..., TX s3 potokami ergodycznymi, to zachodzg ponizsze fakty.

LEMAT 2.3. Zbior J(T*, ..., TX) jest zwartym sympleksem a zbiér punktéw eks-
tremalnych ext (J(Tl, . ,TK)) jest rowny JE(T*, ..., TH).

LEMAT 2.4 (Rozklad na sktadowe ergodyczne). Dla kazdego polgczenia A\ €
J(TY, ..., TK) istnieje doktadnie jedna miara probabilistyczna k na J¢(T1, ... TX)
taka, ze

A= dr(p).
P K(p)

Zalozmy, ze K = 2. Wowczas miara produktowa p! ® p? zawsze nalezy do
J(TE, T2).

DEFINICJA 1. Mowimy, ze potoki 71 i T2 sa roztgczne w sensie Furstenberga
jezeli miara produktowa jest jedynym elementem J(7',772). W dalszej czeSci roz-
prawy bedziemy pisa¢ po prostu ,rozltaczne”.
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W dowodach bedziemy uzywaé¢ rownowaznej definicji danej przez nastepujacy
fakt.

UWAGA 2.5. Rozlacznoséé potokow 7' i T2 jest réwnowazna z tym, ze p! @ pu?
jest jedynym elementem J¢(71,772).

UWAGA 2.6. Jezeli dwa potoki sa roztaczne, to nie posiadaja wspdlnych faktorow.
W szczegolnosei, sa nieizomorficzne.

Pojecia potaczen i roztacznosci mozna w analogiczny sposob zdefiniowaé dla au-
tomorfizmoéw zachowujacych miare zamiast dla potokow. Mamy wtedy nastepujacy
rezultat.

LEMAT 2.7. Jezeli (T, X, B, ) jest automorfizmem ergodycznym oraz (Id,Y,C,v)
jest identycznosciq, to T ¢ Id sq roztgczne.

Niech ¢ : (X', B!, ', T") — (X?,B?, pi*, T?) bedzie izomorfizmem. Wtedy s}, :=
(Id x ¢).pu* jest polaczeniem potokow T i 72, Mowimy, ze uj jest polgczeniem wy-
kresowym. Warto zaznaczyé, ze jezeli 71 jest potokiem ergodycznym, to /Lé jest
miara ergodyczng dla 7' x 72. Ponizsza charakteryzacja potokéw standardows ob-
serwacja, jednakze podamy jej dowod.

LEMAT 2.8. Niech A\ € J(T',7?) oraz niech Il C B' bedzie rodzing zbiordw
mierzalnych. Niech ¢ : (X', B, put, TY) — (X?,B% u% T?) bedzie izomorfizmem.
Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) MA x B) = u*(An¢~'(B)) dla wszystkich A € 1 oraz B € ¢(I1);
(2) MAx X2 A X x ¢pA) =0 dla kazdego A € 11;
(3) MA x @A) = MN(A® x pA) =0 dla kazdego A € 11.

DowoOD. Wykazemy najpierw, ze z warunku (1) wynika warunek (3). Niech A €
IT. Wtedy podstawiajac B = ¢(A) w (1) otrzymujemy

MA X ¢A) = pH (AN A) = p(A) = p2(9A).
Stad
AMA X @A) = MA x X?) = AMA x ¢pA) = p'(A) = MA x ¢pA) =0
oraz
MAC x pA) = MX! x ¢pA) — MA x ¢A) = p*(¢A) — M(A x ¢pA) =0,
co konczy dowdd implikacji. Zauwazmy ponadto, ze
MA X X2A X x ¢A) = MA x ¢pA°) + A(A° x ¢pA),
co dowodzi réwnowaznosci pomiedzy warunkami (2) i (3).
Aby dokoriczy¢ dowod lematu, musimy pokazaé¢, ze warunek (3) implikuje waru-
nek (1). Zauwazmy, ze
MAXB)=XM(AN¢ YB)) x B) + AM(An ¢ Y(B%) x B).

Korzystajac z punktu (3) dla ¢~ (B) uzyskujemy

M(ANG71(B) x B) < A6 (B%) x B) =0,
oraz

M(AN ¢ Y(B)) x BY) < Mo *(B) x BY) =0.

11
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Zatem

MAX B)=A(AN¢™(B)) x B) + M(AN ¢~ (B%)) x B) = A(AN¢ " (B)) x B)
=AM(AN¢™(B)) x X?) — A((Aﬂ ¢~(B)) x B)
= M(AN¢™(B)) x X*) = p'(An¢~(B)),

co konczy dowdd. O

Rozwazmy polaczenia wykresowe pomiedzy dwiema kopiami tego samego potoku
(X, B, 1, T). W rozprawie, bedziemy gléwnie rozwazac¢ polaczenia dane przez ¢ =
T, dla pewnego t € R i bedziemy je oznaczaé¢ przez p;. Innymi stowy, dla A, B € B
mamy

(A x B) = W(ANT,B) = y(T_,AN B).

Te definicje mozna latwo rozszerzy¢ do polaczen wyzej wymiarowych, tj. pu, .. .
jest K-polaczeniem wyznaczonym wzorem

oty tK,l(Al X ... X AK) = ,U/(TftlAl N...N TftK,lAKfl N AK),

dla wszystkich Ay, ..., Ax € B. Warto zaznaczy¢, ze odwzorowanie (t1,...,tx_1) +—
ity tx, jESt odwzorowaniem ciagtym. W szczegélnosci, jezeli T jest potokiem stabo
mieszajacym, to powyzsze odwzorowanie jest ré6znowarto$ciowe, co razem z twier-
dzeniem Suslina implikuje, ze zbior {4, t1,-- . txk—1 € R} jest mierzalny
W JK(T)

Niech P(RX~!) oznacza zbior borelowskich miar probabilistycznych na R¥™!.
Dla kazdego P € P(RE™1) rozwazamy K-polgczenie catkowe wyznaczone przez

AK71Mt1 ..... tK_ldP(tlu Ce ,tK,1>(A1 X ... X AK>

= oty tK—l(Al X ... X AK)dP(tl,...,thl),

gdzie A17 . ,AK e B.

Przypomnijmy, ze operator ® : L*(X, B, u) — L*(X, B, 1) nazywamy operatorem
Markowa jezeli jest on liniowa kontrakcja (tzn. ||@f|2 < ||f]l2 dla kazdej funkcji
feL*X,B,u)) oraz

(1) dla kazdej nieujemnej funkcji f € L?(X, B, ), funkcja ®(f) rowniez jest
funkcja nieujemnay;
(2) jezeli 1x funkgcje stala rowna 1 X, to ®(1x) = 1x = &*(1x).
Z kazdym 2-samopotaczeniem A € J5(7), mozemy stowarzyszy¢ operator Markowa
U\ : LA(X, B, ) — L*(X, B, i) taki, ze

(2.1) A X B) = [ W(\)(xa)xudp.

Wtedy U(A) oUT =UT o W(N), gdzie {U }ier jest rodzina operatoréw Koopmana
stowarzyszona z 7 .

PRZYKEAD 1. Jezeli A = p® p, to W(A)(f) = [y fdu. Jezeli natomiast A = ¢, p
dla pewnego izomorfizmu ¢ : (X, 1) — (X, ), to W(A\)(f) = foo™t.

Oznaczmy przez J(7) zbior wszystkich operatorow Markowa, ktore komutuja
z operatorami Koopmana stowarzyszonym z 7, tj. operator ® nalezy do J(7) wte-
dy i tylko wtedy, gdy dla kazdego t € R zachodzi ® o U = U7 o ®. Okazuje sie, ze
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jezeli rozwazymy x-stabg topologie operatorowa na J(7), to definiuje afinicz-
ny homeomortizm ¥ : J5(7) — J(7). Wiecej informacji na temat potaczen i ich
zwigzkow z operatorami Markowa mozna znalezé w [15].

Rozwazmy afiniczne ciagle odwzorowania I1; 3 : J3(7) — J2(7") dane przez

(2.2) I, 3(A)(A x B) := A(A x X x B) dla kazdych A, B € B.

Innymi stowy II; 3(\) jest rzutowaniem potaczenia A na pierwsza i na trzecia wspot-
rzedna. Analogicznie definiujemy przeksztalcenie Ilj 3, ktore jest rzutowaniem na dru-
ga i na trzecia wspotrzedna. Skoro Jo(7) i J(7) sa afinicznie homeomorficzne, to
mozemy rozwazy¢ afiniczne odwzorowania Vo Il; 3 : J5(7) — J(7) dlai = 1,2.
O ile nie doprowadzi to do nieporozumien, bedziemy pisac¢ II; 3 zamiast W o 11, 3.
Zauwazmy, ze dla dowolnych ¢, s € R zachodzi

(23) H1,3(Mt,s> - T—t 1 H2,3(,U/t,s) - T—s'

Dla i € {1,2} niech o; : R*> — R bedzie rzutowaniem na i-tq wspotrzedng. Wtedy
dla kazdego P € P(R?), otrzymujemy réwniez

(2.4) Hm( /R s dP(t, s)) _ /R Mg(ug—) dP(t,s) = /R Td((0:).P) (1),
dlai=1,2.

2.2. Potoki specjalne.

Niech (X, B, u) bedzie probabilistyczng standardows, przestrzenia borelowska.
Niech T : X — X bedzie p-niezmienniczym automorfizmem. Niech f € L'(X)
bedzie funkcja dodatnia oraz dla n € Z rozwazmy

L f(T),  jezelin > 1
f™ () =10, jezelin =0
— L F(Tx),  jeselin < —1.

Zdefiniujmy przestrzenn X/ := ((x,r);z € X, 0 < r < f(z)). Niech B(R) oznacza
o-algebre zbioréw borelowskich na R, natomiast Leb miare Lebesgue’a na R. Na X/
rozwazmy o-algebre zbioréw mierzalnych B/ bedaca obcieciem o-algebry produkto-
wej B x B(R) na X x R. Podobnie, rozwazamy takze miare u/ bedaca obcieciem
miary p ® Leb do X/. Potok specjalny T/ = {th}teR jest to zachowujacy miare
potok na X/ dany wzorem

th(x,r) = (T"x,r+t— f(”)(x)),

gdzie n € 7Z jest jedyna liczba naturalna taka, 7e spetniona jest nierownosé f™(z) <
r+t < fOH)(z). Automorfizm T nazwiemy podstawq potoku specjalnego, natomiast
funkcje f bedziemy nazywac funkcjg dachowgq. Innymi stowy, jest to potok, ktory
przesyla punkty (z,r) € X/ w gore z predkoscia jednostkowa a punkty postaci
(z, f(x)) oraz (T'z,0) dla x € X sg ze sobg identyfikowane.

Potok specjalny mozemy rowniez zdefiniowa¢ inaczej. Niech {o}}cr bedzie po-
tokiem na X x R danym wzorem oy(x,r) = (z,7+1) dla (z,7) € X x R. Podzielmy
teraz przestrzen X x R przez relacje rownowaznosci, ktéra identyfikuje punkty po-
staci (T"z,r — f™(2)) dla (z,7) € X x R, gdzie n € Z. Wowczas zbior X7 jest
dziedzing fundamentalna tej relacji i moze by¢ identyfikowany ze zbiorem ilorazo-
wym. Zauwazmy, ze oy komutuje z produktem skosnym (x,7) +— (T"z,r — f(™(2)).
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Stad, potok wertykalny na przestrzeni ilorazowe] jest identyfikowany z potokiem
specjalnym 7.

UWAGA 2.9. Potok specjalny 7/ na (X7, B/, u/) jest ergodyczny wtedy i tylko
wtedy, gdy automorfizm T na (X, B, 1) jest ergodyczny.

Ponizszy rezultat stanowi kryterium stabego mieszania dla potokéw specjalnych.
Przypominjmy, ze potok {T;}icr jest stabo mieszajacy

hoT, =e""h dla kazdego t € R = r =0 A h = const.

TWIERDZENIE 2.10 (patrz [19]). Niech T/ na (X7, B?, u?) bedzie potokiem spe-
cjalnym nad automorfizmem ergodycznym T : X — X 4 pod funkcjg dachowq
f: X — Ryy. Jesli dla dowolnej liczby rzeczywistej r # 0 rdwnanie kohomologiczne

e =yglgoT
nie ma rozwigzar mierzalnych g : X — S, to potok T/ jest stabo mieszajqcy.

Ze wzgledu na twierdzenie o reprezentacji potoku Ambrose’a (patrz [2]), kazdy
potok ergodyczny jest izomorficzny z pewnym potokiem specjalnym w sensie teo-
riomiarowym. Woéwczas potok specjalny nazywamy reprezentacjq specjalng potoku.
W rozprawie bedziemy zajmowacé sie potokami specjalnymi nad automorfizmami
na odcinku, ktorych funkcje dachowe sa kawatkami absolutnie ciagte.

Bedziemy zawsze zaktadaé, ze funkcje dachowe sa prawostronnie ciaggte oraz po-
siadaja granice lewostronne w kazdym punkcie. Jezeli kawatkami absolutnie ciggla
funkcja f posiada niecigglos¢ w z, to punkt x nazywamy skokiem funkcji f a war-
tosciq skoku w x nazywamy liczbe d(x) = lim, .- f(y) — f(z).

2.3. Przestrzen potokow

Niech (X, B, i) bedzie probabilistyczna standardowa przestrzenia borelowska.
Przez Flow(X) oznaczamy zbior wszystkich zachowujacych miare potokow na X.
Niech 7 = {T; }er € Flow(X), A € Boraz e > 0. Rozwazamy otoczenie U(7, A,e) C
Flow(X) zdefiniowane w nastepujacy sposob

U(T, A e) :={S ={Sther € Flow(X); sup pu(TAAS:A) < e}.
te[—1,1]
Zbiory takiej postaci tworza podbaze topologii a przestrzen Flow(X) wyposazona
w te topologie jest przestrzenia polska.

Niech (Y,d) bedzie przestrzenia metryczng. Wtedy odwzorowanie F' : Y —
Flow(X) jest ciagle jezeli dla kazdych y € Y oraz A € B zachodzi
(2.5)

dla kazdego € > 0 istnieje d > 0 taka, ze d(y,z) < d = F(z) € U(F(y), A, ¢).

Z tego, ze dla dowolnych Ay, By, Ay, By € B mamy
A1ABy = AJABY 1 (A1 U B)A(AyU By) C (A1AA) U (BIABy),
wynika, ze dla kazdego y € Y rodzina B, zbiorow A € B, dla ktorych warunek (2.5

jest spelniony, jest algebra zbioréw. Z nieréwnoséci trojkata dla réznicy symetrycznej
p(AAB) < p(AAC) + u(BAC) dla A, B,C € B,
wynika z kolei, ze algebra B, jest zamknieta ze wzgledu na branie sum przeliczal-
nych rodzin wstepujacych, a zatem jest o-algebra zbiorow. Wnioskujemy stad, ze
14
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aby sprawdzi¢ ciagtos¢ F' w y, wystarczy sprawdzaé¢ (2.5) na elementach z rodziny
zbioréw generujacej B.

Wszystkie bezatomowe standardowe probabilistyczne przestrzenie borelowskie
sa izomorficzne (patrz Theroem 3.4.23 in [29]). Niech (Xy, By, p1) oraz (X, Ba, 112)
beda standardowymi probabilistycznymi przestrzeniami borelowskimi oraz niech H :
X, — X, bedzie wspomnianym wyzej izomorfizmem. Wtedy przestrzenie Flow(X;)
i Flow(X2) sa identyfikowane poprzez homeomorfizm ¢ : Flow(X;) — Flow(X»)
dany wzorem

H(T)=HoToH "

Wynika stad nastepujaca uwaga.

UWwWAGA 2.11. Aby udowodnié¢, ze funkcja F' : (Y,d) — Flow(X;) jest ciagta
w punkcie y € Y, mozemy zamiast tego udowodni¢, ze funkcja ¢ o F' : (Y,d) —
Flow(X3) jest ciggla. Innymi stowy, wystarczy wykazac, ze dla kazdego y € Y oraz
A €D C B,, gdzie D generuje By, zachodzi

dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 takie, ze d(y,2) < 0 = ¢poF(z) € U(poF(y), A, ¢e).

2.4. Przekladania odcinkéw

Niech A bedzie alfabetem zlozonym z d elementow. Dla € € {0,1}, niech = :
A — {1,...,d} beda bijekcjami. Od tej pory permutacja 7 alfabetu 4 nazywamy
pare {mg, 1 }, gdzie mo(a) odpowiada pozycji litery a przed permutacja, podczas gdy
m1(a) okresla pozycje litery a po permutacji. Warto zaznaczy¢, ze 7 o 7 jest wtedy
permutacja zbioru {1,...,d} w klasycznym rozumieniu. Mowimy, ze permutacja m
jest nieredukowalna jezeli nie istnieje liczba 1 < k < d taka, ze

momy ({1, k}) ={1,....k}.

Zbioér wszystkich permutacji nieredukowalnych alfabetu A oznaczamy przez Si'. W
rozprawie bedziemy postugiwacé sie wylacznie permutacjami nieredukowalnymi, wiec
to zatozenie bedzie z reguty pomijane. Méwimy, ze permutacja m jest symetryczna
jezeli

mi(a) =d+1—m(a) dla kazdego a € A.
Zauwazmy, ze symetryczna permutacja jest zawsze nieredukowalna, co wynika z fak-
tu, ze 7 (my (1)) = d.

Przedzialy, ktore bedziemy rozwaza¢ od tej pory, sa zawsze lewostronnie do-
mkniete i prawostronnie otwarte, o ile nie bedzie powiedziane inaczej. Niech I C R
bedzie takim przedzialem wyposazonym w o-algebre zbiorow borelowskich oraz mia-
re Lebesgue’a Leb. Bez utraty ogélnosci mozemy zaktada¢, ze lewym koncem prze-
dziatu I jest 0. Niech {I,}sca bedzie podzialem I na d odcinkéw, gdzie I, ma
dlugos¢ |I,| = X, > 0. Niech R4, oznacza zbior wszystkich wektorow rzeczy-
wistych o nieujemnych wspohrzednych, indeksowanych alfabetem A, réznych od
0. Wowczas A = (Ay)aeu € Rﬁo nazywamy wektorem diugosci. Wtedy mamy
IA| := Yaeara = Leb(I). Kazdy podzial odcinka I bedziemy utozsamiaé z wek-
torem dlugosci .

Przektadaniem odcinkéw (IET) nazywamy automorfizm Ty, : I — I, ktory
przestawia odcinki I, zgodnie z permutacja 7. Mowiac doktadniej

(26) Tm,\(l’) = + Z )\ﬂ,l—l(]) — Z >\7r0_1(j) dla x E Ia.
j<mi(a) j<mo(a)
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Nietrudno zauwazy¢, ze T}  jest automorfizmem zachowujacym miare Lebesgue’a.
Niech teraz Q, = [(Qx)ab)apes bedzie macierza o wymiarach d x d dana nastepuja-
cym wzorem

+1,  jesli mo(a) < mo(b) i mi(a) > mi(b);
(2.7) (2r)ap = ¢ =1, jesli mo(a) > mo(b) i mi(a) < mi(b);
0, w przeciwnym wypadku.

Macierz 2, nazywamy macierzq translacji stowarzyszona z Ty . Nazwa tejze ma-
cierzy wywodzi sie z faktu, iz T, dziala na odcinek I, jako przesuniecie o liczbe

DA (r) ap o

2.5. Powierzchnie translacyjne i przestrzen moduli

Niech M bedzie orientowalng spojna i zwarta powierzchnia o genusie g > 1. Niech
Y= {Ay,..., A} bedzie skoficzonym zbiorem punktow osobliwych na M. Niech
K := (K1,...,ks) bedzie wektorem dodatnich liczb catkowitych takim, ze > 7_; k; =
2g — 2. Struktura translacyjna na M jest to maksymalny atlas ¢ map na M \ X2
dziatajacych do otwartych podzbiorow plaszezyzny C taki, ze kazde odwzorowanie
przejscia pomiedzy lokalnymi uktadami wspolrzednych jest translacja. Ponadto dla
kazdego 1 < ¢ < s istnieje otoczenie V; C M punktu A;, otoczenie W; C C punktu
0 oraz ramifikowane nakrycie m; : (V;, A;) — (W;,0) stopnia x; + 1 takie, ze kazde
injektywne obciecie m; do M \ X jest elementem (. Liczbe x; nazywamy indeksem
punktu A;. Przez prostokqt rozumiemy dowolny zbiér D zawarty w dziedzinie pewnej
mapy [ z atlasu (, bedacy przeciwobrazem poprzez f prostokata na plaszczyznie
o pionowych i poziomych bokach.

Na (M, {) rozpatrzmy holomorficzng 1-forme, ktora w lokalnych wspotrzednych
jest postaci dz. Forme te oznaczamy rowniez jako (. Ma ona miejsca zerowa w punk-
tach A; € ¥ rzedu k;. Bedziemy identyfikowa¢ struktury translacyjne z formami
holomorficznymi, ktérych miejscami zerowymi sa punkty z >.

7 formg ( stowarzyszamy 2-forme powierzchni %dC A d(, ktora z kolei wyznacza
miare Lebesgue’a A\ na (M, (). W lokalnych wspoélrzednych forma ta dana jest
wzorem idz A dz = dx A dy. Ponadto forma kwadratowa |(|> wyznacza metryke
riemannowska (M, (). Przez d. bedziemy oznaczaé¢ odlegtos¢ wyznaczona przez te
metryke. Z kolei niech Area(() := A\¢(M) oznacza catkowite pole powierzchni (M, ¢).

Dla dowolnego kierunku 6 € S! rozwazamy na (M, ¢) potok translacyjny {¢? }icr,
ktory w lokalnych wspotrzednych porusza punkty w kierunku 6 z predkoscig jednost-
kowa. Potok ten rozpatrywany jako lokalny potok topologiczny nie jest zdefiniowany
dla elementow ze zbioru Y. Ponadto nie dla kazdego x € M element ¢!(x) jest zdefi-
niowany dla kazdego t € R, co zalezy od tego czy orbita punktu x natrafia na punkt
osobliwy. Wérod potokoéw translacyjnych wyrézniamy pionowy potok translacyjny,
ktory bedziemy oznacza¢ przez T¢ = {T;* },er. Oznaczmy przez I(z) € R maksy-
malny przedzial, dla ktorego orbita punktu x € M \ X jest zdefiniowana. Jesli I(z)
jest polprosta lewostronnie ograniczong to orbite punktu z nazwiemy separatrysg
wychodzgcq, natomiast gdy I(x) jest polprosta prawostronnie ograniczona, to mowi-
my, ze orbita punktu x jest separatrysq przychodzqcg. Mozliwe jest rowniez, ze I(x)
jest przedzialem ograniczonym, czyli zaréwno orbita w przod jak i w tyl punktu
x natrafia na punkty osobliwe. Méwimy wtedy, ze taka orbita jest pionowym potg-
czentem siodtowym. Warto zaznaczy¢ jednak, ze dla Ac-prawie wszystkich x € M,
zbior I(z) jest caly prosta R. To pozwala rozwazaé¢ T¢ jako potok mierzalny, ktory

16



ROZDZIAL 2. WIADOMOSCI WSTEPNE 2.5.

dodatkowo zachowuje \¢, gdyz jest on lokalnie translacja. W szczeg6lnosci, 7¢ moze
by¢ rozpatrywany jako element Flow(M, \¢).

Na powierzchni (M, () mozemy rowniez rozwazaé potaczenia siodtowe we wszyst-
kich kierunkach, nie tylko pionowe. Systolem sys(() nazywamy dlugosé¢ najkrotszego
z nich. Warto zaznaczy¢, ze sys(() ogranicza z dotu dltugos¢ wszystkich okresowych
orbit potokéw translacyjnych. Rzeczywiscie, zgodnie z konstrukcja zaprezentowana
w [34], kazda okresowa orbite potoku translacyjnego mozna rozszerzy¢ do maksy-
malnego cylindra sktadajacego sie z orbit okresowych, w tym samym kierunku i o
tej samej dlugoséci. Natomiast brzeg kazdego takiego cylindra sktada si¢ z polaczen
siodtowych.

W zbiorze wszystkich struktur translacyjnych na (M, ) identyfikujemy struk-
tury (1 i (3 jezeli istnieje homeomorfizm H : M — M, ktory jest staly na X oraz
(1 = H*(5. W jezyku lokalnych wspolrzednych oznacza to, ze H jest lokalnie trans-
lacja. W ten sposoéb otrzymujemy relacje rownowaznosci, a zbior jej klasy abstrakeji
nazywamy przestrzeniq moduli oznaczang przez M = My(X). Rozwazmy takze
znormalizowanq przestrzen moduli MP = {¢ € M; Area(¢) = P}, dla dowolnej
liczby P > 0.

Aby zadaé topologie na M, rozwazmy nakrycie uniwersalne p : M — M oraz
ustalmy dowolny punkt O € M. Dla dowolnej 1-formy holomorficznej ¢ rozwaz-
my odwzorowanie ciagte D¢ : (M,0) — (C,0) dane wzorem D¢(x) = [5p*C. Ze
wzgledu na jednosp6jnosé M oraz zamknieto$é formy ¢ jest to dobrze okreslone
odwzorowanie. Odwzorowanie ¢ +— D¢ jest odwzorowaniem réznowartosciowym.
Zatem zbior wszystkich struktur translacyjnych (1-form holomorficznych) mozemy
zanurzy¢ w C(M, C) - przestrzeni funkcji ciaglych dziatajacych z M do C. W szcze-
golnosci, mozemy rozwaza¢ na zbiorze wszystkich struktur translacyjnych topolo-
gie indukowana z topologii zwarto-otwartej na C'(M,C). Po przejsciu do topologii
ilorazowej wyznaczonej przez relacje rownowaznosci definiujaca przestrzen moduli,
otrzymujemy topologie na M.

Przestrzen moduli moze by¢ podzielona na podzbiory zwane warstwams
M(M, ¥, k) = M(k), do ktorych naleza klasy struktur translacyjnych z indeksami
punktow osobliwych danymi przez k. Kazda taka warstwa M(M, X, k) jest zespo-
lonym orbifoldem (patrz [30]) posiadajacym skoriczona liczbe sktadowych spojnosci
(patrz [23]). Koncewicz i Zoricz w [23] podali pelna charakteryzacje sktadowych
spojnosci przestrzeni moduli, ktorej dokonali poprzez uzycie tzw. rozszerzonych gra-
fow Rauzy’ego, ktore zostang zdefiniowane w nastepnym podrozdziale. Mowimy, ze
C' C M jest hipereliptyczna sktadowa spojnosci, jezeli istnieje inwolucja ¢ : M — M
taka, ze dla kazdej formy ( € C' mamy ¢*( = —( oraz M podzielona przez dziala-
nie grupy {Id, ¢} jest topologicznie sfera. Kazda warstwa postaci M(2g — 2) oraz
M(g—1,9 — 1), gdzie g jest genusem rozpatrywanej powierzchni, zawiera doktad-
nie jedna tzw. hipereliplyczng sktadowa spdjnosci, ktorg oznaczamy odpowiednio
przez. M"P(2g — 2) oraz M™P(g — 1,9 — 1). Sa to jedyne hipereliptyczne sktadowe
spojnosci w M.

Na M rozpatrujemy ciagle dziatanie grupy SLo(R). Doktadniej, dla ustalonego
odwzorowania liniowego 1) € SLy(R) oraz dla dowolnego atlasu ¢ € M i dowolnej
mapy f nalezacej do (, rozpatrujemy ztozenie 1) o f. W ten sposob otrzymujemy
nowy atlas ¢({), ktory rowniez wyznacza strukture translacyjna, ktora takze ozna-
czamy przez ¥ (¢) € M. To dziatanie zachowuje indeksy punktow osobliwych, a wiec
warstwy sa niezmiennicze ze wzgledu na dziatanie grupy SLs(R). Co wiecej, jezeli

17



2.5. ROZDZIAE 2. WIADOMOSCI WSTEPNE

warstwa nie jest zbiorem spojnym, to jej sktadowe sp6jnosci sa rowniez podzbiorami
niezmienniczymi ze wzgledu na dzialanie SLy(R). W koricu, zauwazmy, ze dla kaz-
dej struktury ¢ € M i dla dowolnego odwzorowania liniowego ¢ € SLs(R) zachodzi
Area(¢) = Area(¢(€)). Zatem zbiory postaci C' N M? sa zbiorami niezmienniczymi
ze wzgledu na dzialanie grupy SLs(R), przy czym P > 0 a C C M jest dowolna
sktadowa spdjnosci.

Szczegolnie wazne dla nas beda dwa poddziatania grupy SL,(R). Pierwszym
jest dzialanie grupy obrotow. Dla dowolnego kata 6§ € R/27Z strukture transla-
cyjng mozemy obroci¢ o kat 6 wyznaczajac dzialanie ry wyrazone poprzez macierz
[_C‘;isnag 23;2] Warto doda¢, ze dla ustalonej struktury translacyjnej ¢ i dla prawie
kazdego kata 6 € R/27Z w sensie miary Lebesgue’a, struktura r4(¢) nie ma pio-
nowych potaczen siodlowych. Drugim poddziataniem jest tzw. potok Teichmiillera
{Gi}ier- W ten sposéb nazywamy dziatanie grupy ([et 0 DteR na M.

0 et
TWIERDZENIE 2.12 (|25] oraz [30]). Na kazdym zbiorze postaci C N MF, gdzie
P > 0 oraz C C M jest sktadowg spojnosci istnieje probabilistyczna miara jic p
niezmiennicza ze wzgledu na dziatanie potoku Teichmiillera {G, hier, ktora przyjmuge
dodatnie warto$ci na niepustych zbiorach otwartych. Ponadto {G;her 2 miarg e p
jest potokiem ergodycznym.

Reprezentacja wielokatna powierzchni translacyjnej. Niech 7 € Sg,
gdzie A jest alfabetem skladajacym sie z d > 2 elementéw. Rozwazmy trojke
(m, A7) € {m} x RS, x R taka, ze

v1§k<d Z Ta >0 A Z Ta < 0;
{ae Ao (a)<k} {aim (@)<k}
(2.8) Vaeara = 0= 7, # 0;
Vieto,1} Vapea (mi(a) = (b)) +1 A Xa =Xy =0) = 7,7 > 0;

Rozwazmy tamana w C, nazywana gorng lamana, otrzymana poprzez kolejne
taczenie punktéw 0 oraz Zi<k()‘w51(i) + Z'Tﬂo—l(i)) dla £ = 1,...,d, przy pomo-
cy odcinkéw. Analogicznie, rozpatrujemy dolng tamang laczaca punkty 0 oraz
Zigk()\ﬂ_;l(i) + z’TW;1(i)) dla £ = 1,...,d. Jesli te dwie tamane nie przecinaja sie
pomiedzy punktami koncowymi, to zestawione razem tworza wielokat skladajacy
sie z d par rownoleglych krawedzi. Poprzez zidentyfikowanie (sklejenie) tychze kra-
wedzi, otrzymujemy zwarta i sp6jna powierzchnie translacyjna, dla ktorej zbiorem X
punktéw osobliwych jest zbiér wierzchotkéw rozpatrywanego wielokata, przy czym
niektore z tych wierzchotkéw moga zosta¢ sklejone przy identyfikacji. Warto za-
uwazy¢, ze omoéwione wyzej lamane moga sie przecinaé¢ tylko wewnatrz ostatniego
odcinka jednej z nich. Niech

2.9 O, ={(m,\,7) € {r} x R4, x R*: (&, \,7) spetia [2.8)},
>0

(2.10) O ={(m A7) €On; A1y #0 A Ay # 0}

oraz

(2.11)

07 .= {(n,\,7) € ©F; dolna i gorna tamana dla (7, \, 7) nie przecinaja sie}.
18
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Poniewaz O, jest de facto otwartym podzbiorem R“;‘O x RA, to mozemy na tym
zbiorze rozwazaé topologie indukowang z Rg‘o x R4 oraz miare Lebesgue’a. Ponadto
zauwazmy, 7e zbiory OF i ©F sa otwartymi podzbiorami O, a ©, \ ©F jest miary 0
w O,.

Oznaczamy przez M (mw, A\, 7) strukture translacyjng zadang przez (m, A\, 7) € ©F,
ktorg to trojke bedziemy nazywacé reprezentacjg wielokging struktury translacyjney.
Jesli (m,\,7) € ©F, to M(m,\,7) jest struktura opisana powyzej. Jesli natomiast
(m,\,7) € ©F \ ©F, to usuwamy wielokat znajdujacy si¢ pomiedzy punktem prze-
ciecia gornej i dolnej tamanej a prawym wierzchotkiem koricowym a takze usuwamy
odpowiadajacy mu wielokat znajdujacy sie na krawedzi danej przez punkty

Z (Ao +i7,) i Z (A +1i74),
{a€A; mo(a)<mo(my ! (d))} {a€A; mo(a)<mo(my ' (d))}

jesli )\ﬂfl(d) > )\ﬁgl(d), lub na krawedzi danej przez

Z (Ao +i7,) i Z (A +174),
{a€A; mi(a)<mi(my ' (d)} {aed; mi(a)<mi(my ' ()}
jesli Aﬂgl(d) > Aﬂ_fl(d) (patrz rysunek . Po tej operacji otrzymujemy wielokat wy-
znaczony przez pary rownolegtych bokéw i poprzez ich sklejenie uzyskujemy po-
wierzchnie translacyjna M (m, A, 7).

RYSUNEK 1. Tworzenie wielokata z przecinajacych sie tamanych.

UWAGA 2.13. Odwzorowanie ©% > (m, A\, 7) — M(m, A\, 7) € M jest odwzorowa-
niem cigglym.

UWAGA 2.14. Na zbiorze wielokatow U,cq O, mozemy réwniez zdefiniowac potok
Teichmiillera (G;);er dany wzorem

Gi(m, N\, 7) == (m, €'\, e "7) dla kazdego t € R.

Definicje potoku Teichmiillera na zbiorze wielokatow i na przestrzeni moduli sa zgod-
ne, tj. dla kazdego m € Sg\, jedli (m,\,7) € ©F, to G,(m, A\, 7) € OF oraz

Mo Gi(m, A\, 7) =Gyo M(m, A\, 7).

Jezeli T¢ nie posiada potaczen siodlowych, to ¢ jest postaci M(m, A, 7) dla
pewnego (7, Ao, 7o) € OF, gdzie 7 jest pewna permutacja nieredukowalna (aby do-
wiedzie¢ sie wiecej o wyznaczaniu poszczegélnych parametrow patrz np. Chapter
4 1 Theorem 5.6 w [34]). Wowczas odwzorowanie (m, A\, 7) — M (mw, A\, 7) okreslone
na odpowiednim otoczeniu (7, \g,79) W O%. zadaje lokalny uktad wspolrzednych
w otoczeniu takiej struktury ¢ w warstwie, do ktorej struktura ta nalezy. Ponadto
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na tym otoczeniu ¢ = M (7w, Ny, 70) w M(M, ¥, k) bedziemy rozwaza¢ metryke dang
wzorem

dMod(M<7T? )‘,7 7_/)7 M(ﬂ-a )‘,/7 T//)) = Z <|>‘iz - AZ’ + ’TC/L - TO/LID‘
acA

Jezeli ¢ posiada pionowe potaczenia siodtowe, to mozemy zastosowac obrot ry dla
pewnego 0 € R/27Z tak, aby r¢(() nie posiadala pionowych potaczen siodtowych.
Wtedy ry(C) jest postaci M (m, Ao, 7o) dla pewnego (7, A, 79) € OF oraz odwzorowa-
nie (m,\, 7) — r_gM (mw, A\, ) okreslone na odpowiednim otoczeniu (7, Ao, 70) zadaje
lokalny uktad Wspolrzgdnych w otoczeniu takiej Struktury (. Nastepnie mozemy
zdefiniowaé metryke d Woq TOWNIeZ na otoczeniu ¢ jako et Voa © (Tg X 19).

Reprezentacja specjalna potoku translacyjnego. Dla kazdej struktury
translacyjnej ¢ = M (m, A\, 7) € M(M, 3, k) mozemy rozpatrywaé reprezentacje spe-
cjalng pionowego potoku translacyjnego na (M, (). Rozpatrzmy wektor h € RZ,
Wyznaczony wzorem

(2.12) h=—Q.r,

gdzie €. jest macierza translacji przektadania wyznaczonego przez (m, \). Wektor
h mozemy utozsamié¢ z funkcjg h : I — R., ktéra nad odcinkiem I,, a € A,
przekladanym przez T’ ) jest stala i przyjmuje wartos¢ h,. Wtedy potok specjalny
T, jest reprezentacja specjalng 7.

UWAGA 2.15 (patrz [30]). Jesli ¢ € M(M, X, k), gdzie k = (K1, ..., Ks), to mi-
nimalna ilo$¢ przektadanych odcinkéw w podstawie reprezentacji specjalnej wynosi
S 1kn+s+1.

2.6. Indukcja Rauzy’ego-Veecha

Rozwazymy teraz odwzorowanie, ktore jest czesto podstawowym narzedziem po-
zwalajacym udowodni¢ wiele wlasnosci przektadan odcinkéw i potokoéw translacyj-
nych na powierzchniach. Oznaczmy przez Sg' zbiér wszystkich nieredukowalnych
permutacji alfabetu A skladajacego sie z d elementéw. Mozemy rozwazyé¢ prze-
strzefi Sg' x Rg‘o jako przestrzen wszystkich przektadan d odcinkow (bedziemy do-
puszczaé odcinki dhugodci 0). Zdefiniujmy operator R : Sit x IR“;‘O — S# x Rﬁo
taki, ze R(m, \) = R(Ty ) jest odwzorowaniem pierwszego powrotu 75\ do odcinka
[0, |A] = min{A -1 4, Ar1(g)}). Operator R nazywa si¢ indukcjq Rauzy’ego-Veecha
(lub prawostronng indukcjg Rauzy’ego-Veecha). Otrzymane odwzorowanie R(T )
na [0, || — min{)\%_l(d), )\ﬂ1_1(d)}) jest przektadaniem d odcinkow, ktore jest wyzna-
czone przez parametry (7!, A1) zalezace od relacji pomiedzy dlugo$ciami ostatniego
odcinka przed przetozeniem i po przetozeniu. I tak, jezeli )\ﬂgl(d) < Aﬂ;1(d), to

mo(a) jezeli  mo(a) < mo(m(d));
mo(a) == mo(m H(d)) + 1 jezeli mo(a) = d;
mo(a) + 1 jezeli  mo(my (d)) < mola) < d —1,

(2.13) 1

)\1 - {)\Wll(d) - Aﬂal(d) JeZell 7'('1(@) = d’

Ao w przeciwnym wypadku,

20



ROZDZIAL 2. WIADOMOSCI WSTEPNE 2.6.

natomiast jezeli )\ng(d) > /\ﬂ,l—l(d), to

my(a) = mo(a),
(a) jezeli m(a) <7

m(a) = m(ngH(d) + 1 jezeli i (a) = d;
(a)

(2.14) m(a) + 1 jezeli (g ' (d)) < mi(a) < d—1,

)\1 = )\7T0_1(d) - )\Wl—l(d) JeZeh Wo(a) — d,
a Aa w przeciwnym wypadku.

Grafami Rauzy’ego nazywamy minimalne podzbiory G C Sg! takie, ze R(G x Rg‘o) =
G x R4,

Analogicznie jak prawostronna indukcje Rauzy’ego, mozemy zdefiniowaé lewo-
stronng indukcje Rauzy’ego L : Sgt x ]Réo — St x Réo. Obie indukcje sa za soba
Scisle zwiazane. Niech

[:{1,...,d} — {1,...,d} bedzie dane przez [(i) =d + 1 — 1.

Funkcja [ dziata na Si' przesylajac {mo, 71} na l.({mo,m}) = {l o my, ! o 1 }. Niech
& I — I bedzie symetria dana wzorem &, (z) = |A| — x. Ponadto dla dowolnego
A € R4 oznaczmy przez [,()\) € R4 wektor 1,()\), = Ars ) dlaa € A. Wtedy

Lolomg(a
L(Tﬂ',)\) = 5;11 o R(ﬂ*(ﬂ'),l*(/\)) % 5)\-

Rozszerzonymi grafami Rauzy’ego nazywamy minimalne podzbiory G C Sg', takie,
ze R(G x R)) = G x RY oraz L(G x RE,) = G x R4,. Mamy nastepujacy rezultat

TWIERDZENIE 2.16 (patrz [27]). Kazdy (rozszerzony) graf Rauzy’ego permutacyi
d > 2 elementow zawiera przynajmniej jedng permutacje m takq, ze

fromy (1) =d oraz 7oy (d)=1.
Mowimy, ze T} y spelnia warunek Keane’a, jezeli
TffyA(aIa) = 01, dla pewnego k € N oraz a,b € A = k = 1 oraz my(b) = 1.

TWIERDZENIE 2.17 (patrz [20] oraz [30]). Jezeli m € Sg\, to dla prawie kazdego
A€ Rﬁo przektadanie odcinkow T \ spetnia warunek Keane’a i jest ergodyczne.

Warto zaznaczy¢, ze warunek Keane’a jest spelniony zawsze dla wektorow dlu-
gosci A\ € R;‘O, ktore sa wymiernie niezalezne, tzn.

an)\a:(),gdziecandlaaeA = c,=0dlaac A
acA
Niech (7™, \") = R™(m, A).
TWIERDZENIE 2.18 (patrz str. 19 w [33]). Jezeli T\ jest przektadaniem od-

cinkow spetniajgcym warunek Keane’a to dla kazdego n € N n-ta iteracja indukcyi
Rauzy’ego-Veecha na (7, \) jest dobrze zdefiniowana. Ponadto |\"| — 0 dla n — oc.

Niech G bedzie grafem Rauzy’ego. Przypomnijmy, ze dla dowolnego w € 564
zbiory O, oraz ©% dane jak w (2.9) i (2.10) sa podzbiorami Sg' x R4, x R4, Niech

Of :={(m,\,71) € ©F; )\ﬂ,O—l(d) + )\ﬂ_l—l(d)}.

Podzbior ©F jest zbiorem pelnej miary w zbiorze ©,, a w szczegdlnosci jest w nim
gesty. Rownolegle do indukeji Rauzy’ego R jako przeksztalcenia na przekladaniach
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odcinkow zdefiniujemy przeksztatcenie R : U.cq OF — Ureq O nazywane wielo-
kgtng indukcjg Rauzy’ego (lub prawostronng wielokgtng indukcjg Rauzy’ego). Dla
powierzchni M (7, A, 7) odwzorowanie R pozwala na inne sparametryzowanie tej po-
wierzchni translacyjnej za pomoca R(mw, A, 7).

Niech 7 € G oraz niech (m, A\, 7) € ©F. Wtedy R(m, A, 7) := (7!, A\, 71), gdzie
(!, A1) = R(m, \) oraz jezeli A, -1y < Ao1g), tO

L) T a) T T @) jezeli  mi(a) = d;
Ta w przeciwnym wypadku,

natomiast jezeli )‘wo‘l(d) > )‘Wfl(d)’ to

o Tecl(a) ~ Tal(a) jezeli  mo(a) = d;
Ta w przeciwnym wypadku.

Warto zaznaczy¢, ze jezeli przektadanie odcinkéw T ) spetnia warunek Keane’a,
to R moze by¢ iterowane nieskoriczenie wiele razy dla parametrow (m, A\, 7) € O,.
Symetrycznie, mozemy rowniez zdefiniowaé lewostronng wielokatna indukcje Rau-
zy’ego. Warto zauwazy¢, ze jesli (m, A\, 7) € ©F oraz R(m, A\, 7) € OF to reprezentacje
wielokatne otrzymane z (m, A\, 7) oraz (7, A}, 71) = R(7, \, 7) reprezentuja ta sama
powierzchnie translacyjna, t.j. M(m, A\, 7) = M (', A\, 71). Rzeczywiscie, reprezen-
tacja odpowiadajaca (7', \', 7!) jest otrzymana z reprezentacji przyporzadkowanej
(m, A\, T) poprzez wyciecie trojkata wyznaczonego przez ostatnia gorna i ostatnia
dolna krawedz i przyklejenie go do krawedzi zidentyfikowanej z jedna z dwoch $cian
wyznaczajacych trojkat.

UwaGA 2.19. Jedli (7, \,7) € O% \ ©F, jest takie, ze przektadanie wyznaczone
przez (m, A) spetnia warunek Keane’a to istnieje n € N takie, ze R™(m, \,7) € ©%
dla pewnego ™ € G (patrz Remark 18.3 w [33]). Przypomnijmy, ze jesli struktura
translacyjna ( nie posiada pionowych potaczen siodlowych, to mozemy ja zapisaé
w postaci M(m, A\, 7), a ponadto przektadanie odcinkéw dane przez (m, A) spelnia
warunek Keane’a. W szczegolnosci, jezeli (m,\,7) € ©7, to struktura ¢ posiada
reprezentacje wielokatng taka, ze tworzace ja tamane spetniajg warunek i nie
przecinaja si¢. Natomiast jezeli (m,\,7) € O \ ©7, to istnieje liczba n € N taka,
ze R™(m, A\, 7) = (7", \", ") € ©%.. Skoro M(m,\,7) = M(R"(m,\, 7)), to otrzy-
mujemy w ten sposéb reprezentacje wielokatna struktury ¢, ktora spelnia te same
warunki co w pierwszym przypadku.

Okazuje sie, ze wielokatna indukcja Rauzy’ego jest przeksztalceniem odwracal-
nym na duzym zbiorze parametréw. Niech wiec (7, A\, 7) € ©,. Jesli ponadto A jest
wektorem dodatnim, a > ,c47. > 0, to R7Y(m, A\, 7) := (7', N, 7') € O, gdzie dla
kazdego a € A zachodzi

mo(a) jesli mo(a) < mo(nyt(d));
mo(a) =< d jesli mo(a) = mo(myH(d)) + 1;
mo(a) — 1 jesli mo(a) > mo(mi ' (d)) + 1,

m(a) = m(a),
a takze

N, =

a

)\(1 + Aﬂal(ﬂo(a)-‘rl) dla a = 7T]__1(d),
Ao w przeciwnym wypadku,
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oraz

-1 .
T/ _ Ta + Tﬂal(ﬂo(a)+1) dla a = 7T1 (d),
‘ Ta w przeciwnym wypadku.

Jesli natomiast > ,c 47, <0, to (7', X', 7’) jest dane przez

mo(a) = mo(a),

m1(a) jesli m(a) < m (7 (d));
m(a) =<d jesli m(a) = m (7 ' (d)) + 1;
mi(a) —1  jesli m(a) > m(mt(d)) + 1,

a

v {)\a A iy dlaa=m5(d);

Ao w przeciwnym wypadku,
oraz
-1 .
7= Ta t Tﬂfl(ﬂl(a)+1) dla a = To (d)a
¢ Ta w przeciwnym wypadku,
dla a € A.

Jak juz wspomnielismy (patrz np. [23]), sktadowe spdjnosci przestrzeni moduli
moga by¢ opisane poprzez uzycie grafow Rauzy’ego. Zdefiniujmy najpierw za Ve-
echem niedegenerowalnosé¢ permutacji. Niech A bedzie alfabetem skladajacym sie
z d > 2 elementow. Mowimy, ze permutacja m = {my, 71} alfabetu A jest degenero-
walna jezeli jeden z ponizszych warunkéw jest prawdziwy:

(2.15) momy(j+1)=mom(j) + 1 dla pewnego 1 < j < d;
(2.16) momy (mpom; ' (d)+1)=momy'(d) +1

(2.17) moom (1) —1=myon; (m omy (1) — 1)

(2.18) myom (d) =mpom (1) —1imony'(d) =m omy (1) — 1.

W przeciwnym wypadku méwimy, ze permutacja jest niedegenerowalna. Wtasnosé
niedegenerowalnosci jest niezmiennicza ze wzgledu na dziatanie indukcji Rauzy’ego-
Veecha.

Ponizsze twierdzenie okresla w jaki sposob rozszerzone klasy Rauzy’ego permu-
tacji niedegenerowalnych sa w relacji jeden do jednego ze sktadowymi spdjnosci
przestrzeni moduli.

TWIERDZENIE 2.20 (patrz [30], a takze [23]). Niech P > 0 oraz niech
C C M(M,X% k) bedzie pewng sktadowq spdjnosci przestrzeni moduli, gdzie k =
(K1,...,Rs). Niech A bedzie alfabetem Y0 | k, + s + l-elementowym. Rozwazmy
miare pio.p na C N M niezmienniczq na dziatanie potoku Teichmiillera, ktorej ist-
nienie wynika z . Dla kazdej struktury translacyjnej ¢ € C niech R(¢) C S3'
oznacza zbior tych permutacji © € S3', Ze istnieje poziomy odcinek w (M, () taki,
Ze odwzorowanie pierwszego powrolu pionowego potoku translacyjnego na (M, () do
tego odcinka jest przektadaniem odcinkow danym przez permutacje w. Wiedy istnieje
podzbior e C Sgt taki, ze dla kazdej struktury ¢ € C N MFP, mamy R(() C Re.
Ponadto dla pcp-p.w. ¢ € CN MY zachodzi R(C) = Re. Zbior Re nie zalezy od
P i jest pewng rozszerzong klasqg Rauzy’ego permutacyi niedegenerowalnych, a takze
jesli Cy, Cy sq réznymi sktadowymi spdjnosci M, to Re, N Re, = 0.
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WNIOSEK 2.21. Niech C' C M bedzie dowolng sktadowq spdjnoSci oraz niech G
bedzie odpowiadajgcym jej rozszerzonym grafem Rauzy’ego danym przez twierdzenie
[2.20. Wtedy dla kazdej permutacji m € G, zbidr M(O%) jest gesty w C.

DowOD. Niech (m, Ao, 79) € O bedzie takie, ze A\ jest wektorem dodatnim.
Niech V' 3 (m, Ao, 7o) bedzie otoczeniem otwartym w ©F, takim, ze M|y jest lokalna
parametryzacja wokol M (m, N, 70). W szczegolnosci, M (O%) zawiera niepusty pod-
zbior otwarty. Ponadto zauwazmy, ze M (O%) jest zbiorem niezmienniczym ze wzgle-
du na przeskalowania. Stad dla dowolnego P > 0, zbior M (©*) N M? jest dodatniej
miary pc p. Zauwazmy ponadto, ze ze wzgledu na uwage zbior M (©:) N MP
jest zbiorem niezmienniczym ze wzgledu na potok Teichmiillera. Z ergodycznosci te-
goz potoku otrzymujemy, ze pc p(M(0:)NMTP) = 1. W szezegolnosci, M (0:)NMP
jest zbiorem gestym w C' N M?P. Z dowolnoéci P uzyskujemy teze. O

Zauwazmy, ze ze wzgledu na twierdzenie [2.16] z kazda sktadowa spojnosci C' =
Cq przestrzeni moduli mozemy stowarzyszy¢ permutacje © € G spelniajaca 7, o
7o l(d) = 1 oraz 7y o 77 H(d) = 1, wowezas M(0%) = C. Zatem aby udowodnié,
ze pewna wlasnosé zachodzi dla gestego podzbioru struktur translacyjnych w Cg
wystarczy wykazac, ze zachodzi ona dla struktur translacyjnych parametryzowanych

gestym podzbiorem OZ.

UWAGA 2.22. W jezyku twierdzenia dla kazdego genusu g > 2 skladowe
hipereliptyczne M"P(2g — 2) oraz M™P(g — 1,9 — 1) odpowiadaja rozszerzonym
grafom Rauzy’ego permutacji symetrycznych odpowiednio 2g i 2g — 1 elementéow
(patrz [23]).

Powyzsze fakty beda uzyteczne przy dowodzie warunku gestosci w glownym
rezultacie rozprawy.

Przez I"™ bedziemy oznacza¢ dziedzine przektadania odcinkow R™(T} ). Z kolei
dla kazdego a € A przez I} bedziemy oznacza¢ przektadany odcinek dla R"(7 ),
odpowiadajacy symbolowi a. W szczegolnosci I = I° oraz I, = I? dla a € A.

Oznaczmy przez A™ (7, \) = A = [Ag;)]a,be/\ n-tg macierz indukcji Rauzy’ego-
Veecha (lub w skrocie macierz Rauzy’ego), t.j. wspotezynnik Ag;) wskazuje ile razy

przedzial I} odwiedza przedzial I, poprzez iteracje 15 » zanim powrdci pierwszy raz
do I"™.

UWAGA 2.23. Niech T' =T 5 : I — I bedzie przekladaniem d odcinkéw spelnia-
jacym warunek Keane’a. Wtedy dla kazdego n € N (patrz Lemma 4.2 w [33]) prze-
dzial I mozna roztozy¢ na d roztacznych wiez Rochlina postaci {T°I; 0 < i < s}'},
gdzie s := Y ,e4 A% (7, ) dla b € A. Dokladniej, T°I}* dla i = 0,...,s} — 1 oraz
b € A sy parami rozlacznymi odcinkami, wypetiajacymi I. Co wiecej, kazdy taki
odcinek T*I jest zawarty w pewnym przedziale I, oraz T% I* C I". Wynika stad,
ze T dziala na kazdy odcinek T°I* poprzez translacje oraz s} jest czasem pierwszego
powrotu odcinka []' do I™ poprzez T'.

LEMAT 2.24 (patrz [31]). Niech (m,)) € Sg* x R, bedzie takie, ze Ty spetnia
warunek Keane’a. Wiedy
(i) A (7w, A" = \;
(ii) A (m, \) = AD(7O X0) - AWzt An=Y) | gdzie (78, N) = Ri(w, \) dla
i=0,...n—1;
(iii) istnieje n € N takie, ze macierz A™ (w, \) jest scisle dodatnia
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(iv) dla prawie kazdego (w,)\) € Sg* x ]R“;‘O istnieje n € N takie, ze spelniony jest
warunek (iii) oraz ™ = .

UWAGA 2.25. Nietrudno zauwazy¢, ze

1, gdya=5>

1, gdya=mny'(d), b=m"(d) oraz \y > N\
1, gdya=mn'(d), b=my"(d) oraz A\, > N
0  w przeciwnym wypadku.

(A (1, A))ap =

W szczegolnosci AV (m, \) € SL4(Z)(= SL4(Z)), co razem z punktem (ii) w lemacie
implikuje, ze A™ (7, \) € SL4(Z). Co wiccej, jesli R(w, ) = (7, A1), to A! =
(AW (7, X))\, a co za tym idzie A" = (A™ (7, \)) 7'\, Innymi stowy

(2.19) R (7, 0) = (7", (A®) (7, 1)) 7N,

a ponadto warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze jesli R™(mw, A, 7) jest dobrze zdefinio-
wana, to

(2.20) R™(m, A\, 7) = (7, (A™ (7, \) "I\, (AW (7, \) 1),
natomiast jesli dobrze zdefiniowana jest R™"(m, A\, 7) = (7', N, 1), to
(2.21) R"(m, A\ 1) = (x/, AW (", \)X, A (7', \)7).

Mowimy, ze przektadanie odcinkéw T y ma typ ,,07, lub ,t”, gdy )\%_1( Q> )\ﬂ,l—l( d)
natomiast ma typ ,,17, lub ,,b”, gdy )‘ngl(d) < )\Wf1(d).

UWAGA 2.26. W $wietle uwagi , macierz AW (7, \) zalezy tylko od 7 oraz
typu Ty.x. Co wiecej, permutacja 7 i typ Ty determinuja posta¢ permutacji 7.
Zatem poprzez indukcje matematyczna mozna wykazaé, ze A (w, \) zalezy tylko
od 7 oraz ciagu typow przektadan Tpe(; y), dla k=0,...,n—1.

LEMAT 2.27. Zbior tréjek (1, A\, 7) € Ureq O takich, ze X i T sqg wektorami wy-
miernie niezaleznymi jest zbiorem niezmienniczym ze wzgledu na dziatanie R i R

DowOD. Rozwazmy zbior Ny C U,cq Or11 elementéw (m, A, 7) takich, X jest
wektorem wymiernie niezaleznym, oraz zbior N, C Urcq Or11 elementéw (7, A, 7)
takich, ze 7 jest wektorem wymiernie niezaleznym. Wykazemy teraz, ze Ny i N, sa
zbiorami niezmienniczymi ze wzgledu na R i R™1. Jest to wystarczajace, gdyz prze-
kroj dwoch zbioréw niezmienniczych takze jest zbiorem niezmienniczym. Ze wzgledu
na oraz (2.21)), wektory A i 7 po przeksztalceniu przez R oraz przez R~ wy-
raza sie tym samym wzorem. Wystarczy wiec, ze wykazemy, ze N, jest zbiorem
niemienniczym, gdyz ten sam rezultat dla N, dowodzony jest analogicznie.

Niech (m,A,7) € Ny. Wtedy jedli R(m, \,7) = (71, A\, 71) oraz R (7, A\, 7) =
(7', N, 7"), to z uwagi wiemy, ze

A =AW (7 A) "I\ oraz X = AW (7 )\,

Jednakze, macierze AN (7, \) oraz AW (7', \') sa macierzami nieosobliwymi i cal-

kowitoliczbowymi. Stad, gdyby A! lub X bylo wektorem wymiernie zaleznym, to

rowniez A miatoby ta wlasnosé, co jest sprzeczne z wyborem (7, A, 7). 0

Rozwazmy miare p na U, O, bedaca obcieciem produktu miary liczacej na G

i miary Lebesgue’a na R* x R4, Poniewaz zbior takich trojek (m, \,7) € Ureq O,

ze N\ i 7 sa wektorami wymiernie niezaleznymi, jest zbiorem pelnej miary pu, to
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powyzszy lemat umozliwia rozpatrywanie wielokatnej indukeji Rauzy’ego jako mie-
rzalnego automorfizmu na (U,cq ©r, ). Miara p jest w istocie nieskoriczona miarg
niezmiennicza dla R (patrz Lemma 21.1 w [33]).

LEMAT 2.28. Niech T\ : [0,1) — [0,1) bedzie dowolnym przektadaniem odcin-
kéw spetniajgcym warunek Keane’a. Wtedy dla kazdych X' € RZ, oraz 0 < k < n,
element R¥(m, A (7, \)X') jest dobrze zdefiniowany. Ponadto

A® (A (r N) = AP (7, N)

a permutacje odpowiadajgce przektadaniom otrzymanym po zadziataniu k razy in-
dukcjg Rauzy’ego na T atmrayn @ Trx 8¢ takie same.

DowOD. Dowodd przeprowadzimy stosujac indukcje matematyczng wzgledem n.
Niech n =1 oraz X' € R4,. Zauwazmy, 7e dla dowolnego a € A zachodzi

N i@ T N . gdy a = 75 ! (d) oraz Arct(@) > Al (a);
(AD (7, AN, = Xo_l(d + Awl_l(d), gdy a = n7Y(d) oraz Aoty < Anci(a;
A w przeciwnym wypadku.

W szezegolnosei (AW (7, \)N) “la) # (A (7, AAN) p1(q) Oraz
1 / /
(A (7T, )\))\ )7r0_1(d) > (A (ﬂ',/\))\ )wl_l(d) <:>>\7r0_1(d) > )\ﬂ_l—l(d)7

tj. przekladania o 40 (r nx 01az Tr )\ sa tego samego typu. Stad na mocy uwagi 2.26]
otrzymujemy

(2.22) AW (7, AV, MN) = AD (7, \),
co z kolei wraz (22.19)) implikuje
(2.23) R(m, AD(, )X) = (71, \).

Zalozmy, ze wykazaliSmy teze lematu dla pewnego n. Wykazemy jej prawdziwosé
dla n + 1. Korzystajac z zalozenia indukcyjnego dla (7!, A!) otrzymujemy, ze dla
dowolnego wektora N € R4, oraz 0 < k < n zachodzi

(2.24) AW (7L A (71 AN = A®) (71 AY),
elementy R*(m, A(n)(m*, A\'))\) sa dobrze zdefiniowane, a permutacje przektadan uzy-
skanych po zadzialaniu k razy indukcja Rauzy’ego na Toi g (m ayn oraz Th

sg identyczne. Ponadto korzystajac z pierwszego kroku indukcyjnego dla wektora
AM (7l AN N otrzymujemy, ze

(2.25) AW (7, AD (7, N (A™ (7, AHN)) = AW (7, N,
R(m, AW (7, \)(A™ (7, A)X)) jest poprawnie okreslone oraz
(2.26) R(m, AD(m, \)(A™ (1, \HN)) = (xh, A™ (2L, AHN).

W swietle (2.24), (2.25) i (2.26)), korzystajac dodatkowo z punktu () w lemacie
2.24] uzyskujemy

AEHD (e A (0 NN = AFHD (0 A (7, A) A (7, AL
= AW (7, AD (7, \) (A (71, AHN)) - AB (2, A (22 AN
= AW (7, A) - AB (71 AY) = AFTD (7)),
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dla dowolnego k£ = 0,...,n, z czego, po uwzglednieniu faktu, ze dla dowolnego
wektora (m,\) € Sg' x RAO mamy A (7, \) = Id, wynika pierwsza czesé¢ tezy
lematu dla n + 1.

Na mocy otrzymujemy, ze permutacje odpowiadajace prze-
ktadaniom R(m, (A™*D (7, A\)\)) oraz R(w,\) sa identyczne. Co wiecej,
z tezy lematu dla n wiemy, ze permutacje odpowiadajace przeklada-
niom RF(7!, (AM™ (7! AY)N)) oraz RF(x!,\!) sy identyczne dla k = 0,...,n.
Skoro ze wzgledu na zachodzi

RF (m, (A (m A)X)) = RF(R(m, (AT (m, X)) ) = RE(, (AT (x', AHX)),

to  permutacje  odpowiadajace  przektadaniom — RFF(w, (A (7, A)N))
i RF(rl, M) = RFl(m, \) sa identyczne dla &k = 0,...,n, co konczy dowod
kroku indukcyjnego dla n + 1, a zarazem catego lematu.

[

Dla kazdej dodatniej d-wymiarowej macierzy kwadratowej B indeksowanej alfa-
betem A niech

Bab
(2.27) p(B) = max, B..

Zdefiniujmy ponadto by(B) := Y ,c 4 B Mamy wtedy nastepujacy rezultat.

LEMAT 2.29. Niech A i B bedqg nieosobliwymi d-wymiarowymi macierzami kwa-
dratowymi indeksowanymi alfabetem A. Zatdzmy ponadto, zZe B jest macierzq do-
datnig oraz A nieujemng. Zachodzq wtedy ponizsze wlasnosci:

(2.28) b,(B) < p(B)b.(B) dla kazdych b,c € A,
oraz
(2.29) p(AB) < p(B).
Ponadto jezeli |n]| = Saea|na| dlan € RA; to
BN = BA| I = All
(2.30) — - S eB)- :
[ BAl S

dla dowolnych A\, \' € R4,.

DoOwWOD. 7 definicji p mamy g“” < p(B), a stad
Z Bab Z Bacp (B) bC(B>7
acA acA
co dowodzi (2.28). Ponadto dla dowolnych a,b, ¢ € A zachodzi

(AB)ab  Xgen AaaBab o 2dea Aqap(B)Bye
- S
(AB)ac ZdeA AadBdc ZdE.A AadBdc
co po przejsciu do maksimum implikuje (2.29)).
Pozostalo dowiesé¢ (2.30). Korzystajac z nier6wnosci trojkata a nastepnie z defi-
nicji p otrzymujemy

HB )\/ Z ZBabp‘b Zmax ac Z |)\2_)\b|

acAbeA acA beA

—Zmax w) [N = Al
acA

= p(B),
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Ponadto
| BA|| = Z Z By = Z mij\l(BaC) Z Ap = Z mi}‘l(BaC)H)‘H-
aEAbEA acA € beA acA €
Podsumowujac otrzymujemy

[BOY =N _ Sacamaxcea(Buc) [¥ ~ Al

S

| BA Y aeaminge 4(Bae) || All
> B)mingc 4(Bg)|[|N — A N =)
< cap(B) : eal )||/\ ”:p(B)“ . ||7
ZaeAmlnceA(BaC)H H H H

co konczy dowdd lematu.

Niech

AM={NeRY )\, >0 dlakazdego a € Aoraz Y A, = 1}.
aceA

Znormalizowanqg indukcjq Rauzy’ego- Veecha nazywamy odwzorowanie

~ )\1
R:SAX A = SAX AL R(m ) = <7T1’|A1|>'

Ponizsze twierdzenie zostalo udowodnione w [30].

TWIERDZENIE 2.30. Dla kazdego grafu Rauzy’ego G C Sg' istnieje o-skoriczona
R-niezmiennicza miara ng na G x A réwnowazna produktowi miary liczgcej na G
i miary Lebesque’a na AA. Odwzorowanie R na (G x A ng) jest ergodyczne i po-
wracajgce.

Powroémy do wielokatnej indukcji Rauzy’ego-Veecha R. Niech G bedzie dowol-
nym grafem Rauzy’ego permutacji nieredukowalnych oraz niech C' bedzie odpowia-
dajaca mu sktadowa spdjnosci. Dla dowolnego P > 0, przez Cp C C bhedziemy
oznacza¢ podzbior tych struktur translacyjnych ¢ € C, dla ktérych A (M) = P.

Niech m € G oraz niech (m, A\, 7) € ©,. Przez Area(w, A\, 7) bedziemy oznaczac
pole figury odpowiadajacej (7, \, 7), tzn.

(2.31) Area(m, A\, 7) = (A, —Q,7).

Jesli dodatkowo (7, A\, 7) € ©F i ( = M(m, A\, 7), to Area(m, A\, 7) = A\(M). Zauwaz-
my, ze powyzszy wzor (2.31)) pozwala na zdefiniowanie pola nawet dla parametrow
(7, A\, 7) nienalezacych do (7, A\, 7) € ©¥. Rozwazmy
Orp :={(m,\,7) € On; Area(m,\,7) = P}.

Skoro R wyznacza rozne parametryzacje tej samej struktury translacyjnej, to
Area(m, A\, 7) = Area(R(m, A\, 7)) dla (7,)\,7) € ©F. Innymi stowy, jesli ©F p :=
Orp N OF, to dla kazdego P > 0 zachodzi R(Ureq O5p) C Ureg Ox,p. Ponadto
dla kazdego P > 0 zbiér O, p jest niezmienniczy ze wzgledu na dzialanie potoku
Teichmiillera G;.

Niech O, pr := {(m,\,7) € O, p; |\| = L} dla dowolnego L > 0. Nastepnie,
dla dowolnych P, P', L, L' > 0 definiujemy ciagte przeskalowanie {ppr 1 1/ : O p1 —
O p.1y dane wzorem

L' PL
(2.32) lpp (T, A7) = (m,\,T) = (T, f)\, ﬁT)
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Potoki translacyjne stowarzyszone ze strukturami translacyjnymi powiazanymi wy-
zej zdefiniowanym przeskalowaniem posiadaja wiele wspolnych wtasnosci dyna-
micznych. Sciglej mowiac, dla (7, \,7) € Oy pr = O pr N O}, pionowy potok
translacyjny na M ({ppr (7, A, 7)) jest izomorficzny z potokiem translacyjnym
na M(m, \,7), z doktadnoscia do liniowej zmiany czasow. W szczegolnosci dla nas
waznymi wlasno$ciami wspolnymi dla tak stowarzyszonych potokéw beda ergodycz-
no$¢, stabe mieszanie i izomorfizm ze swoim potokiem odwrotnym. 3

Niech @;P’L = O, pr NOF. Znormalizowang indukcjg Rauzy’ego Veecha R :
Urea @:,P,L — Ureg Or,pr nazywamy odwzorowanie dane wzorem

R )\ o 7)\1 |A1| 1
(ﬂ-v 7T) _( |>\1| L )7
gdzie (7', AL, 71) = R(m, A\, 7). Jesli ponadto (m, \, 7) jest takie, ze 3 ,c 470 # 0, to
~ /
R_l(ﬂ-a /\77—) - <7T m/\/ |)\ | /)7

gdzie (7', N, 7)) = R~} (m, \, 7).

Przypomnijmy, ze miare p na standardowej przestrzeni borelowskiej nazywamy
miara Radona, gdy jest ona regularna z dotu oraz lokalnie skoniczona. Na przestrze-
niach o-zwartych drugi z tych warunek jest rownowazny temu, ze u jest skonczona
na zbiorach zwartych. Zdefiniujemy teraz naturalng miar¢ Radona na U,cq ©1 1 1,

wzgledem ktorej R bedzie zachowujacym miare automorfizmem. W tym celu wyka-
zemy nastepujacy lemat.

LEMAT 2.31. Niech B C R™ bedzie zbiorem domknietym dla pewnego m > 1.
Rozwazmy dowolng miare Radona n na B X R i oznaczmy przez Idg identycznosé
na zbiorze B, a przez o, przesuniecie o t na R. Jesli dla pewnego o € R zachodzi

(2.33) (Idp x 0;).n(A) = e*n(A)

dla dowolnego mierzalnego zbioru A C B xR, to n jest postaci e”** dv ds, dla pewnej
miary Radona v na B.

DowoD. Z (12.33)) dla dowolnego ¢ € R i dla dowolnego ograniczonego podzbioru
borelowskiego A C B x R mamy

/ xa(z,s+t)dn(z,s) = / X([dBXUt)flA(l’, s)dn(zx, s)
BxR BXxR

= di(z,s).
€ /BX]RXA(an) 77(3:’8)

W szczegolnoscei dla kazdej funkcji ciagtej o zwartym nosniku f na B x R otrzymu-
Jemy

[ e = e i)

Rozwazmy miare Radona p na B x R taka, ze du(x,s) = e**dn(x, s). Wtedy korzy-
stajac z powyzszej rownosci otrzymujemy

|t tdns) = [ fos+edn(,s)
= e_o‘t/BXR f(x, s+ t)e*Ddn(x,s) = e (eat/B

= /BX]R f(z,s)e**dn(z,s) = /Bfo(ﬂf,s)du(x,s).
29
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Zatem p jest miara (/d X oy)-niezmiennicza.

Pokazemy, ze miara pu jest miarg produktows postaci v ® Leb, gdzie v jest pewna,
miarg Radona na zbiorze domknietym B. Zauwazmy, ze dla kazdego zbioru mie-
rzalnego A C B oraz s € R zachodzi u(A x {s}) = 0. W przeciwnym wypadku,
ze wzgledu na dolng regularnoé miary g istnialby zbior zwarty postaci A X {s}
o dodatniej mierze. Ze wzgledu na (/d x o;)-niezmienniczo$¢ miary p zachodzito-
by rowniez p(A x {t}) = u(A x {s}) # 0 dla kazdego t € R. Jest to sprzeczne
z wlasno$cig miary Radona, gdyz wtedy ;(A x [0,1]) = oo, a A x [0, 1] jest zbiorem
zwartym.

Ze wzgledu na domknietos¢ zbioru B mozemy wybraé pokrycie {B;}ien zbioru
B takie, ze dla kazdego i € N zbior B; jest zwartym podzbiorem zbioru B (dla
przyktadu mozna rozpatrze¢ zbiory B; = B N D(0,1), gdzie D(0,r) oznacza kule
domknieta o $rodku 0 i promieniu r w przestrzeni R™). Rozwazmy teraz C; = By
oraz C; := B; \ Uj<; B; dla i > 1. Ustalmy i € N i rozwazmy miare j|c,xr. Wezmy
dowolny mierzalny podzbior A € C; i zdefiniujmy funkcje f4 : R — R dang wzorem

_Ju(Ax[0t))  gdyt>0;
Jalt) = {—,u(A x [t,0)) gdy t < 0.

Zauwazmy, ze jest to funkcja dobrze okreslona, gdyz

(A x[0,t) < p(C; x [0,t]) < u(B; x [0,t]) < 0.
Ponadto jest ona ciagta oraz, ze wzgledu na (I/d X o;)-niezmienniczo$¢ miary pu,
addytywna, tzn.

fa(t+s) = fa(t) + fa(s) dla dowolnych t, s € R.
Zatem f4 jest rosnaca funkcja liniowa i niech v;(A) bedzie jej wspotczynnikiem
kierunkowym. Wtedy

vi(A) = p(A x [0,1)) oraz u(A x [a,b)) = v;(A) - |b — a| dla dowolnych a,b € R.
Zauwazmy, ze v; jest miara. Rzeczywiscie v;(0) = u(0 x [0,1)) = p(0) = 0 oraz
vi( U An) = u( U A, x [0,1) = Z (A, x 0,1)) = Z vi(An),
neN neN neN neN

dla dowolnej rodziny {A, },en parami roztacznych zbioréw mierzalnych w C;. Zna-
lezlismy zatem skoriczona miare v; na C; taka, ze dla dowolnego zbioru mierzalnego
A C C; oraz dla dowolnych a,b € R zachodzi

(A X [a,b)) = v;(A) - Leb([a,b)).

Poniewaz zbiory powyzszej postaci generuja o-algebre zbioréow borelowskich na C; x
R, otrzymujemy réwno$¢ miar p oraz v; ® Leb na C; x R.
WezZmy teraz dowolny zbior mierzalny £ C B x R. Wtedy

u(E) =3 (EN(Ci xR)) = (v ® Leb)(E N (C; x R)).
= ieN
Zdefiniujmy zatem miare v na B dang wzorem v(A) = Y,y vi(A N C;). Wtedy
w(E) = (v @ Leb)(E).

Zauwazmy, ze v jest miarg Radona. Rzeczywiscie dla dowolnego zbioru zwartego
C C B zachodzi

v(C) = pu(C x[0,1)) = u(C x [0,1]) < .
30
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Aby zakonczy¢ dowdd zauwazmy, ze z definicji miary g wynika
dn=e “dvds,
co nalezato udowodnié. 0J

Rozwazmy miare dr d\ dr (ktora oznaczamy przez p1) na U,cq Or C GXRAXRA

(tj. produkt miary liczacej na G i miary Lebesgue’a na R4 x R4 obciety do U,cq Or).

Nastepnie rozwazmy odwzorowanie 1 : (UWGG @ml’l) X R? — U,eq ©r dane wzorem
V(N 7, 8,t) = (m, eI\ elr).

Zauwazmy, ze odwzorowanie to jest homeomorfizmem. Ponadto dla ustalonych s,t €
R-o zachodzi (O 11, 5,t) = Oy s es—t. Rozwazmy ponadto dla dowolnych sg, ¢y € R
izomorfizmy o} ,07 na Ugeg Or,1,1 X R? oraz . , 07 na U,eq ©r dane wzorami

U;O(W, AT, 8,t) = (m, A\, 7,8+ So,1); atzo(w, A\ T,8,t) = (m, A\, 7,8, t+1p);
6;0(#, A\, T) = (m,e* N\, T) oraz 5?0 (m, A\, 7) = (m,e N efor).
Zauwazmy, ze
¢00;0 :6;0 o1 oraz Qboafo :530 o1,
a ponadto dla d = #A
(2.34) (G3y)e1t(E) = e~ p(E) oraz (57,).u(E) = pu(E),

dla dowolnego zbioru mierzalnego £ C U, cq Or.
Rozwazmy miare 1 := ('), u. Wtedy z (2.34) dla dowolnego sy € R mamy

(02)n(B x I x J) = (" o0&k ow).(B x I x J)
= (W ) ((6h) o (B x I x J))
= e ()T (B X I x J)) = e (B x I x J),

dla dowolnego mierzalnego podzbioru B C U,cq ©x11 oraz dowolnych odcinkéow
I,J € R. Zatem miara 7 spelnia zalozenia lematu [2.31] a tym samym jest ona
postaci e~ %dv ds, gdzie v jest pewna miara Radona na (U,cq Or11) x R.

Rozpatrzmy ponownie dowolny podzbior B C U,cq ©r 1,1 oraz dowolne odcinki
I,J € R. Wtedy z dla dowolnego ty € R mamy

V(B x (J — 1)) :/

Bx(J—to) dv = /B><[—1“<f{j1)70]><(J_t0) e~ dvds

= (B x [~ 0] x (] — 1)) = (07,).n(B x [~ 0] x 7)
— (052 01h)un(B x [~ 0] x J)

= (e (7B X [, 0] x )

= (B x [—W,O] x J)=v(B xJ).

Zatem ponownie korzystajac z lematu (dla d = 0), otrzymujemy, ze v = {5 ®
Lebg dla pewnej miary Radona { na U,eq ©Or1,1- Zatem

(2.35) dn = e~ %déq ds dt.

LEMAT 2.32. Zbior trdjek (m,\,7) € Ureq Onn11 takich, ze X i T sq wektorami
wymiernie niezaleznymi jest zbiorem pelnej miary g. Ponadto jest to zbior nie-
zmienniczy ze wzgledu na dziatanie R oraz R7L.
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DowOD. Rozwazmy zbior Ny C Ureq Or11 elementow (m, A, 7) takich, A jest
wektorem wymiernie niezaleznym, oraz zbiér N, C U,cq Or 1,1 elementow (m, A, 7)
takich, ze 7 jest wektorem wymiernie niezaleznym. Aby udowodni¢ lemat pokazemy
ze dopetnienia obydwu tych zbior6w sa zbiorami miary 0 wzgledem miary &g.

Niech k = (ky)aca € Z4\ {0} oraz niech Ly = {(m,\,7) € Or11; Yecakara =
0}. Wtedy

@ﬂ,l,l \ N)\ = U LIQ
kezZA\{0}
Aby pokazaé, ze jest to zbiér miary 0 wykazemy, ze dla ustalonego k € ZA \ {0},
zbior Ly, jest miary 0 wzgledem . Zgodnie z definicja miary 7 (patrz (2.35])) mamy

Ea(Ly) = n(Lg x [-29E 0] x [0,1]) < n(Lg x R?).

Natomiast

n(Ly x R?) = p(y(Lg x R?)).
Zauwazmy, ze (Ly x R?) = {(7,\,7) € On; Saecakara = 0}. Jako, ze k # 0,
to zbiér ten stanowi podzbior podprzestrzeni (2d — 1)-wymiarowej w RA x RA.
Poniewaz p jest de facto miarg Lebesgue’a, oznacza to, ze u(v(Li x R?)) = 0 a
zatem i ¢ (Lz) = 0 co nalezalo dowiesé. Aby wykazaé, ze dopetnienie zbioru N, jest
miary 0 postepujemy analogicznie. Wystarczy w dowodzie zamienié¢ rolami \ i 7.

Druga teza wynika bezposrednio z lematu [2.27
OJ

Ze wzgledu na powyzszy lemat, znormalizowana wielokatna indukcja Rauzy’ego
jest dobrze zdefiniowanym automorfizmem na zbiorze takich trojek (m, A\, 7) €
Ureq Or.1.1, ze wektory A1 7 sa wymiernie niezalezne. Poniewaz jest to zbior pelnej
miary &g, to mozemy traktowaé R jako mierzalny automorfizm na (U,eq Or11,&a)-

Pokazemy, ze miara & jest niezmiennicza ze wzgledu na R. Niech A
(UWEG @;1,1> x R? — (UweG 977,1,1) x R? bedzie odwzorowaniem danym wzorem

A(m, N\, T,8,t) = (R(T&', A7), s, t—1In \)\1\).

Zauwazmy, ze dla dowolnego elementu (7r, AT, 8, t) € (UWGG @,Tl 1) x R? zachodzi

Yo A(m, N\, 7,8,t) = (r )\1 A7 st —In |\

FAY
s—t-+In |\l
A

= (r', eI\ elr!) = R(m, ef i\ el r)
=Roy(m \T1,s8,t).

€
g (7‘(‘17

)\1’ et—ln|)\1| |/\1|7_1)

W szcezegolnosei z tego, p jest R-nizmiennicza, wynika ze miara n (patrz (2.35))) jest
A-niezmiennicza. Rozpatrzmy dowolny zbior mierzalny C' C U,eg ©711. Wtedy

N(A(C % [0,1] x [0,1])) = n(C" x [0,1] x [0,1]) = £&a(C) - /01 e~ "ds.

Natomiast z tw. Fubiniego

In |\
N(A(C % [0,1] /RC / /1 =45 dt) ds) dég = E6(RO) - /01 =4 s,

ln\)\1|
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A zatem dla dowolnego zbioru mierzalnego C' C U,cq @;1,1 otrzymalismy, ze

¢a(C) = &6(RO).
Wykazalismy zatem, ze {g jest miarg R-niezmiennicza.
Okazuje sie, ze automorfizm R z miara {¢ ma bardzo dobre wlasnosci dynamicz-
ne, o czym mowi nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.33 (patrz Lemma 25.1 i Corollary 27.2 w [33]). Miara {g11 =
&a jest o-skoniczong miarg na Uycq Or 1,1, niezmienniczq ze wzgledu na dziatanie R,
przyimujecq dodalnie wartosci na niepustych zbiorach otwartych. Ponadto odwzoro-
wanie R : (Ureg On1.1,€6) = (Ureg Or1.1.€a) Jest ergodyczne i powracajgce.

UWAGA 2.34. Zauwazmy, ze odwzorowania ¢ p; i R komutuja. Rozwaz-
my zatem miare g pr = ((1p1.0)«€c11 na Ureq @;P,L‘ Po rozszerzeniu powyz-
szej miary na Urca @;P’L otrzymujemy miare niezmiennicza ze wzgledu na R :
Urea Onpr — Ureg Orp . Korzystajac z twierdzenia otrzymujemy, ze od-
wzorowanie R, : Ureq ©Or.pr — Ureg Or,pr z miara {g pr, jest automorfizmem po-
wracajacym i ergodycznym. Jesli nie bedzie to wprowadzalo niejasnosci, to kazda
z opisanych wyzej miar bedziemy oznacza¢ przez .

UWAGA 2.35. Miare pojawiajaca sie w twierdzeniu mozna uzyskaé jako rzut
miary {g 1,1 z twierdzenia na wspolrzedne odpowiadajace permutacji i wekto-
rowi dlugosci.

Twierdzenie [2.33] umozliwia pozyskiwanie dla prawie wszystkich parametrow
(7, A, 7) innych reprezentacji wielokatnych powierzchni M (mw, A\, 7), w ktorych krawe-
dzie wielokatow spelniaja warunki zadane w sposob otwarty (np. poprzez ostre nie-
rownosci). Warto jeszcze zaznaczy¢, ze znormalizowana indukcja Rauzy’ego-Veecha
R jest niczym innym jak odwzorowaniem pierwszego powrotu potoku Teichmiillera
Gt Ureq On.p — Ureg Or.p do zbioru Uyeq ©r pr (z doktadnoscia do zbioru miary

0).

UWAGA 2.36. Prawostronng indukcje Rauzy’ego-Veecha mozemy takze wyrazié
w jezyku spinanych prostokatow. Naduzywajac notacji bedziemy ja réwniez oznaczac
przez R. SciSlej mowiac, rozwazamy odwzorowanie R, : Szt x R4, x R4, — S3' x

R4, x R4, dane wzorem R(m, A\, h) = (7!, AL, hY), gdzie (7!, A1) = R(m, )\) natomlast
dla kazdego a € A mamy
ha = Paziay T Pacrqy Jezella =7y (d) oraz Arst(@) > Anct(a)s

hq w przeciwnym wypadku.

Indukcja Rauzy’ego dla spinanych prostokatéw i dla reprezentacji wielokatnych sa
ze soba $cisle powiazane, tj.

(2.36) M(R(m, A\, 7)) = M(R(m, A\, —Q,7)),
dla dowolnego m € S3' oraz (m,\,7) € ©F, o ile R(m, \,7) € ©F. Podobnie jak

T
wielokatna indukcja Rauzy’ego umozliwia znajdowanie réznych reprezentacji wie-
lokatnych tej samej struktury translacyjnej, tak indukcja Rauzy’ego na spinanych
prostokatach umozliwia uzyskanie réznych reprezentacji specjalnych pionowego po-
toku translacyjnego dla ustalonej struktury translacyjnej. Analogicznie definiujemy

lewostronng indukcje Rauzy’ego-Veecha dla spinanych prostokatow.
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Dla reprezentacji poprzez spinane prostokaty mozemy zdefiniowa¢ znormalizo-
wang indukcje Rauzy’ego-Veecha. Rzeczywidcie dla dowolnego (m, A, h) takiego, ze
M(m, A, h) € M(©F p ) definiujemy
L\ h- \)\1\)

AL
Nalezy zaznaczy¢, ze znormalizowana indukcja Rauzy’ego dla parametryzacji wie-
lokatnej i dla danej przez spinane prostokaty spetnia réwniez rOwnanie analogiczne

do ([2.36)), tzn. ) i
M(R(m, A\, 7)) = M(R(m, A\, —Q:7)),
dla dowolnego 7 € Sg oraz (m,\,7) € ©F, oile R(w, \,7) € OF.

R(m, A\, h) = (x!,

Positkujac sie w duzej mierze twierdzeniem wykazemy teraz kilka szczegol-
nie uzytecznych dla nas faktow dotyczacych wielokatnej indukeji Rauzy’ego-Veecha.
Najpierw wykazemy nastepujacy rezultat, bedacy rozszerzeniem lematu [2.28

LEMAT 2.37. Niech 7 bedzie niedegenerowalng permutacjq alfabetu A. Niech
(7, \,T) € Ox, bedzie takq trijkg, Ze przektadanie odcinkéw wyznaczone przez (7, \)
spetnia warunek Keane’a. Zatozmy, ze istnieje taka liczba naturalna n € N, zZe jesli
(7k, NF 7R) = R¥ (7, A\, 7), to

> Ta #0,

acA

dla wszystkich k =1,...,n. Niech X € R4, oraz 7 € RA bedq dowolnymi wektorami
takimi, zZe (7", \,T) € Ozn. Przypusémy, ze
(2.37) (D (APB(EE X)7),) - 0 7 >0,

acA acA
dla dowolnego k = 1,...,n. Wtedy (’_7A )( SN AW (T N)T) € ©F. Ponadto dla
dowolnego k = 0,...,n, R¥(7, A (7, M)\, AP (7, \)T) jest dobrze zdefiniowane oraz
zachodzi rownosé B B

A® (7 AW (7, N)A) = AR (7, N).
W szczegdlnosci

R" (70, A™ (7, X\, A" (72, \)1) = (7", A\, 7).

DOwOD. Lemat udowodnimy uzywajac indukcji matematycznej ze wzgledu
na n. Zatoézmy, ze (7, 7") spetnia zalozenia lematu dla n = 1. Rozpatrzmy do-
wolna trojke (7', \,7) € ©F, taka, ze spelniony jest warunek (2.37) dla n = 1 czyli

(2.38) ot Y 7> 0.
acA acA
Na podstawie lematu wiemy, ze (7, AM (7, \)A) jest przektadaniem odcinkéw
takim, ze R(7, AM (7, \)A) jest dobrze zdefiniowane oraz
R(7@, AM(7, MA) = (7, \) oraz AW (7L, AV (7, N)A) = AD (7L N).
Musimy zatem wykaza¢, ze AW(7, A\)7 spelnia pierwszy warunek w (2.8)). Pokazemy
najpierw, ze nie jest mozliwe, aby liczby )\ﬂ,al(d) — Aﬁ,fl(d) oraz Y ,ca 7. byly tego
samego znaku. Rzeczywiscie zalozmy, ze 5\7?0_1((1) — /_\ﬁl_l(d) > 0 oraz Y aea7) > 0.
Wtedy, dzieki uwadze uzyskujemy
Z Ta = Z Ta — 7_-7-r1_1(d) = Z Ta + (7_—7?0_1(d T__l Z T > 0
a€A; 71(a)<d—1 acA aGA\{ﬁ-O_l(d)} acA
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co jest sprzeczne z definicja ©x. Analogicznie dowodzimy, ze nie jest mozliwe, aby
obie liczby byly ujemne. ~
Zalozmy zatem, ze )\ﬁa1(d) < Aﬁ_fl(d) oraz Y e 7. > 0 (dowdd w przypadku, gdy

5\7?0_1(60 > j\ﬂ_l—l(d) oraz Y ,ca 7. < 0 przebiega symetrycznie). Wtedy z (2.38)) mamy
(2.39) > 1> 0.
acA

Przypomnijmy, ze z uwagi mamy, ze (AN (7, \))ee = 1 dla @ € A oraz
(AD (7, N))ap = 0 jesli a # 7, *(d) oraz b # a. A zatem z tego, ze (7', \,7) € O

oraz z tego, ze T = 7} wynika, ze dla k = 1,...,d — 1 zachodzi
> (AD(7, N)7), = > Ta < 0.
{a€A; 71 (a)<k} {a€A; 7l (a)<k}

Ponadto dla a € A takich, ze 7y(a) < 7o(7; (d)) zachodzi 7i(a) = To(a), a stad dla
k < @o(77 1 (d)) mamy

> (AD(7, N)7), = > 7, > 0.

{a€A; 7o (a)<k} {acA; 7} (a)<k}

Rowniez z uwagi [2.25( mamy (AW (7, 5\))%1—1(@& = 1dlaa € {7,'(d),7;'(d)} oraz
W=\, = :
(AW (7, )\))ﬁl— (@)a = 0 W przeciwnym wypadku. Ponadto z (2.13) mamy

(7 (d)) = mo(my (),
7To(my ' (d) = To(7~(d)) + 1,

oraz

T
dla a € A takich, ze 7o(71(d)) < To(a) < d — 1. Stad dla k = 7o(71*(d)),...,d—1
otrzymujemy

> (AT X)),

{a€A;

ﬁo(a)ék}
= Z (A(l)(fﬂ ;\)T)a + (A(l)(fﬂ ;\)T)frfl(d) + Z (A(l)(ﬁ> E‘)T)a
{a€A; {acA; 7o(7y ' (d))

7o (a)<mo (77 ' (d))} <wo(a)<k}

= Z Ta + (Tﬁ.l—l(d) + 7—7_1'0_1((1)) + Z Ta
{a€A; 71‘70(11) {a€A,; 7F0(7_Tl_1(d))
<7o (77 H(d))} <@o(a)<k}

= 2 Tt (Tap i @) T @) e @) + 2 Ta
{acA; 7(a) {acA; (771 (d)+1
<7o(77 ()} <mp(a)<h+1}

= > Ta.
{acA; 7} (a)<k+1}
Wykorzystujac to, ze (71, \,7) € Oz w przypadku, gdy 7o(7;'(d)) < k < d — 2
oraz uzywajac (2.39), gdy k = d — 1 uzyskujemy
> (AD(T, X)) = > T, >0,
{a€A; 7o (a) <k} {a€A; 7l (a)<k+1}

35



2.6. ROZDZIAE 2. WIADOMOSCI WSTEPNE

dla k = 7g(71*(d)), . .., d— 1. Powyisze rozwazania wraz z tym, ze R(7, AV (T, A)\)
jest dobrze zdefiniowane (patrz lemat [2.28), implikuja

(7, AV (7, )X, AD (7, \)7) € ©F .
w szezegolnosci R(7, AV (7, M)A, AW (7, \)7) jest dobrze zdefiniowane. Z lematu[2.28]

mamy

AW (7, AD (7, N)A) = AD (7, N).
Stad na podstawie wzoru , otrzymujemy
R(7, AY (7, M)\, AD (7, \)7)
= (71, (AD(7, ) AO 7, DN, (AD (7, ) LAV (7, X)) = (7L A, 7).

Zalozmy teraz, ze teza lematu jest spetniona dla pewnego n € N i wykazmy, ze
zachodzi ona dla n+ 1. Niech (7" X, 7) bedzie trojka spelniajaca zalozenia lematu
dla n 4+ 1. Z lematu otrzmeJemy

AW (7, A (7 N)A) = AW (7, X)

dla k=0,...,n+ 1. Co wiecej, z warunku dla £ = n + 1 otrzymujemy

dor Y At > 0.

acA acA
Mozemy zatem skorzysta¢ z pierwszego kroku indukcji dla (77, A", 7") uzyskujac
w ten sposob, ze (77, AW (77, AM)\, AN (7" A")7) € OF,, a takze

AWM AW (77 AMN) = AD (™, ")

oraz
(2.40) R(7", AW (7" A\, AD (7" X)) = (7", 7).
Ponownie z otrzymujemy, ze dla k = 1,...,n zachodzi

(D (ACB(EE XE) - AD AN r),) - S A

acA acA

= (D (AP EE N 7),) - 3 7 >0

acA acA

Zatem trojka (77, AN (7" A"\, AW (7", A")7) spelnia zalozenia lematu dla n. Ko-
rzystajac z zalozenia indukeyjnego dla (77, AW (77, AM)\, AD(77, A")7) uzyskujemy,
ze
(2.41) (7, A (7, X) - AV XN, AW (7, X)) - AD (7" A7) € 0F
oraz
R (7, A (7, X) - AD (7" XM\, A (7, 0) - AD (7™ A7)

= (7", AD (7" XM\, AD (7" A7),
Korzystajac z punktu (i7) w lemacie [2.24] otrzymujemy

(2.42)

A (7 X) - AD(R™ A = AMHD (7 X).
Stad z mamy
(7, A" (7 A, A" (7 X)71) € ©F .
Ponadto z mamy réwniez
R (7, AP (7 NN, AP (7, N)7) = (77, AD (@™, XN, AD (7, A™)7).
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Stad z zachodzi
R"+1(7r ACHD (7 XN, AP (7 N)7) = R(7", AV (7", XN, AD (7" X 7)
= (7[_n+1’ )\7 7—)7

co konczy dowdd kroku indukcyjnego, a zarazem catego lematu. 0

LEMAT 2.38. Niech G bedzie grafem Rauzy’ego permutacji niedegenerowalney.
Ustalmy P, L > 0 i rozpatrzmy dowolny niepusty podzbior otwarty B w Urcq Or.pL-
Wtedy istnieje liczba T' > 0 taka, zZe dla kazdej permutacyi m € G i prawie kaz-
dego (m,\,T) € O py istnieje rosngcy cigg liczb naturalnych {k,}nen taki, zZe
RFn (7, A\, 7) € B oraz A% (x \) jest macierzq dodatnig (wszystkie wspotczynniki
sq liczbami dodatnimi), spetniajgcq

p(A%) (7 X)) < T dla kazdego n € N,
gdzie p jest dane jak w (2.27).

UWAGA 2.39. Prawdziwy jest réwniez analogiczny rezultat pochodzacy z pracy
Veecha (patrz [32]) dla przektadan odcinkow, tj. jesli B jest niepustym otwartym
podzbiorem G x A, to istnieje liczba I' > 0 taka, ze dla prawie kazdego przekladania
(m,A) € G x A wzgledem produktu miary liczacej i miary Lebesgue’a, istnieje
rosnacy ciag liczb naturalnych {k, }nen taki, ze R (m, \) € B oraz AF») (7 ) jest
macierza dodatnia spetniajaca p(A%*»)) < T. Dowo6d lematu opiera sie w duzej
mierze na technikach pochodzacych z dowodu opisanego wyzej faktu.

DowOD LEMATU 238l Ze wzgledu na punkt (i4¢) w lemacie 2.24 wiemy, ze dla
prawie kazdej pary (m,\) € G x A# istnieje k. takie, ze dla wszystkich k > k; 5,
macierz A% (7, \) jest macierza $ciéle dodatnia. Z ergodycznoéci i powracania znor-
malizowanej wielokatnej indukeji Rauzy’ego-Veecha (patrz tw. [2.33) 1 uwaga
oraz z lematu wiemy takze, ze dla prawie kazdego elementu (7,\,7) € O, py,
zachodzi R™(m, A\, 7) € B dla nieskoriczenie wielu n € N.

Ustalmy trojke (7, A\, 7), ktora posiada opisane wyzej wlasnosci oraz taka, ze
(7, A\) jest przekladaniem spetniajacym warunek Keane’a, a takie Y ,c4 7% # 0 dla
dowolnego £ € N.

Ustalmy liczbe n 5 - > kr x taka, ze

(7_-‘-”7?,5\,7—’ 5\”%,5\,%7 77X, 7’—) R( 7,7 (»ﬂ- by 7—) c B.
Oznaczmy A := A"+ (7, \). Jako wniosek z punktu (ii) w lemamem7 uzyskujemy
A= Ak (7, )\) Al —kﬁ,x)(ﬂkﬁ,&)\kﬁ,x)‘

A wiec A jest iloczynem macierzy dodatniej i nieujemnej o niezerowych kolumnach,
a stad sama jest macierza dodatnig. Mozemy zatem zdefiniowac I' := p(A).

Rozpatrzmy podzbior B C B sktadajacy sie z tych trojek (7"=37 A\, 7) € B, dla
ktorych A jest wektorem dodatnim oraz zachodzi

(Z((A("‘i**k 7 AT ) ZT > 0,
acA acA

dla dowolnego k = 1,...,n.5.. Zbior B jest zbiorem otwartym, a takze niepu-
stym, gdyz (7?”*3,*,)\”ffviv?,%nﬁv”) € B. Rzeczywiscie, korzystajac ze wzoru (2.21)
uzyskujemy
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Rozwazmy teraz zbior E = {(7, A\, Ar); (7"#27 X\, 1) € B}. Zauwazmy, ze
lemat implikuje, ze £ C Oz p, oraz dla kazdego (7, A\, AT) € E zachodzi

(2.43) Al=a)(7, AX) = A,
a takze
(2.44) R"=A7 (7, AN, A1) = (7"#57 A\, T) € B,

7Z otwartosci i niepustosci zbioru B otrzymujemy, ze E jest otwartym i niepustym
podzbiorem Oz pr. W szczegdlnodci, jest zbiorem dodatniej miary wzgledem &g
W Uﬂ'EG @Tr,P,L- .

Korzystajac ponownie z ergodycznosci i powracania R w polaczeniu z lematem
uzyskujemy, ze dla prawie kazdego (7, A\, 7) € Ureg O pL istnieje rosnacy ciag
liczb naturalnych {k,},en taki, ze Rk"(’/'r,)\,T) = (7, M 7hn) € E. Korzystajac
z (2.44), otrzymujemy

f{k””ﬂf(ﬂ, A\ T) = f{"ﬂv*(f{k” (m, A\, 7)) € B.

Przyjmujac zatem ky, := k, + nz 5 -, pozostalo nam wykaza¢, ze p(A*») (7, X)) <T.
Jednakze z (2.43) wynika, ze
Al (7)) = A(En)(ﬂ7)\) - A (7, )jcn) — A(E")(ﬂ', A) - A,

co razem z punktem (22.29) w lemacie pociaga zadana nieréwnosc.
0J

Korzystajac z technik zawartych w dowodzie lematu 14 w [11], dowiedziemy
teraz nastepujacego rezultatu.

LEMAT 2.40. Niech C bedzie sktadowq spdjnosci przestrzeni moduli M oraz niech
T bedzie permutacjq d-elementowego alfabetu A z odpownadajgcego C rozszerzonego
grafu Rauzy’ego G, spetniajgcg

fo (1) = A0 (d) i A (d) = 7 (1),
Ponadto rozwazmy dowolny podzbior D C A\ {751 (1), 75 ' (d)}. Wtedy zbior
C(D):={M(x,\7)eC; (7,\,7) €O;, \y =0dlaa€D; N\, >0dlaac A\D}
jest gesty w C.

DowOD. Dowiedziemy najpierw teze lematu dla D = A\ {7, (1), % '(d)}. Niech
b := 7, '(2). Rozpatrzmy zbior O3 p dla pewnego L > 0 i P > 0. Wykazemy,
ze elementami zbioru C(D) mozemy przybliza¢ elementy z M(©%,,). Dla L # 1
lub P # 1 rozumowanie przenosi si¢ dzieki ciagtosci przeskalowania ¢ p ; zdefi-
niowanego jak w (2.32)). Doktadniej, zauwazmy, ze zbior C'(D) jest niezmienniczy
ze wzgledu na dziatanie {1 p; 1. Ponadto, dla dowolnego (7, A\, 7) € ©% p;, mamy
1 p1n(F A T) € Oz, a stad istnicje ciag elementow {M (7, Ay, 7) bnen C C(D)
taki, ze limy, .o M (%, A\, 7a) = M (1 py (7, X, 7)). Z ciaglosci 41 p 1 otrzymujemy,
ze limy, oo M (41 p1,(7, Any 7)) = M (7, A, T), co jest szukana przez nas aproksyma-
cja, gdyz M (1, p1.0(7, A\, 7)) € C(D) dla kazdego n € N. Wykazemy tym samym,
ze elementami zbioru C'(D) mozemy przybliza¢ elementy zbioru O; p dla dowol-
nych P, L > 0. Bedzie to wystarczajace aby dowies¢ lematu, gdyz z wniosku [2.21
zachodzi

U U M©:p,)=M®©;)=C.

L>0P>0
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79,118)

(8/9,5/18)

(1,-1)
(2/9,-19/18)

(1/9,-23/18)

RYSUNEK 2. Reprezentacja wielokatna M (7, A\, 7) dla (7, \,7) € B,.

Dla dowolnego n € N niech B, C ©},, bedzie zbiorem elementow (7, A, 7)
posiadajacych nastepujace wtasnosci:

(2.45) Ao >0dlaae A,
)
2.46 —>1
( ) )\b )
Tr—1
(2.47) s Moy
Th Ta
2.4 WP T D
(2.48) N )\a<ndaa€ ,
A
(2.49) LN T+ Ay < 1
To a€D 0
A
(2.50) — Y 7> 2 dlakaidego j=1,...,d— 1.
)

#1(a)<j

Zauwazmy, ze zbior B, jest niepusty. Rzeczywiscie, rozwazmy trojke (7, A, 7), gdzie
2

_ 1 _ 1 _ 1 S| _
Mgty = 3 Aa = gy dlaa €D, Achvg) = g 0raz Ty = g5 Ta = gy
dla a € D oraz 7,1y = —2_ Wtedy (7,\,7) € ©%,, (odpowiadajacy wielokat
przedstawiony jest na rys. |2)) oraz

1
Aa =2 ——>0dlaa€ A,
~9(d—2) ad
Ty
— =2>1;
Ab ’
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|———|—0<—dlaa€D

oraz

A 8
72 Ta—l—)\ﬂ Z/\ —1—/\71(1 9<1.

b a€D a€D
Ponadto skoro 7, > 0 dla a # 77 '(1)(= 75 *(d)), to
| D WA

Z Ta > — Z Ta — Z Ta:—ZTa:1>§:—

#1(a)<j #1(a)<j #1(a)>j acA o
dlaj =1,...,d—1. Stad skonstruowana trojka spelnia warunki (2.45)-(2.50). Zatem
zbior B, jest otwarty i niepusty. W szczegolnosci q(B,,) > 0, gdzie &g jest miara
na Ureq ©r,1,1 niezmiennicza ze wzgledu na dzialanie znormalizowanej wielokatnej
indukeji Rauzy’ego-Veecha R (patrz twierdzenie .

Korzystajac z lematu [2.38] otrzymujemy, ze istnieje I' > 0 taka, ze dla prawie
wszystkich (71, A\,7) € O, istnieje ciag {kn}nen liczb naturalnych rozbiezny do
nieskoriczonosci taki, ze R¥ (7, X\, 7) € B, macierz k,-tej iteracji indukcji Rauzy’ego
Alkn) (7)) jest macierza dodatnia oraz p(A%) (7, \)) < T\

Ustalmy trojke (7, A, 7) € O}, dla ktorej istnieje ciag {k, }nen taki, ze spet-

nione sa powyzsze warunki. Niech (7r, A 7)) = REe (%X, T) oraz

A

(1,00, 700 i= R (0, 7) = (7, i 7 NOD.
Skoro (7, A 7)) € B, to spemione sa warunki (2.45)-(2.49). Stad rowniez
—(n) —(n) —=(n)
Dosqga T o dlaaeD = W >0daacD,
A PV VAL NN

Rozwazmy teraz AP € R4 dane wzorem

(n)
fw 7(n) jezeli a € D

A = )\( " jezeli a = 75 (1)

1— (zaep M X)) Jerelia =7 (d).
Z (2.49) Wymka ze )\p ) jest wektorem dodatnim. W szczegolnosci (7, AP, 7) € O%.
Poniewaz fg—w) = dla a € D, to z (2.48) otrzymujemy, ze

A

1
< — dla kazdego a € D.
n

NG
Skoro z (2.46) mamy ~%5 < 1, to z powyzszej nieréwnosci otrzymujemy, ze
T,

b

B - 1 e 3 R X
) — X)| < = Za =0 0«20 dlaaeD.
n  zn n " n
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Dalej wnioskujac uzyskujemy
yp(n) 3 (n) yp(n 3 n 3 1
|/\£0—1(d) - )\fro_l(d)| < ’1 N (Z A+ )‘ffo_l(l)) -1+ ( > AP+ /\7?0_1(1))‘ <

a€D acA n

W szczegolnoscei

. . 2
(2.51) IR — X < =,
n

gdzie ||| = Seea|na] dla n € RA. Ponadto z (2.50), otrzymujemy

. =(n) 3@
(2.52) —M>— oW s dlaj=1,....d- L
Li(a)<s Aa #1(@) < Tb
Niech
(2.53) )\p(n) = |)\(n)‘§\p(n)

Zauwazmy, ze skoro (7, \P(™ 7(") € ©% to
(7, )\p(n)’T(n)) = (7, A | \p(n)

Ponadto z (2.46) oraz z definicji A2 otrzymujemy

7

n) —(n) —(n) (n) 1
(2.54) Pt =D dlageD
N X AR A T A)
Co wiecej z (2.52)) otrzymujemy
Tha ™ | ThwuT) 1

Sy M i@y A (A2
Y Y § A
O A@E T T A4 Tb(n)

(2.55)
>

dlaj=1,....d—1,
Niech Arg(z) € (—n, 7] oznacza argument gtowny liczby zespolonej z. Niech

0, —§—Arg()\( +ir™) = Arg(r{™ +iA") > 0.

Poniewaz z wtasnosci indukcji Rauzy’ego-Veecha mamy [A™| — 0, to z (2.54) wy-
nika, ze 6,, — 0. Zdefiniujmy wektory A", 77" ¢ RA poprzez

AT )= i (AP0 ()
Udowodnimy teraz ze (7, X' 7)) ¢ C(D). Poniewaz Arg(A2™ + ir() =
Arg(AX™ 4 7™ dla o € D, to
(2.56) Arg(Ar™W 4irT ™) = Arg(APM pir(m)4 = Arg()\ M ir™) = g dla a € D.

Ponadto z (2.47) mamy

0< Arg()\(fl_l + i) ) < Arg()\ ™4 @T,f")),
o

g (1)
41
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n) (n)

a stad oraz z tego, ze Arg()\ +im, ') < § oraz Arg()\[f( o+ 27'@1( )) > 0 otrzy-
o
mujemy
(2.57)
. (n 7T
0< Arg()\ )( yt i (,1(1)) Arg(/\p,l(l) + ZTf(rO,)l(l)) + 5~ Arg()\ RENPRG )) 5
Co wigcej, z (2.55)) dla j = 1 otrzymujemy
o) o) .
Tl _ e A
p(n) p(n) (n)’
)\fro_l(d) )\fffl( )
co implikuje
Arg()\frgﬁ)(d) — in(r?l(d)) > Arg(ri™ +iA™) > 0.
A zatem
7" T n ™ n . n
2.58) Arg(\" ne ( )i, (_1( )= Arg(/\p_l(d + ZT(_)l(d)) + 5 Arg()\l() ) + ZTb( N
Arg()\p_l(d) - ZT(_l ) + Arg( )+ i)\l()n)) <0

Ponadto ponownie korzystajac z tego, ze ATg(AIg") + in(”)) < 5 uzyskujemy

™
—|—Z7'(_)1( ))+f—A g()\ +z7‘b( N —5

7 powyzszego oraz z (2.56) i (2.57) otrzymujemy
(2.60) AW =0i7"™ >0dlaaeD oraz N™ >0dlaac {7;'(1),7;'(d)}.

+z7‘r(n) ) = Arg()\p

(2.59) Arg(A\"" 1)

‘1<d> 75 (d)

Poniewaz 7™ jest wektorem takim, ze dla kazdego j = 1,...,d — 1 mamy
Yio@y< T > 0,10 0 < Arg(Xsay <y ™ +i7{M) < 5. Zatem

Arg( A iy = Arg( (> AP iy L0 > Arg( 3 AL im0

#o(a)<y 7ro(a)<j #o(a)<g

dla j =1,...,d — 1. Stad >4 (u)<; 7o™ > 0. Korzystajac ponownie z 5) otrzy-
mujemy

Arg( > (AP iTé”))> = Arg( > AP > Té”)> > Arg(Tb(n) + iAIgn)).
#1(a)<j #1(a)<j #1(a)<j
To pociaga, ze
A'r’g( > (A ) 4 grr )) Arg( (Ap() 1 iTé”))) + 0,
71(a)<j 71(a)<J
= —Arg( > (AP Z'Té"))) + Arg(Tén) + i)\l(,n)) <0,
#1(a)<Jj
a stad >z ()< M <0dlaj=1,...,d—1. Zatem (7, \"™ 77(")) € ©; co razem

z ([2.60) implikuje, ze (7, A" 77(") € C(D) C O%.

Chcemy teraz pokaza¢, ze M (7, X" 77(") — M(#%, A\, 7). Biorac pod uwage

(2.53), zdefiniujmy

kn) n)

- |AG ( ,A)W |
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Skoro p(A%") (7, X)) < T, to z lematu oraz (2.51)) otrzymujemy
Alkn) (7 AP Ak (7 AN
[AG) (7, MA@ A (7, A)AC)

< 2I
< FH)\p(n) — 2\ | < =
n

A — ] =

Ponadto z lematu m podstawiajac (7, A, 7) zamiast (7, A\, T) oraz (ﬁ,AP(”),T(”))
w miejsce (7", \, 7), uzyskujemy

R (7, e 1) = (7, AB) (7, )TN AGn) (7 \) 7Ly = (7, AP0 (),
A zatem struktury translacyjne M (7, A\ 1) oraz M (7, \P™ (") g3 tym samym
obiektem. Jako ze wielokat odpowiadajacy (7, "™, 77(")) powstal poprzez obrécenie
wielokata stowarzyszonego z (7, AP, 7(™") o kat 6, to

M (7, N0 770y = g M (72, X 70) = g M (7, A, 7).

Poniewaz odwzorowanie M : ©%f — C jest ciagle a takze grupa obrotéw dziala
W Sposob ciadgiy na C, to z tego, ze [|A\*™ — \|| < % oraz z tego, ze 6, — 0 wynika,
ze M (7, AT T(”)) — M(7,\,7) w C dla prawie kazdego (7,A,7) € ©% ;. Skoro
M (7, A 77y e C(D), to wykazaliSmy, ze kazdy element z M (O}, ) mozemy
przyblizy¢ elementami z C(D), co konczy dowod, gdy D = A\ {7 (1 ) o 1(d)}.

Wykazemy teraz, ze teza dla dowolnego podzbioru D C A\ {7y ( ), 7o H(d)}
wynika z udowodnionego przez nas rezultatu dla zbioru A\ {75 (1), 75" (d)}. Rze-
czywiscie, niech (7, A, 7) € C(A\ {751 (1), 75 *(d)}). Dla n € N rozpatrzmy wektor
A" dany przez

“ w przeciwnym wypadku.

fn o {,1 dlaa € (A\ {73 (1), 73" ()}) \ D;
A

Zauwazmy, ze (7, \",7) € C(D) dla kazdego n € N oraz M(ﬁ,S\”,T) — M(7t, A\, 7).
Zatem przyblizylismy dowolny element z C'(A\ {75 (1), 7, (d)}) ciagiem elemen-
tow z C(D). Skoro C(A\ {75 (1), 75 (d)}) jest gesty w C, to réwniez C(D) ma te
wtasnosé, co konczy dowod lematu. 0
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ROZDZIAY. 3

Granice wykresowych potaczen potokéw specjalnych

W tym rozdziale zapoznamy sie z gtéwnym narzedziem, ktore postuzy do sfor-
multowania kryterium rozlacznosci dwoch potokéw ergodycznych. Niech (X, B, )
bedzie probabilistyczng standardowa przestrzenig borelowska. W tym rozdziale au-
tomorfizm T : (X, B, ) — (X, B, 1) bedzie zachowujacym p automorfizmem ergo-
dycznym. Wtedy dla dowolnej funkcji f € L*(X, B, i) rozwazamy ergodyczny potok
specjalny (T{);er nad T i pod funkcja dachows f.

Dla kazdego podzbioru W C X takiego, ze u(W) > 0 oznaczamy przez py
miare warunkows dana przez puw(A) = p(A|W) dla A € B. Jezeli istnieje ciag
zbioréw {V, },en nalezacych do B oraz rosnacy ciag liczb naturalnych {g¢, },en taki,
ze u((T~"ANA)NV,) — 0 dla dowolnego A € B, to mowimy, ze T jest sztywny
wzdtuz ciggu {V, }nen. Wowcezas {qn, bnen nazywamy ciggiem sztywnosci wzdtuz ciggu
{Vn}nGN-

Przez P(R?), gdzie d € N, oznaczamy przestrzeri miar probabilistycznych na R
Przypomnijmy, ze ciagg miar {f, tnen C P(RY) jest stabo zbieiny do miary p €
P(R?), jesli dla kazdej ograniczonej funkcji ciagtej f : R — R zachodzi

/Rd f(x) dpn(z) — /R L f(@) duo).

Rownowaznie, powyzsza zbiezno$¢ wystarczy testowaé na jednostajnie cigglych
funkcjach ograniczonych, a nawet na funkcjach ciaglych ze zwartymi nosnikami.

Przypusémy teraz, ze istnieje ciag {W, }nen zbiorow mierzalnych w X, rosnace
ciagi liczb naturalnych {q, }nen, {¢),}nen oraz ciagi rzeczywiste {a,}nen, {a), tnen
takie, ze spelnione sa nastepujace warunki:

(3.1) w(W,) — « dla pewnego 0 < o < 1,

3.2 p(W,ATW,) — 0,

(3.2)
(3.3) {qn}nen jest ciagiem sztywnosci dla T wzdtuz {W,, },.en,
(3.4)

3.4 {q), }nen jest ciagiem sztywnosci dla T wzdluz {W, }en,

(3.5) {/ |fn(a:)|2d,u(x)} jest ograniczony, gdzie f, = fU) — q,,
Whn neN

(3.6) {/ |f7’1(a:)|2du(x)} jest ograniczony, gdzie f! = fU) —q! |
Whn neN

(3.7) (f", f)«(w,) — P stabo w P(R?).
Podobne zatozenia byty postawione w Theorem 6 w [13]. Z definicji stabej zbieznosci
miar wiemy, ze dla kazdej ciagtej i ograniczonej funkeji ¢ : R? — R, mamy

(33) [ o). fu@)due) o [ ot w)dP(w)

n
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Aby wykazaé¢ gtéwny rezultat tego rozdziatu, jakim jest twierdzenie orzekajgce

o postaci granicy ciggu polaczen {uﬁwn }nen, gdy spelnione sa warunki (3.1))-(3.7)),
bedziemy potrzebowaé nastepujacych pomocniczych lematow.

LEMAT 3.1. Jesli {h,}nen @ {gn}nen 8¢ ciggami ograniczonymi w L*(X, B, 1)
oraz h, — 0 wedtug miary, to h, - g, — 0 w L.

DowoOD. Niech G, H > 0 bedzie takie, ze ||gn|lcc < G oraz ||h,| < H dla
kazdego n € N. Niech ¢,6 > 0 oraz niech A, = {z € X; |h,(z)| > 6}. Ze
zbieznosci wedtug miary ciagu h, do 0 istnieje N € N takie, ze dla kazdego n > N
zachodzi

/L(Am(;) < €.
Wtedy
/ [P gn|dp = / | PG| dpt +/ |hngnldi < GHe + G6.
X Anaé X\An,6
7 dowolnoéci € i 9, to koniczy dowod lematu. O

LEMAT 3.2. Nastepujgce warunki sqg rownowazne:

(1) cigg {qn}nen jest ciggiem sztywnosci dla T wzdtuz {W, }nen;
(i) dla kazdej funkeji f € LY(X, B, i) zachodzi zbieznosé xw, (foT™ — f) — 0
w Ll,'
(i19) dla kazdej funkcji f € LY (X, B, 1) zachodzi zbieznosé xw, (foT™ — f) — 0
wedtug miary.

DowOD. Zauwazmy, ze warunek u((T-"AAA)NW,,) — 0 mozna zapisa¢ w po-
staci

/w [Xa0T™ — xaldu — 0.

Poprzez przejécie do funkcji prostych a nastepnie skorzystanie z ich gestoéci w L1,
otrzymujemy, ze xyw, (foT% — f) — 0 w L' dla wszystkich funkcji f € LY(X, B, u), a
zatem (i) implikuje (7). Z nieréwnosci Markowa zbieznos¢ w L' implikuje zbieznosé
wedlug miary, zatem z warunku (i7) wynika (i:7)

Przypusémy, ze xw, (f o T — f) — 0 wedlug miary dla kazdej funkcji f €
LY(X, B, p). Jezeli dodatkowo f jest ograniczona, to z lematu 3.1} xw, (foT% —f) —
0w LY. Biorac f = x4 otrzymujemy Yw, |[xaoT% —xa| — 0w L! dla kazdego zbioru
A€ B. Ale [y |xaoT@) —x4ldp = p((T~ ANA)NW,), a zatem ciag {q, }nen jest
ciagiem sztywnosci dla 7" wzdtuz {W,, },en. Zatem warunek (i) implikuje (7). O

LEMAT 3.3. Przypusémy, ze (X, B, 1) jest wyposazona w metryke d generujgcg
o-algebre B. Jezeli sup,cy, d(T"x,x) — 0, to {gn}nen jest ciggiem sztywnosci dla
T wzdtuz {W, }nen -

DowoD. Niech h € LY(X, B, 1) oraz niech € > 01 a > 0 beda dowolne, ustalone.

Wtedy z twierdzenia FLuzina istnieje zbiér zwarty B. C X taki, ze u(BS) < §
ih: B. — R jest jednostajnie ciagla. Istnieje zatem takie & > 0, ze warunek
d(z,y) < 6 implikuje |h(z) — h(y)| < a dla wszystkich x,y € B.. Z zalozenia istnieje
no € N takie, ze

n>ngoraz x € W, = d(x, T™"x) < 0.
Stad, x € W,, N B. NT~% B, implikuje |h(x) — h(T%x)| < a dla wszystkich n > n,.

Zatem
p{x € W, t |h(z) — R(T™z)| > a}) < p(W, N (BEUT " BY)) < 2u(BY) < e.
46
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Z dowolnosci € > 01 a > 0 uzycie lematu [3.2] koniczy dowod. O

TWIERDZENIE 3.4. Przypu$Sémy, ze zachodzq warunki — oraz T jest au-
tomorfizmem ergodycznym. Niech h, b/ : X — R bedq funkcjami mierzalnymi. Niech
g € L®(X,B, 1) oraz niech ¢ : R* — R bedzie funkcjq ograniczong i jednostajnie
ciqggtq. Wtedy

[ ofia) + 1), ful@) + hx))g(@) du(a)

(3.9) n
—a [ [ 6lt+ 1 (@) u+h@)glx) dP(t, ) du(a).

DOwWOD. Podzielimy dowod tego rezultatu na kroki ze wzgledu na ztozono$é
funkcji h oraz h'.

Krok 1. Zal6zmy najpierw, ze h = h' = 0. Jezeli g jest funkcja stala,
to (3.9) wynika bezposrednio z . Zatem wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy
g € Li(X,B,pu), tzn. jest funkcja o zerowej calce. Rzeczywiscie kazda funkcje
f € LYX,B,u) mozna zapisa¢ w postaci f = (f — [x fdu) + [y [du, a wtedy
funkcja, dla ktorej musimy sprawdzi¢ prawdziwosé tezy jest g(x) := f(x) — [y f dp.
Zauwazmy, ze dla g € L{(X, B, 1) prawa strona w jest rowna 0, gdy h = b/ = 0.

7 dowodu twierdzenia ergodycznego von Neumanna, kobrzegi, tj. funkcje postaci
g=E&—¢&oT, gdzie € € L*(X, B, 1), tworza gesty podzbior w L} (X, B, u). Wystarczy
zatem rozwazy¢ funkcje postaci g = & —E&oT dla € € L*>®(X, B, u), gdyz one rowniez
sa geste w Li(X, B, ). Rzeczywiscie, aby udowodnic¢ , mozna sie ograniczy¢
do gestego podzbioru L}(X, B, 1), gdyz dla dowolnej funkcji g € L{(X, B, ) i dla
dowolnego € > 0 istnieje funkcja g. z rozpatrywanego gestego podzbioru taka, ze
19 — gellr < e, a wtedy

[, o dadn = [ o g du] < [ 167 f)llo — gl di

Wn|
<[lle g = gellr < 0lle .

Poniewaz prawa strona w (3.9 zaréwno dla g jak i dla g. wynosi 0, to z dowolnosci
€ > 0 powyzsza nieréwnosé¢ implikuje, ze aby wykazac, ze zachodzi dla dowolne;j
funkcji g € L{(X, B, i), wystarczy wykazaé, ze zachodzi na gestym podzbiorze tej
przestrzeni.

Zauwazmy, Ze prawa strona jest rowna

o [, ot u)dP(tw) [ gla)du(z) =0,

jezeli tylko g € Li(X, B, ). Skoro g = § — o T, gdzie £ € L™®(XB, i), to musimy
dowiesé, ze

310) | [ olfu@). fl@)t(a) dute) = [ 651 (@). Fula)E(T2) dp(a)| = 0.

n
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Jednakze, ze wzgledu na T-niezmienniczo$¢ miary p i ograniczonosé¢ funkeji ¢, za-

chodzi
[ o). @)@ dute) = [ 671 (@). fu(a))E(T0) dula)
=1 [, T, f(Ta)ETr) dule) = [ 6(71 (), Ful)(Tw) du(x)
< [, 16(£2(T2), £2(T2)) = 651 @), Sul@)IIE(T) ()
ol [, €00 du(e)
Z (3-2), otrzymujemy pu(T-'W,AW,) — 0. Zatem

(3.11) L v py JET0) () < p(T WL AW, €] — 0,

gdy n — oo.
Uzyjemy teraz jednostajnej ciaglosci ¢. Z definicji f,, i f), otrzymujemy

(fo(T), fu(Ta)) = (f1(2), fu(2)) = (f(T%2) = f(x), [(T"x) = f(x)).
Z lematu [3.2] mamy rowniez, ze
xXw, () (f(T%x) = f(x)) — 0 oraz xw, () (f(T%x) = f(x)) =0
wedtug miary, a zatem

o, @) ((F(T0), £ulT2) = (2. fula))) =0

wedtug miary. Skoro ¢ jest funkcja jednostajnie ciggta, otrzymujemy rowniez, ze

i (S0 T f o T) = 6(f1: f2)) = 0

wedlug miary. Z lematu [3.1], dostajemy
/W 0(fo(T), fo(T)) = &(fo(2), fa(@)|E(T2)| dp(z) — O.
To razem z (3.11)) dowodzi zbieZnoéci (3.10), a zatem i (3.9) dla h = A’ = 0.

Krok 2. Niech teraz h/ = h/XAi oraz h = Zé-:l hjxs; beda funkcjami

i=1""%
prostymi, gdzie A; oraz Bj dlat=1,...,koraz j = 1,...,[ stanowig dwa mierzalne

rozbicia przestrzeni X. Wtedy

[, #Ua@) + (@), £u@) + hl2)g(w) du(a)

n

=250 [ ofue) + Bl fule) + )g(@)xa (e, (@) du(a)

a [ [, 6t + u+ hy)g@)xa, (e)xs, (@)AP(t, v) du()

~a /X L, 6t + 1 (@), u+ h@))g(@)dP(t,w) dula),
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przy czym powyzsza zbieznos$¢ zachodzi na podstawie pierwszego kroku uzytego do
funkcji postaci (t,u) — ¢(t + h,u+ hj). W ten sposob otrzymalismy jezeli h
i A/ sy funkcjami prostymi.

Krok 3. Niech h i A’ beda dowolnymi funkcjami mierzalnymi na X. Niech
{hm}men 1 {h,, }men beda ciagami funkeji prostych zbieznych wedlug miary od-
powiednio do h i A'. Wowcezas mamy

‘/‘ ) + W (z), fu(z) + h(z))g() dp(x)
- O‘/ / ot + h'(x),u+ h(z))g(x)dP(t,u) d,u(x)’
<| [ oUW @), 1) + h)ote) o)
= [, OUe) + ) fule) + o)) g(a) di)
(3.12)
+| / )+ B (), Ful) + ()9 () ()

- a/X /R Ot + 1y (2), 4+ ()9 (2)AP(t, w) dpa(2)
+ o /X /R O+ B (), 0+ b ()9 (2)AP (¢, u) dp()
—a [ [ @)t h@)g(e) Pt ) dp(e)|

Niech & > 0. Wybierzmy liczbe § > 0 taka, ze jesli ||z —y|| < 0, to |¢(x) —o(y)| <
e. Ponadto dla dowolnego m € N niech A, s = {(z,y) € R? |(W,h)(z,y) —
(hl., hw)(x,y)|| = 0}. Skoro (hl., hy,) — (R, h) wedlug miary, to istnieje M. >
0 takie, ze p(Ans) < € dla dowolnego m > M.. Wtedy dla dowolnego n € N
uzyskujemy

| [, @) + (@), ful@) + h@))g(x) dp()

- / 7) + Wy (@), ful) + has (2))g () dp(a)

= [ [, @Ua(e) + (@) Fulw) + () = G(F1(x) + Wy, (&), fu(a) + o, (2)))
- g(x) d(z >\

< [ 1601(@) + W (@), ful@) + h(@) = 6(f1(@) + Ky (@), Fala) + har, (2))
\g( )Idu()

= [, 10Un(@) + B (@) fu(a) + b)) = Gf1 () + Wy, (), ful) + hiaeo)
Jg(a )|du()

+ g 10U+ K@) o) + bla) = $UF3(@) + Ko (2), £u(o) + b))
o)l du)

< (Ans) - 2[[@lloo - llgllse + € - [lglloe < ellglloc (@l +1)
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Analogicznie dowodzimy, ze
o [ [0l + By (@), w+ b (2))g (@)dP(t,w) du(a)

- a/x /]R G(t + 1 (x),u+ h(x))g(x) dP(t, u) du(w)| < e]lglloo(2][lloo + 1)-

Stosujac krok drugi dowodu twierdzenia dla funkcji by 1 b}, znajdziemy N € N
takie, ze dla kazdego n > N zachodzi

’/ )+ Py (@), fu(@) + hoas (x))g(2) dpu(z)

_QAAQt+%M@W+MM@M@MWWWMM<d@@mw&+n

Podsumowujac, korzystajac z powyzszych nieréwnosci w (3.12)), dla dowolnego ¢ > 0
i odpowiednio duzych liczb n € N otrzymujemy

[ 6 + 1), fula) + ha)g(a) du)
B a/x /Rz ot + W (x), u+ h(z))g(x) dP(t,u) dﬂ(l‘)‘ < 3ellglloo (2[|#loe + 1),
co dowodzi tezy. -

LEMAT 3.5. Zaldzmy, ze spetnione sq warunki (3.1)-(3.7) oraz T jest ergodyczne.
Przypu$émy ponadto, ze g,&,&" € L>®(X,B,u), a h,h' : X — R sq funkcjami mie-
rzalnymi. Niech ¢ : R? — R bedzie jednostajnie cigglq funkcjg ograniczong. Wtedy

[, S (a) R (@), ) + b)) gla) €T 2) € (T ) dp(a)
—a [ [ o(t+H @), uth@)g() )€ (@) dP(Eu) du().
DoOwOD. Z lematu otrzymujemy, ze
v, (@)(E(w) = (")) = 0 oraz X, (2)(€'(x) = € (T%a) — 0,
wedlug miary. Wtedy, korzystajac z lematu [B.1] uzyskujemy, ze
[ U@+ @), fu(a) + (@) g(@)E (T )¢ (T ) dp(a)
/ 2)+ 1 (@), fulw) + h(@)g(@)E@)E (T%2) du(a)
< [ 16(f1(@) + W @), ful@) + h@)g@)] € (T%a)]
|mquaT%>— ()] dp(x) = 0,

M@wﬂwwwmmn@+hmw@wmawﬁmmw
[ 0(1() + (@), @) + ha)g(@)(@)E @) di)

‘/w 2) + (@), fulz) + h(@) lg ) ¢ ()

[, (2) (€ (T ) — €' ()| du(x) — 0.
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Podsumowujac

[, @)+ 1 @), £ul@) + hla)g(a)e (T )¢ (T%2) dp(a)
— [ o)+ K@) (@) + h@)g@)(@)€ (@) du(w) = 0.

n

Zatem aby sfinalizowa¢ dowod lematu musimy wykazac, ze

[, U@+ W @) L) + h)g(@)E@)E (@) di)
—a [ [ 6+ 1) ut h@)g(@)§(@)E (2)dP(Ew) du(a)

Jest to jednakze bezposrednia konsekwencja lematu poprzez podstawienie
9(@)E()E () w miejsee g(z). .

Ponizszy fakt jest dobrze znany jednak dla jasno$ci podamy jego dowod.

LEMAT 3.6. Niech g, : X — R™, n € N stanow: cigg odwzorowarn mierzalnych
takich, ze (gn)«p — P stabo w P(R™) oraz niech h, : X — R", n € N bedzie ciggiem
funkcji mierzalnych takich, ze h, — 0 wedtug miary. Wtedy (g, + hy)«p0 — P stabo
w P(R™).

DowOD. Niech ¢ : R™ — R bedzie dowolng jednostajnie ciagla funkcja ogra-
niczona. Wezmy dowolng liczbe € > 0. Niech § > 0 bedzie taka, ze dla dowolnych
z,y € R™, 7 tego 7e ||z — y|| < § wynika |¢(z) — ¢(y)| < e. Niech ponadto N € N
bedzie takie, ze dla dowolnego n > N zachodzi

1(Angs) <e, gdzie Aps = {z € X; [[hn()] > 6}
Wtedy dla n > N mamy

| [ $(9a@) + ha@))dp(x) = [ égn(x))dn(a)
<1, 0lgula) + ha(eDdu(@) = [ olau(x))du(z)]

n,8

1] 0ga@) +ha@)dn(@) = [ ogal@))dp(x)]

< 2p(Ans)l¢llo + /A |6(gn (@) + () = D(gn())dp(z)

< 2e|flloc +ep(A75) < (2|l + 1),

co z dowolnosci ¢ i ze stabej zbieznosci ciagu {(gn )« tnen implikuje, ze

/. 0on(@) + hu@)dn(@) = [ o(r)ar(r).

R m

Poniewaz powyzsza zbieznos¢ zachodzi dla kazdej funkcji ¢ jednostajnie cigglej i or-
ganiczonej, to dowodzi tezy lematu.
O

Niech T : (X, B, u) — (X, B, 1) bedzie automorfizmem ergodycznym oraz niech
f + X — R bedzie funkcja catkowalng z kwadratem taka, ze dla pewnego ¢ € R
zachodzi f > ¢ > 0. Oznaczmy przez T_; : X x R — X x R produkt skosny
T j(w,r) == (Tx,r — f(x)). Wtedy dla kazdego n € Z otrzymujemy 1" (x,r) =
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(T"z,r — f™(z)). Niech {o};cr oznacza potok na X x R dany wzorem o;(x,7) =
(x,r +t), ktory zachowuje miare u ® Leb. Jak nietrudno zauwazy¢

T foo,=o0,0T ¢ dlakazdego t € R.

Ponizszy lemat jest uproszczona wersja lematu 3.2 in [12], ktory z kolei byt
uogolnieniem lematu 4.2 w [14].

LEMAT 3.7. Dla wszystkich liczb t, s € R oraz mierzalnych podzbiorow A, B,C C
X7 zachodzi

W (TIANTIBNC) = Y pe Leb((T )"0 AN (T )"0, BN C).
nmeZL

Ponadto zbiory ktorych miary sqg sumowane po prawej stronie powyzszej nierownoscs
sa parami roztgczne.

DowoD. Niech t,s € R oraz (z,7) € X/. Przypomnijmy, ze zgodnie z definicja
potoku specjalnego mamy

(3.13) T/ (x,r) = (T"(x),r +t — f"(z)) = T"(z,7 + 1),

gdzie n € Z jest jedyng liczba calkowity taka, ze f(™(z) <7+t < f"F)(z). Warto
zauwazy¢, ze nie ma zadnego powodu aby dla ustalonego zbioru mierzalnego A C X7/
oraz t € R, wszystkim elementom (x,r) € A przyporzadkowana byla ta sama liczba

catkowita n € Z w (3.13)). Mozemy jednak zapisac
T/ A= J(T";0: AN XT),

nez
gdzie ze wzgledu na jedynosé n € Z w (3.13), rodzina {T7" 0, A N X/} ez jest ro-
dzina zbioréow parami roztacznych. Rzeczywiscie, przypusémy, ze (zo,79) € X/ oraz
(xo,7m0) € T"forANT ["0;A dla n # m. Poniewaz produkt skosny Ty i potok
{0t }ier komutuja, to (vo,ro —t) € T_f A oraz (,79 —t) € T_"A. Stad
Tff(llf(),TO - t) = (TnI'Q,TO —t— f(n)(l')) € A Q Xf
oraz
TTf(LU(), To — t) = (Tm(l'o), o — t— f(m)<ZL’0)> € A Q Xf
Zatem zgodnie z definicjg przestrzeni X/ otrzymujemy, ze
0<rg—t— f™(xg) < f(T"x0) oraz 0 < rg —t — f7(x0) < fF(T™x0),
czyli
F (o) < ro —t < fU D (o) oraz U (w0) <o —t < fU ().
Jest to sprzecznosé dla n # m, gdyz f jest funkcja Scisle dodatnig.
Analogicznie,
T/B = (T"0.BNX),
nez
gdzie {T";0,B N X/},cz rowniez jest rodzing zbioréw parami roztacznych. Skoro
C c X7, to
(1/AnT!BNC) = (U T%0An | TT0.BNC) = | (I™0:ANT 0,BNC),
neL meZ nmeZ
gdzie {T7;00A N T™o,B N C}ymez jest rodzing zbioréw parami roztacznych, co
dowodzi drugiej czesci lematu.
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Jako ze miara u/ jest obcieciem miary u ® Lebna X x R do X7, to korzystajac
z o-addytywnosci

W (TIANTIBNC) = > p® Leb(T" oA N T™0,B 0 C),

nme”Z

co koriczy dowod lematu. 0

Nastepujacy lemat jest z kolei uproszczong wersja Lemma 3.3, rowniez pocho-
dzacego z pracy [12].

LEMAT 3.8. Przypusémy, ze A = Ay x Ay, B = By X By, C' = (] x Cy s¢
mierzalnymsi prostokgtami w X x R. Wtedy

n® Leb(THANT%BNC)

= Leb| (A (—k1) N (B (—k2) nCe. ) d
(TklAl)m(TIQBl)mCl € (( 2 + f (x)) ( 2 + f (33)) 2 /J/<.’L'),

dla dowolnych kq, ko € 7.

DOWOD. Zauwazmy, ze (z,7) € TE}A wtedy i tylko wtedy, gdy = € T* A, oraz
r € Ay + fCF)(z). Zatem

p® Leb(Tf}A N T’f}B N C) = /X /]R X(Tfl >(x, r)dz(r) du(z)

AmTf?BﬁC

_ . dr(r)d
/)( /R X(Tkl AlﬁTkQBlﬂcl) (x> X((A2+f(7k1)(Z))Q(Bg+f(7k2)(w))ﬁ02) (r> ','C(T) /’L<'T>

Ay + [ (@) 0 (By + fC () 0 02> du(x),

Leb((
(Tkl Al)ﬂ(Tk2 Bl)ﬂC’1

co konczy dowod lematu. 0

Twierdzenie, ktorego teraz dowiedziemy jest gtownym rezultatem tego rozdziatu.
Jest to uogolniona wersja Theorem 6 w [13] oraz Proposition 3.7 w [12]. Scislej rzecz
biorac, jest to wersja Theorem 3.7 w [12], w ktorym zastepujemy zalozenie o sztyw-
noéci T' zalozeniem stabszym tj. sztywnoscia wzdluz ciggu zbioréow. Przypomnijmy,
ze Proposition 3.7 w [12] stosowano dla potokow specjalnych zbudowanych nad ob-
rotami niewymiernymi. Nowa wersja tego wyniku jest uzyteczna w przypadku, gdy
podstawa potoku specjalnego jest ergodyczne przektadanie odcinkow.

TWIERDZENIE 3.9. Przypusémy, ze spetnione sq warunki (3.1)-(3.7) oraz T jest
automorfizmem ergodycznym. Wiedy, przechodzqc ewentualnie do podciggu, zachodzi
staba zbieznosé

A a/ Wy APt )+ (1 =)y w Jy(T7),
n N R b

gdzie v € J3(T7).

DOWOD. Ze zwartodci J3(7/), przechodzac ewentualnie do podciagu, mozemy
przyjacé, ze ,ug,man — p stabo do pewnej miary p € J5(77). Dowiedziemy najpierw,
ze dla mierzalnych prostokatow w X/

A:A1><A2, B:B1><B2, 0201><02,
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gdzie Ay, By, Cy C R sa ograniczone, mamy

! (Tf% (AN (T%W, x R)) N 17, (BN (T"W, x B)) N 0)

(3.14)

—af uf(thA NT/BN C) dP(t, u).
R2

Z lematu uzyskujemy
7 (Tf% (AN T%W,) x Ay) N T, ((ByNT"W,) x By) N (Cy % 02))

=) > u® Leb((T—f)_k(T—f)_%—az (A N T™W,) x Ay)

keZ leZ
A (T ) (T )0, (BL A T*W,) x By) 0 (Ch x 02)).
Ponadto ze wzgledu na lemat zachodzi
ity = ® Leb((T-0) (T ) 0 (A1 N THIV,) x o)
A (T )T ) 0, (B A T*W,) x By) 0 (Ch x 02))

:/ Leb((A2 —ap, + [ (2)) 0 (By = an + f () 0 Cz) dp(x),
gdzie
U, = T-%5(A4nTHW,) N T~ (B, T"W,) N,
= T % kA NT*W, NnT-"'B,NnT'W, NC,.

W szczegdlnosci mamy
(3.15)

o (Tf% (A NT™W,) x Ay) T, ((ByNT*"W,,) x By) N (Cy @)) =3 Y ap,

k=11=1

Ustalmy [ € Z. Uzywajac tezy o roztacznosci zbioréw w lemacie |3.7| uzyskujemy

Sal, = p® Leb( U (T ) (T ) ooy (A AT, x Ay)

keZ kEZ
NI )T ) ™0, (BLNT™W,) x By) N (Ch x @)))
<u® Leb<(T_f)—’(T_f)—qno—_an ((BynT™W,) x By) N (Cy x 02))
Z kolei z lematu dla A := X x R otrzymujemy

e Leb((Tf)l(Tf)q”aan ((B.AT™W,) x B,) N (Cy 02))
< /CFan Leb((Bg —an, + f(l+q")(x)) N C’2> dp(x)

- Leb((Bg + fo(T'z) 4+ fO (J:)) N C’2> du(z),
T-'W,
gdzie w ostatniej réwnosci uzylismy faktu, ze
f(l‘HIn)(I) —a, = f(l)(x) + f(‘hl)(TlI) —a, = f(l)(x) + fu(T'z).
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Podsumowujac
(3.16) Sap, < / o Leb((32 + fo(T'z) + f(l)(x)) a 02) du(z).
keZ n
Niech teraz s = diam(By U Cy) oraz V,, = {:17 e T'W, : |f(T'z) + fO(2)| < s}.
Przypomnijmy takze, ze f > ¢ > 0. Wtedy
/ Leb((Bngfn(Tl )+ fO () mcg) e
T-1W,
(3.17) _/ Leb( By + fo(T'z) + fO(x)) N C )
D
< sp(Va) < SM({x € Wa i |fal)| > |l] = }) <8 Sl = )2

gdzie D = sup,cy fi, [fo(@)]? du(z ), a ostatnia nieré6wnosc¢ Wynlka 7 nieréwnosci
Czebyszewa. Niech teraz Dy := sz Il\ > dla l € Z takich, ze |l| > £ i niech D; :=

p! (X7) w przeciwnym wypadku. Z ( - i (3.17) uzyskaliSmy ZkeZ ap; < Dy oraz
ez Dy < oo. Analogicznie, mozemy znaleié Ciqg {D} }rez taki, ze Yz D). < 00
oraz > ez ag; < Di. Stad dla kaZdego € > 0 istnieje M > 0 takie, ze

Z Zakl Z D, < 8 oraz Z Zakl Z Dl<§

|k|>M I€Z k|>M [ =M keZ ll|>M

Zatem

(3.18) > ap, < DD oap+ Y > ap <

max(|k,|l])>M |k|=M leZ 1| =M keZ

Udowodnimy teraz, ze dla kazdej pary (k,l) € Z? ciag

ap; = X (T) X7+ a, (T%x)XTlel (T )
T—kW,NT Wy,

Leb<<A2 T fo@) + FOT%)) N (Be+ fule) + FO(Ta)) 0 02) du(x)

jest zbiezny dla n — oo. Skoro, z zalozenia (3.2), mamy ,u((T_kWn N
T‘an)AWn) — 0, to wystarczy sprawdzi¢ zbiezno$¢ ciagu

b, = /Wn Leb<<A2 + f@) + fO(TR)) 0 (By + fule) + fO(T2)) 0 02>

Xor (@) Xrka, (T 2) xr-15, (T ) duz).

Rzeczywiscie, ze wzgledu na ograniczonosé zbioréw As, Bo, Cy funkcja podcatkowa
jest funkcja ograniczong, a stad lim, .. [ag; — bf;| = 0. Niech F)  F,, : X — R beda
dane wzorami

Fy(x) == fr(x) + fP(T%x) — [P (x) oraz F,(x) = fu(x) + fO(T%2) — fO ().
Wtedy
= [ Leb((A2 + F(@) + fP(2)) 0 (B + Fale) + fO(x)) N 02)

Xer (@) xr-ka, (T%2) X5, (T ) dps(x).
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Z lematu otrzymujemy
Yow (@) (FO(T) — £9()) — 0 oraz xw, (2)(fO(T%) — 1O () —
wedlug miary. Skoro (f!, fu)«(pw, ) — P, to lemat [3.6] implikuje
(F!, F,).(pw,) — P stabo w P(R?).

Zastosujmy lemat [3.5] do

6(t,u) = Leb((Ay + ) N (By+u) N Cy), (W h) = (f®, f0),

(oo fn) = (Fp o), 9= Xers &= Xrra,, &= X1,
Uzyskujemy w ten sposob, ze

by — Cra = a/ / Leb((A2 +t4 fP@) N (By+u+ fO) N 02)
’ x Jr2
Xoy (@) xr-ka, () X715, () dP(t, u) dp(z).
Z twierdzenia Fubiniego i lematu Cry jest liczba rowna
(k) O]
Oé/RQ~/T_kA1ﬂT_lB1ﬂC1Leb<(A2+t+f (m))ﬂ(Bg—f—u—l—f (x))ﬂC&)du(x)dP(t,u)

=a [ (n® Leb) ((T_ 7 F oAy x As) N (T ) au(By x Ba) N (Cy x CQ))dP(t, u).
RQ
Z lematu [3.7] mamy
(3.19) chkl—@/ W (T ANTIB N C)dP(t,u) < oo,
kEZ IEL
Stad, biorac ewentualnie wieksze M, otrzymujemy
(320) Z Cg < Z
max{|k|[,|l|}>M

Skoro b, — ¢y oraz |af; — b, — 0, to a; — cy,; oraz dla wszystkich k,[ € Z,
mozemy wybra¢ N > 0 takie, ze dla wszystkich n > N oraz k,l € Z spetniajacych
max{|kl,|l|} < M mamy

5
m— el < e
9k = el < STy
Biorac pod uwage (3.18) oraz (3.20) otrzymujemy, ze
doag,— > ol < >oooau+ DY ot Y. lag—awl<e
k,l€Z k,l€Z max{|k|,|{[}>M max{|kl|,|l[}>M max{k|,[[[}<M

Zatem Y ez ap; — Ypiez Cry €0 ze wzgledu na (3.15) oraz (3.19)), dowodzi zbiez-
nosci (3.14)).
Skoro cigg potaczen u{;”an zbiega do p w J3(77/), to

(3.21)
p(Ax B x C) =lim — oop! (T!,, (A)NTY, (B)N C)
> (Tfa,n (AN (T%W, x R)) N T7, (BN (T%W, x R)) N C),

gdzie A, B,C' C X/ sa dowolnymi mierzalnymi prostokatami. Nastepnie z (3.14]) po
przejsciu z n do nieskoriczonosci uzyskujemy

(3.22) p(Ax B xC) / il (A x B x C)dP(t,u).
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Warto zaznaczy¢, ze Rozwazmy v € J3(7/) dane wzorem

AE) = T (o(E) ~ o [ty AP (1, u)(E)).

T l-a

dla dowolnego mierzalnego podzbioru E C (X7)3. Wykazemy, ze v € J3(77). Z
(3.22)) otrzymujemy, ze v przyjmuje nieujemne wartosci na produktach prostokatow
w (X/)3. Poniewaz v jest r6znica miar, to jest takze przeliczalnie addytywna miara
zespolong o wartosciach rzeczywistych. Zatem wahanie v, oznaczane przez |v|, jest
miara na (X7)3. W szczegolnosci |v| jest miarg na przestrzeni metryzowalnej, a wiec
jest miarg regularng. Ustalmy E € (B7)? oraz ¢ > 0. Z regularnosci |v| istnieje zbior
otwarty U C (BY)3 oraz zbior zwarty K C (B7)? takie, Ze

K CFECUoraz v|(U\K) <e.

Dla kazdego elementu x € K wybierzmy zbiér otwarty postaci
(3.23) V(z) = I}(x) x I(x) x I}(z) x I3(z) x I} (z) x I;(x)
taki, ze x € V() oraz V(z) C U, a Ii x I{ € X7 jest otwarty kostka dla i = 1,2, 3.
Ze zwarto$ci K mozemy wybraé skoriczong rodzing {V;}, zbioréw spelniajacych
powyzsze warunki taka, ze K C UM, V; C U. Bez utraty ogélnodci mozemy zaltozy¢,
ze V;\V; # 0 dlai # j. Rozwazmy teraz rodzing roztacznych produktow prostokatow
{Wz}fil uzyskana poprzez uroztacznienie zbioréw V;. Doktadniej, niech W; = Vj.
Nastepnie zauwazmy, ze skoro V5 i V3 sa postaci jak w (3.23]), to Vo\ V] jest skonczona
suma rozlacznych prostokatoéw (niekoniecznie otwartych). Postepujac indukcyjnie
otrzymujemy w ten sposob rodzine {W,,} ;.

Niech W := Y | W;. Jako, ze jest to rozlaczna suma prostokatow, to v(WW) > 0.
7 definicji wahania miary otrzymujemy

(W) = v(E)| < [v(W) = v(K)| + [v(E) —v(K)| = [v(W\ K)| + [v(E\ K)|

<|wWW\NK)|+[V[(E\K)<2v|(U\K) < 2e.

Stad v(E) > v(W) — 2e > —2¢, co z dowolnosci E € (X/)3 oraz ¢ implikuje, ze v
przyjmuje wartosci nieujemne na wszystkich podzbiorach mierzalnych.

Pozostato wykaza¢, ze v jest polaczeniem. Skoro p oraz [pe /ﬂit’_udP(t,u) sg
polaczeniami, to w szczegolnosci sa 7/ x T/ x T/- niezmiennicze, a stad takze v
posiada ta wlasno$é. Ponadto dla dowolnego zbioru mierzalnego A C X/ mamy

V(A x X x XT) = — 1 (p(A x XF x X7y — o [ 1Ll ) (A X X7 % X)

11—«
1
= E(M(A) —ap(A)) = p(A).
Analogiczne rozumowanie wzgledem pozostatych wspotrzednych, koriczy dowod te-
go, 7e v € J3(T7).
O
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ROZDZIAY, 4

Nastepstwa postaci potaczen granicznych

W tym rozdziale podamy kryteria roztacznosci potoku ze swoim potokiem od-
wrotnym oraz stabego mieszania potoku. Oba kryteria wykorzystuja posta¢ granicy
potaczenn wykresowych.

Niech (X, B, i) oraz (Y,C, v) beda probabilistycznymi standardowymi przestrze-
niami borelowskimi. Dla kazdej miary probabilistycznej A € P(X x Y'), oznaczamy
przez A x oraz A|ly rzutowania miary A odpowiednio na X i Y, tj. dla kazdych
mierzalnych zbiorow A C X i B C Y mamy

AMx(A)=AMAXY) oraz My(B) =X x B).

Niech 7 = {T; }1er oraz S = {S; }1er beda stabo mieszajacymi potokami dziata-
jacymi odpowiednio na (X, B, ) i (Y,C,v). Przypomnijmy, ze dla dowolnego t € R
mamy p; = (13 X Id).pu oraz vy = (S; x Id),wv.

LEMAT 4.1. Niech A € J¢(T,S). Niech ponadto p € J5(T x S,\) bedzie sa-
mopotgczeniem zdefiniowanym na X1 X Y] X Xo X Yy, gdzie X1 = Xy = X oraz
Y1 =Y, =Y. Zalézmy, ze dla pewnych r,r’ € R zachodzi p|x,xx, = pr oraz
Plyvisxy, = V. JeSliT #1', to A =puQv.

DowOD. Wykazemy, 7ze A = (T, x S,/).\. Pokazemy najpierw, ze warunek (3)
w lemacie jest speliony dla m-uktadu zbiorow produktowych oraz dla izomorfi-
zmu ¢ :=T_,. x S_,.. dzialajacego z (X7 x Y7, A) do (X3 x Y3, A\). Innymi stowy, dla
kazdego A € B oraz B € C mamy

P(AX BX (T_. xS_)(Ax B)°)=p((Ax B)x (T_, x S_.v)(Ax B))=0.

Rzeczywiscie, skoro p, oraz v, sa polaczeniami wykresowymi, to z lematu [2.8 otrzy-
mujemy, ze dla dowolnych A € B oraz B € C zachodzi

r(AXxT_ LAY =0 oraz v.(BxT_.B°) =0.
Jako, ze plx,xx, = fr OTZ ply,xy, = Vi, tO
P(AX Bx (T_. xS_)(Ax B)*)=p(Ax BxT_,A°xS_.B)
+p(AXx BxT ,A°x S_wB°) 4+ p(Ax BxT_,AxS_..B°
S20(AXY XT_,A°XY)+p(X x Bx X x S_,.B)
=20 (AXT_,A°) + vu(B x S_..B) =0
oraz
P(Ax B)!xT ,AxS_B)=p(A°x BxT_,AxS_.B)
+p(A°x B xT_,AXx S_.B)+ p(Ax B xT_,AxS_.B)
<2p(AXY XT_,AXY)+p(X x B*x X x S_.B)
=2, (A° x T_,A) + v (B x S_.B) = 0.
59



ROZDZIAL 4. NASTEPSTWA POSTACI POLACZEN GRANICZNYCH

Udowodnilismy zatem, ze warunek (3) w lemacie jest spelniony dla m-uktadu
zbiorow produktowych. Skoro p € JS(7T xS, \), to z uwagi na warunek (2) w lemacie

uzyskujemy
MAXB)=p(AXBxXxY)=p(Xx YXT_,AxS_.B)
=MNT_,Ax S_..B) = (T, x Sy ):\(A X B),
dla wszystkich A € B oraz B € C. Jako, ze w-uktad zbioréw produktowych generuje
B®C, otrzymujemy, ze miary A i (7). X S,).A sa sobie rowne. Ze wzgledu na (7 x S) -
niezmienniczos¢ miary A otrzymujemy, ze A jest (Id x S,_,/) -niezmiennicza. Skoro S

jest potokiem stabo mieszajacym, to automorfizm S,_, jest ergodyczny, jezeli tylko
r # r'. Jako, ze Id jest roztaczna z kazdym automorfizmem ergodycznym (patrz

lemat,to)\:u@)l/. O

TWIERDZENIE 4.2. Zaldzmy, zZe dla pewnych ciggow rzeczywistych (an)nen
i (bp)nen zachodzi

Kap b — (1 - a) /R? :u—t,—udp(t’ u) + aflj
oraz

Vo bon — (1 =) /R2 Vot —udQ(t,u) + /s,
dla pewnych liczb 0 < a,a’ < 1, miar P,Q € P(R?) oraz potgczen & € J3(T),
& € J5(8). Zatézmy ponadto, ze istnieje zbior B € B(R?) taki, ze
(4.1) (1—a)P(B)—(1-a)Q(B) >«
Wtedy potoki T oraz S sq roztgczne.

Dowob. Niech & = [je(7) prdri(pT) oraz & = Jres) pSdry(p®) beda rozklada-
mi na skladowe ergodyczne polaczen & i &. Niech ponadto

Ay = {pe; t,u € RY C J5(T) oraz Ay := {vp,; t,u € R} C J5(S).

Powyzsze inkluzje wynikaja ze stabego mieszania potokéw 7 i S. Z uwagi na twier-
dzenie Suslina (patrz np. Proposition 4.5.1 w [29]), zbiory A; i A, jako obrazy
ciaglych i roznowartosciowych odwzorowan (t,u) — p,, oraz (t,u) — v,, sa mie-
rzalne.

W dalszej cze$ci dowodu bedziemy zakladac, ze

(4.2) k1(A1) = Ka(Az) = 0.

W przeciwnym wypadku przyjmijmy 5 := 1—k1(A;) > 0 oraz ' := 1 —ka(Az) > 0.
Wtedy

&= (=0) [, neo-udP(t,0)+ 58

= (1=9) [ v-1-udQ () + 58,

gdzie & € J3(7T) oraz & € J5(S) nie posiadaja polaczen z A, oraz A; w swoich
rozktadach na skladowe ergodyczne, natomiast P’ i (' sa probabilistycznymi miara-
mi na R? bedacymi obrazami miar warunkowych odpowiednio 1|4, 1 k2|4, POprzez
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odwzorowania i, — (t,u) oraz vy, — (t,u). Wtedy
pansn = (1= a) [ peudPt ) +a((L=9) [ pmoudP' (b u) + 5))

= (=) [ = p S

— (1= af) [ noudP +afe,

1—ap 1—ap
gdzie P = 11_*0‘1"/6P + aﬁ;g) P’. Analogicznie

P') + af&

Vot = (1= ') [ vo10dQ + /7,

gdzie Q = 1=92Q + all(_lo;g:)Q’. Wtedy dla kazdego zbioru B spelniajacego (4.1),

—a'f
mamy

(1-aB)P(B) — (1 -d'8)Q(B)

= (1= a)P(B)+a(l = B)P(B) - (1 -a)Q(B) — (1 - 5)Q'(B)

>a +a(l-p)P(B)—d(1-0)Q'(B)>d —d'(1-p5)=d0.
Wystarczy zatem zamieni¢ P,Q na P,(Q oraz a, o' na af3, /3. Woéwczas spelnione
sa zalozenia twierdzenia, a ponadto spelniony jest takze warunek (4.2)).

Niech A € J¢(7,S). Pokazemy, ze A = p ® v. Rozwazmy ciag {Aa, b, }nen
w JS(T xS, N). Ze wzgledu na zwartos¢ J3(7 x S, \) uzyskujemy, ze \,, 5, — 1 zbie-
ga stabo w J3(7 x S, \), ewentualnie przechodzac do podciagu. Co wiecej, z zatozen
uzyskujemy
N x1xx2xx5 = (1 — @) /R? ,u—t,—udp(tu u) + ay

oraz

My = (1= ) [ v 0dQ(t ) + o6

Niech h7 : R? — A; oraz h° : R? — Ay beda dane wzorami h7 (t,u) == p_;_,
i hS(t,u) == vy . Wtedy

(4.3) MlxixXaxXs = /Jem 7T d((1 = )T P + ay)(p7),
3

oraz

(44) s = [ o pPd((1 = DQ + k) (),
3

Niech teraz n = fJg(TX&A) 1drk (1) bedzie rozktadem na skladowe ergodyczne
polaczenia 1. Uzyskujemy wtedy, ze

77‘X1><X2><X3 - /J;(sz)\) 1/)|X1><X2><X3dl€<¢)7
oraz
Nyvixvaxys = Jg(TX&A)¢|Y1xY2xY3d/f(¢)-

Skoro ¢ € JS(T X S), t0 Y] x,xxaxxs € J5(T) 0oraz Y|y, xvoxys € JS(S). Rozwazmy
odwzorowania Q7 : JS(T x S,\) — JS(T) i QF : JS(T x S,\) — J5(S) dane
wzorami
QT(¢) = ¢|X1><X2><X3 oraz QS(¢) = ¢‘Y1><Y2><Y3'
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Mamy
T T T
N X7 % X2 x X :/ p d(2 k) (p”),
1X X2 X X3 J§(T)

77’Y1 xYoxYs — JE(S) psd(QfK’) (pS>

Poréwnujac powyzsze wyrazenia z (4.3) i (4.4) i uzywajac jednoznacznosci rozktadu
na sktadowe ergodyczne otrzymujemy

(4.5) Ak =0—-a)hIP+ar;, i Qr=(1-)hEQ + o/rs.
Niech teraz

A:={yp e J(T xS\ :3t,u, t' v € R, (t,u) # (t',u),
1/’|X1xX2xX3 = U—t,—u, 1/)|Y1xy2><Y3 = V—t’,—u’}-

Pokazemy teraz, ze k(A) > 0. Dla dowolnych mierzalnych podzbiorow C C
JS(T)iD C J§(S) oznaczmy przez C'x D zbior wszystkich polaczen i) € J5(7T xS, \)
takich, ze w|X1><X2><X3 cCi w‘Y1XY2><Y3 € D.

Zalozmy, ze r(A) = 0. Niech B C R? bedzie zbiorem spetniajacym (4.1)). Jesli
(t,u) € B, to z definicji k7 i h® uzyskujemy pu_;_, € h7(B) oraz v_;_, € hS(B).
Ponadto warunki x(A) = 0 oraz h7 (B)x(A; \ h%(B)) C A implikuja
(4.6) k(KT (B)xAs) = k(hT (B)xh®(B)).

Zauwazmy, ze k1(h7 (B)) < k1(A1) = 0. Stad, z (4.5) i wynika, ze
(1—=a)P(B) = (1 —a)hl P(h7(B)) = [(1 — )kl P + ar](h” (B))
= Q7 w(h" (B)) = w(h" (B)x J5(S))
= k(h"(B)xAz) + k(T (B)x (J5(S) \ A2))
= k(KT (B)xh®(B)) + £(h7 (B)% (J5(S) \ As)).

élns)logicznie otrzymujemy, ze
(1 )Q(B) = (1— )SQUS(B)) = n(hT(B)<hS(B)) + k((J5(T) \ A1) Xh5(B)).

Ponadto ze wzgledu na , uzyskujemy
R(hT(B)X(J5(S) \ A2)) < K(J5(T)X(J5(S) \ A2))
= WR(J5(S)\ Az) = a'ra(J5(S) \ A) = .

Skoro (1 — a)P(B) — (1 — o/)Q(B) > «/, to przez odjecie od siebie (4.7) i (4.8)
otrzymujemy

(4.7)

< (1= a)hIP(h"(B)) — (1 — o)1 Q(h*(B))

= (5(h"(B)xh*(B)) + £(h7 (B)x (J5(S) \ A2)))

— (k(h" (B)xh*(B)) + £((J5(T) \ A)xh*(B)))
= w(hT (B)x (J5(S) \ A2)) — 6((J5(T) \ A1) xh*(B)) < o,

X h
co doprowadzito do sprzecznosci. Z tego wynika, ze x(A) > 0, co pociaga, ze A
jest niepusty. Innymi stowy, istnieje takie potaczenie v € A C J§(T x S, ), ze
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V] x,xXox X5 = Mt OXAZ Y]y, xvyxys = Vi gdzie (t,u) # (', u'). Zalozmy, ze t # t/
(przypadek, gdy u # v’ jest analogiczny). Wtedy ¢ := II; 35(¢0) € JS(7 xS, \) spelnia

Olxyxxs = e Oraz  @ly,xys = Uy

Zatem z lematu otrzymujemy, ze A = u ® v.
O
Uzyteczna dla nas bedzie réwniez uproszczona wersja powyzszego twierdzenia,

gdy a = 0.

WNIOSEK 4.3. NiechT = {T, }ier i S = {S; }1er bedq stabo mieszajgeymi potoka-
mi dziatajgeymi na standardowych przestrzeniach borelowskich odpowiednio (X, B, j1)
i (Y,C,v). Zatozmy, zZe dla pewnych ciggow rzeczywistych (an)nen © (bp)nen, zachodzi

Lan by — /R2 pet—udP(t,u) oraz v,, b, — /]1@2 Vot dQ(t, u),

dla pewnych miar probabilistycznych P,Q € P(R?). Jesli P # Q, to T oraz S sq
roztgczne.

Niech 6 : R? — R? bedzie dane wzorem 6(t,u) = (t,t — u). Ponizszy rezultat
pokazuje jak w duchu twierdzenia 4.2| wykazac¢, ze potok jest rozlaczny ze swoim
odwrotnym.

WNIOSEK 4.4. Zalozmy, ze dla pewnego ciggu rzeczywistego (an)nen zachodzi
i = (1= @) [ pogudP(t ) + o

dla pewnej liczby 0 < a < 1 miary P € P(R?) oraz potgczenia & € J3(T). Zalézmy
réwniez, ze istnieje zbior B € B(R?) taki, ze
o

(4.9) P(B) - 0.P(B) > ———.

Wtedy potok T jest roztgczny ze swoim potokiem odwrotnym.

DoOwOD. Zgodnie z definicja zbieznoéci potaczen dla dowolnych zbiorow
A, B,C € B zachodzi

MMDMMWAAXBXC)H(L%O/;LWJAXBXCMP@uHﬂﬂAxBXC)
R2
Zamieniajac kolejnosé¢ zbioréw, uzyskujemy
m%%@xBxAyaﬂ—®/u%ﬂWXBxAMHmQ+%@xBxA)
R2

Jednakze korzystajgc z T -niezmienniczo$ci miary p, uzyskujemy
/,Lgan’an<c X B x A) = u(T,QanC N T,anB N A)
= M(C m TanB m T2a7LA) = M_Qan,_an (A X B X C)

Z drugiej strony
/,LhA0xBxAmm@m:/"MQCmanAmP@m
R2 R2
:/MmmﬂHanﬁmmmo:/uw@Axmewwm)
R2 R2
63



ROZDZIAL 4. NASTEPSTWA POSTACI POLACZEN GRANICZNYCH

Jesli dodatkowo oznaczymy przez € taki element J5(7), ze dla dowolnych A, B, C

~

B zachodzi £(A x B x C) = &(C x B x A), to otrzymujemy
(4.11) fi_sa, —a (CXBxA) — (1—a)/ few(Ax B C)d8. P(t, u)+af (Ax BxC).
R2

Rozpatrujac w twierdzeniu zbieznos¢ dla potoku ,w przéd” oraz dla
potoku ,w tyl” a takze zbior B z zalozenia, uzyskujemy teze wniosku. 0

W tym miejscu nalezy zaznaczy¢, ze przy sprawdzaniu roztacznosci potoku spe-
cjalnego ze swoim odwrotnym miar, ktére bedziemy poréwnywaé¢ w kryterium (4.4
dostarcza¢ nam bedzie twierdzenie Jednakze czesto o mierze P wystepujacej
w tym twierdzeniu nie bedziemy mogli powiedzie¢ wiecej niz to, ze ta miara istnieje.
Okazuje sie jednak, ze stosujac pewne proste rzutowanie, mozemy uprosci¢ rachunki
na tyle, aby moc powiedzie¢ wiecej o mierze P. Niech £ : R? — R bedzie dane
wzorem &(t,u) =t — 2u.

TWIERDZENIE 4.5. Niech T bedzie zachowujgcym miare automorfizmem na pro-
babilistycznej standardowej przestrzeni borelowskiej (X, B, ). Niech f € L*(X, u)
bedzie funkcjg dodatniq odgraniczong od zera. Przypusémy, Ze istnieje cigg {W, tnen
zbiordw mierzalnych w X, rosngey cigg liczb naturalnych {q, }nen, oraz cigg rzeczy-
wisty {an tnen taki, Ze spetnione sq nastepujgee warunki:

. nwWy) — 11—« dla pewnego 0 < o < 1,
4.12 W, 1 dl 0 1
(4.13) p(W,AT'W,) — 0,
(4.14) {qn}nen jest ciggiem sztywnosci dla T wzdtuz {W, }nen,
. ciqg () — ay x jest ograniczony,
(1.15) ag { [ 119 @) = anfduta)} '
Wh neN
(4.16) ciqg {/ | f2a) (z) — 2an|2d,u(:c)} jest ograniczony,
Wy neN
(4.17) (fP) () = 2a,, 9 () — ap).(uw, ) — P stabo w P(R?).
Jesli istnieje taki zbior borelowski B € B, ze
a
(1.18) £.P(B)~ (~9).P(B) > .

to jesli potok specjalny T' na X7 jest stabo mieszajgcy, to jest takze rozgcany ze
swoim potokiem odwrotnym.

DowOD. Pokazemy, ze gdy rozpatrzymy ¢, = 2¢, oraz a,, = 2a, dla n € N, to
spelnione sy zalozenia twierdzenia [3.9) Rzeczywiscie, wlasnosci ([(£.12)-(4.17) odpo-
wiadaja bezposrednio zatozeniom (3.1)),(3.2)),(3.3)),(3.5)), (3.6) oraz (3.7). Pokazemy,

ze 7 (4.14) wynika, ze {2¢, }nen jest ciagiem sztywnosci dla T wzdtuz {W, }ren. Z
definicji sztywnosci wzdtuz ciagu mamy

p(T~"ANA)NW,,) — 0 dla dowolnego A € B.
Korzystajac z nierownosci trojkata dla réznicy symetrycznej uzyskujemy
p(T2ANA)NW,) < p((T 2 AAT " AN W,) + p((T~ T AANA) N W,,)
=2u((T""AANA)NW,) — 0,
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co oznacza pozadana sztywnosé dla ciagu {2¢, }nen. Spelnione jest zatem zalozenie

BD.

Zauwazmy teraz, ze { 0 0(t,u) = 2u —t = —£(t,u). A zatem z zalozenia mamy

«
&P(B)—&.0,P(B) > o
Stad

P(¢7'B) — 6.P(¢7'B) > —

Spelnione sg zatem zalozenia wniosku , a wiec potok 77 jest rozlaczny ze swoim
odwrotnym. 0

UWAGA 4.6. 7 powyzszego twierdzenia wynika, ze aby wnioskowaé o roztaczno-
Sci potoku ze swoim potokiem odwrotnym, wystarczy wiedzie¢, ze miara &, P jest
niesymetryczna. Zauwazmy jednak, ze jesli

(f(Qqn)7 f(q")ﬁﬂwn — P,

to po zadziataniu £ otrzymujemy

f*(f@q”)a f(qn))*,uWn — &P

Jednakze
2qn—1 ‘ qn—1 )
E(fO, fe) @) = (X f(T'x), Y- f(T'w))
i=0 i=0
2qn—1 qn—1 qn—1
= > f(Tax) =Y f(T'z)= Y (f(T""zx) - f(T'x)).
i=gn i=0 i=0

Aby skorzystaé¢ z kryterium o roztacznosci potoku z jego potokiem odwrotnym dla
potokoéw specjalnych nad przektadaniami odcinkéw, bedziemy wykazywac, ze miara

(4.19) &P = Tim (3 (F(T™2) — f(T'a))). Lebw,
1=0

jest dostatecznie niesymetryczna, w sensie wyrazonym w twierdzeniu [4.4]

Ponizszy rezultat stwierdza, kiedy mozna wnioskowac¢ o stabym mieszaniu poto-
ku, patrzac na stowarzyszone z nim granice ciagdéw polaczen wykresowych.

LEMAT 4.7. Niech T = {T}}ier bedzie potokiem ergodycznym na (X, B, i) i za-
tozmy, ze istnieje rosngcy cigg rzeczywisty {by bnen, liczba rzeczywista p € [0,1) oraz
miara probabilistyczna P € P(R?) taka, ze

(4.20) f2b, b, — (1 = p) /RQ fi—t,—udP(t,u) + pib,

dla pewnego v € J3(T). Jesli nosnik P nie zawiera sie w Zadnej kracie afinicznej
w R2, to T jest stabo mieszajgcy. W szczegdlnosci, jezeli istniejg dwie wymiernie
niezalezne liczby dy i dy takie, Ze dy,dy 1 0 s¢ atomami &P, to potok T jest stabo
mieszajqcey.

DOwWOD. Zalozmy, ze nosnik miary P nie jest zawarty w zadnej kracie afinicznej
a potok 7 nie jest stabo mieszajacy. Wtedy istnieje funkcja f € L*(X, u) r6zna od
stalej oraz liczba a € R\ {0} taka, ze
(4.21) VteR, foT, =e 2™ty
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Przypomnijmy, ze o, : R? — R oznacza rzutowanie na pierwsza wspotrzedna. Po-

przez zadzialanie Wolly 3 (patrz (2.2))) do (4.20) oraz uzycie (2.3) 1 (2.4), uzyskujemy
Ty, — (1— p) /RTthl(t) + 0y,

gdzie P, := (01).P a Uy jest operatorem Markowa. Niech (-,-) bedzie iloczynem
skalarnym na L?(X, ). Z (4.21)), uzyskujemy

LA = [CF 0 = [(foe>™ @ ) = [{f, fo Ti)l = [, f o Tow,)
dla kazdego n € N. Gdy n — oo, to dostajemy

£ = 145,40 T}l = [{£.(1=p) [ FoTudR(®) + p0a(1))|

7 drugiej strony, z faktu ze operator Markowa jest kontrakcja, otrzymujemy, ze

(5.0=p) [ 7o TaP(t) + pwa(1)|
< =p|(7, [ foTaP(t))|+ ol i)
< (1= p)| [0 o TYaPs(0)| + ol
~(1-p)|

[ e=2motapy 1)+ pll

Zatem

/ 6—27riatdpl(t)‘ =1

R

to jest
/ —27rmth ( ) —2mib dla pewnego beR.
R

Wynika stad, ze
[ esmetnap ) = 1.
R
To pociaga ze soba, ze
P({teR; at—beZ})=1.
Rozwazmy teraz P := (03),P. Analogicznie, poprzez zastosowanie Wolly 5 do (4.20)),
otrzymujemy
Po({u € R; au—ce€ Z}) =1 dla pewnego c € R.
bLaczac dwa powyzsze rezultaty, uzyskujemy

(4.22) P({(t,u) € R? a(t,u) - (b,c) € 2°}) = 1,

co jest sprzecznoscig z naszym zalozeniem. Stad jesli nosnik P nie zawiera sie w afi-
nicznej kracie, to potok 7 jest stabo mieszajacy.

Przypu$émy teraz, ze &, P posiada atomy w punktach 0,d; and dy. Zaldézmy
ponownie, ze 7 nie jest stabo mieszajacy i ze e*™@, a # 0, jest warto$cig wlasna.
Z definicji odwzorowania &, kazda z prostych ( x, 2(95 d;)) dla i = 1,2 oraz prosta
(z, £x) ma dodatnia miare P. To razem z 2) implikuje istnienie zg,z1, 72 € R,

3
such that

a(zo, 1x0) — (b, c) € 27,

a(z1, 2z — dv)) — (b, c) € 22,

a(x2, H(zs — do)) — (b, c) € Z°.
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To pociaga z kolei, ze
a(xy — xo, %(xl — xg) — %dl) e 7?
a(xe — T, %(1'2 —xg) — %dg) €7

Poprzez zadziatanie £ na powyzszych rownosciach uzyskujemy, ze ad, € Z oraz adsy €
Z. Skoro a,dy,dy # 0, to otrzymujemy, ze (ad;)ds — (ads)d; = 0 jest nietrywialng
catkowita kombinacjg liniowg liczb d; i do. Z wymiernej niezaleznosci liczb d; i do
otrzymujemy, ze a = 0. Jest to sprzecznosé, a zatem 7 jest stabo mieszajacy. ([l
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ROZDZIAY. 5

Dozwolone permutacje

W tym rozdziale zaprezentujemy wlasnos¢ permutacji niedegenerowalnych, ktora
bedzie kluczowa w dowodzie twierdzenia bedacego gléwnym rezultatem rozpra-
wy. Na podstawie twierdzenia [2.20] istnieje jednoznaczna odpowiednio$é¢ pomiedzy
sktadowymi spéjnosci przestrzeni moduli a rozszerzonymi grafami Rauzy’ego permu-
tacji niedegenerowalnych. Ponadto z uwagi mamy, ze hipereliptyczne sktadowe
spojnosci odpowiadaja rozszerzonym grafom Rauzy’ego permutacji symetrycznych.
Glowny wynik rozdzialu (twierdzenie stanowi, ze dla dowolnej niehiperelip-
tycznej sktadowej spdjnodci istnieje permutacja z jej rozszerzonego grafu Rauzy’go
spelniajaca wspomniang wczeéniej whasnosé.

Przypomnijmy, ze zgodnie z twierdzeniem [2.16] w kazdym grafie Rauzy’ego mo-
zemy znalezé permutacje m = {m, m } taka, ze

(5.1) momy (1) =d oraz m om (d)=1.
Zachodzi nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 5.1. Niech m = {my,m} bedzie niedegenerowalng permuta-
cja niesymetryczng, spetniajacq (5.1). Wowcezas istniejg parami rdzne symbole
a1, g, 71,72 € A\ {mg (1), o H(d)}, dla ktorych zachodzi

Qojo; =0 dlai,j=1,2,
(5.2) Qayyp =0 lub Qp,ryy =0 oraz

Qary # 0 1 Qagqy # 0,
gdzie Q := Q. jest macierzq translacji odpowiadajgeq permutacyi m (patrz (2.7) ).

DowOD. Niech m = {7, 71} bedzie niedegenerowalna permutacja (patrz (2.15))-
(2.18))) spetniajaca (5.1) nalezaca do rozszerzonego grafu Rauzy’ego stowarzyszonego
z niehipereliptyczna sktadowa spojnosci przestrzeni moduli. Wtedy, jak zauwazyli-
Smy wczesniej, 7 nie jest permutacja symetryczna. Stad €2 posiada zerowe wspol-
czynniki poza przekatna. Rzeczywiscie, zalozmy, ze tak nie jest, czyli

mo(a) < mo(B) & m () > m(B) dla wszystkich o, 5 € A.
Wtedy dla kazdego o € A

m(a) = #{0 € A;m(B) <m(a)}+1=#{8 € A;m(0) > mo(a) }+1 = d—mp(c)+1.
Zatem m musiataby by¢ permutacja symetryczna a wiec otrzymaliSmy sprzecznosc.

Zauwazmy, ze jeSli spelniony jest warunek (5.2)) przez pewne symbole
ar,a9,71,% € AN\ g t(1), 1 (d)}, to a; # 74, dla i,j = 1,2. Musimy teraz
rozwazy¢ osobno dwa przypadki.

Przypadek 1. Zalozmy najpierw, ze istnieje symbol o € A\ {m (1), 75" (d)}
taki, ze dla wszystkich symboli 3 € A\ {m; (1), 75 (d)} spemiajacych 1 < mo(8) < d
zachodzi

mo(B) < mo(a) & m(6) < mi(a),
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innymi stowy

(5.3) Qus =0 dla kazdego € A\ {m;'(1), 7, (d)}.

Zauwazmy, ze warunek (2.16)) w przypadku, gdy permutacja 7 spelnia (5.1]) oznacza
75 1(2) = 77 1(2), natomiast warunek (2.17) oznacza, ze 75 '(d — 1) = 7y '(d — 1).
Skoro 7 jest niedegenerowalna, to istniejg symbole ay, v, € A\ {my (1), 7 (d)}
takie, ze

(5.4) 1 < mo(ar) < mo(71) < mo(a) oraz 1 <mi(y1) < mi(ag) < m(a).

W przeciwnym wypadku zachodzitoby ;' (2) = 77 (2), a wiec permutacja 7 spet-
niataby (2.16)), czyli bytaby degenerowalna. Na podobnej zasadzie, istnieja symbole
g, Y2 € A\ {mgH (1), 751 (d)} takie, ze

(5.5) mo(@) < mo(Y2) < mo(ae) < d oraz m(a) < m(ag) < m(ye) < d.

W przeciwnym wypadku zachodzitoby 7' (d — 1) = 77 *(d — 1), a wiec permutacja
7 spelnialaby (2.17)), czyli bylaby degenerowalna. A zatem

Qomxz = rozocl = Qam = Qan =01 Qm% =11 Qaﬂz =—-L

Jako, ze z (5.4) oraz (5.5) wynika, ze ay # ag oraz v # 72, to otrzymujemy stad,
7e au, (2,1, 72 sa symbolami spetniajacymi (5.2)).

Przypadek 2. Przypusémy teraz, ze nie ma symboli speliajacych . Sko-
ro w macierzy (), wystepuja zera poza przekatna, znajdziemy dwa rozne symbole
a0 € A\ (1), 75 (d)} takie, 7e Qayap, = Qaya, = 0. Bez utraty ogdlnosci
mozemy zaktadaé, ze mo(aq) < mo(ag). Wtedy takze m (o) < m(aw).

Przypadek 2a. Zal6zmy najpierw, ze wiersze macierzy €2, odpowiadajace sym-
bolom «; i ay nie sa identyczne. Niech v € A\ {75! (1), 75" (d), a1, a2} bedzie
takim symbolem, ze Q.. # Qq,y. Wtedy Q4,5 # 0, Qqpy = 0 lub Q,,, # 0,

Qo = 0, ale niemozliwe jest aby |Qa,4| = [|Qayy| = 1. Rzeczywiscie zaloz-
my, ze Qn,, = 1 oraz Q,, = —1. Wtedy mo(az) < m(y) < mo(aq), co stoi
w sprzecznosci z mo(o) < mo(c2). Natomiast, jesli Qq,, = —1 oraz Q4,4 = 1, to

m(a2) < m(7y) < m(ay), co stoi w sprzecznosci z m(aq) < m(az).

Zalozmy zatem, ze Q,,, # 0 oraz Q,,, = 0 (w przypadku, gdy ,,, # 0 oraz
Q4,4 = 0 postepujemy analogicznie) i oznaczmy ~; := 7. Skoro az nie spelnia (5.3)),
to istnieje symbol v, € A\ {mg ' (1), 75" (d)} taki, 7e Quyqp # 0. Skoro Quyqy = 0, to
wynika stad, ze v; # v2. Wtedy symbole ay, as, 71,72 spetniaja (5.2)).

Przypadek 2b. Przypusémy teraz, ze wiersze macierzy €2, stowarzyszone z in-
deksami o, o 83 identyczne. Wtedy nie istnieja dwa rézne symbole 71, v, takie, ze
a1, s, 71,72 spelniaja (5.2)). Jednakze, pokazemy, ze istnieje inny zestaw symboli
spelniajacy (5.2). Zauwazmy, ze dla kazdego 3 € A\ {m; ' (1), 75" (d)} wlasnos¢

(5.6) To(an) < mo(B) < mo(a2)
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
(57) 7Tl(Oél> < 7T1(ﬂ) < 7T1(Oég).

W przeciwnym wypadku tylko jeden ze wspotczynnikow €, 51 Q4,5 bylby niezerowy.
Innymi stowy wszystkie symbole 5 € A spelniajace (5.6) spelniaja rowniez Q,,5 =
Qa,p = 0. Zauwazmy, ze istnieja dwa rozne symbole G1,7 € A spelniajace (5.6)
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(a zatem zachodzi takze Q4,0 = Qayy, = 0 Oraz &; # o) takie, ze Q4,4 # 0. W
przeciwnym przypadku

7T1(CY2) = T 0 Wal(ﬂal(Qg) - 1) + 1,
czyli permutacja 7 spelniataby (2.15), a wiec bylaby degenerowalna. Skoro aq, as
nie speiniaja (5.3) a odpowiadajace im wiersze sa identyczne, to istnieje symbol
Yo € A\ {my (1), 75 (d)} taki, 7e Qaypy = Qagyy # 0. Poniewaz Qa,,, = 0, to
Y F Yoo Zauwazmy, ze 4,y = Qagy, # 0. Rzeczywiscie, jesli Qq,4, = Qayqyy = 1,

to mo(dn) < mo(aw) < mo(ye) oraz m(y2) < m(on) < mi(dq). Zatem Qa,q, = 1.
Analogicznie dowodzimy, ze jesli Qg+, = Qayy, = —1, to Qa,4, = —1. Otrzymujemy
zatem, ze

Q@lo& = Qa2@1 = Qa271 = O, le,ﬂ 7é 0 oraz QQQW % 0.
Zatem &, o, Y1, 72 spetniaja (5.2)). 0J
WNIOSEK 5.2. Niech 7 jest niesymetryczng i niedegenerowalng permutacjq alfa-
betu A sktadajgcego sie z d elementow spetniajgcq (5.1)), natomiast Q = Q. bedzie
stowarzyszong z nig macierzq translacji. Niech ponadto T € RA bedzie wektorem
wymiernie niezaleznym. Wowcezas istniejg aq, s € A takie, Ze Qorar = Qanay; = 0
oraz dla kazdego 1 = 1,2 liczby

(Q7)as = W)y 1 (Q7)a, = (7)) + (7)1
sq wymaernie niezalezne.

DowoOD. Udowodnimy ten rezultat dla ¢ = 1. Dla © = 2, dowdd przebiega syme-
trycznie. Rozwazmy symbole ay, g, 71,72 € A\ {751 (1), 75 (d)} dane przez twier-
dzenie [p.1] tzn. spelniajace warunek (5.2). Mamy wtedy Qay0, = Qasay = 0. Niech
p i ¢ beda takimi liczbami catkowitymi, ze

0 =p(()as = (o ) + 4((7)ay = (A7) 10) + (27)110))

= [;4(_(19@1(1)5 - quo_l(d)ﬁ + (¢ = p)Qayp + PQasp) s
€

7, wymiernej niezaleznosci 7, to implikuje

—4Q=11)8 = I2=19)5 + (@ — P)Qayp + Payp = 0,
dla kazdego 3 € A. Skoro
to

(@ = 1)y + PQays = 0 dla 8 € A\ {mg ' (1), 75" (d) }

Poniewaz z twierdzenia [5.1] macierz

Qal’h QO‘I’YQ
Q Q

jest macierza trojkatna i posiada niezerowe wspotczynniki na przekatnej, to z tego
wynika, ze

Q271 @272

p=q=0,
co dowodzi wymiernej niezaleznosci. O
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ROZDZIAY. 6

Roztacznosé potokéw specjalnych nad przektadaniami
odcinkéw z ich potokami odwrotnymi

6.1. Funkcje kawalkami absolutnie ciggle

W tym dziale udowodnimy twierdzenia dotyczace roztacznosci potokoéw specjal-
nych nad przekladaniami odcinkéw i pod funkcjami kawaltkami absolutnie cigglymi
z ich potokami odwrotnymi. Doktadniej, wykazemy najpierw w jaki sposob prze-
nies¢ rezultat dotyczacy potokéw specjalnych pod funkcjami kawatkami liniowymi
na potoki pod funkcjami kawatkami absolutnie ciaggltymi. W pozniejszych podroz-
dzialach wykazemy roztaczno$é potokéw z ich potokami odwrotnymi, gdy funkcje
dachowe sa kawatkami liniowe o niezerowym nachyleniu, a takze gdy sa kawaltkami
stale. Kolejnos¢ takiej prezentacji rezultatow wynika z faktu, ze pewne wtasnosci
dotyczace funkeji o wahaniu ograniczonym (a wiec i kawatkami absolutnie ciggtych)
beda uzyteczne w dowodzie twierdzen dotyczacych funkeji kawatkami liniowych.

Rozwazmy dodatnig funkcje f : [0,1) — R bedaca funkcja kawaltkami absolut-
nie ciagla, tzn. istnieje skonczony podzial odcinka [0,1) = Io U ... U I, na parami
roztaczne lewostronnie domknigte i prawostronnie otwarte przedzialy taki, ze f|g,
jest funkcja absolutnie ciagta dla kazdego k = 0,...,r. Oznaczmy przez (3y,..., [0,
punkty nieciagtoéci funkcji f oraz niech p; := lim,_ - f(t) — f(B;) bedzie wartoscia
skoku w punkcie 3; dla dowolnego i = 1,...,r. Jesli ponadto f(0) # lim, ;- f(¢),
to moéwimy, ze f posiada skok w zerze i oznaczamy po := lim; ;- f(¢) — f(0). Wte-
dy pochodna Df jest dobrze zdefiniowana prawie wszedzie, nalezy do L'([0,1)),
i mozemy zdefiniowaé¢ sume skokow funkcji f jako

S(f) = ipi = /01 Df(x)dx.

Roztézmy funkcje f na sume dwoch funkcji f; oraz fo., gdzie f,; jest funkcja ka-
waltkami liniowa, a f,. jest funkcja absolutnie ciggla, nieposiadajaca skoku w zerze.
Doktadniej, niech f,. bedzie funkcja dana przez

fulw) = [ Df(@)dt = S(f)z.

Jest to funkcja absolutnie ciagta, gdyz Df € L'. Jako, ze funkcja absolutnie ciggla
jest funkcja pierwotng swojej pochodnej, to limy_— foe(t) = fue(0) = fi D foo(t) dt =
0. Zatem f,. nie posiada skoku w zerze. Natomiast niech f; :== f — f,.. Zauwazmy,
ze D f, jest funkcja kawalkami stala rowna S(f). Zatem f, jest funkcja kawaltkami
liniowa o nachyleniu S(f). Jako, ze w szczegolnosci jest funkcja absolutnie ciagla
nad odcinkami I dla k =1,...,r, to jest ona funkcja liniowa nad tymi odcinkami.
Doktadniej, f,; jest funkcja dang wzorem

fo() :ipi{x_ﬁi}+p7 gdziep:/o1 (f(:c)—/Ome(t)dt) dz.

73



6.1. ROZDZIAL 6. ROZLACZNOSC POTOKOW SPECJALNYCH

Przypusémy, ze A jest alfabetem sktadajacym sie z d elementéw. W tym pod-
rozdziale wykazemy nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 6.1. Dia kazdej nieredukowalnej permutacji # € Sg' i dla pra-
wie kazdego wektora N € A4, jesli f jest funkcjg absolutnie cigglq nad odcinkami
przektadanymi przez Ty x oraz S(f) # 0, to potok specjalny T,{v/\ z przektadaniem
T w podstawie, pod funkcjg dachowq f jest stabo mieszajgcy @ roztaczny ze swoim
odwrotnym.

Do jego dowodu uzyjemy nastepujacego rezultatu, ktory zostanie udowodniony
w nastepnym podrozdziale.

TWIERDZENIE 6.2. Dla prawie kazdego przektadania odcinkéw (7, \) € Sg' x A4,
gesli f :[0,1) — Ry jest funkcjg kawalkami liniowq o nachyleniu s # 0 i cigglq nad
odcinkami przektadanymi przez T := Ty », to istnieje cigg wiez Rochlina {T'A,, :
0<i<q,} dlan €N (gdzie g, — +00) taki, ze T'A,, sq odcinkami dla wszystkich
0<1<q, orazn € N, T dziala na kazde pietro kazdej wiezy poprzez translacje, a
jesli

(6.1) Jp = A, NT A, NT 2 A,,

to zbiory W, = Ul T, spetniajq warunki (E12)-@.17) dla pewnego 0 < o < 1
oraz pewnego ciggu liczb rzeczywistych {ay, tnen. Ponadto, jesli P jest miarg z wa-
runku (4.17) oraz £(t,u) =t — 2u, to &P jest miarg Diraca skupiong poza zerem.

Metoda zastosowana w dowodzie nastepujacego lematu jest zaczerpnieta z do-
wodu twierdzenia 2 w [18].

LEMAT 6.3. Niech T : [0,1) — [0,1) bedzie przektadaniem odcinkdw oraz niech
f:[0,1) = R bedzie funkcjg o wahaniu ograniczonym. Niech {T'A : 0 < i < q}
bedzie wiezg Rochlina, w ktorej kazde pietro jest odcinkiem. Wowczas istnieje liczba
a € R taka, ze

1fz) —a| < Vargyf oraz  |fP(x) - 2a] < 2Varpy f

dla kazdego x € UIZy THANTIANT2A).

DowOD. Niech

1

T Al Jusima

() dt.

a

Jako, ze dla kazdego i = 0,...,q — 1 zbiér T°A jest odcinkiem a T zachowuje
miare Lebesgue’a, to [T'A| = |Al. Stad dla dowolnego 0 < k < ¢ oraz dla kazdego
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r € TF(ANT7A) mamy

(6.2)
FD(z) — o = |0§<qf (T'z) 0;@@ [ s
— ’k;q |T}A| /TZ.A f(TFx) dt+0<zi;k |T}A| /TiA Tk dt
_0§<qml TiA 1) dt'
<2 rA\ i [T 2) = F(D)] db

qti—k. .\ _
*KMW [ T ) = f(0) e

< Y Varpiaf < Varpyf.
0<i<q
Jesli x € TH(ANTIANT 2A), to T2z € TF(A N T79A). Stad, korzystajac
dwukrotnie z (6.2)), uzyskujemy

[f®D (@) = 20| < |f9(@) = al + [/ )(T%) — a| < 2Varp f,
co konczy dowod lematu. 0]

Dowod nastepujacego rezultatu bazuje czesciowo na dowodzie Lemma 4.8 w [24].

LEMAT 6.4. Zatdzmy, ze T : [0,1) — [0,1) jest ergodycznym przektadaniem
odcinkéw oraz g : [0,1) — R jest funkcjg o wahaniu ograniczonym. Niech {T'A
0<i< @y} dlan €N bedzie ciggiem wiez Rochlina takich, ze dla kazdegon € N oraz
0 <1< qp zbiory T'A,, sq odcinkami, q, — +oo, aT dziata na kazdym z pieter tych
wiez poprzez translacje. Niech J, = A,NT~ A, NT 2\, oraz W, = U;?;gl TJ,.
Przypusémy, ze lim, ., Leb(W,) = a > 0. Wtedy

(i) istnieje ciag liczb rzeczywistych {an ynen oraz liczba C > 0 taka, Ze |gl%) (z) —
an| < C oraz |g%)(x) — 2a,| < C dla wszystkich v € W, oraz n € N;
(ii) istnieje miara Q € P(R?) taka, ze (g(Qq”) — 2a,,, gl — an)*Lean — @ stabo
w P(R?), przechodzqc ewentualnie do podciggu;
(111) jesli dodatkowo g jest funkcjg absolutnie ciggltq oraz

lim g(t) / Dy(t)
t—1
to
gn—1
(6.3) lim > sup [ |g“ (@) — g9 (y)|dy = 0.
o0 20 wi€Tidy Y Thn
Ponadto
(6.4) (g'%) o T™ — gl@))yy, — 0 w L.

Dowo6D. Podpunkt wynika bezposrednio z lematu [6.3] Przypomnijmy, ze
cigg miar probabilistycznych p, na R¥, nazywamy jednostajnie jedrnym, jesli dla
kazdego ¢ > 0 istnieje zbior zwarty K. C R” taki, ze u,(K.) > 1 — ¢ dla kazdego
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n € N. Twierdzenie Prochorowa (patrz np. Twierdzenie 29.3 w [7]) mowi, ze kaz-
dy jednostajnie jedrny ciag miar posiada podciag stabo zbiezny. Z podpunktu (i)
otrzymujemy, ze rodzina rozkladow (g(zq") —2a,, gl —an>*(L6an), n € N posiada
nosnik zawarty w zwartym podzbiorze R?. Stanowi zatem rodzine jednostajnie jedr-
na. Zatem z tw. Prochorowa, przechodzac ewentualnie do podciggu, istnieje miara
graniczna @, a stad punkt (ii) jest udowodniony.

Pozostaje dowiesé¢ punktu . Zatozmy, ze g jest funkcja absolutnie ciagta spel-
niajaca [y Dg(t)dt = 0. Wowezas 7 tw. ergodycznego Birkhoffa mamy

1 1
(6.5) —/ D¢ (1] dt — 0.
4n J0

Niech n € N. Z definicji J,, kazdy zbiér postaci T%J, dlai = 0, ..., 2q, —1 zawiera
siec w odcinku T7A,, dla pewnego j = 0,...,q, — 1. Zatem z absolutnej cigglosci g
whioskujemy absolutng ciaglos¢ funkeji ¢'%) na kazdym odcinku postaci T%J, dla
0 < i< g, Wowcezas dla dowolnego 0 < j < g, oraz z;,y € T?.J,, mamy

6.6)  lg(w;) — gl < [T IDg W]t < [ Dg(e) dt.
y TiA,

Stad, z tego, ze T zachowuje miare Lebesgue’a oraz z (6.5)), otrzymujemy

qn—1
S osup [ gl (z) — g (y)] dy
i=0 ;€T I, T"Jn
qn_l .
<SP IDg () dt
i=0 Tt An
Qn_l .

1 M
=|J.| > /Tm |Dg') (8)| dt < q/o |Dg'%)(t)] — 0,
1=0 n n

co dowodzi (6.3]).

Dowiedziemy teraz ([6.4). Zauwazmy, ze jesli x € T"J,, dla pewnegoi =0, ..., q,—
1, to

Ty € T'A, NT A,
Ponadto dla kazdego 7 =0,...,q, — 1 zachodzi
TN(T'A, NT""A,) CTHA, dla j=0,...,¢, — 1 —i
oraz
TH(T'A, NT™ ™A, Cc T A, dla j=q, —1d,...,q, — L.

Zatem z faktu, ze funkcja g jest absolutnie ciagla otrzymujemy, ze ¢{4) jest ab-
solutnie ciggla na kazdym odcinku T°A, N T " A, dla i = 0,...,q, — 1. Stad,
analogicznie jak w (6.6)), uzyskujemy

g (1) — g ()| < [ D (D) dr dla € T,
T*Ayp,
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Stad, z niezmienniczosci miary Lebesgue’a ze wzgledu na T oraz z (6.5)) uzyskujemy

gn—1

/ 9 (T a) — g'") (2 \dx—Z/ (T ) — g\ (x)| do
W TJ’!L
gn—1 .
<X Leb(T',) [ [Dg ()| at
i=0 T*An
= Leb(J,) | Dg'™)(t)] dt
eb( )Ug;ngiAn‘ g (t)]
1
< q/ |Dg'%) (t)| dt — 0,

co dowodzi (6.4)). O

Udowodnimy teraz twierdzenie W owym dowodzie pokazemy w jaki sposob
uzyskac rezultat dla funkcji kawatkami absolutnie ciggtych, korzystajac z twierdzenia
6.2]

DOwWOD TWIERDZENIA [6.1] Niech (7,)) € Sg' x A4 nalezy do zbioru pelnej
miary wyznaczonego przez twierdzenie [6.2] Zalézmy ponadto, ze przekladanie od-
cinkéw Ty jest ergodyczne (mozemy tak zalozy¢, dzieki twierdzeniu 2.17)). Niech
f bedzie funkcja kawatkami absolutnie ciggla, ciggta nad odcinkami przektadanymi
przez Ty, o niezerowej sumie skokow S(f). Niech f = f,; + fai bedzie rozkladem
funkcji f na cze$¢ kawatkami liniowa f,; o nachyleniu S(f) i cze$¢ absolutnie ciagta
fac spehniajaca [y D f..(t)dt = 0. Zauwazmy, ze f, spelnia zalozenia twierdzenia

Niech {W,, },en bedzie ciagiem wiez Rochlina, {¢, }nen rosnacym ciagiem liczb
naturalnych, a {a, },en ciagiem rzeczywistym uzyskanym dzieki twierdzeniu za-
stosowanemu do f,. Wowczas {W, }nen, {qn}nen oraz {an,}nen spelniaja warunki

(4.12)-(4.17). W szczegdlnosci

(6.7) 1 —a= lim Leb(W,) > 0 dla pewnego a € [0,1).

n—oo

Niech P € P(R?) bedzie staba granica ciagu (f( an) _ 2an,f(q” - an>*(Lean),
tj. dana jak w (£.17). Zgodnie z twierdzeniem [6.2] miara {, P € P(R) jest miara
Diraca skupiona w pewnym punkcie v # 0. Przyjmujac B := {7} otrzymujemy, ze
&P(B) — (—€).P(B) = 1. Zatem miara £, P dopeia zalozen twierdzenia

Pokazemy teraz, ze potok specjalny 7/ jest stabo mieszajacy. Zalézmy niewprost,
ze nie jest, czyli ze wzgledu na twierdzenie[2.10]istnieje liczba r € R\{0} oraz funkcja
mierzalna h : [0,1) — S! taka, ze

em@ = p(x)/W(Tx).
Wtedy
e = ()[BT ),

a wiec

/ e f @) gy :/ h(z)/h(T%™x) dx.
n W7L

Zauwazmy, ze W powyzszych rozwazaniach mozemy zastapi¢ r przez Kr dla do-
wolnej liczby catkowitej K. Stad, liczba » moze byé¢ co do modutu dowolnie duza.
Wybierzmy zatem liczbe r taka, ze

4
(68) "> s
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gdzie « jest dane jak w (6.7)).
Z lematu 3.2 oraz z (6.7)) i z (4.14) uzyskujemy, ze

(6.9) /Wn hz)/W(Tz)dz — 1—a > 0.
Rzeczywiscie
\/ 2)/W(T% ) dz — Leb(W, \_\/ 2) /(T ) — 1) dal
/ BT )| /|h(T% )| d
= | |h(z) = K(T"z)|dz — 0.

Wn

Dla kazdego n € N oraz j = 0,...,¢, — 1 wybierzmy dowolny punkt 2% € T7.J,.
Wtedy

n—1
‘Z / i@ (@) _ (T @+ @) g
T3 Jy,
qn— 1 (qn) : (an) (an) n
< Z/ er e“”(fpl ($)+fac (xﬂ)’dl'
(6.10) o

gn—1

<y L, 1F9@) = £ @) = ) )] da
|T|/ | £ (Qn) (qn (x?)|dw — 0,

gdzie ostatnia zbieznos¢ wynika 7z punktu (ii7) w lemacie Pokazemy teraz, ze
(an) (an)
‘an ! T el @)+ fac (@) dw‘ < 152, Bedzie to stalo w sprzecznosci z (6.9).

Z definicji J,, kazdy zbior postaci T%.J, dlai = 0, ..., 2q,—1 zawiera sic w odcinku
T7A,, dla pewnego j =0,...,q, — 1. Zatem jako, ze f, jest liniowa wewnatrz prze-
ktadanych odcinkéw o nachyleniu S(f), to dla kazdego n € N oraz j =0,...,q, — 1
funkcja fgf”) na odcinku 77.J, jest postaci S(f)gnz+h} dla pewnego h} € R. Oznacz-
my 77.J,, = [a;,b;) oraz k7 := RE+ fS (a0) (g %) dla kazdegon € Noraz j =0,...,¢,—1.
Wtedy korzystajac z otrzymujemy

“"(f(qn)(l" Jrf(qn) ) _ / qnx+k”
’ Z /TJJn dr| = ‘ Z T”n dm’

S e "dxr| = o 1€ e ’
21, & r5(Na.]
2qn 2 1—a

STl ST S 2

Zatem ze wzgledu na (6.10) otrzymujemy limsup,, . | [y eirf ) (@) dz| < 152, co
stoi ze sprzecznoscia z . Zatem potok T/ jest stabo mieszajacy.
7 lematu zastosowanego do funkcji f oraz ciagu wiez {W,, }.en, otrzymujemy
ciag liczb rzeczywistych {b, },en taki, ze
| £ (2) — b,| < Var(f) oraz | @) (z) — 2b,| < 2Var(f) dlaz € W, in €N
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oraz z tw. Prochorowa istnieje staba granica Q € P(R?) ciagu miar postaci (f(Qq“) -

2b,,, fl) — bn> Leby, dla n € N, ewentualnie przechodzac do podciagu. Zauwazmy,
ze £.Q = &, P. Rzeczywiscie, ze wzgledu na (4.19)), mamy

£.Q — (f an) qu"—f( ) Leby, = <f(t1n o T f(Qn +fagn o T _ fé?z)) Leby, .

Z punktu (7i7) lematu (flan) o Tan — flan))yy — 0w L', gdy n — oo. Zatem,
uzywajac lematu 3.6, uzyskujemy

&Q = lim (£ o T — fi")). Lebw, = &P,

gdzie ostatnia rownosé¢ rowniez wynika z (4.19). Wynika stad, ze miara () rowniez
spelnia warunek asymetrii z lematu dla B = {~}, co koticzy dowdd twierdzenia.
[

6.2. Kawalkami liniowe funkcje dachowe

Niech A bedzie alfabetem zawierajacym d > 2 elementéw, natomiast A oznacza
standardowy sympleks jednostkowy w RA. W tej czedci rozprawy udowodnimy twier-
dzenie Konstrukcja wiez zaprezentowana w nastepujacym lemacie jest oparta
o konstrukcje podana przez Veecha w dziale 3 w [32] (patrz takze Theorem 1 w [18]).

LEMAT 6.5. Dla kazdej permutacji 7 € Sg' oraz dla prawie kazdego wektora
X € A4, istnieje cigg mierzalnych wiez Rochlina {W, }nen dla przektadania odcinkow
T\ oraz rosngcey cigg liczb naturalnych {g, }nen taki, zZe q, jest wysokosciq wiezy W,
oraz warunki — sq spetnione dla pewnego 0 < o < % Ponadto dla kazdego
n € N podstawg wiezy W, jest odcinek J" postaci J* = A, N T-"A, NT2nA,,,
gdzie A, jest odcinkiem takim, Ze Ugggl T'A, jest wiezq Rochlina, dla ktdrej Ty
dziata poprzez translacje na kazdym jej pietrze.

DowOD. Ustalmy 7 € Sg' i niech G bedzie grafem Rauzy’ego zawierajacym 7.
Wybierzmy A € A4 takie, ze przekladanie odcinkow (7, 5\) spelnia warunek Keane’a.
Z punktu (iv) w lemacie [2.24) mozemy dodatkowo zalozy¢, ze istnieje liczba m > 1
taka, ze B := A (7, \) € SL4(Z) jest macierza dodatnig oraz " = 7, gdzie
(7™, A™) = R™(7, \). Ustalmy 0 < & < 1 oraz niech 6 > 0 bedzie taka liczba, ze

)
Niech Y C A bedzie zbiorem takich wektorow X, ze
o .
Aizry > (L= 0)[A] oraz A, > ﬁw dlabe A\ {7;'(1)}.

Zauwazmy, ze zbior Y jest niepusty i otwarty. Ponadto niech V' = {(7, \BAI) AeY}
Skoro B € SLA(Z), to zbior V jest rowniez niepusty i otwarty w G x A*. Niech
ne bedzie miarg na G x A otrzymang w tw1erdzemu Skoro ng(V) > 0, to
z tw1erdzen1au 2.30] dla prawie kazdej pary (m, \) € G x A4, istnieje rosnacy ciag liczb
naturalnych {r, },en taki, ze (7™ A7 /| \TnT ) = R’"n ™ (m, A) € V, przy czym
(mrn=m N = RIM (o \). Zatem 7™ = 7 oraz N = A (7 )N dla
pewnego \ € R4, takiego, ze N'/|N| € Y. Ze wzgledu na lemat |2 , otrzymujemy

A (e Xy = A (7, A (5, A)X) = AU(7,3) = B oraz 7' = 7.
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Z powyzszego oraz ze wzoru (2.19) mamy
() = RP(x, A7) = (a7, (A0 (7, X)) ~1Am) = (7, ),
a wiec R™ (7, \) = (7, N'/|N|) € {7} x Y. Co wiecej z lematu wynika, ze
AT (N = AU () N) - A (g N = AU () - B.
Stad, z uzyskujemy, ze

(6.12) p(AU) (7, \)) < p(B).

Skoro R™(m,\) = (7", %) e{r} xY, to

(6.13) iy > (1 —0)|A™]

oraz

(6.14) A > 2(5d|)\r"| dla be A\ {7 '(1)}

Bedziemy uzywaé¢ oznaczen wprowadzonych przed i w uwadze Oznaczmy
T := T, . Ponadto dla b € A niech s := > ,cu A((fb"). Wyréznijmy ¢, = 3”_1(1)
To
oraz A\, := I;L

dla n € N. Przypomnijmy, ze zgodnie z uwaga odcinek A,
o (1

jest podstawa wiezy Rochlina o wysokosci ¢, oraz T A, C I"™. Definiujemy wtedy
zbibr
JV = A, NT "N, NT 2\,

Zauwazmy, ze J" jest przedziatem. Rzeczywiscie zauwazmy, ze ze wzgledu na uwage
[2.23] zbior T A, jest odcinkiem zawartym w I"". Zatem A, NT™A,, rowniez jest
odcinkiem. Skoro A, NT" A, C A, to takze zbior T% (A, NT"A,) jest odcinkiem.
Zatem zbior

T*" " = (A, NT"A,) NT™ (A, NT™A,,)

jest przedzialem. Jako, ze T% J* C T A, to T—% dziala na tym zbiorze poprzez
translacje. Zatem T~ (T2 J") = T J" jest odcinkiem. Ponadto zauwazmy, ze
takze T J" C T A,,. Stad na tej samej zasadzie uzyskujemy, ze T~ (T J") = J"
jest odcinkiem.

Skoro T (A,) C I (patrz ponownie uwaga oraz Leb jest miara T i-
niezmiennicza, to zachodzi

Leb(J") = Leb(A, N T A, NT?*™A,),
oraz T A, NT?*"mA, C I". Co wiecej, z mamy
Leb(T™ A, NT?"A,) = Leb(A, NT™A,) > (1 —26)[I™.
Laczac powyzszy rezultat z , uzyskujemy
(6.15) Leb(J") = Leb(A, N T A, NT*"A,) > (1 — 38)|1™].

Skoro rodzina zbiorow {T°A,; 0 <i < g,} jest wieza Rochlina (patrz uwaga [2.23)),
to rodzina {T"J"; 0 < i < g,} roéwniez nia jest, to znaczy

(6.16) J'NT T =0 dlal << g,
Z uwagi otrzymujemy |A| = Y pcq Ay sy Ze wzgledu na (2.28) oraz (6.12)) dla

dowolnego b € A mamy
sy < p(A(Tn))sgo_l(l) < p(B)gp.
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Stad oraz z (6.13) wynika, ze

Al = @n Ay = Yo SN <pB) Y p" = P(B)an([A™ = At )
beA\{7; 1 (1)} beA\{7; (1)}

. o ., 4]
< p(B)gnd|A™| < P(B)QnmAﬁgl(l) < P(B)li_é|/\|'

Warto zaznaczy¢, 7e g, %1(1) = Leb(U"y" A,). Podsumowujac uzyskalismy, ze

" o 8
(617 wll > 4\ > (1= 0B) 5 )L
co z kolei, z (6.15)), (6.16]) 1 (6.11)) implikuje, ze
qn—1
Leb(|J T'J") = g, Leb(J") > (1 — 38)gu|I™|
(6.18) =0 s
> (1- 35)(1 - p(B)H>|Ay > (1= ).
Niech
qn—1
(6.19) w, = |J T'J".

1=0
Skoro zalozylismy, ze A € A (tzn. |A| = 1), to z (6.18), przechodzac ewentualnie do
podciagu, uzyskujemy
(6.20) lim Leb(Wy,) =1—a  dlapewnej liczby 0<a<e.
Zatem warunek (4.12) jest spelmiony. Ponadto skoro W, AT-'W, C T™'j* Uy
T-1J", to
Leb(W,AT'W,,)) < 2Leb(J") — 0, gdy n — oo,

co potwierdza zachodzenie warunku (4.13)).
Zauwazmy, ze

(6.21) dla = € W, istnieje liczba 0 < I < ¢, taka, ze z, T%z, T* "z € T'A,,.
Rzeczywiscie, istnieje 0 < [ < g, taki, ze
zeT J" =T'A, NT " HA, NT 2 HA,

co pociaga (6.21)). Z uwagi T'A, jest przedziatem dtugosci |A,| < [I™|. Skoro
z wlasnosci indukeji Rauzy’ego mamy |I™| — 0, to

lim sup |79z — z| = 0.

n—oo

zeWn
Z lematu to implikuje zachodzenie warunku (4.14]) dla ciagu {g, }nen. Na koniec
wystarczy zauwazy¢, ze biorac € < %, to z (6.20) uzyskujemy o < % O

LEMAT 6.6. Przypu$émy, ze {Wynen 010z {qy tnen s¢ ciggami skonstruowanymi
w lemacie . Wtedy dla kazdego x € W, oraz 0 < j < @, punkty T?x oraz Ty
nalezq do tego samego przektadanego odcinka I, dla pewnego b € A. Ponadto istnieje
ciqg dodatnich liczb rzeczywistych {~vn}nen taki, Ze

Ty —Tiy =, /q, dla wszystkich x € W,, 0< j < q, oraz lirllrn %)I.}f Y =y > 0.
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DowOD. W dowodzie tego lematu bedziemy korzysta¢ z oznaczen wprowadzo-
nych w lemacie [6.5, jak rowniez z pewnych wyprowadzonych tam faktow. Niech
(7 A" )=R™(m, \) € {7} x R, Y oraz niech T := Trrm yrn. Wtedy, zgodnie z uwaga

, odwzorowanie T : I'™» — I" jest przekladaniem odcinkéw takim, ze Ta = T%z
dla z € A,,. Ponadto skoro 7™ = 7, to dla wszystkich z € A, mamy

Ty =x+ Z "
{beA; 71 (b) <71 (75 H(1)}

Jako, ze m € Sg oraz A\™ /|A™| € Y, to istnieje ¢ € A takie, ze 7 (c) < 71 (7 (1))
oraz

T T 6 T
Yn = Qn Z |Ibn‘ > Qn’[cn‘ > ﬁqnu n’
{beA; 71 (b) <71 (75 H(1)}

Ostatnia nierownos¢ wynika z (6.14). Ze wzgledu na (6.17)), wnioskujemy ze

o ) 0
Vo 2 ﬁQn|[Tn| > 2d<1 - p(B)l—(S) > 0.
Podsumowujac, dla kazdego x € A, mamy Tz — x = 7,,/q, a ciag {7V, tnen liczb
dodatnich jest odseparowany od zera.

Niech z € W, oraz 0 < j < ¢, Z (0.21)), istnieje 0 < | < g, takie,
ze x, Tz, T?my € T'A,. Wynika stad, ze Tz, T%"" gz € TFA, dla pewnego
0 < k < @q,. Rzeczywiscie, jesli 0 < [+ j < @, to bierzemy k := [ + 7, a jesli
Gn <1+ <2q,tok :=1+7j —qn Z uwagi .23, Tz, Tz € TFA, C I, dla
pewnego b € A oraz T* dziala na przedzial A, poprzez translacje. Zatem

Ttig —Tig =TW T ky _Ti7Fg gdzie T %z e A,
wiec T g —TIx = 7, /q,. Jako, ze liminf,, . 7, > 0, to konczy dowod lematu. O

DOWOD TWIERDZENIA [6.21 W tym dowodzie bedziemy stosowaé oznaczenia
uzyte w dowodach dwoch poprzednich lematoéw. Niech W, bedzie wiezg zdefinio-
wang w oraz niech {g, }nen bedzie ciagiem liczb catkowitych rowniez zdefinio-
wanych w (6.19)). Z lematu spetnione s warunki — oraz T dziala
na kazdy zbior postaci T'A, poprzez translacje, dla dowolnego | = 0,...,¢q, — 1.
Ponadto skoro f jest funkcja o wahaniu ograniczonym, mozemy zastosowa¢ lemat
do zbioru A = A,, oraz liczby ¢ = ¢, dla dowolnego n € N. Otrzymujemy w ten
sposob ciag liczb rzeczywistych {a, }nen taki, ze

\f(q")(:v) —ay| < Var(f) oraz \f@q")(a:) —2a,| < 2Var(f)

dla wszystkich x € W, in € N, co razem z twierdzeniem Prochorowa implikuje
istnienie miary P € P(R?) takiej, ze

P = lim (f®") —2a,, f) —a,) (Lebw,) slabow P(R?),

n—oo

przechodzac ewentualnie do podciagu. Zatem wlasnosci (4.15), (4.16) i (4.17) takze
sa spetnione. Z lematu[6.6] dla kazdego x € W), oraz 0 < j < ¢, punkty 77z i Tz
naleza do tego samego odcinka I oraz T x — TVx = ~,/q,. Skoro f jest funkcja
liniowa z nachyleniem s na przektadanych odcinkach, a wiec i na I, otrzymujemy
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ze f(T"Vx) — f(Tx) = $7,/qn. Zatem dla kazdego = € W,, mamy

qn—1
flan) o T%(z) — f(qn)(m) — Z (f(THz) — f(T7x))
§=0
qn—1
=5 (T gy —Tig) = s, — 57,
=0

gdzie v > 0. Stad i z (4.19) uzyskujemy, ze &, P = 05, przy czym sy # 0, co konczy
dowdd.
OJ

6.3. Kawalkami stale funkcje dachowe

W tym podrozdziale udowodnimy nastepujacy rezultat dotyczacy roztgcznosci
potokéw specjalnych nad przektadaniami odcinkéw z ich potokami odwrotnymi w sy-
tuacji, gdy funkcja dachowa jest funkcja kawatkami stala.

TWIERDZENIE 6.7. Dla prawie kazdego przekladania (m,\) € Sgt x A4 i dla
kazdego v > 2, istnieje podzbior Dy C [0,1)" pelnej miary Lebesque’a taki, ze
jesli [ jest kawatkami statqg funkcjg posiadajocq punkty nieciggtoSci w punktach
Bi,..., 0, € [0,1) takich, ze ((1,...,0.) € Dy oraz ewentualnie w punktach nie-
ciggtosci przektadania odcinkow, z wymiernie niezaleznymi skokami w punktach
0B1,..., 0B, to potok specjalny ’];rf/\ jest stabo mieszajgcy @ roxtgczny ze swoim po-
tokiem odwrotnym.

Potrzebujemy nastepujacego ogélnego rezultatu.

LEMAT 6.8 (patrz Theorem 3.3 w [21]). Niech T bedzie ergodycznym auto-
morfizmem probabilistycznej standardowej przestrzeni borelowskiej (X, B, ). Niech
{W, }nen bedzie ciggiem wiez Rochlina takim, ze liminf, .., u(W,,) > 0 oraz u(J,) —
0, gdzie J, jest podstawg wiezy W,,. Wtedy dla prawie kazdego x € X mamy x € W,
dla nieskoriczenie wielu n € N.

Aby udowodni¢ twierdzenie zastosujemy konstrukcje i argumenty uzyte w le-
macie (6.0, jak roéwniez czeS¢ oznaczen. Tak jak w dowodzie lematu [6.5) zbior W,
powstaje jako wieza {T"A, : 0 < i < g,} sktadajaca si¢ z odcinkow. W dowodzie
lematu uzylismy jednej dominujacej wiezy uzyskanej z podziatu [0,1) na wieze
(ktory to podzial byl mozliwy dzieki uwadze oraz odpowiedniemu wyborowi
iteracji indukeji Rauzy’ego-Veecha. W dowodzie rezultatu, ktory za moment przed-
stawimy, bedziemy bazowa¢ na dwoch dominujgcych wiezach i w pewnym sensie
{T'A,, : 0 < i < q,} bedzie zbiorem ztozonym z tych dwoch wiez. Nastepnie skon-
struujemy ,podwieze” W! c W, dla | = 1,...,r, ktore spelniaja zalozenia lema-
tu[6.8) Lemat [6.8 zapewnia istnienie zbioru D C [0,1)" pelnej miary Lebesgue’a ta-
kiego, ze dla kazdego wyboru (0, ..., 5,) € D zachodzi (34,...,3.) € Wlx...xWr
dla nieskoniczenie wielu liczb n € N. Nastepnie rozszerzymy zbiér W,, o punkty,
na ktérych bedziemy w stanie kontrolowa¢ wartosci funkcji dachowej rozpatrywanego
potoku specjalnego. W ostatnim kroku dowodu pokazemy, ze jesli punkty 3y, ..., 3,
sa punktami nieciaglodci funkeji dachowej f takimi, ze (51,...,0,) € D, to miara
&P dana jak w (4.19) jest dyskretna miara spetniajaca zalozenia twierdzenia

DOWOD TWIERDZENIA [6.7. Ustalmy graf Rauzy’ego permutacji nieredukowal-
nych G oraz rozpatrzmy permutacje # € G taka, ze 7, (1) = #;'(d) oraz
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7ot (d) = A7 (1), gdzie d = #.A (przypomnijmy, Ze istnienie takiej permutacji wy-
nika z twierdzenia [2.16)). Ze wzgledu na punkt (iv) w lemacie znajdziemy takie
przektadanie odcinkow (7, A), ktore spetnia warunek Keane’a, 7e istnieja takie liczby
M,m € N, ze M = #M+™ = # oraz macierze C := AM (7, \) i B := AU (7, \M)
sa dodatnie. Przypomnijmy, ze p jest zdefiniowane jak w (2.27). Wybierzmy liczby
g,0,0" > 0 tak, aby zachodzilo

(6.22) 0 <& <min (1/(10p(B)),1/8(2r +2)), /3 < <4 <¢e/2
(6.23) 5§ < c

Ad maxapea(Bay)p(B)p(C)
Niech Y C A# oznacza zbiér tych A, ze

1 1 6—5’ 1 1 L d—1¢
Wtedy

e 2 1 o—10 o—10

3 <3¢~ 1—65<5’+5— < Nisi@) — Aasry <O+ < 20.

Przedstawione teraz rozumowanie jest analogiczne do poczatku dowodu lematu
Zauwazmy, ze Y jest zbiorem niepustym i otwartym w A“, co z kolei pociaga,
ze zbior V := {(m, |CB/\|CB>\) A € Y} jest niepusty i otwarty w Sz' x A4, Zbior V

jest zatem zbiorem dodatniej miary ng w G x A, Z twierdzenia [2.30) m wiemy, ze dla
prawie kazdej pary (m,A) € G x A istnieje rosnacy ciag liczb naturalnych {r, }nen
taki, ze R~ (7 \) € V. Oznaczmy zbior takich par przez To C G x A“. Niech

T :={(m,A) € To; Ty jest ergodycznym przektadaniem odcink6w}.

Jako, ze T jest pelnej miary, to ze wzgledu na twierdzenie [2.17] zbior T takze jest
pelnej miary.

Niech (7, \) € Y. Z definicji T oraz z lematu wynika, ze 7~ M=m = gre=m —
' =7 a takze
(6.24) A= (g \) = ATn=M=m)(z \) . C oraz AT (m,\) = AT (7 ) - B.

Stad oraz z (2.19)) otrzymujemy, ze

- - - B)~1)\rn—M-m
(ffrT"’)\T") — an(ﬂ_7/\) — RM+m(RT"_M_m(7T,)\)) — (4 (C ) A

= feB e

) € {7}xY.

W szczegblnodei z lematu wynika, ze

(6.25) p(AT = (m, ) < p(C) oraz p(A")(m, N)) < p(B).
7 definicji zbioru Y wynika, ze

Tn 1 Tn Tn 1 Tn
(6.26) N > (2 - 6)M A, ( +5/>,A I
(6.27) g|xn| <N gy = Ny < 2017,

Niech T := T} 5. Ustalmy sj = ZbeAAb 1 dla j=1,...,dik € N oraz niech

(6.28) 1A, = A"
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Tn

Przyjmijmy takze ¢, := s" + s;*. Wtedy definiujemy

JV = A, NT A, NT 2 A,,.

Rozwazmy przekladanie odcinkow T =Ty Arn dmalamee na [™ Wtedy ze wzgledu
na uwage |2.23 otrzmeJemy, ze T = T%" na A, oraz T = T%" na Z,, a takze
ze {T'A,; 1 = 0. — 1} oraz {T'Z,,; i = 0. sd — 1} sa wiezami Rochlina
skladajacymi sie z odcmkow Skoro 7r7"" = 7 oraz 707, (1) =d, 707yt (d) = 1, to
przedziat A, jest przesuwany przez T51" (= T) na odcinek, ktorego prawy koniec jest
prawym koricem I™, a =, jest przesuwany przez 15" (= T ) na odcinek, ktorego lewy
koniec jest réwny 0. St@d, pierwsza z opisanych wyzej translacji jest przesunieciem o
|I™| —|A,|, natomiast druga o |=,,| — [I™]|. Co wiecej, ze wzgledu na (6.27)), odcinek
T1" A, jest krotszy niz =,, czyli
(6.29) T A, C E,.
Wynika stad, ze
(6.30) T = T3+ przesuwa A, o |Z,] — |A,| = Ny = A gy > 0.

o
Zatem J" jest odcinkiem zaczynaj@cym sie w 0, ktorego dhlgosc jest rowna

Skoro 0 < 2§ < e < 1/10, to z Wynika ze

(6.32) )\;"_1( & )\”L_l ) < 20/ | < e|lI'™| < —\]’""|
0
Z (6.26]) oraz z tego, ze 6 < 1/20 otrzmeJemy
n Tn Tn Tn 1 1 Tn 1 Tn
(633) 7] = A2y = 2N, = ) > (2 . 5)|1 > 7],

7 uwagi 2.23) {T'A,, : 0 <7 < 57"} oraz {T'Z, : 0 <14 < sj"} sa wiezami Rochlina
sktadajacymi sie z odcinkéw, a ponadto 2?11 s§"|I’f’il(j)| = 1. Skoro T51"A,, C E,
o
(patrz (6.29)) oraz J" C A, to dostajemy, ze
(T'A,:0<i<gq} i {T'J":0<i<gq,}

takze sa wiezami Rochlina, ktorych wszystkie pietra sa odcinkami. Ponadto

Qn_l
(6.34) T dziala na kazde pietro wiezy | J T'A, poprzez translacje.
i=0
Niech
-1
=y T
i=0

Ze wrzgledu na (2.28)) oraz (2.29) mamy
(6.35) st < p(A™ (7, N))sE < p(B)sy  dla 1< j,k<d.

J
To implikuje, ze

d rn
(6.36) st || > ]2:21,0 |1 ;11(].)| =1/p(B).
Zatem, z (6.33)), uzyskujemy
1 1
6.37 Leb(W,) = qu|J"| > =qu|I™| > :
(6.37) eb(Wa) = aulJ"| > JanlI™] (B
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Stad, przechodzac ewentualnie do podciagu, otrzymujemy

(6.38) lim Leb(W,) = o > 0.

n—oo

Skoro {T"A,, : 0 < i < g,} jest wieza Rochlina taka, ze T' dziala na kazdy jej poziom
poprzez translacje, uzycie takich samych argumentéw jak w dowodzie lematu
daje, ze dla kazdego x € W, istnieje liczba 0 < I < ¢, taka, ze x, Tz, T?"x € T'A,,
i

dla kazdej liczby 0 < 7 < @, istnieje liczba 0 < [ < ¢, taka, ze

6.39 . )
(6.39) Tz, Ty € T'A,, dla kazdego = € W,,.

To pociaga, ze
(640)  sup [T%x 2| <|I"| = Ooraz sup [Tz — o] < |I"| =0,

zeW, n IEWn
Co wigcej, skoro T* dziala na A, poprzez translacje, to ze wzgledu na (6.30)), za-
chodzi

TTiy — Ty =TTy — Ty = A,

o T M

1y (T 'z € A).

Zatem dla dowolnego n € N uzyskalismy, ze

(6.41) T T'x —T'x = \'" )~ )\t’il(l) dla kazdego v € W), oraz i = 0,...,¢q, — 1.
To o

Konstrukcja zbioru punktéw nieciggltosci funkcji f. Rozwazmy nastepu-
jace r rozlacznych przedziatow
201J™ (20 +1)|J™
2r+2° 2r+2
Niech W! := Uiy T"Jp*. Skoro {TJ" : 0 < i < ¢, } jest wieza Rochlina, to {T%J7 :
0 < i < ¢} takze sa wiezami Rochlina dla 1 < I < r. Zauwazmy, ze calkowita
miara kazdej z takich wiez stanowi ﬁ miary wiezy W,. Z (6.38)) otrzymujemy,
ze lim,, .o, Leb(W?!) jest liczba dodatnig dla 1 < I < 7. Z lematu istnieje zbior

Dy C [0,1)" pelnej miary Lebesgue’a taki, ze dla kazdego elementu (31, ... 3,) € Dy,
mamy 3 € W}" dla nieskonczenie wielu n € N i dla wszystkich 1 <! < r. Zauwazmy,

ze 7 (6.32)), (6.22)) oraz (6.33)), zachodzi

Jr = )CJ” dla I=1,...,n

6.42 =A< el < | < ——|J"
Zauwazmy ponadto, ze punkty (i,...,[3. sa od siebie odseparowane przynajmniej
0 5,|J"|. Rzeczywiscie, niech 1 <k, I <7, k #1, By € T"Jy oraz i € T7Jp". Jedli

i # J, to w szczegélnosci By ¢ T'J". Jako, ze B € T* |55, 5

o (2’"“”"'), to z (6.34)

wynika, ze (3 jest oddalony od krancow odcinka 7"J" przynajmniej o 5 +2|J”|
Zatem |Gy — G| >

Jesli natomiast i = j, to |G — (3] jest liczba ograniczong

2k[J7| (2k+1)]J7] 20 @nam
w42 2942 oraz T | 555, 545

z (6.34) wynika, ze w tym przypadku réowniez zachodzi |5y — 5] > 2T+2|J”\ Stad
iz (6.42) uzyskalismy, ze

(6.43) 1Bk = Bl > 5

2r+2
. Zatem

z dohu przez odleglosé¢ zbiorow T

3l A
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L~ |
2 A
b :/X
/__
7

RYSUNEK 1. Wybor punktéw nieciaglosci.

(1]

Rozwazmy teraz zbiory

qn_]-
(6.44) V= EJO T0 = (N = A ) dla I=1,..r
Udowodnimy teraz, ze V)" dlal =1,...,r sa parami roztacznymi wiezami Rochlina

zawartymi w W,. Skoro 8, € W', to istnieje liczba 0 < k = k(I) < g, taka, ze

T+, € Jp. Roawaimy przedzial (;{;guﬂ, ;{:;|J”|> C J". Skoro T* dziata na J»

2[—1 |Jn| 2014+1
2r+2 ? 2r42

poprzez translacje, to zbior T* ( |J”|> jest odcinkiem takim, ze ; nalezy

do jego prawej polowy. Jako, ze dtugos¢ tego przedziatu wynosi 2r2+2|J”\, to z ({6.42))
uzyskujemy

201, ., 2l+1
2r 4+ 2 17 2r +2
patrz (6.41))), to otrzy-

Tn Tn k n
645)  [B— 20— A B) C T ( 1] |> cW,.

Skoro T dziata na W, jako translacja o A, =~ — N, = (
To (d) To (1)

mujemy, ze

qn _ Tn _ \'n _ Tn _ \'n _ _ Tn _\"n
T o= 2 i M) T M Afra%l)))_[ﬂl A m;l(l))’ﬂl)'

To pociaga, ze
20 -1 20+1
—Q4n _ Tn _ \'n k n n
(6.46) T [@ (Afro*(d) Afro‘l(l))’ﬁl) ct <2r+2| g 2r+2|J |>'
Zatem, w $wietle (6.45)), dla kazdego 0 < i < k mamy

A1, 21
2r + 2 "or 42

—1i Tn Tn k—i n
T [ﬁl - ()\ﬁ_o—l(d) - )\7}0—1(1))7/6[) - T ( |J |) C Wn

oraz, z (6.46)), dla kazdego k < i < ¢, zachodzi

21—1| ) 20+ 1
2r + 2 "o + 2

T [ﬁl - ( ::%l(d) o )\;%1(1))761) C an+ki( ‘Jn|> C Wi,
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UzyskaliSmy zatem, ze

m-b 9] — 20+ 1
6.47 1% T ——|J"
(647) re L:JO <2 +2| 2

Skoro {T7J" : 0 < j < ¢} jest wieza Rochlina, to { (221l4+12|<]"|7 227{112](]”\) :

|J”|> dla dowolnego [ =1,...,r.

0 < j < qn} sa rozladcznymi wiezami Rochlina dla | = 1,...,r. Kazdy
przedzial T~ [51 — (Xﬁ”;l(d) — 71 1)) 5[) jest podzbiorem pewnego pietra wiezy
To

K TZ(;{;;U”L ;{iéuno i dla 0 <7 < g, przedzialy te sa rozmieszczone w roz-
nych pietrach [-tej wiezy. Zatem V" dla !l =1,...,r sa parami rozlacznymi wiezami

Rochlina zawierajacymi sie w W,,. Stad

(6.48) Leb( U vn) = (N = N )i

=1

Zauwazmy takze, ze jesli Int(-) oznacza wnetrze zbioru, to z (6.47) wynika

(6.49) UV € Int(W,,),
i=l
dla dowolnego n € N.

Punkty nienalezace do W,,. Zauwazmy, ze punkty, ktore nie naleza do W,
pochodza z trzech zrodel, tzn. wiezy zbudowanej nad odcinkiem A,,\ J™ o wysokosci
s1", wiez zbudowanych nad odcinkami [ “11 G © wysokosciach odpowiednio s7" dla
j=2,...,d— 1 oraz wiezy o wysokosci sr" zbudowanej nad Z,, \ 7°1" J". Z (6.28)
oraz ([6.31)), uzyskujemy

Leb(An \ J") = [ Bl = [T = 202 = Nty
(6.50) o "o "o
Leb(En\ T ") = [Za] = |7 = 3O ) = A y),

a z (6.26) uzyskujemy, ze dlugosci odcinkéw ]”’il dla j =2,...,d —1 mozna
oszacowaé nastepujaco

d—1

Tn — ™| __ \Tn _ \"n Y Tn
(6.51) jz_;']ﬁal(j)' = |I™| Afr()‘l(d) Afro‘l(l) < (06— &)™
Zauwazmy zatem, ze z ((6.50) oraz z (6.51)) wynika

d—1
Leb([0,1) \ Wn) = (287" + 353" ) (A () = Aay) + 2 85110
(652) 7j=2
Tn Tn _ \"n Y Tn| J[Tn
< (28 + 3s) (AL ) ﬁ51(1)) + (8 6)112](‘_i<xdsj |I™.
Zdefiniujemy teraz wieze Z, oraz U, roztaczne z W,,, na ktorych bedziemy w pew-
nym sensie kontrolowaé¢ wartosci funkcji f.
Definicja i wlasnosci wiezy Z,. Dla dowolnego n € N rozwazmy zbior

Tn_
Sq 1

= U T'E.\T7"A,).
1=0

Zauwazmy, ze jest to wieza Rochlina, gdyz odcinek =, = I'", . jest podstawa wiezy

o (d)
Rochlina o wysokosci s7*. Ponadto zbior =, \ T*1" A, jest odcinkiem, ktorego lewy
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LN "7

B

N N_/ e

T (= =\, NS

RYSUNEK 3. Wieza Z,, (zielona), U,, (niebieska) oraz wieze V;™ (zblte).

kraniec pokrywa sie z lewym kraricem odcinka =, a jego dtugo$¢ wynosi |=,| —|A,|.
Jako, ze |Z,| — |A,| = /\f"_l(d) - )\f"_l(l) oraz T*1" (A,) C Z,, to
To To

(6.53) Leb(Z,) = sy (A" ).

o) gt
Zauwazmy takze, ze Z, N W, = dla n € N (patrz rys. [3). Ponadto mamy

dn l _ l Tn _\"™n
(6.54) T™ (T x) _Tx+(/\ﬁgl(d) )\fro_l(l))

89
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Rzeczywiscie, jesli z € Zn7 tox € TYZ, \ T*"A,) dla pewnego [ =0,... 5" — 1.
Przypomnijmy, ze T = T%4" jest translacja na =, oraz TZ, = [0, |Z,]). W szczegol-
nosci

(6.55)
T (E N\ TV A) = T(E,\ T A,) = [0, 2] = |A4]) = [0, Ay = A (1)).

Ze wzgledu na (6.42) wynika stad, ze T%" (2, \ T*1"A,) C J*. W szczegolnosci
T3 Fz € J*. Zatem dla s — | < k < g, zachodzi T*z € W, = Uy TP J". Wtedy
rownosé¢ (6.54) wynika z (6.41). Niech teraz 0 < k < si* — I. Korzystajac z (6.55)
uzyskujemy, ze T%"~*={(T*z) € J» € W,,. Wtedy z uzyskujemy

Tontsd R (Thy) — T (Thg) = Ay = AT
7o (d) 7o
Stad, z (6.55)) oraz z (6.42) wynika miedzy innymi, ze
Tt k=l Thy) € [0,2(Atn, -\ )) CJm CT'E,
o 1)

o)

Jednakze T dziata na odcinek T°4"~'Z, poprzez translacje. Zatem

m+s'm—k—l—1/mk s —k—l—1/mk o \"n Tn
T4 (T"x) — T (T"x) = )\ffo_l(d) — )\ffo_l(l)'

Jako, ze T dziala poprzez translacje takze na kazdy odcinek postaci T7=,, dla m =
I ... ’Sgn — 1 oraz TQn+SZ"*k*l*1(Tk ) nglfkflfl(Tkx) c ngnflzm to
T (TFz) = Tre = Ay — A

o Hd) 7y (1)
To konczy dowod (6.54).
Definicja i wlasnosci wiezy U,. Dla dowolnego n € N rozwazmy takze

TR —m
h —1

U, = Uo T[], 1" + (A ASHH /\"_1(1)))
Jako, ze [J7], "] + (N2 /\’""_1(1))) I, =
Rokhlina o wysokosci s7", to U, jest wiezg Rochlina o wysokosci si»~". Ponadto
zauwazmy, ze z (6.24)) Wynika

81" = Z Ab *1(1) =22 A Bcﬁgl(l)

beAceA

(rnm
< pax(Ba) 2 2 A

beAceA
Co wiecej, z definicji p (patrz (2.27)) oraz z (6.25]) wynika

> AT A) < 30D p(ATT) Ay (1, A)

beA ceA beA ceA

A,, a A, jest podstawa wiezy

ZA 7r)\—d p(C) - sin™™.

Podsumowujac, uzyskalismy, ze

i < d- ax(Ba) - p(C) - 5"

7 powyzszego wynika, ze

6.56) Leb(U,) = stn™ AT y) 2
( ) € ( ) 51 ( g (d) 01(1)) dp(C) maXb,ceA(BCb>
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Co wigcej, zachodzi takze U, N (W, U Z,,) = 0 (patrz rys. ). Wykazemy teraz, ze

(6.57) T (T'x) = T o+ (\" ,1 1)) dla kazdegoz € U, orazl =0,...,q,—1.

71(d)
Skoro x € U, to istnieje liczba 0 < [ < s1"™™, taka, ze x € Tl[\J”\, |J™ + ( f’il(d) —
A;Z_l(l))). Niech 0 < k < g, — 1. Wtedy T*z € TH[|J7), |J7] + (A2 gy = A )))
Zauwazmy ponadto, ze z (6.30) wynika, ze 7% na odcinku [\J”| |J"] + ()\’,1 @
)\’”"_1( )) C A, dziala poprzez translacje o X”"_l — )\;’;_1(1). Stad, a takze z tego, ze

(6.58) Tz e[|, ||+ (A1 x"n_l(l))) c A,
oraz |A,| = |J,]+2( :r —)\T” ) (patrz (6 (6-31))) uzyskujemy T (T~ x) —T 'z =
)\ﬁz_l(d) AL "_1(1) oraz

qn —1 n Tn _ Tn n Tn _ Tn
(6.59) T"(T 'x) e[| [ () = A ) 17 4 20008 )\fro_l(l)))CAn.

Skoro k + 1 < gy, to z ((6.34) mamy

(6.60)  T™(TFz) — Tre = TH(T™ (T %)) — T"H(T7'2) = A

Tn
71_0—1 d) — Al —1

(1)’

dla dowolnego 0 < k < ¢, — .
Zalozmy teraz, ze q, — | < k < qy. Z wynika w szczegolnosci, ze

qn, gn—1—1 _ gn—l-1_. __ Tn
T (T z)—=T xr = Tro ) )x,l 1y

Zauwazmy, ze z (6.58) mamy T4~y = T%~Y(T-!x) € T tA,. Ponadto z (6.59)
mamy takze T4 (T~ "1g) = T@=YTm ly) € T 1A, . Z (6.34) odwzorowanie T'
dziala na T% 1A, poprzez translacje, zatem

(6.61) Tq"(Tq"fltf)—Tq"*lw:T<Tq"(Tq"*l*1x))_T(Tq"*lflx) = Ay T A

Stad i z (6.59) otrzymujemy
an an_l " 2 )\TJL_l - )\TATL_l " )\7:n_1 - )\t’n_l
( 5(]) S [|J | + ( o (d) i (1))7 |J | + 3( #51(d) 5 (1)))

(6.62) T L
= [|An|, |An| + (/\fro‘l(d) B )\ffo_l(l)))

Ponadto []J"|+(/\7""_1 —/\7""_1 ) |J"| 4+ 3(Almy, = Al )) C I™. Jako, ze B jest
Ty (d) Ty (1)

macierza dodatnia, to |.77°’l1 A" )1y 2 ||, co implikuje

(1)| _(

(6.63)  ||J"] + (A2 gy = N ) 1 B ) = A;_I(l))) = i i

Jednakze I'" ,1() jest podstawa wiezy Rochlina o wysokosci s~ ™, a T dziala

na kazde jej plqtro poprzez translacje. Ponadto z (6.59), (6.62) oraz (6.63) mamy
T~y T (T 1y € IT_I(I) Stad, z oraz z tego, ze | < s]"~™ uzyskujemy,

ze dla ¢, — | < k < g, zachodzi 0 < k — (C]n —1) < si"7™ oraz
T (TFx) — Tre = TF (o (T ) — T D(Ton ) = N, = A

g (d) ot (1)
co konczy dowod (6.57)).
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Sztywno$¢ wzdluz ciagu {W,,UZ,UU,}. Z (6.41), (6.54) oraz (6.57)), a takze

z tego, ze lim, .., |A™| = 0 otrzymujemy, ze

lim ( sup Tz — w]) = lim (A} —Any) =0,

W00 \ e W, UZn U, P\ ) T )

Stad i 7 lematu [3.3| uzyskujemy, ze zbiér W,, U Z,, U U,, spelnia warunek (4.14)).
Miara zbioru W,,UZ,,UU,,. Zauwazmy, ze dzi¢ki (6.38) przechodzac ewentualnie
do podciggu, otrzymujemy

(6.64) lim Leb(W, U Z, UT,) = d,

dla pewnego 0 < & < 1. Jako, ze W,,, Z,, i U,, sa wiezami Rochlina spetniajacymi
(6.64), to zbior W, U Z,, U U, spelnia warunki oraz (4.13)).

Korzystajac z tego, ze W,, Z, 1 U, sa parami rozlaczne, a takze z (6.52),
oraz (6.56)), uzyskujemy

Leb([0,1) \ (W, U Z, U Us)) = Leb([0,1) \ W) — (Leb(Z,) + Leb(U))

< ( :%1(4) a *1(1))(2571% + 33 ) + (5 )|[Tn| 1IEJa<Xd(SJ )
Tn Tn Tn Sgn T'n — \'n
(55 55100 = X0) + G mansaea(Ba) V0~ i)

Tn Tn ! Tn Tn
Py = N (287 + 257) + (6 = )17 max (s77)
o 51 ( Tn _\"™ )

dp(C) maxy e a(Be) 7o @ w7

Stad oraz kolejno z (6.48)), (6.27)), (6.35), (6.23) i (6.36) otrzymujemy, ze

Leb<g1 Vl”> — Leb([0,1)\ (W, U Z,UT,))

T'n Tn Tn Tn ! T Tn
> (Wi = M) (0 = 2ot + (r = 2)sir) = (6 = &) ma () 17|
sy
A7:77(—1 - A":’n_l
- dp(C) maXb,ceA(Bcb) ( o (d) To (1))
sy , , ) .
> An_l n_l — n n
dp(C') maxy cea(Bay) M) — Mmrpy) — (0= 07) max (s5) 17|
sihe , e
> IT’n _ B Tn IT’.,L
2dp(C) max,cea(Ba) | Admax, ye4(Ba)p(B)p(C) (o(B)si")
€ €
syl > > 0.

N 4dp(0) maxbyceA(Bcb) ! 4dp(0)p(B) maxb7ceA(BCb)
Przechodzac do granicy, ewentualnie wzdluz podciagu, dzieki (6.64) uzyskujemy, ze

(6.65) [':= lim Leb( U V”) >1—a.
=1

Warunki i (4.16). Niech f : [0,1) — R, bedzie funkcja kawaltkami sta-
ta, ktora ma niecigglosci w punktach [y, ..., 3, ze skokami réwnymi odpowiednio
di,...,d,. Z zatozen d; # —dj, dla1 < j < k < r. Warto zaznaczy¢, ze dopuszczamy
réwniez punkty nieciaglosci f w punktach nieciaglosci T’ ». Nie maja one wplywu
na rachunki, ktore teraz wykonamy, gdyz znajduja sie one zawsze w lewych kran-
cach pieter wiez Rochlina. Wykazemy teraz, ze warunki i sg spelnione
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na zbiorze W,, U Z, U U,. W tym celu wykazemy, ze okreSlone w tychze punktach
ciaggi calek sa ograniczone na kazdym ze zbiorow W,,, Z, oraz U, z osobna.

Ograniczono$é calek na W,,. Przypomnijmy, ze J* = A, NT " A, NT 2" A,,.
Z lematu zastosowanego dla A = A, wiemy, ze istnieje liczba K > 0 oraz ciag
{an }nen taki, ze dla kazdego n € N zachodzi

(6.66)

Q'n_l
) (1) — a,| < K oraz | f%%)(2) — 2a,| < K dla kazdego x € W,, = T J",
g

i=0

W szczegdlnosci

(6.67) / |f9) — a,)?de < K? oraz / | f%a) — 2a, > de < K2

W, n

Ograniczono$¢ calek na 7,. Wykazemy teraz, ze powyzsze nieréwnosci sa
réwniez prawdziwe, gdy zastapimy W, przez Z,,. Niech x € Z,,. Wtedy x € T" (En\

ngnAn) dla pewnego 0 < | < s7". Zauwazmy, ze T*"t1(0) € W, N T*1"HA,, dla
kazdego n € N, gdyz 0 jest lewym kraricem odcinka A,, a takze odcinka J". W
szczegdlnosei z wynika, ze dla kazdego n € N mamy

(6.68) | F4) (T H(0)) — a,] < K oraz | f2) (T +(0)) — 2a,| < K.
Przypomnijmy ponadto, ze

(6.69) T dziala na kazde pietro wiezy {T'Z,; 0 < i < s/} poprzez translacje.
Jednoczesnie jako, ze 71" (0) = T'(0) jest prawym kranicem odcinka =, \ 71" A,, oraz
7" (0) € Z,, to T*1"*(0) jest prawym konicem odcinka 7" (En \ 751" An), bedace-
go poczatkowym istotnym pododcinkiem T'Z,,. Zatem, jesli = oznacza domkniecie
zbioru, to 2, \ T51" A, C Z,,. Z mamny

(6.70) THENTTA) = THEN\ T A,) dla k=0, ..., 57

Uzyskujemy stad, ze

(6.71) [z, T H(0)] € TYE, \ T"A,) C T'Z,.

Zauwazmy, ze

(6.72) [z, 7" (0)] N V] = 0 dla kazdego j = 1,...,r.

Rzeczywiscie, z (6.49) mamy V" C Int(W,,). Ponadto [z, T*1"+(0)] C Z,. Jednakze
Z,NW,, =0, a zatem Z, N Int(W,) = 0, co implikuje zadana roztacznosc.

Pokazemy teraz, ze dla dowolnego 0 < k < 2g,, zbior T*[z, TS;RH(O)} jest odcin-
kiem, na ktorym funkcja f jest stala.
Zalozmy, ze 0 < k < s — . Wtedy z (6.71) oraz (6.70) mamy

The, THTH(0)) € THTUE, N\ T A,)) = TH(E, N\ T A,) € TH'E,.

Ponadto jako, ze T dziata na kazdy z odcinkow T'S,, ..., 75" ~'=, poprzez trans-
lacje oraz k + 1 < s, to
T, T H(0)] = [T, THT"+(0))]
oraz TF[z, T*""*(0)] ¢ TF"'Z, dla 0 < k < s7 — L.
W szczegolnosei, korzystajac z powyzszego dla k = s;* — [ — 1 uzyskujemy, ze
Ted" = g, T HH0)] = [T3" 11y, Toa" =1 (T +H(0))] jest odcinkiem zawartym
93
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w T 71Z,. Zatem z tego, ze T dziala na odcinek T%¢"~'Z, poprzez translacje
otrzymujemy, ze

ngn_l[l‘, TS§”+Z(0)] _ T(ngn_l_l[a?, TSIn—H(O)])
jest odcinkiem oraz

(6.74) T o, TH(0)] = [17 e, TN (T 0))| = [T, T(0)).

Jako, ze z (6.30)) mamy 7% (0) = ’ﬁn_l(d) - 7:"_1(1), to z (6.42)) uzyskujemy
o To
s —1 CALES) _ st —] n Tn n n
(6.75) T o, T (0)] = [T, T (0)] € 0, X221 ) = A ] € 7

Niech teraz s —1 < k < g, + " — 1. Wtedy 0 < k — (s — 1) < gy. Przy-
pomnijmy, ze J" jest odcinkiem zawartym w A, ktory z kolei jest podstawa wie-
7y 0 wysokosci g,. Z oraz uzyskujemy zatem, ze T*[z, 75"+ (0)] =
TG0 =D[Td" g, T4 (0)] jest odcinkiem a takze

Tk [:L,’TS;H-H(O)] — [Tk:x’Tk-q-s;n-H(O)} C Tk—(SZ"—l)Jn c Tk_(sgn_l)An

(6.76)
dla sj" — I <k <gqn+s;—1

Ponadto, z definicji J” mamy J" C T~ A, czyli T J" C A,, a stad oraz z ([6.75|)
zachodzi

Tn —1

T+ "y € A, oraz T (T H(0)) = T2 (0) € A,

Stad, korzystajac z (6.75) oraz z tego, ze T dziala na A, poprzez translacje (patrz
(6.30)) otrzymujemy, ze
(6.77) T+ o, 75" H(0)] = T [T 1, 79 (0)] = [T9 45" L, T2 (0)] € A,

Niech g, + sl — 1 < k < 2¢q,. Stad 0 < k — (gn + 8" — 1) < @y, co razem z (6.77)
oraz (6.34) implikuje, ze T"[x, T*1"+!(0)] jest odcinkiem postaci [T"a, TH(T*"+(0))]

oraz

(6.78) TFz, T5"H(0)] € TF(ants" DA, dla g, + s — 1 < k < 2q,.
Podsumowujac z (6.73)), (6.76) oraz (6.78) mamy, ze dla kazdego k =0, ..., 2q, —

1

(6.79) odeinek T*[z, T°1"*1(0)] jest zawarty w pewnym pietrze

wiezy {T'A,; 0<i < q,} lub {T'Z,; 0<i< sy}

Z (6.72) oraz z definicji V" wiemy, ze T*[z, T*1"+(0)] nie zawiera punktow
Gi,...,0. dla k = 0,...,q, — 1. Pozostalo wykaza¢, ze ten sam rezultat zacho-
dzi takze dla k = qy,...,2¢, — 1. W tym celu pokazemy, ze T [z, T*1"+1(0)] jest
roztaczny z Uj_, V" dlan € N. Z dla k = ¢, mamy

T, TEH(0)] = [T, T (T 1(0))
7 (6.75) mamy

qn s+l gn— (s —1) Tn _ \Tn
70 [, TE(0)] € T D0, A - N
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przy czym 0 < g, — (s — 1) < g,. Jednakze, z (6.42) mamy [0, X”il — )\f"_l ]

[0, 5 +2\J”\) C A,. Ponadto [0 72T+2\J”|) (2r+2]J” ,%U"!) = (Z) Stqd z -
iz 7) uzyskujemy, ze

T [, T (0)] N |J VI = 0.

Zatem z definicji wiez V", dla k = q,,, . . ., 2¢,— 1 mamy, Ze odcinek T*[z, T*1"+(0)] =
Th=an (T [z, T*1"*+(0)]) nie zawiera punktow B, ..., 5,.

Podsumowujac wykazalismy, ze dla dowolnego x € Z,, zaden odcinek postaci
T*[z, T5"*+(0)] dla k = 0,...,2¢, — 1 nie zawiera punktow 3, ..., 3.. Co wiecej
z (6.79) wiemy, ze kazdy z tych odcinkow jest zawarty w pewnym pietrze wiezy, ktore
jest z kolei zawarte w jednym z odcinkoéw przektadanych przez T. Zatem funkcja f
jest stata nad odcinkami T%[z, T*1"*+(0)], gdzie k = 0,...,2q, — 1. W szczegélnosci
dla kazdego 0 < k < 2gq,, zachodzi f(T*z) = f(Tk(T51n+l(O)), a stad

) (z) = fla) (T H0)) oraz f0)(z) = fC0)(T5"H(0)) dla kazdego = € Z,.

Zatem z (6.68), funkcje f(4) — a, oraz (") — 2a, sa ograniczone przez K na Z,,
a stad

(6.80) / |f9) — a,)?dx < K? oraz / | f2a) — 24, |* dz < K2

n n

Ograniczono$¢ calek na U,. Wykazemy teraz analogiczne nieréwnosci dla
zbioru U,. Ustalmy dowolny punkt y € J" taki, ze y > SZEIJ”] Niech teraz x €
U, coyli @ € T'|J7], [T + (A /\7""_1(1))) dla pewnego 0 < [ < sin™. W

0

szczegolnosei z € T'A,,. Wykazemy teraz ze dla kazdego k = 0,...,2q, — 1 zbior
T*[T'y, z] jest odcinkiem, na ktérym funkcja f jest stala. Z wyboru x oraz y mamy

2r+1
—1 n n Tn _ \"n
(6.81) ly, T] C (2T+2\J 1+ (0 Aﬁo_l(l))) C A,
Ponadto,
2r+1 1 2r+1
P+ 02y X)) 0 (gl 25 ) =0
(2r+2| g ’+(7r0 () " o) 2r+2| |2r+2| ) =0
Zatem z (6.34)) otrzymujemy
2r+1
l _ il —1 ! n n Tn _ \"n !
(6.82) [T'y,a] = T'[y, T-'a] € T'(5 = "1 1"+ (Vo) = Nptagey)) € T
oraz
a1 1 2r + 1
Tly, 2] N ™ " J") =
Ty.aln U T (55l 551 M) =0
Stad iz (6.47) otrzymujemy
(6.83) [Ty zlnV'=0dlaj=1,...r

Wykazemy teraz, ze dla dowolnego k£ =0, ...,2q, — 1 zachodzi

zbior T*([T'y, x]) jest odcinkiem zawartym w pewnym pietrze wiezy

{1780, 0 < j < ga} Tub {TVI200, 0 < j < 577
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Niech 0 < k < ¢, — 1. Z (6.82) oraz (6.34) zbior T*[T'y, x| jest odcinkiem,
0<k+1<q,, atakze

(6.85) TH Ty, x) = [Ty, TFr) € TFA, dla 0 < k < g, — L.
W szczegolnodci, korzystajac z powyzszego dla k = g, — | — 1 otrzymujemy, ze
T Ty, o) = [Ty, T e € T 1A,

Z (6.34) zbior T4 Ty, x] = T(Tq"*lfl[le,:v]) jest odcinkiem, a w polaczeniu
z (6.57) uzyskujemy stad, ze
(6.86)

gn =Ll _ qn, qn—1 _ Tn Tn - Tn _ \Tn
T[Ty, ] = [Ty, T ] = [y + (X = A2 ) T+ (A ) = A )],

Z (6.81) mamy T 'z < |J"| + ( fﬁl(d) - 7?11(1)), co razem z ([6.31]) implikuje, ze
o o

—1 Tn Tn n Tn Tn —
(6.87) T+ (A = Aa) < I+ 2008 ) = A ) = 1Al
Zatem
(6.88) T Ty, 2] = [Ty, T 5] C A,.

Zalozmy, ze g, — | < k < 2q, — . Wtedy 0 < k — (¢, — 1) < qn. Stad,z (6.88)
oraz z (|6.34)) mamy

(6.89) T*[Tly, 2] = TF@n=D(T"= Ty 2]) € TF DA, dla ¢, — 1 < k < 2¢, — L.

Ponadto z kazdy zbior T*[T'y, x| jest odcinkiem postaci [T'*y, T*x]. Wyka-
zaliSmy w szczegdlnosci, ze T?9~'=1[Tly ] jest odcinkiem zawartym w T 1A,
Z jego obrazem poprzez T jest odcinek [T2%y, T%n~!z], ktéry nie mu-
si by¢ zawarty w A,,. Jednakze z , oraz , a takze z tego, ze
Tz € “JNL ™| + ()\;’Z),l(d) - )\;’31(1))) uzyskujemy

T2qn—l[le7 az] — Tn [any’ an—lx]
= [+ 200 - *1(1>) Tw 2007 ) = Aty

co razem z (6.63) daje

(6.90) T[Ty, o] = [Ty, T ] € 1250,
Niech 2¢, — 1 < k < 2g,. Korzystajac z faktu, ze I“ll Jest podstawa wiezy

Rochlina o Wysokosm s1" ™, na ktorej pietrach T dz1ala poprzez translacje oraz

z tego, ze | < s1"7™ uzyskujemy, ze 0 < k — (2¢, — 1) < s1"7", co razem z
daje, ze T*[Ty, m] jest odcinkiem oraz
(6.91)
TH[T'y, 2] = T* R0 [Ty T2 lg] T’“—@qn—l)ggg dla 2q, — | < k < 2q,.
0

Podsumowujac, z (6.85)), (6.89)) oraz (6.91) wykazalismy, ze dla dowolnego k =

0,...,2q, — 1 zachodzi (6.84).
Z (6.83) oraz z definicji V;" wiemy, ze dla dowolnego k = 0,...,q, — 1 odcinek

T*[T'y, x| nie zawiera zadnego z punktow 3y, . .., 3,. Pozostaje wykazaé¢ analogiczny
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rezultat dla k = q,,...,2¢, — 1. W tym celu wykazemy, ze

(6.92) T[Ty, z] N U V] =0 dla kazdego n € N.
Poniewaz y > g:—gun\, to z i mamy
T Ty, 2] = [Tq"y,Tq"_lx] C (Z: 1 ;|J"|, |An]) CA
Ponadto mamy
(ZZ E’Jn” ‘A”O : (2 =7 3: i ;\J"\) =0

Zatem ot 1
T[Ty ) =TT Ty a]) € T (S 1714

oraz z (6.34) mamy
-t 1 2r +1

T[Ty, zln |J T "
Ty.aln U (27’+2’ T

") =0.

Stad iz (6.47) otrzymujemy (6.92]).

Podsumowujac, dla dowolnego x € U, oraz dla dowolnego 0 < k < 2g,, zbior
T*[T'y, x] jest odcinkiem, ktory nie zawiera punktéw 3y, ..., [3,. Ponadto z ([6.84)
kazdy z tych odcinkéw jest zawarty w pietrze wiezy, ktore z kolei jest zawarte w jed-
nym z odcinkéw przektadanych przez T'. Zatem funkcja f jest funkcja stata nad od-
cinkami T*[T'y, z] dla 0 < k < 2¢,,. W szczegdlnoéei dla kazdego k = 0,...,2¢, — 1

mamy f(T*(T'y)) = f(T*(x)), a stad

f4 (x) = f@)(Tly) oraz ) (x) = fC)(Tly),
dla kazdego x € U,,. Skoro T'y € W,,, to korzystajac z otrzymujemy z powyz-
szego, 7e

(6.93) / | £ () — a,|?de < K? oraz / |f2) () — 2a,|*de < K2

Podsumowujac z - - oraz ([6.93) uzyskalismy, ze
/ | £ (2) — a,|? dx < 3K2 oraz / | £ (2) — 2a,|* de < 3K?,
W, UZ,UUn W, UZ,UUp

a zatem ciag zbiorow {W,, U Z,, U U, }nen razem 7z ciagami {q, tnen oraz {a, tnen

spelnia warunki (4.15) i (4.16).

Miara graniczna i warunek (4.17)). Z warunkow (4.15)) i (4.16) oraz z twier-
dzenia Prochorowa otrzymujemy, ze istnieje miara P € P(R?) taka, ze przechodzac
ewentualnie do podciggu, zachodzi

P = lim (f@) f@)), Lebw. uz o0, stabo w P(R?).

n—oo

Spelniony jest zatem warunek (4.17)).
Punkty T'z oraz T% "z leza na tym samym pietrze wiezy. Wykazemy
teraz, ze dla kazdego x € W, U Z,, U U,, mamy, ze

(6.94)
dla 0 < i < q,, punkty 7%z i T""%"x lezg na tym samym pietrze jednej z wiez

{T'A,,0<j < g} lub {T'Z,, 0< j < s} lub {TJIT (m) 0<j<sp ™}
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Z (6.39) otrzymujemy, ze dla kazdego x € W, zachodzi Tz, T 'z € T'A,, dla
pewnego 0 <[ < ¢, — 1, co daje (6.94) dla = € W,,.
Niech z € Z,, czyli x € TYZ, \ T*""A,) dla pewnego | = 0,...,s7 — 1, a
w szezegOlnosci x € T'Z,. Ze wzgledu na (6.76) dla k = g, + i, a takze (6.29)
uzyskujemy, ze dla 0 < i < s7" —1 mamy Tz € THE,, Tty € Tant)-6" DA
THE, oraz i + 1 < sl*. Zatem
(6.95) T'z oraz T 'z leza w tym samym pietrze wiezy
' {T72,,0<j<sr}dla0<i<sy—L
Z koleidla s — 1 <i< qn, korzystajac z - dla k =1 oraz - ) dla k =g, +1
uzyskujemy, ze Tz € T~ Cd" DA, T0+ig € TG DA, oraz 0 < i— (s —1) < gy.
Zatem
T'z oraz T™ 'z leza w tym samym pietrze wiezy
{TVA,,0<j < g} dla sy —1<i<qy.
Zatem z (6.95)) oraz uzyskujemy (6.94) dla z € Z,,.
Niech x € U,, czyli x € T'|J"|,|J"| + T’Ll(d) -
0
0,...,87" ™ —1, awszczegdlnoéci x € T'A,,, a z mamy takze z € Tl[“ilg‘)
Ze wzgledu na - ) dla k£ = ¢, + 1, uzyskujemy, ze dla 0 < ¢ < ¢, — [ mamy
Tix € THA,, Tty € THA, oraz O <i+1< g, Zatem

(6.96)

_1 1)) dla pewnego | =

T'z oraz T™" 'z leza w tym samym pietrze wiezy
{TVA,,0<j< g} dla0<i<gq,—L
Z kolei dla ¢, — I < i < gy, korzystajac z (6.89) dla k =i oraz (6.91) dla k =i + g,
uzyskujemy, ze T'x € T (@=DA, oraz T4 g € Ti*(qn*l)l’fi?g). Skoro 0 < I <
To

"to 0 < i — (g, — 1) < s7m™. Stad oraz z tego, ze A, C I™ C If’ifgl)
To

(6.97)

uzyskujemy
Tz oraz Tz lezg w tym samym pietrze wiezy

{Tj];;ﬂg‘),0<j<sl rdla g, — 1< i< gy

Zatem z (6.97) oraz (6.98)) uzyskujemy (6.94)) dla 2 € U,, Podsumowujac, wtasnos¢
(6.94) jest spelniona dla kazdego x € W,, U Z,, U U,,.

Postaé¢ polaczenia granicznego. Dla dowolnego x e W,UZ,UU, oraz

i=0,...,¢, — 1, ze wzgledu na (6.41)), (6.54) oraz zbior (Tix, T +ix] jest

odcinkiem dlugosm )\;"_1 @ /\T"_l(l) Ponadto, ze Wzglqdu na (6.94) nie zawiera

on punktow nieciadgloéc'l przekladama T. Skoro, ze wzgledu na (6.43), odlegtosci
pomiedzy punktami G, [ = 1,...,r sa wieksze niz \'" Aol 7:",1(1), to przedziat
To

(T'x, T™'z] moze zawiera¢ co najwyzej jeden punkt 5;. Stad

B € (Tx, T 2] = f(T™"2) — f(T'2) = —d,,

(6.98)

a ponadto

G e (Tlx, T y] «— zeT - (/\;:}L—l(d) - ‘1(1)) B)-

Jesli (T'x, T™T'z] nie zawiera zadnych punktow nieciagtosci 3, [ = 1,...,7, to
F(T¥in) — f(T') = 0. Skoro ) (Twa) — 6)(x) = S (f(T+z) - F(T'2)).
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to z definicji zbiorow V;* C W,,UZ,UU, (patrz (6.44))), dla kazdego = € W,UZ,UU,
mamy

f(q")(Tq"a:) B f(q”)(x) _ —d;, gdy x e V™ dlapewnego!l=1,...,r
0, gdyzeW,UZ,UU,\ (U 1").

Stad, z oraz z ([6.65)) wynika, ze £, P = lim,,_ (f(q”)qu"—f(q”))*LeanUZnUUn
(patrz 4.19) jest miarg dyskretng z r niezerowymi atomami w punktach d; dla
[ =1,...,r, ktorych caltkowita miara wynosi E =6 Skoro d; # —dj dla 1 <
j < k < r, warunek (£.18) jest spelniony dla zbioru B = {— dl,... —d,} oraz
a = Q. Jako ze liczby dy,...,d, sa wymiernie niezalezne, to z lematu potok
specjalny nad T pod funkcj@ f jest stabo mieszajacy. Zatem stosujac twierdzenie
uzyskujemy roztacznos¢ potoku specjalnego nad przektadaniem 7  pod funkcja
dachowa f ze swoim potokiem odwrotnym dla dowolnej pary (m, A) € Y. O
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Miary na powierzchniach

Twierdzenie jest gtownym narzedziem, ktoére postuzy do udowodnienia te-
go, ze zbior struktur translacyjnych, dla ktorych pionowy potok translacyjny jest
stabo mieszajacy i rozlaczny ze swoim odwrotnym, jest zbiorem gestym w kazdej
niehipereliptycznej sktadowej spojnosci przestrzeni moduli M. Pozostata czesé roz-
prawy jest po$wiecona dowodowi faktu, ze 6w zbior jest typu Gs w kazdej sktadowej
spojnosci. Jak wspomnieliémy we wstepie, bedziemy korzysta¢ z rezultatu Dani-
lenki i Ryzikowa (patrz tw. (9.1 w rozdziale @, stwierdzajacego, ze potoki stabo
mieszajace i rozlaczne ze swoimi odwrotnymi stanowia zbior typu G5 w przestrze-
ni wszystkich potokéw zachowujacych miare. Udowodnili takze, ze stanowia one
rowniez zbior gesty, ale dla naszych rozwazan ten rezultat jest nieprzydatny. Aby
wykorzysta¢ wynik Danilenki i Ryzikowa, w rozdziale |8| udowodnimy twierdzenie
ktore stwierdza, ze wokot kazdego punktu przestrzen moduli w sposéb ciaghy
lokalnie wktada sie w przestrzen potokéw zachowujacych miare. Konsekwencja tego
jest fakt, ze zbior powierzchni translacyjnych, dla ktorych pionowy potok transla-
cyjny jest stabo mieszajacy i roztaczny ze swoim odwrotnym jest zbiorem typu Gs.
Aby dowiesé twierdzenia [8.4] pokazemy najpierw, ze dla ustalonej struktury trans-
lacyjnej ¢ € M oraz miary hd); absolutnie cigglej wzgledem miary Lebesgue’a A¢
takiej, ze jej gestos¢ h jest ograniczona i dostatecznie bliska funkcji statej réwnej
1 w L', istnieje algorytm, ktory pozwala skonstruowaé¢ homeomorfizm powierzchni
M, zalezny w sposob ciagty od h taki, ze obrazem h d\; poprzez ten homeomorfizm
jest miara Ac. Jest to glowny rezultat tego rozdzialu (patrz tw. . Wspomniana
konstrukcja jest czeSciowo inspirowana wynikami Mosera (patrz [26]), a takze meto-
dami zastosowanymi w pracy [16], w ktorej to autorzy podaja alternatywny dowod
twierdzenia Oxtoby’ego-Ulama.

Wymieniony wczesniej homeomorfizm konstruujemy poprzez przyblizanie go od-
wzorowaniami kawatkami afinicznymi. Przypomnijmy, ze odwzorowaniem afinicz-
nym G : R? — R? nazywamy przeksztalcenie, ktore przeksztalca proste w proste.
Zachowuje ono rowniez stosunki dtugosci odcinkéw o tym samym kierunku. Kaz-
de takie odwzorowanie wyraza sie wzorem G(z) = Az + v, gdzie A jest macierza
kwadratowa wymiaru 2, natomiast v € R%. Macierz A bedaca czescig liniowa odwzo-
rowania G oznaczamy przez lin(G). Zauwazmy, ze lin(G) = DG, gdzie D oznacza
pochodng. Ponadto dla kazdej rzeczywistej dwuwymiarowej macierzy kwadratowe;j
A= (‘; Z) jej norma wyraza sie wzorem

4] J a2+ b2+ 2+ d2 + /(a2 + b2 + 2+ d2)2 — 4(det(A))2
¢: 2 .

Norma ta jest w szczegolnosci staty Lipschitza dla dowolnego odwzorowania afinicz-
nego, dla ktorego A jest czescia liniowa. Przypomnijmy takze, ze jesli ¢ € |0, 1],
to

(7.1)

Gtz + (1-t)y) =tG(x) + (1 - 1)G(y) dla z,y € R*,
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Wtlasnosé ta implikuje ponizszy oczywisty rezultat.

LEMAT 7.1. Niech x,y € R? bedq punktami na plaszczyinie oraz niech [z,y] be-
dzie odcinkiem o kornicach w x ©y. Niech Hi, Hy bedqg dwoma afinicznymi odwzorowa-
niami na R?. Jezeli Hi(x) = Hy(x) i@ Hi(y) = Ha(y), to Hi|wy = Haljzy. Ponadto
dla wszystkich niewspotliniowych tréjek x,, 9, x5 € R? oraz yi,ys,ys € R?, istnieje
doktadnie jedno afiniczne odwzorowanie H, takie ze H(x;) = vy; dlai =1, 2, 3.

Glowna konstrukcja. Przez caty ten rozdzial bedziemy korzysta¢ z naste-
pujacej konstrukeji. Niech V bedzie trojkatem w R? z wierzchotkami w punktach
(0,a), (a,0),(0,—a), gdzie 0 < a < 1. Niech V; i V5 beda trojkatami o wierzchotkach
odpowiednio w (0,a), (a,0), (0,0) oraz (0,0), (a,0), (0, —a). Ustalmy 0 < h < 3 oraz

1

0 < € < 3. Niech y = y(h,¢) := (ea(l — h), ha). Rozwazmy trojkaty dane przez

nastepujace trojki wierzchotkow:

o () = Cl(h €) dane przez {(0,0), (0,a),y(h,€)};

o Cy = (Cy(h,€) dane przez {(a,0),(0,a),y(h,€)};

o (5= (h,e) dane przez {(0,0), (ea,0),y(h,€)};

e C; = Cy(h,e) dane przez {(a,0), (ea,0),y(h,€)};

o (s = 5(h, €) dane przez {(0,0), (0, —a), (€a,0)};

o Cs = (h,e) dane przez {(a,0), (0, —a), (ea,0)}.

Niech h := h—H > 0. Rozwazmy punkt § = §(h, €) := (ea(1—h), —ha). Rozwazmy

takze nasf(;puy%ce trojkaty:

¢ (= Cl(h €) dane przez {(0,0), (0, a), (ea,0)};

o Cy= ( ¢) dane przez {(a,0),(0,a), (ea,0)};

° de (h,e) dane przez {(0,0), (ea,0),9(h,€)};

° Q'4 4(h,€) dane przez {(a,0), (€a,0),g(h,€)};

° Q5 Cs(h, €) dane przez {(0,0), (0, —a),(h,€)};

o (s = Cg(h, €) dane przez {(a,0), (0, —a), §(h,€)}.
7 definicji h i h mamy

Leb(Cy)  Leb(Cy) b oraz
72) Leb(Cy)  Leb(Ch)
' Leb(Cs)  Leb(Cy)  Leb(Cs)  Leb(Cs) L4 h
Leb(Cs)  Leb(Cy)  Leb(Cs)  Leb(Co)
Rzeczywiscie,
Leb(Cy) _ Leb(Cy) _ |[(0.)y(h, o)l _ |[(0,a),(0.ah))]
Leb(Ch)  Leb(Ca)  [[(0,a),(0,ea)]|  [[(0,a), (0,0)]
Ponadto
Leb(Cy) _ Leb(Ca) _ 1(0,0), (O,ah}}\ i
Leb(C5) — Leb(Cs)  [(0,0). (0, ~ah)]|
W koncu
Leb(Cs)  Leb(Cy)  [(0,—a), (0,ea))|  |[(0,—a),(0,0)]] 1

(07
Leb(Cs)  Leb(Cs) (0, —a), i(h, €)]
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(0,a) (0,0)
C y Cy
} H(h,ye) |\ @
an
C3\ Cy
+(0,0) (ae, 0) a,0)
(0,0) ae, 0) a,0) ~ a.l é
ah 3 4
G| G o
C Cs
(0, —a) (0, —a)

RYSUNEK 1. Dziatanie H(h,¢).

Zdefiniujmy H (h,€) : V' — V jako kawalkami afiniczny homeomorfizm taki, ze
(i) H(h,e)(Cy) = Ci, H(h, €)|c, jest afiniczny dla i =1,...,6;
(7.3) (ii) punkty (0,0),(0,a),(0,—a), (a,0) sa punktami stalymi dla H(h,e€),
(iii) H(h,€)(y) = (ae,0) oraz H(h,€)(ae, 0) = g.

Zauwazmy, ze z lematu wynika, ze homeomorfizm H(h,¢€) jest jednoznacznie
zdefiniowany na caltym V oraz

(7.4) H(h,€)|ay = Id|ay.
Co wiecej
lin(H(h,€)|c,)(0,a) = (0,a); in(H (h,€)|c,)(ea(l — h), ha) = (0, €a),
lin(H(h,€)|c,)(—a,a) = (—a,a);
lin(H (h,€)|c,)((e(1 = h) — 1)a, ha) = (0,—(1 — €)a),
lin(H(h,€)|cs)(ea(l — h), ha) = (0, ea);
lin(H (h, €)|c,)(0, ea) = (ea(1 — h), —ha),
lin(H(h,€)|c,)((e — eh — 1)a, ha) = (0,—(1 — €)a);
lin(H (h, )]c,)(0, =(1 = €)a) = ((e(1 = h) = 1)a, —ha),
lin(H(h,€)|c,)(0,ea) = (ea(1 — h), —ha); lin(H(h,€)|c,)(0,—a) = (0, —a),
lin(H (h, €)|c,)(0, —(1 — €)a) = ((e(1 — h) — 1)a, —ha);
lin(H (h,¢€)|cy)(—a, —a) = (—a, —a).

Stad
1+ 0
lin(H(h,€)|c,) ::[ R J;
e(1—h)
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1— ch —eh
()= [T T
(1—h)(1—€) (1—h)(1—¢)

1_L 2¢
lin(H (h, €) cs) :=[ | Ty, ]

(1+h) 1+h
1+ €(2+h—2¢)
(e, = | T TR |
A+h)(i—c) A+h)(1—c)
1—— 0
lin(H(h,€)|c,) := [ ;}*h 1] :
e(1+h)

- L+ (1+h)( 9 (1+1;)fﬁfe)
lin(H(h,€)|cs) = h 1o n :
(1+h)(1—e) (1+h)(1—e¢)
Z (7.2) mamy, ze

(7.5) i .
det (lin(H(h, €)|c,)) = det (lin(H (b, €)|c,)) = 222&3 = ézzggj = ih > 1

oraz podobnie

det (lin(H(h, €)|c,)) = det (lin(H (h, €)|c,))
(7.6) ol o 1
= det (lin(H (h, €)|c;)) = det (lin(H (h, €)|c,)) = <t
Warto zauwazy¢, ze odwzorowania afiniczne H(h,¢€)|c,, H(h,¢€)|c, oraz H(h,€)|c,
maja punkt stalty w (0,0), natomiast H(h,€)|c,, H(h,€)|c, 1 H(h €)lcs W (a,0).
Mozemy réwniez zdefiniowa¢ homeomorfizm H(h,e) : V — V dla —5 < h < 0.
Niech J : R? — R? bedzie odbiciem wzdluz osi odcietych. Zauwazmy, ze JV =V,

JVi = Vs oraz JV, = V). Zdefiniujmy

. h ~ N
h = , Ci(h,€) :== J(Ci(=h,¢)), Ci(h,e) := J(Ci(—h,e€))
1+ |h|
oraz
(7.7) H(h,€) :== Jo H(—h,¢€)o J.
Wowczas dla ¢ = 1,...,6 mamy
lin(H(h,€)|c,) = Jolin(H(—h,e€)|c,) o J.
Skoro J jest izometria, to z (7.5) otrzymujemy rowniez
. ) 1
det (lin(H (h, €)|c,)) = det (lin(H(h, €)|c,)) = >t
Podobnie z wynika, ze
det (lin(H(h, €)|c,)) = det (hn(H(h o)lc,))
1
= det, (lin(H (h, €)|c,)) = det (lin(H(h, €)|c,)) = 5 <L
Zatem w ogo6lnosci, dla —5 < h< 5 mamy
. ) 1
(7.8) det (lln(H(h, 6)‘@)) = det (lln(H(h e)|02)) T > 1,
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oraz
det (1in(H(h, ]c,)) = det (ln(H(h,e)lc,))
(7.9) , : 1
= det (lin(H (h, €)|c,)) = det (lin(H (h, €)|c,)) = T S <1
UWAGA 7.2. Z otrzymujemy, ze dla kazdego —35 < h < 3 zachodzi
1+ A0
lin(H (b, lc,) = |

e(1-[h])

h

lin(H (h,O)]c,) = | 09 TG
(1—|h[)(1—¢) (1—[h))(1—e€)

|kl sgn(h)-2¢
lin(H(h,e)ly) == | " T,
(

e(1+]h[) 1= 1+|h]
1+ - ;|h|1 sgn(lh)e}(LQ+|1h|—2e)
lin(H(h, )lc) = |~ T TR
I+ (1—e) (14D (1—e)

lin(H(h,€)|c,) := [ __};'h' O] ;

e(1+]|hl) 1

hn(H(h? €>|Ce) = A T
(1+[h[)(1—¢) (1+]h])(1—€

Wtedy mamy takze nastepujace postaci macierzy odwrotnych

_ E‘h‘ eh
i ol =[5 oo = [ T

E|h| —he
It amiae @mao ]
h | :
]

h _1n
€ 1—e 1 1—e

lin(H (1 )] ,) = [“"” ‘Sg“("”ﬂ;

h 1
. 1+ e|h| —sgn(h) (2+|h| 2¢€)
0l = | W |
S ET
o 14 |h N — b he
lin(H ™" (h,€)le,) == [ h| | 1]7 lin(H " (h,€)le,) 5:[ o 1_,1_€|L| '
1—e 1—e

LEMAT 7.3. Dla dowolnych hy,hy € (—3

3 %) bedgcych tego samego znaku oraz
i=1,...,6 zachodz

. . 16
(710)  in(H (, leyn.a) — T (H (2, €)le,guo)ll < I = bl
oraz
. 1 . 16
(T (Ol y.) = T (2, )l )| < — V= o,
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DowoOD. Z (7.1) wynika, ze
(7.12) (250 < lal + (8] + le] + |d].

Dla ustalonego 0 < ¢ < & (tj. * > 2) zauwazmy, ze wszystkie wspolczynniki ma-

cierzy lin(H(h,€)|c,) dla i = 1,...,6, za wyjatkiem lin(H (h,€)|c,)12, przyjmuja

R |h| A 1 : 1
jedng z postaci: 1+ C'rp, O, i Oy lub C’H'h‘ gdzie |C| < =.

A :
1+|h| + Dy gdzie

IC|,|D| < 2 < %. Warto zaznaczy¢, ze wartosci statych C'i D zaleza wylacznie
od znaku liczby h, lecz nie zaleza od modutu h. Zauwazmy ponadto, ze dla dowol-
nych hy, hy mamy

|| | s

hl?
Natomiast lin(H (h,€)|c,)12 mozna przedstawi¢ w postaci C'—

|h1| — [ha|

<Alhy —h
1— |hy] 1—]h2|‘ ’1—]h1 1—\h\‘ = hal,
| [hal — |he = 71| — |o < Jhy — hal,
T+ 1|h1| 14 |hy (1 + |ha])(1 + |ho])
1 |h2’—‘h1
B _ <Alhy—h
T 1=l = T s eyl < 4 0
oraz
‘ 1 |ha| — | A

_ — < |h h
Tr ] T Pl @ D+ | < Mt

Stad oraz z ([7.12)), jesli hy, hy sa tego samego znaku, to dla i = 1,...,6 uzyskujemy

. . 16
| in(H (h1, €)|cyh,e) — In(H (ha, €)|c;(haye)) || < ?|h1 — hal,

co dowodzi ([7.10)) Podobnie zauwazmy, ze wszystkie wspotczynniki macierzy
lin(H='(h,€)ls) dlai = 1,...,6, za wyjatkiem lin(H(h,€)|c,)12, sa state, postaci
1+C'h| lub C|h|, gdzie |C| < L. Natomiast lin(H ' (h, €)|e, )12 jest postaci C'+ DIh|,
gdzie |C], |D| < % Podobnie jak wczesniej, stale C'i D zaleza wylgcznie od znaku
h, ale nie zaleza od modutu h. Zatem ponownie korzystajac z ((7.12]) uzyskujemy, ze
dlai=1,...,6 mamy

. _ . _ 16
[ (H ™ (b €) ey y.0) — Bn(H ™ (ha, €)] gy .0 | < — P = o,

o ile hy i hy sa tego samego znaku. To konczy dowod (7.11), a zarazem calego
lematu. Il

Na przestrzeni homeomorfizméw Hom(X') dowolnej zwartej przestrzeni metrycz-
nej (X, d), bedziemy rozwaza¢ standardows metryke

duom(H, G) = maX{ilel)I? d(H(z),G(x)), 21615 d(H '(z), G (x))}.

LEMAT 7.4. Dla ustalonego 0 < € < 3 oraz dla hy, hy € (—3, 1) mamy

32a
(7.13) dirom(H (hy, €), H (2, €)) < =—|ha = hal.
DowoOD. Najpierw udowodnimy, ze
32a
(7.14) 1H (h, €)(z) = H(ha, €)(@)l| < —[h2 = hl,

dla kazdego x € V.
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Liczby hy; i hy sa tych samych znakéw Zalézmy, ze hy i hy sa liczbami
nieujemnymi oraz hy > hy. Rozwazmy trojkat Wi z wierzchotkami w punktach
(0,0),y(h1,€),y(ha, €) oraz trojkat Wy z wierzchotkami (a,0),y(hq,€), y(ha, €). Za-
uwazmy, ze jezeli x € V \ (Wy UWy), to x € Ci(h,€) & x € Ci(ha,€). Z tego
wynika, ze zarowno H (hy,¢€), jak i H(ho,€) dzialaja na x poprzez odwzorowania afi-
niczne, ktorych czesci liniowe maja ta sama postaé. Stad i z faktu, ze dla ustalonego
i=1,...,6 odwzorowania H(hi, €)|c;(n,,e) 0raz H(ha, €)|c;(hy,e) Maja te same punkty
stale, uzyskujemy

H(hy,€)(x) — H(ha, €)(x) = lin(H (hi, €)|c;(h,e)) — lin(H (hg, €)

Ci(hg,ﬁ))x7

dla kazdego x € V' \ (W, U Wy). Zauwazmy, ze z (7.10) dla kazdego i = 1,...,6,

mamy

16

[lin(H (hy, €) Citha,) )| < — (1 = ha).

Ci(hhg)) — 1iI1(H(h2, 6)

Z tego wynika, ze

sup | H(hy, )(x) — H(ha, ) (@) < 2 (hy — ha) ]l < 2% (hy — o).

zeV\(W1UWa) € €

Nastepnie, zauwazmy ze Wi = C3(hy,€) N Ci(hs,€) oraz Wy = Cy(hy,€) N
Cs(hg,€). Udowodnimy teraz, ze dla kazdego z € Wy U Wy mamy ||H(hy,€)(z) —
H(hg,e)(x)|| < 6a(hy — hg). Przypusémy, ze x € W;. Dowod dla =z € W,
jest analogiczny. Rozwazmy odcinek I, C Wi, ktorego konce leza na odcinkach
[(0,0),y(hl, e)} oraz {(0,0),y(hg, e)}, taki ze x € I, oraz jest on rownolegly do od-

cinka [y(hl, €),y(ha, e)} . Wtedy

(7.15) |1 < ||y(hi,€) —y(he,€)|| = av1+ e2(hy — h2) < 2a(hy — ha).

Zauwazmy, ze I, dzieli odcinki [(0,0),y(hl, e)} oraz {(0,0),y(hg,e)} w tych samych
proporcjach. Poniewaz H(hy,€) oraz H(hs,€) dzialaja na W) jako odwzorowania
afiniczne a przeksztalcenia te nie zmieniaja stosunkow dtugosci miedzy rownolegtymi
odcinkami oraz

H(h,€)[(0,0),y(h1, €)] = H(hs,€)[(0,0),y(hs, €)] = [(0,0), (0, ea)],

otrzymujemy stad ze H(hy,€)(I,) 1 H(hs,€)(l,) sa odcinkami ze wspolnym koricem
na odcinku [(O, 0), (0, ea)}. Ponownie korzystajac z faktu, ze odwzorowania afinicz-

ne zachowuja proporcje pomiedzy réwnoleglymi odcinkami, a takze réwnoleglo$é
odcinkéw, otrzymujemy

_ _|H (R, 9y (k. ©). (ea, 0)]
L] ly(h, ). y(ho, )] ly(ha €), (ca, 0))
(s €), (e, 0)]] by 1

y(h1, ), (a,0)]] 1 LT+
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oraz

(H(hy, e)(L)|  |H(h2, O[y(hi,€),y(ha, )| |H(ha, )[(0,a), y(ha, )]

| L | B “y(th),y(hg,e)]’ B M(O,a),y(hz,E)]‘
(.0 (ca0)] 1 _,
[(0.a) y(ha )] T=h2 7

Skoro H(hy,€)(x) € H(hy,€)(1,) oraz H(ha,€)(x) € H(he,€)(1,) atakze H(hy,€)(1;)
i H(hs,e€)(I,) maja wspolny koniec, to dostajemy, ze

|H (hy,€)(x) — H(hg, €)(x)|| < [H(h1,€)(Le)| + [H(he, €)(1)| < 3|1
< 6a(hn — hy) < ?fa(hl ~ hy).

Wykazalismy zatem, ze gdy h; i he sg nieujemne, to zachodzi ([7.14). Przypadek, gdy
hy 1 hy sa niedodatnie wynika z (7.7)) i z tego, ze J jest izometria.
Liczby h; i hy sa réznych znakdéw. Niech hy = 0. Wtedy H(hg,e) = Id.
Uzywajac poprzedniego przypadku otrzymujemy, ze
32
Ik, ) @) - 2] < alho = hal,
oraz
32
1 (ha, €)(x) = 2| < —alhy = hol.
Poniewaz hq, hy sa réznych znakow, to liczby hg — ho 1 hy — hg sa tego samego znaku.
7 tego wynika, ze

[H (hy, €)(x) — H(ha, €)(2) || < |[H (ha, €)(x) = xf| + || H (ha, €) (x) — x| < 3€2a|h2—h1|~

Poprzez analogiczne rozumowanie jak w dowodzie (7.14) oraz zamiane H (h;,€)
na H1(h;€) dla i = 1,2, korzystajac z (7.11) mozna udowodnié, ze dla kazdego

r € V mamy réwniez
_ _ 32
(7.16) 1™ (o, €) () = H™ (B, €) ()| < —alha = T,
Powyzsza nieréwno$¢ razem z (7.14) implikuje ((7.13)). O

LEMAT 7.5. Niech V', Vi and V4 bedg trojkgtami zdefintowanymi jak wyzej. Niech
0 < &< 1078, Przypusémy, ze f € LY (V) speim'a

(7.17) f>K>0;

e / f(w)dz = Leb(V).

Niech py := fdx. Wtedy istnieje kawatkami aﬁmczny homeomorfizm Hy : V — V
taki, ze
(i) (Hp)wps(Vi) = Leb(V;) dlai=1,2;
(11) Hf‘@\/ = [d‘av,’
(iii) istnieje liczba —€ < hy < € taka, Ze odwzorowanie x — det(DH; ' (x)) jest
state prawie wszedzie na V1 i Vo oraz rowne odpowiednio 1 — hy oraz 14 hy;
iv) state Lipschitza H; i H;' sq mniejsze niz 2;
f f 4
( ) odwzorowania f — Hy € Hom(V) oraz f — det(DH;') € L®(V) sq
ciggle, przy czym na zbiorze funkcji spetniajgcych (7.17) rozpatrujemy to-
pologie dziedziczong z LY (V).
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DowOD. Skoro py jest miarg absolutnie ciggla, to nie istnieja odcinki o dodat-
niej mierze py w V. Stad istnieje jedyna taka liczba rzeczywista —1 < hy < 1
oraz punkt y = y; = (\/ga(l — hy), hfa) taki, ze czworokat o wierzchotkach
{(0,a),(0,0),y, (a,0)} oraz czworokat o wierzchotkach {(0,—a), (0,0),y, (a,0)} ma-
ja ta sama miare p1p rowng 5 Leb(V) (jezeli hy = 0, to oba te czworokaty degeneruja
sie do trojkatow).

Rozwazmy trojkaty C; = C/ = Ci(hs,Vé) dlai=1,...,6. Z definicji h; mamy

1
,LLf(Cl @) CQ) = :U/f<03 uc,UuCsU CG) = iLeb(V)

Oszacujemy teraz hy. Zalozmy, ze f > Tlre Poniewaz Leb(V) = a?, to mamy

12
S0 = s (CsUCLUCs UC :/ d
50 pr(Cs UCyUCs5UCp) cguc4ucsucﬁf($) T
> 1Lb(CUCUCUC)— ! (1(+\h|))
1+é€ 3 4 5 6—1+é2a fla)a).
Stad
1
1 h z,
(7.18) f>1+é:|f|<s

Zatozmy teraz, ze f < 11: Wtedy

Ly _
50 = pr(CrUCy) = /ClLJCQ f(z)dx

1 1
< T Leb(CrUCy) = — é(i(a — |hyla)a).

Z tego wnioskujemy, ze

(7.19) f<

= |hs| < €.
T Il <€

Definicja H;. Zdefiniujmy odwzorowanie H; := H(h;,v/¢), bedace kawatkami
afinicznym homeomorfizmem na V. Zauwazmy, ze z (7.4) mamy Hyloy = Id|ov.
Ponadto, jesli Ay > 0, to

1
(Hp)upy(Vi) = pp(CLU Cy) = 5 Leb(V) = Leb(V1)
oraz

1
(Hp)py (Vo) = s (C3U Gy UG5 U Co) = S Leb(V) = Leb(V2),

natomiast, gdy hy <0, to

(H)upiy (Vi) = 15 (Cy U Cy U Cs U Cl) = ;Leb(V) — Leb(V)
oraz
(Hp)osy(V2) = (G U Co) = S Leb(V) = Leb(Vi).
Stad H; spetnia (i) i (ii).
Dodatkowo, 7 i mamy, ze

(7.20) det (lin(Hylc,)) = det (Tin(Hylc,)) = —

> 1
1—|he| =7
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oraz
det (lin(Hf|C3)) = det (lin(Hf|c4))

7.21
(7.21) = det (lin(Hf!C5)> = det (hn(Hf‘Cﬁ)) -

Lo,
1+ [hyl

Zauwazmy, ze V1 = C’1 UC'2 i Vg = C’3 UC4UC’5 U06 dla hy > 0 oraz V; =
CouC,UCsUCsi Ve = CLuUC, da hy < 0. Stad na podstawie (7.20) 1 (7.21)

otrzymujemy
(7.22) det(D(H;')) =1 —hy na V; oraz det(D(H;')) = 1+ hy na V.

Stad Hy spelnia (iii).

Norma czeéci liniowej. Udowodnimy teraz, ze |lin(Hy)le )| < 5 dla i =
1,...,6. Z uwagi oraz z tego, ze |hy| < € mamy, ze kazda z macierzy lin(Hy)|c,
jest postaci (1? lie , gdzie |b], |c|, |d|,|e| < 3v/. Ponadto z oraz (7.21)), a
takze z ) mamy, Ze

o)l =

1 1
~-dlai=1,...,6.

det(lin( H >
| det(lin(H) 1+ |he] ~ 14

Stad, uzywajac wzoru ([7.1)) oraz tego, ze € < 1078, otrzymujemy, ze

tin(Hy)|c.

(14+a)2 402+ +(14d) >+ /(1+0a)2+b2+c2+(1+d)2)2 —det(lin(H )| o, )2
2

(L1+|al) 2+ b1+ e+ (1+|d]) >+ /(1+|a]) 2 +[b]2 +]e]+(1+]d])2)2 —det(lin(H ) |, )2
2

(7.23)

2

2
2+12\@+365+\/(2+12\/+36s)2 4<1+€)
2

_ \/2(1-‘1-3\/5)2-%2(3\/5)2-‘1-\/(2(1-‘1-3\/5)2—1-2(3\/5)2)2—4(det(lin(Hf)Ci))Q

<

< \/2+13\@+\/(2+13\/E)2—4(1—28) . \/2+13\/§+\/52\/§+177é
2 - 2
o4 )
<y frgnts /1y svE<

W ten sam sposob dowodzimy, ze [|lin(Hy)™"|s )|l < 2. Stad Hy spelnia (iv).
Ciaglos¢ odwzorowania f — h;. Przypusémy, ze f,g € L'(V) spelniaja

(7.17). Z lematu [7.4] wiemy, ze

(724) dHom(Hf7 )

hy— hgl.
\/—| f 9|
Udowodnimy teraz, ze
(7.25) lhy = hyl < CIIF = g,

dla pewnej statej C' > 0.
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Przypadek, gdy h¢ i hy sa tego samego znaku. Przypusémy, ze hy > hy > 0
lub 0 > hy > hy. Wtedy
1 1

0= 5612 - §a2 = pr(Cf U C]) - py(CY U CY)

= ciuc f(z)dx — /cgucg g(x)dx

= [, (=g [

cyucy (cfuch\(cfucd)

ar
<IF =gl = Iy = ol

f(z)dz

a stad
2| f — gl
hy —hy| < ———.
| f g| ak
Zatem (|7.25)) jest spelnione dla C' =
Przypadek, gdy hs, h, sa roznych znakdw. Przypusémy, ze hy > 0 > hy.
Wtedy

1, 1

0=a* = Sa® = up(C{ U CY) — g (C§UCTU T U CY)
= x)dx —/ x)dx
cluc] /(@) cguciuciucy 9(@)
= — dx —/ x)dx
. cgucgucgucg(f @) (cguciuciuc))\(cfuct) /(@)
aK
<1 = gl = (hy = hy) %
Zatem otrzymujemy, ze
2 —
0< hy—hy < M
ar

To dowodzi , rowniez dla staleJ C=
Poprzez uzycie - i otrzymujemy

32a
dHom(Hfa )

h < —=C — 1.
\/—! 7= hyl NG If —gllz
To dowodzi ciagtosci f — Hy.
Na podstawie (7.22)), ciagtos¢ odwzorowania f +— h; pociaga za sobg rowniez cig-

glos¢ odwzorowania f — det(DH; ') € L*(V). Stad warunek (v) jest udowodniony,
co konczy dowdd lematu. 0

Niech (X, p) bedzie standardows probabilistyczna przestrzenia mierzalna. Dla
0 < 51 < sy zdefiniujmy W(X, s1, s9) C LY(X, u) w nastepujacy sposob:
(7.26) W(X, s1,80) :i={f € L'(X);51 < f < s5}.
Zbiory powyzszej postaci bedziemy traktowac jako przestrzenie metryczne z metryka

indukowana z L' (X, ).
Niech V' bedzie trojkatem o wierzchotkach w punktach (0, —a), (0,a), (a,0).

LEMAT 7.6. Niech H : W(V, s1,82) — Hom(V') bedzie odwzorowaniem cigglym
takim, ze istnieje £ > 0, dla ktérego homeomorfizm H(f)™' jest lipschitzowski ze
statq 0 dla kazdego f € W(V, s1,89) . Wtedy odwzorowanie

W(V,s1,82) 3 fr foH(f) € L'(V)
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jest ciggte.

DowoOD. Wezmy f € W(V, sy, 2) oraz € > 0. Niech f. : V — R bedzie jed-
nostajnie ciagla funkcja taka, ze ||f. — f|lz1 < €. Niech 0 < 0 < € bedzie takie,
ze

(7.27) |z —yll <0 =|fe(z) - f(y)| <e
Rozwazmy 0 < §' < € takie, ze dla kazdego g € W(V s1, s5) mamy
(7.28) If = gllr <& = duom(H(f), H(g)) < 0.

Rozwazmy dowolna funkcje g € W(V, s1,s2) taka, ze ||f — gljz2 < ¢’. Skoro
H(g)™! jest lipschitzowskie ze stala ¢, to H(g).Leb jest miara absolutnie ciagla
7 gestodcia ograniczong przez (2. Stad, dla kazdego h € L*(V) mamy

(129) e H@lw = [ 1o Hg@lde < [ Clhw)lde = Clh]
v v

Zatem

(7.30) |foH(f)—goH(g)|lpr <|[foH(f)—foH(g)|lr+|foH(g)—goH(g)lrr,
oraz z mamy

(7.31) 1f o H(g) = g0 H(g)llr < f — gl
Ponadto

(7.32)

1foH(f) = foH (gl <|[foH(f)— feo H([)lzr +[[feo H(f) — feo H(g)l|r:

+ | feo H(g) = fo H(g)||1s
<2€2Hf - f6HL1 + er o H(f) — feo H(Q)HU?
gdzie ostatnia nierownos¢ wynika z (7.29). Z oraz otrzymujemy
(7.33) [feo H(f) = feo H(g)l[r <
Podsumowujac, z (7.30), (7.31)), (7.32) oraz otrzymujemy
IfoH(f) = go H(g)lr < Ef =gl + 26| f = fellor + € < (3¢ +1)e,

co dowodzi tezy. O

UWAGA 7.7. Analogiczny rezultat jak w lemacie otrzymujemy, jezeli zasta-
pimy V' przez dowolna 2-wymiarowg powierzchnie riemannowska M.

LEMAT 7.8. Niech 0 < & < 107%. Wtedy dla kazdej f € W(V, 11z, 122) takiej, ze
Jv fdx = Leb(V') i py = fdx istnieje homeomorfizm ¢ : V. — V taki, zZe
() ($7)oy = Leb;
(i) H¢lov = Idlav;

(iii) odwzorowanie W(V, ==, X

2 7=2) O [ = 9y € Hom(V) jest ciggle.

DowOD. Zatozmy, ze f € W(V, ﬁ, 7). Oznaczmy przez Vi' i V3 dwie polo-
wy V bedace rownoramiennymi prostokatnymi trojkatami takimi, ze diam(V}) =
diam(V;') = v/2a. Postepujac indukeyjnie, dla n € N zdefiniujmy rodzine {V;*}?",
rownoramiennych prostokatnych trojkatow dzielacych V takich, ze V* = Vit U
Vot dlai =1,...,2" Wowczas

(7.34) diam(V;") =

\/577,72 :
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Homeomorfizm $); skonstruujemy indukcyjnie jako granice odwzorowan kawal-
kami afinicznych.

W pierwszym kroku, uzywajac lematu otrzymujemy kawalkami afiniczny
homeomorfizm Hj : V' — V taki, ze

1
(7.35) (Hp)aty (Vi) = (Hp)apis (Va) = 5 Leb(V) oraz Hilov = Idlov.
Ponadto wyznacznik det(D(H})™") jest staty prawie wszedzie na Vi' i V3! i spetnia

nieré6wnosé
1—é<det(D(H;) ") <1+¢.

Co wiecej
)

(7.36) Hj oraz (Hj)™' sa lipschitzowskie ze staty 1
oraz
(7.37)

1 1

odwzorowania W (V, T ié) 5 f— H; € Hom(V)
1 1
oraz W(V, 112 1= é) > [ det(D(Hp)™') € L®(V) sa ciagle.

Przypus¢my teraz, ze dla pewnego n € N skonstruowalismy kawaltkami afiniczne
homeomorfizmy H} V- Vidlaj=1,...,n takie, ze dla kazdego + = 1,...,2"
mamy

(7.38)

1 j .
(Hjo...oH),us (V") = Q—HLeb(V) = Leb(V;") oraz Hi|oy = Id|oy dla j =1,...,n.

Ponadto zat6zmy, ze

(7.39) dla kazdego i = 1,...,2" wyznacznik det(D(H} o...0 H;)™")
jest staly prawie wszedzie na trojkacie V"

i jest na tymze trojkacie rowny

(7.40) (1= <d!<(1+8)",

a takze, ze dla kazdego j = 1, ..., n homeomorfizmy HJJ; oraz (Hj})_l sg lipschitzow-

skie ze stala %. Przy powyzszych zatozeniach miara (H}lo. . .oH})*uf jest absolutnie

ciagta, a jej gestosé¢ f, : V — R.( spelnia

fale) =d} - f(Hfo...0 Hy) '), jesliz € V",

oraz z ((7.38))

(7.41) fol@)de = (H} o... 0 Hp),uy (V") = Leb(V;")
‘/‘in

dla dowolnego 1 < i < 2™. Ponadto z (7.40) mamy
(1—&)" (14¢é)"

7.42 < fn < —.

(7.42) 1+4+¢€ / 1-¢€

Niech 1 <7 < 2". Przypomnijmy, ze ﬁ <f< 1—; Stad, jezeli dI < 1, to

di

1
- < —— dla kazdego = € V",
1-¢ 1-¢

113

fulz) <



ROZDZIAL 7. MIARY NA POWIERZCHNIACH

a jezeli d > 1, to
7 |

Jnl2) > [42” 146
Stad, z oraz z wynika, ze f, : V" — Ryg jest dodatnig gestoscia
spelniajaca (7.17). Stad dla dowolnego 1 < ¢ < 2" mozemy zastosowa¢ lemat [7.5] do
trojkata V" 1 gestosci f, : V" — R, otrzymujac w ten sposob kawatkami afiniczny
homeomorfizm H}”l’i : V" — VI taki, ze
(7.43)

(7 ns o (V) = ().,

dla kazdego z € V"

1 1
V) (VBT = SLeb(V?) = S Leb(V),

on+1
(7.44) H{ Y oyn = Id|ayn,
. . 5
(7.45) H}”l’l oraz (I—I}”rl’l)’1 sa lipschitzowskie ze stala 7
(7.46) det D((H}')™") jest staly prawie wszedzie na Vyit} i V!
. oraz 1 — & < det D((H?H’i)_l) <1l4¢
oraz

(7.47) odwzorowania f,, — H}HM oraz f, +— det D((H;Lﬂ’i)’l) sa ciagle.

Nastepnie zdefiniujmy kawatkami afiniczny homeomorfizm H;}H : V. — V dany
przez '
Hp (z) == H} ™ (2), jesli x € V)"

Wtedy

(7.48) HPH (V") = V" dla dowolnego 1 < i < 2"
oraz, na podstawie (7.44), mamy

(7.49) HIY gy = Td|oy.

Fona;ito z ([7.43), dla dowolnego i = 1,...,2"" mamy

7.50

1
2n+1

(Hi™ oo Hp)upp (Vi) = (HF )y, (V) =
Co wiecej, z ([7.45]) oraz z (7.48)) wynika, ze

)
(7.51) H}* oraz (HP')™! s lipschitzowskie ze stalg e

Leb(V) = Leb(V"1).

Na podstawie (7.46]), det(D(H}”“l)*l) jest staly prawie wszedzie na kazdym tréjkacie
Vithdla j = 1,...,2"" a zatem z (7.39) det(D(H}* o... 0 H})™!) rowniez jest
staly na kazdym trojkacie V" dla j = 1,...,2" ™. Dodatkowo, z (7.40) oraz (7.46)
wynika, ze

(7.52) (1—&)" < det(D(H} " o...0 H}) ™) < (14"

Warto takze zaznaczy¢, ze z (7.47) mamy, ze

(7.53) odwzorowania f, — H{™" oraz f, — det(D(H}™ o...0 H;)™") sq ciagle.

Skonstruowalismy zatem kawalkami afiniczny homeomorfizm H}LH spetniajacy

(7.50), (7.49) oraz (7.52)), co koniczy krok indukecyjny konstrukeji homeomorfizmow.
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Pokazemy teraz, ze
(7.54) Hyp(x) = lim Hfo...oH(x)
istnieje i zadaje homeomorfizm $H; : V' — V. Najpierw zauwazmy, ze z (|7.48) wynika
(7.55) HP (V") =V dlai=1,...,2" oraz m > n.

Ponadto z (7.34)) otrzymujemy, ze
(7.56)

max diam(V}") — 0, gdy n — oc.

To implikuje, ze {H} o ... o H}}neN jest ciaggiem Cauchy’ego. Rzeczywiscie,
dla kazdego ¢ > 0 na podstawie (7.56) mozemy wybra¢ N € N takie, ze
H}o...oHj(z)e VN < Hf'o...0o Hi(x) € V.

Stad dla kazdych m,n > N oraz dla wszystkich x € V zachodzi
|Hf o...oHp(x)—Hf o...0o Hi(z)|| <e,

a zatem {H} o...o H},en jest ciggiem Cauchy’ego. Z tego wynika, ze odwzoro-
wanie ¢ : V' — V dane przez (7.54) jest dobrze definiowane a zbieznosé w (7.54))

jest jednostajna. To implikuje, ze ¢ jest ciagte. Skoro z ([7.35) oraz (7.49) mamy
H} oy = Id|sy dla wszystkich n € N, to mamy rowniez, ze $ylay = Id|syv, a zatem

$)¢ spelnia warunek (i7).
Dla dowolnych liczb n € Noraz i = 1,...,2" niech W/* := (H}o...oH})~'(V").

Z mamy Z
(7.57) W= (Hf"o...0 H})*l(Vi") dla m > n.
Z tego wynika, ze dla dowolnego x € V' oraz m,n > N mamy
(7.58) (Hfo...oH;) Nz)e W) <=z e VN < (Hf'o...0 H}) '(z) e W},

Z (7.36) oraz z (7.51) mamy, ze (H?)_l jest homeomorfizmem lipschitzowskim ze
stala Lipschitza rowng 2. Zatem z (7.34) mamy

diam (W) < diam(Vf)(i)n _ 2a<4\5/§>n,

a wiec

(7.59) ~max diam(W;") — 0 dla n — oo.

i=1,...,2

Uzywajac (7.59) i (7.58) oraz powtarzajac te same argumenty co dla $); poprzez
zastapienie V" przez W/, otrzymujemy, Ze odwzorowanie & : V — V dane przez

&y(x) = lim (Hfo...o0 Hp)~ ()
jest poprawnie zdefiniowane i cigglte. Pokazemy teraz, ze o0& = Id oraz o0 =
Id. Zauwazmy najpierw, ze ze wzgledu na (7.57)) oraz zwartos¢ V;* i W*, mamy
(7.60)  H;(W") =V"1&(V") =W dla kazdegon € Noraz i =1,...,2".
Zatem ;o0& (V") = Vi Grof (W) = W dla kazdegon € Noraz i =1,...,2".
Stad, dla kazdego x € V mamy
195(&(2)) =zl < max diam(W") i [|6,(5,(x)) — x| < max diam(V;").

i=1,..., 1=1,...,2
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7 pOWYZSzego oraz z i otrzymujemy, ze Hyo &y = Idi G0y = Id.
Innymi stowy, £ jest homeomorfizmem.

Zauwazmy, ze rodzina zbiorow {V;";n € N;i = 1,...,2"} generuje o-algebre
borelowska na V. Jako, ze z oraz dla dowolnychn € Norazi =1,...,2"

mamy

(7.61) (9) (V") =W = (H}o...0 Hp) (V")

2

to z ((7.35)) oraz (7.50) dla dowolnych n € N oraz i = 1,...,2" uzyskujemy
(95)ep (V") = (Hf 0.0 Hp)upup (V") = Leb(V").
Stad (95)«ps = Leb, czyli $; spelnia warunek (7).
Aby zakonczy¢ dowdd, pokazemy teraz, ze £y zalezy w sposéb ciagly od f.
Ustalmy ¢ > 0 i wybierzmy m € N takie, ze 2(5/4v/2)™ < €/3. Niech f : V — Ry

bedzie mierzalng funkcja ze zbioru W(V, ﬁ, =). Wtedy

~max_diam(V;") <
i=1,...,2™m

Poniewaz ($7) "1 (V;™) = W™ = (Hfo...oH})~ (V™) (patrz (7.61))), to stad wynika,

i
ze

i max diam(W") <
1=1,..., m

Wl ™
Wl ™

€ . _ m _ €
sup |97 (x) — Hf" oo H(a)|| < 5 i sup||(9;) " (z) = (Hf o...o Hp) T H(z)]| < 7.
zeV 3 zeV 3
Zatem

(7.62) ditom (97, HT' o . 0 H) < % dla kaidego f € W(V, iz, 1),

Aby wykaza¢ ciaglos¢ odwzorowania f+— Hj'o...0 H} postuzymy sie indukcja
matematyczng. Z (7.37), odwzorowania f — Hp € Hom(V) i f + det D(H})™" €
L>(V) sg ciaggte. Przypusémy teraz, ze dla pewnego k € N odwzorowania

(7.63) f— Hfo...oH;c€ Hom(V) i fr>detD(Hfo...oH;)~" € L™(V)
sa ciagte. Dowiedziemy teraz, ze
fr Hf" o . oH; i frsdet D(Hf™ o.. .0 H})™

rowniez sa ciagte. Poniewaz z (7.36)) i (7.51)) dla kazdego i = 1,..., k, odwzorowania
Hj i (Hi)™' sg lipschitzowskimi homeomorfizmami ze staly 2, to

(7.64) HJ]? 0...0 H} oraz (HJ'? 0...0 H})_1 sg lipschitzowskie ze staly (g)k
Ponadto z (7.42) mamy
fr = det D(H]]f 0...0 H})_l . (f o (Hl; 0...0 H})_1> e W(V, (19 (Hé?k).

?o14€ 7 1€

Z (7.53)) otrzymujemy, ze H}‘;“ zalezy w sposob ciagly od fi. Ze wzgledu na (7.63))
i (7.64), z lematu 7.6|wynika, ze f — fo(Hjo...oH})™' € L'(V) jest odwzorowaniem
s

ciaglym. Razem z ([7.63]) to daje ciaglos¢ odwzorowania
f=fu=1/fo (H}Co...oH})_l -detD(H]’fo...oH})_l = LI(V).

7 tego wynika, ze H}“H zalezy w sposob ciagly od f.
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Ponownie korzystajac z faktu, ze dla kazdego ¢+ = 1,...,k 4+ 1 odwzorowania
Hi i (Hp)™ sad lipschitzowskie ze staly 2, dla kazdego z € V oraz dla dowolnych

frg e WV, 132 T+é 1 B
HH}CH(Hfo...on(x)) —H;H(Hjo...oﬂgl(x))ﬂ
< |HfP'(Hfo...oHy(x)) — HY*'(Hfo...0o H(x))|
+||H (Hfo...oHi(z)) — HY "' (H} o...0 H)(x))]|

5
k+1 k+1 k 1 k 1
< dpton (HJ' HyP) 4 Jdpgon (H o0 HY Hy o0 H})

otrzymujem
ymujemy

oraz analogicznie

|(Hf o...0 Hp) " (Hf™) ™ (z) = (HY o ..o HY) W HIT)  (2) ||

k
< (i) dHom(HJlerlyHngl) _i_dHom(HJ’fo...oH},Hjo...ngl).

To dowodzi cigglej zaleznosci H}““ o...oHj} od f. Skoro H} sa kawatkami afini-
nicznymi homeomorfizmami, to

(7.65) D(Hf'o...oH;)™ = D(H{™")"'D(Hfo...0 H;)™" prawie wszedzie.

Z (7.53), odwzorowanie f; — det D(ij“)*1 € L>®(V) jest ciagle. Z tego, ze od-

wzorowanie f — fp € LY(V) jest ciagle, wynika ze f +— det D(I—.ijrl)_1 € L>(V)

rowniez jest ciagle. Stad, z (7.63)) oraz z (7.65)), otrzymujemy ciagtos¢ odwzorowania
frdet D(Hf™ o, o Hp) ™' € L®(V),

co konczy rozumowanie indukcyjne, tzn. odwzorowania dane w (7.63)) sa ciagle dla
kazdego k € N.

Ustalmy dowolnad fllIlkCJQ fewl, T 1o 6) Wrtedy istnieje § > 0 taka, ze dla
kazdego g € W(V, =

L) speliajacego ||f — g|/z1 < 6 mamy

T4 1-2
€
digom(Hf o ..o H;, H o ..o H)) < 3
Razem z (7.62)) to daje
dHom(ﬁfaﬁg) < €,
co koriczy dowod ciagtosci odwzorowania f — ¢, a wiec warunku (z44). O

UWAGA 7.9. Zauwazmy, ze teza powyzszego lematu jest prawdziwa dla dowolne-
go trojkata na plaszczyznie, gdyz kazde dwa trojkaty sa sprzezone poprzez odwzo-
rowanie afiniczne (cho¢ € moze si¢ zmieniac).

Ponizsze twierdzenie jest gtownym rezultatem tego rozdziatu.

TWIERDZENIE 7.10. Niech (M,%,() bedzie powierzchniq translacyjng. Wiedy
istnieje ¢ = € > 0 takie, ze dla wszystkich

(7.66) feww ) spetniajgcych /M fdXe = Me(M),

’l—i—a’l €

istnieje homeomorfizm Hy : (M,X) — (M,X) taki, ze (Hs)pty = ¢, gdzie pip =
fA¢c. Co wiecej, odwzorowanie

WM, 2)> f — H; € Hom(M)

" 14e? T—
jest ciggte.
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RYSUNEK 2. Triangulacja M i wybor matych trojkatow.

DowoOD. Na (M, Y) rozwazmy triangulacje ztozona z m + 1 trojkatow taka, ze
kazdy punkt z X jest jednym z jej wierzchotkéw. Ze spojnosci M, istnieje uporzadko-
wanie {U; : 0 < i < m} trojkatow tej triangulacji takie, ze dla kazdego i =1,...,m
trojkat U; ma wspoélna krawedz z Uy, dla pewnego 0 < k(i) < i. Rzeczywiscie,
wybierzmy jakikolwiek trojkat z triangulacji jako Uy. Nastepnie wybierzmy dowolny
sasiadujacy z Uy trojkat jako Uy i niech k(1) = 0. Przypusémy teraz, ze dla pewnego
1 < I < m wybralismy trojkaty {U; : 0 < i < [} takie, ze k(1) <idlal < <L
Jezeli | = m to koniczymy procedure. Jezeli [ < m to wybierzmy jako U;.; dowolny
trojkat posiadajacy wspolng krawedz z Ul_, U;. Ze spojnosci, ten trojkat istnieje.
Niech takze 0 < k(I + 1) < [ bedzie dowolne takie, ze U;,; ma wspolng krawedz
z Ug@41)-

Dla kazdego + = 1,...,m rozwazmy maly réwnoramienny trojkat prostokatny
W; C U; U Uy taki, ze jego najkrotsza wysokoS¢ lezy na wspolnej krawedzi U;
i Upy oraz W; N W; = 0 jezeli @ # j. Ponadto zaktadamy, ze kazdy z trojkatow
W; ma taki sam rozmiar i wybierzmy taka lokalng parametryzacje wokot W;, ze
W; ma wierzcholki w punktach (0, —a), (0,a) i (a,0) oraz (0, —a) € U; dla kazdego
1=1,...,m.

1 jezeli 1 = j;
0 W p. W.
Zauwazmy, ze B jest macierza trojkatna, a wiec z racji, ze na przekatnej posiada

same jedynki, jest macierza odwracalna. Dla kazdej dodatniej funkcji f € W(M, 0, 2)
oznaczmy przez v(f) € R™ rozwiazanie ponizszego ukladu rownan liniowych

(7-67) Bv(f) = P\C(Uz‘) - Mf(Uz‘)]z':L...m.

Wtedy W(M,0,2) 5 f — v(f) € R™ jest odwzorowaniem ciagltym oraz v(1) = 0.
Niech 0 < & < 1075, Z ciagtosci odwzorowania f +— v(f), mozemy wybra¢ 0 < e < £
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takie, ze

a
7.68 i TR
(7.68) Jnax |ui(f)] < -5

dla kazdego f spelniajacego (7.66|).
Niech f spelnia (7.66]). Skonstruujemy teraz dla kazdego ¢ = 1, ..., m kawatkami
afiniczne homeomorfizm G+ W; — W taki, ze G zalezy w sposob ciagly od f,
tlow, = Id oraz

A

(7.69) 1-— % < det(D(Gy) ' (x)) <1+ % prawie wszedzie na W;.
Woéwcezas rozwazmy homeomorfizm Gy : M — M dany przez

G%(x) jezeli x € W; dla pewnegoi=1,...,m,

x W p. W.

Gr(z) = {

dla ktorego zachodzi

~ ~

7.70 1- % < det(D(Gs) M) < 1+ c prawie wszedzie na M.
3 d 3

Ponadto G’]} bedziemy konstruowaé¢ w taki sposob, ze
(7.71) (Gp)uptr(U;) = Ae(Uj) dla wszystkich 0 < j < m.

Do skonstruowania homeomorfizméw G? uzyjemy konstrukcji i oznaczen poprze-
dzajacych lemat [7.5] Zauwazmy najpierw, ze dla kazdego ¢ = 1,...,m mozemy
wybra¢ —1 < h} < 1 takie, ze czworokat Q)3 C W; z wierzchotkami w punktach

(0,0)(0,—a), (a,0) i y} = (Véa(l — ]h} ), }a) ma miare

(7.72) 1 (Q%) = py (Wi N U;) + vi(f).
Rzeczywiscie, poniewaz Tlrs < f, to
(WonU) > LA Wity = =% 5 % > ()
i i) Z i i) = Z (%
Hs 1+e¢ 2(1+¢) ~ 4

i analogicznie
pr(Wi 0V Ukiiy) > [oi(f)]-
Stad
0 < up(WiNU;) +i(f) < pp(Wi),
co, razem z absolutng ciagloscia s, implikuje istnienie —1 < A% < 1 dla i =
17”0.;;;7;'(;ujemy teraz |h%|. Skoro |vi(f)| jest miara sy trojkata o wierzchotkach
(0,0), (a,0) iy w Wi, alh}] jest jego wysokocig oraz = < f, to

1 a?|hy]
, > _
Stad z (7.68) otrzymujemy, ze
: 20+ 9)|wi(f)]  (Q+e)gE & 1
7.73 hi| < et
(7.73) 5] a? ST6 T372
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Niech G% : W; — W; bedzie dane przez G’ := H(hY, Vé)dlai=1,...,m tak
jak w (7.3). Poniewaz (G%)~'(W; N U;) = Q%, to z (7.72) otrzymujemy

(Gp)ty (Wi Uy) = pp(QY) = pg (Wi N Ui) + i f).
W ten sam sposob otrzymujemy
(G )bty (Wi 0 Ukgiy) = g (Wi \ Q)
= pp(Wi) = (pp (Wi 0 U3) + 0i(f)) = g (Wi N Usgsy) — vi(f).
Z definicji v;(f) i z faktu, ze W, 1 W; sa rozlaczne dla i # j, otrzymujemy

(G)+ (1) (U3) = G-l U\ (Wiw U W)))

+(Gp)- () (We N U + ﬁ%i@j}k)(j)uzf)(m nui)
=ni(UA\ 0 U W)+ (Wi 1)
+ui(f)) + k(z (1 (W5 N U = vs(f))
)+ - 3 wy(f) = U+ (Bu(f)s = AU
dlai=1,....m. Z dostaj;ri;)_t;km

(Gp)app) (M) = pp(M) = (M),
a zatem

(Gy)+(pr)(Uo) = Ac(Uo)
Stad warunek jest spelniony. Ponadto (7.73) razem z (7.8) i (7.9) implikuja
(7.69)).
Musimy jeszcze udowodnic¢, ze G} zalezy w sposob ciagly od f. Z lematu
wystarczy udowodni¢, ze h} zalezy w sposob ciagly od f.
Rozwazmy f spelniajace i niech § > 0. Skoro v(g) zalezy w sposob ciagly
od g, to istnieje 0 < ¢ < ¢ taka, ze

If =gl < 0" = max v;(f) —vi(g)| <.

Oszacujemy teraz réznice miar Lebesgue’a czworokatow Q; oraz Q; danych przez
wierzchotki (0, O) (0, —a), (a,0), y} oraz przez (0,0), (0, —a), (a,0), y;. Korzystajac
z tego, ze f 1+€ / 7.72) uzyskujemy
a2|h} - h2| i i i i i i
R 2 | Leb(@)) — Leb(Qi)] = Leb(Q) QL) < (1+)yas(@) 5 Q)

= (1 (@) — (@] < (1 4+ 2) (11 (QY) = g ( Q)] + 1 (@) = 117(Q1))

< (12) (las W N 0) = () = (W N0 )] + |17 = gldo)

< (10 (g (W N U) = iy We VU] + [us( 1) = wig) + [ 17 = gldXc)

<o) [, W =aldxc+a+ [ 1f=gldx]) < 0+ @S ~ gl +9).
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Stad dla kazdego g speliajacego (7.66) oraz takiego, ze || f—g||11 < &', otrzymujemy,
ze dla kazdego i = 1, ..., m zachodzi

co implikuje, ze
(7.74)

odwzorowanie W(M, Tlrs’ =) 3 f — hY € R jest ciggle dla kazdego i = 1,...,m.

Podsumowujac, uzyskaliémy, ze homeomorfizm jS jest zalezny w sposob ciagly

od f dla kazdego i = 1,...,m, a zatem z definicji Gy mamy roéwniez, ze
(7.75) odwzorowanie W(M, 1=, 122) 3 f +— Gy € Hom(V) jest ciagte.

Co wiecej, ze wzgledu na (7.8) i (7.9) oraz (7.74) mamy takze, ze
(7.76)  odwzorowanie W(M, =, 1-2) 3 f + det(DG; ') € L=(M) jest ciagle.

P14’ 1—¢
Warto takze zaznaczy¢, ze ze wzgledu na posta¢ macierzy danych przez uwage
oraz to, ze ich wspoélczynniki sa ograniczone przez 4, istnieje stata ¢ > 0, niezalezna
od funkcji f spelniajacych (7.66) taka, ze
(7.77) Gy jest odwzorowaniem lipschitzowskim ze stala .

Skonstruowali$my homeomorfizm G; : M — M taki, ze miary (Gy).piy oraz A
na trojkatach U; przyjmuja identyczne wartosci dla ¢ = 0, ..., m. Uzywajac lematu
bedziemy teraz konstruowa¢ homeomorfizmy wewnatrz trojkatow U; tak, aby
dla kazdego i = 0, ..., m obraz miary (Gs).jtr|u, byl rowny A¢|y,.

Poniewaz f spelnia (7.66) i ¢ < g, to korzystajac z (7.70) otrzymujemy, ze
(Gr)«pty jest miara absolutnie ciagla z gestoscia f=(fo g;l) - det D(Qj?l), ktora
spelnia

1 1-£& . 1+ 1
< S < f< 3 < :
e A

Ponadto, z ((7.71)) mamy
/ Fdre = (Gp)epi(U) = Ac(Us) dla kazdego i =0, ..., m.
U;

Zatem, na kazdym trojkacie U; gestosé f spelnia zalozenia lematu . Korzystajac
z lematu , dla kazdego i = 0, ..., m otrzymujemy homeomorfizm 533} U, — Uy,
spetniajacy
(950G )i, = (9)atiflu, = Mo

a ponadto 533;|an = Id. Zatem mozemy zdefiniowa¢ homeomorfizm Hf M —- M
taki, ze

Hy(z) = 9%(x) jesli z € U;.
Wtedy (Hj o Gy)apry = (Hp)o((Gr)spry) = A¢. Niech

Hf = Hfogf c HO??’L(M)
7 powyzszego mamy
(7.78) (Hyp)srry = Ac.
Aby zakonczyé¢ dowodd twierdzenia, musimy jeszcze udowodnié, ze odwzorowanie
f — H;y jest ciagte.
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Z lematu 3’)} zalezy w sposob ciagly od f, a stad odwzorowanie f — H; jest
ciggle. Ponadto z (7.76) mamy, ze przeksztalcenie f — det(DG;') € L®(M) jest
ciagte, a z (7.77)), ze homeomorfizm G; : M — M jest lipschitzowski z pewna stalg

¢ > 0, niezalezng od f. Jako, ze zachodzi (7.75)), to z lematu [7.6]1 uwagi[7.7 wynika,
ze odwzorowanie f — f o QJTI jest ciagle. Stad przeksztalcenie

WM, 1, 15) 5 f f=(foG;!) det D(G;1) € WM, 1=, 1%)

' Tve 1—¢ P 14é0 1-¢

jest ciagle, co z kolei razem z faktem, ze odwzorowanie f — H; rowniez jest ciagtle

implikuje, ze

(7.79) odwzorowanie W(M, ?157 =)>f— Hy € Hom(M) jest ciagle.
Pokazemy teraz, ze f +— Hj; jest odwzorowaniem ciaglym. Rozwazmy zatem

dowolne [ spelniajace (7.66). Poniewaz H; : M — M jest jednostajnie ciagle (ze

wzgledu na zwartos¢ M), dla kazdego € > 0 mozemy znalez¢ § > 0 taka, ze

du(w.y) <6 = (du(Hy(x), Hyy)) < e A du(H;'(2). H;'(y)) <e).

Niech ¢’ > 0 bedzie takie, ze dla kazdej funkcji g € L'(M, \;) spelniajacej
oraz || f — gl/p1 < 0’ zachodzi dyom(H;, Hy) < € oraz dpom(Gy,G,) < 0. Taka liczba
" istnieje ze wzgledu na oraz . Wtedy dla kazdego z € M i dla kazdej
funkcji g spelniajacej takiej, ze || f — g|| < &', otrzymujemy
dy(Hj o Gy(x), Hy 0 Gy())
< dM(Hf o Gs(x), Hjo Gy(z)) + dM(Hf 0G,(z),HyoG,(x)) < 2e.
Analogicznie
diom((Hp 0 Gp) ™} (), (Hy 0 Gg) ™' () < 2.
To konczy dowdd cigglodci przeksztalcenia f +— Hjy co razem z , dowodzi
calego twierdzenia.

O
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Lokalne ciggle wlozenie przestrzeni moduli

W tym rozdziale dla kazdej struktury translacyjnej ¢ z przestrzeni moduli M
skonstruujemy jej otoczenie oraz dzialajace na nim odwzorowanie ciagle do prze-
strzeni potokow zachowujacych miare tak, aby potok przyporzadkowany ¢ byt izo-
morficzny z pionowym potokiem translacyjnym na (M, (). Zrobimy to w dwoch
krokach. Najpierw, dla kazdego ¢ € M (M, 3, k) skonstruujemy otwarte otoczenie
U C M(M, X, k) takie, ze dla kazdego w € U, istnieje kawatkami afiniczny home-
omorfizm b, : M — M speliajacy (h,)« o = fuA¢ dla pewnej funkcji mierzalne;

1+1€< < f, < % gdzie ¢ > 0 jest dane przez twierdzenie [7.10| Bedziemy takze

7€< ?
wymagaé, zeby przeksztalcenie U > w — f, € W(M, 1+1€<’ 1je<
stepnie, uzyjemy twierdzenia [7.10, aby skonstruowa¢ homeomorfizm H, : M — M
taki, ze (H, o by)«A, = A¢c. Ponadto pokazemy, ze istnienie tych homeomorfizmow
implikuje istnienie ciagltego wlozenia & : Uy — Flow(M, \;) takiego, ze S(w) jest
sprzezony poprzez homeomorfizm H,ob, z 7% - pionowym potokiem translacyjnym
na (M, w). Bedziemy uzywac nastepujacego rezultatu.

) byto ciagle. Na-

LEMAT 8.1. Niech (M,w) bedzie powierzchnig translacyjng, € > 0 oraz —1 <
a < 1. Rozwazmy x € M spetniajacy sup,cp g d,(TYx,0) > € dla kazdego punktu
osobliwego 0 € ¥. Wowczas dla kazdego y € M takiego, ze d,(x,y) < € segment
orbity Ty dla t € [0, a] jest dobrze zdefiniowany oraz d,(T x, T y) < .

DoOwOD. Poniewaz d,,(x,y) < €, wigc istnieje krzywa «y : [0,1] — M\ X klasy C*
taka, ze 7(0) = x oraz y(1) = y o dlugosci |y| mniejszej niz e. Wowcezas dla kazdego
t € [0, a] pokazemy, ze 7“7 jest krzywa w M \ ¥ klasy C' o dlugosci takiej samej
jak krzywa ~. Stad

(T2, Ty) < [T| < e

Nasza robocza teze wykazemy dla t € [0,a], gdy a > 0. Gdy a < 0 dowod
przebiega analogicznie. Zauwazmy, ze dla kazdego r € [0, 1] odleglos¢ w metryce d,,
punktu () od x jest nie wieksza niz |y|. Rzeczywiscie, jesli v, oznacza fragment
krzywej v zaczynajacy sie w punkcie v(0) = x, a konczacy w y(r), to

du(x,7(r)) = du(7(0),7(r)) < [pon| < 7] <
Niech 0 =ty < ... < t, = a beda takimi punktami, ze dla kazdego 1 < k < n

zachodzi |tg41 — tg| < e— |yl
Niech 0 < t < t1. Wtedy dla kazdego r € [0, 1] oraz o € ¥ mamy

dw(’}/(ff‘),O') = dw(ZE,O') - dw(’}/(’f‘),l') > €— |7|
Stad segment orbity 7,*v(r) dla t € [ty,t;] jest dobrze zdefiniowany. Ponadto,
d (2, T*(r)) < du(2,7(r) + do(Y(r), T2y (r) < Y[+t < Y|+ e— 7=

Skoro sup,ey, d,(z,0) > €, to z powyzszej nieréwnosci wynika, ze dla dowolnego
t € [0,t1] oraz r € [0,1] mamy Z“v(r) ¢ X. Zatem odwzorowanie 7, jest gtadkie
w pewnym otoczeniu krzywej v oraz jego pochodna w kazdym punkcie tego otoczenia
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jest rowna identycznosdci (w lokalnych wspotrzednych 7,* jest przesunieciem). Stad
dla dowolnego t € [0,t1] obraz 7;() jest krzywa klasy C' z parametryzacjy 7,* oy :
[0,1] — M \ X. Wyznaczmy teraz dtugosé¢ 7y dla t € [0, 4] :

1
79 = [ AT r = [ DT 0 dr = [ 1) dr = o),

co nalezalo dowies¢.

Zalozmy, ze dowiedliSmy juz tezy dla t € [to, t;] dla pewnego 0 < k < n. Aby do-
wies¢ tezy dla k+1 zauwazmy, ze powtarzajac argumenty jak dla k = 0, uzyskujemy,
ze dla t € [ty, txy1] mamy

do(Tiyw, Ty (1) = duo(T27(0), T2, Ty (7))

tr tk

ST+ do(Ty(r), T2, Ty () < Iyl + 1 =t < e

Stad w analogiczny sposob jak dla k& = 0 wnioskujemy, ze 7;y dla t € [tg, tgy1] jest
krzywa klasy C' nie zawierajaca punktow osobliwych oraz jej dtugosé jest réwna
|7|. Zatem rozumowanie indukcyjne konczy dowdd tezy roboczej, co pociaga teze
lematu. 0J

Ustalmy wektor indekséw punktéw singularnych x € N™. Zachodzi wtedy naste-
pujacy rezultat.

LEMAT 8.2. Dla dowolnej struktury translacyjnej ¢ € M(M, %, k) istnieje oto-
czenie U C M(M, X, k) takie, Ze dla kazdego w € U, spelnione sq nastepujgce
warunks:

(1) istnieje triangulacja Y (w) przestrzeni (M,w), ktorej elementy w struktu-
rze ptaskiej w sq trojkgtami na ptaszczyinie, oraz kawatkamsi afiniczny ho-
meomorfizm b, : (M,w) — (M,(), ktory jest odwzorowaniem afinicznym
na elementach Y(w), elementy ¥ sq jego punktami staiymi a ponadto b,
jest przeksztatceniem lipschitzowskim ze statq Lipschitza ik o7

(11) (bo)«Ao jest miarg absolutme czqgiq wzgledem \¢ z kawatkami statq gesto-
Scig f, spetniajgcq 1+E < fo < H’

(iti) przeksztatcenie U 3 w — f, € LY (M, \¢) jest ciggle.

Ponadto, dla kazdego w € U oraz 0 < e < ¢ min(1, sys(w)) istnieje & > 0 taka, ze
zachodzi

(iv) dla kazdego & € U, jezeli dproa(w, @) < & to b oby : (M,0) — (M,w) jest
afiniczny na elementach Y(©), b5!

Stob, : (M,w) — (M,®) jest afiniczny
na elementach Y(w), zaréwno b o by, jak i bt o b, sa odwzorowaniami
lipschitzowskimi ze statg 1 + €,

1 1d — D(b,," o bg)|all < € dla kazdego A € V()
oraz
|Id — D(h3" o b,)|5| < € dla kaidego B € Y(w);
(v) dla kazdego @ € U, takiego, zZe dproa(w, @) < & i dla zbioru

M(w) := {x € M, 1r€1£ d, (7,2 (x),0) > 4e dla kazdego t € [—1, 1]}

mamy )\w(ﬂ(w)) > 1 — Ke, gdzie uniwersalna stata K > 0 zalezy tylko od
K, oraz dla kazdego v € M (w) mamy

(8.1) do (T (x), b o by o T¥ o bt o by(x)) < € dla kaidego t € [—1,1]
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?
(8.2) dy(o,b; oby 0T o ob,(x)) > 3¢ dla kazdego t € [-1,1] oraz 0 € .

DowOD. Ustalmy strukture translacyjna ¢ € M(M,3, k) oraz niech C' C
M(M, ¥, k) bedzie skladowa spojnosci zawierajaca (. Mozemy zakladaé, ze ¢
nie ma pionowych polaczen siodlowych, a zatem istnieje reprezentacja wielokatna
(m, A6, 7¢) € ©F struktury ¢, gdzie 7 jest permutacja alfabetu A nalezaca do grafu
Rauzy’ego stowarzyszonego z C. W przeciwnym wypadku, mozemy obrécié ¢, aby
otrzyma¢ strukture (', ktora nie posiada potaczen siodtowych, skonstruowaé dla niej
triangulacje Y({’), a nastepnie obrocié z powrotem razem z triangulacja, otrzymujac
triangulacje Y(¢) (warto zaznaczy¢, ze obrot jest izometria i dziala w sposob ciagly
na M(M, 3, k), patrz [34]).

Oznaczmy przez min(¢) najmniejsza odlegtosé pomiedzy réznymi punktami po-
staci

SO Y XN T X X)) T X X)) 0<i<d
a€A;mo(a)<j a€A;mi (a)<g a€A;mo(a)<j acAsmi(a)<j
Niech €; > 0 bedzie liczba spetniajaca

H

(1. 1 .
(8.3) €1 < min {2 min((), ﬂo%gd{‘ Z T(f , Z Té

a€A;mo(a)<i a€A;mi(a)<i

Rozwazmy otoczenie
Z i =A{w € C; dpoa(Cw) < &1}
W szczegolnosc, jesli w € Z¢, to istnieja parametry (7, A, 7%) € ©F takie, e w =
M (7, \*, 7) oraz dla kazdego a € A zachodzi |\, — \¢| < &1 oraz |75 —7%| < ;. Dla
kazdego w € Z¢, niech P(w) C C bedzie wielokatem wyznaczonym przez (m, A, 7¢)
i niech
Ri(w):= >  (X+iry) oraz Ri(w):= >  (A+irY) dlai=0,...,d
{asmo(a)<i} {1 ()<}
Zauwazmy, ze Ry(w) = Rj(w) =0, Ry(w) = R)(w), a zbior
{Ro(w), Ry (w), ..., Rq(w), R} (w),..., R ;(w)}

sktada si¢ z wierzchotkow P(w). Dla i = 1,...,d — 1 rozwazmy pionowe odcinki
laczace R;(w) i R}(w) z przeciwna strona brzegu P(w). Oznaczmy przez Q;(w) i Q% (w)
odpowiednie drugie konice tychze odcinkow (patrz rys. . 7, wyboru e, wynika, ze
punkty Q;(w) i Q}(w) nie sa wierzchotkami P(w). Skoro kazda krawedz z gornej
czesci brzegu wielokata jest zidentyfikowana z jedna z krawedzi z dolnej czesci brzegu
wielokata, to istnieja reprezentacje punktow Q;(w) i Q}(w) na przeciwnych potowach

brzegu wielokata, ktore oznaczymy odpowiednio przez S;(w) i S}(w). Zauwazmy, ze
Re(Si(w)) = T, xo(Re(R;(w))) 1 Re(Sj(w)) = Trpe(Re(Rj(w))),

gdzie T} v jest przekladaniem odcinkoéw danym przez (w, \*).
Z wyboru €, wynika, ze wszystkie liczby postaci

Re(Ro(w)), Re(Rq(w)), Re(Si(w)), Re(Si(w)),
Re(R;(w)) = Re(Q;(w)), Re(Rj(w)) =Re(Qi(w)) dlai=1,...,d—1
sa parami ro6zne. Niech
V(w) = {Ro(w), ..., Ry(w), R, (w),..., R, ,(w),
S1(w), ..., Si—1(w), ST (w), ..., S 1 (w)}.
125



ROZDZIAL 8. LOKALNE CIAGLE WLOZENIE PRZESTRZENI MODULI

R R
% Q,

Q By

RU

Ry

RIZ Q 3

O Q

R, Ry
RYSUNEK 1. Wierzchotki P(w) i ich rzutowania na przeciwne potowy.

o~

Zbior V(w) jest w istocie wyznaczony przez parametry (A, 7). Rozwazmy
ciag {V;(w)};%°, ktory jest uporzadkowaniem elementéw V(w), tak, ze ciag
{Re(V;(w))};%° jest rosnacy.

Ponowme z wyboru €; wynika, ze dla kazdej struktury w € Z;, uporzagdkowania
zbiorow V(¢) i V(w) sa takie same, to znaczy

Viw) = Ri(w) < V;(Q) = Ri(¢), Vj(w) = Ri(w) & Vi(¢) = R
Vi(w) = Si(w) & V;(Q) = Si(Q),  V;(w) = Sj(w) < V;(C) = Si(
dla kazdego 7 =0,...,4d — 3.

Dla kazdego w € Z; skonstruujemy teraz triangulacje (warto zaznaczy¢, ze nad-
uzywamy w tym momencie stowa ,triangulacja”, gdyz jej krawedzie moga taczyé
wierzchotki, ktore na powierzchni (M,w) sa tym samym punktem) )Y (w) wieloka-
ta P(w). Niech {r(k)}ock<aa—1 bedzie Scisle rosnacym ciagiem zawartym w zbiorze
{0,...,4d — 3} takim, ze punkty V,u(w) sa wszystkimi wierzchotkami wielokata
P(w). Wowcezas 7(0) = 0 oraz V) (w) = Ro(w) a takze r(2d — 1) = 4d — 3 oraz
Vi2d-1)(w) = Rg(w). Niech Xz(k)(w) = Qi(w), jezeli V,4y(w) = R;(w) i podobnie
niech V) (w) := Q}(w), jezeli Vygy(w) = Ri(w) dla kazdego k = 1,...,2d — 2.

Dla dowolnego k=1,...,2d—2 definiujemy Vig_3 4(w) := Vi) (w) oraz V(w) :=
(Vi Jod5 Innymi slovvy V(w) jest rodzinad punktow bedaca suma rodzin {R;(w)}4,,

{Ri(w)}o), {Qi(w)Y=, {Qiw)MEL, {Si(w) ) oraz {S)(w)}). Wtedy dla j =
4d — 2, ...,6d — 5 zachodzi

Vj(w) = Qi(w) « V() = Qi(Q), Vj(w) = Qi(w) & Vi(¢) = Qi(0).

~—

(C)?
¢)

Warto takze zaznaczy¢, ze dla kazdego 7 = 0,...,6d — 5 odwzorowanie
(8.4) Z: 5w Vj(w) € C jest ciagle.
Zauwazmy, ze dla dowolnego k = 1, ..., 2d—2 pionowe odcinki o koricach w punk-

tach V) (w) oraz Vyg (w) dziela wielokat P(w) na 2d—3 trapezow oraz dwa trojkaty
(patrz rys. [1)). Podamy teraz procedure tworzenia triangulacji (M, w) w obrebie tych
trapezow 1 trojkatow.
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Ry Rs
S

R{)

Ry

QB

R} Ry

RYSUNEK 2. Triangulacja J(w) dla wielokata z rys.

Wskazemy teraz trojkaty, ktore przychodzg w skltad triangulacji ) (w). Rozwazmy
trojkat zadany przez punkty Vo) = 0, V1), f/r(l). Jezeli r(1) = 1, to ten trojkat nale-
zy do Y(w). Jezeli r(1) > 1 i Im(V;(w)) > 0 to polaczmy odcinkami wszystkie V;(w)
takie, ze 1 < r(1)1Im(V;(w)) < 0z punktem V;(w). Dla wszystkich i < r(1) takich, ze
Im(V;(w)) > 0, taczymy odcinkami V;(w) z punktem V(1) (w) lub Vy(w), wybierajac
ten, ktory ma ujemna czes¢ urojona. Jezeli r(1) # 11 Im(V;i(w)) < 0, to postepujemy
w sposob symetryczny (patrz rys. . Wszystkie trojkaty ktore otrzymaliSmy w po-
wyzszej procedurze, dolaczamy do Y(w). Poprzez zastosowanie pionowej symetrii
osiowej, postepujemy analogicznie dla trojkata V. oq—o)(w), ‘Zn(gd_g) (w), Vi2d—1)(w).

Dla kazdego k = 1,...,2d — 3 rozwazmy trapez o wierzchotkach V,)(w),
Ve (W), f/,n(k)(w) i f/r(kﬂ)(w). Przypomnijmy, ze odcinki o koricach w punktach
Vo (w) i Vi (w) oraz w punktach Vi (w) i Vi (w) sa pionowe, a wiec stanowia
podstawy trapezu. W kazdym z tych trapezéw rozwazmy przekatna taczaca lewy
gorny wierzcholek z prawym dolnym. Jezeli 7(k + 1) = r(k) + 1, to oba powstale
w ten sposob trojkaty naleza do Y(w). Jezeli r(k + 1) > r(k) + 1, to dla kazdego
r(k) < i < r(k+1) laczymy odcinkiem V;(w) z prawym dolnym wierzchotkiem
trapezu jezeli Im(V;(w)) > 0, natomiast jesli Im(V;(w)) < 0 to taczymy ten punkt
z lewym gérnym wierzchotkiem trapezu. Dotagczamy powstate w ten sposoéb trojkaty
do Y(w). W ten sposob otrzymalismy triangulacje )V (w) wielokata P(w) sktadaja-
ca sie z trojkatow, ktorych wierzchotki sa w punktach b(gd@cyml elementami V(w)
(patrz rys. |2 ' Ze wzgledu na to, ze uporzadkowanie elementow V(w) jest takie samo
dla wszystkich w € Z;, to liczba trojkatow w triangulacjach V(w), w € Z; jest row-
niez taka sama. Dokladniej, dla wszystkich w € Z, trojkaty w kazdej triangulacji
Y(w) wyznaczone sa przez punkty z V(w) o tych samych indeksach.

Zdefiniujmy teraz b, : (M,w) — (M, () jako kawaltkami afiniczne odwzorowanie
takie, ze

ho(Vi(w)) = Vi(¢) dla kazdego i = 0,...,6d — 5,

a kazdy trojkat z Y(w) z wierzchotkami Vj(w), Vi (w), Vi(w) jest przesylany afinicznie
na trojkat dany przez punkty V;(¢), Vi(¢), Vi(¢), nalezacy do Y((). Zauwazmy, ze
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o

R

RYSUNEK 3. Fragment triangulacji Y (w) dla trojkata z lewej strony.

odwzorowanie b, jest jednoznacznie zdefiniowane poprzez elementy zbioru V(w) a
ze wzgledu na lemat [7.1] jest ono homeomorfizmem. Ponadto poniewaz ¥ C V(w), to
mamy rowniez, ze elementy zbioru X sa punktami staltymi odwzorowania b,. W ten
sposob dla dowolnego w € Z¢ skonstruowalismy kawatkami afiniczny homeomorfizm
b, ktory spelnia (i) za wyjatkiem ostatniej wlasnosci. Ta whasnoscia, tzn. szaco-
waniem stalej Lipschitza b, zajmiemy si¢ w dalszej czesci dowodu. Otoczenie Z,
bedziemy zmniejsza¢ do wlasciwego otoczenia U, tak, aby spelione byty pozostate
wlasnosci wymienione w lemacie. Zrobimy to w dwdch krokach.

Zauwazmy, ze poniewaz dla kazdego A € Y(¢) mamy h_'(A) € Y(w) oraz zacho-
dzi (8.4), to odwzorowanie Z; 3> w — A (h;'(A)) € Rop jest ciagle. Ponadto jesli
w = (, to b, = Id. Wybierzmy zatem 0 < €9 < &, takie, ze

(8.5)  dyoa(Cw) <eg=1—g¢ < )m <1+ ¢ dla kazdego A € Y(().

Oznaczmy 2:l< = {w € Z¢; dyoa(C,w) < e2}. Zalozmy, ze w € Z/Nlc. Poniewaz b, jest
homeomorfizmem kawaltkami afinicznym, to (b, ).\, jest miara absolutnie ciagty
wzgledem A i posiada kawatkami stala gestos¢ f,, danag wzorem

56 ) = 202 (4)

dla kazdego z € A oraz A € Y((),
Ac(A)
spetniajaca

< f, < ,
1+€< f 1—54

a wiec zachodzi warunek (i7). Co wiecej, zauwazmy, ze dla kazdego A € Y(() z cia-
glodci odwzorowania w — A, (b 1(A)) oraz ze wzoru wynika ciaglosé prze-
ksztalcenia N
Z/{( S W fw € Ll(M, >\<),

czyli zachodzi warunek (iii).

Niech w, @ € U;. Wtedy odwzorowanie h-lob, : (M,w) — (M,©) jest kawalkami
afinicznym homeomorfizmem, ktory jest afiniczny na elementach ) (w) oraz

h! o b, (Vi(w)) = Vi(w) dla kazdego i = 0, ...,6d — 5.

Rozwazmy dowolny trojkat A € Y(¢) i niech V;((), Vi(€),Vi(¢) € V(¢) beda
jego wierzchotkami. Wtedy lin(h ! o boly-14) jest macierza postaci Ba(w,w) =
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[bij(w,@)]i j=1,2, gdzie

_\ _ Re(Vi(@)=V; (@) Im(Vi(w)—V; (@) —Re(Vi(@) =V} (@) Im (Vi (w) =V (@)
b11(W, @) = ReVh () =V (@) T (Vi () V) (@)~ Re(Va(w) =V, () T(Ve (@)=Y, ()
Re(Vi(®)—V; (@) Re(Vi )=V () —Re(Vi (@)= V; (@) Re(Vi (@)= V; (@)

012(w; @) = R @)=V, () (Vi (@)=Y () —Re(Vi )=V, () (Vi () =V’ ()
by (10, @) = I0VE@) V@) Im(Vi) Vi) Im(V) v3<w>>lm(vk<w> V;(w))
21 Re(Vi (w)—V; () Im(Vi (w) = V; (w)) —Re(Vi (w)—V; (@) Im (Vi (w) = V; (@)’

oraz

Re(Vi(w)—Vj(w )Im(Vz(@)—Vj(w); Re(Vi(w)=Vj(w)) Im(Vy, (@) =V (@)
R

)
022 (W, ©) = Re(Vy @)=V (@) I(Vi(@) =V’ () ~Re(Vi @)=V () TV ()= (@)

Zauwazmy, ze aby otrzymaé¢ wzor na Ba(@,w) = (Ba(w,®))™" = lin(b;" o bgi-1,)
wystarczy w powyzszych wzorach zamieni¢ w na @ i na odwrét. Zauwazmy ponadto,
ze Bp(w,w) = Id.

Ustalmy w € Uy oraz 0 < € < % Zauwazmy, ze z (8.4) wynika, ze dla kazdego
A € Y(¢) odwzorowania

(8.7) W+ By(w, ) oraz @r— Ba(w,w) sa ciagle.
Zatem istnieje § > 0 taka, ze dla kazdego A € Y(() zachodzi
(8.8) dproa(w,w) < § = ||Id — Ba(w,w)|| < € A ||Id — Ba(w,®)|| < e.

Stad wynika, ze dla kazdego w € Z:{C speliajacego dpoq(w, ) < ¢ kawalkami afi-
niczne homeomorfizmy h;! o b oraz h ! o b, sa lipschitzowskie ze staly Lipschitza
1 + e. Wykazalismy zatem, ze spelniony jest warunek (iv).

Biorac € = 1/10 oraz @ = ¢ w (8.8), mozemy znalezé¢ 0 < g3 < €5 takie, ze dla
kazdego w € Zjlg spetniajacego dproa(w, () < 3 zachodzi

11 11
|Id — Ba(w, Q)| < 10 A [ Id — Ba(C,w)| < 1 dla kazdego A € Y(().

Zatem jesli Uy = {w € Ug; dproa((,w) < €3} oraz w € U, to homeomorfizmy b,
i b ! sa lipschitzowskie ze stala %, czyli spelniony jest ostatni warunek z punktu
(7).

Aby udowodnié¢ warunek (v), zauwazmy, ze zbior punktow, ktore nie znajduja sie
w 4de-owym otoczeniu przychodzacych i wychodzacych odcinkow separatrys dtugosci
1, sa elementami zbioru M (w) C M. Z tego wynika, ze dopelnienie M (w)® ma miare
Ao co najwyzej 8(1 + 4e)e razy liczba przychodzacych i wychodzacych separatrys
(czyli 2377, (Kk; + 1)), co wyznacza wartos¢ statej K := 3237, (k; + 1). Wtedy dla
kazdego w € Uy zachodzi A, (M (w)) > 1 — Ke.

Ustalmy w € U,. Dla kazdej @ € U, oznaczmy przez X® : M — R? jednostko-
we stale pionowe pole wektorowe na (M, w) zdefiniowane na M \ 3, rowne (0, 1),
ktore wyznacza potok 7. Rozwazmy potok S““ bedacy przeniesieniem potoku 7%
na (M,w) poprzez odwzorowanie h ! o by, tzn

Y =htobyoT P obhtobh, dlakazdego t€R.
Jest to potok, ktorego orbity sa ciaggle i kawaltkami liniowe, sa one liniowe na troj-
katach bedacych elementami triangulacji Y (w).

Rozwazmy zbior M(w) C M \ ¥ punktow z € M \ ¥, dla ktorych orbita potoku
8% jest liniowa na pewnym odcinku czasu wokol zero. Jesli z € M(w) zawarty jest
w trojkacie b 1(A) € Y(w), to fragment orbity x na pewnym odcinku czasu wokot
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zera jest liniowy i zawarty w b '(A). Poniewaz h ' o by : b1 (A) — b 1(A) jest
odwzorowaniem afinicznym postaci
(Ba(w,w),v)x = Ba(w,w)z + v,
gdzie v € R?, zatem na tym odcinku czasu mamy
S = (Ba(w,w),v) 0 T2 o (Ba(@,w),v) ‘.
Wtedy
d

TSP hmo = Ba(@,0) T2 ((Ba(@,0),0) 0 oo = Ba(@,)(0,1),

Nalezy ponadto zaznaczy¢, ze jesli = € ]\//\[(w) nalezy do dwoéch trojkatow
ho'(A), b1 (A)) € Y(w), to fragment orbity lezy na wspoélnej krawedzi tych troj-

katow oraz wektory Ba(w,w)(0,1) oraz Ba(w,w)(0,1) sa identyczne.
Rozwazmy zatem pole wektorowe Y na M (w) takie, ze

Y¥9(z) = Ba(@,w)(0,1), gdy =€ b 'A.
Witedy jesli dpjoa(w, @) < 6, to z (8.8) otrzymujemy, ze
(8.9) 1(0,1) = Y*“(2)|| < e dla wszystkich = € M(w).

Zalormy, 7e © € M(w) oraz t_(z) < 0 < t,(z) sy takie, ze fragment orbity
{82 () ber (o)1, (a)] Jest zawarty w h'A oraz w dziedzinie pewnej mapy atlasu
definiujacego powierzchnie translacyjna (M,w). Wtedy dla kazdego ¢t_(z) < t <
t,(z) zachodzi

(8.10) P() = 0 By (@,w) 0. ) = + [ 'Y Ee(85(2)) ds.

Niech z € M \ ¥ oraz wybierzmy dowolne liczby t_(z) < 0 < ¢, (z) takie, ze
fragment orbity {S; () befr_(x).1s (x)) jeSt zawarta w dziedzinie pewnej mapie atlasu
definiujacego powierzchnie translacyjna (M, w). Wtedy jako, ze potok S ma ciggle
orbity, to z (8.10)) otrzymujemy, ze w lokalnych wspotrzednych zachodzi

_ t 7
S5 (x) = & + /O YOS5 (2))ds  dla kazdego t € [t_(x), 1, (z)].

Rzeczywiscie, wystarczy podzieli¢ przedzial [0, t] na fragmenty, w ktorych orbita jest
zawarta w elementach triangulacji, a nastepnie skorzystac¢ z (8.10) oraz z ciaglosci
orbit potoku 8. Zatem, korzystajac z (8.9), dla dowolnego ¢ € [t_(z), t; ()] mamy

T4 10,1) — (:p + /Ot Yo(85% (1) ds) ‘

t - -
< [U0,1) = Y2(82(@)) | ds < e

Niech 0 < € < g min(1, sys(w)) oraz x € M(w). Niech 0 =ty < t1 < ... <tp_1 <
t, = 1 beda takimi liczbami, ze t;;; —¢; < edlat=0,...,n— 1. Uzywajac indukeji
matematycznej wykazemy teraz, ze

d, (722,87 (x)) < e dla t€[0,1].
Jako, ze x € M(w), to Uo<i<t, B(T2 (), 2¢) C M\ X oraz jest to zbior zawarty w kuli
otwartej o promieniu Se. Poniewaz € < £sys(w) to Upcscr, B(T(2), 2€) jest zawarty
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w dziedzinie jednej z map definiujacych strukture translacyjna (M,w). Wowczas
z punktu (iv) uzyskujemy, ze dla ¢ € [0, ¢;] zachodzi

_ _ 7 7
do(z, 8% (x)) < (1+ e)d@(hgl o b, (), T¥ ot o hw(m)) < (146t < ét < g€
Zatem dla kazdego t € [0, ¢;] zachodzi
S7¢(x)e | B(T(x),2¢) C M\ .

o<t

Stad oraz z (8.11)) uzyskujemy
A (T (x), 57 (x)) < tue,

dlat e [O,tl]
Zatozmy teraz, ze dla pewnego 1 < m < n wykazaliSmy
(8.12) A, (T2 (x), 87 (x)) < tme dla t €[0,1,,].

Wykazemy teraz, ze
d,(T¥ (), 87 (2)) < tyyre dla t € [ty, tmii)-

Zauwazmy, ze skoro z € M(w), to zbior Us<ictn B(T2(x), 2€) € M\ X jest
%€ 0 érodku w punkcie T t000)2% takze za-
wartej w M\ 3. Stad oraz z tego, ze € < #sys(w), tenze zbior zawiera si¢ w dziedzinie
jednej z map definiujacych strukture translacyjna (M, w).

Zauwazmy, ze dla t € [t,, t,,11] zachodzi

A (T (), T2, (Sl (@) < du(Tie (1), S5 (1)) + du (S (), T2, (Si (1))

tm

< tme+ (T —t,) < 2e.

zawarty w kuli otwartej o promieniu

Ponadto korzystajac z (iv) uzyskujemy

do(T32 (2), §75,,(Si (2)))
< du(Ty) (%), 837 (2)) + du (S5 (2), §25,,(86 ()

m m

< tme+ (14 €)ds (5" 0 0a(SE°(2)), T2, (05 0 ba(SE(x))) )
S<tme+(L+e)(t—tm) < 1636.

Zatem dla t € [t,,, t;11] zachodzi
(8.13) T2, (SP(2), 7, (SE4(2)) € B(T? (x), ) € M\ S

Stad oraz z tego, ze kula B(7* (z), %3) jest zawarta w dziedzinie jednej z map de-
finiujacych strukture translacyjna (M,w), korzystajac z (8.11) uzyskujemy, ze dla
t € [tm, tms1] zachodzi

(8.14) do (T2, (S22 (7)), 87 (x)) < (8 = tm)e < (bmy1 — tm)e.

tm

Korzystajac z faktu, ze z € M(w), z (8.12)) oraz z lematu ﬂ dla z = T2 (z),
y :=89(x), € := ty,e oraz a := ty 41 — t,, uzyskujemy

t"YL
d., (Z“jtm (Sa’w(x)),’l?’(:v)) < tme dla kazdego t € [ty tmi1]-
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To razem z (8.14) implikuje, ze dla kazdego t € [t,, t;y1] zachodzi
do(T(2), 574 () < do (T2, (S (1)), T2 (%)) + du (T2, (S22° (2)), S ()

tm
< b€+ (tr1 — tm)€e = tiiie,
co konczy rozumowanie indukcyjne. WykazaliSmy w ten sposob, ze dla kazdego t €
0, 1] mamy
0, (T (1), 57 (2)) < .
Analogicznie mozemy wykazaé, ze dla kazdego t € [—1, 0] powyzsza nierownosé takze
zachodzi. Udowodnilismy tym samym (8.1)).

Skoro = € M(w), to korzystajac z (8.1)) otrzymujemy, ze dla kazdego o € X oraz
t € [-1,1] mamy

dy(0,857°(2)) > dul0, T (7)) — du( T (), S (x)) > e — € = 3e.

To konczy dowod (8.2), a zatem i calego lematu.
O

LEMAT 8.3. Niech w € M(M, X, k) i niech D bedzie prostokgtem w (M,w). Dla
kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, Ze dla kazdej mierzalnej funkeji F : D — (M, w),
spetniajgce)

(8.15) F(Alp) = /\W‘F(D)

oraz

(8.16) sup d,(z, F(x)) < 0,
zeD

mamy

(8.17) A(D) — A\(D N F(D)) < <.

DowOD. Niech € > 0. Zakladamy, ze ¢ < A\, (D), gdyz w przeciwnym wypadku
rezultat jest trywialny. Wybierzmy ¢ > 0 taka, ze zbior

D :={x € D;Vyer du(z,y) <5 =y € D}

ma miare \,(D) > A\, (D) —e. Wtedy dla kazdej mierzalnej funkcji F': D — (M, w)
spetniajacej (8.16) otrzymujemy, ze F(D) C D. Stad i z (8.15)) uzyskujemy
Ao(DNF(D)) = A(F(D)) > A\(D) > Ao(D) — €.

Przystapimy teraz do dowodu gléwnego twierdzenia w tym rozdziale.

TWIERDZENIE 8.4. Niech ( € M(M, X, k) i niechU; bedzie otwartym otoczeniem
danym przez lemat . Wtedy istnieje ciggte przeksztatcenie & : Uy — Flow(M, \¢)
takie, ze dla kazdego w € U, pionowy potok translacyjny na (M,w) jest izomorficzny
w sensie teoriomiarowym poprzez homeomorfizm z zachowujgcym miare potokiem

S(w) na (M, X).

DOWOD. Z punktow (i) i (ii) w lemacie [8.2] dla kazdego w € U istnieje ho-
meomorfizm b, : M — M, dla ktérego elementy zbioru ¥ sa punktami stalymi
oraz (hy)«dw = ful¢ , gdzie f,, spelnia 1+15c < fu < 1—15<' Mozemy zatem zasto-
sowaé twierdzenie [7.10] aby uzyska¢ homeomorfizm H, := Hy, : M — M, ktory

zalezy w sposob ciagly od f, oraz (Hy,).(fuAe) = A¢. Z punktu (4i7) w lemacie
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otrzymujemy, ze odwzorowanie w — f,, jest ciggle. Zatem jako zlozenie dwoch
odwzorowan cigglych, przeksztalcenie

(8.18) U 5 w— H, € Hom(M) jest ciagle.
Zadamy teraz homeomorfizm na M wzorem
K:w = Hw o hw-

Zauwazmy, ze (K,).\o = A¢, natomiast potok I, 0 7% o K ! zachowuje miare .
Zatem aby zakonczy¢ dowdd, pokazemy teraz, ze odwzorowanie

Us Dw— K, 0TY o K1 = &(w) € Flow(M, \¢)

jest ciagte.

Ustalmy w € U,. Udowodnimy teraz ciaglo$¢ odwzorowania & w punkcie w.
Na (M,w) wybierzmy rodzine Q sktadajaca sie z otwartych prostokatow, taka ze
Q generuje o-algebre borelowska na M. Mozemy zaktadaé, ze dla kazdego @ € Q
mamy A, (Q) < §. Zauwazmy, ze przeksztalcenie Kt : (M, A¢) — (M, ) jest
teoriomiarowym izomorfizmem. Stad, ze wzgledu na uwage [2.11] aby dowie$¢, ze &
jest ciagle, wystarczy udowodni¢, ze odwzorowanie U > w — K ' o S(w) o K, €
Flow(X, \,) jest ciagte. Innymi stowy, wystarczy pokazaé, ze dla kazdej liczby € > 0
i dla kazdego prostokata ) € Q, istnieje liczba 6 > 0 taka, ze

(8.19) drrod(w, @) < 8 = sup M\(T7°Q A Ko &(0); 0 K,Q) < e.
te[—1,1]

Ustalmy Q € Qi e > 0. Wykazemy teraz dla Q. Oznaczmy przez k
ilo$¢ przecieé¢ prostokata () z przychodzacymi i wychodzacymi odcinkami separatrys
dtugosei 2 startujacych z punktéw osobliwych o € 3. Poprzez ewentualne wydtuze-
nie tych odcinkéw, otrzymujemy odcinki v; C @ dla j = 1,...,k takie, ze punkty
koicowe v; leza na poziomych krawedziach (). Wybierzmy liczbe 0 < ¢ < ¢ ta-
ka, ze podzbior @ C @ otrzymany z () poprzez wyciecie wszystkich prostokatow
o szerokosci 4eg, dla ktorych v; jest jednag z pionowych krawedzi, spelnia

(8.20) Mo(@) > (1= )h(@Q).
Zauwazmy, ze Q) jest suma [ < k + 1 prostokatow Djdlaj=1,...,1. Z lematu
istnieje liczba 7 > 0 taka, ze dla kazdego 5 = 1,...,[ i dla kazdego odwzorowania

F: D; — M takiego, ze F.(A\u|p,) = Au|r(p;) oraz sup,ep, do(z, F(z)) < 4y mamy
(8.21) Mo(DjNF (D)) > (1 —e)A(D;).

Rozwazmy 0 < € < min{vy,eq}. Z otrzymujemy, ze & — Hg jest odwzo-
rowaniem ciaglym, a zatem przeksztalcenie w — H_ ! o ‘H,, takze jest ciagle. Stad
mozemy wybra¢ § > 0 taka, ze dla kazdej struktury translacyjnej o € U, zachodzi
nastepujaca implikacja
(8.22)
drrod(w,w) < § = (sup dc(HgloH@(x),x) <€ A sup dC(Hglon(x),x) < 6).

zeM xeM
Ponadto, stosujac punkt (iv) z lematudla € oraz wybierajac mniejsza 6 > 0, jezeli
zajdzie taka koniecznos¢, uzyskujemy, ze dpsoq(w,w) < § implikuje lipschitzowskos¢
kawalkami afinicznych homeomorfizmow b ! o by : (M, 0) — (M,w) oraz h 1o b, :
(M,w) — (M,w) ze stala 1 + €.
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Odtad bedziemy zaklada¢, ze dyroa(w,w) < 0. Wowezas punkt (v) z lematu
implikuje, ze zbior M (w) spetia A\, (M (w)) > 1 — Ke oraz
(8.23) B
do (T (x), b o by o T¥ o bt o hu(2)) < e dla x € M(w) dla kazdego t € [~1,1].
Takze z punktu (v) w lemacie otrzymujemy, ze dla kazdego o € ¥ mamy
(8.24) d,(0,b; ohs 0T ob o, (x)) > 3e dla 2 € M(w) dla kazdego ¢ € [—1, 1].
Skoro € < €q, to z definicji M (w) mamy, ze Q C M(w).
Oszacujemy teraz odleglosé pomiedzy orbitami potokow h 1o by 07 o h o b,
oraz
K'oB) ok, =K, oKyo0T,” oK' o K,
= b;lo'H;loH@of)@o'];‘Doha_jlnglonohw,
Z (8.22)) otrzymujemy, ze
d<<bw(9:),H51 oH, o f)w(x)) <€
dla kazdego x € M. Z punktu (i) w lemacie ho!: (M, () — (M,w) jest lipschit-

zowski ze stala %. Zatem otrzymujemy

11
(8.25) d@(hgl ob,(z), bt o H o H, 0 hw(x)) < o€ dla kazdego = € M.

Skoro b ! o by jest odwzorowaniem lipschitzowskim ze stala 1 + €, ktore ponadto
ustala punkty z X, to z (8.24) wynika, ze dla kazdego x € M (w) zachodzi

: : (T -1
B o]y BT 0 e hute).0)

1 i 1 - @ — J€
> 1+e {rnelgtegf,l] di(b," 0 ba(2) 0 T 0 b 0 bu(x), 0) > T1e > 2e.

dla kazdego = € M(w). Stad, z (8.25) oraz z lematu dla z := pZ! o b, (),

y :=bgl o Hy' o H,0hy(x), € := J5€ oraz a = £1 uzyskujemy

11
10
dla t € [—-1,1] i dla kazdego 2 € M(w). Skoro b : (M,&) — (M, () jest odwzoro-

waniem lipschitzowskim ze stata %, to z tego wynika, ze

0o (T2(05" 0 0u(2)). T 0 b5' o Hy o M, 0 () <

€,

_ _ 121
de(b 0 T2 0 b5 0 hu(2), b 0 T¥ 0 b o HG' o Hy 0 bu()) < Toe.

100
Poprzez ponowne uzycie (8.22) uzyskujemy, ze
~ _ 221

de(ba o 7 0 bt o hu(e), Mt o Hg 0 bz 0 T o byt o Hy o My, 0 () < T
Skoro ! réwniez jest odwzorowaniem lipschitzowskim ze staty %, to otrzymujemy,
ze dla kazdego x € M(w) oraz t € [—1, 1] zachodzi
< 2431

—e.

1000
Rozwazajac powyzsza nieréwnosé razem z (8.23) uzyskujemy, ze dla kazdego x €
M(w) oraz t € [—1,1] mamy

do (b2 ohao T ohg ohy (), b oM oHyohz0 TP oh o H o H o, (x) )

do (T (1), K5 0 8(@)1 0 K (1)) <
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Stad, z faktu, ze 2 € M(w) oraz z lematu dla x := T*(x), y .= K 0o §(0); o
K.(x), € := 4e oraz a := —t uzyskujemy

(8.26) d, (a:, T_“’tongloG(c_u)tole(xD < 4e dla kazdego = € M(w)orazt € [—1,1].
Jako, 7e D; € Q C M(w) dla j = 1,...,1, to nieréwnosé¢ (8.26)) jest spetniona
dla wszystkich = € D;. Dla kazdego t € [—1, 1] rozwazmy funkcje
F,i=T“0K,'oB(@), 0 K,.
Zauwazmy, ze F; zachowuje miare \,. Zatem z (8.21)) uzyskujemy
Ao(D; N T 0 Ko o &(@)r 0 Ku(D))) > (1= €)Au(Dy).
Stosujac dodatkowo 7 “-niezmienniczo$¢ miary A, otrzymujemy
Ao (T2(Dy) NKSY 0 8(@)s 0 Ku(D))) > (1= )Ml T (D)),
dla kazdego t € [—1,1]. Poprzez wysumowanie po j = 1,...,[, uzyskujemy
M (TE(Q) NKS 0 8(@) 0 Ku(@)) > (1 - Al T¥(Q))
a z (8.20) to daje, ze
Ao (TP(Q) N KS 0 8(@) 0 Ku(Q)) > (1 - 20)Mu(T#(Q)).
Skoro \,(Q) < %, to
Mo (T2(Q) AKS 0 8(@): 0 Ku(Q)) < 4eMu(Q) <o
Zakonczylismy tym samym dowod (8.19)) a co za tym idzie, catego twierdzenia. [

Ciagle wlozenie uzyskane w powyzszym twierdzeniu jest zdefiniowane tylko lo-
kalnie. Wykazemy jednak, ze jest to wystarczajace do przeniesienia warunku Gy
z przestrzeni potokéw zachowujacych miare do przestrzeni moduli.

LEMAT 8.5. Niech X bedzie metryzowalng przestrzeniqg topologiczng. Niech
{U, }ien bedzie rodzing otwartych zbioréw takq, ze Ujen Ui = X. Jezeli V. C X jest
takie, ze

V N U; jest zbiorem G5 dla i € N,
to V jest zbiorem Gj.

DOWOD. Zauwazmy, ze V = ey ((V NU;) U Uf). Poniewaz X jest przestrzenia
metryzowalna, to kazdy zbiér domkniety jest zbiorem Gs. Dowdd konczy fakt, ze
suma dwoch zbiorow Gy jest zbiorem Gy. O
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ROZDZIAY. 9

Potoki translacyjne roztaczne ze swoimi odwrotnymi sg
Gs-geste

W tym rozdziale, wykorzystujac narzedzia przygotowane w poprzednich roz-
dziatach, dowodzimy fundamentalnego twierdzenia [0.6] z ktoérego z kolei wynika
bezposrednio twierdzenie Na poczatku rozdzialu podany jest réwniez dowod
twierdzenia [[.2]

Ponizszy kluczowy rezultat wynika z dowodu wniosku 3.3 w [8].

TWIERDZENIE 9.1. Niech (X, B(X), p) bedzie probabilistyczng standardowq prze-
strzeniq borelowskq oraz niech Flow(X) bedzie przestrzeniq potokéw zachowujgcych
maare i na X. Wtedy zbior stabo mieszajacych potokéw, ktore sq roztgezne ze swoimi
odwrotnymsi jest Gs-gesty.

Nastepujacy ogolny rezultat pozwoli nam w szczegdlnosci przenies¢ warunek Gy
dla zbioru na dowolng sktadowa spéjnosci przestrzeni moduli.

LEMAT 9.2. Niech Brop bedzie wlasnosciq takq, ze zbior elementow posiadajg-
cych tg wltasno$é jest podzbiorem Gs-gestym w Flow(X). Wtedy na kazdej sktadowej
spognosci C' przestrzeni M, zbior struktur translacyjnych, dla ktorych pionowy potok
translacyjny ma wtasnosé Prop jest podzbiorem typu Gy w C.

DowoOD. Niech C bedzie sktadowsg spojnosci przestrzeni M. Przy pomocy twier-
dzenia wiemy, ze dla kazdego ¢ € C istnieje otwarte otoczenie U, i ciggte odwzo-
rowanie S, : U, — Flow(X) takie, ze dla kazdej w € U, pionowy potok translacyjny
T jest izomorficzny teoriomiarowo z &¢(w). Skoro C' jest rozmaitoscia topologicz-
na, to jest o-zwarta. Zatem istnieje ciag struktur translacyjnych {(,}nen taki, ze
UnenUc, = C. Dla kazdego n € N mamy, ze

Ve, i ={w € Ug,; T spelnia Prop}
={wel,; &, (w) spelnia Prop}
=6 {T € Flow(X); T speknia Prop}
jest zbiorem typu G5 w Uc,,. Z lematu to daje, ze zbior tych w € C| dla ktorych
T spelnia Prop, jest zbiorem typu Gs w C. 0J

Poprzez rozwazenie twierdzenia razem ze stwierdzeniem otrzymujemy
ponizszy rezultat.

WNIOSEK 9.3. Zbior tych struktur translacyjnych ¢, dla ktorych pionowy potok
translacyjny na (M, () jest stabo mieszajgcy i roztgezny ze swoim odwrotnym jest
zbiorem typu G na kazdej sktadowej spojnosci C' w przestrzeni moduli.

Przedstawimy teraz oznaczenia, ktére bedziemy uzywac do konca tego rozdziahu.
Niech ' C M bedzie niehipereliptyczng sktadowa spdjnosci przestrzeni moduli,
tj. C nie jest postaci M™P(2g — 2) lub M™P(g — 1,9 — 1) dla zadnego g > 2.
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Niech m = (mg, m) bedzie permutacja alfabetu A sktadajacego sie z d elementow
z odpowiadajacej C' rozszerzonej klasy Rauzy’ego spelniajaca

(9.1) 7 (1) = 7 (d) L M d) = 7 (1),

Taka permutacja istnieje dzieki twierdzeniu [2.16| a z wyboru C' wynika, ze nie jest
ona symetryczna. Niech 2, bedzie macierza translacji stowarzyszong z w. 7Z wniosku
istnieja symbole aq,ay € A takie, ze

(9'2) (Qﬂ'>ala2 = (QW)GQM =0

a dla kazdego wymiernie niezaleznego wektora 7 € R4 liczby
(25T)ay — (QnT)ay oraz (2:7)a, — ((QWT)ﬂgl(l) + (QﬂT)ngl(d)>

sg wymiernie niezalezne.

Nastepujacy rezultat, bedgcy bezposrednim wnioskiem z lematu jest jed-
nym z gléwnych narzedzi potrzebnych do uzyskania gestosci w gtownym rezultacie
tego rozdziatu.

LEMAT 9.4. Zbior
Co ={M(m,\,7)€C; (m,\,7) €OL, \y =0dlaac A\ {7T0_1(1>,7T0_1<d),a1,(12}}
jest gesty w C'.

Zanim udowodnimy gtéwny rezultat tego rozdziatu dowiedziemy twierdzenia
ktore dotyczy gestosci struktur translacyjnych dla ktorych pionowy potok transla-
cyjny jest izomorficzny ze swoim odwrotnym.

DowOD TWIERDZENIA [[L2l Korzystajac z lematu [2.40] dla zbioru D := A\
{n5 (1), 75 1 (d)}, otrzymujemy, 7e zbior

** = {M(ﬂ', )\,7_) < Ca (7T7)‘a7_) € Gjr’ /\a =0dlaac "4\{71-0_1<1)’7T0_1(d)}}

jest gesty w C. Dla kazdego (m, A\, 7) € O takiego, ze ¢ := M(m,\,7) € Cli,
zdefiniujmy

)\1 = )\7_1,0—1(1)7 7’:1 = 7—7_(_0—1(1) )\d = )\ﬂ_o—l(d)7 %d = Tﬂ'o_l(d)

oraz )
)\* = Z )\Wo_l(j) = 0, Ty - — Z Tﬂ_o—l(j).
2gj<d-1 2¢j<d-1
Pionowy potok translacyjny na ¢ = M(m, A\, 7) € C., jest teorio-miarowo izomor-
ficzny z pionowym potokiem stowarzyszonym ze strukturg translacyjnq (M., ¢,
wyznaczong przez wektory M+ 171, e + 07, oraz A\g+ i7y (patrz rys. [1|) oraz permu-
tacje symetryczna trzech symboli. Zauwazmy ze wielokat wyznaczony przez powyz-
sze wektory jest $rodkowosymetryczny. Owa symetria zachowuje miare Lebesgue’a
na powierzchni oraz zadaje izomorfizm pomiedzy potokiem pionowym na (M., ()
a potokiem do niego odwrotnym. Jako, ze pionowe potoki translacyjne na (M., ()
oraz (M, () sa izomorficzne, to pionowy potok translacyjny na (M, () rowniez jest
izomorficzny ze swoim odwrotnym. O

Reprezentacja specjalna pionowego potoku translacyjnego stowarzyszonego ze
strukturg translacyjna ze zbioru C, zdefiniowanym jak w lemacie [9.4] jest poto-
kiem specjalnym nad przektadaniem odcinkéw pod kawatkami stata funkcja dachowa
z punktami nieciggtosci, ktore pokrywaja sie z punktami nieciggtosci przektadania
z podstawy. Ze wzgledu na definicje C, wszystkie odcinki w podstawie tego potoku
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>~ O Qe

&,ﬁ
o ool

RYSUNEK 1. Struktura translacyjna ( € C,, wraz ze stowarzyszong
struktura (,, ktorej reprezentacja wielokatna jest srodkowosymetrycz-
na.

odpowiadajace symbolom a € A\ {75 '(1), 75" (d), a1, as} sa zerowej dtugosci. Stad
oraz 7 i pionowy potok stowarzyszony ze struktura z C, mozemy identyfi-
kowa¢ z potokiem specjalnym nad przektadaniem trzech odcinkéow, z kawatkami staty
funkcja dachowsg, ktora ma punkty nieciagtosci w punktach nieciagglosci przeklada-
nia oraz jeden dodatkowy wewnatrz $rodkowego odcinka. Do takiej reprezentacji
mozemy zastosowaé lewo- lub prawostronng indukcje Rauzy’ego. Po zastosowaniu
indukcji otrzymujemy reprezentacje specjalna nad przekladaniem dwoéch odcinkow
z kawaltkami stala funkcjg dachowa z trzema punktami nieciagltosci, z ktorych jeden
pokrywa sie z punktem nieciaglosci przektadania dwoch odcinkéw. Roéwnowaznie ta-
ki potok mozna rozwazaé jako potok specjalny nad obrotem na okregu i pod funkcja
dachowa o czterech punktach nieciagtosci.

Przedstawimy teraz rezultat, ktéry jest przeformutowaniem twierdzenia dla
d = 2. Jezeli zajdzie taka potrzeba, podczas dowodu nastepujacego lematu dla kaz-
dego = > 0 bedziemy identyfikowa¢ R/zZ z [0, ).

LEMAT 9.5. Istnieje podzbior Ao C A := {(z,y) € R2;;0 <y < x} pelnej miary
Lebesque’a w A z wtasnoscig taka, ze dla kazdych (I,«) € Ay istnieje podzbidr
Do C (R/IZ)? petnej miary Lebesgue’a taki, ze dla kazdych (B, B2) € Do mamy

o liczby 0,1 — «v, By 1 P sq 16Zne w R/IZ i

o jezeli T, jest obrotem na R/IZ o o € R/IZ oraz h : R/IZ — R.q jest
kawatkami statq funkcjg z czterema punktami nieciggtosci w 0,1 — «, By, Bo
oraz wymiernie niezaleznymi skokami w By i B2, to potok specjalny T jest
stabo mieszajgcy i roztgezny ze swoim potokiem odwrolnym.

DowOD. Z twierdzenia zastosowanego dla d = 2 oraz r = 2 istnieje zbior
petnej miary A C [0,1) taki, ze dla kazdego a € A istnieje podzbior D, C [0,1)?
pelnej miary Lebesgue’a, dla ktorego jesli 7/ jest potokiem specjalnym nad obrotem
T, i pod kawaltkami stala funkcja f z nieciggtosciami w 1 — «, 31, B> takimi, ze
(01, 52) € D, oraz skoki w (31, B, sa wymiernie niezalezne, to potok ten jest stabo
mieszajacy i rozlaczny ze swoim odwrotnym.

Dla kazdego | > 0 definiujemy odwzorowanie [ : [0,1) — [0,1) dane przez (z) =
lx. Rozwazamy rowniez [ jako przeksztalcenie dziatajace z R/Z do R/IZ. Dla kazdego
[ > 0 niech A; = I(A) C [0,]) = R/IZ oraz niech D;, = (I x I)(D;-1,) C [0,1)* =
(R/1Z)* dla dowolnego a € [0,1). Definiujemy zbior Ag := {(z,y); * > 0,y € A, }.
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Zauwazmy, ze Aq jest zbiorem pelnej miary Lebesgue’a w A a dla kazdego [ > 0
1« €A zbior Dy, jest pelnej miary Lebesgue’a w (R/IZ)>.

Wezmy (I, ) € Ag oraz (B1,B2) € Dio. Z definicji A i D;-1,, punkty 0, [ — «a,
(1 oraz 35 sa parami rozne. Niech h: R/IZ — R, bedzie kawatkami stata funkcja,
ktora ma doktadnie cztery punkty nieciagtosci w 0, | — «, By and (5. Zalozmy, ze
skoki dg, i dg, w odpowiednio punktach (3, i 3, sa wymiernie niezalezne. Rozwazmy
potok specjalny 7. na [0, 1)". Odwzorowanie (I7! x Id) : [0,1)" — [0,1)"*! wyznacza
izomorfizm pomiedzy potokami 7 i 73! . Funkcja dachowa hol ma cztery punkty
nieciagtosci w 0,1 — (7', I713; oraz [713, a takze skoki dg, 1 dg, w 713 1 17153,
odpowiednio. Co wiecej, [7'a € A oraz (I7'f3y,17'3;) € D;-1,. Zatem z doboru
zbiorow A i Dj-1, potok 7,3 jest stabo mieszajacy i roztaczny ze swoim potokiem
odwrotnym. Poniewaz 7,"! i 7" sa izomorficzne, 7" takze jest stabo mieszajacy
i roztaczny ze swoim potokiem odwrotnym. 0

Przedstawimy teraz twierdzenie, z ktorego bezposrednio wynika gtéwny rezultat
rozprawy, czyli twierdzenie (1.1

TWIERDZENIE 9.6. W kazdej niehipereliptycznej sktadowej spojnosci przestrzeni
moduli, zbior takich struktur translacyjnych, ze stowarzyszony pionowy potok trans-
lacyjny jest stabo mieszajgcey i roztgezny ze sworm potokiem odwrotnym jest zbiorem
gestym typu Gs.

DOWOD. Z uwagi na wniosek [9.3] zbior struktur translacyjnych, ktorych sto-
warzyszone pionowe potoki translacyjne sg roztaczne ze swoimi odwrotnymi, jest
zbiorem typu Gs w kazdej sktadowej spojnosci przestrzeni moduli. Pokazemy teraz,
ze istnieje gesty podzbior struktur translacyjnych w kazdej niehipereliptycznej skta-
dowej spojnosci C' przestrzeni moduli M takich, ze stowarzyszone pionowe potoki
sa stabo mieszajace i roztagczne ze swoimi potokami odwrotnymi.

Ustalmy dowolng niehipereliptyczng sktadowa spojnosci C' przestrzeni moduli
M. Przypomnijmy, ze z twierdzenia dla pewnego d > 2 oraz alfabetu A skla-
dajacego sie z d elementow, istnieje permutacja 7 = (m,m) € S3' nalezaca do
rozszerzonego grafu Rauzy’ego stowarzyszonego z C' taka, ze

mi(mg (1)) =d oraz m(my*(d)) = 1.
Niech € := (), bedzie macierza translacji odpowiadajaca w. Wtedy, ze wzgledu
na wniosek istnieja dwa rozne symbole aj,as € A\ {7 ' (1), 7' (d)} takie, 7e
(93) Qala2 - Q112111 =0
oraz jesli 7 € R* jest wektorem wymiernie niezaleznym, to liczby

(Q)as — (Q)ar T (Q7)a; = ()10 + (), 1)

sg wymiernie niezalezne dla ¢ = 1, 2.
Niech

B, = {(71'7/\,7') cO N, =0dlaaec A\ {W()_l(l),ﬂal(d),al,ag}}

Niech ponadto C, = {M(m,\,7) € C; (m,\,7) € E,}. Z lematu 0.4] jest to ge-
sty podzbior C. Zatem aby wykazaé gesto$é¢ elementow z zadang wlasnoscia w C,
wystarczy wykazac, ze wlasnosé ta jest spetniona dla gestego podzbioru w C,.. Wyka-
zemy to poprzez wskazanie gestego zbioru parametrow w =, takich, ze stowarzyszone
struktury translacyjne posiadaja docelowe wtasnoéci.
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Zauwazmy, ze ze wzgledu na twierdzenie [2.17] zbior = C =, dany przez

E:={(m A7) € E; Tr jest ergodyczne,

)\ﬂgl(l) #* )\ﬂgl(d), 7 jest wymiernie niezalezny}

jest gesty w =,.

Niech ¢ = M(m, \,7) € C, spekia (7, \,7) € Z. Niech 7¢ bedzie pionowym po-
tokiem translacyjnym na (M, ¢). Przypomnijmy, Ze potok 7°¢ posiada reprezentacje
specjalng T, nad przektadaniem odcinkow T : [0,[A]) — [0, A]) i pod kawalkami
stala funkcja dachowa h: [0, |A]) — R.o, ktora jest stala nad przektadanymi odcin-
kami (patrz podrozdzial 2.5)). Ponadto jezeli rozwazymy h = {hq}.ea jako wektor

wartodci, gdzie h, jest wartoscig h nad przedzialem odpowiadajacym symbolowi a,
to

(9.4) he = —(Q7), dlaa € A

Jednakze, skoro (7, A, 7) € Z, to mamy, ze A\, = 0dlaa € A\{r (1), 75" (d), a1, as}.
Zatem mozemy ,zredukowac” dane opisujace powyzszy potok specjalny.

Niech & = (79, 71) bedzie permutacja alfabetu A := {m; (1), 75 '(d), a1, as} dang
przez

fo(mg (1) =1, #o(my'(d)) =4, #olam) =2, o(az) =3
oraz

7AT1(7T0_1(1)) :4, 7%1(7'('0_1(d)> = 1, ﬁl(al) :27 7%1(@2) =3.
Dla a € A niech A, := \,. Ponadto skoro przedzialy odpowiadajace a € A\ A
sa puste oraz zachodzi (9.3)), to h mozemy rozwazaé jako wektor {h,},. 4 oraz T¢
posiada reprezentacje specjalng 7;";\ nad przekladaniem odcinkow T 5 : [0, [\) —
[0, [Al).

Rozwazmy zbiory Zy, 21 C = nastepujacej postaci

EO = {(71_7 )\, 7_) G E, )\ﬂgl(l) > )\ﬂal(d)} oraz E]_ = {(71—7 )\,7_) 6 E, )\ﬂgl(l) < )\ﬂgl(d)}
Mamy =y U Z; = =. Rozwazmy dyfeomorfizmy
do: {(z,y,2,v) ERL; x>0} =R, ¢ {(z,y,2,0) eRL,; w <v} — RY,
dane przez
¢0($,y72’,1}) = (.CL'—U7’U,y,Z) oraz ¢1<$,y,2,0) = (y,Z,Qf,U—ﬂf).
Przypus$émy najpierw, ze (w, A\, 7) € =, czyli Ar=t(1y > Az (g)- Wiedy po jednym
kroku prawostronnej indukcji Rauzy’ego-Veecha dla spinanych prostokatéw na T h

(patrz uwaga [2.36)) otrzymujemy potok specjalny ’Z:f nad obrotem T, : [0, )\ =1

A 4 Aas) = [0, A1) + Aay + Aay) 0 liezbe @ = a(A) i= Ag, + Aoy + 4,1 pod
kawatkami stala funkcja dachowa h: [0, Arctay + Aay + Aay) — Rog z wartodciami
ha=1(1); A
dane przez wektor ¢(\ 1(1); Aars Aags A ~1(g))- Przypomnijmy, e potoki Th oraz T."

a 7r

hﬂal(l) + hﬂ51(d),ha1,ha2 nad kolejnymi przedziatami, ktorych dlugodci sa

sa reprezentacjami speqalnyml tego samego potoku a wiec s 1z0m0rﬁczne (patrz
uwaga [2.36). Niech [ = I(A) == A_ “1qy Aay + Aays B1 = Bi(A) == A (1) OTAZ

By = 62(5\) = 5\%_1(1) + )\al. Wtedy h : 10,1) — R.o posiada punkty nieciagtosci
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w | — «, (81 1 (. Skok w punkcie 3; jest rowny (hﬂ,o—l(l) + hﬂal(d)> — ha,, podczas gdy
w punkcie (35 jest rowny h,, — hq,. Co wiecej, mamy réwniez

(hymr 1) + 0y = hay = —((Q7) ;1) + (27) 1)) + (A7),

hm - haz = _(QT)M + (QT>G2'
Poniewaz (7w, A, 7) € =, to T jest wektorem wymiernie niezaleznym. Stad oraz z wnio-
sku wynika wymierna niezaleznosé¢ skokow w 31 i (5. Od teraz bedziemy trakto-
waé T, jako obrot na R/IZ. Ponadto bedziemy traktowaé rowniez h jako kawatkami

stata funkcje na R/IZ. Wtedy h: R/1Z — Ry ma dodatkowa nieciagtosé¢ w punkcie
0.
Rozwazmy dyfeomorfizmy

Yo : Ry — {(z,9,2,0) ERL; O< 2 —y <2< v <},

PR = {(z,y,2,0) ERL; O0< z<v<a—y<u1}

dane przez

vo(z,y,z,v) = (r+y+z+v,y+z4+v,x+y,x+y+2)
oraz
Wtedy

Yoo do: {(z,y,2,v) ERLy; o> v} = {(z,y,2,0) ERL; O<z—y<2<v<az}
oraz
Yoy {(z,y,2,v) ERY; o> v} = {(z,y,2,0) ERY; O<z<v<a—y<az}

sa rowniez dyfeomorfizmami. Podsumowujac, jesli (7, \, 7) € Eg oraz ( = M (mw, A, 7),
to potok 7T¢ jest izomorficzny z potokiem specjalnym nad obrotem o kat o
na okregu R/IZ pod kawalkami liniows funkcja dachowa z punktami niecigglosci
w 0,0 — a, B1, Ba, gdzie (I, v, Br, B2) = ¥ 0 do()). Ponadto skoki w punktach 3 i 3
sg wymiernie niezalezne.

Jesli natomiast (7w, \,7) € Z1 1 ( = M(m, A\, 7), to podobnie jak w poprzednim
przypadku, postugujac sie lewostronng indukcja dla spinanych prostokatow, mozemy
wykazaé, ze potok T¢ jest izomorficzny z potokiem specjalnym nad obrotem o kat
a na okregu R/IZ pod kawatkami liniowa funkcja dachowa z punktami nieciagltosci
w 0,l—a, (1, Ba, gdzie (I, a, 1, B2) = 1y ogzﬁl(j\). W tym przypadku skoki w punktach
B1 1 B2 wynoszg kolejno —(Q7)q, + (Q27)a, 0raz —(Q7)a, + ((27) =104y + (O7) =1g))-
Ponownie korzystajac z wniosku oraz 7 tego, ze T jest wektorem wymiernie
niezaleznym, uzyskujemy, ze skoki w punktach 3; i 5, sa wymiernie niezalezne.

Niech Ay C {(z,y) € R%y;y € (0,2)} oraz D, C (R/IZ)? dla (I,a) € Ag
beda zbiorami danymi przez lemat [9.5] Wtedy z lematu sa one pelnej miary
Lebesgue’a oraz dla kazdej pary (I,a) € Ag i (B1,52) € Dy potok specjalny 7./
nad obrotem o a na R/IZ pod kawaltkami stata funkcja dachowa f : R/IZ — Ry
z punktami nieciaglosci w 0,1 — «a, 81, B2 oraz wymiernie niezaleznymi skokami w (3;
i 35 jest stabo mieszajacy i roztaczny ze swoim odwrotnym.

Rozwazmy zbiory

% = {(2,y,2,v) € RLy; (2,) € Ao, 2 €R\Q, (2,0) € Dy, 0<a —y<2<v <z}
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oraz

% = {(0,,2v) Ry (2,y) € Ao, 2 € R\Q (2,0) € Dy, 0<z<v <z —y<a}

Z lematu , zbioér Ag jest gesty w {(m,y) e Ry < x} a zbior D, , jest gesty
w (0,2)2. Stad %, jest gestym podzbiorem zbioru {(x,y, zw) ERL; 0<z—y <
Z2<v< x} Jako, ze g o ¢ jest dyfeomorfizmem, to zbior (10 dg) ™1 (%) jest gesty

W {(:c,y,z,v) eERYy; x> v}. Zatem zbior

Lo :={(m, A7) € Zo; A € (o0 o)~ (%)}
jest gesty w =. Analogicznie wykazujemy, ze zbior

Iy = {(m, A7) €Z1; A€ (Wro6) ! (%)}
jest gesty w =;. Zatem zbior I'g UT'; jest gesty w =.

Zalormy, 7e (m, A, 7) € ToUI'1 1 ¢ = M(m, A, 7). Niech (I(A), a(}), Bi(A), B()) =
;0 gbi(j\), gdzie ¢ = 0,1 jest takie, ze A € Z;. Wtedy z definicji ¢, oraz ¢4 mamy
(l()\),oz(k)) € A, oraz (61(/\),62()\)) € Dy5).as)- Ponadto T¢ jest izomorficzny
z potokiem specjalnym Taf‘(j\) na (R/I(N)Z)", gdzie h: R/I(N)Z — Rsq jest kawalka-
mi staly funkcja dachows z niecigglodciami w punktach 0, I(A) — a()), B1(\) oraz
Ba(A). Co wigeej, jako, ze 7 jest wektorem wymiernie niezaleznym, to skoki funkeji h
w punktach 8;(A) i G2(\) sa wymiernie niezalezne. Zatem z lematu potok ’Tah(ﬂ),
a zatem i 7¢, jest stabo mieszajacy i roztaczny ze swoim odwrotnym.

Poniewaz I'g UT'; jest gestym podzbiorem =, to jest rowniez gestym podzbiorem
E.. Skoro M : ©f — C dane wzorem (7, A\, 7) — M(m, A\, 7) jest ciagle (patrz uwaga
2.13) i M(Z,) = C4, to M(I'yUT') jest gestym podzbiorem w C,. Ponadto z lematu
@vvynika, ze C, jest gesty w C co implikuje, ze M (IyUT') jest gestym podzbiorem
C'. Poniewaz, jak pokazali$my weczesniej, dla kazdej struktury ¢ € M(I'¢UT';) potok

T¢ jest stabo mieszajacy i roztaczny ze swoim odwrotnym, to implikuje ostateczny
rezultat.

O
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