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Wstep

Rozwazmy N punktéw materialnych gq,..., ¢y o masach, odpowiednio, m1 > 0,...,my >0
poruszajacych sie w R?, dla d = 2 lub d = 3, pod wplywem wzajemnych sil grawitacji oraz
zgodnie z prawami ruchu Newtona. Wowczas ruch N cial mozna opisaé nastepujacym uktadem

rownan rézniczkowych zwyczajnych:

; 1 .
m;q; = Z P)/m]m7,| T ‘3(qj_ql)7]:17aN7 (1)
i=1,i#j i
gdzie przez |g;| rozumiemy norme euklidesowa g; oraz v jest stala grawitacji. Przestrzei

konfiguracji N ciat definiujemy wykluczajac kolizje tych cial, to znaczy

Q={q=(q1,--,qn) ER™ 1 ¢; # q; dla i # j}.

Problem poszukiwania nowych rozwiazan ukladu (1) jest trudnym i waznym zagadnieniem
badanym na przestrzeni wiekdéw. Jednym ze sposobéw znajdowania rozwigzan tego zagadnienia
jest nakladanie pewnych dodatkowych geometrycznych warunkéw na ciata.

Jak wiemy uklad (1) nie posiada polozen réwnowagi, czyli konfiguracji N cial, ktére po-
zostaja niezmienione w czasie i sa rozwiazaniami ukladu (1).

Kolejnym naturalnym krokiem w poszukiwaniu najprostszych rozwiazan jest badanie konfi-
guracji, ktére zmieniajg sie tylko pod wplywem skalowania oraz tworzg istotna klase rozwiazan
homotetycznych problemu N cial. Niech zatem ¢(t) = R(t)q(0), gdzie R(t) > 0 jest pewna
funkcja skalarna oraz ¢(0) = (¢1(0),...,qn(0)) € Q jest ustalona konfiguracja N cial. Wsta-
wiajac ¢(t) do ukladu (1) otrzymujemy

1 o
m; R Rq;(0 Z 1227&] WWJWszj(O) —4i(0)),j=1,...,N. (2)



Poniewaz prawa strona ukladu (2) nie zalezy od czasu, istnieje stala A € R taka, ze

N
1 o

—Am;q;(0) = —i_%;# ijmim(%(o) -qi(0)),j=1,...,N (3)

R= —%. (4)

Roéwnanie (4) jest jednowymiarowym zagadnieniem Keplera (patrz [71]) oraz stala A jest do-
datnia. Réwnanie to opisuje ruch punktu materialnego o jednostkowej masie poruszajacego
sie po linii prostej w polu nieruchomego centrum grawitacyjnego umieszczonego w poczatku
uktadu wspdtrzednych, a A = yM, gdzie M jest masa centrum grawitacyjnego. Mozna zauwa-
7yé, ze rozwiazanie R(t) z predkoscia poczatkowa R(0) = 0 opisuje kolizje punktu z poczatkiem
uktadu wspotrzednych.

Konfiguracje N cial ¢(0) € Q spelniajaca warunek (3) nazywamy centralna konfiguracja
uktadu (1). Zatem kazda centralna konfiguracja generuje rozwiazanie homotetyczne zagad-
nienia IV cial. Rozwiazania te sa czescia bardziej ogdlnej klasy rozwiazan homograficznych,
to znaczy rozwiazan problemu N cial, dla ktérych ksztalt utworzony przez ciala wystepu-
jace w konfiguracji jest zachowany w kazdej chwili czasu. Rozwiazanie ¢(t) € Q ukladu
(1) nazywamy rozwiazaniem homograficznym, o ile istnieja funkcja skalarna R(t) > 0 oraz
specjalna macierz ortogonalna ¢(t) € SO(3) takie, ze ¢(t) = R(t)g(t)q(0) dla kazdego t. Wy-
rézniamy dwie istotne klasy rozwiazan homograficznych: rozwiazanie ¢(t) = R(t)q(0) nazy-
wamy homotetyczym, a jezeli R(t) = 1, to q(t) = g(t)q(0) nazywamy wzglednym polozeniem
réwnowagi. Wiadomo, ze dla rozwiazania ¢(t) €  ukladu (1) bedacego rozwiazaniem ho-
mograficznym, konfiguracja N cial ¢(0) jest centralna. W przypadku planarnym wstawiajac
q(t) = R(t)e?®7q(0) € R*N do ukladu (1) otrzymujemy, ze funkcje (R(t),¢(t)) spetniaja

dwuwymiarowe zagadnienie Keplera

) ()

R(t) — RO = —
2R(H)(t) + R(t) = 0

oraz ¢(0) € Q jest centralna konfiguracja uktadu (1), gdzie J jest standardowa macierza sym-

0 -1
plektyczna, to znaczy J = . . A zatem centralne konfiguracje odgrywaja istotna role

w konstruowaniu waznej klasy rozwiazan ukladu (1). Dowodzac istnienia nowych centralnych
konfiguracji znajdujemy nowe rozwiazania zagadnienia N cial, w szczegdlnosci takze nowe
rozwigzania okresowe tego problemu.

Wiemy, ze kazda konfiguracja dwéch ciat jest centralna. Natomiast dla problemu trzech

cial mamy trzy klasy wspolliniowych centralnych konfiguracji (jedna klasa odpowiada jednemu



uporzadkowaniu cial na prostej, przy czym utozsamiamy dwie klasy, o ile z jednej mozna
otrzymac druga poprzez obrét o 180°) odkryte w 1767 roku przez Eulera (patrz [26]) oraz dwie
klasy konfiguracji, dla ktérych masy sa usytuowane w wierzchotkach tréjkata réwnobocznego
(klasy odpowiadaja dwém mozliwym orientacjom trojkata na plaszczyznie) znalezione w 1772
roku przez Lagrange’a (patrz [44]). Wintner w ksiazce [91] pokazal, iz trzy wspolliniowe
oraz dwie trojkatne konfiguracje sa jedynymi mozliwymi centralnymi konfiguracjami problemu
trzech cial. Zauwazmy, ze dla N > 3 konfiguracja N cial o réwnych masach usytuowanych
w wierzcholkach N-kata foremnego jest centralna (dla przyktadu patrz [13,70]).

Jednym z najwazniejszych probleméw mechaniki nieba jest klasyfikacja wszystkich central-
nych konfiguracji problemu N ciat. Problem ten ma dlugg historie siegajaca XVIII wieku oraz
byl studiowany przez wielu matematykow wlaczajac Eulera oraz Lagrange’a. Jego istotnosé
zostata podkreslona przez Smale’a w 1997 roku poprzez umieszczenie go jako szdsty z osiem-

nastu najwazniejszych matematycznych probleméw XXI wieku (patrz [84)):

»Dla ustalonych dodatnich mas my1, ..., my problemu N cial, czy liczba planarnych

centralnych konfiguracji jest skonczona?”

Juz w 1941 roku Wintner sformulowal to pytanie w ksiazce [91]. Hampton i Moeckel
(patrz [38]) oraz Albouy i Kaloshin (patrz [2]) znaleZli odpowiedZ na pytanie Smale’a, od-
powiednio, dla problemu czterech i pieciu cial. Jak dotad pytanie to pozostaje otwarte dla
szesciu i wiecej cial. Istnieja préby udzielenia cze$ciowych odpowiedzi (patrz na przyklad [47])
oraz znane sg jedynie pewne oszacowania dotyczace liczby centralnych konfiguracji. Dla przy-
kladu Merkel w artykule [54] i Pacella w artykule [62], wykorzystujac teorie Morse’a, okreslili
ograniczenie dolne na liczbe przestrzennych, niewspotliniowych centralnych konfiguracji. Po-
dobnie mamy dla planarnych, niewspétliniowych centralnych konfiguracji (patrz [64]). Jesli
chodzi o wspélliniowe centralne konfiguracje znane jest dokladne oszacowanie. Moulton w ar-
tykule [59] pokazal, iz dla danych N mas, liczba klas wspétliniowych centralnych konfiguracji
wynosi doktadnie NT' Shub w artykule [82] udowodnil natomiast, iz zbiér klas planarnych
centralnych konfiguracji jest zwarty.

Klasyfikacja centralnych konfiguracji jest skomplikowanym zagadnieniem, dlatego stosuje
sie pewne uproszczenia nakltadajac dodatkowe warunki na masy cial oraz rozwazajac wysoce
symetryczne konfiguracje. Dla przykladu Palmore w artykule [65] badal konfiguracje skla-
dajace sie z N — 1 cial o masach jednostkowych usytuowanych w wierzchotkach N — 1-kata
foremnego oraz dodatkowego ciala o dowolnej dodatniej masie umieszczonego w $rodku masy.
Dostepnych jest wiele przyktadéw centralnych konfiguracji odkrytych w duchu wspomnianych
ograniczen, dla przyktadu patrz [1,35,48,50,58,69,89,91].



Rodziny centralnych konfiguracji, ktore badamy w niniejszej rozprawie sg nastepujace:

o planarna rodzina szesciokata foremnego z dodatkowym cialem w Srodku masy (patrz
[57]),

o planarna rodzina dwéch zagniezdzonych kwadratéow (patrz [27]),

 planarna rodzina rozety dla trzynastu cial (patrz [46,79]),

o przestrzenne rodziny dwéch zagniezdzonych czworo$cianéw foremnych (patrz [15]),
o przestrzenna rodzina dwéch zagniezdzonych osmioscianéw foremnych (patrz [14]),

e przestrzenna rodzina dwbch zagniezdzonych oémio$cianéw foremnych z dodatkowym cia-

lem w $rodku masy (patrz [87]),
o przestrzenna rodzina dwéch zagniezdzonych szescianéw (patrz [14]),

e przestrzenna rodzina dwéch zagniezdzonych sze$ciandéw z dodatkowym ciatem w érodku

masy (patrz [87]),

e przestrzenna rodzina dwéch dualnych wieloscianow foremnych dla problemu czternastu

cial (patrz [18]),
o przestrzenna rodzina dla problemu n + 3 cial dla n = 3,4, 6 (patrz [53]).

Powyzsze rodziny sktadaja sie z centralnych konfiguracji, ktore nie sa wspétliniowe, to znaczy
ciata wystepujace w konfiguracjach nie leza na jednej prostej.

Jak zostalo nadmienione powyzej, badanie centralnych konfiguracji jest istotnym zagadnie-
niem. Wazna klasa rozwiazan problemu N cial jaka jest klasa rozwiazan homograficznych jest
bezposrednio zwigzana z pojeciem centralnej konfiguracji. Rzeczywiscie, konfiguracja N ciat
dla rozwigzania homograficznego pozostaje centralna dla kazdej chwili czasu t. Najbardziej
znanymi rozwigzaniami homograficznymi sa te dla problemu trzech ciat pochodzace od Eu-
lera oraz Lagrange’a. Centralne konfiguracje generuja jedyne jak dotad dane jawna formuta
rozwigzania zagadnienia N cial. W szczegdlnosci planarne centralne konfiguracje dostarczaja
rozwiazan okresowych problemu N cial.

Jest wiele innych powodoéw, dla ktérych badanie centralnych konfiguracji jest wazne dla
rozwoju mechaniki nieba. Na przyktad poszukiwanie konfiguracji ciat, ktore sa centralne jest
istotne dla analizy orbit catkowitych kolizji ciat. W granicy dla czasu t dazacego do czasu kolizji
konfiguracja cial jest centralna przy pewnej zamianie zmiennych w otoczeniu punktu catkowi-
tej kolizji cial. Zjawisko to zostalo poczatkowo pokazane dla catkowitego zderzenia wszystkich

cial przez Wintnera w ksiazce [91], a nastepnie Saari uogdlnil powyzsze rezultaty studiujac



paraboliczne ucieczki cial. Wiedza o centralnych konfiguracjach zapewnia wglad w dynamike
wokot calkowitych kolizji oraz asymptotyczne zachowanie rozszerzajacych sie podsysteméw
(patrz [77]). W artykule [83] mozna znalezé informacje dotyczace zwiazku centralnych konfi-
guracji ze zmiang topologii hiperpowierzchni statej energii i momentu pedu.

W dalszych rozwazaniach bez zmniejszenia ogélnosci mozemy przyjaé, ze v = 1. Uklad (1)

stowarzyszamy z potencjatem newtonowskim U : Q x (0, 4+00)"Y — R zdefiniowanym formuta
m;m;
lai—q;1

U(g,m) =U(q,...,qnv,m1,...,mN) = > Stad konfiguracja N cial ¢ € Q jest

1<i<j<N
centralna konfiguracja ukladu (1) wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia uktad réwnan algebraicz-
nych nastepujacej postaci:

—AVgl(q,m) =V U(q,m) (6)

dla pewnej stalej A > 0, gdzie potencjat I : Q x (0,4+00)Y — R dany formuly I(q,m) =

21(q,m)
badania centralnych konfiguracji sprowadza sie wéwczas do analizy rownania

N
= % 3 m;|g;|? nazywamy momentem bezwladnoéci. Mozna pokazaé, ze \ = Ulem)  problem
i=1

Vqp(g,m) =0, (7)

gdzie gladki potencjat ¢ : Q x (0, +00)Y — R jest dany wzorem 4(q, m) = U(q, m)+ N (g, m).
Potencjal newtonowski U stowarzyszony z ukladem (1) jest jednorodny, a ponadto zalezy
tylko od wzajemnych odleglo$ci pomiedzy cialami, a nie od ich pozycji, dlatego centralne
konfiguracje sa niezmiennicze ze wzgledu na operacje skalowania i obrotu. Dokladniej, dla
centralnej konfiguracji ¢ € Q oraz dla kazdych @ > 01 g € SO(d) konfiguracje agq oraz gq
sg réwniez centralnymi konfiguracjami ze wspoélczynnikami réwnymi, odpowiednio, % oraz A.
Zatem na zbiorze centralnych konfiguracji mozemy wprowadzi¢ relacje rownowaznosci naste-
pujaco: méwimy, ze centralne konfiguracje ¢ oraz ¢ sa rownowazne, jezeli istnieja a > 0 oraz
g € SO(d) takie, ze § = agq. Innymi stowy utozsamiamy ze soba dwie centralne konfiguracje,
gdy z jednej mozemy otrzymadé druga poprzez ztozenie operacji skalowania oraz obrotu.
Grupa symetrii w planarnym problemie N cial jest grupa specjalnych macierzy ortogonal-
nych SO(2), natomiast w problemie przestrzennym grupa symetrii jest grupa SO(3). Dziala-
nie SO(2) na przestrzeni konfiguracji 2 jest wolne, stad przestrzen ilorazowa Q/SO(2) jest
rozmaitoscig. Zatem mozna rozwaza¢ nowy potencjal zdefiniowany na przestrzeni ilorazo-
wej (patrz [46,55-57]). W podejsciu tym centralne konfiguracje sa rozwazane nie jako orbity
krytyczne, ale jako punkty krytyczne potencjatu ilorazowego. Z drugiej strony w sytuacji
przestrzennej dzialanie grupy symetrii SO(3) nie jest wolne, dlatego przestrzen ilorazowa
Q/S0O(3) nie jest rozmaitoscia (patrz [62]). Grupa izotropii wspoélliniowe]j centralnej konfi-
guracji jest sprzezona z SO(2), natomiast dla przestrzennych centralnych konfiguracji, ktére

nie sa wspotliniowe grupa ta jest trywialna. Wspotliniowe centralne konfiguracje sa niezde-



generowane jako punkty krytyczne odpowiedniego potencjatu (patrz [62]), stad nie zachodzi
bifurkacja centralnych konfiguracji z rodzin wspotliniowych, gdyz warunek konieczny jej ist-
nienia nie jest spelniony. Warunek konieczny stanowi, iz bifurkacja moze zachodzi¢ tylko ze
zdegenerowanych punktéow krytycznych. Oznaczmy przez g zbiér wspoétliniowych central-
nych konfiguracji. Woéwczas przestrzen ilorazowa (€2 \ Q9)/SO(3) dzialania grupy SO(3) na
przestrzeni konfiguracji Q \ Qo jest rozmaitoscia.

W ogélnosci podejécie inne od tego wykorzystujacego przestrzen ilorazowa do badania
istnienia i bifurkacji centralnych konfiguracji byto z sukcesem stosowane. Pacella w artykule
[62] studiowala przestrzenne centralne konfiguracje z uzyciem niezmienniczej teorii Morse’a,
a Pérez-Chavela i Rybicki w artykule [67] stosowali niezmiennicza teorie bifurkacji, dla innych
przykladéw patrz [31,51,81].

W niniejszej rozprawie nie przechodzimy do przestrzeni orbit oraz stosujemy niezmienni-
cze podejscie do problemu badania istnienia i bifurkacji centralnych konfiguracji zagadnienia
N cial. Rezultaty dotyczace lokalnych bifurkacji centralnych konfiguracji uzyskane za pomoca
niezmienniczego indeksu Conley’a oraz stopnia wspdlzmienniczych odwzorowan gradientowych
sg rownowazne do tych, ktére mozna otrzymac rozwazajac przestrzen ilorazowsg i stosujac zwy-
kty indeks Conley’a oraz stopien Brouwera.

Powyzsza uwaga stosuje sie tylko do zastosowan otrzymanych wynikéw w mechanice nieba.
Poprzez przechodzenie do przestrzeni orbit nie mozna udowodnié¢ abstrakcyjnych rezultatéw
zawartych w tej rozprawie, ktére uzyskaliémy stosujac podejscie niezmiennicze. Ponadto re-
zultaty dotyczace globalnej bifurkacji wymagaja zastosowania niezmieniczego podejscia oraz
zostaly udowodnione dla ortogonalnych reprezentacji zwartej grupy Liego. Nie mamy nato-
miast odpowiadajacych im twierdzen dotyczacych globalnej bifurkacji na rozmaitosciach i dla-
tego badamy przestrzen konfiguracji zamiast przechodzi¢ do przestrzeni orbit, aby dowodzi¢
istnienia globalnych bifurkacji. Innymi stowy abstrakcyjne rezultaty otrzymane w rozprawie
sg silniejsze niz te potrzebne do badania centralnych konfiguracji.

Przeprowadzanie dowodéw i obliczen na przestrzeni ilorazowej jest teoretycznie tatwe, ale
praktycznie trudne. Palmore w artykule [65], przechodzac do przestrzeni orbit, badal pewna
jednoparametrowa rodzine centralnych konfiguracji dla problemu N cial (rodzina N — 1-kata
foremnego z dodatkowym cialem w érodku masy) oraz wykazal, ze istnieje dokladnie jedna
warto$¢ parametru, dla ktérego rodzina ta jest zdegenerowana. Jednak wynik ten, podobnie
jak wiele innych rezultatow tego autora, okazatl sie nieprawdziwy. Doktadniej, Meyer i Schmidt
w artykule [56] odtworzyli powyzsze rezultaty dla problemu czterech i pieciu cial oraz wyka-
zali, ze parametry te sg parametrami bifurkacji. Ponadto udowodnili, ze w miare jak wzrasta
liczba cial N pojawia sie wiecej niz doktadnie jedna wartosé parametru, dla ktérego rozwazana

rodzina jest zdegenerowana, a takze zachodza bifurkacje z tej rodziny (patrz [57]). Autorzy
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przeprowadzili analize problemu dla N < 13 i wykazali istnienie wielu orbit lokalnej bifur-
kacji centralnych konfiguracji wzdtuz rodzin rozpatrywanych przez Palmore’a. Innymi stowy
wykazali, ze rezultaty Palmore’a sa nieprawdziwe.

Rozwazane w niniejszej rozprawie rodziny centralnych konfiguracji traktujemy jako ro-
dziny trywialne. Zauwazmy, ze posiadajg one na ogdél duze symetrie. Dowodzimy istnienia
bifurkacji centralnych konfiguracji z tych rodzin. Interesujace bylyby informacje dotyczace
ksztaltu nowych centralnych konfiguracji bifurkujacych z rodzin trywialnych. Otrzymujemy,
iz w pewnych przypadkach jest on mniej regularny, wykluczajac, ze rodziny te maja ten sam
typ symetrii jak rodziny trywialne. W rezultacie dostarczamy przyktadéw centralnych konfigu-
racji o mniej regularnych ksztaltach. Innymi stowy dowodzimy zachodzenie zjawiska tamania
symetrii centralnych konfiguracji. Informacja dotyczaca ksztaltu jest jedynie lokalna.

Obecno$é wielu symetrii w badanym problemie powoduje, iz mozna rozwazaé¢ symetryczne
podzbiory pelnej przestrzeni konfiguracji, ktére sg niezmiennicze ze wzgledu na potoki gra-
dientowe. Badanie tych podzbioréw powoduje znaczne uproszczenie obliczen. Pojawia sie
naturalne pytanie, czy spowoduje to uzyskanie silniejszych rezultatéw. Rozwazajac przestrzen
ilorazowa oraz ograniczajac poszukiwania do symetrycznych podzbiorow mozemy nie uzyskaé
bifurkacji, podczas gdy zachodzi ona w pelnej przestrzeni konfiguracji. Dla przyktadu w arty-
kutach [56,57] zachodzi bifurkacja mniej symetrycznych rodzin centralnych konfiguracji z wy-
soko symetrycznych rodzin wyjsciowych. Meyer i Schmidt rozwazali miedzy innymi rodzine
trojkata réwnobocznego z masami jednostkowymi z dodatkowym ciatlem o dowolnej dodat-
niej masie usytuowanym w $rodku masy oraz udowodnili, Zze z tej rodziny bifurkuja mniej
symetryczne rodziny (rodziny tréjkatéw réwnoramiennych ostrokatnych i rozwartokatnych
z dodatkowym cialem umieszczonym blisko centroidu). Analogicznie dla rodziny kwadratéow
z piatym ciatlem w centroidzie autorzy udowodnili bifurkacje rodzin o mniejszych symetriach
(patrz [57]). Podobnie dla planarnej rodziny rozety dla trzynastu cial dowodzimy istnienia
bifurkacji centralnych konfiguracji, ktore nie sg typu rozety. Zatem uzyskane rezultaty sa sil-
niejsze niz te, ktére mozna uzyskaé rozwazajac niepelna przestrzen konfiguracji. Podobnie dla
planarnej rodziny dwéch zagniezdzonych kwadratéw réwniez uzyskujemy silniejsze wyniki nie
rozwazajac niezmienniczych podzbioréw przestrzeni konfiguracji.

Jak zostalo juz nadmienione, zamiast przechodzi¢ do przestrzeni /SO(d) i traktowaé klasy
centralnych konfiguracji jako pojedyncze punkty bedziemy rozpatrywaé cate SO(d)-orbity cen-
tralnych konfiguracji. Dokladniej, problem badania centralnych konfiguracji sprowadzamy do
analizy SO(d)-orbit krytycznych SO(d)-niezmienniczego potencjatu ¢ :  x (0, +00)N — R
klasy C'°. W rozwazaniach wykorzystujemy pewng znang rodzine centralnych konfiguracji
i poszukujemy SO(d)-orbit lokalnych i globalnych bifurkacji nalezacych do tej rodziny. Zakla-

damy zatem, ze istnieja ciagte odwzorowania w : R —  oraz m : R — (0, 400)" takie, ze
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Vep(w(p),m(p)) =0, to znaczy odwzorowanie w : R — € definiuje rodzine centralnych konfi-
guracji przy pewnych masach cial zadanych odwzorowaniem m : R — (0, +00)". Rozwazamy
rownanie nastepujacej postaci:

Vape(g, p) =0, (8)

gdzie potencjal ¢ : @ x R — R jest zdefiniowany wzorem ¢(q,p) = ¢(q, m(p)). Wowczas

rodzine

F = 80 (w(p)) x {p} < (Vg) "' ({0}) )

pER
nazywamy rodzing SO(d)-orbit rozwiazan trywialnych réwnania (8) (lub krétko rodzina try-
wialng centralnych konfiguracji).

Poza symetriami réwnanie (8) posiada réwniez strukture gradientowa, dlatego stosujemy
niezmienniki topologiczne, ktérymi mozna postugiwaé sie w niezmienniczym kontekscie. Wy-
korzystujemy klasyczne niezmienniki takie jak: stopien G-wspélzmienniczych odwzorowan
gradientowych, gdzie G jest zwarta grupa Liego (patrz [32,75,76]) oraz niezmienniczy in-
deks Conely’a (patrz [5,29,30,32]). Wlasnos$ci wspomnianego stopnia oméwiono na przyklad
w [3,4,33].

Cel niniejszej rozprawy jest dwojaki. Z jednej strony dowodzimy pewnych abstrakcyjnych
rezultatéw dotyczacych niezmienniczej teorii bifurkacji. Z drugiej strony stosujemy te rezultaty
dla udowodnienia istnienia nowych centralnych konfiguracji zagadnienia N cial. Formulujemy
warunki konieczne i dostateczne na istnienie lokalnych oraz globalnych bifurkacji planarnych
i przestrzennych centralnych konfiguracji problemu N cial. W rozwazaniach wykorzystujemy
pewng znang rodzine centralnych konfiguracji F oraz poszukujemy orbit lokalnych i globalnych
bifurkacji nalezacych do tej rodziny. Problem ten sprowadzamy do obliczania indekséw Morse’a
macierzy Hessego Vggp(w(p), p). W sytuacji lokalnej bifurkacji rozwazamy rodzine rozwiazan
trywialnych oraz poszukujemy rozwiazan nietrywialnych w jej poblizu. Dla globalnej bifurkacji
poszukujemy spéjnych zbioréw rozwiazan nietrywialnych w poblizu rodziny trywialnej, ktore
spelniaja dodatkowo alternatywe typu Rabinowitza (patrz warunek (2.1.3)).

W niniejszej rozprawie rozpatrujemy topologiczna bifurkacje (lokalna oraz globalna, patrz
Definicje 2.1.1 oraz 2.1.2), nie natomiast bifurkacje w sensie zmiany liczby rozwiazan rozpa-
trywanych réwnan. Topologiczng bifurkacje, o ktérej mowa w rozprawie badano na przyklad
w [39,60,73,74]. Jedna z mozliwych definicji bifurkacji w sensie zmiany liczby rozwiazan jest
nastepujaca: punkt (vg, pg) jest punktem bifurkacji (ze wzgledu na p), o ile f(vg, pp) = 0 oraz
liczba rozwiazan (stacjonarnych lub okresowych) réwnania © = f(v, p) zmienia sie, gdy para-
metr p przechodzi przez warto$¢ pg, gdzie f : R® x R — R” jest funkcjg klasy C*°. Formalna
definicje bifurkacji w sensie zmiany liczby rozwiazan mozna znalezé na przyktad w ksiazce [80].

Definicja ta jest trudna do weryfikacji i byla na przyklad badana w artykulach [16,17] w sy-
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tuacji malej liczby cial. Powyzsze definicje, topologicznej bifurkacji oraz bifurkacji w sensie
zmiany liczby rozwiazan, sa niezalezne, to znaczy pierwsza z nich moze zachodzi¢, podczas
gdy druga nie wystepuje i odwrotnie.

Sformutujemy i udowodnimy warunki konieczne i dostateczne istnienia lokalnej oraz global-
nej bifurkacji rozwigzan nietrywialnych réwnan gradientowych z symetriami z danej rodziny

orbit punktéw krytycznych. Rozwazamy réwnanie

Vup(v, p) =0, (10)

gdzie potencjal ¢ : xR — R jest G-niezmienniczym potencjalem klasy C? rozpatrywanym na
zbiorze ) bedacym otwartym i G-niezmienniczym podzbiorem ortogonalnej G-reprezentacji.
Warunek konieczny istnienia lokalnej bifurkacji stanowi, iz tylko zdegenerowana G-orbita kry-
tyczna moze by¢ orbita bifurkacji (patrz Twierdzenie 2.2.2). Ponadto definiujemy indeks bi-
furkacji (patrz Definicja 2.1.3) oraz dowodzimy, iz jego nietrywialno$é implikuje zachodzenie
globalnej bifurkacji orbit punktéw krytycznych (patrz Twierdzenie 2.4.5). Przedstawimy, pro-
sty w weryfikacji, algebraiczny warunek stanowigcy warunek dostateczny implikujacy nietry-
wialno$¢ tego indeksu (patrz Twierdzenie 2.4.6). Warunki dostateczne istnienia lokalnej bifur-
kacji dane sa Twierdzeniami 2.3.3 i 2.3.4 oraz wykorzystuja G-niezmienniczy indeks Conley’a.
Udowodnimy takze pewne globalne twierdzenie bifurkacyjne typu Rabinowitza dla réwnan
gradientowych z symetriami (patrz Twierdzenie 2.4.7). W ostatnim rozdziale rozprawy testu-
jemy uzyskane abstrakcyjne narzedzia na konkretnych rodzinach centralnych konfiguracji, to
znaczy stosujemy te abstrakcyjne rezultaty do badania bifurkacji planarnych i przestrzennych
centralnych konfiguracji uktadu (1).

Smoller w artykule [86] udowodnil, Ze zmiana G-niezmienniczego indeksu Conley’a impli-
kuje zachodzenie lokalnej bifurkacji z rodziny punktéw statych dziatania grupy G. W rozprawie
nie naktadamy zadnego dodatkowego zatozenia na rodzing trywialng F. W szczegdlnosci nie
zaktadamy, aby rodzina ta zawierata si¢ w punktach stalych dzialania grupy Liego G.

Zauwazmy, ze algebraiczna struktura newtonowskiego potencjatu nie jest istotna z punktu
widzenia centralnych konfiguracji. Znaczenia ma ich niezmienniczosé ze wzgledu na skalowa-
nie i obrét. Metode rozwazana w rozprawie mozna zastosowac nie tylko do kilku omawianych
tu przykitadéw, lecz takze do innych matematycznych modeli zjawisk opisujacych interakcje
pomiedzy czastkami, ktérych zachowanie mozna opisa¢ za pomocg niezmienniczych potencja-
téw. Dla przyktadu, w dynamice molekularnej, relacje intermolekularne sa opisywane szerokim
spektrum potencjaléw, ktére sa niezmiennicze (patrz [16,17]). Ponadto metode przedstawiona
w tej rozprawie mozna tatwo zaimplementowaé w jakimkolwiek srodowisku do obliczen sym-

bolicznych.
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Rozdzial 1

Preliminaria

W rozdziale tym sformulujemy podstawowe definicje oraz przedstawimy najwazniejsze fakty
wykorzystywane w dalszej czedci rozprawy. Terminologia dotyczaca zagadnien bifurkacyjnych

zostanie oméwiona osobno w Rozdziale 2.

1.1 Notacja

Niniejszy podrozdzial poswiecony jest oméwieniu notacji wykorzystywanej w rozprawie.
Niech X bedzie przestrzenia unormowang z norma | - |, . Symbolami B, (X, zg), D:(X, zo)
oraz S¢(X,xo) bedziemy oznaczaé¢, odpowiednio, kule otwarta, kule domknigta oraz sfere

w przestrzeni X o §rodku w punkcie g € X i promieniu € > 0, to znaczy

B.(X,z0) ={x € X : |z — 0|, <e},
D.(X,zp) ={z e X : |z —xo|, <e},
Se(X,z0) ={r e X |z —xo|, =€}

Natomiast dla oznaczenia kuli otwartej lub kuli domknietej oraz sfery o srodku w punkcie
0 € X bedziemy uzywaé, odpowiednio, symboli B.(X), D.(X) oraz S:(X). W przypadku kuli
czy sfery o promieniu 1 bedziemy wykorzystywaé¢ symbole, odpowiednio, B(X), D(X) oraz
S(X).

Dla zbioru A C X symbolem A(e) bedziemy oznaczaé e-otoczenie zbioru A, to znaczy
U B:(X,a). Natomiast przez otoczenie zbioru A bedziemy rozumieé¢ zbiér Y C X taki, ze
iléleAC Y oraz istnieje otwarty zbiér O C X spelniajacy warunek postaci A C O C Y.

Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni unormowanej X. Symbolem d(z, A) bedziemy ozna-
czaé odleglosé zbioru A od punktu x € X. Z kolei int(A), cl(A) oraz OA beda oznaczad,

odpowiednio, wnetrze, domkniecie oraz brzeg zbioru A.
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Litery N, Z i R oznaczaja kolejno zbiory liczb naturalnych, catkowitych oraz rzeczywistych.

Niech X oraz Y beda przestrzeniami Banacha oraz f : X — Y bedzie odwzorowaniem
klasy C'. Wéwczas symbolem D f(x), lub réwnowaznie przez D, f(x), oznaczamy pochodna
Frécheta odwzorowania f w punkcie z € X. Dla potencjatu g : R* — R klasy C', zmiennej
r = (x1,...,%,), przez g, (x) oznaczamy pochodng czastkowa potencjatu g w punkcie z € R"
wzgledem zmiennej z;. W przypadku funkcji jednej zmiennej u : R — R™ klasy C! bedziemy
stosowaé standardowy symbol 4(t) dla oznaczenia pochodnej funkeji u w punkcie ¢ € R.

Dodatkowo przez Idx bedziemy oznacza¢ odwzorowanie identycznosciowe dowolnej prze-
strzeni topologicznej X.

Niech H bedzie skonczenie wymiarowsg i rzeczywista przestrzenig Hilberta z iloczynem ska-
larnym (-, -),,. Nastepnie dla liniowego i samosprzezonego operatora A : H — H wprowadzmy

nastepujace oznaczenia:

og(A)={AeR:3Jv#0Av = v},
ot (A)={rea(A): 1> 0},
o (A)={ ead(4):A<0}.

Przypomnijmy, ze dla operatora A : H — H mamy, ze c(A) C R. Podprzestrzen wlasna
operatora A odpowiadajaca wartosci wlasnej A bedziemy oznaczaé symbolem E 4 (), a ponadto

przyjmijmy Ef = @ Ea(A\) oraz E; = @ Ea(A). Dla prostoty zapisu bedziemy
A€ot (A) A€o (A)
stosowa¢ symbole ET oraz E~, odpowiednio, zamiast Ej i E, w przypadku, gdy z kontekstu

bedzie jasno wynikato jakiego operatora podprzestrzenie wlasne rozwazamy.

Definicja 1.1.1. Niech (H,(-,-), ) bedzie skonczenie wymiarowa i rzeczywista przestrzenia
Hilberta. Gradientem potencjatu ¢ : H — R klasy C! nazywamy odwzorowanie Vi : H — H

takie, ze dla kazdych v, w € H zachodzi nastepujaca réwnosc:

(Vo(v),w), = Dp(v)w.

Jezeli rozpatrujemy potencjal postaci ¢ : H x R — R, to przez V,¢ bedziemy rozumieé

gradient potencjatu ¢ ze wzgledu na zmienng v.

Macierz Hessego (inaczej hesjan) potencjalu ¢ : H — R klasy C? bedziemy oznaczaé
symbolem V2, gdzie V2p(v) = DVp(v) dla kazdego v € H.

Przez (-,-) bedziemy oznacza¢ standardowy iloczyn skalarny w R”, a norme indukowana
przez ten iloczyn skalarny symbolem |-|. Wéwczas dla (R”, (-, -)) otrzymujemy, ze Vo(v) =
= (@ (V) s 0l (V).

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia: przez Id, rozumiemy macierz identycznos$ciowa wy-
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miaru n x n, symbolami B oraz trace(B) oznaczamy, odpowiednio, transpozycje oraz $lad

macierzy B. Dla macierzy kwadratowej B przez det B bedziemy rozumie¢ wyznacznik tej ma-

cierzy. Co wiecej, macierz diagonalng z elementami b1, ...,b, € R usytuowanymi na gtdéwnej
przekatnej bedziemy oznaczaé poprzez diag(bi, ..., b,). W analogiczny sposéb bedziemy rozu-
mie¢ zapis postaci diag(B, ..., By), gdzie By,..., By, sa pewnymi macierzami kwadratowymi.

Ponadto dla macierzy odwracalnej B symbolem B! oznaczamy macierz odwrotng do B. Sym-
bolami M (n), Gl(n), O(n) i SO(n) oznaczamy, odpowiednio, grupe macierzy kwadratowych
(nad cialem liczb rzeczywistych) wymiaru n x n oraz jej podgrupy, macierzy odwracalnych,
ortogonalnych oraz ortogonalnych o wyznaczniku réwnym jednosci (tak zwanych specjalnych

macierzy ortogonalnych), to znaczy

Gl(n) ={B € M(n) : det B # 0},
O(n) = {B € Gl(n) : BT = B™},
SO(n)={B € O(n):det B =1}.

W szczegdlnodei elementy grupy SO(2) bedziemy zapisywaé w nastepujacy sposob:

SO(2) = {cp(¢) - [Cos‘b _Sm] o€ [o,%)}. (1.1.1)

sin ¢ cos ¢

Symbolem m~(B) bedziemy oznaczaé¢ indeks Morse’a macierzy symetrycznej B € M (n),

to znaczy sume krotnoéci ujemnych wartosci wlasnych macierzy B.

1.2 Grupy Liego
W podrozdziale tym oméwimy podstawowe pojecia dotyczace grup Liego oraz ich reprezentacji.
Przedstawiony tutaj material zostal zaczerpniety z [6,23,25,32,40].

Definicja 1.2.1. Tréjke (X, G, <) nazywamy dzialaniem grupy topologicznej G' na przestrzeni
topologicznej X (lub krétko méwimy G-dzialaniem na przestrzeni X), jezeli odwzorowanie

¢: G x X — X jest ciagle oraz spelnia nastepujace warunki:
(1) <(e,z) = x dla kazdego = € X, gdzie e jest elementem neutralnym grupy G,

(2) <(g92,5(g91,2)) = s(g2g1, ) dla kazdych z € X i g1, g2 € G.

Przestrzen X nazywamy wéwczas G-przestrzenia. Dla skrécenia zapisu bedziemy pisaé gz

zamiast ¢(g,x).

W szczegblnoséei G-przestrzenia z wyréznionym punktem (lub réwnowaznie punktowana

G-przestrzenia) nazywamy pare (X, =) skladajaca si¢ z G-przestrzeni X oraz wyrdznionego
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punktu (inaczej punktu bazowego) *, ktéry jest punktem stalym dzialania grupy G, to znaczy
¢(g,*) = * dla kazdego g € G. Dla skrdcenia zapisu zamiast (X, x) bedziemy pisa¢ X. Ponadto
dla G-przestrzeni X bez wyrdznionego punktu definiujemy G-przestrzen z punktem bazowym
X jak nastepuje X = X U {*}.

Niech sub(G) oznacza zbiér domknigtych podgrup grupy G. Powiemy, ze dwie podgrupy
H,K € sub(G) sa sprzezone, o ile istnieje g € G takie, ze H = g~ Kg. Zdefiniowana powy-
zej relacja jest relacja réwnowaznosci, a symbolem (H) bedziemy oznaczaé klase sprzezonosci
elementu H € sub(G). Niech ponadto sub[G] oznacza zbiér wszystkich klas sprzezonosci do-
mknietych podgrup grupy G. Definiujemy dalej relacje podsprzezenia w nastepujacy sposob:
dla H, K € sub(G) méwimy, ze H jest podsprzezona z K, co zapisujemy jako (H) < (K), jezeli
H jest sprzezona z pewng podgrupa K. Tak zdefiniowana relacja zadaje czesciowy porzadek
na zbiorze sub[G]. Co wiecej, bedziemy pisaé¢ (H) < (K), oile (H) < (K) oraz (H) # (K).

Ustalmy G-przestrzen X. Jezeli z € X, to G, = {g € G : gr = z} C G nazywamy
grupa izotropii x oraz G(z) = {gx : ¢ € G} C X nazywamy G-orbita x lub po prostu orbita
r. Przypomnijmy, ze jezeli X jest przestrzenia topologiczna Hausdorffa, to G, € sub(G) oraz
grupy izotropii elementéw z tej samej G-orbity sa sprzezonymi podgrupami grupy G. Co wiecej,
o G-dzialaniu (X, G, ) méwimy, ze jest trywialne (odpowiednio wolne), o ile dla kazdego
x € X zachodzi G, = G (odpowiednio G, = {e}). Jezeli G-dzialanie (X, G, <) jest trywialne,
to G-przestrzen X bedziemy nazywamy trywialna. Ponadto na G-przestrzeni X definiujemy
relacje ~ w nastepujacy sposéb: dla z, y € X méwimy, ze x ~ y wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje element g € G taki, ze y = gx. Powyzsza relacja ~ jest relacja rownowaznosci, zbior
ilorazowy wzgledem tej relacji rozpatrywany z topologia ilorazowa nazywamy przestrzenia orbit

i oznaczamy przez X /G, a klase abstrakcji elementu x € X przez [z].

Przyktad 1.2.1. Niech H € sub(G). Wtedy G jest H-przestrzenia z dzialaniem ¢ : HxG — G
zdefiniowanym wzorem ¢(h, g) = gh~! dla kazdych h € H oraz g € G. Podobnie jak powyzej
na H-przestrzeni G mamy zdefiniowana relacje ~ w nastepujacy sposéb: dla g1, go € G
moéwimy, ze g1 ~ g wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje element h € H taki, ze go = g1h~!. Dla
H-przestrzeni G symbolem gH bedziemy oznaczaé klase abstrakcji elementu g € G wzgledem
relacji ~ . Ponadto przestrzen orbit G/H dzialania grupy H jest G-przestrzenia z naturalnym

dzialaniem go2(g1H) = (g291)H dla kazdych g1, 92 € G.

Przyklad 1.2.2. Niech H € sub(G) oraz niech X bedzie H-przestrzenia. Wéwezas odwzo-
rowanie ¢ : H x (G x X) — G x X zdefiniowane wzorem <(h, (g,2)) = (gh~ !, hz) dla h € H
oraz (g,x) € G x X okresla H-dzialanie na przestrzeni G x X rozpatrywanej z topologia pro-
duktowa. Symbolem G x g X oznaczamy przestrzen orbit (G x X)/H. Dla prostoty bedziemy
pisaé [g, z] zamiast [(g,x)] dla oznaczenia klasy abstrakcji elementu (g,z) € G x X wzgledem

relacji ~ . Ponadto G x g X jest G-przestrzenia z dzialaniem postaci ga[g1,x] = [g291, ] dla
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g2 € G oraz [g1,z] € G xg X.

Definicja 1.2.2. Niech X bedzie G-przestrzenia. Zbiér A C X nazywamy niezmienniczym
ze wzgledu na dzialanie grupy G (lub krétko méwimy zbiorem G-niezmienniczym), jezeli dla

kazdych a € A oraz g € G zachodzi ga € A, to znaczy G(a) C A.

Definicja 1.2.3. Niech X oraz Y beda G-przestrzeniami. Ciagle odwzorowanie f: X — Y
nazywamy G-wspé6tzmienniczym (lub réwnowaznie G-odwzorowaniem), o ile dla kazdych g € G
oraz x € X zachodzi warunek f(gx) = gf(z). W przypadku, gdy Y = R jest trywialna G-
przestrzenia, to G-odwzorowanie f : X — R nazywamy G-niezmienniczym potencjatem. Jezeli
G-odwzorowanie f : X — Y jest homeomorfizmem, to nazywamy je G-homeomorfizmem,
a o G-przestrzeniach X oraz Y moéwimy, ze sa G-homeomorficzne, co zapisujemy symbolicznie

w nastepujacy sposob: X =g Y.

Przyktad 1.2.3. Niech H € sub(G) oraz niech X i Y beda H-przestrzeniami. Ponadto
ustalmy H-odwzorowanie f : X — Y. Wéwczas odwzorowanie (g,z) — (g, f(z)) indukuje
G-odwzorowanie G X g f : G xg X — G xg Y zdefiniowane formula G x g f([g,z]) = [g, f(x)]
dla kazdego [g,z] € G xg X.

Lemat 1.2.1. Zaléimy, ze G jest zwartq grupg topologiczng oraz G-przestrzen X jest prze-
strzeniq topologiczng Hausdorffa i ustalmy x € X. Wowczas odwzorowanie f : G/Gy — G(x)

zdefiniowane wzorem f(gGy) = gx jest G-homeomorfizmem.

Lemat 1.2.2. Niech X bedzie G-przestrzeniq oraz ustalmy g € G. Wowczas odwzorowanie
vg + X — X dane formulg v4(x) = gx jest homeomorfizmem. W szczegolnosci dla kazdego

otwartego zbioru U C X zbior GU = | v4(U) C X jest rowniez otwarty, a ponadto G-
geG

NIeZMIENNIC2Y.
Dowody powyzszych lematéw mozna znalezé na przyklad w ksiazce [40].

Definicja 1.2.4. Grupe topologiczna G nazywamy grupa Liego, jezeli posiada ona strukture
gladkiej rozmaitosci oraz dzialania grupowe a@ : G x G — G i B : G — G, zdefiniowane

formulami a(g1, g2) = 9192, B(g) = ¢~ dla g, g1, 92 € G, sa gladkie.

Przez zwarta grupe Liego rozumiemy grupe Liego, ktora jest zwarta jako przestrzen topo-

logiczna.

Przyktad 1.2.4. Przykladami grup Liego sa Gl(n), O(n) oraz SO(n). Ponadto kazda do-
mknigta podgrupa grupy Liego réwniez jest grupa Liego (patrz [40]).

W niniejszej rozprawie bedziemy rozwazaé¢ wylacznie skoniczenie wymiarowe grupy Liego.
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Definicja 1.2.5. Niech n € N. Reprezentacja zwartej grupy Liego G (lub inaczej G-reprezen-
tacja) nazywamy pare V = (R, p), gdzie odwzorowanie g : G — Gl(n) jest ciaglym homomor-
fizmem grup. Wéwczas o liczbie n méwimy, ze jest wymiarem G-reprezentacji. Reprezentacje
V = (R", p) rozwazana z homomorfizmem p : G — O(n) nazywamy natomiast ortogonalna
reprezentacja zwartej grupy Liego G (lub réwnowaznie ortogonalna G-reprezentacja). Ponadto

moéwimy, ze G-reprezentacja jest trywialna, o ile o(g) = Id,, dla kazdego g € G.

Niech V = (R", p) bedzie G-reprezentacja. Wowczas R™ jest G-przestrzenia z dzialaniem
¢ : G xR" — R"” danym wzorem ¢(g,v) = o(g)v oraz dla kazdego g € G odwzorowanie
v+ ¢(g,v) jest liniowe. Z drugiej strony kazde liniowe G-dzialanie na R™ definiuje strukture
G-reprezentacji na R", o ile go(g)v = ¢(g,v). Dla skrécenia zapisu zamiast o(g)v bedziemy
pisaé gv oraz przez v € V bedziemy rozumie¢ v € R™. Dla G-reprezentacji Vi = (R™, ;)
oraz Vo = (R"2, g99) mozemy méwié¢ o ich sumie prostej Vi @ Vg, to znaczy G-reprezentacji

(R™F"2 01 & g9), gdzie homomorfizm g1 @ g3 : G — Gl(ny + ny) okreslony jest formuty

01(9)

dla g € G.
0 029)

(01 @ 02)(9) = [

Natomiast poprzez podreprezentacje G-reprezentacji V. = (R™,p) bedziemy rozumieé¢ pod-
przestrzen Vi C V, ktéra jest rowniez zbiorem G-niezmienniczym. Wowczas Vi jest réwniez
G-reprezentacja z homomorfizmem p.

W niniejszej rozprawie bedziemy rozwazaé¢ wyltacznie ortogonalne reprezentacje zwartych
grup Liego, a ponadto wszystkie rozpatrywane reprezentacje beda rzeczywiste i skonczenie

wymiarowe, to znaczy V = (R", p).

Przyklad 1.2.5. Przypomnijmy, Ze elementy grupy Liego SO(2) oznaczamy przez ®(¢), patrz
formuta (1.1.1). Niech k,m € N. Symbolem R[1,m] oznaczamy dwuwymiarowa ortogonalna
SO(2)-reprezentacje (R?, g,,), gdzie homomorfizm oy, : SO(2) — O(2) jest zdefiniowany for-
mula 0, (P(¢)) = ()" = P(me) dla (¢) € SO(2). Ponadto dla m = 0 przez R[1,0]
bedziemy rozumieé¢ jednowymiarowa trywialna SO(2)-reprezentacje oraz R[k, m] bedzie ozna-
= é R[1,m].

i=1

Niech V bedzie ortogonalng G-reprezentacja oraz niech 2 C V bedzie otwarty i G-nie-

czaé sume prosta k kopii SO(2)-reprezentacji R[1, m], to znaczy R[k,m]

zmienniczy. Ustalmy H € sub(G) i wprowadzmy dalej nastepujace oznaczenia:

O ={veQ:HcCaq,},
Qay={ve:(Gy) =(H)},
Qe ={veQ:(Gy) < (H)},
Qe ={ve:(Gy) <(H)}
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W szczegblnosci V€ = {v € V : G, = G} jest zbiorem punktéw statych dzialania grupy
G. Zanotujmy, ze o elementach zbioru gy méwimy, ze maja typ izotropii (H). Ponadto
Ggo = gGpg~! dla kazdych g € G oraz v € V, a zatem elementy z tej samej G-orbity maja ten
sam typ izotropii i dlatego mozemy mowié¢ o typie izotropii G-orbity.

Dla k,l € NU {co} symbolem C%(V,R) bedziemy oznaczaé zbiér G-niezmienniczych po-
tencjaléw klasy C* (inaczej zbiér G-niezmienniczych C*-potencjatéw), natomiast zbiér G-
wsp6lzmienniczych C'-odwzorowan bedziemy oznaczaé przez Cé; (V, V). W szczegblnosci zbidr
G-niezmienniczych C°-potencjatléw (odpowiednio G-wspélzmienniczych C%-odwzorowan) be-
dziemy oznaczaé¢ symbolem Cg(V,R) (odpowiednio C(V,V)). Podobnie dla odwzorowan zde-
finiowanych na otwartych i G-niezmienniczych zbiorach €2 C V, to znaczy: C’E(Q, R), CE(Q, V),
Ca(2,R) oraz C(£2,V). Analogiczne oznaczenia bedziemy stosowaé dla odwzorowan zdefi-
niowanych na V x R oraz 2 x R zamiast, odpowiednio, na V oraz €2, gdzie R traktujemy
jako jednowymiarowa trywialna G-reprezentacje, to znaczy: CE(V x R,R), CL(V x R,V),
Ca(VxR,R), Ca(VxR,V), CE(QxR,R), CL(QxR,V), Ca(Q x R,R) oraz Cq(2 x R,V).

Uwaga 1.2.1. Niech V bedzie ortogonalna G-reprezentacja. Woéwcezas dla kazdego G-nie-
zmienniczego C*-potencjatu ¢ : V — R gradient Vo : V — V jest G-wspélzmienniczym od-
wzorowaniem klasy C*~! (inaczej G-wspolzmienniczym C*~'-odwzorowaniem). Rzeczywiscie,
ze wzgledu na G-niezmienniczo$¢ potencjalu ¢ dla kazdego v € V otrzymujemy nastepujace

réwnosci: Dyp(v) = Dyp(gv) = Dgpp(gv) o g, a stad

(Ve(v), w) = Dyp(v)w = Dgyip(g)(gw) = (Vep(gv), gw) = (g" Vep(gv), w)

dla kazdego w € V. Ostatecznie otrzymujemy, ze g’ Vip(gv) = Vo(v), a zatem V(gv) =
= gVe(v).

Uwaga 1.2.2. Niech ¢ € CL(V,R) oraz przypomnijmy, ze symbolem V¢ oznaczamy zbi6r
punktow stalych dzialania grupy G, ktéry jest réwniez ortogonalna G-reprezentacja. Roz-
wazmy @ye V¢ — R oraz (Vo)e V& — V¢, ktére bedziemy oznaczaé¢ symbolami,
odpowiednio, % oraz (V)%. Ze wzgledu na inkluzje G, C Gy dla kazdego v € V powy-
zej zdefiniowane odwzorowania sg poprawnie okreslone, a ponadto otrzymujemy nastepujaca
réwnoéé: Vo = (V)©.

Lemat 1.2.3. Niech V bedzie ortogonalng G-reprezentacjg oraz niech ¢ € C&;(V, R), a ponadto
ustalmy U C V. Wéwczas (Vo) L{0}) NGU =0, o ile (Vo) L({0})NU = 0.

Niech V; bedzie podreprezentacja ortogonalnej G-reprezentacji V. Wéwczas V & Vy =
={v eV :Vu; € Vi(v,v1) = 0} jest ortogonalna G-reprezentacja, a ponadto V=V, H(VoV,).
W niniejszej rozprawie bedziemy réwniez stosowaé oznaczenie Vi = V © Vy, jezeli nie bedzie

watpliwosci o dopelnieniu ortogonalnym w jakiej reprezentacji méwimy.
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Przyktad 1.2.6. Niech V bedzie ortogonalng G-reprezentacja oraz niech zbiér 2 C V bedzie
otwarty i G-niezmienniczy. Ustalmy vg € € oraz przez H oznaczmy grupe izotropii elementu
vg. Wiadomo, ze Qg oraz G(vg) sa G-niezmienniczymi podrozmaitosciami, odpowiednio,
Q oraz Qg (patrz [25]). Wéwczas przestrzeii styczna T,,G(vg) do orbity G(vg) w punkcie
vg jest ortogonalna H-reprezentacja oraz w szczegdlnosci przestrzeni (T,,G(vg))*, bedziemy
ja oznaczaé przez W, jest ortogonalna H-reprezentacja. Co wiecej, otrzymujemy nastepujace

rozktady przestrzeni T,V na sumy proste:

Ty V = TpoQ = (T Q) (TvOQ(H))i =
= (T G(v0)) @ (Toy Q) © T G(v0)) @ (Tuo )™ (1.2.2)
T,V = Ty Q = Ty G(vg) @ W = (T, G(vp)) @ WH @ (WH)L, (1.2.3)

Zauwazmy, ze (G x g Be(W,v0)) ) = (G xn BS(W,UO)H)(H) = G/H x B.(WH ), a zatem
otrzymujemy nastepujacg inkluzje: W C T, oS (m)-

Przyktad 1.2.7. Niech V bedzie ortogonalng G-reprezentacja oraz niech ¢ € C%(V, R).
Ustalmy vy € (V) 1({0}) i potézmy H = G,,. Przypomnijmy, Ze przez ]E$2tp(vo) oraz

E (v0) rozumiemy sumy proste podprzestrzeni wlasnych hesjanu V2p(vg) odpowiadajacych,

%24,0
odpowiednio, dodatnim i ujemnym warto$ciom witasnym. Dla skrécenia zapisu potézmy ET =
_ + - _ — 7 + — . . .
= IEVQSO(UO) oraz B~ = EV%(UO). Wéwcezas ET oraz E~ sa sumami prostymi H-reprezentacji. Co

wiecej, przestrzen ker V2p(vg) jest réwniez H-reprezentacja oraz V = ker V2o (vg) ©ET @ E~.

W ponizszym lemacie opisujemy rozklad hesjanu V2¢(vo) : T,V — Ty, V G-niezmienni-
czego potencjalu ¢ w punkcie krytycznym vg, to znaczy V(vg) = 0, ze wzgledu na rozklad

przestrzeni T;,,V zadany formulg (1.2.2) lub (1.2.3). Jego dowéd mozna znalezé¢ w artykule [32].

Lemat 1.2.4. Ustalmy otwarty i G-niezmienniczy podzbior ) ortogonalnej G-reprezentacji
V oraz niech p € C&(Q,R). Wowczas dla kazdego vy € (V)1 ({0}) hesjan

T2y G(v0) T2, G(vo)
@ @
V2p(vg) : TV = WH — T,V = WwWH
S S
(W)L (WH)+
ma nastepujgcy rozklad:
0
Vi(w)=1]0 B 0 |- (1.2.4)
0 C(vo)
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Niech ¢ € CZ(V,R) oraz vy € (Vi) 1({0}). Wéwezas G(vg) C (V)1 ({0}), gdyz odwzo-
rowanie V jest G-wspo6lzmiennicze. Dlatego G(vg) nazywamy G-orbita krytyczna potencjatu
¢. Zgodnie z Lematem 1.2.4 otrzymujemy, ze dim ker V2 (vg) > dim G(vp). Zatem o G-orbicie
krytycznej G(vg) bedziemy moéwié, ze jest zdegenerowana, o ile zachodzi nieréwnosé ostra.
Jezeli natomiast dim ker V2 (vg) = dim G(vp), to G(vg) bedziemy nazywaé niezdegenerowana
G-orbita krytyczna. Zauwazmy takze, ze powyzsza réwno$é¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy macierze B(vg) oraz C(vg) sa niezdegenerowane. Co wiecej, niezdegenerowana G-orbite
krytyczna G(vg) bedziemy nazywaé specjalna, o ile m™(C(vg)) = 0.

Sformutujemy teraz pewien techniczny lemat opisujacy postaé otwartych i G-niezmienni-

czych otoczen G-orbit krytycznych (patrz [6,25]).

Lemat 1.2.5. Niech ¢ € C4(V,R) oraz niech V(vg) = 0. Poléimy H = Gy, oraz W =
= (Ty,G(v0))* i zdefiniujmy G-odwzorowanie Z1 : G xg W — V wzorem Z1([g,w]) = gw
dla kazdego [g,w] € G xg W. Wéwczas Z; indukuje G-wspdlzmienniczy dyfeomorfizm zbioru
G x g B:(W,vy) na otwarte, G-niezmiennicze otoczenie GB:(W,vy) G-orbity krytycznej G(vg)

dla odpowiednio matego € > 0.

Niech ¢ € C%(V,R) oraz G(vo) bedzie niezdegenerowana G-orbita krytyczna ¢, gdzie przez

H bedziemy oznaczaé G,,. Przypomnijmy, ze zgodnie z formula (1.2.3) mamy nastepujacy

) _ H HyL H _ p+ -

rozktad: T,V = (T;,G(vo)) ® W @ (W7)~. Ponadto W" = ]EVQW‘WH('UO) ) Ev%le(Uo)
H\Ll _ p+ — , . . + _

oraz (WH)+ = EVQSDKWH)L(UO) & EVQ‘P‘(WH>L(UO)' Dla skrocenia zapisu IEVQSDle (v0)? EVQ%W]{ (v0)

+ — . 7 . . . + —
V2, it 1 (10)° EW%(wH)L(”O) bedziemy oznacza¢ symbolami, odpowiednio, E", E| oraz

EJ, E5 . Sformutujemy dalej G-niezmiennicza wersje lematu Morse’a. Ponizszy lemat zostal

oraz E

zaczerpniety z [25,90].
Lemat 1.2.6. Przy powyiszych zalozeniach otrzymujemy, Ze istniejq liczba € > 0 oraz G-
wspotzmienniczy dyfeomorfizm ZE : G X B:(W,vg) = E(G x g B:(W,vg)) taki, ze

P(E(lg,w])) = @(vo) + [w] [* = wy |* + w3 |* — |wy %,

gdzie w = ((wf,wy), (wg,wy)) € (Ef ®Ey) @ (Ef ©Ey).

Uwaga 1.2.3. Zanotujmy, ze kazda niezdegenerowana G-orbita krytyczna G-niezmienniczego
C?-potencjatu ¢ jest izolowana, to znaczy istnieje dla niej otwarte otocznie © C V bedace
zbiorem G-niezmienniczym, w ktérym jest ona jedyna G-orbita krytyczna potencjatu ¢, co

jest bezposrednim wnioskiem z Lematu 1.2.6.

Niech 2 C V bedzie otwarty i G-niezmienniczy. Potencjat ¢ € CL(V,R) nazywamy Q-do-
puszczalnym, jezeli (V) ~1({0}) NI = (), natomiast dla odwzorowania 1) € Ce(V,V) pojecie

Q-dopuszczalnodci oznacza, ze spetniony jest nastepujacy warunek: 1 ~1({0}) N9 = 0.
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Dla zbioru © C V jak powyzej zdefiniujmy teraz pojecia niezmienniczych oraz specjalnych
niezmienniczych Q-funkeji Morse’a, ktére zostaly wprowadzone w artykule [52]. O Q-dopusz-
czalnym potencjale ¢ € C%(V,R) powiemy, ze jest niezmiennicza Q-funkcja Morse’a, o ile
kazda G-orbita krytyczna ¢ zawarta w {2 jest niezdegenerowana. Dodatkowo méwimy, ze
niezmiennicza ()-funkcja Morse’a jest specjalna, jezeli kazda G-orbita krytyczna ¢ zawarta

w () jest specjalna.

Uwaga 1.2.4. Zauwazmy, ze dla kazdej niezmienniczej Q2-funkcji Morse’a ¢ przy dodatkowym
zalozeniu ograniczonoéci zbioru Q otrzymujemy, ze (V)1 ({0}) N Q sklada sie ze skoriczonej

liczby G-orbit krytycznych, na podstawie Uwagi 1.2.3.

Biorac pod uwage Lemat 1.2.4 przedstawimy rozklad hesjanu VZp(vg) pewnego G-nie-
zmienniczego potencjatu ¢ w punkcie krytycznym vy ze wzgledu na rozktad przestrzeni T,V
zadany formuta (1.2.2) lub (1.2.3) w sytuacji Q = Qgy, gdzie (H) = ({e}). Zauwazmy, Ze
w zbiorze 2 wystepuje dokladnie jeden typ izotropii ({e}), a zatem rozklady przestrzeni T,V
dane formutami (1.2.2) oraz (1.2.3) przyjmuja nastepujace postacie:

Ty V
T,V

Tyt = (T2 G(v0)) @ (Toy Q) © Ty G(v0)), (1.2.5)
Ty = (T, G(v0)) @ W (1.2.6)

Lemat 1.2.7. Niech speinione bedg zaloZenia Lematu 1.2.4 oraz niech @ = Q(eyy. Wowczas
dla kazdego vy € (V)~1({0}) hesjan

TUOG(U()) TvoG(UO)
V2p(vo) : ® — ®
Too Q1) © Ty G(v0) Too 1) © Toy G(wo)
ma nastepujocy rozklad:
0 0
V2p(vy) = , 1.2.7
(vo) 0 Blw) (1.2.7)

gdzie B(vg) ma postaé jak w formule (1.2.4).

Przyktad 1.2.8. Niech G = SO(2) i V = R[1,1] oraz zalézmy, ze Q = V \ {0}. Wéwczas
dla kazdego v € Q otrzymujemy, ze SO(2), = {e}, a zatem = Q(y.}). Dodatkowo ustalmy
potencjal ¢ € CEO(Q)(Q,R) dany formula ¢(v) = ¥ (|v|?), gdzie ¥ : R — R jest potencjatem
klasy C°° okreslonym wzorem ¢ (t) = t(t — 1). Wtedy Vp(v) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
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lv]? = %, a zatem dla vy = (0, %) hesjan

T, SO(2)(v0) Tyo SO(2) (v0)
V2p(vo) : 0 — @
TooQ(gey) © Tup SO(2)(v0) Ty Qfe}) © Ty SO(2)(vo)

ma nastepujacy rozktad:

9 B 0 0
VSO(UO)—{O 4]-

Przypomnijmy, ze jezeli gtadkie dzialanie zwartej grupy Liego G na otwartym i G-niezmien-
niczym podzbiorze Q C V jest wolne, to przestrzen orbit /G dzialania grupy G na Q C V jest
gladka rozmaitoscia, gdzie V jest G-reprezentacja (patrz [45]). W tym przypadku dla kazdego
G-niezmienniczego C?-potencjalu mozemy rozpatrywaé¢ potencjal ilorazowy zdefiniowany na
gladkiej rozmaitosci Q/G. W ponizszym lemacie przedstawimy rozklad hesjanu potencjatu
ilorazowego, z ktérego wynika, ze indeks Morse’a hesjanu tego potencjatu jest rowny indeksowi

Morse’a macierzy B(vp), patrz formuta (1.2.4).

Lemat 1.2.8. Niech V = (R", o) bedzie gladkq reprezentacjq zwartej grupy Liego G, to jest
0 : G — Gl(n) jest gladkim homomorfizmem grup, oraz niech Q C V bedzie otwarty i G-
niezmienniczy. Ustalmy ¢ € C%(Q,]R) oraz zatozmy, ze Q = Qo). Wowczas potencjal
Y 1 Q/G — R dany formulg (G(vg)) = p(vg) jest odwzorowaniem klasy C? oraz hesjan
V2U(G(vg)) @ TyQ/G — Ty2/G ma nastepujacg postaé V*p(G(vg)) = B(wg), gdzie B(vp)
jest jak w formule (1.2.4).

1.3 Pierscien Eulera

W niniejszym podrozdziale przedstawimy definicje G-CW-kompleksu oraz pierécienia FEulera
U(G) zwartej grupy Liego G. Oméwiony material zostal zaczerpniety z [22,23,34].

Zatézmy, ze G jest zwarta grupa Liego oraz niech rozpatrywane G-przestrzenie beda prze-
strzeniami topologicznymi Hausdorffa. Przez 7(G) (odpowiednio 7.(G)) bedziemy oznaczaé
kategorie, w ktérej obiektami sa zwarte G-przestrzenie (odpowiednio zwarte punktowane
G-przestrzenie), a morfizmami G-odwzorowania G-przestrzeni (odpowiednio G-odwzorowa-
nia zachowujace punkty bazowe). Analogiczne oznaczenia bedziemy stosowaé dla katego-
rii zwartych H-przestrzeni (odpowiednio zwartych punktowanych H-przestrzeni) wraz z H-
odwzorowaniami miedzy nimi (odpowiednio H-odwzorowaniami zachowujacymi punkty ba-

zowe) dla dowolnej domknietej podgrupy H grupy G, to znaczy 7(H) (odpowiednio 7.(H)).

Definicja 1.3.1. Niech X, Y € 7.(G). Méwimy, ze ciagte odwzorowanie h : X x[0,1] — Y jest

homotopia w 74(G) (lub réwnowaznie G-homotopia), o ile h(-,t) jest morfizmem w 7.(G) dla
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kazdego t € [0, 1]. Dwa odwzorowania f oraz g bedace morfizmami w 7,(G) bedziemy nazywaé
homotopijnymi w 7.(G) (inaczej G-homotopijnymi), o ile istnieje G-homotopia h taka, ze
h(-,0) = f oraz h(-,1) = g. Ponadto o G-przestrzeniach X,Y € 7.(G) powiemy, Ze maja
ten sam typ G-homotopii, jezeli istnieje G-homotopijna réwnowaznosé f : X — Y w 7.(G),
innymi slowy istnieje odwzorowanie g : Y — X w 7.(G) takie, ze go f oraz fog sa homotopijne
w T«(QG), odpowiednio, z Idx oraz Idy. Symbolem [X]s bedziemy oznaczaé¢ typ G-homotopii
elementu X € 7,(G) oraz niech 7,[G] bedzie zbiorem wszystkich typéw G-homotopii zwartych

G-przestrzeni z punktem bazowym.

Analogicznie jak powyzej definiujemy typ H-homotopii zwartych punktowanych H-przes-
trzeni dla dowolnej domknietej podgrupy H zwartej grupy Liego G. Przez [Y]y oraz 7.[H]|
bedziemy rozumie¢, odpowiednio, typ H-homotopii elementu Y € 7, (H) oraz zbiér wszystkich
typow H-homotopii zwartych punktowanych H-przestrzeni. Ponadto powyzsze pojecia mozna
réwniez zdefiniowaé dla kategorii 7(G) i 7(H) oraz bedziemy stosowaé analogiczne oznaczenia,
to znaczy [X|q, [Y]u, 7|G] oraz T[H].

Ustalmy, ze przez pare G-przestrzeni (X, A) bedziemy rozumieé¢ G-przestrzenie X oraz
A spelniajace inkluzje postaci A C X. Dla pary zwartych G-przestrzeni (X, A) symbolem
(X/A,[A]) oznaczamy przestrzen z wyréznionym punktem postaci (X \ A U [A],[4]) otrzy-
mang z X poprzez sklejenie zbioru A do punktu, ktéry oznaczamy symbolem [A]. Powyzej
zdefiniowana przestrzen jest rozpatrywana z topologia ilorazowa. Ponadto (X/A,[A]) jest
zwarta G-przestrzenia z dzialaniem indukowanym z X spelniajacym warunek g[A] = [A4] dla
kazdego g € G. Dla skrécenia zapisu bedziemy réwniez pisaé¢ X /A zamiast (X/A, [4]).

Analogicznie jak w Definicji 1.3.1, mozemy méwié¢ o pojeciu typu G-homotopii pary zwar-

tych G-przestrzeni.

Definicja 1.3.2. Niech (X, A) oraz (Y, B) beda parami zwartych G-przestrzeni. Ciagle od-
wzorowanie f : (X, A) — (Y, B) nazywamy G-odwzorowaniem pomiedzy parami (X, A) oraz
(Y,B),oile f: X =Y jest G-odwzorowaniem oraz zachodzi inkluzja postaci f(A) C B. Mé-
wimy, ze ciagle odwzorowanie h : (X, A) x [0,1] — (Y, B) jest G-homotopia pomiedzy parami
(X, A) oraz (Y, B), o ile dla kazdego t € [0,1] odwzorowanie h(-,t) jest G-odwzorowaniem
pomiedzy parami (X, A) oraz (Y, B). Dwa G-odwzorowania f, g : (X, A) — (Y, B) bedziemy
nazywaé¢ G-homotopijnymi, o ile istnieje G-homotopia h pomiedzy parami (X, A) oraz (Y, B)
taka, ze h(-,0) = f oraz h(-,1) = g¢. Ponadto méwimy, ze pary zwartych G-przestrzeni
(X, A) oraz (Y, B) maja ten sam typ G-homotopii, jezeli istnieje G-homotopijna réwnowaznos$é
f:(X,A) = (Y,B), to jest istnieje G-odwzorowanie ¢ : (Y, B) — (X, A) pomiedzy parami
(X, A) oraz (Y, B) takie, ze g o f oraz f o g sa G-homotopijne, odpowiednio, z Idx oraz Idy.
Symbolem [(X, A)]¢ bedziemy oznaczaé¢ typ G-homotopii pary (X, A).
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W ponizszym lemacie sformutujemy pewne wlasnosci typu G-homotopii. Dowdd tego le-

matu wynika z definicji typu G-homotopii oraz Przyktadu 1.2.3.

Lemat 1.3.9. Niech H € sub(G) oraz niech Y1,Ys € 7(H). Ustalmy ponadto pary zwartych
G-przestrzeni (X1, A1) oraz (X2, A2).

(1) Jezeli [YI]H = [YQ]H, to [G X H YI]G’ = [G X H YQ]G.

(2) Jezeli [(X1, A1)]le = [(X2, A2)]q, to [(X1/A1, [A1])]e = [(X2/A2, [A2])]G-

Symbolem X UY oznaczamy sume roztaczng dwéch roztacznych G-przestrzeni X oraz Y, to
znaczy zbiér X UY z nastepujaca topologia: zbiér U jest otwarty w X UY wtedy i tylko wtedy,
gdy U = Uy U Uy, gdzie U; oraz Uy sa zbiorami otwartymi, odpowiednio, w X oraz w Y.

Niech k € N U {0} oraz przypomnijmy, ze symbolami D(R¥), B(R*) i S(R*) oznaczamy,
odpowiednio, kule domknieta, kule otwarta oraz sfere w R* o érodku w punkcie 0 € R* i pro-
mieniu 1. Potézmy S(R°) = () oraz ustalmy, ze przez D(R?) i B(R®) rozumiemy przestrzenie

jednopunktowe. Powyzsze przestrzenie bedziemy traktowaé jako trywialne G-przestrzenie.

Definicja 1.3.3. Niech (X, A) bedzie para zwartych G-przestrzeni oraz Hy, ..., Hy € sub(G).
Méwimy, ze G-przestrzenn X otrzymujemy z G-przestrzeni A przez doklejenie rodziny niezmien-

niczych k-komérek typu {(k, (H;)) : j =1,...,q}, jezeli istnieje G-odwzorowanie

©: (|j| D(R*) x G/Hj, |i| S(RF) x G/Hj) — (X, A)

J=1 Jj=1

q
odwzorowujace G-przestrzeii || B (R¥) x G//H; homeomorficznie na X \ A. Wéwczas zbi6r
i=1
©(D(RF) x G/ H;) nazywamy niezmiennicza k-komérka typu (k, (H;)) dla kazdego j = 1,...,q.

W szczegélnosei o zbiorze o(D(R¥) x G/H;) méwimy, ze jest domknieta niezmiennicza k-
komérka, natomiast o zbiorze p(B(R¥) x G/H;) powiemy, ze jest otwarta niezmiennicza k-
komérka. Przez brzeg niezmienniczej k-komoérki bedziemy rozumieé zbiér ¢(S(RF) x G/H;).
Natomiast o G-odwzorowaniu ¢ méwimy, ze jest odwzorowaniem charakterystycznym dla G-

przestrzeni X.

Definicja 1.3.4. Niech (X, X_1) bedzie para zwartych G-przestrzeni. Jezeli istnieje skoriczony
ciagg G-przestrzeni X_1 C Xo C X; C --- C X, = X taki, ze

(1) X*l S {*7®}’

q(0) S
(2) Xo~g X_1U '|_|1 G/Hmo, gdzie HL(), ce, Hq(0)70 S sub(G),
]:

(3) dla kazdego k = 1,...,p przestrzenn X otrzymujemy z Xj_1 przez doklejenie rodziny
niezmienniczych k-komorek typu {(k,(H;x)) :j =1,...,q(k)},
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to pare G-przestrzeni (X, X_1) nazywamy skonczonym G-CW-kompleksem. W szczegdlno-
Sci pare (X, *) bedziemy nazywaé skonczonym G-CW-kompleksem z wyréznionym punktem
% € X% (lub réwnowaznie skoficzonym punktowanym G-CW-kompleksem), natomiast pare
(X,0) bedziemy utozsamiaé¢ z X oraz nazywaé skonczonym G-CW-kompleksem bez wyrdz-
nionego punktu. Zbiér podprzestrzeni {Xo, X1, ..., X,} nazywamy rozkladem komoérkowym
G-CW-kompleksu (X, X_1), a zbior kﬂo{(k7 (Hjr)) : 3 =1,...,q9(k)} typem tego rozkladu

komoérkowego.

Przyktad 1.3.1. Niech G = SO(2) oraz X = S(R3) C R[1,m] @ R[1,0], a przez Z,, rozu-
miemy grupe addytywna klas reszt modulo m. Wéwezas (X, X_1) jest skoniczonym punktowa-
nym SO(2)-CW-kompleksem z nastepujacymi podprzestrzeniami wystepujacymi w rozkladzie
komérkowym: Xo = X_j Ue; = {(0,0,—1)} Uer, X = X; = Xo U f1, gdzie e; = {(0,0,1)}
jest niezmiennicza 0-komérka typu (0, SO(2)) oraz f1 ~go(2) B(R) x SO(2)/Zn, jest otwarta

niezmiennicza 1-komorka typu (1, Z,).

Definicja 1.3.5. Niech (X, X_1) bedzie skoficzonym G-CW-kompleksem. Méwimy, ze para
(Y,Y_1) jest G-CW-podkompleksem (X, X_1), o ile

(1) Y 1 CX_q,
(2) Y C X jest G-przestrzenia,

(3) Y jest suma Y_; i pewnej rodziny otwartych niezmienniczych komérek z X tak, ze brzeg

kazdej komoérki réwniez nalezy do Y.

Ponadto, jezeli Y_; = {x}, to (Y,Y_;) nazywamy G-CW-podkompleksem z wyrdznionym

punktem.

Niech (X, X_1) bedzie skoniczonym G-CW-kompleksem z rozkladem komérkowym postaci
{Xo,X1...,X,}. Wowczas para (X, X_1) jest G-CW-podkompleksem (X, X_1) dla kazdego
kE = 0,...,p. Co wiecej, jezeli (Y,Y_1) jest G-CW-podkompleksem (X, X_1), to (Y,Y_q)
jest G-CW-kompleksem z rozkladem komérkowym {Yp,Y1,...,Y,}, gdzie ¥, = Y N X}, dla
k=0,...,p. W szczegdlnosci para zwartych G-przestrzeni (X/Y, [Y]) jest skoniczonym punk-
towanych G-CW-kompleksem z podprzestrzeniami rozkladu komérkowego postaci X /Yy dla

k=0,...,p. Powyzsze fakty mozna znalez¢ w ksiazce [23].

Przyktad 1.3.2. Niech G = SO(2) oraz X = S(R?) C R[1,m] @ R[1,0]. Rozwazmy skoi-
czony punktowany SO(2)-CW-kompleksem (X, X_;) z nastepujacymi podprzestrzeniami wy-
stepujacymi w rozkladzie komorkowym: Xg = X_j Ue; Ueo, X1 = Xo U fi U fo, gdzie
X1 ={(0,0,-1)} i ex = {(0,0,1)}, e2 =g0(2) SO(2)/Zy, sa niezmienniczymi 0-komérkami
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typu, odpowiednio, (0,S0(2)), (0,Z) oraz fi =so@2) B(R) x SO(2)/Zy =s0(2) f2 sa otwar-
tymi niezmienniczymi l-komérkami typu (1,7Z,,). Wéwczas para (Y,Y_1) jest SO(2)-CW-
podkompleksem (X, X_1), gdzie Y_; = {(0,0,—1)} oraz Y =Y_; Uea U fo.

Symbolem F(G) oznaczamy podkategorie kategorii 7(G), gdzie obiektami sa skonczone
G-CW-kompleksy, a morfizmami G-odwzorowania pomiedzy nimi. Analogicznie przez F,(G)
bedziemy oznacza¢ podkategorie kategorii 7.(G), gdzie obiektami sa skoriczone punktowane
G-CW-kompleksy oraz morfizmami G-odwzorowania pomiedzy tymi obiektami zachowujace
punkty bazowe. Przypomnijmy ponadto, ze dla X € F(G) lub X € F.(G) przez [X]g
rozumiemy typ G-homotopii elementu X. Wéwczas F[G] (odpowiednio Fi[G]) bedzie ozna-
czaé zbior typéw G-homotopii skoniczonych G-CW-komplekséw (odpowiednio zbiér typéw G-
homotopii skonczonych G-CW-komplekséw z punktem bazowym).

Niech F' bedzie wolna grupa abelowa generowana przez F,[G] oraz niech N bedzie podgrupa
F' generowana przez elementy postaci [A] — [X] 4+ [X/A], gdzie A, X € F.(G) i A jest G-
CW-podkompleksem z wyréznionym punktem punktowanego G-CW-kompleksu X. Polézmy
U(G) = F/N oraz niech xg(X) bedzie klasa elementu [X]|g € F w U(G). Element xg(X)
nazywamy G-niezmiennicza charakterystyka FEulera skonczonego punktowanego G-CW-kom-
pleksu X. W przypadku, gdy X jest skonczonym G-CW-kompleksem bez wyrédznionego punktu
przyjmujemy, ze Xa(X) = xq(X™T) oraz X = X U {x}, gdzie * jest dodanym wyréznionym
punktem, bedacym punktem stalym dzialania zwartej grupy Liego G.

Dla (X,*x),(Y,*y) € Fu(G) potézmy X VY = (X x {xy} U {*x} xY)/{(xx,*y)} oraz
XANY =XxY/X VY. Wéwczas X VY oraz X AY sa réwniez elementami F,(G). Ponadto
zauwazmy, ze [X]g — [X VY]e + [X VY/X]|eg = [X]c — [X VY]g + [Y]e¢ € N, a zatem
xa(X) + xa(Y) = xa(X VY). Zdefiniujmy dalej iloczyn x : U(G) x U(G) — U(G) formula
xa(X)* xa(Y) = xa(X AY).

Twierdzenie 1.3.1. Grupa (U(G),+) jest wolng grupg abelowq z elementami bazy xo(G/H™)
_ P
dla (H) € sub[G]. Co wiecej, jezeli X € Fi(G) oraz U {(k,(H;r)) : 7 =1,...,q(k)} jest
k=0
typem rozktadu komorkowego G-CW-kompleksu X, to

xe(X)= > <Z(—1)kV(7€, (H))> xc(G/H") € U(G), (1.3.8)
[G]

(H)€esub k=0
gdzie v(k,(H)) jest liczbg niezmienniczych k-komdrek typu (k,(H)).

Twierdzenie 1.3.2. Tréjka (U(G),+,*) jest pierscieniem przemiennym z elementem neutral-
mym 1 = xa( C/G).

Powyzsze twierdzenia zostaly zaczerpniete z ksiazki [23].
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Pierécien U(G) nazywamy pierécieniem Eulera zwartej grupy Liego G. Element zerowy

w U(G) bedziemy oznaczaé¢ symbolem O.

Przyklad 1.3.3. Niech G = SO(2). Wéwczas dla skoriczonego punktowanego SO(2)-CW-
kompleksu z Przykladu 1.3.1 otrzymujemy, ze xso(2)(S(R?)) = (=1)"xs0(2)(SO(2)/50(2) 1)+
+(=1)'xs0(2)(SO(2)/Z},).

1.4 Niezmienniczy indeks Conley’a

W podrozdziale niniejszym oméwimy podstawowe pojecia dotyczace teorii indeksu Conley’a
zdefiniowanego w obecnosci dziatania zwartej grupy Liego G. Przedstawiony material zostat
zaczerpniety gléwnie z [5,12,32,78].

Niech zatem G bedzie zwarta grupa Liego oraz V jej ortogonalng G-reprezentacja. W dal-
szej czesci rozprawy przestrzen R bedziemy traktowaé jako jednowymiarowa trywialna G-
reprezentacje, a stad dzialanie grupy G na V x R bedzie dane formula g(v,t) = (gv,t) dla
kazdych g € G oraz (v,t) € V x R.

Zdefiniujemy teraz pojecie lokalnego potoku w obecnosci dziatania zwartej grupy Liego G.

Definicja 1.4.1. Niech U C V x R bedzie otwartym i G-niezmienniczym otoczeniem zbioru
V x {0}. Méwimy, ze G-wsp6lzmiennicze odwzorowanie 1 : U — V jest lokalnym G-potokiem,

o ile spelnia nastepujace warunki:

(1) dla kazdego v € V istnieja —a(v),w(v) € (0,400] spelniajace (a(v),w(v)) = {t € R :
(v,t) € U},

(2) n(v,0) = v dla kazdego v € V,
(3) jezeli s € (a(v),w(v)) it € (a(n(v,s)),w(n(v,s))), to s+t e (a(v),w(v)) oraz otrzymu-
jemy, ze n(n(v,s),t) = n(v, s +1).
Ponizszy przyklad zostal zaczerpniety z ksiazki [28].

Przyktad 1.4.1. Niech ¢ € C%4(V,R) oraz rozwazmy réwnanie rézniczkowe nastepujacej po-
staci: u(t) = V(u(t)). Woéwezas réwnanie to indukuje lokalny potok n : U — V dany wzorem
n(v,t) = wuy(t), gdzie u, : (a(v),w(v)) — V jest rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego
postaci

{ a(t) = Veo(u(t))
u(0) =wv

a przedzial (a(v),w(v)) jest maksymalnym odcinkiem, na ktérym istnieje rozwiazanie powyz-
szego zagadnienia. Ponadto n : U — V jest G-odwzorowaniem, gdyz Vi € C'Cl;(V, V). Rze-

czywiscie, definiujac odwzorowanie u; : (a(v),w(v)) — V wzorem u; = gu, otrzymujemy, ze
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i (t) = gin(t) = gV (uy(t)) = Vo(ur(t)) 1 u1(0) = gv, a zatem (a(v),w(v)) C (a(gv),w(gv))-
Analogicznie dla uz = g~ 'u,, dowodzimy, ze (a(gv),w(gv)) C (a(v),w(v)). W konsekwencji,
(a(v),w(v)) = (a(gv),w(gv)), co implikuje G-niezmienniczos$é¢ zbioru U. Dodatkowo z twier-
dzenia o istnieniu i jednoznacznodci rozwigzan réwnari rézniczkowych (patrz [63]) mamy, ze

Ugy = Uy, a zatem 7 jest lokalnym G-potokiem.

Ustalmy lokalny G-potok n : U — V oraz niech W C V. O zbiorze W méwimy, ze jest
n-niezmienniczy, o ile n((W x R)NU) C W. Dla G-niezmienniczego zbioru W C V definiujemy
nastepnie zbiér Inv(W,n) = {v € W : Vt € (a(v),w(v)) n(v,t) € W} C W, ktéry bedziemy
nazywaé¢ maksymalnym n-niezmienniczym podzbiorem W. Zauwazmy, ze zbior Inv(W,n) jest

n-niezmienniczy oraz G-niezmienniczy.

Definicja 1.4.2. Niech W C V bedzie zbiorem zwartym o niepustym wnetrzu oraz G-nie-
zmienniczym. Woéwczas W nazywamy G-otoczeniem n-izolujacym, o ile Inv(W,n) C int(W).
Ponadto o zwartym zbiorze S C V méwimy, ze jest izolowanym zbiorem n-niezmienniczym,
jezeli istnieje G-otoczenie n-izolujace dla zbioru 5, to znaczy istnieje G-otoczenie n-izolujace
W C V takie, ze Inv(W,n) = 9.

7 powyzszej definicji wynika, ze izolowane zbiory n-niezmiennicze sg zbiorami G-niezmien-

niczymi oraz m-niezmienniczymi.

Definicja 1.4.3. Niech S C V bedzie izolowanym zbiorem 7-niezmienniczym. Pare zwartych
G-przestrzeni (N, L) nazywamy G-para indeksowg dla zbioru S, o ile spelnione sa nastepujace

warunki:
(1) zbior cl(N \ L) jest otoczeniem n-izolujacym dla zbioru S,

(2) L jest zbiorem dodatnio n-niezmienniczym w zbiorze N, to znaczy, jezeli v € L oraz
n({v} x [0,t]) C N dla pewnego t > 0, to n({v} x [0,t]) C L,

(3) L jest zbiorem punktéw wyjscia dla zbioru N, to znaczy, jezeli v € N oraz n(v,t1) ¢ N
dla pewnego t1 > 0, to istnieje t € [0,¢1) takie, ze n({v} x [0,t]) C N in(v,t) € L.

W ponizszym twierdzeniu, ktérego dowdéd mozna znalezé w artykule [32], przedstawiamy
podstawowy rezultat dotyczacy istnienia G-pary indeksowej dla izolowanych zbioréow n-nie-

zmienniczych.

Twierdzenie 1.4.3. Niech S C V bedzie izolowanym zbiorem n-niezmienniczym oraz niech
W C 'V bedzie jego G-otoczeniem n-izolujgcym. Wowczas istnieje G-para indeksowa (N, L) dla
zbioru S taka, Ze N C int(W).

Wprowadzmy teraz pojecie G-niezmienniczego indeksu Conley’a dla izolowanego zbioru

7-niezmienniczego.
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Definicja 1.4.4. Niech S C V bedzie izolowanym zbiorem 7-niezmienniczym oraz niech para
(N, L) bedzie G-para indeksowa dla S. Typ G-homotopii [(N/L,[L])]¢ zwartej G-przestrzeni
z wyrdznionym punktem postaci (N/L,[L]) nazywamy G-niezmienniczym indeksem Conley’a

dla zbioru S (lub réwnowaznie G-indeksem Conley’a) oraz oznaczamy przez Clg(S,n).

Powyzsza definicja G-indeksu Conley’a nie zalezy od wyboru G-pary indeksowej dla izolo-
wanego zbioru n-niezmienniczego S, to jest dla dowolnych dwoch G-par indeksowych (Ny, L1)
oraz (Ng, L) dla zbioru S otrzymujemy, ze [(N1/L1,[L1])]l¢ = [(N2/Le,[L2])]lc € 7[G]
(patrz [32]).

Niech (N, L) bedzie G-para indeksowa dla izolowanego zbioru 7-niezmienniczego S. W przy-
padku, gdy L jest zbiorem pustym przyjmujemy, ze N/L = NT = N U {x} oraz Clg(S,n) =
= [NT]g € 7[G], gdzie * jest dodanym wyréznionym punktem, bedacym punktem stalym
dziatania grupy G.

Przyktad 1.4.2. Niech G = SO(2) oraz niech V = R[1,m] dla pewnego m € N. Zdefiniujmy
@+ : V — R nastepujaco: ¢4 (v) = £1(|v|?), gdzie ¢ : R — R jest potencjalem klasy C* da-
nym wzorem ¢ (t) = t(t—1). Rozwazmy réwnanie rézniczkowe postaci u(t) = =V (u(t)) oraz
niech 74 : U — V bedzie lokalnym SO(2)-potokiem generowanym przez powyzsze rownanie.
Zauwazmy, ze zwarty, SO(2)-niezmienniczy zbiér S = SO(2) (O, %) jest izolowanym zbiorem
n+-niezmienniczym oraz wybierzmy jego SO(2)-otoczenie ni-izolujace N = D(V)\ B 1 (V).
Polézmy (N4,Ly) = (N,0) oraz (N_,L_) = (N,0N). Wéwczas (Ni, Ly) jest SO(2)-para
indeksowa dla zbioru S oraz Clso2)(S;n+) = [Nt]sor) = [S(V)*]soe), Clsow)(S,n-) =
= [(N/ON, [ON])]s0(2)-

Lemat 1.4.10. Niech ¢ € C’é(V,R) oraz niech W C V bedzie zwartym zbiorem o niepustym
wnetrzu. Ustalmy vo € W i zaldimy dodatkowo, ze odwzorowanie uy, : (a(vg),w(vg)) — W

jest rozwigzaniem zagadnienia poczgtkowego postacst

gdzie (a(vg),w(vo)) jest maksymalnym odcinkiem, na ktérym istnieje rozwigzanie. Wowczas
(1) (a(vo),w(vo)) = (=00, +09),
(2) (Vo) '({oh) nw #90,

(3) (Vo)-L({0}) N {u €W 3{tx} C (—00,+00) |, limn_tay(1y) = u} 29,

(W) (o) (0D 1 {0 € W i3{ta} € (~oc,00)  im iy (0) = vf # 0.
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Dowdd. Punkt (1) tezy wynika bezposrednio z globalnego twierdzenia o istnieniu i jednoznacz-
nosci rozwiazan réwnan rézniczkowych, ktére mozna znalezé na przyklad w ksiazce [63].

Dla dowodu punktu (2) tezy przypusémy, ze (V)L ({0})NW = 0. Wéwczas biorac pod uwage
zwartos¢ W definiujemy m = inf,cy [Vp(v)| > 0 oraz M = sup,cy |¢(v)] < 400, a stad dla

dowolnych s, t € (—00,+00) mamy, ze

t

| Drplun(r))dr

S

2M > [p(uy, () — p(un,(5))] =

/ Dayy @1ty (7))t (7)dr

t
/ m2dr

= | (Tl tn()dr| = | [ Vol (7)) Par| = =t .

sprzecznosc.

Udowodnimy teraz punkt (3) tezy, natomiast punkt (4) dowodzimy analogicznie. Przypu-
$émy, ze (V) 1({0})N {v e W IH{tg} C (—o0, +00) tklaiquoo Uy (t) = ’U} = (), a zatem zbiory
(Vo) H{0H) N W C W oraz cl(uy, ((0,+00))) C W sa roztaczne i zwarte. Dlatego wybierajac
zwarty zbiér Wi C W taki, ze cl(uy,((0,+00))) C Wi oraz (V) 1({0}) N W1 = () mozemy
dalej przeprowadzi¢ dowdd analogicznie jak powyzej zastepujac zbiér W przez Wi, co konczy
dowod. O

Uwaga 1.4.5. Niech ¢ € C’%(V, R) oraz rozwazmy lokalny G-potok n : U — V induko-
wany przez réwnanie rézniczkowe postaci u(t) = V(u(t)). Wéwezas kazda niezdegenerowana
G-orbita krytyczna G(vg) C (V) 1({0}) jest izolowanym zbiorem 7-niezmienniczym. Rzeczy-
wiscie, na podstawie Uwagi 1.2.3, istnieje otwarte otoczenie © C V G-orbity krytycznej G(vg)
bedace zbiorem G-niezmienniczym takie, ze © N (V) 1({0}) = G(vp). Bez zmniejszenia ogdl-
nosci mozemy zatozyé, ze cl(©) N (V) 1({0}) = G(vy) oraz zbiér © C V jest ograniczony.
Wéwezas Inv(cl(©),n) = G(vg). Rzeczywiscie, gdyby istnialo niestacjonarne rozwiazanie
Uy, © (a(vr),w(v1)) = cl(©) réwnania rézniczkowego u(t) = V(u(t)), to (a(vi),w(v1)) =
— (=00, +00), (V)" ({0}) N {v € cl(©) : 3{te} C (—o0,+00)  lim_uay (th) = v} £ 0 oraz

(Vo) {0} N {v € cl(©) : Htr} C (—o0, +0) tkl—i>n—1<>o Uy, () = v} # 0, z Lematu 1.4.10. Co
wiecej, Dyp(ty, (t)) = Du,, @ (o, ()it (t) = (Vp(toy (1), dtoy (1)) = [Vip(un, (£))[* > 0 dla kaz-

dego t € (—00,+00), to znaczy ¢ rosnie na rozwiazaniu u,,, a ponadto ¢(gvg) = ¢(vg) dla

kazdego g € G, sprzecznosé.

Symbolem A bedziemy oznaczaé przedzial domkniety [A1, Ao] dla A1, Adg € R oraz A\j < Ao,
ktéry bedziemy traktowaé jako przestrzen parametréw z trywialnym G-dziataniem. Niech
U C VxR x A bedzie otwartym otoczeniem zbioru V x {0} x A oraz zdefiniujmy U, =
={(v,t) e VX R: (v,t,\) € U}.
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Definicja 1.4.5. Méwimy, ze G-wspOlzmiennicze odwzorowanie 1 : U — V jest rodzing
lokalnych G-potokéw, jezeli ny = n(-,-, A) : Uy — V jest lokalnym G-potokiem dla kazdego
A€eA.

Niech n : U — V bedzie rodzing lokalnych G-potokéw oraz ustalmy G-niezmienniczy zbior
W C V. Dodatkowo potézmy Inv(W x A,n) = {(v,A\) € W x A : v € Inv(W,ny)}. Wowezas
zbiér Inv(W x A,n) jest G-niezmienniczy, a ponadto jest zwarty, o ile W C V jest zwarty. Ze
zwartosci zbioru Inv(W x A,n) mozna wywnioskowaé, ze zbior tych A € A, dla ktérych W jest
G-otoczeniem ny-izolujacym jest otwarty w A. Powyzszy fakt zostal zaczerpniety z ksiazki [5],
natomiast w artykule [78] mozna znalezé jego dowdd w przypadku bez dzialania grupy, ktéry
bezposrednio przenosi si¢ na sytuacje niezmienniczg.

Ponizsze twierdzenie zostalo zaczerpniete z [5,32] oraz opisuje wlasnosé kontynuacji dla

G-niezmienniczego indeksu Conley’a.

Twierdzenie 1.4.4. Niechn: U — V bedzie rodzing lokalnych G-potokow oraz ustalmy zwarty
1 G-niezmienniczy zbior W C V. Jezeli W jest G-otoczeniem ny-izolujgcym dla kazdego \ € A,
to Clg(Inv(W,ny),nx) = Clg(Inv(W,nx),nn) dla kazdych A\, N € A.

W ponizszym twierdzeniu, ktérego dowdéd mozna znalezé w artykule [32], opisujemy zwia-
zek G-indeksu Conley’a dla izolowanego zbioru niezmienniczego dla potoku indukowanego
przez specjalng niezmiennicza funkcje Morse’a ze skonczonym punktowanym G-CW-komplek-
sem. Twierdzenie to jest szczegélnym przypadkiem ogdlniejszego twierdzenia udowodnionego

w artykule [32].

Twierdzenie 1.4.5. Niech Q2 C V bedzie otwartym, ograniczonym i G-niezmienniczym zbio-
rem oraz niech ¢ € C’CQ;(V, R) bedzie specjalng niezmienniczg Q-funkcjg Morse’a. Wowczas
(Vo) 1({0}) = G(v1) U ... U G(vm). Rozwazmy ponadto lokalny G-potok n : U — V indu-
kowany przez réwnanie rézniczkowe postaci u(t) = —V(u(t)) oraz zalézmy, ze cl(Q2) jest
G-otoczeniem n-izolujgcym. Wowczas G-niezmienniczy indeks Conley’a Clg(Inv(cl(2),n),n)
ma typ G-homotopii skoriczonego punktowanego G-CW-kompleksu z typem rozkladu komor-
kowego postaci {(m™(B(v1)), (H1)),...,(m™ (B(vm)), (Hm))}, gdzie symbolem H; oznaczamy
grupe izotropii v; oraz B(vj) ma postaé jak w formule (1.2.4) dla j =1,...,m.
Biorac pod uwage powyzsze twierdzenie mozemy obliczy¢ G-niezmiennicza charakterystyke
Eulera skoniczonego punktowanego G-CW-kompleksu Clg(Inv(cl(2),n),n), to znaczy
m
Xa(Cla(Inv(cl(Q),n),m) = > _(—1)™ By (G/H]) € U(G). (1.4.9)
j=1
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Przyktad 1.4.3. Przyjmijmy zalozenia i oznaczenia jak w Przykladzie 1.4.2 oraz niech vg =

= (0, %) . Dodatkowo potézmy Q = int(N). Wéwczas na podstawie Lematu 1.2.4 otrzymu-

jemy, ze
T,,SO(2 T,,SO(2
2 o o o] TwSO@)  T,S0@)w)
Vi (v) = = : ® — ® ;
0 Byi(vo) 0 +4 W W

poniewaz ) = Qz )y = Qz,,, a zatem pi € 030(2)(\/, R) jest specjalna niezmiennicza 2-
funkcja Morse’a. Ponadto cl(2) jest SO(2)-otoczeniem n4-izolujacym dla izolowanego zbioru
n+-niezmienniczego S = SO(2)(vo). Wéwezas Clgo2)(S, n+) oraz Clgo2)(S,n-) maja typ
SO(2)-homotopii skoficzonego punktowanego SO(2)-CW-kompleksu. Istotnie Clgo2)(S; 7+ )
jest SO(2)-homotopijnie réwnowazny ze skoriczonym punktowanym SO(2)-CW-kompleksem
S(V)* z nastepujacymi podprzestrzeniami wystepujacymi w rozktadzie komérkowym: Xg =
= X 1Ue = {*} Uey, gdzie e1 =go(2) SO(2)/Zy jest niezmiennicza 0-komérka typu
(0, Z,). Podobnie dla Clgp2)(S,n-) uzyskujemy SO(2)-homotopijna réwnowaznosé ze skori-
czonym punktowanym SO(2)-CW-kompleksem z nastepujacymi podprzestrzeniami w rozkla-
dzie: Xo = X1 = {x}, X1 = Xo U f1, gdzie fi =go2) B(R) x SO(2)/Zy, jest otwarta

niezmiennicza 1-komoérka typu (1, Z,,).
Ponizszy przyklad zaczerpnigto z artykutu [68].

Przyktad 1.4.4. Niech ¢ € C4(V,R) oraz niech G(vg) C V bedzie niezdegenerowana G-
orbita krytyczna potencjalu ¢. Potézmy H = G, i niech n : U — V bedzie lokalnym
G-potokiem indukowanym przez réwnanie rézniczkowe postaci u(t) = —Ve(u(t)). Z Uwagi
1.4.5 otrzymujemy, ze niezdegenerowana G-orbita krytyczna G(vg) C (Vi) 1({0}) jest réw-
niez izolowanym zbiorem 7n-niezmienniczym. Co wiecej, hesjan V2 (vg) posiada specjalna
diagonalng posta¢ dang formuty (1.2.4) dla T,V = T, G(vg) @ WH @ (WH)L lub réwno-
waznie dla T,V = ker VZp(vo) @ WH @ (WH)L patrz Lemat 1.2.4. Ostatnia réwnoéé wy-
nika z faktu, iz G(vg) jest niezdegenerowana G-orbita krytyczna potencjatu . Dodatkowo
Ty V = ker VZp(vg) @ E~ @ ET, gdzie przez E* oraz E~ rozumiemy sume prosta podprze-
strzeni wlasnych operatora V2p(vg) odpowiadajacych, odpowiednio, dodatnim oraz ujem-
nym wartosciom wlasnym V2p(vg). Zauwazmy ponadto, ze ow € C%(W,R) oraz vy jest
niezdegenerowanym punktem krytycznym potencjalu ¢y, a zatem jest réwniez izolowanym
zbiorem niezmienniczym dla lokalnego H-potoku generowanego przez réwnanie rozniczkowe
postaci u(t) = —Veuw(u(t)). Na podstawie twierdzenia Hartmana-Grobmana (patrz [11])
bedziemy rozpatrywac linearyzacje powyzszego réwnania w polozeniu réwnowagi vy postaci
u(t) = —v2¢‘w(vg)(u(t) —uwp) oraz H-potok 1/ : W xR — W przez nig generowany. Zauwazmy

takze, ze zbiory D.(E*,vg) oraz S-(E™,vg) sa H-niezmiennnicze, co wynika z nastepujacych
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réwnosci: |hv—wvg| = |hv—hvy| = |[v—wvp| dla h € H. Ponadto dla dostatecznie matej liczby € > 0
mozemy zalozy¢, ze (De(E™, vo) X Do (E*, v0))N (Vo) "1 ({0}) = {vo}. Wowezas para (N, L) =
= (D(E~,vg) x De(E™,vg), S:(E~,v9) x D(ET,vg)) stanowi H-pare indeksowa dla zbioru
{vo}, a zatem H-niezmienniczy indeks Conley’a H-orbity krytycznej {vg} ma typ H-homotopii
postaci [((De(E~,v9) X D:(ET,v0))/(S:(E~,v9) x De(ET,v0)), [Se(E™,v9) x D(E™, v0)])] 5.
Zdefiniujmy pare (N1,L1) = (D<(E7,v9),S:(E~,vg)) oraz zauwazmy, ze pary (N, L) oraz
(N1, L1) maja ten sam typ H-homotopii, a zatem [(N/L,[L])|g = [(N1/L1,[L1])] g, na podsta-
wie Lematu 1.3.9.(2). W konsekwencji H-niezmienniczy indeks Conley’a H-orbity krytycznej
{vo} ma typ H-homotopii postaci [(D:(E~,v0)/S:(E~,v0), [Se(E™, v0)])]mr, to znaczy

CIn({vo},n') = [(De(E™, vo)/Se(E™, vo), [Se(E™, vo)])]ar-

Co wiecej, jezeli (N, L) jest H-para indeksowa dla zbioru {vg}, to (Gx g N, G x i L) jest G-para
indeksowa dla zbioru G(vp), a zatem Clg(G(vo),n) = [Gxug N/G x g L, |G X g L])]G. Ponadto
pary (G xg N,G xg L) oraz (G xg N1,G Xz L1) maja ten sam typ G-homotopii, gdyz pary
(N, L) oraz (N1, L1) maja ten sam typ H-homotopii, na podstawie Lematu 1.3.9.(1), a stad

Clg(G(vo),n) = [(G xu D(E™,v0)/G xp Sc(E™,v0), [G xn Se(E™, v0)])]c

(patrz [32]). Co wiecej, pomiedzy G-indeksem Conley’a Cl;(G(vg),n) a H-indeksem Conley’a
ClIy({vo},n') zachodzi nastepujacy zwiazek:

Cla(G(vo),n) = G* Ay Cly({wo},n'),

gdzie Gt Agp X = (G xg X)/(G xg {x}) dla pewnej H-przestrzeni X (patrz [68]).

Niezmiennik topologiczny, o ktéorym mowa w niniejszym podrozdziale jest naturalnym
uogdlnieniem klasycznego indeksu Conley’a (patrz [12,78]) zdefiniowanego jako typ homotopii
pewnej zwartej przestrzeni z wyréznionym punktem. Niezmiennicza wersja indeksu Conley’a
posiada bogatsza strukture i tym samym mozemy spodziewaé si¢ silniejszych rezultatéw sto-
sujac ten niezmiennik. Rzeczywiscie, moze zdarzy¢ sie, ze dwie przestrzenie maja ten sam typ
homotopii oraz nie posiadaja tego samego typu G-homotopii.

W ponizszym przyktadzie przedstawimy dwa izolowane zbiory niezmiennicze ze wzgledu na
pewien potok, ktérych indeksy Conley’a maja ten sam typ homotopii oraz G-indeksy Conley’a
maja réozny typ G-homotopii.

Przyktad 1.4.5. Niech G = SO(2) oraz niech V = R[1,m;] & R[1,ms], gdzie m;,mg € N
i my # my. Zdefiniujmy potencjal ¢ : V x [—1,1] — R wzorem ¢(v, p) = 1(A(p)v,v) + (v, p),
gdzie A(p) = pdiag(Ide, —Idy) oraz 3 € CgOO(Q)(V x [—1,1],R) spelnia nastepujace wa-
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runki: V,1(0,p) = 01 V2¢(0,p) = 0. Ponadto rozwazmy réwnanie rézniczkowe postaci
u(t) = Vyp(u(t),p) oraz zauwazmy, ze V,0(0,p) = 0 i VZp(0,p) jest izomorfizmem dla
p = 1. Zatem w konsekwencji twierdzenia Hartmana-Grobmana (patrz [11]) dla p = £1
bedziemy rozpatrywaé linearyzacje powyzszego réwnania postaci u(t) = V2¢(0, p)u(t). Do-
datkowo przez 1, : V x R — V bedziemy oznacza¢ SO(2)-potok indukowany przez powyzsza
linearyzacje. Wéwczas {0} jest izolowanym zbiorem 741-niezmienniczym oraz indeks Conley’a
CI({0},7m+1) ma typ homotopii postaci [(D(R?)/S(R?),[S(R?)])]. W sytuacji niezmienniczej

natomiast otrzymujemy, ze

CISO(Q)({O}7 77+1) = [(D(R[lv ml])/S(R[lﬂ ml])? [S(R[lv ml])])]SO(Z)v
Clso2)({0},m-1) = [(D(R[1,ma])/S(R[1, ma]), [S(R[L, ma])])]s0(2)-

Zatem Clgo2)({0},m41) ma typ SO(2)-homotopii skoficzonego punktowanego SO(2)-CW-
kompleksu z nastepujacymi podprzestrzeniami wystepujacymi w rozkladzie komoérkowym:
Xo=X_1Ue = {x}Ue, X1 = XoU f1, gdzie e; = {(0,0)} jest niezmiennicza 0-komdrka
typu (0, SO(2)) oraz f1 =go(2) B(R) x SO(2)/Zm, jest otwarta niezmiennicza 1-komoérka typu
(1, Zym, ). W analogiczny sposéb otrzymujemy rozklad komoérkowy skonczonego punktowanego
SO(2)-CW-kompleksu Clgp(2)({0},7-1). Ponadto

X502 (Clso@ ({0}, n41)) = (=1)°xs50(2)(SO(2)/S0(2)") + (—1)'xs0(2) (SO(2)/Z},,),
X502 (ClIso@ ({0},n-1)) = (—1)°xs50(2)(SO(2)/S0(2)") + (—1)'xs0(2) (SO(2)/Z},,),

a zatem rozpatrywane SO(2)-indeksy Conley’a maja rézne typy SO(2)-homotopii, poniewaz

mi 75 ma.

1.5 Stopien G-wspoélzmienniczych odwzorowan gradientowych

W podrozdziale niniejszym przedstawimy szkic konstrukcji niezmiennika topologicznego be-
dacego elementem pierscienia Eulera U(G) oraz zdefiniowanego dla G-wspélzmienniczych od-
wzorowan gradientowych Ve : V — V nie znikajacych na brzegu pewnego otwartego, ogra-
niczonego i G-niezmienniczego podzbioru ortogonalnej reprezentacji V zwartej grupy Liego
G. Niezmiennik ten zwany stopniem G-wspélzmienniczych odwzorowan gradientowych zostal
zdefiniowany przez Gebe w artykule [32]. Przedstawiony tutaj material pochodzi gtéwnie
z artykuléw [32,52,75,76].

Niech zatem V bedzie ortogonalna reprezentacja zwartej grupy Liego G, a ponadto zbidr
Q) C V bedzie otwarty, ograniczony i G-niezmienniczy.

Zdefiniujmy teraz pojecia G-wspoélzmienniczych odwzorowan gradientowych (lub réwno-
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waznie G-odwzorowan gradientowych) oraz G-wspdlzmienniczych homotopii gradientowych

(lub réwnowaznie G-homotopii gradientowych).

Definicja 1.5.1. Odwzorowanie f € Cg(V,V) nazywamy G-wspolzmienniczym odwzorowa-
niem gradientowym, o ile istnieje potencjat ¢ € Cé(V, R) taki, ze f = Vy. Méwimy, ze dwa
G-wspoélzmiennicze odwzorowania gradientowe f oraz fs sa gradientowo G-homotopijne, jezeli
istnieje potencjal h € CL(V x [0,1],R) taki, ze V,h(-,0) = fi oraz V,h(-,1) = fo. Wéwcezas

h nazywamy G-homotopia gradientowa.

W podrozdziale niniejszym bedziemy rozpatrywaé 2-dopuszczalne G-odwzorowania gra-
dientowe. Wéwczas bedziemy méwi¢, ze dwa 2-dopuszczalne G-odwzorowania gradientowe sg
gradientowo G-homotopijne, o ile istnieje G-homotopia gradientowa h, ktéora jest (2-dopusz-
czalna, to znaczy (V,h)~1({0}) N (0Q x [0,1]) = 0.

Zdefiniujemy teraz stopien G-wspdélzmienniczych odwzorowan gradientowych. W pierw-
szym kroku konstrukcji zdefiniujemy stopienn dla specjalnej niezmienniczej Q2-funkcji Morse’a
Y € C4(V,R). Zauwazmy, ze (V) ~L({0})NQ = (V) 1({0}) Nel(2) sklada sig ze skoticzonej
liczby G-orbit krytycznych, to jest (V) ~1({0}) Nel(Q) = G(v1) U... UG (vm), ze wzgledu na
Uwage 1.2.4. Przypomnijmy réwniez, ze hesjan V21 (v;) : T,V — Ty, V, ze wzgledu na odpo-
wiedni rozklad przestrzeni TV, ma posta¢ zadana formuta (1.2.4) dla kazdego j =1,...,m,
patrz Lemat 1.2.4. Ponadto dla kazdej specjalnej G-orbity krytycznej G(v;) prawdziwa jest
nastepujaca réwnosé: m=(C(v;)) = 0, a zatem m~ (V29 (vj)) = m~(B(v;)) i kazdej G-orbicie
krytycznej G(v;) mozemy przyporzadkowaé liczbe (—1)™ (B(3)). Wéwcezas stopiett G-wspol-
zmienniczych odwzorowan gradientowych Vg-deg(Vi, Q) € U(G) definiujemy formuta

Va-deg(Ve, Q) = > Vg-degy)(Vi,Q) - xa(G/HT) e U(G),
(H)€sub[G]

gdzie
Vedeg ) (Ve), Q) = > (—1)™ (B)) ¢ 7.
JE{L,...;m}, (G )=(H)

W drugim kroku zdefiniujemy stopien dla Q2-dopuszczalnego potencjatu ¢ € Cé (V,R) wykorzy-
stujac aproksymacje tego potencjatu przez pewng specjalng niezmiennicza 2-funkcje Morse’a.
Doktadniej, dowodzi si¢ istnienia specjalnej niezmienniczej Q-funkeji Morse’a 1 € C%(V, R),
dla ktérej G-homotopia gradientowa h € CL(V x [0,1],R) zdefiniowana formula h(v,t) =
= tp(v) + (1 —t)p(v) dla kazdego (v,t) € V x [0, 1] jest Q-dopuszczalna (patrz [32]). Wéwczas
stopien G-wspdlzmienniczych odwzorowan gradientowych Vg-deg(Vp, Q) € U(G) definiujemy
nastepujaca formula: Vg-deg(Vp, Q) = Ve-deg(Ve, Q) € U(G). W szczegdlnosci przyjmu-
jemy Va-deg(Ve,0) =0 € U(G).
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Powyzsza definicja nie zalezy od wyboru specjalnej niezmienniczej Q-funkcji Morse’a,

o czym stanowi ponizsze twierdzenie, ktdre zostalo zaczerpniete z artykutu [32].

Twierdzenie 1.5.6. Niech ¢1,12 € C4(V,R) bedq specjalnymi niezmienniczymi Q-funkcjami
Morse’a oraz dodatkowo zaléimy, zZe odwzorowania Vi1 ¢ Vips sqg gradientowo G-homotopijne.

Wowczas Vg-deg(Vip1, Q) = Vg-deg(Via, Q).

W ponizszym twierdzeniu sformutujemy podstawowe wtasnosci stopnia G-wspolzmienni-

czych odwzorowan gradientowych (patrz [32,75,76]).

Twierdzenie 1.5.7. Niech Q) C V bedzie zbiorem otwartym, ograniczonym i G-niezmienniczym

oraz niech potencjal p € C};(V, R) bedzie 2-dopuszczalny.
(1) [Istnienie] Jezeli Vg-deg(Vp, Q) # 0 € U(G), to (V) L({0}) NQ # 0.

(2) [Addytywnosé] Jezeli Q1, Qo C V sq¢ otwartymi, G-niezmienniczymi i rozlgcznymi zbio-
rami takimi, ze = Q1 U Qa, to Vg-deg(V, Q) = Va-deg(V, Q1) + Va-deg(Vp, Q).

(3) [Wycinanie] Jezeli Q1 C Q jest otwarty i G-niezmienniczy oraz (V) 1({0}) NQ C O,
to Vg-deg(V, Q) = Vag-deg(Ve, ).

(4) [Linearyzacja] Jezeli o € CE(V,R) oraz V(0) = 01 V2p(0) : V — V jest G-wspétzmien-
niczym, samosprzezonym izomorfizmem lintowym, to istnieje liczba 9 > 0 taka, Ze
dla kazdego 0 < & < eg otrzymujemy nastepujace réwnosé: Vg-deg(Vo, B:(V)) =
— Vo-deg(V20(0), B(V)).

(5) [Homotopijna niezmienniczosé] Jezeli h € CL(V x [0,1],R) jest Q-dopuszczalne, to zna-
czy (Vo,h)~LH{0}) N (992 x [0,1]) = 0, to Vg-deg(V,h(-,0),Q) = Vg-deg(V,h(-,1),9Q).

Uwaga 1.5.6. Zauwazmy, ze wlasnos¢ homotopijnej niezmienniczosci stopnia mozna uogdélnic.
Mianowicie, niech zbiér U C V x[0, 1] bedzie otwarty, ograniczony i G-niezmienniczy oraz niech
potencjal h € CL(V x [0,1],R) bedzie taki, ze (V,h)"1({0}) NOU, = 0 dla kazdego p € [0,1],
gdzie U, = {v € V: (v, p) € U}. Wbwczas stopien V-deg(Vyh(-, p),U,) jest staly jako funkcja

zmiennej p.

Ponizsze twierdzenie opisuje zwiazek pomiedzy G-indeksem Conley’a a stopniem G-wspot-
zmienniczych odwzorowan gradientowych. Dowdd tego twierdzenia jest bezposrednim wnio-

skiem z Twierdzenia 1.4.5 oraz definicji stopnia dla specjalnej niezmienniczej funkcji Morse’a.

Twierdzenie 1.5.8. Niech 2 C 'V bedzie otwarty, ograniczony i G-niezmienniczy oraz niech
p e C%(V, R) bedzie specjalng niezmienniczq Q2-funkcjg Morse’a. Rozwazmy lokalny G-potok
n: U — V indukowany przez réwnanie rézniczkowe postaci u(t) = —V(u(t)) oraz zaléimy, ze

cl(Q) jest G-otoczeniem n-izolujgeym. Wowcezas xa(Cla(Inv(cl(Q),n),n)) = Va-deg(Ve, Q).
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Uwaga 1.5.7. Dla odwzorowan ciagtych w przypadku bez dzialania grupy Liego mamy
zdefiniowany stopienn Brouwera, inaczej stopien topologiczny, bedacy elementem pierécienia
liczb catkowitych Z (patrz [37,61]). Niezmiennik ten zostal wprowadzony przez Brouwera
w artykule [8]. Przypomnijmy teraz szkic analitycznej konstrukcji tego stopnia. Niech za-
tem ) C R"™ bedzie otwartym i ograniczonym zbiorem oraz ustalmy p € R™. W pierwszym
kroku zdefiniujemy stopien dla odwzorowania €2-generycznego f € C'(cl(Q2),R"), to znaczy
fY{p}) N0 = 0 oraz p € R™ jest wartoscig regularng odwzorowania f, to jest dla kaz-
dego z € f~'({p}) zachodzi nastepujacy warunek: det D f(z) # 0. Wéwcezas stopien Brouwera
dla odwzorowania -generycznego f : cl(2) — R™ na zbiorze Q w punkcie p definiujemy

nastepujacym wzorem:

degp(f,%p)= >  sen(det Df(x)) € Z.
ef 1 ({p})

Zauwazmy, ze dla odwzorowarni Q-generycznych zbiér f~1({p}) sktada si¢ ze skoticzonej liczby
punktéw, a zatem stopiefi jest poprawnie zdefiniowany. Jezeli f~1({p}) = 0, to przyjmujemy,
ze degp(f,Q,p) = 0. W kolejnym kroku zdefiniujemy stopiefi Brouwera dla odwzorowania
f € C?(cl(2),R") takiego, ze f~1({p}) NN = 0, formula degp(f, 2, p) = degp(f, 2, p1), gdzie
p1 jest wartoscia regularna odwzorowania f taka, ze |p — p1| < d(p, f(OR)), ktérej istnienie
wnioskujemy z lematu Sarda (patrz [37,61]). Mozna pokazaé, ze powyzsza definicja nie zalezy
od wyboru wartosci regularnej. W ostatnim kroku zdefiniujemy stopien dla odwzorowania
f € C(cl(Q),R") takiego, ze f~1({p}) NI = 0, wzorem degg(f, €, p) = degp(g,,p), gdzie
g € C%(cl(Q),R") oraz |f — g| < d(p, £(09)). Poprawnosé powyzszej definicji wynika z faktu,
iz zbiér C2(cl(£2), R™) jest gesty w zbiorze C(cl(§2), R") oraz odwzorowanie g mozemy wybraé
tak, aby p bylo jego wartoscig regularng, a ponadto pokazuje sie, ze powyzsza definicja nie

zalezy od wyboru odwzorowania klasy C?2.

W powyzszej uwadze przedstawiliSmy zarys konstrukcji niezmiennika topologicznego jakim
jest stopien Brouwera. Pozostajac w sytuacji bez dziatania grupy Liego G rozwazmy B(R")-
dopuszczalne odwzorowania f € C(D(R"),R"), to jest f~1({0})NS(R™) = 0. Wiemy, iz stopiefi
Brouwera klasyfikuje klasy homotopii odwzorowan B(R™)-dopuszczalnych f : D(R"™) — R”
(patrz [36]). Rozwazmy teraz dwa homotopijne B(R")-dopuszczalne odwzorowania gradien-
towe fo, f1 € C(D(R™),R"), to jest fo = Vo, f1 = V1 : D(R") — R" oraz istnieje B(R"™)-
dopuszczalne odwzorowanie h € C(D(R"™) x [0,1],R") takie, ze h(-,0) = fo oraz h(-,1) = fi.
Okazuje sie¢ woéwczas, ze sa one rowniez gradientowo homotopijne (patrz [66]). Ponadto kazda
liczbe calkowita mozna uzyskaé jako stopienn Brouwera pewnego B(R™)-dopuszczalnego odwzo-
rowania gradientowego f = Vi : D(R™) — R™ (patrz [66]). W konsekwencji stopienn Brouwera

klasyfikuje réwniez klasy homotopii B(R")-dopuszczalnych odwzorowan gradientowych. A za-
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tem nie mozna skonstruowaé subtelniejszego niezmiennika niz stopienn Brouwera ograniczajac
klase dopuszczalnych odwzorowan do klasy dopuszczalnych odwzorowan gradientowych. Po-
wyzsze rozwazania zostaly szczegélowo oméwione w artykule [76].

W klasie G-odwzorowan gradientowych stopien G-wspétzmienniczych odwzorowan gradien-
towych jest silniejszy niz stopienn Brouwera (patrz [20,75,76]). W ponizszym przykladzie defi-
niujemy dwa SO(2)-wsp6lzmiennicze odwzorowania gradientowe, ktérych stopnie Brouwera sa
sobie réwne, a stopnie SO(2)-wspolzmienniczych odwzorowan gradientowych sa rézne. A za-
tem odwzorowania te sa homotopijne, w szczegdlnosci gradientowo homotopijne (patrz [66]),
oraz nie sa gradientowo SO(2)-homotopijne. Ponizszy przyklad zostal zaczerpniety z arty-
kulu [76].

Przyktad 1.5.1. Niech G = SO(2) oraz V = R[1, 1]. Zauwazmy, ze

) d 0
s0@), =1t gl v
SO(2), gdy v=0
oraz rozwazmy potencjaly oy € 050(2) (V,R) dane formulami ¢4 (v) = £3|v|?. Wowczas dla

0 € (V1) 1({0}) otrzymujemy, ze

v2<pi(0) = { C+(0) } _ jz)l :El : (WSO(2))J_ _) (WSO(2))J_

)

na podstawie Lematu 1.2.4, a zatem stopnie Brouwera dla odwzorowan Ve, oraz Ve_ na
zbiorze B(V) sa réwne, to jest degp(Vyy, B(V),0) = degg(Vy_, B(V),0) = +1 € Z. Ponadto
zauwazmy, ze potencjal ¢y jest specjalna niezmiennicza B(V)-funkcja Morse’a oraz posiada
dokladnie jedna SO(2)-orbite krytyczna SO(2)(0), a stad

Vso)-deg(Vey, B(V)) = (—1)™ B+ 55, (S0(2)/S0(2)T) =
= (-1)’x50(2)(SO(2)/S0(2)") =1 € U(SO(2)).

Zdefiniujmy teraz potencjal h € 030(2) (V x [0,1],R) formuta h(v,t) = (1 — 2ty(|v]))p—(v)+
+ty(Jv|) o+ (v), gdzie v € C°(R,R) jest okreslona wzorem

1, gdy sé€ (—oo, %}
Y(s) =4 —25+2, gdy sc [%%—e,l—s}
0, gdy sé€[l,+00)

dla dostatecznie malej liczby € > 0. Wéwezas h(-,1) = (1 —29(] - |))p—(:) + (] - |)¢+(:) oraz
h(-,0) = ¢_. Potencjal h(-,t) jest B(V)-dopuszczalny dla kazdego ¢t € [0,1]. W konsekwencji
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wlasnosci homotopijnej niezmienniczosci stopnia, patrz Twierdzenie 1.5.7.(5), otrzymujemy,
ze Vso)-deg(Vy—, B(V)) = Vgo2)-deg(Vyh(-, 1), B(V)). Ponadto h(:,1) posiada dokladnie
dwie SO(2)-orbity krytyczne SO(2)(0) oraz SO(2)(vo), gdzie vy = (O, g) . Biorac pod uwage
Lemat 1.2.4, dla 0 € (V,h(-,1))71({0}) oraz vo € (V,h(-,1))"1({0}) otrzymujemy, ze

Vih(0,1) = C(0) ] = [ z (2) ] L (WSO@NL _, (SO L

i 0 0 0 TUOSO(Q)(UO) TUOSO(Q)(U())
Vih(vo, 1) = B = [ : ® — @ ;
| 0 B(w) 0 =5 wie wie

a stad funkcja h(-,1) jest specjalna niezmiennicza B(V)-funkcja Morse’a. Wéwczas

Vso@)-deg(Vyh(-, 1), B(V)) =
= (=)™ By 60y (SO2) e} ") + (—1)™ BO)x 505, (SO(2)/SO(2)F) =
= —Xs50(2)(SO(2)/{e} ") + x50(2)(SO(2)/50(2) ") € U(50(2)).

Ponizsze twierdzenie opisuje zwiazek pomiedzy stopniem Brouwera G-wspoélzmienniczego
odwzorowania a stopniem tego odwzorowania obcietego do punktow stalych dziatania grupy
G, gdzie G jest torusem. Okazuje sie, ze stopien tego G-odwzorowania nie zalezy od orbit
zer lezacych poza punktami statymi dziatania grupy G. Dowdd ponizszego twierdzenia mozna

znalezé w artykule [72].

Twierdzenie 1.5.9. Niech G bedzie torusem oraz niech 2 C'V bedzie otwartym, ograniczonym
1 G-niezmienniczym podzbiorem ortogonalnej G-reprezentacji V. Wowczas dla kazdego 2-do-

puszczalnego odwzorowania f € Cg(cl(S2), V) mamy, Ze degp(f, 2, 0) = degp(fina, 0%,0) € Z.

Zauwazmy rowniez, ze mozemy rozwazaé G-wspoOlzmiennicze odwzorowania gradientowe,
dla ktérych stopien Brouwera jest trywialny oraz ich stopien G-wspoélzmienniczych odwzoro-
wan gradientowych pozostaje nietrywialny. W konsekwencji stopien G-wspolzmienniczych
odwzorowan gradientowych daje nam wiecej informacji niz stopien Brouwera. Dla przy-
ktadu istnieje mozliwo$é uzyskania pewnych rezultatéw bifurkacyjnych przy uzyciu stopnia
G-wspolzmienniczych odwzorowan gradientowych, ktérych nie mozna otrzymaé wykorzystu-
jac stopien topologiczny.

Ponizsze przyklady ilustruja sytuacje, w ktorej stopienn Brouwera pewnych SO(2)-wspdl-

zmienniczych odwzorowan gradientowych jest trywialny.

Przyktad 1.5.2. Niech G = SO(2) oraz niech Q C V bedzie otwartym, ograniczonym i SO(2)-

niezmienniczym podzbiorem ortogonalnej reprezentacji V grupy SO(2). Zalézmy ponadto, ze
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059 = (. Wéwezas dla kazdego Q-dopuszczalnego potencjatu ¢ € CSO( )(V, R) otrzymu-

jemy, ze degp(Vp,2,0) =0 € Z, co jest bezposrednia konsekwencja Twierdzenia 1.5.9.

Przyktlad 1.5.3. Przyjmijmy zalozenia i oznaczenia jak w Przyktadzie 1.5.1. Wéwczas dla po-
tencjatu h(-, 1) rozpatrywanego na zbiorze Q = B(V)\ D,, (V) dla pewnego 0 < g9 < 1/2 otrzy-
mujemy, ze degg(V,h(-,1),Q,0) = 0 € Z w konsekwencji Twierdzenia 1.5.9. Przypomnijmy te-
raz, ze Vso(2)-deg(Vuoh(-, 1), B(V)) = Xs0(2)(SO(2)/SO(2)") —xs50(2)(5O(2)/{e}T). Ponadto
z wlasnoéci wycinania i addytywnosci (Twierdzenia 1.5.7.(3) oraz 1.5.7.(2)) otrzymujemy, ze
Vso(2)-deg(Voh(-, 1), B(V)) = Vso(2)-deg(Vuh(:, 1), Bz, (V)) + Vso(2)-deg(Voh(:, 1), ). Do-
datkowo Vso(2)-deg(Voh(-, 1), Bey(V)) = Vso(e)-deg(21d, B+, (V)) = Xs0(2) (SO(2)/SO(2)™),
a zatem Vgo()-deg(Vyh(-,1),2) #0 € U(SO(2)).

Ponizszy lemat stanowi, ze dla G-niezmienniczych C2-potencjatéw posiadajacych niezde-
generowang G-orbite krytyczna G(vg), ktéra nie jest specjalna, mozna skonstruowaé nowy
G-niezmienniczy C?-potencjal, dla ktérego G(vg) jest specjalng G-orbita krytyczna, a pozo-
state G-orbity krytyczne nowego potencjatu maja typ izotropii mniejszy niz (G, ). Dowdd tego

lematu mozna wywnioskowaé z artykutu [52].

Lemat 1.5.11. Niech p € C4(V,R) oraz niech G(vy) bedzie niezdegenerowang G-orbitq kry-
tyczng potencjatu ¢ takg, ze m™(C(vy)) # 0, gdzie B(vy) oraz C(vo) majg postaé jak w formule
(1.2.4). Poléimy H = G,,. Wowczas dla kazdego otwartego, ograniczonego i G-niezmiennicze-
go otoczenia © C V G-orbity krytycznej G(vg) takiego, Ze (Vi) L({0}) N © = G(vg) istniejq
otwarte, G-niezmiennicze otoczenie U C cl(U) C © G-orbity krytycznej G(vo), liczba € > 0
(dostatecznie mala) oraz potencjal ¢ € C%(V, R) spelniajgce nastepujgoce warunki:

(1) p(v) = ¢(v) dla kazdego v € V\ Ule),

(2) G(vg) jest specjalng G-orbitq krytyczng potencjalu ¢, dokladniej,

0 0 0
V2¢5(vo) =1 0 B(v) 0 oraz m_(CN'(vo)) =0,
0 0 C(w)

(3) (V)= ({0}) N (U(e) \ G(v0))<(my = (Vo)1 ({0}) N (U(e) \ G(wo)),
(4) (Vo) 1({0}) n® C U (5) oraz (Vo) ({0}) Nel(U (5)) = G(wo),

(5) & jest niezmienniczq U (e)-funkcjg Morse’a.
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Ponizszy lemat opisuje typy orbitowe, ktére moga pojawié sie w otoczeniu G-orbity kry-

tycznej.

Lemat 1.5.12. Niech ¢ € C4(V,R) oraz niech Vip(vg) = 0. Wowczas istnieje liczba € > 0
taka, ze dla kazdego v € GB:(W,vg) otrzymujemy, ze (Gy) < (Guy), gdzie W = (T,,G(vp))*.

Dowdd. Polézmy H = G, oraz niech rzut 7 : B.(W,v9) — {vo} C G(vg) bedzie zdefiniowany
wzorem mw(w) = vy dla kazdego w € B.(W,vp). Odwzorowanie 7 jest H-wspoélzmiennicze.

Woéweczas istnieje dokladnie jedno G-wspolzmiennicze odwzorowanie
G xgm:Gxg B:(W,v9) = G(vg), (G xg m)([g,w]) = gr(w) = gvg
takie, ze ponizszy diagram jest przemienny

Bg(W, UO) *LG XH Bé(wv UU) )

T o

G(vo)

gdzie odwzorowanie i : B.(W,vg) — G xg B:(W,vg) jest dane formula i(w) = [e,w] (patrz
[40]). Ponadto Gy C G(axyr)(guw]) = Gove = 9Gug~ ! = gHg™!, stad (Glgw)) < (H) dla
[g9,w] € G xg Bs(W,vp). Teza twierdzenia wynika zatem z Lematu 1.2.5. O

Obliczymy teraz stopien Vg-deg(Vp, ©) w przypadku, gdy potencjal ¢ posiada niezdege-
nerowana G-orbite krytyczna G(vp), ktéra nie jest specjalna, gdzie © jest pewnym otwartym,

ograniczonym oraz G-niezmienniczym otoczeniem G(vy).

Lemat 1.5.13. Niech ¢ € C4(V,R) oraz niech G(vg) bedzie niezdegenerowang G-orbitg kry-
tyczng potencjalu o, ktdra nie jest specjalna, to znaczy m=(C(vg)) # 0, gdzie B(vgy) oraz C(vo)
majg postaé jak w formule (1.2.4). Polézmy H = G,,. Wowczas istnieje otwarte, ograniczone
i G-niezmiennicze otoczenie © C V G-orbity krytycznej G(vo) takie, ze (V) 1({0})Ncl(O) =
= G(vg). Co wiecej,

Vg-deg(Vep,0) = (—1)™ By o(G/HY) + Va-deg(Vo, U (5) \ cl(U (£))),

gdzie ¢ 1 U (5) \ cl(U (5)) majg postac jak w Lemacie 1.5.11.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze w konsekwencji Uwagi 1.2.3 istnieje otwarte, G-niezmiennicze
otoczenie © C V G-orbity krytycznej G(vg) takie, ze (Vi)~1({0}) N © = G(vp). Bez zmniej-
szenia ogdlnoéci mozemy zatozyé, ze © jest zbiorem ograniczonym oraz (Ve)~1({0})Nde = 0.

Na podstawie Lematu 1.5.11, definiujemy ©-dopuszczalna G-homotopie gradientowa postaci
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h(v,t) = te(v)+(1—t)p(v). Biorac pod uwage wlasno$é homotopijnej niezmienniczosci stopnia

(patrz Twierdzenie 1.5.7.(5)) otrzymujemy, ze
VG'deg(v907 @) = VG'deg(VUh‘('7 1)7 6) = VG'deg(vvh('a O)? 6) = VG'deg(v¢a 6)

Dodatkowo (V¢)~1({0}) N © C U (§) oraz (V¢) *({0}) Ncl(U (§)) = G(vo). Z wlasnoci

wycinania oraz addytywnosci (patrz Twierdzenia 1.5.7.(3) oraz 1.5.7.(2)) wnioskujemy, ze
VG_deg(v¢v @) = VG_deg(v¢7 (5)) VG deg(VqS, (i)) + VG deg(v¢7 ( ) \CZ(U (4)))

Wéwczas z definicji stopnia dla specjalnej niezmienniczej U (7)—funkct]1 Morse’a ¢ mamy, ze
Ve-deg(Vo, U (3)) = (1) BW)xg(G/HY). Ponadto (Vo) ({0}) N (U (5) \ (U (5))) =
=Gv)U...UG(vm,), gdyz ¢ jest niezmiennicza U (5) \ cl(U (§))-funkcja Morse’a. Wtedy
Vg-deg(Vo,U (5) \ c(U (§))) = Z Ve-deg(Vo, ©)), gdzie dla kazdego j = 1,...,m; zbior
0; CU (5)\cl(U (%)) jest otwartyjm, G-niezmienniczym otoczeniem G-orbity krytycznej G(v;)
spelniajacym nastepujace warunki: cl(©;)Ncl(0;) = 0 dla kazdego i # j, (Vo) 1 ({0})NO; =
= G(v;). Ponadto, dla kazdego j = 1,...,m;, mozemy zalozy¢, ze @jS(ij) = ©,, patrz Lemat
1.5.12. Ostatecznie z definicji stopnia, dla kazdego 7 = 1,...,m1, mozemy wybraé specjalng

niezmiennicza O ;-funkcje Morse’a ¢; € C%4(V, R) taka, ze

Vg-deg(Vo,0;) = Vg-deg(Vip;, 05) = > Va-degy(Vi;, 05) - xa(G/H'™).
(H')esub|G],(H')<(H)

Ostatnia réwno$¢ wynika z faktu, iz (G.,) < (H), patrz Lemat 1.5.11.(3), co koniczy dowéd. [
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Rozdziatl 2

Twierdzenia bifurkacyjne dla
G-wspoé6lzmienniczych odwzorowan

gradientowych

W niniejszym rozdziale sformutujemy i udowodnimy warunki konieczne i dostateczne istnienia
lokalnej oraz globalnej bifurkacji rozwigzan nietrywialnych réwnan gradientowych z syme-
triami z danej rodziny orbit punktéw krytycznych. Ponadto przedstawimy, prosty w wery-
fikacji, algebraiczny warunek stanowiacy warunek dostateczny istnienia globalnej bifurkacji.
W ostatniej czesci rozdziatu udowodnimy takze pewne globalne twierdzenie bifurkacyjne typu
Rabinowitza dla rownan gradientowych z symetriami. Wyniki przedstawione w tym rozdziale

zostaly opublikowane w artykule [42].

2.1 Definicje i oznaczenia

W podrozdziale tym podamy podstawowe definicje dotyczace teorii bifurkacji oraz wprowa-
dzimy oznaczenia wykorzystywane w dalszej czesci Rozdziatu 2.

Niech G bedzie zwarta grupa Liego oraz niech 2 C V bedzie otwartym i G-niezmienniczym
podzbiorem ortogonalnej G-reprezentacji V. Wéwczas dziatanie grupy Liego G na 2 x R jest
okreslone nastepujaco: G x (2 x R) 3 (g, (v,p)) — g(v,p) = (gv,p) € Q x R.

Zalézmy ponadto, ze ¢ € CZ (xR, R). Przypomnijmy, ze jezeli (vo, po) € (V) ~H({0}), to
G(vo) x{po} C (Vu) 1({0}), gdyz odwzorowanie V¢ jest G-wspSlzmiennnicze, patrz Uwaga
1.2.1. Zaréwno G(vg) x {po} jak i G(vg) bedziemy nazywaé¢ G-orbita krytyczna potencjalu ¢.

Rozwazmy réwnanie postaci

Vup(v,p) =0 (2.1.1)
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i niech ciagte odwzorowanie w : R — Q bedzie takie, ze | G(w(p)) x {p} C (Vo) 1({0}).
pER
Zbiér postaci

U Gw(p)) x {p} cOAx R (2.1.2)
pER

bedziemy oznacza¢ symbolem F, a dla dowolnego zbioru X C R przez Fx bedziemy rozumieé
zbiér G-orbit krytycznych potencjalu ¢ postaci | G(w(p)) x {p} € F. W szczegdlnosci
Fipy = G(w(p)) x {p} oraz dla skrécenia zapiSLfe;(oiéZmy Fp = Fipy- Zbior F bedziemy
nazywaé rodzina G-orbit rozwigzan trywialnych réwnania (2.1.1) (lub inaczej dla skrécenia
zapisu rodzing trywialna G-orbit), a jej dopelnienie w zbiorze wszystkich rozwiazan réwnania
(2.1.1) nazywamy zbiorem G-orbit rozwiazan nietrywialnych.

Zdefiniujmy teraz pojecie lokalnej bifurkacji G-orbit rozwiazan nietrywialnych réwnania
(2.1.1).

Definicja 2.1.1. Ustalmy parametry p™ € R takie, ze p~ < pt. Méwimy, ze ze zbioru G-
orbit F,- ,+; C F zachodzi lokalna bifurkacja G-orbit rozwiazan nietrywialnych réwnania
(2.1.1), jezeli istnieje G-orbita F,, C Fj,~ ,+] taka, ze punkt (w(po),po) € Fp, jest punktem
skupienia zbioru {(v,p) € (2 x R) \ F : Vyp(v,p) = 0} (patrz Rysunek 2.1.1). Woéwezas
parametr pg nazywamy parametrem lokalnej bifurkacji, a G-orbit¢ F,, nazywamy G-orbita

lokalnej bifurkacji. Zbiér parametrow lokalnej bifurkacji bedziemy oznaczaé przez BZF.

Rysunek 2.1.1: Lokalna bifurkacja ze zbioru G-orbit Flo—pt] CF-

WprowadZmy nastepujace oznaczenia: symbolem C(pg) oznaczamy spdjna sktadowa zbioru
cd({(v,p) (2 x R) \ F : Vyp(v, p) = 0}) zawierajaca G-orbite F,, oraz symbolem C([p~, pT])
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oznaczamy spojna sktadowa zbioru cl({(v,p) € (2 x R) \ F : Vyp(v,p) = 0}) U F,- o4
zawierajacg zbior G-orbit F,- ,+1.
PrzejdZzmy teraz do zdefiniowania pojecia globalnej bifurkacji G-orbit rozwigzan nietry-

wialnych réwnania (2.1.1).

Definicja 2.1.2. Ustalmy parametry p= € R takie, ze p~ < pt. Méwimy, ze ze zbioru G-orbit
Flp-pt] C F zachodzi globalna bifurkacja G-orbit rozwigzan nietrywialnych réwnania (2.1.1),

jezeli spdjna skladowa C([p~, pT]) C Q x R spelnia nastepujacy warunek:
C([p™, pT]) nie jest zwarta Iub (C([p~, p*]) \ Fjp= pt)) N F # 0 (2.1.3)

(patrz Rysunek 2.1.2). Ponadto, jezeli spdjna skladowa C(py) C € x R nie jest zwarta lub
(C(p0)\Fp- p+])NF # B, to parametr py € [p~, p*] nazywamy parametrem globalnej bifurkacji,
a G-orbite Fp, C F[,- ,+) nazywamy G-orbita globalnej bifurkacji. Symbolem GLOB be¢dziemy

oznaczaé zbior parametréw globalnej bifurkacji.

Rysunek 2.1.2: Globalna bifurkacja ze zbioru G-orbit Flo—pt] € F-

Zauwazmy, ze zachodzi nastepujaca inkluzja: GLOB C BZIF. Ponadto w artykule [8§]
mozna znalezé przyktad bifurkacji lokalnej, ktéra nie jest globalna.

Zdefiniujemy teraz indeks bifurkacji dla odcinka [p~, pT], bedacy elementem piercienia
Eulera U(G), w terminach stopnia G-wspélzmienniczych odwzorowan gradientowych. W dal-
szej czedci rozprawy pokazemy, ze jego nietrywialnos¢ implikuje istnienie globalnej bifurkacji

G-orbit rozwiazani nietrywialnych réwnania (2.1.1) ze zbioru G-orbit Fj,- ,+] C F.
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Definicja 2.1.3. Ustalmy parametry p* € R takie, ze p~ < p* i pt ¢ BZF oraz niech
0% C Q beda otwartymi, ograniczonymi i G-niezmienniczymi otoczeniami G-orbit G (w(p*))
takimi, ze (V) "1({0}) N (cl(©F) x {p*}) = F,+. Element BIF,- ,+ € U(G) zdefiniowany
wzorem

BIF[p*,p‘F] = VG'deg(v’USO('v p+)7 @Jr) - vG'deg(v’U@(U p7)7 @7)
nazywamy indeksem bifurkacji dla odcinka [p~, p™].

Definicja indeksu bifurkacji BIF|,- ,+ nie zalezy od wyboru G-niezmienniczych otoczen
0% G-orbit G(w(p™)).

2.2 Warunek konieczny istnienia lokalnej bifurkacji

W podrozdziale niniejszym sformutujemy i udowodnimy warunek konieczny na to, aby para-
metr p byl parametrem lokalnej bifurkacji G-orbit rozwiazan nietrywialnych réwnania (2.1.1).

W sytuacji bez symetrii wiadomo, ze warunek konieczny istnienia lokalnej bifurkacji gwa-
rantowany jest twierdzeniem o funkcji uwiktanej. Doktadniej, lokalna bifurkacja moze za-
chodzi¢ jedynie w zdegenerowanym punkcie krytycznym (patrz [85]). Podobnie dla réwnan
z symetriami, wykorzystujac G-niezmiennicza wersje twierdzenia o funkcji uwiklanej, udo-
wodnimy analogiczny warunek bedacy warunkiem koniecznym istnienia lokalnej bifurkacji,
mianowicie G-orbita krytyczna, z ktérej nastepuje lokalna bifurkacja jest zdegenerowang G-
orbitg krytyczna. W tym celu sformutujemy najpierw twierdzenie o funkcji uwiktanej w jego
niezmienniczej wersji. Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w artykule [19] zwazywszy na

Uwage 4 zawarta w tejze pracy.

Twierdzenie 2.2.1. Niech V bedzie ortogonalng reprezentacjq zwartej grupy Liego G oraz
niech Q C V bedzie otwarty i G-niezmienniczy. Zaléimy, e ¢ € CA(Q x R,R) oraz ustalmy
punkt (vo,po) € (Vo) L({0}) taki, ze dimker VZp(vo, po) = dim G(vg). Wéwczas istniejq
otwarte i G-niezmiennicze otoczenie © C Q G-orbity krytycznej G(vg), liczba € > 0 oraz
G-wspolzmiennicze odwzorowanie ¥ : G(vg) X (po — €,p0 + ) — Q takie, Ze jezeli N =
= {(W(v,p),p) : v € G(vo),p € (po — &, p0 + &)}, to dla kazdego (v,p) € O X (po — €, po + €)
otrzymujemy, ze Vv, p) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (v, p) € N, a ponadto (v, py) = v
dla kazdego v € G(vp).

Przypomnijmy, ze w niniejszym rozdziale 2 C V jest otwartym i G-niezmienniczym pod-
zbiorem ortogonalnej reprezentacji V zwartej grupy Liego G, a ponadto ¢ € C4(Q x R, R).
Co wiecej, F = U G(w(p)) x {p} € Q x R stanowi rodzine G-orbit rozwiazan trywialnych

pER

réwnania (2.1.1).
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Zauwazmy najpierw, ze nieréwno$é postaci dim ker V2o (w(p), p) > dim G(w(p)) jest praw-
dziwa dla kazdego parametru p € R, zgodnie z Lematem 1.2.4.
Sformutujmy teraz warunek konieczny na to, aby parametr p byl parametrem lokalnej

bifurkacji G-orbit rozwiazan nietrywialnych réwnania (2.1.1).

Twierdzenie 2.2.2. Przyjmijmy powyzisze zalozZenia i oznaczenia. Jezeli pg € BIF, to
dim ker V2p(w(po), po) > dim G(w(po))-

Dowdd. Dla dowodu wykorzystamy twierdzenie o funkcji uwiktanej, jego klasyczna oraz G-

niezmiennicza wersje, oraz bedziemy rozpatrywali nastepujace przypadki:
(1) w(po) € VE,

(2) w(po) ¢ V.

Przypu$émy nie wprost, ze pg € BZF oraz dim ker V2p(w(pg), po) =dim G(w(pp)).

Rozwazmy najpierw przypadek (1) oraz zauwazmy, ze wéwczas

G(w(po)) = {w(po)} 10 = dim G(w(po)) = dimker V2p(w(po), po),

stad det V2p(w(po), po) # 0. Ponadto istnieje liczba ¢ > 0 taka, ze det VZp(w(p),p) # 0
dla kazdego p € (pg — €,po + €), gdyz ¢ jest G-niezmienniczym C?-potencjalem, a w jest
odwzorowaniem ciaglym. Stosujac twierdzenie o funkcji uwiklanej (patrz na przyklad [24])

w punkcie (w(po),po) € 2 X R otrzymujemy, ze istnieja otwarte otoczenia U, (,,) C {2 oraz

PO
Uy, C R, odpowiednio, punktéw w(pg) € 21 pg € R oraz dokladnie jedno odwzorowanie ciagle

Y Upy = Uy, takie, ze
Vup(v, p) = 0 oraz (v, p) € Uyy(py) X Up, wtedy i tylko wtedy, gdy v = 1(p).

Ponadto rozwazmy rozklad v = (vy,v3) € V& @ (V&)L oraz nastepujace odwzorowanie:
(Vo)¥ : QF xR — V&, Wéwcezas ponownie stosujac twierdzenie o funkcji uwiklanej w punkcie
(w(po), po) € Q¢ xR otrzymujemy, ze istnieja otwarte otoczenia ﬁw(po) C Q% oraz Upo C R,
odpowiednio, punktéw w(pg) € QF i py € R oraz dokladnie jedno odwzorowanie ciggle
E Upo — Uw(po) takie, ze

(V)% (v1, p) = 0 oraz (vi,p) € Uw(po) X U,, wtedy i tylko wtedy, gdy v1 = 9(p).

Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze zachodzi inkluzja Uw(po) x {0} C Uu(pg)- CO
wiecej, Voo ((9(p),0), p) = (Vo) (¥(p), p),0) = (0,0) dla kazdego p € Uy, N U,,, zgodnie

z Uwaga 1.2.2. Zatem ¥(p) = (¥(p),0) = w(p) dla kazdego p € U,y N U,,, a w konsekwencji
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w(Uyy NT,,) € QF, stad (V) ~1({0}) N (o) x (Upp N Uy)) \ F) = 0, sprzecznosé z za-
tozeniem, ze pg € BZF.

Rozwazmy teraz przypadek (2). W konsekwencji Twierdzenia 2.2.1 istnieja otwarte, G-nie-
zmiennicze otoczenie © C Q G-orbity G(w(pp)), liczba € > 0 i G-wspélzmiennicze odwzoro-
wanie ¥ : G(w(po)) X (po — &, po + &) — Q takie, ze jezeli N = {(¢¥(v,p), p) : v € G(w(po)),
p € (po—e,po+e)}, to dla kazdego (v, p) € © X (pg — €, po + €) otrzymujemy, ze

Vop(v, p) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (v, p) € N.

Zatem dla kazdego p € (pg — &, po + €) oraz v1, vy € O, jezeli Vypo(v1,p) =01 Vyp(ve, p) =0,
to v1 = Y(v], p) i va = P(vh, p) dla pewnych v}, vh € G(w(pp)). Stad istnieje element g € G
taki, ze v] = gvh. Wowcezas v1 = ¥(vi, p) = ¥(gvh, p) = gi(vh, p) = guve. Z drugiej strony
dla odwzorowania w : R — Q zachodzi nastepujaca réwnosé: V,p(w(p), p) = 0 dla kazdego
p € R. Zatem dla kazdego p € (pg — &, po + €), jezeli w(p) € O, to (w(p),p) € N, to znaczy
w(p) = Y(gw(po), p) dla pewnego elementu g € G. Poniewaz w jest ciagle oraz w(pp) € O,
dlatego istnieje liczba 0 < & < ¢ taka, ze w(p) € O dla kazdego p € (po — &, po + €). Stad
(Vo) LH{OH) N ((© x (po — &, po + &)) \ F) = 0, sprzecznoéé z zatozeniem, ze pg € BZF. [

W ogoélnosci kazda zdegenerowana G-orbita krytyczna nie musi by¢ G-orbita lokalnej bifur-
kacji. Rzeczywiscie, w ponizszym przyktadzie nie zachodzi lokalna bifurkacja oraz jednoczesnie

spelniony jest warunek konieczny dla jej istnienia.

Przyklad 2.2.1. Niech V bedzie ortogonalng reprezentacja zwartej grupy Liego G oraz
niech potencjal ¢ : V x R — R bedzie zdefiniowany formula o(v,p) = p — [v|*. Wéwezas
¢ € C¥(V x R,R), a ponadto Vyp(v,p) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy v = 0. Polézmy
F = U G(0) x {p} = {0} x R oraz zauwazmy, ze dimker V2¢(0,p) > 0 = dim G(0) dla
kaZdegf)Rp € R. W konsekwencji dla kazdego parametru p € R warunek konieczny istnienia
lokalnej bifurkacji jest spetniony, a jednoczeénie nie zachodzi bifurkacja G-orbit rozwigzan

nietrywialnych réwnania V,p(v, p) = 0.

2.3 Warunki dostateczne istnienia lokalnej bifurkacji

W podrozdziale niniejszym sformutujemy i udowodnimy warunki dostateczne istnienia lokal-
nej bifurkacji G-orbit rozwiazan nietrywialnych réwnania (2.1.1) z rodziny trywialnej G-orbit
F wykorzystujac G-niezmienniczy indeks Conley’a.

Zanotujmy, ze nie nakladamy zadnego dodatkowego zalozenia na rodzine F. W szczegdl-
nosci nie zaktadamy, aby rodzina trywialna zawierata si¢ w punktach staltych dziatania grupy

Liego G. Rezultat zawarty w niniejszym podrozdziale jest analogiczny do twierdzenia udowod-
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nionego w artykule [86]. Autorzy w tejze pracy badali istnienie lokalnych bifurkacji G-orbit
krytycznych niezmienniczych potencjatéw z rodziny punktéw krytycznych bedacych punktami
stalymi dziatania grupy G. Doktadniej, zostalo udowodnione, iz warunkiem wystarczajacym
na to, aby punkt krytyczny byl punktem bifurkacji jest zmiana G-niezmienniczego indeksu
Conley’a.

Badajac w dalszej czesci rozprawy miedzy innymi planarne centralne konfiguracje zagad-
nienia N cial rozwazamy je jako SO(2)-orbity krytyczne niezmienniczych potencjaléw, jednak
orbity te nie sa zawarte w punktach stalych dziatania grupy SO(2). Pojawila si¢ zatem natu-
ralna potrzeba dowiedzenia twierdzen bifurkacyjnych w tej bardziej ogdlnej sytuacji.

Przypomnijmy, ze badamy G-orbity krytyczne pewnego G-niezmienniczego C?-potencjatu
p: QxR — R, gdzie  C V jest otwartym i G-niezmienniczym podzbiorem ortogonalnej re-
prezentacji V zwartej grupy Liego G. Ustalmy punkt (vo, po) € (Vo) 1({0}) taki, ze G-orbita
krytyczna G(vg) C € jest niezdegenerowana, to znaczy dim ker V2p(vg, po) = dim G(vp). Po-

tozmy ET = E$2<p( ) oraz E- = Eg,

20,00 2¢(vo,po
1.4.5 niezdegenerowana G-orbita krytyczna G(vg) potencjalu (-, pg) jest réwniez izolowa-

): Zauwazmy ponadto, ze na podstawie Uwagi

nym zbiorem 7),,-niezmienniczym, gdzie 7,, : U C @ x R — V jest lokalnym G-potokiem
indukowanym przez réwnanie 4(t) = —Vyp(u(t), po). Przypomnijmy teraz, ze zgodnie z Le-
matem 1.2.4 hesjan V2p(vg, po) posiada specjalna diagonalng postaé dang formuta (1.2.4) dla
TooV = Ty, G(vo) @ WH @ (W)L to znaczy

TvoG(UO) TvoG(UO)

@ @
Vip(vo,po) : T,V= WI o T,V= WH

& ®

(W)L (WH)L

ma nastepujacy rozklad:
0 0 0
Vap(vo,po) = | 0 B(vg) 0 ,

0 0 C(’Uo)

gdzie H = G,,. Co wigcej, macierze B(vg) oraz C(vg) sa niezdegenerowane. Zalézmy dodat-

kowo, ze niezdegenerowana G-orbita krytyczna G(vg) jest specjalna, to znaczy m™ (C(vg)) = 0,
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a zatem (WH)+ C ET oraz hesjan

TvoG(UO) TvoG('UO)
5] S
Vip(vo,po) : TWV= E- = T,,V=  E-
@ @
E*t E*
ma nastepujacy rozklad:
0 0 0
B~ (’Uo) 0
qu)@(v(b pO) = ,
BT 0
0 0 (vo)
0 C™*(vo)

gdzie CT(vg) = C(vg). Wéwezas G-niezmienniczy indeks Conley’a G-orbity krytycznej G(vg)
ma typ G-homotopii postaci [(G Xz D(E~,v0)/G Xig S:(E~,v0), [G xu Sc(E~,v0)])]a, to

zZnaczy
CIG'(G(’U()), T]po) = [(G X i Da(E77UO)/G X g Sg(]Ei,’Uo), [G X g S&*(E77 UO)])]G;

patrz Przyklad 1.4.4. Co wiecej, ze wzgledu na zalozenie m™ (C(vg)) = 0, zachodza nastepujace
inkluzje: S.(E~,vo) C D-(E~,v9) C B~ € WH  a ponadto m~(V2p(vg, po)) = m~(B(v)) =

=m~ (B (v9)) = dimE™, a zatem
Cla(G(vo),mpy) = [((G/H x De(E™, v0))/(G/H x S:(E™, v0)), [G/H x S:(E7, v)])], (2.3.4)

ze wzgledu na réwnosci (G xpg W)y = (G xg WH)(H) = G/H x WH. Ostatnie réwnogci

wynikaja z definicji grupy izotropii oraz Wniosku 1.70 z ksiazki [40].

Uwaga 2.3.1. Zauwazmy, ze G-niezmienniczy indeks Conley’a Clg(G(vp),n,,) specjalnej G-
orbity krytycznej G(vg) ma typ G-homotopii skonczonego punktowanego G-CW-kompleksu
z typem rozktadu komérkowego postaci {(m~(B(vp)), (H))}, na podstawie Twierdzenia 1.4.5.
Doktadniej, G-CW-kompleks ten sklada sie z punktu wyrdznionego * oraz jednej niezmienni-
czej m~ (B(vp))-komérki typu (m ™ (B(vg)), (H)).

Uwaga 2.3.2. W artykule [86] udowodniono, ze zmiana G-niezmienniczego indeksu Conley’a
implikuje istnienie lokalnej bifurkacji G-orbit krytycznych niezmienniczego potencjatu z ro-
dziny punktéw krytycznych bedacych punktami stalymi dziatania grupy Liego G. Podobnie

mozna pokazaé, ze zmiana G-niezmienniczego indeksu Conley’a implikuje réwniez istnienie
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lokalnej bifurkacji z rodzin rozwiazan o nietrywialnych grupach izotropii.

Reasumujac, badamy bifurkacje G-orbit rozwiazan nietrywialnych réwnania (2.1.1) z ro-
dziny trywialnej G-orbit F. Korzystajac z Uwagi 2.3.1 i Uwagi 2.3.2 otrzymujemy pewne alge-

braiczne warunki weryfikujace istnienie lokalnych bifurkacji dane ponizszymi twierdzeniami.
Twierdzenie 2.3.3. Ustalmy parametry p™ € R spelniajoce nastepujgce warunki:

(1) p~ <p*,

(2) dimker V2p(w(pt), p¥) = dim G(w(pT)), to znaczy G-orbity G(w(p™)) sq niezdegene-

rowane,

(3) (Gu(p—)) = (Gu(p+)):

(4) m~(C(w(p*))) =0, to znaczy G-orbity G(w(p™)) sq specjalne.
Jezeli m™ (B(w(p~))) #m~(B(w(p™h))), to (p~, p7) N BLF # 0.

Dowdd. 7 Uwagi 2.3.1 otrzymujemy, ze G-niezmiennicze indeksy Conley’a specjalnych G-
orbit krytycznych G(w(p™)) oraz G(w(p~)) maja typ G-homotopii skoriczonego punktowa-
nego G-CW-kompleksu sktadajacego sie z punktu wyrdznionego * oraz jednej niezmienniczej
m™ (B(w(p*)))-komoérki typu (m™(B(w(pF)), (Gy(pt)))- Poniewaz (Gyy-)) = (Gyy(pry) oraz
m~(B(w(p™))) #m~ (B (w(pT))), to G-indeksy Conley’a G-orbit G(w(p™)) sa rézne. Zatem
stosujac Uwage 2.3.2 otrzymujemy, ze (p—, p7) N BIF # 0, co konczy dowdd. O

Twierdzenie 2.3.4. Ustalmy parametry p* € R spelniajoce nastepujgce warunki:
(1) o= < p,
(2) dimker V2p(w(p™), pt) = dim G(w(pT)), to znaczy G-orbity G(w(p™)) sq¢ niezdegene-
rowane,
(3) (Guwipy) # (Gupt)
(4) m~(C(w(p™))) =0, to znaczy G-orbity G(w(p™)) sq specjalne.
Woéwczas (p~, pt) N BIF # 0.

Dowdd. Analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 2.3.3, G-indeksy Conley’a specjalnych G-
orbit krytycznych G(w(p™)) oraz G(w(p~)) maja typ G-homotopii skoriczonego punktowa-
nego G-CW-kompleksu, ktéry sklada sie z punktu wyrdznionego * oraz jednej niezmienni-
czej m~(B(w(p™)))-komérki typu (m~(B(w(p™)), (Guw(p*))), patrz Uwaga 2.3.1. Z zalozenia
(Guw(p-)) # (Gu(pt+)) wynika réznosé G-indekséw Conley’a G-orbit G(w(p™)). Stosujac Uwage
2.3.2 otrzymujemy, ze (p~, pT) N BIF # 0, co konczy dowdd. O
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2.4 Warunki dostateczne istnienia globalnej bifurkacji
W podrozdziale niniejszym sformutujemy i udowodnimy warunki dostateczne istnienia global-
nej bifurkacji G-orbit rozwiazan nietrywialnych réwnania (2.1.1) z rodziny trywialnej G-orbit
F wykorzystujac stopien G-wspolzmienniczych odwzorowan gradientowych.

W twierdzeniach z tego podrozdzialu bedziemy odwotywaé sie do ponizszego lematu o se-

paracji, ktérego dowéd mozna znalezé w ksiazce [9].

Lemat 2.4.1. Niech K bedzie przestrzeniq zwartq oraz niech zbiory A, B C K bedq domkniete,
rozlgczne i spelniajg nastepujgcy warunek: nie istnieje spéjny zbior S C K taki, ze SN A # ()
i SN B # 0. Wowczas istniejqg zwarte zbiory Ka, Kg C K takie, 2¢ A C Ka, B C Kp,
KiNKg=0oraz K4UKp =K.

Sformutujemy teraz globalne twierdzenie bifurkacyjne typu twierdzenia Rabinowitza dla
G-wspolzmienniczych odwzorowan gradientowych. Zauwazmy ponadto, ze badana rodzina try-
wialna G-orbit F nie musi by¢ zawarta w punktach statych dziatania grupy G. Sformutowanie
i dowdd klasycznej alternatywy Rabinowitza mozna znalezé w artykule [73]. Przypomnijmy,
ze przypadek badania lokalnych bifurkacji z rodziny punktéw stalych dziatania grupy G byt

rozpatrywany przez Smollera i Wassermana w artykule [86].

Twierdzenie 2.4.5. Ustalmy parametry p* € R takie, ze p~ < p* i p* ¢ BLF oraz zaléimy
dodatkowo, e BIFj,- ,+1 # 0 € U(G). Wowczas ze zbioru G-orbit Fi,- ,+) C F zachodzi

globalna bifurkacja G-orbit rozwigzan nietrywialnych réwnania (2.1.1).

Dowéd. Zauwazmy, ze istnieja otwarte, ograniczone oraz G-niezmiennicze otoczenia ©F C Q
G-orbit G(w(p*)) takie, ze (V) ~1({0}) N (cl(©F) x {pF}) = F +, gdyz p* ¢ BIF, a zatem
stopnie Vg-deg(V,o(-, pT), 0F) sa poprawnie okreslone.

Po pierwsze udowodnimy, ze istnieje parametr py € (p~,p") bedacy parametrem lokalnej
bifurkacji. Przypusémy przeciwnie, ze BIF|,- ,+] # 0 oraz BLF N [p~,p"] = 0. Stad ist-
nieje otwarte, ograniczone i G-niezmiennicze otoczenie U C ! x R zbioru F,- ,+] takie, ze
(Vo) LH{ONN(cl(U)\F) = 0. Rzeczywiscie, gdyby takie otoczenie nie istniato, to w przedziale
(p~, pT) istnialby parametr lokalnej bifurkacji. W szczegdlnosci bez zmniejszenia ogélnosci mo-
zemy zalozyé, ze ©F x {pT} c UN(Q x {pT}) (patrz Rysunek 2.4.3). Wéwczas wykorzystujac
wlasnosé uogélnionej homotopijnej niezmienniczosci stopnia, patrz Uwaga 1.5.6, otrzymujemy,
ze

VG‘deg(V(p('no_)? un (Q X {p_})) - VG'deg(V(p<'7p+)7 un (Q X {P+})),
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Rysunek 2.4.3: Otoczenia U C Q x R oraz ©F C Q zbioréw, odpowiednio, ‘F[p_,p+] i G(w(p*)). Dla prostoty

rysunku rodzine trywialna G-orbit F szkicujemy symbolicznie (jako rodzine zer), podobnie zbiér G-orbit rozwiazan
nietrywialnych réwnania V¢ (v, p) = 0.

a z wlasnosci wycinania, patrz Twierdzenie 1.5.7.(3), uzyskujemy nastepujace réwnosci:

Ve-deg(Vo(-,p7),UN(Q x{p"})) = Vg-deg(Ve(-,p7),07),
Va-deg(Veo(, p"), UN (2 x {p})) = Vg-deg(Veo(-, p"), 07),

sprzeczno$é. A zatem udowodniliémy, ze w przedziale (p—, p*) istnieje parametr py bedacy
parametrem lokalnej bifurkacji lub réwnowaznie G-orbita F,, C F[,- ,+] jest G-orbita lokalnej
bifurkacji.

Po drugie udowodnimy, ze ze zbioru G-orbit Fj,- ,+] zachodzi globalna bifurkacja G-orbit roz-
wiazan nietrywialnych réwnania (2.1.1). Dowdd tego faktu zostanie przeprowadzony w dwdch
krokach.

Krok 1. W pierwszym kroku udowodnimy, ze C([p~, p*]) # Fj,- ,+]- Przypusémy przeciwnie,
ze C([p~, p*]) = Fip- p+) oraz BIFj,- ,+) # 0. Ponadto wybierzmy otwarte i ograniczone oto-
czenie Q C Q x R zbioru F,- ,+ takie, ze (Q x ((—o0, p~) U (pT, +00))) N Q = 0. Dodatkowo
niech (Q x {p*}) N IQ = cl(0%F) x {p*}, gdzie zbiory ©" C Q sa wybrane analogicznie jak
powyzej, to znaczy @i C () sa otwartymi, ograniczonymi i G-niezmienniczymi otoczeniami

G-orbit G(w(p™)) takimi, ze (Vo)1 ({0}) N (cl(©F) x {p*}) = F,+ (patrz Rysunek 2.4.4).

95



RTL

Rysunek 2.4.4: Otoczenia Q C Q x R oraz ©F C Q zbioréw, odpowiednio, ‘F(p_,p+) i G(w(pT)). Dla prostoty
rysunku rodzine trywialna G-orbit F szkicujemy symbolicznie (jako rodzine zer), podobnie zbiér G-orbit rozwiazan
nietrywialnych réwnania Ve (v, p) = 0.

Zauwazmy, ze zbiér cl(Q) N (V) 1({0}) jest zwarty oraz potézmy

K = (@) N (Vop) ({0}),
A= Flp=pt);
B =9QNc({(v,p) € (2 x B)\ F : Vyio(v, p) = 0}).

Powyzej zdefiniowane zbiory K, A oraz B spelniaja zalozenia Lematu 2.4.1, gdyz C([p~, pT]) =
= Fp- pt]- Stad uzyskujemy zbiory K4 i Kp jak w tezie tego lematu. Co wigcej, ze zwartosci
i rozlacznosci zbioréw K4 oraz Kp istnieje liczba € > 0 taka, ze Ka(e) N Kp(e) = 0. Niech
teraz

U=G(@Q\c(Kp(3)-

Wowczas OU N (Vyp) 1 ({0}) = F,+ na podstawie Lematu 1.2.3 oraz zbiér U jest otwarty
i G-niezmienniczy ze wzgledu na Lemat 1.2.2. Ponownie, korzystajac z wlasnosci uogoélnio-
nej homotopijnej niezmienniczosci stopnia oraz wlasnoéci wycinania, patrz Uwaga 1.5.6 oraz

Twierdzenie 1.5.7.(3), uzyskujemy nastepujace réwnosci:

Va-deg(Vp(-,p7),07) = Vg-deg(Vo(-,p7),UN(Q x {p7})) =
= VG'deg(VSO('vp-i_)v un (Q X {P+})) = VG'deg(vSO('7p+)v @+)>

sprzecznos¢. A zatem udowodnilismy, ze C([p~, p*]) # Fip- p4)-
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Krok 2. W drugim kroku udowodnimy, ze sktadowa C([p~, pT]) nie jest zwarta lub zbiory
C(lp~,p™]) \ Fip- p+) i F maja niepusty przekrdj. Przypusémy przeciwnie, ze C([p~, pT]) jest

(cl(C(lp™, D\ Fpo— o)) (€0)

RTL

Rysunek 2.4.5: Otoczenia Q ¢ Q x R, ©F ¢ Q oraz (cl(C([p~,pT]) \ Flp-,p+1))(€0) C £ x R zbioréw, odpo-
wiednio, F(,— ,+), G(w(p®)) idC(p~,pt) \ F[,~,p+])- Dla prostoty rysunku rodzing trywialng G-orbit F szkicujemy
symbolicznie (jako rodzine zer), podobnie zbiér G-orbit rozwigzan nietrywialnych réwnania V,¢(v, p) = 0.

zwarta, (C([p~,p"]) \ Fjp- p+)) N F = 0 oraz BIFj,- ,+) # 0, a zatem mozemy wybra¢ eo-
otoczenie (cl(C([p~, p*]) \ Fip- p+]))(€0) C Q x R zbioru cl(C([p~, p*]) \ Fip- ,+]) takie, ze

Cl((Cl(C([pf, p+]) \]:[p*,p*]))(go)) N Jt‘(—oo,p*}U[p*,—f—oo) =10

dla pewnej dostatecznie malej liczby g¢ > 0. Niech zbiory Q € Q x R i ©F C Q beda wybrane

jak w Kroku 1 oraz spelniaja dodatkowy warunek nastepujacej postaci:

©% x {p ) N (C(p™, P\ Fip- o)) (€0) = 0.

Zdefiniujmy teraz Q1 = QU(cl(C([p~, pT])\F,- p+]))(€0) (patrz Rysunek 2.4.5) oraz zauwazmy,
ze zbiér cl(Q1)N(Vyp) "L({0}) jest zwarty. Dalsza czeéé dowodu bedzie przebiegaé analogicznie
jak w Kroku 1. Polézmy

K = cl(Q1) N (Vop) ' ({0}),
A=C([p™.p"]),
B=090QiNcl({(v,p) € (2 xR)\ F:Vyp(v,p) =0}).

Powyzej zdefiniowane zbiory spelniaja zatozenia Lematu 2.4.1, dlatego otrzymujemy zwarte
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i rozlaczne zbiory K4 oraz K. Co wigcej, niech liczba € > 0 bedzie taka, ze K4(e)NKp(e) = 0.
Niech teraz

U=G(Q\c(Kg(35)))

oraz zauwazmy, ze zbiér U jest otwarty, G-niezmienniczy i U N (Vyp) 1 ({0}) = F,= analo-
gicznie jak w Kroku 1. Nastepnie wlasno$é uogdlnionej homotopijnej niezmienniczosci stop-
nia oraz wlasno$¢ wycinania (patrz Uwaga 1.5.6 i Twierdzenie 1.5.7.(3)) implikuja réwnosé
Ve-deg(Vp(-,p7),07) = Vi-deg(Vo(-, pt), ©T), sprzecznosé, co konezy dowéd Kroku 2 oraz

dowodzi prawdziwo$ci tezy twierdzenia. O

7 Twierdzenia 2.2.2 wynika, ze lokalna bifurkacja G-orbit rozwigzan nietrywialnych réw-
nania (2.1.1) zachodzi tylko ze zdegenerowanych G-orbit krytycznych potencjatu ¢, natomiast
z Twierdzenia 2.4.5 otrzymujemy, ze nietrywialnos¢ indeksu bifurkacji dla pewnego odcinka
implikuje zachodzenie globalnej bifurkacji G-orbit rozwiazan nietrywialnych réwnania (2.1.1)

z tego odcinka. W zwigzku z powyzszym otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whiosek 2.4.1. Ustalmy parametry p*, py € R takie, ze p~ < po < pt oraz niech G-orbita
Fpo bedzie jedyng zdegenerowanqg G-orbitq krytyczng w zbiorze G-orbit F,- ,+], a ponadto
niech BIF,- ,+1 # 0 € U(G). Wowczas w zbiorze G-orbit F

G-orbita globalnej bifurkacji, mianowicie F,.

p—pt] istnieje dokladnie jedna

Zauwazmy, ze Twierdzenie 2.4.5 ma charakter abstrakcyjny. Nie jest oczywiste jak wery-
fikowa¢ zalozenia tego twierdzenia. 7 drugiej strony zamierzamy stosowaé to twierdzenie do
zagadnien mechaniki nieba. Okazuje sie, ze przy pewnym dodatkowym zalozeniu, ktére jest
wielokrotnie spelniane przez réwnania pochodzace z mechaniki nieba, wystarczy sprawdzié

prawdziwo$¢ pewnego prostego algebraicznego warunku.

Twierdzenie 2.4.6. Ustalmy parametry p= € R takie, ze p~ < p* oraz niech G-orbity
G(w(p™)) bedg niezdegenerowane, a ponadto niech (Gu(p-)) = (Gup+)) = (H) dla pewnego
H € sub(G). Woéwczas nastepujgca implikacja jest prawdziwa:

jezeli det B(w(p™)) - det B(w(p™)) <0, to BIF},- 4+ # 0 € U(G),

gdzie B(w(pT)) sq jak w formule (1.2.4).

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze z Uwagi 1.2.3 mozemy wybraé¢ otwarte, ograniczone i G-
niezmiennicze otoczenia ©F C Q G-orbit krytycznych G(w(pt)) oraz G(w(p™)) takie, ze
(Vo) 1 ({0}) N (cl(0%) x {p*}) = F,x, gdyz G(w(p™)) sa niezdegenerowane. Stad otrzy-
mujemy poprawna okreslonoéé stopni Vg-deg(V,o(-, pT), ©F). Ponadto ze wzgledu na Lemat
1.2.4 mamy specjalng postaé¢ VZp(w(p®), p™) dang formuly (1.2.4). Bedziemy rozpatrywali
nastepujace przypadki:
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(3) m~(C(w(p™))) = 01im=(Cw(p™))) #0,
(4) m™(C(w(p™))) #0im™ (Clw(p™))) =0.

Rozwazmy najpierw przypadek (1), to znaczy m™(C(w(p™))) = 0. Biorac pod uwage formute

na stopien specjalnej G-orbity krytycznej otrzymujemy, ze
Ve-deg(Vop(-, p¥), 0F) = (—1)™ B )y (G/HT) € U(G). (2.4.5)

Rozwazmy teraz przypadek (2), to znaczy m~(C(w(pT))) # 0. Korzystajac z formuly na

stopien niezdegenerowanej G-orbity krytycznej, patrz dowdéd Lematu 1.5.13, uzyskujemy, ze
Ve-deg(Vop(, p*), 0%) = (~1)" PO Dyg(G/HY) +

+
my
+ > > Va-deg g (VF,07) - xa(G/H'™) € U(G). (2.4.6)
=1 (H")Esub[G),(H')<(H)

Dla przypadku (3) odpowiednie formuly na stopnie wynikaja bezposrednio z przypadkéw
(1) oraz (2), natomiast przypadek (4) jest analogiczny do przypadku (3). Zatem, jezeli
det B(w(p™)) - det B(w(pt)) < 0, to (—1)™ Bwe™)) £ (—1)ym (B@)) 4 stad z formul
(2.4.5) i (2.4.6) wnioskujemy, ze Vg-deg(Vyp(-,p7),07) # Va-deg(Vyp(-, p1),©1), co kon-
czy dowdd. O

Uwaga 2.4.3. Ustalmy parametry p* € R takie, ze p~ < pt oraz niech G-orbity G(w(p*))
beda niezdegenerowane. W przypadku, gdy klasy sprzezonosci grup izotropii G, ,-) oraz
G(p+) 52 16218, to Znaczy (Gy(,-)) # (Gu(pt)), teza Twierdzenia 2.4.6 pozostaje prawdziwa,
co jest konsekwencja formut (2.4.5) i (2.4.6).

Ponizej udowodnimy globalne twierdzenie bifurkacyjne, w sytuacji gradientowej z syme-

triami, typu twierdzen Rabinowitza zawartych w artykule [73].

Twierdzenie 2.4.7. Ustalmy parametry p= € R spelniajoce nastepujgce warunki: p~ < p™,
pt ¢ BIF i BIF,- ,+1 # 0 € U(G). Wowczas ze zbioru G-orbit Fj,- ,+1 C F zachodzi
globalna bifurkacja G-orbit rozwigzan nietrywialnych réwnania (2.1.1), to znaczy skladowa
C(lp~,p™]) C Q xR nie jest zwarta lub (C([p~,pT]) \ Fip-pt)) N F # 0. Co wigcej, jezeli

skladowa C([p~, pt]) jest zwarta oraz istnieje skoriczenie wiele parametréw

p5<paL<...<pl_:p*<p+:pl+<...<p,;<p;b
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takich, Ze

— + m
(1) €™ P hNF C U Fip iy

(2) C([p~, p]) ﬂ]:[p;’pz-] # 0 dla kazdego k =0,...,m,

(3) GLOBN U Fiy iy = €l D\ Fip- ) 0 U Fiy oy

k

(4) p,f ¢ BLZF dla kazdego k =0, ...,m,

to

Pt

Pt

> BIF,- +=0€U(G).
k=0

R A

P, Py

]:[p; ’Pi]“_j‘

.\C([p;m pml)

Cloy o)

Clpg pg 1)

[ ]:[pg x|

RTL

N
7

(2.4.7)

Rysunek 2.4.6: Sktadowa spéjnosci C(lpy, » p:}) oraz zbiér G-orbit .7-'[07 o] dla k =0, ..., m. Dla prostoty rysunku
k'K

rodzing trywialng G-orbit F szkicujemy symbolicznie (jako rodzing zer), podobnie zbiér G-orbit rozwigzan nietrywialnych
réwnania V¢ (v, p) = 0.

Dowdd. Rysunek 2.4.6 ilustruje sytuacje rozwazang w twierdzeniu. Zauwazmy najpierw, ze

ze wzgledu na Twierdzenie 2.4.5 wystarczy udowodnié¢ formule (2.4.7).
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N

P:@ @j‘;L X (p’j;L - Q, PiL)

Pm Om X (pm; pm + @)

ol O x (o —a,p)

Pt O, x(pp; +0)

Po o7 x (g —a.pg)

Po Og X (pg:pg +)

R’n

>
7

Rysunek 2.4.7: Dlak=o,..., m otoczenia @z X (p; — oc,p',f) oraz ©, X (p, ,p, + a). Dla prostoty rysunku
rodzine trywialng G-orbit F szkicujemy symbolicznie (jako rodzine zer), podobnie zbiér G-orbit rozwiazan nietrywialnych
réwnania V(v p) = 0.

k = 0,...,m wybierzmy otwarte, ograniczone i G-niezmiennicze otoczenia G)f C Q) G-orbit
G(w(p*)) takie, ze (Vy0) H({0}) N (cl(©F) x {pi}) = ]:pf Ponadto ustalmy liczbe o« > 0
taka, ze

(VUQD)_l({O}) n (CZ(@Z) X [p;: B O‘vp;:]) = ]:[p,:r—oa,pﬂ’

k

(vap)_l({()}) n (CZ(QI;) X [P];,p]; +a) = ‘F[p;,p;—i-a]’

na podstawie zatozenia (4). Wybierzmy teraz e-otoczenie (cl(C([p~, p*]) \ Fj,- p+1))(€) C 2xR
zbioru cl(C([p~, p*]) \ Fip- p+)) dla pewnego dostatecznie matego € > 0 takie, ze

l((Cl(C{l™s P D\ Fipm )N N T, Otie ’
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(a) k#1 by k=1

Rysunek 2.4.8: Otoczenia Q;, C Q2 xR, OF C Qoraz W C Q x R. Dla prostoty rysunku rodzine trywialng G-orbit
y k p y Iy ¢ try a
F szkicujemy symbolicznie (jako rodzing zer), podobnie zbiér G-orbit rozwiazan nietrywialnych réwnania Vy (v, p) = 0.

Dla skrécenia zapisu potézmy W = (cl(C([p~, p*]) \ F,- p+1))(€). Co wigcej, niech
(W) N ( (cl(©F) x [} - am;ﬂ)) =,
d(W)n (U (cl(©y) X [py,pp + a])) =0.

Dla k # [ istnieje e-otoczenie (cl(C([py . pi]) \ (C(lp; s pf]) U f[p;,pz])))(gl) C © x R zbioru
A(C([py P )\ (C(lpy s p ) U f[p; Pm))’ patrz zalozenie (3), dla prostoty zapisu polézmy

Uk = (d(C(loi 5D\ (i 07 D) U Fppe )1,

spelniajace nastepujace warunki:

|

Cl(Uk) N ‘F(—oo,p,:]u[pﬁ,—l—oo) == @7

(WGWXMZ—m@®>=&

Q.
=

el

L3

((©F) x oy oy + a]>) — 0.

N

S

D)
T~
s

i

0
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Potézmy U; = () oraz

Qr =Ux U0, x (py,pp +a)UOL x (pf —a,pf)U
{t(v1,py +a)+ (1 —t)(ve,pif —a):t€[0,1],v1 €O, v2 €O} (2.4.8)

dla k =0,...,m (patrz Rysunki 2.4.7 oraz 2.4.8). Wéwczas zdefiniujmy Q = |J Qx UW oraz
k=0

zauwazmy, ze cl(Q) N (Vyp) " 1({0}) jest zbiorem zwartym. Polézmy
K =cl(Q)N (Vup) ' ({0}),
A= U ]: o] uc([p,p™),

B =9QNc({(v,p) € (2 x R)\ F : Vyio(v, p) = 0}).

Powyzej zdefiniowane zbiory K, A oraz B spelniajg zalozenia Lematu 2.4.1, a zatem uzysku-
jemy zwarte i rozlaczne zbiory K4 oraz Kp jak w tezie tego lematu. Niech teraz liczba n > 0

bedzie taka, ze K(n) N Kg(n) = 0 oraz potézmy

=G (Q\d(Kp(3)))-

m
Stad otrzymujemy, ze (Vy¢) 1 ({0}) NoU = U (.Fp; U fp+) , co wynika z Lematu 1.2.3. Na
k=0 k

podstawie Lematu 1.2.2, zbior U jest otwarty i G-niezmienniczy. Zatem stopien
Va-deg(Vop(- p), U N (2 x {p})) € U(G)

jest dobrze zdefiniowany, a ponadto, wykorzystujac wlasno$é uogoélnionej homotopijnej nie-

zmienniczosci stopnia (patrz Uwaga 1.5.6), uzyskujemy, ze jest on staly jako funkcja parametru

pE [Pmin + €0, Pmax — 50]7 gdZie

pmin = inf{p € R:UN(Q x {p}) # 0},
Pmax = sup{p € R: UN(Q x {p}) # 0}

i g9 jest liczba dodatnia taka, ze (V) L({0}) N (U N (Q X {pmin £e0})) =0, gdy pmin < pg
max
OTaZ Pmax > pm. W przeciwnym przypadku p € [py, pmax — €0} Tub p € [pmin + €0, p;] lub

p € lpo,ph]. Co wiecej, na podstawie wlasnosci addytywnosci stopnia (patrz Twierdzenie
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Cm

Cm

€o

C[]

RTL

N
7

Rysunek 2.4.9: Stopnie Vg-deg(Voo(-, pi), ©F) i Va-deg(Vop (-, pi), (UNQx {pE N\ cl(©)) dlak = 0,...,m
oraz zbiér U C Q x R. Ponadto w sytuacji przedstawionej na rysunku mamy, ze pmin = p; OTaz Pmax > p%.

1.5.7.(2)), dla kazdego k = 0,...,m otrzymujemy réwnosé

VG'deg<vv§0('Hof)ﬂ un (Q X {pf )) =
= V-deg(Vop (-, i), OF) + Va-deg(Vop(-, i), (U N (Q x {pif ) \ cl(©5))

+ +
Ay, Ck

(patrz Rysunek 2.4.9). Biorac pod uwage réwnosci CZ_ =Cpyq 1 a,;: + cz = ap 1+ €y mamy

_l’_ _ — . . .
ay = ap |, a zatem wnioskujemy, ze

m m m m m—1 m—1
daf—a)=> el =) ag =3 af = 3 ap =Y (o —apy)Fag —ag = ay—ag.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=-—1 k=0
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Zauwazmy takze, ze ¢, = ¢y = 0. Wéwczas

m m
kz_:DBIF[p;,pm = Z_: (Vordeg(Vup (-, 0t ), OF) = V-deg(Vup(-, 5y ), O5) ) =
- - m
= af —ai =a;, —ag = (af, + ) — (a5 +¢5) =0 € U(G),

k=0
co konczy dowdd. O
Uwaga 2.4.4. Zauwazmy, ze jezeli dla kazdego k =0, ..., m zbiér F[pf o] zawiera dokladnie

k Pk

jedna zdegenerowana G-orbite krytyczna, to zalozenie (3) Twierdzenia 2.4.7 jest spelnione.
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Rozdziat 3

Centralne konfiguracje zagadnienia
N cial

W rozdziale tym zastosujemy abstrakcyjne wyniki uzyskane w rozprawie do badania pro-
blemu N cial. Dokladniej, sformutujemy warunki konieczne i dostateczne na istnienie lokalnej
oraz globalnej bifurkacji planarnych oraz przestrzennych centralnych konfiguracji zagadnienia
N cial. Problem badania centralnych konfiguracji sprowadzamy do analizy orbit krytycz-
nych rodziny SO(d)-niezmienniczych potencjaléw. Analizujac zagadnienie planarne bedziemy
rozwaza¢ grupe symetrii SO(2), natomiast w przypadku zagadnienia przestrzennego grupe sy-
metrii SO(3). W rozwazaniach wykorzystujemy pewna znang rodzine centralnych konfiguracji
i poszukujemy orbit lokalnych i globalnych bifurkacji nalezacych do tej rodziny. W rozprawie

bedziemy analizowaé nastepujace rodziny centralnych konfiguracji:

o planarna rodzina szesciokata foremnego z dodatkowym cialem w Srodku masy (patrz
[57]),

o planarna rodzina dwéch zagniezdzonych kwadratéw (patrz [27]),

o planarna rodzina rozety dla trzynastu cial (patrz [46,79]),

o przestrzenne rodziny dwéch zagniezdzonych czworo$cianéw foremnych (patrz [15]),
o przestrzenna rodzina dwéch zagniezdzonych osmioscianéw foremnych (patrz [14]),

e przestrzenna rodzina dwbch zagniezdzonych oémio$cianéw foremnych z dodatkowym cia-

lem w $rodku masy (patrz [87]),
o przestrzenna rodzina dwéch zagniezdzonych szescianéw (patrz [14]),

e przestrzenna rodzina dwéch zagniezdzonych sze$cianéw z dodatkowym ciatem w Srodku

masy (patrz [87]),
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e przestrzenna rodzina dwéch dualnych wieloscianow foremnych dla problemu czternastu

cial (patrz [18]),
o przestrzenna rodzina dla problemu n + 3 cial dla n = 3,4, 6 (patrz [53]).

Powyzsze rodziny traktujemy jako rodziny trywialne centralnych konfiguracji oraz dowodzimy
istnienia bifurkacji nowych centralnych konfiguracji z tych rodzin. Poniewaz w przypadku pla-
narnym kazda centralna konfiguracja odpowiada rozwigzaniu okresowemu zagadnienia N cial,
dostarczajac nowych centralnych konfiguracji dowodzimy istnienie nowych rozwigzan okreso-
wych. Odpowiednie formuly na pozycje i masy cial wystepujacych w badanych rodzinach
zostaly zaczerpniete z powyzej wymienionych artykuléw. Ze wzgledu na zmudne rachunki
przeprowadzane w niniejszym rozdziale obliczenia symboliczne sa wspomagane przez Srodowi-
sko obliczeniowe MAPLE"™".

Zauwazmy, ze rozwazane rodziny centralnych konfiguracji majg wiele symetrii. W roz-
prawie badamy réwniez ksztalt nowych centralnych konfiguracji bifurkujacych z rodzin try-
wialnych oraz dowodzimy, iz w pewnych przypadkach jest on mniej regularny. Dokladniej,
wykluczamy, ze rodziny te maja ten sam typ symetrii jak rodziny trywialne. W rezultacie
dostarczamy przykltadéw centralnych konfiguracji o mniej regularnych ksztattach. Nalezy pod-
kresli¢, ze informacja dotyczaca ksztaltu nowych rodzin centralnych konfiguracji jest jedynie
lokalna.

Wigkszosé rezultatéw przedstawionych w tym rozdziale zostata opublikowana w artykutach
[42,43].

3.1 Centralne konfiguracje zagadnienia NN cial - definicja

W niniejszym podrozdziale sformutujemy problem NV cial oraz zdefiniujemy pojecie centralnej
konfiguracji tego zagadnienia. Material tu przedstawiony zostal zaczerpniety gléwnie z [49,
71,91].

Rozwazmy N punktéw materialnych poruszajacych sie w R? dla d = 2 lub d = 3. Sym-
bolami ¢; € R? i m; > 0 oznaczamy, odpowiednio, polozenie oraz mase¢ j-tego ciala. Przypo-
mnijmy, ze przez |¢;j| rozumiemy norme euklidesowa ¢;. Zalézmy ponadto, Ze rozwazane ciala
poruszaja sie tylko pod wplywem wzajemnych sil grawitacji oraz zgodnie z prawami ruchu
Newtona. Zgodnie z druga zasada dynamiki Newtona, w inercjalnym uktadzie odniesienia,
jezeli sity dzialajgce na cialo nie réwnowaza sig¢, to iloczyn masy j-tego ciala m; oraz jego
przyspieszenia ¢; jest réowny sumie sit dzialajacych na to ciato. Dodatkowo z prawa powszech-
nego cigzenia otrzymujemy, ze sila dziatajaca na cialo ¢; indukowana przez cialo g; jest réwna

mim; 1
la;

Vigreq? Oraz kierunek tej sity jest zadany przez wektor jednostkowy _W(Qj — qi), gdzie
K3 J 3

v jest stala grawitacji. Wowczas ruch N punktéw materialnych mozna opisaé¢ nastepujacym
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uktadem réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

1

N
mjg; = — Z S Q¢\3(Qj —qi),j=1,...,N. (3.1.1)

T g
Bez zmniejszenia ogdlno$ci mozemy przyjaé, ze v = 1.
W dalszych rozwazaniach przestrzeii R?Y traktujemy jako ortogonalna SO(d)-reprezentacje
V, to znaczy ortogonalna reprezentacje zwartej grupy Liego SO(d) bedaca suma prosta N kopii
naturalnych SO(d)-reprezentacji V, gdzie V = (R%, o) oraz homomorfizm ¢ : SO(d) — O(d)
jest zadany formuta o(g) = g dla g € SO(d). Wéwezas dziatanie grupy Liego SO(d) na V jest
okreslone nastepujaco: SO(d) xV 3 (g,q9) = (9, (q1,---,9~)) — 9¢ = (9q1,...,99n) € V.
Definiujemy teraz przestrzen konfiguracji N cial 2 C V wykluczajac kolizje tych cial, to

ZNnaczy

Q={q=(q1,...,qn) €V :q # q; dla i # j},

oraz potencjal newtonowski U : Q x (0, +00)¥ — R nastepujaca formuta:

-
U(Q7m):U(QL'”?q]V?mh""mN): Z ﬁ
1<i<j<n 19— 4j

Wéwezas newtonowskie réwnania ruchu (3.1.1) stowarzyszone z potencjalem U zapisuja sie
w nastepujacej postaci:
M = V,U(g,m). (3.1.2)

gdzie M jest macierza mas, to znaczy M = diag(mildg,...,myIldy). Zauwazmy, ze zbidr

Q C V jest otwarty i SO(d)-niezmienniczy, a U jest SO(d)-niezmienniczym C*°-potencjalem.

Uwaga 3.1.1. Uklad réwnan (3.1.2) nie posiada polozen réwnowagi. Rzeczywiscie, gdyby
VU(g,m)=0,t00=(V,U(g,m),q) = —U(q,m) <0, sprzecznosé¢. Ostatnia réwno$¢ wynika
z wlasnoéci U(sq,m) = s~1U(q,m) dla dowolnego s > 0 oraz twierdzenia Eulera o funkcjach

jednorodnych (patrz [41]).
Zdefiniujmy teraz pojecie centralnej konfiguracji uktadu (3.1.2).

Definicja 3.1.1. Konfiguracje N cial ¢ = (q1,...,qn) € 2 nazywamy centralna konfiguracja
uktadu (3.1.2), o ile istnieje dodatnia stala A taka, ze § = —\g. Ponadto méwimy, ze centralna

konfiguracja ¢ jest wspotliniowa, o ile punkty qi, ..., qy leza na jednej prostej.

O centralnej konfiguracji ¢ = (q1,...,qny) € Q méwimy, ze jest planarna, o ile punkty
qi,---,qn leza na jednej plaszczyznie, w przeciwnym przypadku konfiguracje ¢ nazywamy

przestrzenna, to znaczy nie istnieje jedna plaszczyzna zawierajaca punkty qi,...,qn.
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Uwaga 3.1.2. Niech q(t) = (q1(t),...,qn(t)) € Q bedzie rozwiazaniem ukladu (3.1.2). Wow-

czas dla kazdego 7 = 1,..., N przyspieszenie j-tego ciata wzgledem pozostalych N — 1 cial
1 oU
m; 9g;
q(to) = (q1(to),-..,qn(to)) € Q jest centralna konfiguracja uktadu (3.1.2), o ile G(to) = —Aq(to)
dla pewnej stalej A > 0. Stad —AMq(ty) = V,U(q(tp),m), a zatem konfiguracja N cial

wynosi G;(t) = (q(t), m). Dla pewnego ustalonego czasu tg, z Definicji 3.1.1, konfiguracja

q = q(to) = (q1(to), ..., qn(to)) € Q jest centralna konfiguracja uktadu (3.1.2) wtedy i tylko

wtedy, gdy spelnia uklad réwnan algebraicznych nastepujacej postaci:
—AVql(q,m) = V,U(q,m), (3.1.3)

N
gdzie potencjal I : Q x (0,400)Y — R dany formuly I(g,m) = 3 3 m;|¢;|> nazywamy mo-
i=1

mentem bezwladnosci.

Uwaga 3.1.3. Zauwazmy, ze sSrodek masy N punktéw materialnych go zdefiniowany formuta
N

m S miq; € R? znajduje sie w poczatku ukladu wspétrzednych dla kazdego rozwiaza-
i=1

nia réwnania (3.1.3). W rozprawie bedziemy zajmowaé sie problemem poszukiwania nowych

centralnych konfiguracji zagadnienia IV cial ze Srodkiem cigzkosci w zerze.

Uwaga 3.1.4. Niech ¢ = (q1,...,qn) € Q bedzie centralna konfiguracja ukladu (3.1.2),
to znaczy —AV,I(¢,m) = U(g,m). Poniewaz U i I sa potencjalami jednorodnymi stopni,
odpowiednio, —1 oraz 2, to (V,U(q,m),q) = —U(q,m) oraz (V,I(q,m),q) = 2I(g,m) na
podstawie twierdzenia Eulera o funkcjach jednorodnych (patrz [41]). Stad otrzymujemy, ze

—X2I(qg,m) = (=AVyl(q,m),q) = (V4 U(g,m),q) = —=U(q,m), a zatem \ = 2%((2’;2)).

Uwaga 3.1.5. Niech ¢ = (q1,...,q9n) € Q bedzie centralna konfiguracja uktadu (3.1.2).
Wiemy, ze potencjaly U i I sa jednorodne oraz dodatkowo SO(d)-niezmiennicze, a stad dla
kazdych a > 0 i g € SO(d) konfiguracje aig oraz gq sa réwniez centralnymi konfiguracjami ze
wspotczynnikami réwnymi, odpowiednio, % oraz A. Zatem na zbiorze centralnych konfiguracji
mozemy wprowadzi¢ rfelacje réwnowaznoéci nastepujaco: méwimy, ze centralne konfiguracje
q oraz ¢ sa réwnowazne, jezeli istnieja o > 0 oraz g € SO(d) takie, ze § = agq. Innymi stowy
mozna utozsamia¢ ze sobg dwie centralne konfiguracje, gdy z jednej mozemy otrzymac druga

poprzez zlozenie operacji skalowania oraz obrotu.

W dalszych rozwazaniach, zamiast przechodzi¢ do przestrzeni orbit 2/S0(d) i trakto-
waé klasy centralnych konfiguracji jako pojedyncze punkty bedziemy rozpatrywaé cate SO(d)-
orbity centralnych konfiguracji. Warto zauwazy¢, iz Palmore w artykule [65], przechodzac do
przestrzeni orbit, badal jednoparametrowa rodzine N — 1-kata foremnego z dodatkowym cia-
tem w érodku masy oraz wykazal, Ze istnieje doktadnie jedna warto$¢ parametru, dla ktorego

rodzina ta jest zdegenerowana. Meyer i Schmidt w artykule [56] udowodnili, ze w miare jak
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wzrasta liczba cial N pojawia sie wiecej niz dokladnie jedna warto$¢ parametru, dla ktérego
rozwazana rodzina jest zdegenerowana (patrz [57]). Autorzy dokonali analizy problemu dla
N < 13 oraz uzyskane wyniki okazaly sie niezgodne z rezultatami zawartymi w artykule [65].

W rozprawie problem badania centralnych konfiguracji sprowadzamy do analizy SO(d)-
orbit krytycznych SO(d)-niezmienniczego C>°-potencjatu ¢ : Q x (0, 4+00)¥ — R zdefiniowa-
nego wzorem @(q,m) = U(q,m) + A (g, m). Rozwazamy pewna znana rodzine centralnych
konfiguracji i poszukujemy SO(d)-orbit lokalnych i globalnych bifurkacji nalezacych do tej
rodziny. Zalézmy zatem, ze istnieja ciaggle odwzorowania w : R — Q oraz m : R — (0, +-00)V
takie, ze V,@(w(p), m(p)) = 0, to znaczy odwzorowanie w : R — € definiuje rodzing central-
nych konfiguracji przy pewnych masach cial zadanych odwzorowaniem m : R — (0, 4-o00).
Zdefiniujmy dalej potencjal ¢ : @ x R — R nastepujacym wzorem: ¢(q,p) = ¢(q, m(p)).

Wobwczas

F = 50(d)(w(p)) x {p} < (Var) " ({0}) (3.1.4)

pER

oraz bedziemy rozwazaé rOwnanie nastepujacej postaci:

V(e p) =0, (3.1.5)

gdzie A = A(p) = %. Przypomnijmy, ze rodzine F nazywamy rodzina SO(d)-orbit
rozwiazan trywialnych réwnania (3.1.5) (lub krétko rodzina trywialna centralnych konfigura-
cji).

Zdefiniujmy teraz pewne szczegdélne rozwiazanie problemu N cial takie, ze ksztalt utwo-

rzony przez ciala wystepujace w konfiguracji jest zachowany w kazdej chwili czasu.

Definicja 3.1.2. Rozwiazanie ¢(t) € Q ukladu (3.1.2) nazywamy rozwiazaniem homograficz-
nym, o ile istnieja funkcja skalarna R(t) > 0 oraz specjalna macierz ortogonalna g(t) € SO(3)
takie, ze q(t) = R(t)g(t)q(0) dla kazdego t.

Wyrézniamy dwa szczegdlne typy rozwiazan homograficznych: jezeli g(t) = Ids, to roz-
wiazanie ¢(t) = R(t)q(0) nazywamy homotetyczym, a jezeli R(t) = 1, to q(t) = g(t)q(0)
nazywamy wzglednym polozeniem réwnowagi. Mozna pokazaé, ze dla kazdego rozwigzania
homograficznego ¢(t) konfiguracja ¢(0) jest centralna konfiguracja uktadu (3.1.2) (patrz [91]).
Zatem centralne konfiguracje odgrywaja istotng role w konstruowaniu istotnej klasy rozwigzan
zagadnienia N cial.

Opiszemy teraz zwiazek centralnych konfiguracji z wzglednymi polozeniami réwnowagi
dla uktadu (3.1.2) w przypadku planarnym, to znaczy dla d = 2. W tym celu wprowadzmy
uktad wspotrzednych rotujacy ze stala predkoscia katowa w wokdl osi przechodzacej przez

srodek masy uktadu oraz prostopadiej do ptaszczyzny ruchu N cial nastepujaca formuta:
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q = ety = (e“tuy, ..., e* tuy), gdzie J jest standardows macierza symplektyczna, to znaczy

0 -1
J = :
1 0
Lemat 3.1.1. Przyjmijmy powyzsze zalozenia i oznaczenia. Wowczas réwnania ruchu (3.1.2)

majg w rotujgcym ukladzie wspotrzednych nastepujgcg postac:

ou
m; (i + 2wty — w?uy) = a—uj(u,m), j=1,...,N. (3.1.6)

Dowdéd. Zauwazmy najpierw, ze dla j = 1,..., N otrzymujemy ¢; = wJe‘“Jtuj + e“"}t’dj oraz

§j = (wJ)?e Tty + 2w ety + ewItii;. Uwzgledniajac powyzsze réwnosci w newtonowskich

réwnaniach ruchu (3.1.2) mamy mj(—w?e“7tu; +2wJ et +e Tt ;) = g—g(ew‘”u, m), a zatem
mj(—w?u; + 2wJij + iij) = ggj (u,m), co konczy dowdd. O

7 powyzszego lematu otrzymujemy, ze potozenia réwnowagi w jednostajnie rotujacym ukta-
dzie wspoélrzednych spelniaja nastgpujacy uklad réwnan: —Amju; = gTUj(u, m),j=1,...,N,
gdzie A\ = w?, a zatem sa centralnymi konfiguracjami problemu N cial. Ponadto kazda pla-

narna centralna konfiguracja u wyznacza wzgledne polozenie réwnowagi postaci q(t) = e~/

U
oraz mozna pokazad, iz kazde rozwiazanie uktadu (3.1.2) bedace wzglednym polozeniem réw-
nowagi jest tej postaci. Zatem dowodzac istnienia nowych planarnych centralnych konfiguracji
znajdujemy nowe rozwigzania okresowe zagadnienia N cial.

Omoéwimy teraz ogdlng postaé rozwigzan homograficznych dla ukladu (3.1.2) w przypadku
planarnym, to znaczy dla d = 2. Przypomnijmy najpierw, ze elementy grupy Liego SO(2)
oznaczamy przez ®(¢), patrz formuta (1.1.1). Niech u = (uy,...,un) € Q bedzie centralna
konfiguracja ukladu (3.1.2) oraz niech ¢(t) = R(t)®(¢(t))u dla pewnych funkeji R(t) > 01 ¢(t)
bedacych klasy C?. Ponizszy lemat zostal zaczerpniety z ksigzki [49].

Lemat 3.1.2. Przyjmijmy powyzsze zaloZenia i oznaczenia. Funkcja q(t) jest rozwigzaniem
homograficznym zagadnienia N cial wtedy i tylko wtedy, gdy (R(t),d(t)) sa rozwigzaniami

nastepujgcego uktadu rownar:

RO RO =~ .
2R(t)(t) + R(t)$(t) = 0

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze dla j = 1,..., N otrzymujemy

4;(t) = ROP(6(t))u; + R()$(H)P((t)) Ju;,
Gi(t) = (R(t) = R()(1)*)2((t)u; + (2R(E)H(t) + R()S(1) @ (6(1))Ju.
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Uwzgledniajac powyzsze réwnosci w newtonowskich réwnaniach ruchu (3.1.2) mamy

mj((R(t)—R("t)cz'ﬁ(t?)@(@b(t))ug‘+(2R(t)<z5(t)+R(t)<i5(t))¢>(fb(t))JUj) = R(t)*®(6(1)) i (u,m),

a zatem m;(R(t) — R(t)(t)*)u; + mj(2R(t)p(t) + R(t)d(t)) Juj = R(t)_Qngé(u,m). Ponadto

centralna konfiguracja u € Q spelnia uklad réwnan gTUj(u,m) = —Amjuj, j = 1,...,N dla

pewnego A > 0. Stad

R(t) = RS> —(2R()$(t) + R()o(1)) N R{t)7x 0 w0
(2R(1)b(t) + R(£)S(t)) R(t) = R(t)$(t)? 0 R(t)7*X ’
dla kazdego j = 1,..., N. Zatem funkcja ¢(t) jest rozwiazaniem homograficznym zagadnienia
N ciat wtedy i tylko wtedy, gdy (R(t) — R(t)p(t)% + R(t)2\)? + (2R(t)d(t) + R(t)9(t))? = 0,
co konczy dowdd. O

Zauwazmy, ze uklad (3.1.7) opisuje dwuwymiarowe zagadnienie Keplera we wspélrzednych
biegunowych. Przypomnijmy, ze C' = R(t)?¢(t) oraz E = %(R(zﬁ)2 + R(t)%4(t)?) — % sg cal-
kami pierwszymi uklad (3.1.7) (calka momentu pedu i catka energii). Wiemy, iz dopuszczalne
sg trzy typy rozwiazan problemu Keplera: paraboliczne, hiperboliczne oraz eliptyczne. Stad
rozwiazanie homograficzne dla uktadu (3.1.2) w przypadku planarnym jest okresowe wtedy
i tylko wtedy, gdy C = R(0)*¢(0) # 0 oraz E = 3(R(0)*+ R(0)%¢(0)%) — 757 < 0 (patrz [71]).

W szczegolnoécei na podstawie Lematu 3.1.2 mozna wywnioskowaé, iz jedynymi planarnymi
wzglednymi potozeniami réwnowagi sa potozenia réwnowagi w uktadzie wspotrzednych rotu-
jacym ze stala predkoscia katowa w wokdl osi przechodzacej przez érodek masy ukladu oraz

prostopadtlej do ptaszczyzny ruchu N cial.

Whiosek 3.1.1. Przyjmijmy zaloZenia i oznaczenia jak w Lemacie 3.1.2. Niech ponadto
R(t) = 1. Rozwigzanie q(t) € Q ukladu (3.1.2) jest wzglednym polozeniem réwnowagi wtedy
i tylko wtedy, gdy ¢(t)> = \, to znaczy q(t) = e“'u dla w? = \.

3.2 Bifurkacje centralnych konfiguracji zagadnienia IN cial

W niniejszym podrozdziale zastosujemy abstrakcyjne rezultaty uzyskane w Rozdziale 2 oraz
sformutujemy warunki konieczne i dostateczne na istnienie lokalnej i globalnej bifurkacji cen-

tralnych konfiguracji zagadnienia N cial.

Uwaga 3.2.6. W przypadku planarnych centralnych konfiguracji, to znaczy dla d = 2, dziala-
nie grupy symetrii SO(2) na przestrzeni konfiguracji {2 jest wolne, stad c) = Q. W sytuacji
przestrzennej, to jest dla d = 3, dzialanie grupy symetrii SO(3) nie jest wolne, a ponadto

Qe U Qsoe)) = Q. Okazuje sig, ze grupa izotropii wspoélliniowej centralnej konfiguracji
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jest sprzezona z SO(2), natomiast dla przestrzennych centralnych konfiguracji ¢, ktére nie sa

wspolliniowe mamy, ze SO(3), = {e}.

Problem badania centralnych konfiguracji sprowadziliSmy do analizy SO(d)-orbit krytycz-
nych SO(d)-niezmienniczego C*°-potencjatu ¢(q,p) = U(g, m(p)) + A(p)I(q, m(p)). Zastosu-
jemy zatem Twierdzenia 2.2.2 oraz 2.4.5 i sformutujemy warunki konieczne i dostateczne na ist-
nienie bifurkacji centralnych konfiguracji z rodziny trywialnej F. Zauwazmy najpierw, ze cen-
tralne konfiguracje rozpatrywane w niniejszej rozprawie nie sg wspoétliniowe, a zatem na podsta-
wie Uwagi 3.2.6 zachodzi SO(d),(,) = {e}. Z Lematu 1.2.7 otrzymujemy, ze macierz C(w(p))
jest zerowymiarowa, a zatem m™~ (C(w(p))) = 0 oraz m™~ (V2p(w(p), p)) = m~ (B(w(p))). Przy-
pomnijmy, ze dim ker V%gp(w(p), p) > dim SO(d)(w(p)), na podstawie Lematu 1.2.4. Ponadto
dim SO(d)(w(p)) = dim SO(d)/SO(d) = dim SO(d)/{e} = dim SO(d), patrz Lemat 1.2.1,
oraz dim SO(d) = 41,

W ponizszym twierdzeniu na podstawie Twierdzenia 2.2.2 oraz powyzszego rozumowania

w(p)

formutujemy warunek konieczny na istnienie lokalnej bifurkacji centralnych konfiguracji za-

gadnienia N cial.

Twierdzenie 3.2.1. Przyjmijmy powyzsze zaloZenia i oznaczenia. Jezeli pg € BLF, to

1, gdy d=2

dim ker V2o (w(po), po) >
el >y

Zatem poszukiwanie parametréw spelniajacych warunek konieczny istnienia lokalnej bifur-
kacji sprowadza sie do obliczania wymiaréw jader macierzy Hessego Vggo(w(p), p). Do tego celu
wykorzystujemy wspotczynniki wielomianu charakterystycznego tej macierzy zapisane w ter-

minach wartosci wlasnych (patrz [7]), o czym stanowi ponizsza uwaga.

Uwaga 3.2.7. Symbolem W, bedziemy oznacza¢ wielomian charakterystyczny hesjanu Vggo
liczonego wzdluz rodziny trywialnej F, to znaczy w punktach postaci (w(p),p). Ponadto
niech {A1(p), ..., Aan(p)} bedzie zbiorem wartosci wlasnych (liczac z krotnosciami) macierzy

Vep(w(p), p). Wowezas
Wp(x) = 2™ —ar(p)a™ "+ 4 (1) ag(p)z™ 7 4 (1) P aan (),

gdzie ax(p) = > A (p) - N (p). Stad ai(p) = trace(Vgcp(w(p),p)) iagn(p) =
{jla“-,jk}c{lv“'de}
= det(V2p(w(p), p)), a ponadto zachodzi, ze dimker Vap(w(p), p) = k wtedy i tylko wtedy,

gdy aan(p) = -+ = agn—r+1(p) = 0 i agn_r(p) # 0. Jezeli dimker Vip (w(p),p) = k, to

wspolezynnik agn_x(p) jest iloczynem niezerowych wartosci wlasnych hesjanu Vggo(w(p), p).
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Na podstawie powyzszej uwagi wnioskujemy, ze jedynymi parametrami spetlniajacymi wa-
runek konieczny istnienia lokalnej bifurkacji, dany Twierdzeniem 3.2.1, sg parametry bedace
rozwiazaniami réwnania asn—1(p) = 0 w przypadku planarnym oraz réwnania agy—3(p) = 0
w sytuacji przestrzenne;j.

Biorac pod uwage Twierdzenia 2.3.3, 2.4.5 oraz 2.4.6 sformulujemy teraz pewne warunki
dostateczne na istnienie lokalnych i globalnych bifurkacji centralnych konfiguracji zagadnienia
N cial.

Twierdzenie 3.2.2. Ustalmy parametry p* € R takie, ze p~ < p oraz niech spetniony bedzie
warunek dim ker Vggo(w(pi), pt) = dim SO(d)(w(p™)). Wtedy

(1) jezeli m~(B(w(p™))) # m~(B(w(p™))), to istnieje parametr lokalnej bifurkacji
po € (P~ p"),

(2) jezeli ponadto m~(B(w(p™))) —m™ (B(w(p™))) jest liczbg nieparzysta, to py jest para-

metrem globalnej bifurkacji.

Uwaga 3.2.8. W istocie problem badania istnienia bifurkacji centralnych konfiguracji zostat
sprowadzony do obliczania odpowiednich indeksow Morse’a macierzy Hessego Vggo(w(p), p).
W tym celu bedziemy oblicza¢ wartoéci wlasne tej macierzy lub korzystaé¢ z reguly zna-
kow Kartezjusza (patrz [21]) dla wielomianu charakterystycznego W,. Regula ta stwierdza,
iz liczba dodatnich rzeczywistych pierwiastkéw (z krotnosciami) wielomianu jednej zmiennej
o wspdlezynnikach rzeczywistych uporzadkowanego wedlug malejacych poteg zmiennej jest
albo réwna liczbie zmian znakéw miedzy kolejnymi niezerowymi wspoétczynnikach wielomianu
albo mniejsza od niej o krotnos¢ liczby 2. W szczegdlnoéci liczbe ujemnych pierwiastkow tego
wielomianu mozna oszacowaé rozpatrujac wielomian o tych samych wspoétczynnikach i zmien-
nej —z. Symbolami n(p) oraz n_(p) bedziemy oznaczaé liczbe zmian znakéw miedzy kolej-
nymi niezerowymi wspétczynnikami wielomianu, odpowiednio, W, (z) oraz W,(—x). Wéwczas

m”~ (Vip(w(p), p)) = n—(p), o ile ny(p) + n_(p) = dN — dimker Vi (w(p), p).

Uwaga 3.2.9. Niech w : R? — Q oraz m : R? — (0, +00)" beda odwzorowaniami ciagtymi
takimi, ze Vyp(w(p1, p2),m(p1,p2)) = 0. Zdefiniujmy potencjal ¢ : Q x R? — R wzorem
o(q, (p1,p2)) = &(g;m(p1, p2)). Wowezas

F= U So@(wlpr,p2)) x {(p1,02)} C (V) ' ({0}).
(p1,p2)ER?

W przypadku dwuparametrowej rodziny trywialnej F uzyskujemy analogiczne rezultaty jak
w Twierdzeniach 3.2.1 i 3.2.2. Rzeczywiscie, dla kazdych dwéch punktéw (py , py ) oraz (pf, p3)
z przestrzeni parametréw mozemy wybraé¢ jednoparametrowa droge je laczaca, to znaczy od-

cinek miedzy nimi, oraz zastosowaé powyzsze twierdzenia.
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3.3 Planarne niesymetryczne rodziny centralnych konfiguracji
Celem niniejszego podrozdziatu jest zilustrowanie zastosowan Twierdzen 3.2.1 i 3.2.2, dostar-
czajacych warunki konieczne i dostateczne na istnienie lokalnej i globalnej bifurkacji, w kon-
kretnych zagadnieniach mechaniki nieba. Rozwazamy pewne znane rodziny planarnych cen-
tralnych konfiguracji i dowodzimy istnienie pewnych nowych rodzin z nich bifurkujacych. Za-
uwazmy, ze rodziny trywialne badane w niniejszej rozprawie sa wysoce symetryczne. Nie mamy
informacji dotyczacych ksztaltu nowych rodzin, natomiast dowodzimy, iz nie sg one tego sa-
mego typu co rodziny trywialne. Innymi stowy rodziny, ktére bifurkuja z rodzin trywialnych

sa lokalnie mniej regularne.

3.3.1 Planarna rodzina szesciokgta foremnego z dodatkowym cialem w $rod-

ku masy

1

Rysunek 3.3.1: Szesé cial usytuowanych w wierzcholkach szeéciokata foremnego z dodatkowym cialem w $rodku
masy. Konfiguracja z masami: 1,1,1,1,1,1,0.4.

W 1976 roku Palmore w artykule [65] oraz w 1988 roku Meyer i Schmidt w artykule [57] badali
rodzine planarnych centralnych konfiguracji problemu siedmiu cial. Konfiguracje te sktadaja
sie z szesciu cial o masach jednostkowych umieszczonych w wierzchotkach szesciokata forem-
nego oraz dodatkowego ciala o dowolnej masie usytuowanego w centroidzie (patrz Rysunek
3.3.1).

Niech zatem m; = mgo = mg = myqy = ms = mg = 1 oraz my = M > 0. Zdefiniujmy

odwzorowanie w : (0, +00) — Q formula

w(M) = <q> <26“o) (1,0), @ <26”1> (1,0),...,® <267T5> (1,0),o,o>

11 11 1 1 -1 1
=(1,0,=,=v3,-=,2v3,-1,0,—=, —=/3, =, —=
< 707272\/§7 2’2\/37 707 \/5727 2\/370?0)

27 2
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oraz odwzorowanie m : (0, +00) — (0,400)7 jak nastepuje m(M) = (1,1,1,1,1,1, M). Wéw-
czas
F= | So@)wM)x{M}cQxR (3.3.8)
Me(0,400)
jest rodzing trywialng planarnych centralnych konfiguracji.
Przypomnijmy, ze w Twierdzeniu 3.2.2, dajacym warunki dostateczne na istnienie parame-
tréw bifurkacji, istotne sg zmiany indekséw Morse’a odpowiedniej macierzy Hessego. Indeksy

te obliczamy w ponizszym lemacie.

Lemat 3.3.3. Poloimy M; = %—%\/g oraz My = %—I—%\/ﬁ Przy powyzszych zalozeniach

otrzymujemy, ze

1, gdy M € (0,M7)

2, gdy M = My
dimker Vop(w(M),M) =3 1, gdy (Mf,Ms)

3, gdy M =M

1

gdy M € (M3, +o0)

oraz
1, gdy M e (0,M7)

m”~(Vap(w(M),M)) =1 0, gdy [M;, M3]
2, gdy M e (Mj,+00)
Dowdd. Dla dowodu obliczmy najpierw wielomian charakterystyczny Wy, macierzy Hessego
V2p(w(M), M). Wowezas dla kazdego parametru M > 0 mamy, ze a14(M) =0,

als(M):—%iiL—‘/m(7788M7309+1168\/§)2M?’(12M+15+4\/§)3(12M77+4\/§)(276M7307071559\/§)2,

a12(M)=— ggsezesretorererer (—20471+436901/3) (63573320448 M ® — 3063966 7392 M 4 +132050672064+/3 M+
+1090623417552 M3 +86846615280v/3 M3 — 78448832556 M 2 +-475100908908+/3 M 2 +59896064394 M —2345357309 M /3

+9215020386—5434252116+/3 ) ( —276 M +3070-+1550+/3) (7788 M —309+1168+/3) M (12M +15+4+/3)”
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oraz

a11(M)= 151601505 31551765 (26577+485001/3 ) (75848927203587456 M9 +443424569043382272 M
+162327301196414976+/3 M 8+2922706023696 165888 M 7+1805850998657390592+/3M 7 +12749910387505484544 M 6
+6265679555667432960+/3 M 6+32463329211123665472 M5 +23506155589796464896+/3M 5+41990793763506018192 M4
+19954404434200176192v/3M*+13505929571820403860 M 3+ 8056553989920883416+/3 M +1409539041366574965 M 2

+1063249910934785782+/3 M2 +63873462538520748 M +16328879204450208 M +/3+978341528841444

—647761397518818V/3) (12M+15+4+/3),

a zatem z Uwagi 3.2.7 otrzymujemy pierwsza czeé¢ tezy. Dla dowodu drugiej wystarczy obliczyé

wartodci wlasne macierzy Hessego Vap(w(M), M), co koficzy dowdd. O

W ponizszym twierdzeniu znajdujemy nowe planarne centralne konfiguracje w poblizu
rodziny szeéciokata foremnego z dodatkowym cialem. Ponadto pokazujemy takze istnienie

spéjnych zbioréw centralnych konfiguracji bifurkujacych z rodziny trywialnej (3.3.8).

Twierdzenie 3.3.3. Dla rozwazanej rodziny (3.3.8) zachodzi zjawisko bifurkacji. Dokladniej,
2 80(2)-orbity Far nastepuje lokalna bifurkacja wtedy i tylko wtedy, gdy M = M lub M = Ms.

Ponadto parametr M jest parametrem globalnej bifurkacji.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze warunek konieczny istnienia lokalnej bifurkacji, dany Twier-
dzeniem 3.2.1, jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy M = M7y lub M = M3, patrz Lemat

3.3.3. Ponadto dla dostatecznie malej liczby € > 0 mamy, ze

m™(V2p(w(M; + €), M +2)) = m™ (Vip(w(M{ — <), M — &) = —1,
m™(V2p(w(M; + €), M; + ) — m™ (Vip(w(Mj — ), M; —€)) =2

a zatem z Twierdzenia 3.2.2 wnioskujemy, Ze istnieja doktadnie dwa parametry lokalnej bifur-
kacji My i M3. Co wiecej, M| € GLOB, co konczy dowdd. O

Biorac pod uwage powyzsze twierdzenie udowodniliSmy, ze istnieja dokladnie dwa parame-
try lokalnej bifurkacji dla rodziny (3.3.8). Uzyskane rezultaty zgadzaja sie z tymi otrzymanymi
w artykule [57]. Co wiecej, udowodnili$my, ze M; € GLOB, a zatem otrzymujemy silniejszy

wynik dowodzac istnienia spéjnych zbioréw centralnych konfiguracji bifurkujacych z Fay;.
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W ponizszym twierdzeniu opisujemy wlasnosci spdjnej sktadowej C(M7) bifurkujacej z ro-
dziny (3.3.8).

Twierdzenie 3.3.4. Skladowa C(M7) nie jest zwarta.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze istnieja doktadnie dwie wartoéci parametru M, dla ktérych
SO(2)-orbity krytyczne SO(2)(w(M)) sa zdegenerowane, to znaczy M; i My, oraz przynaj-
mniej jedna warto$¢ M € GLOB, to znaczy M7 . Ustalmy liczbe € > 0 taka, ze My —e > 0.
Wéwezas indeks bifurkacji dla odcinka [M i M:+ ] ma nastepujaca postac:

BIF[M;—E,M;-&-E} = VG—deg(vng(', M* + 8)7 ®+) - VG-deg(Vq(P(', M* - 8))7 @_) -

= (—1)™ By 6500 (8O2) e} t) — (—1)™ PO 466, (SO2) /{e} ) =
= ((—1)m PO ()T BTy 060, (SO(2) /{e} ™) € U(SO(2)),

a zatem

BIFis—ensze = (1) = (=1))xs0(2) (S0(2) /{e}T) =
= 2x50(2)(S0(2)/{e} ") # 0 € U(SO(2)).

W analogiczny sposob otrzymujemy, ze BIF] Mg —eM;+e] = 0. Biorac pod uwage Twierdzenie
2.4.7 wnioskujemy, ze skladowa C([M{] — e, M{ + ¢]) nie jest zwarta, a zatem C(M]) nie jest

zwarta, co konczy dowdd. O

3.3.2 Planarna rodzina dwéch zagniezdzonych kwadratéow

1 1 2

Rysunek 3.3.2: Osiem cial usytuowanych w wierzchotkach dwéch zagniezdzonych kwadratéw. Konfiguracja
z masami: 1.4,1.4,1.4,1.4,1,1,1,1.
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W 2013 roku Fernandes, Mello i Silva w [27] badali planarne centralne konfiguracje problemu
osmiu cial sktadajace sie z czterech cial o réwnych masach usytuowanych w wierzchotkach
kwadratu o boku réwnym 1 oraz pozostalych czterech ciatach, réwniez o réwnych masach,
usytuowanych w wierzchotkach mniejszego kwadratu, ktérego srodek symetrii pokrywa sie ze
srodkiem pierwszego kwadratu, a bok jest parametryzowany przez 0 < b < 0.53177... (patrz
Rysunek 3.3.2). Symbolem r bedziemy oznaczaé promienn okregu opisanego na wewnetrznym
kwadracie. Wowczas 0 < r < rg = 0.37602... bedzie traktowany jako parametr. Niech m; =

:m2:m3:m4:Mr:—ZE:§ oraz ms = mg = my = mg = 1, gdzie

A(r) = (Ri2 — Ri5)A152 + (Ri3— Rig)A163+ (Ri,7 — Ri2)A17,2,
B(r) = (Re7— Ri15)A156 + (R17 — Re7)As63 + (Ri16 — Rs57)A16.8,

qi1 — 451 4i1 — 4kl
qi2 — 452 42 — qk2
Mozna pokazaé, ze dla kazdego 0 < r < r¢ zachodzi A(r) > 0 oraz B(r) < 0, a ponadto

¢ = (qi1,92), Rij = 1/|qi — qj> i A jx = det dla 1 <i,j,k < 8.

funkcje A i B sa rosnace. Zdefiniujmy teraz odwzorowanie w : (0,7¢) — € formuta

V2 OOV2 V2 V2 V2 ﬁ)
2 9 N

9 ) e T,
2 2 2 2

1 11 111 11 V2 V2
w(r): T5 T8 o'8's) o'y o LT 5T
27 2°927 2727927 2727 2 2

oraz odwzorowanie m : (0,79) — (0,4+00)® jak nastepuje m(r) = (M,, M, M, M,,1,1,1,1),
a zatem
F= J SO0@)(w(r))x{r}c QxR (3.3.9)
re(0,ro)
jest rodzing trywialng planarnych centralnych konfiguracji.
W ponizszym lemacie obliczamy indeksy Morse’a macierzy ng (w(r),r) dla pewnych

wartosci parametru r.

Lemat 3.3.4. Polozmyr, = Q, ro = % orazrs = ? Wowczas dla i = 1,2,3 otrzymugjemy,

ze dimker VZe (w(ry),r;) = dimSO(2)(w(r;)) = 1 oraz indeks Morse’a Vap(w(-),-) w r;

WYNost

4, gdy i=3
m”~(Vip(w(ry),r)) =< 3, gdy i=2
1, gdy 1=1

Dowdéd. Zauwazmy najpierw, ze wspoOlczynniki wielomianu charakterystycznego W, macie-
rzy Vap(w(ry),r1) spelniaja nastepujace warunki: ajg(r1) = 0 oraz ais(r1) # 0, a zatem

dimker Vo (w(r1),r1) = 1, patrz Uwaga 3.2.7. Ponadto ny(r1) = 14 oraz n_(r1) = 1, co
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dowodzi, ze m‘(VZgD(w(rl), r1)) = n_(r1), na podstawie Uwagi 3.2.8. W analogiczny sposéb

pokazujemy teze dla ro oraz 3. O

W ponizszym twierdzeniu dowodzimy istnienia nowych planarnych centralnych konfigura-

cji, ktore bifurkuja z rodziny (3.3.9).
Twierdzenie 3.3.5. Dia rodziny (3.3.9) zachodzi zjawisko bifurkacji. Dokladniej,

(1) (r1,72)NBIF # 0, to znaczy z segmentu F(ry,ry) nastepuje lokalna bifurkacja centralnych
konfiguracy,

(2) (ra,r3) N GLOB # B, to znaczy z segmentu Fp, v,y bifurkuje spdjny zbior centralnych
konfiguracji.

Ponadto centralne konfiguracje bifurkujgce z segmentéw F,, .,y oraz F., r,) majq inne syme-

trie niz rodzina (3.3.9).

Dowdd. Stosujac Twierdzenie 3.2.2 oraz Lemat 3.3.4 wnioskujemy, ze (r1,7r2) N BZF # () oraz
(ro,r3) N BZF # (), poniewaz m_(Vggp(w(rl), 1)) # m_(Vggp(w(rg),rg)) i m‘(Vﬁgp(w(rg),
re)) # m*(Vggo(w(rg),rg)). Co wiecej, otrzymujemy, ze w przedziale (re,r3) istnieje pa-
rametr globalnej bifurkacji, ze wzgledu na rézng parzysto$é liczb m_(Vgcp(w(rg),rg)) oraz
m‘(VZ«p(w(rg),rg)). Udowodnimy teraz, ze rodziny bifurkujace z rodziny (3.3.9) posiadaja
inne symetrie. W tym celu zauwazmy, ze mozemy bada¢ podzbidér przestrzeni konfiguracji
Q, ktory jest niezmienniczy ze wzgledu na potok gradientowy, to znaczy zbidr centralnych

konfiguracji typu dwoch zagniezdzonych kwadratéw
(q15---,q8,m1,...,mg) = (w(r), M, M, M, M,m,m,m,m).

Dla skrécenia zapisu zamiast (w(r), M, M, M, M, m,m,m, m) bedziemy pisaé (r, M, m). Ba-
danie centralnych konfiguracji w tym podzbiorze sprowadza sie do studiowania zer funkcji
F :(0,79) x (0, 4+00)%? — R zdefiniowanej formuty F(r, M, m) = M A(r) + mB(r). Dla kazdego
(r,m) € (0,79) x (0,4+00) oraz rodziny postaci (r, M (r,m), m) mamy, ze F (r, M(r,m),m) =0
oraz F) (r, M (r,m),m) = M (r,m)A'(r)+mB’(r) > 0, gdzie M (r,m) = —mﬁg:g. Stad na pod-
stawie twierdzenia o funkcji uwiklanej nie ma bifurkacji centralnych konfiguracji typu dwéch

zagniezdzonych kwadratéw z rodziny (7", —mﬁgg , m) . Biorac pod uwage powyzsze wniosku-

jemy, ze rodziny bifurkujace z rodziny (3.3.9) nie sa typu dwéch zagniezdzonych kwadratéw,

co konczy dowdd. O
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3.3.3 Planarna rodzina rozety dla trzynastu ciat

Rysunek 3.3.3: Trzynadcie cial w konfiguracji rozety. Konfiguracja z masami: 0.4,0.4,0.4,0.4,0.4,0.4,0.6,0.6, 0.6,
0.6,0.6,0.6,0.4.

Rozwazmy konfiguracje rozety sktadajace sie z n ciat o masach m; umieszczonych w wierzchot-
kach n-kata foremnego, n cial o masach mo usytuowanych w wierzchotkach kolejnego n-kata
foremnego, gdzie drugi wielokat jest obrécony wzgledem pierwszego o kat 7, oraz dodatkowego
ciala o masie my lezacego w ich wspdlnym $rodku symetrii (patrz [46,79]). Autorami badaja-
cymi tego typu konfiguracje byli miedzy innymi Sekiguchi w 2004 roku oraz Lei i Santoprete
w 2006 roku.

Bedziemy dowodzié¢ istnienia bifurkacji dla 13 cial, rozmieszczonych w konfiguracji rozety

(patrz Rysunek 3.3.3), o nastepujacych polozeniach:
~ _ 2m A _ s 27 _ O
Gee1 = © (2k) (11,0), drix = @ (5 + 2k) (r5,0) dla k =0,...,5 i Gz = (0,0).

Polozenia cial opisujemy za pomoca wspotrzednych ry i o, ktére zamieniamy na wspdirzedne
biegunowe, to znaczy r; = rcosf, ra = rsind, gdzie (r,0) € (0,+00) x (0,%) (patrz [46]).
Niech # = Z, r = 1 oraz zdefiniujmy w : (0, +00)? — Q formulg w(mg,m1) = (Gu,...,q13)
gdzie masy mq i m; traktujemy jako parametry. Dla kazdego parametru (mg,m;) € (0, +00)?

konfiguracja ¢ = (g1, - .., ¢13) jest centralna, o ile

1
—1862+/3 — 7203 + 810+/7 + 90/7/3
+6 (81ﬁ — 4413 + 9v/3V7T — 147) ml) .

mo = ma(mo, my1) = (—=7644mg +
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W zwiazku z powyzszym zdefiniujmy m : (0, +00)? — (0, +-00)'® wzorem

m(mg, m1) = (my, my, my, my, my, my, ma(mo, my), ma(mo, mi), ma(mo, my),

ma(mo, m1), ma(mo, m1), ma(mo, m1), mo)
oraz niech

F= U SO(2)(w(mg, m1)) x {(mg,m1)} € Q x R2. (3.3.10)
(mo,m1)€(0,400)2

Wéwczas F jest rodzing centralnych konfiguracji oraz dalej formutujemy pomocniczy lemat,

w ktérym obliczamy odpowiednie indeksy Morse’a odpowiadajace rodzinie (3.3.10).

34
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Rysunek 3.3.4: Zbiér zer wspdlczynnika ags oraz obszary cs, c¢s, c2 i cg, dla ktérych ags # 0.

Lemat 3.3.5. Przy powyzszych zalozZeniach indeks Morse’a Vggo wzdluz F wynosi

57 gdy (m()?ml) € C5

_ 3, gdy (mg,m1) € c3
™ (Vip(aw(mo, ma), (mo, ma)) = (0, 71)

2, gdy (mg,m1) € co

07 gdy (mO)ml) € Cp

Ponadto dla kazdego (mg, m1) € coUcaUcsUcs mamy, ze dim ker Vgcp(w(mo, mq), (mg,mq)) =
= dim SO(2)(w(mp,m1)) = 1.

Dowdd. Przypomnijmy najpierw, ze przez W, m,) rozumiemy wielomian charakterystyczny
macierzy Hessego Vio(w(mo, m1), (mo, m1)). Woéwczas otrzymujemy, ze ags(mo, m1) = 0 oraz
ags(mo, m1) = Co(mo, m1)CF(mo, m1)Ca(mo, m1)C3(mo, m1), gdzie wielomiany Cy, Cy i Cs

maja nastepujaca postac:
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—m4 _3310702281992124653675944857495904870459 _42944038791496715789326664554784617183153
G (mo’ml)imﬂ—*—( 202744123915751308179921213526092099588 \/?:f 473069622470086385753149498227548232372 3

+313235908939878007566989809990530742543705+ 18541846472033948121101498207105293874267 7)m3m
2128813301115388735889172742023967045674 608232371747253924539763640578276298764 o1

+(1028056140134882183787519683378668423532190611 \/3\/7+ 1015573811217444020499808797472017749601274781 3
20340811092157539371421045550039005121415070 6641897499480012855974218955114777182502880

_302683925568879571233683188748053679338816357 _ 214130432931861968755138133549421556428206401 7)m2m2
948842499925716122282031279302111026071840 2905830156022505624488720792862715017345010 0" 1

+(7 922883967013517734449321835663996662391575011 \/g\ﬁ— 84639224235432418595822468637907030318677497759 3
24107627961075602217980498429675857921677120 1012520374365175293155180934046386032710439040

+276764393258367266375424308124038029773710718761+18221926096661182331532464781919543394696975929 7)m m3
3037561123095525879465542802139158098131317120 216968651649680419961824485867082721295094080 07y

+< 5546214528989373316445070838140840399452014877 + 478108577076266779863471376651380756122162203 3
311544730573900090201594133552734163910904320 44506390081985727171656304793247737701557760

+958112429870049527114870872495206519423016364813 7\[_2249815934202036056626029341681374447236429260243 7)m4
99226996687787178729207731536545831205623025920 99226996687787178729207731536545831205623025920 1

— 2 17583917197556530166 | 301416282741248421 __175048756576383191
Cs (mo’ml)_m0+( 1978460763950630505 + 94212417330982405 f 94212417330982405 \/g\ﬁ

__45400055387364903493 3)m m +21893183821513585513 \/g_ 14822323290211220209 _ 109010615479935350057 7
7913843055802522020 10T 10551790741070029360 2637947685267507340 64629718289053929830 ’

C (m m ):m4+(_3836252600497227150458871067953788107665989+19685305511l48074478742776253283714935638557 3
3 0,711 0 1137430877467231908801221691122448322560 10236877897205087179210995220102034903040

+371716559685069649500622672295585161910918459 \/7\/5— 212934315118487372959687989769392898744874863 7)m4
501607016963049271781338765784999710248960 167202338987683090593779588594999903416320 1

+(71232065851340531598443691242333859234434019 \/g\/?i 4495431666524552658103331880599707819911667 3
1096808346129116483486892345010932311040 1535531684580763076881649283015305235456

+1435784746259246724280012765028004210303289+142443047250749121627357866138164904621279 7)m m3
284357719366807977200305422780612080640 73120556408607765565792823000728820736 077y

+(_ 2148761684329308667355609461136314995829 ﬁf_ 119229567379557609142520126365125909949 3
274202086532279120871723086252733077760 5595960949638349405545369107198634240

+ 103339903152717135287039888151592044637+ 1080292380390952775587633069993089670171 7)m2m2
1865320316546116468515123035732878080 91400695510759706957241028750911025920 01

+( 41371074275208645618120795614385517 \/gﬁ+ 655225807860690970465550932193994307 3
5124506364137682605810777570694720 35871544548963778240675442994863040

— ST Is412 45003770075 142904805040 — 512450063011 370860FRI0TTSTOBSAT0 ¥ 1) Mg
Ponadto wielomiany Cy, C2 i C3 sa réwne 0 na pewnych prostych (patrz Rysunek 3.3.4)
oraz dla kazdego (mg,m1) € (0,+00)? zachodzi, ze Co(mg,m1) # 0. Wéwczas dla kazdego
(mo,m1) € co U ca U cs U s otrzymujemy, ze dim ker V2o (w(mo, my), (mo,m1)) = 1, a zatem
indeksy Morse’a macierzy Hessego sg stale na obszarach ¢; dla ¢ = 0, 2, 3, 5. Dlatego wystarczy
obliczy¢ m*(Vggo(w(l, m1), (1,m1))) dla odpowiednich parametréw m; € (0, 4+00) korzystajac
z Uwagi 3.2.8, co konczy dowdd. O
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W ponizszym twierdzeniu dowodzimy istnienia nowych centralnych konfiguracji bifurkuja-
cych z rodziny (3.3.10).

Twierdzenie 3.3.6. Przy powyzszych zalozeniach z rodziny (3.3.10) zachodzq nastepujgce

zjawiska bifurkacji:

(1) (mo,m1) € BIF wtedy i tylko wtedy, gdy Ci(mg,m1) = 0 lub Ca(mg,m1) = 0 lub

Cs3(mo,m1) =0,
(2) jezeli Ca(mo,m1) =0, to (mg,m1) € GLOB.

Ponadto z rodziny (3.3.10) nastepujq bifurkacje centralnych konfiguracji posiadajgcych inne

symetrie.

Dowdéd. Zauwazmy najpierw, ze dim ker Vggo(w(mo,ml), (mg,m1)) = 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy Ci(mo,m1) # 0 dla kazdego i € {1, 2,3}, na podstawie Lematu 3.3.5. Z Twierdzenia 3.2.2
oraz Uwagi 3.2.9, poniewaz liczby m™ (V2@ (w(mo, m1), (mo, m1))) sa réime w kazdym z ob-
szaréw cp, c2, c3 oraz cs otrzymujemy, ze (mo, m1) € BZF, o ile Cij(mg, m1) = 0 dla pewnego
i € {1,2,3}. Zauwazajac ponadto, ze warunek konieczny istnienia bifurkacji jest spelniony
dokladnie w tych punktach, dowodzimy punktu (1) tezy. Co wiecej, w obszarach cg oraz co
liczby m~(V2p(w(mg,m1), (mo, m1))) maja rézng parzystosé, dlatego (mg,m1) € GLOB dla
(mg, m1) € (0,400)? takiego, ze Ca(mg, m1) = 0. Udowodnimy teraz, ze rodziny bifurkujace
z rodziny (3.3.10) posiadaja inne symetrie. W tym celu zauwazmy, ze mozemy badaé pod-
zbior przestrzeni konfiguracji €2, ktéry jest niezmienniczy ze wzgledu na potok gradientowy, to

znaczy zbior centralnych konfiguracji typu rozety

(ql, ..y q13, M7, ... ,m13) = (w(rl,rg),ml,ml,ml, mi,mi,mi, M, My, My, M9, M3,
m27m0)7
gdzie w(r1,r2) = (q1,---,q13), dla skrécenia zapisu bedziemy pisaé (r1,r2, my, ma, mg). Ba-

danie centralnych konfiguracji w tym podzbiorze sprowadza sie do studiowania zer funk-
cii F': (0,400)® — R, F(x,e,p) danej formula (6) w [46], gdzie x = 2,6 = 2 oraz
p = 2. Dla rodziny trywialnej (3.3.10) dla kazdego mo, m1 € (0,+00) otrzymujemy, ze
F (\/3, %‘1’%), %‘;) = 0 oraz F, <\/§, %";ml), %;’) > 0, a zatem na podstawie twierdze-
nia o funkcji uwiktanej nie ma bifurkacji centralnych konfiguracji typu rozety z tej rodziny.
Biorac pod uwage powyzsze uzyskujemy, ze rodziny bifurkujace z rodziny (3.3.10) nie sa typu

rozety, co konczy dowdd. O
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Rysunek 3.3.5: Zbiér czterech parametréw lokalnej bifurkacji dla rodziny konfiguracji rozety parametryzowanej
masg mj.

W ponizszym twierdzeniu opisujemy wlasnoéci spdjnego zbioru centralnych konfiguracji

bifurkujacego z rodziny (3.3.10).

Twierdzenie 3.3.7. Ustalmy mg € (0,+00) oraz niech masa mj 5 € (0,+00) bedzie taka, Ze

Ca(mg, m7 o) = 0. Wowezas skladowa C(m7 5) nie jest zwarta.

Dowdd. Ustalmy mg € (0,400). Wéwcezas w(mg, ) oraz m(mg,-) bedziemy traktowaé jako
jednoparametrowe odwzorowania z parametrem m;. Zauwazmy, ze istnieja dokladnie cztery
wartosci parametru mj, oznaczmy je symbolami mj; < mj, < mjjz < mj,, dla ktérych
SO(2)-orbity krytyczne SO(2)(w(mg,m1)) sa zdegenerowane. Ponadto (mf,mj,) € GLOB
(patrz Rysunek 3.3.5). Niech liczba € > 0 bedzie taka, ze € < mj , (mg, m] ; +¢) ¢ BLF oraz
istnieje doktadnie jedna zdegenerowana SO(2)-orbita krytyczna w przedziale [m{ j—Emy +el,
to jest SO(2)(w(mg, m7 ;)), dla kazdego j = 1,2,3,4. Wéwezas indeks bifurkacji dla odcinka

[m] ; — e, m] ; + €] ma nastepujaca postac:

BIF[mﬂlﬂ,jis’m){,j+E] =
= Va-deg(Vye(-, (mg,mi ; +¢)),07) — Vg-deg(Vyp(-, (mg,m] ; —¢€)),07) =

=(—1)™ BOmomi Oy 00y (SO(2) e} H)—(=1)™ BEmemi = ¢, (SO(2) /{e} ") =
= ((—1)m Blwlmomis+e)) _ (—qym” Blmsmi =)y o000y (SO(2) [{e} ) € U(SO(2)).

Zatem indeks bifurkacji dla odcinka [m] 5 — &, m] 5 + ¢] wynosi

BIFjp; ,cms 4o = ((-1)° = (=1)*)x50(2) (SO(2)/{1d}") =
= —2x50(2)(SO(2)/{1d}") # 0 € U(SO(2)).
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Co wigcej, dla j = 1,3, 4 mamy, ze BIFj,: —emi +e] = 0, gdyz liczby m™ (B(w(mg, m7 ;+¢)))
sa tej same]j parzystosci. Z Twierdzenia 2.4.7 wnioskujemy, ze skladowa C([m] 5 —¢,m] 5 +¢])

nie jest zwarta, a w szczegdlnosci C(m7 5) nie jest zwarta, co konczy dowdd.

3.4 Przestrzenne niesymetryczne rodziny centralnych konfigu-

racji
Celem niniejszego podrozdziatu jest przedstawienie dalszych zastosowan Twierdzen 3.2.11 3.2.2
w konkretnych zagadnieniach mechaniki nieba. Bedziemy rozwazaé¢ pewne znane rodziny prze-
strzennych centralnych konfiguracji, aby dalej udowodnié¢ istnienie pewnych nowych, ktore
beda z nich bifurkowaé. Nalezy zwréci¢ uwage na fakt, iz rozpatrywane konfiguracje ciat
sg bardzo symetryczne, natomiast rodziny, ktore bifurkuja z rodzin trywialnych maja inne

symetrie.

3.4.1 Przestrzenne rodziny dwdéch zagniezdzonych czworoscianéw forem-

nych

W 2009 roku Corbera oraz Llibre w artykule [15] badali przestrzenne centralne konfiguracje
skladajace sie z odmiu cial polozonych w wierzchotkach dwéch zagniezdzonych czworoScianéw
foremnych o potozeniach, odpowiednio, §; oraz q4y; dla i = 1,...,4, gdzie masy na kazdym
czworo$cianie sg réwne, na réznych czworo$cianach natomiast moga by¢ roézne. 7 definicji
moéwimy, ze dwa czworoéciany sg zagniezdzone, o ile maja wspolny $rodek masy oraz ich

wierzcholtki spelniaja nastepujaca relacje: gsv; = pRG; dla e =1,...,4. Macierz rotacji

cosy siny O 1 0 0 cosa sina 0
R=1] —siny cosy 0 0 cospB sinf —sina cosa 0
0 0 1 0 —sinf cospf 0 0 1

jest parametryzowana katami Eulera (a, 8,7) dla « € [0,27), 5 € [0, 7],y € [0,27) oraz p jest
pewnym wspolczynnikiem skalowania. Autorzy w [15] udowodnili, Ze istnieja dokladnie dwie
rozne klasy centralnych konfiguracji dwéch zagniezdzonych czworo$cianéw foremnych. Albo
jeden z czworo$cianéw jest obrazem drugiego w jednoktadnosci o srodku w srodku masy i o skali
p (Typ I), albo dodatkowo jeden z czworo$cianéw jest obrocony wzgledem drugiego o macierz

rotacji z katami Eulera (0,7,0) (Typ II).
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Rysunek 3.4.6: Centralna konfiguracja dwéch zagniezdzonych czworoscianéw foremnych Typu 1.

Po pierwsze, udowodnimy istnienie bifurkacji z rodziny Typu I (patrz Rysunek 3.4.6) ba-
danej przez powyzszych autoréw réwniez w 2008 roku (patrz [14]). Bedziemy rozpatrywaé

osiem cial o nastepujacych polozeniach:

00D (0. =) =)
Gs=paa, 46 =p G2, Gr=p s, gs=p 4,

gdzie p jest wspoOtczynnikiem skalowania. Niech mi = mo = mg = my = 1 oraz ms = mg =
=my7; =mg =mj(p) = % (formutly na n(p) i d(p) mozna znalez¢ w Twierdzeniu 2.(b) w [15]).
Zdefiniujmy w : (o, +o0) — Q formuta w(p) = (¢1,...,4s), gdzie p > a = 1.8899915758...
bedziemy traktowaé jako parametr oraz odwzorowanie m : (o, +00) — (0, +00)® jak nastepuje

m(p) = (1,1,1,1,mr(p), mr(p), mi(p), mr(p)). Wtedy

F= U SO®)w) x{p} cOxR (3.4.11)

pE(artoo)

jest rodzina przestrzennych centralnych konfiguracji.
W ponizszym lemacie obliczamy odpowiednie indeksy Morse’a wykorzystywane w dalszym

rozumowaniu.

Lemat 3.4.6. Polozimy p1 =6, po =7, ps =12 i pg = 13. Wowczas dim ker Vggp(w(pi),pi) =
= dim SO(3)(w(p;)) = 3 dla kazdego i = 1,...,4 oraz indeks Morse’a Vao(w(-), ) w p; wynosi

8 gdy i=1
m”~(Vip(w(p), pi) =% 5, gdy i=2,3
3, gdy i=4
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Dowdd. Dowdd przebiega analogicznie jak w Lemacie 3.3.4. Rzeczywidcie, zauwazmy najpierw,
ze wielomian charakterystyczny W,(z) = 2** — a1(p)z?® + -+ — aa3(p)z + a2(p) macierzy
Hessego Vggo(w(p), p) spelnia nastepujace warunki: as4(p) = ag3(p) = a2(p) = 0 dla kazdego
p € (a,+00) oraz ag(p;) # 0 dla kazdego i = 1,...,4, co dowodzi pierwszej czesci tezy
na podstawie Uwagi 3.2.7. Indeksy Morse’a m™ (Vap(w(pi), pi)) dla i = 1,...,4 obliczamy
zgodnie z Uwaga 3.2.8. Dowdd przeprowadzimy dla ¢ = 1, a zatem rozpatrujac wielomiany
W,,(z) oraz W), (—z) mamy, ze n4(p1) = 13 oraz n_(p1) = 8. Poniewaz ny(p1) + n—(p1) =
= 24 — dim ker Vggo(w(pl),pl), tom~ (Vggo(w(pl),pl)) =n_(p1) = 8, co koniczy dowéd. [

W ponizszym twierdzeniu dowodzimy istnienia lokalnych oraz globalnych bifurkacji z ro-
dziny (3.4.11).

Twierdzenie 3.4.8. Przy powyzszych zalozeniach dla rodziny (3.4.11) zachodzi zjawisko bifur-
kacji. Dokladniej, (p1, p2) NGLOB # | oraz (p3, pa) NBLF # . Ponadto z segmentow F,, ,,)

oraz JF nastepuje bifurkacja centralnych konfiguracji posiadajgcych inne symetrie.

P3,P4)

Dowdéd. Udowodnimy najpierw, ze (p1, p2) N BZF # 0 oraz (ps, ps) N BZF # (). Zauwazmy, ze
dim ker V2o (w(p;), pi) = dim SO(3)(w(p;)) = 3 dla kazdego i = 1,...,4 z Lematu 3.4.6. Po-
nadto m_(Vgcp(w(pl), p1)) # m‘(Vggp(w(pQ), p2)), stad w przedziale (p1, p2) istnieje parametr
lokalnej bifurkacji, zgodnie z Lematem 3.4.6 i Twierdzeniem 3.2.2. Istnienie parametru lokal-
nej bifurkacji w przedziale (p3, p4) dowodzimy analogicznie. Dodatkowo z segmentu F,, )
nastepuje globalna bifurkacja, ze wzgledu na rézng parzystos$é liczb m™ (Vggo(w(pl), p1)) oraz
m_(Vgcp(w(pg),pg)). Pozostalo pokazaé¢, ze rodziny bifurkujace z rodziny (3.4.11) posiadaja
odmienne symetrie. W tym celu bedziemy rozwazaé¢ podzbiér przestrzeni konfiguracji §2, ktory
jest niezmienniczy ze wzgledu na potok gradientowy, to znaczy zbiér centralnych konfiguracji
Typu I
(q1,---,q8,m1,...,mg) = (w(p), M, M, M, M, m,m,m,m),

(w skrocie (p, M,m)). Badanie centralnych konfiguracji w tym zbiorze sprowadza si¢ do
studiowania zer funkcji F' : (a, +00) x (0,4+00)? — R zdefiniowanej formuta F(p, M, m) =
= Mn(p) — md(p) (patrz [14]). Dla rodziny trywialnej (3.4.11) dla kazdego p € (a,+0o0)
otrzymujemy, ze F (p, 1, %) = 0. Ponadto dla kazdego p > 1 mamy, ze n'(p) < 01id'(p) > 0,
stad F), (p, 1, %) =n/(p) — %d’(p) < 0dlap € (a, +00). Z twierdzenia o funkcji uwiklanej
otrzymujemy, ze nie zachodzi zjawisko bifurkacji centralnych konfiguracji Typu I z rodziny
(3.4.11). Zatem wnioskujemy, ze rodziny bifurkujace z rodziny (3.4.11) nie sa Typu I, co

konczy dowdd. O
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(a) a €(0,1) (b) ael,9] (c) a € (9,+00)

Rysunek 3.4.7: Centralne konfiguracje dwéch zagniezdzonych czworoécianéw foremnych Typu I1.

Bedziemy teraz dowodzi¢ istnienia bifurkacji w otoczeniu rodziny Typu II (patrz Rysunek

3.4.7).
Rozwazmy osiem cial o nastepujacych polozeniach:
n=(003)  @=(0%-%) w=(-%H-%) a=(1-%-%)

Gr —qf £ Lo 1 ho —q =L L _1_ — 2 _1_ o — _ 1
q5_a(373\/533\/6)7 QG—CL( 373\/573\/6)’ q7_a/(0a 3\/573\/6)7 qg_a’(070a \/6))

gdzie a stanowi wspélczynnik skalowania. Niech
m1:m2:m3:m4:1, m5:m6:m7:m8:m1[(a):——

(formuly na g(a) oraz f(a) mozna znalezé w Twierdzeniu 11 w [18]). Zdefiniujmy odwzo-
rowanie w : (0,51) U (a1,82) U (a2, +00) — Q wzorem w(a) = (41,...,4s), gdzie ag =
= 2.145669..., as = 19.60823..., 1 = 0.4589907... oraz (o = 4.194495..., a ponadto niech

odwzorowanie m : (0, 1) U (a1, £2) U (ag, +00) — (0, 4+00)® bedzie okreslone formuta
m(a) = (1,1,1,1,myr(a), mrr(a), mrr(a), mrr(a)).
Wéwezas

F = U SO(3)(w(a)) x {a} C QA xR (3.4.12)
a€(0,81)U(a1,B2)U(az,+00)

jest rodzina przestrzennych centralnych konfiguracji Typu II.
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W ponizszym lemacie obliczamy pewne indeksy Morse’a, aby nastepnie wykazaé zachodze-
nia zjawiska bifurkacji z rodziny (3.4.12). Jego dowdd przebiega analogicznie jak w Lemacie
3.4.6.

‘s 25 26 34 35 236 237 380
Lemat 3.4.7. Poléimy a1 = 155, a2 = 7555 43 = 1050 @4 = 1000 @5 = 100> 6 = To50 97 = Jo0-
ag = %, ag = 26, a1g = 27, a11 = 35 7 a9 = 36. Wowczas dla i =1,...,12 otrzymujemy, Ze

dim ker Vo (w(a;), a;) = dim SO(3)(w(a;)) = 3 oraz indeks Morse’a Vip(w(:),-) w a; wynosi

4, gdy i=4,9
_ 3, gdy 1=2,3,10,11
m”~(Vyp(w(ai), a;)) = .
2, gdy 1=26,7
0, gdy i=1,5,8,12

Twierdzenie 3.4.9. Przy powyzszych zalozeniach w otoczeniu rodziny (3.4.12) zachodzg na-

stepujgce zjawiska bifurkacji:

(1) w przedzialach (a1,a2), (as,a4), (as,a), (az,as), (ag,a1o) i (a11,a12) istniejg parametry

lokalnej bifurkacyi,

(2) w przedzialach (a1, a2), (as,aq), (ag,a10) i (a11,a12) istniejg parametry globalnej bifur-

kacji.

Ponadto z rodziny (3.4.12) z segmentiow Flagaisr) Alai=1,5,7,11 nastepuje bifurkacja cen-

tralnych konfiguracji posiadajgcych inne symetrie.

Dowdd. Udowodnimy najpierw, ze dla kazdego i = 1,3,5,7,9, 11 zachodzi (a;, aj+1)NBZF # 0.
Z Lematu 3.4.7 wiemy, ze m™ (Vap(w(a1),a1)) # m™(Vip(w(az), az)), a zatem otrzymujemy
zachodzenie lokalnej bifurkacji z segmentu (4, 4,), na podstawie Twierdzenia 3.2.2. Podobnie
wykazujemy, ze w przedziatach (a3, aq), (as, as), (a7, ag), (ag, a1p) i (a11, ai2) istnieja parametry
lokalnej bifurkacji. Co wiecej, poniewaz niektore réznice indeksow Morse’a sa liczbami niepa-
rzystymi, z segmentow F4, a,)s F(as,as)s 7 (ag,aio) O18% F(ai1,a10) 2achodzi globalna bifurkacja.
Pokazemy dalej, ze z rodziny (3.4.12) nastepuje bifurkacja rodzin o innych symetriach. Za-
uwazmy, ze mozemy rozwazaé podzbidr przestrzeni konfiguracji €2, ktory jest niezmienniczy ze
wzgledu na potok gradientowy, to znaczy zbiér centralnych konfiguracji dwéch zagniezdzonych

czworosciandéw foremnych Typu II
(q1y---,q8,m1,...,mg) = (w(a), M, M, M, M, m,m,m,m).

Dla prostoty notacji bedziemy pisaé (a, M, m). Badanie centralnych konfiguracji w tym zbiorze

sprowadza si¢ do studiowania zer funkecji F : ((0,31) U (a1, B2) U (ag, +00)) x (0,+00)? = R
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danej formula F(a, M,m) = Mg(a)+mf(a) (patrz [18]). Zanotujmy, ze w przypadku rodziny
trywialnej (3.4.12) dla kazdego a € (0, 81) U (a1, f2) U (a2, +00) zachodzi nastepujaca réwnosé:
F (a,l,—?%ﬁ%) = 0. Dodatkowo, dla kazdego a € (ay,as) U (as,aq) U (a7,as) U (a1, a12),

numerycznie uzyskujemy, ze F, (a, 1,— ?Ezg) =¢'(a)— % f'(a) < 0, dlatego z rozpatrywanych

przedzialéw nie zachodzi bifurkacja centralnych konfiguracji Typu II, na podstawie twierdzenia
o funkcji uwiklanej. Biorac pod uwage powyzsze wnioskujemy, ze rodziny bifurkujace z rodziny
(3.4.12) z segmentéw Flar,as)s Flas,ae)s Flaras) 1 F(

a11,a12) 1i€ 5@ zagniezdzonymi czworoscianami

foremnymi Typu II, co konczy dowdd. O

3.4.2 Przestrzenna rodzina dwéch zagniezdzonych o$mioscianéw foremnych

Rysunek 3.4.8: Centralna konfiguracja dwéch zagniezdzonych o$mioscianéw foremnych. Konfiguracja z masami:
1,1,1,1,1,1,1.02,1.02,1.02,1.02, 1.02, 1.02.

Rozwazmy rodzine przestrzennych centralnych konfiguracji problemu dwunastu cial, dla ktérej
rozpatrujemy ciata lezace w wierzchotkach dwoch zagniezdzonych o$mioscianéw foremnych
(patrz Rysunek 3.4.8). Masy cial na kazdym z o$mio$cianéw sa réwne oraz masy tych cial moga
by¢ rézne na réznych wieloScianach. O dwéch osmioscianach o wierzchotkach, odpowiednio,
g; oraz Ge4; dlai =1,...,6 powiemy, ze sa zagniezdzone, o ile maja wspélny srodek masy oraz
ich wierzchotki spelniaja relacje gg; = pg; dla ¢ =1,...,6 oraz pewnego p > 1. W 2008 roku
Corbera i Llibre w artykule [14] badali opisana powyzej rodzine z cialami o nastepujacych

polozeniach:
(jl :(17070)7 42 :(_17070)7 ng :(07 170)7 (j4 :(07 _170)7 (25 :(0,0,1), (jG :(0»07_1)a

47 = pq, ds = p G, do = pgs, G0 = pda, G11 = p s, G12 = p g,

gdzie p jest wspolczynnikiem skalowania. Niech my = mo = mg = my = ms = mg = 1 oraz

m7 = mg = mg = myg = mi1 = mi2 = fi2(p) = % (formuty na b(p) i f(p) mozna znalezé
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w Twierdzeniu 3 w [14]). Zdefiniujmy w : (o, +00) — Q formula w(p) = (G1,- .., q12), gdzie
p > a = 1.7298565115043054..., a nastepnie odwzorowanie m : (a,+o0) — (0,+00)'? jak

nastepuje m(p) = (1,1,1,1,1,1, f12(p), f12(p), fr2(p), f12(p), f12(p), fi2(p)). Wéwezas

F= |J SOB)(w(p) x{p}c QxR (3.4.13)
pE€(a,+00)

jest rodzing przestrzennych centralnych konfiguracji, w poblizu ktérej bedziemy poszukiwaé
nowych centralnych konfiguracji. W tym celu formutujemy najpierw pewien pomocniczy lemat,

ktorego dowodd przebiega analogicznie do dowodu Lematu 3.4.6.

Lemat 3.4.8. Poléimy p1 = 3, p2 = %, p3 = %, pa = %, ps = 7 1 pg = %. Wowczas
dla i =1,...,6 otrzymujemy, e dimker Vip(w(pi), pi) = dim SO(3)(w(p;)) = 3 oraz indeks
Morse’a Vggo(w(-), ) w p; wynosi

;o ogdy i=1
9, gdy i=2,3
6, gdy i=4,5
3, gdy i=6

m~ (Vap(w(pi), pi)) =

W ponizszym twierdzeniu udowodnimy istnienie spéjnych zbioréw centralnych konfiguracji

bifurkujacych z rodziny (3.4.13) z segmentéw F,, 5,), F(ps,pa) OTZ F(ps pe)-

Twierdzenie 3.4.10. Dla rozwazanej rodziny (3.4.13) nastepuje zjawisko globalnej bifurkacii,
to znaczy w przedzialach (p1, p2), (p3, pa) oraz (ps, ps) istniejg parametry globalnej bifurkacji.

Ponadto z rodziny (3.4.13) z segmentdw F dla i = 1,3,5 nastepuje bifurkacja central-

PisPit1)
nych konfiguracji posiadajgcych inne symetrie.

Dowdd. Z Lematu 3.4.8, indeksy Morse’a m™ (Vap(w(p1), p1)) i m™ (Vip(w(pz), p2)) réznig
si¢ o liczbe nieparzysta, a zatem dowodzimy istnienia parametru globalnej bifurkacji w prze-
dziale (p1, p2) ze wzgledu na Twierdzenie 3.2.2. Podobnie otrzymujemy istnienie parametréw
globalnej bifurkacji w przedziatach (ps, p4) oraz (ps, ps). Co wiecej, mozemy rozwazaé pod-
zbidér przestrzeni konfiguracji €2, ktory jest niezmienniczy ze wzgledu na potok gradientowy, to

znaczy zbior centralnych konfiguracji typu dwoch zagniezdzonych oémio$cianéw foremnych
(ql,. o q12, M1,y . .. ,77’L12) = (w(p),M,M,M,M,M,M,m,m,m,m,m,m) .

Dla uproszczenia notacji bedziemy pisaé¢ (p, M, m). Badanie centralnych konfiguracji w tym
zbiorze sprowadza sie do studiowania zer funkcji F : (o, +00) x (0, +00)? — R danej wzorem
F(p, M,m) = mf(p) — Mb(p) (patrz [14]). Dla rodziny (3.4.13) mamy, ze F (p, 1, %) =0
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dla kazdego p € (a,+oc) oraz dodatkowo Fj (p, 1, %) = %f’(p) — b (p) > 0, poniewaz
b(p) < 01 f'(p) > 0 dla p > 1. Biorac pod uwage powyzsze oraz twierdzenie o funkcji
uwiklanej wnioskujemy, ze z rodziny (3.4.13) nie zachodzi bifurkacja centralnych konfiguracji
typu dwéch zagniezdzonych o$mioscianéw, a zatem rodziny bifurkujace z rodziny (3.4.13) sa

innego typu, co konczy dowdd. O

3.4.3 Przestrzenna rodzina dwoch zagniezdzonych o$mio$cianéw foremnych

z dodatkowym cialem

Rysunek 3.4.9: Centralna konfiguracja dwéch zagniezdzonych o$mioscianéw foremnych z dodatkowym cialem
w §rodku masy. Konfiguracja z masami: 0.25,0.25,0.25,0.25,0.25,0.25,1.44,1.44,1.44,1.44,1.44,1.44, 1.

Rozwazmy rodzine przestrzennych centralnych konfiguracji problemu trzynastu ciat, dla ktoérej
rozpatrujemy ciata lezace w wierzchotkach dwoch zagniezdzonych o$mioScianéw foremnych
z dodatkowym cialem polozonym w ich wspélnym $rodku masy (patrz Rysunek 3.4.9). Masy
na kazdym z oSmioScianéw sg réwne oraz moga one by¢ roézne na réznych wieloécianach,
a ponadto masa ciala usytuowanego w érodku masy wynosi 1. Podobnie jak w Podrozdziale
3.4.2, o dwoch odmioscianach o wierzchotkach, odpowiednio, §; oraz gg+; dla ¢ = 1,...,6
powiemy, ze sa zagniezdzone, o ile maja wspdlny $rodek masy oraz ich wierzchotki spelniajg
relacje gei = pg; dla i =1,...,6 oraz pewnego p > 1.

W 2014 roku Su i Deng w artykule [87] badali opisana powyzej rodzine rozpatrujac ciata

o nastepujacych potozeniach:

G = (1707 0)7 o :(01 1»0)7 qs :(_1707 O)a qa = (07 -1, 0)» ds :(07 0, 1)7 de 2(0, 0, _1)7
g7 = pan, ds = p e, do = p3s, qio = pqa, Gu=pGq,  qQi2=pdqs,
qu3 = (Oa070)7
gdzie p jest wspotczynnikiem skalowania. Ustalmy p = 2 i niech m; = mo = m3g = my = ms =

=me = My, my; =mg =mg = mig = mi1 = miz = Ma(M;) = B(P)_I(P - P_2 - A(P)Ml)a
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mi3 = 1, gdzie

_ p-1 L __»r_
A= s T T d Y (B4
V2 o1 4p P plp—1)

B(p) =

VEL o - n , (3.4.15)
P2 4 (V14p2)? (p+1)? 0 (p—1)3

patrz Twierdzenie 2.2.1 w artykule [87]. Mozna pokazaé, ze Ma(M7) > 0 dla kazdego M; > 0.
Zdefiniujmy w : (0,+00) — Q formula w(M;y) = (G1,---,q12,G13), & nastepnie odwzorowa-
nie m : (0,+00) — (0,+00)!3 jak nastepuje m(My) = (My, My, My, My, My, My, Ma(My),
MQ(Ml), MQ(Ml), MQ(Ml), MQ(Ml), MQ(Ml), 1) WéWCZ&S

F= U SO@)(w)) = {M}cCQxR (3.4.16)
M16(0,+oo)
stanowi rodzine centralnych konfiguracji.
W ponizszym lemacie obliczamy pewne indeksy Morse’a, ktore postuzg udowodnieniu ist-
nienia sp6jnego zbioru centralnych konfiguracji bifurkujacego z rodziny (3.4.16), na podstawie

Twierdzenia 3.2.2. Dowdd tego lematu jest analogiczny do dowodu Lematu 3.4.6.

Lemat 3.4.9. Przyjmijmy powyisze zatozenia i oznaczenia. Wowczas dim ker Vggo(w(Q), 2) =
= dim ker V3¢(w(3),3) =3 oraz m_(Vggo(w@), 2)) = 15, m_(Vgga(w(?)),?))) =12.

Twierdzenie 3.4.11. W przedziale (2,3) istnieje parametr globalnej bifurkacji, to znaczy
(2,3)NGLOB # 0.

Dowdéd. Poniewaz m_(Vggo(w(Q), 2)) — m_(Vggo(w(B), 3)) = 3, patrz Lemat 3.4.9, to w prze-

dziale (2, 3) istnieje parametr globalnej bifurkacji, z Twierdzenia 3.2.2, co konczy dowdd. [

Zauwazmy, ze mozemy rozwaza¢ podzbior przestrzeni konfiguracji €2, ktéry jest niezmien-
niczy ze wzgledu na potok gradientowy, to znaczy zbiér centralnych konfiguracji typu dwéch

zagniezdzonych oSmioscianéw foremnych z dodatkowym ciatlem w $rodku masy
(q1,---sq13,ma,...,mag) = (W(p), My, My, My, My, My, My, M, Mo, Mo, Mo, M, M>, 1),

gdzie w(p) = (qu, - - -, G12,G13) . Dla uproszczenia notacji bedziemy pisaé¢ (p, M1, Msy). Wéwczas
studiowanie centralnych konfiguracji w tym zbiorze sprowadza sie do studiowania zer funkcji
F : (1,400) x (0,+00)?> — R danej formuta F(p, M1, Ms) = A(p)My + B(p)Ma + p~2 — p
(patrz [87]). Dla rodziny trywialnej (3.4.16) otrzymujemy, ze F (2, My, Ma(M;)) = 0 dla
kazdego M; € (0,400). Ponadto dla p = 2 rodzina (3.4.16) jest jedyna rodzina rozwiazan

réwnania F' (2, My, Ms) = 0. Biorac pod uwage powyzsze oraz Twierdzenie 3.4.11 wnioskujemy,

94



ze rodziny bifurkujace z rodziny (3.4.16) nie sa typu dwéch zagniezdzonych o$mioScianéw

z dodatkowym ciatlem w Srodku masy oraz p = 2.

3.4.4 Przestrzenna rodzina dwéch zagniezdzonych szeScianow

Rysunek 3.4.10: Szesnascie cial w konfiguracji dwéch zagniezdzonych szeécianéw. Konfiguracja z masami: 1,1, 1,
1,1,1,1,1,0.2,0.2,0.2,0.2,0.2,0.2,0.2,0.2.

W niniejszym podrozdziale bedziemy badaé rodzing przestrzennych centralnych konfiguracji
problemu szesnastu cial. Rozwazmy ciala lezace w wierzchotkach dwoéch zagniezdzonych sze-
Scianéw (patrz Rysunek 3.4.10). Przez zagniezdzone wieloSciany, w tym przypadku szesciany,
o wierzchotkach, odpowiednio, §; oraz gs+; dlat =1,...,8 rozumiemy wielosciany o wspélnym
srodku masy, ktorych wierzchotki spelniaja nastepujaca relacje: gs+; = pg; dla i = 1,...,8
oraz pewnego p > 1. Masy cial na kazdym z sze$cianéw sa réwne, masy na réznych szescianach
natomiast mogg by¢ rézne.

W 2008 roku Corbera i Llibre w artykule [14] badali konfiguracje typu dwéch zagniezdzo-

nych szedcianéw z nastepujacymi potozeniami ciat:

(jl = (17 15 1)7 QQ = (lvla _1)a (j3 = (17 _17 1)> (j4 = (_17 17 1)7
(j5 = (17 _17 _1)7 qAG == (_17 17 _1)7 d7 = (_17 _17 1)7 q\S = (_17_17 _1)7
do = pqi, di0 = p g2, 411 = pqs, G12 = pda,
Q13 = p s, 414 = p G, Gq15 = pqr, qQ16 = pGs,
gdzie p jest wspoOlczynnikiem skalowania. Niech m; = ms = m3 = my = ms = mg

=m7=m8=10razm9=m10=m11=m12=m13=m14=m15=m16=ﬁ1(p)=%
(formuly na b(p) i f(p) mozna znalezé w Twierdzeniu 4.(a) w [14]). Zdefiniujmy odwzorowanie

w : (a,400) — Q formula w(p) = (41,...,416) dla p > a = 1.643646762940176... oraz

95



m : (o, +00) — (0, 4+00)' nastepujaco

m(p) = (1,1,1,1,1,1,1,1,m(p), m(p), m(p), m(p), m(p), m(p), m(p), m(p))-.

Wowczas

F= |J S0B)(w(p) x{p}c QxR (3.4.17)
pE(a,+00)

jest rodzing centralnych konfiguracji oraz dalej formutujemy pomocniczy lemat, ktérego dowdd

przebiega podobnie jak dowéd Lematu 3.4.6.

Lemat 3.4.10. Polozmy p1 = 2, po = 3 ¢ p3 = 4. Wowczas dla i = 1,2,3 otrzymujemy, Ze
dim ker Vggo(w(pi),pi) = dim SO(3)(w(p;)) = 3, a ponadto indeks Morse’a Vggp(w(-), ) w p;

WYNost

18, gdy i=1
m~ (Vap(w(pi),pi)) = 10, gdy i=2
7, gdy 1i=3

W ponizszym twierdzeniu dowodzimy istnienia zjawiska lokalnej bifurkacji w otoczeniu

rodziny (3.4.17).

Twierdzenie 3.4.12. W przedzialach (p1, p2) i (p2, p3) istniejg parametry lokalnej bifurkacii.
Ponadto z rodziny (3.4.17) z segmentow Flprpa) & Floa,ps) nastepuje bifurkacja centralnych

konfiguracji posiadajgcych inne symetrie.

Dowdd. Stosujac Lemat 3.4.10 oraz Twierdzenie 3.2.2 wnioskujemy, ze w przedzialach (p1, p2)
oraz (p2,p3) istnieja parametry lokalnej bifurkacji. Pozostaje pokazaé, ze rodziny bifurku-
jace z rodziny (3.4.17) nie posiadaja symetrii dwoch zagniezdzonych szescianéw. W tym celu
zauwazmy, ze mozemy rozwazaé podzbiér przestrzeni konfiguracji €2, ktory jest niezmienni-
czy ze wzgledu na potok gradientowy, to znaczy zbior centralnych konfiguracji typu dwdéch

zagniezdzonych szeScianéw
(ql)"'7q16am17"'7m16) - (w(p),M,M,M,M,M,M,M,M,m,m,m,m,m,m,m,m).

Dla prostoty bedziemy pisaé (p, M, m). Badanie centralnych konfiguracji w tym zbiorze spro-
wadza si¢ do studiowania zer funkcji F : (a,+00) x (0,+00)?> — R zdefiniowanej formuta
F(p,M,m) = mf(p) — Mb(p) (patrz [14]). Dla rodziny (3.4.17) dla kazdego p € («,+00)
otrzymujemy, ze F (p,l,%) = 0 oraz F) (,0,1,%) = %f’(p) —V(p) > 0, poniewaz
b'(p) <01 f'(p)>0dlap> 1. Zatem z twierdzenia o funkcji uwiklanej otrzymujemy, ze z ro-

dziny trywialnej nie zachodzi bifurkacja centralnych konfiguracji typu dwéch zagniezdzonych
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szeScianéw. Stad wnioskujemy, ze rodziny bifurkujace z rodziny (3.4.17) nie sa typu dwo6ch

zagniezdzonych szescianéw, co konczy dowod. O

3.4.5 Przestrzenna rodzina dwéch zagniezdzonych sze$cianéw z dodatko-

wym cialem

Rysunek 3.4.11: Siedemnaécie cial w konfiguracji dwéch zagniezdzonych szeécianéw z dodatkowym cialem
w $rodku masy. Konfiguracja z masami: 0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,8.77,8.77,8.77,8.77,8.77,8.77,8.77,8.77, 1.

Rozwazmy rodzing dwoch zagniezdzonych szedcianéw z dodatkowym ciatem usytuowanym
w ich $rodku symetrii (patrz Rysunek 3.4.11). W dalszym ciagu przez zagniezdzone sze$ciany
o wierzchotkach, odpowiednio, §; oraz gsy; dla ¢ = 1,...,8 bedziemy rozumieé¢ wieloSciany
o wspolnym srodku masy, ktérych wierzchotki spelniajg nastepujaca relacje: gs+; = pg; dla
1 =1,...,8 oraz pewnego p > 1. Masy cial na kazdym z sze$ciandéw sg rowne, masy na réznych
szeScianach natomiast moga by¢ rézne, a masa dodatkowego ciala jest réwna jeden. W 2014
roku Su i Deng w artykule [87] rozpatrywali opisane powyzej konfiguracje z nastepujacymi

polozeniami cial:

qu = (2a07 _\/5)7 qAQ = (07 27 _\/5)7 qA3 = (_2707 _\/i)a @4 = (07 _27 _\/5)7
qA5 - (27 07 \/5)7 qAG - (07 27 \/5)7 QA7 = (_2707 \/§)7 QS = (07 _27 \/é)u

do = pqu, 410 = p 42, q11 = pqs, 412 = pQa,
G13 = pqs, 414 = p G, 415 = p a7, 416 = p s,
qu7 — (07070)7

gdzie p jest wspdlczynnikiem skalowania. Ustalmy p = 3 oraz niech m; = mg = m3 = my =

=m5 = mg = m7y = mg = My, mg = mig = my1 = M2 = M3 = M4 = M5 = M1 =
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= My(M1) = B(p) ™" (3h5 — 3% — Ap)M1) i muy = 1, gdzie
Ap) =L Py P 1 =1 2Bp-1)
TR VB 3VG(p 12 3B - 1P (VB dpt o)
C 2(3p+1)
(V6p? +4p+6)3
Blp) = p  plp—1) 2p(3 —p) 2083+p) 1
3V6(p+1)2 3V6(p—1)3  (V6p2—4p+6)3  (V6p2+4p+6)3 8p°

1 1
422 12V6p?

patrz Twierdzenie 3.2.1 w artykule [87]. Mozna pokazaé, ze Ma(M;p) > 0 dla kazdego M; > 0.

Zdefiniujmy w : (0, +00) — Q wzorem w(Mi) = (41, ...,q17) oraz m : (0,400) — (0, 4+00)'”
formula m(M;) = (M, My, My, My, My, My, My, My, Ma(My), Ma(My), Ma(My), Ma(My),
MQ(Ml),MQ(Ml),MQ(Ml),MQ(Ml), 1) Woéowcezas

F= U SO@) (wM))x{M}cQxR (3.4.18)
M;€(0,+00)
jest rodzing centralnych konfiguracji.

Sformutujemy teraz pomocniczy lemat, ktérego dowdd przebiega analogicznie do dowodu

Lematu 3.4.6.

Lemat 3.4.11. Przyjmijmy powyzsze zalozenia i oznaczenia. Wiedy dim ker Vggo(w(l), 1) =
= dimker Vzp(w(2),2) = dimker VZp(w(10),10) = dimker VZp(w(11),11) = 3, a ponadto
odpowiednie indeksy Morse’a sq nastepujgce: m_(Vggo(w(l), 1)) = 16, m_(Vgcp(w(Q),Q)) =
=m~ (V2p(w(10),10)) = 13 oraz m™ (Vip(w(11), 11)) = 10.

W ponizszym twierdzeniu dowodzimy istnienia sp6jnych zbioréw centralnych konfiguracji
bifurkujacych z rodziny trywialnej. Dowdd twierdzenia jest analogiczny do dowodu Twierdze-
nia 3.4.11.

Twierdzenie 3.4.13. Dla rozpatrywanej rodziny (3.4.18) zachodzi zjawisko bifurkacji. Do-
kladniej, w przedzialach (1,2) i (10,11) istniejg parametry globalnej bifurkacji.

Zauwazmy, ze mozemy rozwazaé¢ podzbior przestrzeni konfiguracji €2, ktéry jest niezmien-

niczy ze wzgledu na potok gradientowy, to znaczy zbiér centralnych konfiguracji typu dwdch
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zagniezdzonych szesciandow z dodatkowym ciatem w $rodku masy

(qla s q17, M, .. 7m17) = (dlv v :CjSanAly see MOqASaMlaMlaMlaMlthMl?Ml?Ml?
M27M27M27M27M27M27M27M27 1) .

Dla prostoty notacji bedziemy pisaé (p, M7, Ms). Badanie centralnych konfiguracji w tym zbio-
rze sprowadza si¢ do badania zer funkcji F : ((0,1) U (1, +00)) x (0, +00)? — R danej formula
F(p, My, M) = My A(p) + MaB(p) + 52 - W (patrz [87]). Dla rodziny trywialnej (3.4.18)
otrzymujemy, ze F' (3, M1, Ma(M;)) = 0 dla kazdego M; € (0,+00). Ponadto dla p = 3 ro-
dzina (3.4.18) jest jedyna rodzina rozwiazan réwnania F (3, My, My) = 0. Biorac pod uwage
powyzsze oraz Twierdzenie 3.4.13 wnioskujemy, ze rodziny bifurkujace z rodziny (3.4.18) nie

sa typu dwoch zagniezdzonych szeScianéw z dodatkowym cialem w $rodku masy oraz p = 3.

3.4.6 Przestrzenna rodzina dwéch dualnych wielo$cianéw foremnych pro-

blemu czternastu cial

(@) a €(0,1) (b) a€[1,3] (c) a € (3,400)

Rysunek 3.4.12: Cuzternascie cial w konfiguracji ztozonej z szeScianu i o$mioécianu foremnego.

W 2014 roku Corbera, Llibre oraz Pérez-Chavela (patrz [18]) badali rodzing przestrzennych
centralnych konfiguracji ztozona z dwédch dualnych wieloscianéw foremnych. Bedziemy dowo-
dzi¢ istnienia bifurkacji centralnych konfiguracji z tej rodziny w sytuacji czternastu ciat.

Z definicji méwimy, ze dwa wielosciany foremne sg dualne, o ile jeden z nich mozna otrzymac
z drugiego poprzez polaczenie barycentréw Scian drugiego, ktére staja sie wierzchotkami pierw-
szego. Zauwazmy, ze wielodcianem dualnym do czworoscianu foremnego jest réwniez czworo-
scian foremny oraz rodzine centralnych konfiguracji problemu o$miu ciat ztozong z dwdéch
dualnych do siebie czworoscianéw foremnych rozwazaliémy w Podrozdziale 3.4.1 jako rodzing
Typu II (patrz Rysunek 3.4.7).

Dla czternastu cial natomiast konfiguracja typu dwoch dualnych wielo$cianéw foremnych
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sklada sie z oSmiu cial o réwnych masach lezacych w wierzchotkach szeécianu oraz szesciu
dodatkowych cial, rowniez o réwnych masach, usytuowanych w wierzchotkach osmioscianu

foremnego (patrz Rysunek 3.4.12), to znaczy

G = (17 1, 1)a G2 = (_1> 1, 1)a (17 ) s = (17 17_1)
G5 =(-1,-1,1), ¢ = (—1,1,—1), =(1,-1 —1) gs = (—-1,-1,-1),
A9 =a 17070)a quO:a(*laOvO), CL( 7]-70) Q12:a(0,*170),

gdzie a jest wspélczynnikiem skalowania. Niech my = mo = mg = my = ms = mg = my =
= mg = 1 oraz mg = myg = m11 = mi2 = mi3 = myy = mfa) = f% ; (formutly na g(a)
i f(a) mozna znalezé¢ w Rozdziale 2 w [18]). Zdefiniujmy w : (0, 1) U (a1, f2) U (a2, +00) —
formuta w(a) = (¢1,...,q414), gdzie ay = 1.278175..., ae = 3.628586..., f; = 0.8932884...
i By = 2.2083166... oraz odwzorowanie m : (0,51) U (a1, B2) U (ag, +00) — (0,+00) jak

nastepuje m(a) = (1,1,1,1,1,1,1,1,m(a), m(a), m(a), m(a), m(a), m(a)). Woéwczas

F = U SO3)(w(a)) x {a} C QxR (3.4.19)
a€(0,81)U(a1,B2)U(az,+00)

jest rodzing centralnych konfiguracji.
W ponizszym lemacie obliczamy pewne indeksy Morse’a macierzy Hessego, aby udowodnié
istnienie zjawiska bifurkacji z pewnych segmentéw rodziny (3.4.19). Dowdd lematu przebiega

analogicznie do dowodu Lematu 3.4.6.

‘s _ 49 _ 1 _ 53 _ b4 _ T 71 131

Lemat 3.4.12. Polézmy a1 = {55, a2 = 3, a3 = 150, %4 = 1pg50 % = 19> %6 = 19> 97 = 100>
__ 132 __ 181 __ 182 __ 216 _ 217 _ _ — —

asg = 1900 ¥9 = 71> @10 = Tpo> @11 = Tpo> @12 = Tppo A13 = 4a a4 = 57 a5 = 67 a6 =

= T,a17 = 8, a1g = 17 oraz a19 = 18. Wowczas otrzymujemy, zZe dim ker Vggp(w(ai),ai) =
=dim SO(3)(w(a;)) =3 dlai=1,...,19 oraz indeks Morse’a Vicp(w(-), ) w a; wynosi

8, gdy 1=26,13

7, gdy i1=4,514

4, gdy i=2,3,15
m”~(Vop(w(a),a:)) =< 3, gdy i=8,9

2, gdy i=1,12,19

1, gdy 1=16

0

gdy ©=7,10,11,17,18

100



W ponizszym twierdzeniu dowodzimy istnienia zjawiska bifurkacji w poblizu rodziny try-
wialnej (3.4.19).

Twierdzenie 3.4.14. Przy powyiszych zaloZeniach dla rodziny (3.4.19) zachodzi zjawisko
bifurkacji, to znaczy w przedziatach (0,51), (a1,B2) oraz (ae, 4+00) istniejg parametry lo-

kalnej i globalnej bifurkacji. Ponadto z rodziny (3.4.19) z segmentéw F( ) dla kazdego

@, Ai+1

1 =1,3,7,9,11,15, 16, 18 nastepuje bifurkacja centralnych konfiguracji posiadajgcych inne sy-

metrie.

Dowdd. Pierwsza czes$¢ tezy jest konsekwencja Lematu 3.4.12 oraz Twierdzenia 3.2.2. Dla do-
wodu drugiej czesci tezy zauwazmy, ze mozemy rozpatrywaé podzbiér przestrzeni konfiguracji
Q, ktory jest niezmienniczy ze wzgledu na potok gradientowy, to znaczy zbidér centralnych

konfiguracji ztozonych z szeScianu oraz oSmioécianu foremnego
(q1y---yq1a,m1,...,myg) = (w(a), M, M, M, M, M, M, M, M,m,m,m,m,m,m) .

Dla prostoty notacji bedziemy pisaé (a, M, m). Badanie centralnych konfiguracji w tym zbiorze
sprowadza sie do studiowania zer funkcji F' : ((0,81) U (a1, f2) U (a2, +00)) x (0, 4+00)? — R
danej formuta F'(a, M, m) = Mg(a)+mf(a) (patrz [18]). Dla rodziny trywialnej (3.4.19) otrzy-

mujemy, ze F' (a, 1, —Jgf%) = 0 dla kazdego a € (0, 1) U (a1, B2) U (a2, +00). Dodatkowo dla
kazdego a € (a1, a2)U (a3, as) U (az,ag) U(ag, aio) U (a11,a12) U(ais, ais) U (as, a17) U (ais, a19)

numerycznie uzyskujemy, ze F (a, 1, —%) = ¢'(a) — ?%Z; f'(a) < 0, a zatem, z twierdze-

nia o funkcji uwiklanej, z rozpatrywanych segmentéw nie nastepuje bifurkacja centralnych
konfiguracji ztozonych z szeScianu i osmioscianu foremnego. Biorac pod uwage powyzsze wnio-
skujemy, ze rodziny bifurkujace z rodziny (3.4.19) z tych segmentéw nie sa ztozone z szescianu

i odmioscianu foremnego, co koriczy dowdd. O

3.4.7 Przestrzenna rodzina problemu n + 3 ciat dla n = 3,4,6

W 2011 roku Mello i Fernandes w artykule [53] rozwazali rodzine przestrzennych centralnych
konfiguracji problemu n + 3 cial. Konfiguracje te sktadaja sie z n cial o rownych masach usy-
tuowanych w wierzchotkach n-kata foremnego (wpisanego w okrag o promieniu p), dwéch cial
majacych réwne masy rozlozonych symetrycznie na prostej prostopadiej do ptaszczyzny zawie-
rajacej wspomniany n-kat foremny i przechodzacej przez jego srodek symetrii oraz dodatko-
wego ciala usytuowanego w $rodku n-kata foremnego (dla n = 3 patrz Rysunek 3.4.13). Niech
my =---=myp = M, Mp11 = Mpyo = Mo, my43 = M3 oraz przez §; dlat =1,...,n+3 ozna-
czamy polozenia cial. Zal6zmy dodatkowo, ze p = b, gdzie b = |Gn+1 — Gn+3| = |Gn+2 — Gn+3]-
Konfiguracje tego typu bedziemy oznaczaé¢ przez Rodzina, 3 oraz badaé¢ istnienie bifurkacji

w ich poblizu w sytuacji szedciu, siedmiu i dziewieciu cial.
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Rysunek 3.4.13: Konfiguracja problemu n + 3 cial dla n = 3.

1 2 3
M,

(a) a15(M1, M3) =0 (b) a18(M71,M3) =0 (c) a2a(M2,M3) =0

Rysunek 3.4.14: Zbiér zer pewnych wspéiczynnikéw wielomianéw charakterystycznych.

Dla problemu szesciu oraz siedmiu cial podobne rodziny przestrzennych centralnych kon-
figuracji byly rozwazane w artykule [67]. Dokladniej, Pérez-Chavela i Rybicki w 2013 roku
badali bifurkacje z rodzin o nastepujacych parametrach: (p,b) = (1, %) oraz (p,b) = (1,1)
(odpowiednio rodzina (F6) oraz (FT7), patrz [67]). Dla n = 3 autorzy udowodnili istnienie
zjawiska lokalnej bifurkacji w poblizu rodziny trywialnej (F6), dla n = 4 natomiast zostalo
pokazane zachodzenie globalnej bifurkacji z rodziny (F7). Warto zanotowaé, ze dla n = 3
rozwazane rodziny (F6) oraz (3.4.20) sa rézne, takze uzyskane rezultaty. Dla n = 4 natomiast
w niniejszej rozprawie rozwazamy te same rodziny jak w artykule [67] oraz uzyskujemy do-
ktadnie te same rezultaty. Co wiecej, uzyskujemy dodatkowe informacje dotyczace ksztaltu
bifurkujacych rodzin dla problemu szesciu, siedmiu oraz dziewieciu cial wykluczajac pewien
typ symetrii.

W przypadku rodziny (F6) réwniez mozemy uzyskaé¢ dodatkowe informacje dotyczace
typu symetrii bifurkujacych rodzin. Rzeczywiscie, ustalmy p = 1 oraz rozwazmy podzbidr

przestrzeni konfiguracji €2, ktéry jest niezmienniczy ze wzgledu na potok gradientowy, to
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znaczy rodzine (¢, ..., Js, m1, my, my, my, my, mg) (stosujemy oznaczenia jak w [67]). Dla
skrétu piszemy (b, m1, mg, mg). Woéwcezas studiowanie centralnych konfiguracji w tym zbiorze
sprowadza sie do badania zer funkcji F : (0, +00)* — R danej formulq F(b,my,mg,mg) =
= — 46 (VB +6%)3 = 9) my + (—24b% 4+ 3(1+b%)3 ) my — 12 (1 + b2)% (b— 1) (5% + b+ 1)ms.
Dla rodziny trywialnej (F6) otrzymujemy, ze F (g,ml,m4,m6(m1,m4)) = 0 dla kazdego
(mi,mq) € O (formuly na O oraz mg(mi, ms) mozna znalezé w Rozdziale 2 w [67]). Do-
datkowo F} (%,ml,m4,m6(m1,m4)) < 0 dla kazdego (m1,m4) € O, a zatem z twierdzenia
o funkcji uwiktanej nie nastepuje bifurkacja centralnych konfiguracji tego typu z rodziny try-
wialnej. Biorac pod uwage powyzsze oraz Twierdzenie 2.2 w artykule [67] wnioskujemy, ze
rodziny bifurkujace z rodziny (F6) nie sa tego typu.

Niech n = 3 oraz niech My = My(My, M3) = 92 4\fM1 Zdefiniujmy w : (0, +00)? — Q

3(2v2-1)
formuta w(My, M) = (b,0,0,—%b,@b,O,—l —¥3p,0,0,0,b,0,0, b,o,o,o) , gdzie masy M;
i M3 traktujemy jako parametry oraz odwzorowanie m : (0, 4+00)? — (0,+00)% jak nastepuje

m(Ml,Mg) = (Ml,Ml,Ml,Mz(Ml,M3),M2(M1,M3),M3). Niech ponadto

F = U SO(3)(w(My, Mz)) x {(My, M3)} C Q x R2. (3.4.20)
(M1,M3)€(0,+00)2

Woéwezas dla kazdego b > 0 rodzina (3.4.20) jest rodzina centralnych konfiguracji. Niech

c11 = co1 = 1,

__ _ 595569615840 _ 707791382322 796943118648 180859473864
€12 = 1011091041119 1011()91[)4:1119\[+ 1011091041119\[+ 1011091041119ﬂ

__ 38992921173 _ 11635193584 5794115502 21291571566
€22 = 6223592159 6223592159 \/> + 6223592159f + 6223592159 2

oraz symbolem C} bedziemy oznaczaé zbior {(Mi, M3) € (0, +00)? : ¢j1 My + cioMsz * 0}, gdzie
x€{=,<,><,>}orazi=1,2.

W ponizszym lemacie obliczamy indeksy Morse’a macierzy Vap(w(My, Ms), (M1, Ms)),
aby udowodni¢ istnienie nowych rodzin centralnych konfiguracji bifurkujacych z rodziny try-
wialnej (3.4.20).

Lemat 3.4.13. Przy powyzszych zaloZeniach otrzymujemy, Ze

5, gdy (M, Ms) e Cy
dimker Vap(w(My, M), (M1, M3)) =< 4, gdy (M, Ms) e CF
3, gdy (Mi,M3)¢ CruCy
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oraz indeks Morse’a Vggp(w(-), -) zalezy od (My, Ms3) w nastepujacy sposcb:

3, gdy (M, Ms) e CY
m” (Vap(w(My, Ms), (My, M3))) ={ 2, gdy (M, M) e CENCys
0, gdy (M, Ms)e Cy

Dowdéd. Dla dowodu przypomnijmy najpierw, ze dim ker Vggp(w(Ml,Mg),(Ml,Mg)) > 3,
a zatem aig(M1, M3) = ai7(My, M3) = ai6(Myi, M3) = 0, na podstawie Uwagi 3.2.7, gdzie
W) () = '® — ay (M1, M)a'™ + -+ + ag(My, M3)x? — a17(My, Ms)z + aig(M, Ms)
jest wielomianem charakterystycznym macierzy Hessego Vgcp(w(Ml, Ms), (My, Ms3)). Ponadto
ars(My, M3) = Co(My, M3)(c11 My + c1aMs)(ca1 My + c2aM3)?, gdzie Co(My, M3) # 0 dla
kazdego (My, Ms) € (0,+00)? Stad dimker VZo(w(My, M), (M, Ms)) = 3 dla kazdego
(M, M3) ¢ CT U C5 . Rozwiazania réwnania a15(Mp, M3) = 0 zostaly przedstawione na Ry-
sunku 3.4.14.(a). Analizujac wspétczynniki aj4(M;, M3) oraz ai3(Mi, M3) dowodzimy pierw-
szej czedci tezy. Dla dowodu drugiej czedci tezy zauwazmy, ze indeksy Morse’a macierzy
Hessego sa stale na obszarach Cy,CT,C7 N Cy,C5 oraz Cy . Dlatego wystarczy obliczy¢
m™(Vap(w(1, Ms), (1, Ms))) dla odpowiednich parametréw Ms € (0, +o00) korzystajac z Uwagi
3.2.8, co konczy dowdd. O

Twierdzenie 3.4.15. Przy powyzszych zalozeniach dla rodziny (3.4.20) zachodzi zjawisko bi-
furkacji. Doktadniej,

(1) 2 SO(3)-orbity F(ar, my) zachodzi lokalna bifurkacja centralnych konfiguracji wtedy i tylko
wtedy, gdy (My, Ms) € CT UC5.

(2) jezeli (My, M3) € CT, to SO(3)-orbita F(ar, ary) jest SO(3)-orbitg globalnej bifurkacyi,
to znaczy CT NGLOB = CT .

Dowdd. 7 Lematu 3.4.13 warunek konieczny lokalnej bifurkacji, dany Twierdzeniem 3.2.1,
jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy (M, Ms3) € CT U C5. Wystarczy zatem pokazad,
ze parametry (M, Ms) € CT U C5 spelniaja réwniez warunek dostateczny istnienia lokalnej
bifurkacji. Rzeczywiscie, z Lematu 3.4.13, Twierdzenia 3.2.2 oraz Uwagi 3.2.9 wnioskujemy,
ze réznica indekséw Morse’a m_(Vgcp(w(Ml,Mg), (My, M3)) pomiedzy obszarami C3 oraz
CT N Cy implikuje, ze (My, M3) € BZF, o ile (My, M3) € C5. Podobnie zmiana indeksu
Morse’a m ™~ (Vap(w(My, M), (My, Ms)) dla C; N Cs oraz CT o nieparzysta liczbe implikuje,
ze (My, M3) € GLOB dla (M, M3) € CT, co koniczy dowdd. O

Zauwazmy, ze mozemy rozwazaé¢ podzbior przestrzeni konfiguracji 2, ktéry jest niezmien-

104



niczy ze wzgledu na potok gradientowy, to znaczy rodzine Rodzinas. 3
(Q1) ey Qe MY,y .., mﬁ) - ({[}(b)) Ml) Ml) Ml) MQ) M27 M3) )

gdzie w(b) = (b, 0,0, —1b, ¥3b,0, —1b, —¥3b,0,0,0,b,0,0, —b, 0,0, o) . W skrécie bedziemy pi-
saé (b, M1, Ms, M3). Badanie centralnych konfiguracji w tym zbiorze sprowadza sie do badania
zer funkceji F : (0, +00)? — R danej formuta F(M, Ms) = (4\/§ — 9\/5) My + (6\f — 3) My
(patrz [53]). Zauwazmy, ze rodzina trywialna (3.4.20) jest jedyna rodzina rozwiazan réwnania
postaci F' (M, My) = 0. Biorac pod uwage powyzsze oraz Twierdzenie 3.4.15 uzyskujemy, ze
rodziny bifurkujace z rodziny (3.4.20) nie sa typu Rodzinas,s.

Niech n = 4 oraz zatézmy dodatkowo, ze My = M. Zdefiniujmy w : (0, +00)? — € formuta
w(My, M3) = (b,0,0,0,b,0,—b,0,0,0,-b,0,0,0,6,0,0,—b,0,0,0), gdzie masy M; oraz Ms
sa traktowane jako parametry oraz odwzorowanie m : (0,400)? — (0,400)7 jak nastepuje
m(My, Ms3) = (My, My, My, My, My, My, Ms). Wéwezas dla kazdego b > 0 rodzina

F = U SO(3)(w(My, M3)) x {(My, M3)} € Q x R? (3.4.21)
(M7,M3)€(0,400)?

jest rodzing centralnych konfiguracji. Rodzina trywialna F jest w szczegdlnosci rodzing prze-
strzennych centralnych konfiguracji oSmioscianu foremnego z dodatkowym cialem w érodku
masy. W ogolnosci mozemy mowié o rodzinach centralnych konfiguracji bryt platonskich oraz
bryl platonskich z dodatkowym cialem w $rodku masy (dla przykladu patrz [10]).

Polézmy c11 =1, c190 = —% + % 2 oraz w dalszym ciggu przez C] bedziemy ozna-
czaé zbiér postaci {(My, M3) € (0,+00)? : 11 My + c1aMsz * 0}, gdzie * € {=,<,>,<,>}.
Ponizej formutujemy pomocniczy lemat, w ktorym obliczamy indeksy Morse’a macierzy Hes-
sego Vggo(w(Ml, Ms), (My, M3)). Dowéd ponizszego lematu przebiega analogicznie do dowodu

Lematu 3.4.13.

Lemat 3.4.14. Przy powyzszych zaloZeniach otrzymujemy, Ze

6, gdy (My,Ms)€ CT

dimkervg@(w<MlyM3)7(M1,M3)) = 9%y ( 1 3) 1_
3, gdy (My,M3) ¢ CT

oraz indeks Morse’a Vggp(w(.)’ -) zalezy od (M, M3) w nastepujacy sposob:

37 gdy (M17M3) € Cl<

m™ (Vip(w -
(Vap(w(My, Ms), (M, Ms))) {0, gdy (M, Ms) € CF

Dowdd. Z Uwagi 3.2.7 i warunku postaci dim ker Vggo(w(Ml,Mg), (M, M3)) > 3 mamy, ze
agl(Ml,Mg,) = ago(Ml,Mg) = CL19(M1,M3) =0 dla kaZdego (Ml,Mg) € (0,+OO)2. Ponadto
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arg(My, M3) = Co(My, M3)(c11 My + c1oM3)3, gdzie Co(My, M3) # 0 dla (My, M3) € (0, +00)?
(zbiér zer wspoélezynnika a1g(Mi, M3) zostal przedstawiony na Rysunku 3.4.14.(b)). Dlatego
dim ker Vggo(w(Mng), (M, M3)) = 3 dla kazdego (M;, M3) ¢ CT. Analizujac wspdlczyn-
niki ay7(My, M3), ayg(My, Ms) i ai5(My, Ms) mamy dimker V2o(w (M, Ms), (My, M3)) = 6
dla kazdego (Mi,Ms) € CT. Dla dowodu drugiej czesci tezy wystarczy obliczyé¢ indeksy
Morse’a m‘(Vggp(w(l,Mg),(l,Mg))) dla odpowiednich parametréw Ms € (0,+00), korzy-
stajac z Uwagi 3.2.8, co koniczy dowdd. O

Dowodd ponizszego twierdzenia jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 3.4.15.

Twierdzenie 3.4.16. Z SO(3)-orbity F(ar, my) 2achodzi globalna bifurkacja centralnych kon-
figuracji wtedy i tylko wtedy, gdy (My, Ms) € CT.

Zauwazmy, ze mozemy rozwazaé podzbior przestrzeni konfiguracji €2, ktory jest niezmien-

niczy ze wzgledu na potok gradientowy, to znaczy Rodzines3
(QI7 s qr, M, -, m7) = ('lIJ(b), M17 M17 Ml) M1> MZ) MQ) M3) ’

gdzie w(b) = (b,0,0,0,b,0,—b,0,0,0,—b,0,0,0,b,0,0,—b,0,0,0) (lub krétko (b, My, Mo, Ms)).
Wéwczas badanie centralnych konfiguracji w tym zbiorze sprowadza sie do studiowania zer
funkcji F : (0,4+00)® — R danej formuty F(b, My, M) = (2\@— 1) (M — My) (patrz [53)).
Zauwazmy, ze rodzina trywialna (3.4.21) jest jedyna rodzing rozwiazan réwnania postaci
F (b, My, M) = 0. Biorac pod uwage powyzsze oraz Twierdzenie 3.4.16 uzyskujemy, ze ro-

dziny bifurkujace z rodziny (3.4.21) nie sa typu Rodzinass.
3(2v2-1)
18v2—4v/3-15

w : (0, 4+00)2 — Q bedzie zdefiniowane nastepujaca formuta: w(Mo, M3) = (b, 0,0, %b, @b, 0,
—1p, Y30, -b,0,0, — b, —¥%2b,0, b, —¥85,0,0,0,b,0,0, b, 0,0, o) . edzie masy My > 0 oraz
M3 > 0 traktujemy jako parametry. Odwzorowanie m : (0, +00)? — (0, +00)? definiujemy jak
nastepuje m(Ma, M3) = (My(Ma, M), M1(Ma, M3), My (Mz, M3), My(Ma, M), My(Mz, M3),
My (M, Ms), Mo, Mo, Ms). Wéwcezas dla kazdego b > 0 rodzina

W przypadku dziewieciu cial zalézmy, ze My = My (Ma, M3) = My oraz niech

F = U SO(3)(w(Ma, M3)) x {(My, M3)} € Q x R? (3.4.22)
(M2,M3)€(0,400)?2

stanowi rodzing centralnych konfiguracji. Potézmy

c11 =1,
(1g — A454305060647408 _ 6823822010004502 /5 _ 11180452250005628 /3 | 220TATTITE5513006 . /5
12 = 5819357271674303  2819357271674303 2810357271674303 2810357271674303

oraz przez CF bedziemy oznaczaé zbiér postaci {(Ma, M3) € (0,400)? : c11 Mo + c12M3 * 0},
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gdzie * € {=,<,>,<,>}. Ponizej formulujemy pomocniczy lemat, a nastepnie dowodzimy
istnienia zjawiska bifurkacji w otoczeniu rodziny (3.4.22). Dowody przebiegaja analogicznie

jak powyzej.

Lemat 3.4.15. Przy powyzszych zaloZeniach otrzymujemy, Ze

5 gdy (M, Ms3)c CT

dim ker V2o (w(My, M3), (Ma, M3)) =
I 37 gdy (M27M3) ¢ Clz

oraz indeks Morse’a Vggo(w(-), -) zalezy od (May, M3) w nastepujacy sposob:

67 gdy (M27M3) € Cl<

_ 2 e
m~ (Vyp(w(Ma, Mz), (Ma, M3))) = { 4, gdy (M, Ms) € CF

Dowéd. Dla dowodu zauwazmy tylko, ze agy(Ma, M3) = Co(Ma, M3)(c11Ms + c1oM3)?, gdzie
Co(May, M3) # 0 dla (Mo, M3) € (0,+00)? (zbiér zer wspoétczynnika ags(Mz, M3) zostal przed-
stawiony na Rysunku 3.4.14.(c)). O

Twierdzenie 3.4.17. Z SO(3)-orbity F(ap,, a) nastepuje lokalna bifurkacja wtedy i tylko
wtedy, gdy (Ma, Ms) € CT.

Zauwazmy, ze mozemy rozwazaé podzbidr przestrzeni konfiguracji €2, ktéry jest niezmien-

niczy ze wzgledu na potok gradientowy, to znaczy Rodzineg, s
(q15---,q9,m1,...,mg) = (W(b), My, My, My, My, My, My, My, My, M3)

(lub krétko (b, My, Ma, Ms)). Badanie centralnych konfiguracji w tym zbiorze sprowadza sie do
badania zer funkcji F : (0, +00)? — R danej formuta F (b, My, Ms) = (18ﬂ —4/3 — 15) M+
+ (3 — 6\/5) My (patrz [53]). Zauwazmy, ze rodzina (3.4.22) jest jedyna rodzina rozwiazan
réwnania F' (b, My, My) = 0. Powyzsze oraz Twierdzenie 3.4.17 implikuje zatem, ze rodziny

bifurkujace z rodziny (3.4.22) nie sa typu Rodzinags.
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Indeks symboli
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f

Fo

Fx
GLOB
BIF,- o+
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1cU(G)
sub(G)
eeG

G

Gy

U(Q)

Macierze

det B
diag(By, ...

diag(by,...,bn)

zbiér parametréw lokalnej bifurkacji, 46

spojna sktadowa cl({(v, p) € (2 x R)\ F : Vyp(v,p) = 0}) U Fpp- 4]
zawierajaca J,- ,+, 46
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Fo, 46
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grupa izotropii x, 17
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specjalna macierz ortogonalna stopnia 2, 16
slad macierzy, 16
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transpozycja macierzy, 16

macierz odwrotna, 16
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zbiér macierzy odwracalnych, 16

macierz identycznoéciowa, 15
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calka energii, 72

moment bezwladnosci N punktéw materialnych, 69

macierz mas, 68

masa j-tego ciala, 67

srodek masy N punktéw materialnych, 69

polozenie j-tego ciala, 67

potencjal newtonowski, 68

Niezmiennicza topologia i odwzorowania

obciecie odwzorowania V¢ do przestrzeni punktow statych, 20
punktowana G-przestrzen, 16

para G-przestrzeni, 25

G-dzialanie na przestrzeni X, 16

przestrzen otrzymana z X przez sklejenie zbioru A do punktu, 25
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G-niezmiennicza charakterystyka Eulera, 28

stopien G-wspolzmienniczych odwzorowan gradientowych 37
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podkategoria skonczonych G-CW-kompleksow, 28
podkategoria skonczonych punktowanych G-CW-kompleksow, 28
gradient potencjatu ¢, 15

hesjan potencjatu ¢, 15

gradient potencjalu ¢ ze wzgledu na zmienna v, 15
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zbior punktéw stalych dziatania grupy H, 19
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kategoria zwartych G-przestrzeni, 24

kategoria zwartych H-przestrzeni, 24

kategoria zwartych punktowanych G-przestrzeni, 24
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zawieszenie punktowanych G-przestrzeni, 28
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G-przestrzen z dodanym punktem bazowym, 28

dopelnienie ortogonalne przestrzeni stycznej, 21
dopelnienie ortogonalne przestrzeni stycznej, 21
jednowymiarowa trywialna SO(2)-reprezentacja, 19
ortogonalna SO(2)-reprezentacja, 19
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reprezentacja zwartej grupy Liego, 19

zbior punktéw statych, 20
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przestrzen styczna do G(vg) w punkcie vg, 21

Réwnowaznosci i uporzadkowania

klasa sprzezonosci podgrupy H, 17
dla klas sprzezonosci podgrup, 17

typ G-homotopii (X, A), 25

klasa abstrakeji (g, z) wzgledem ~, 17
klasa abstrakcji  wzgledem ~, 17
typ G-homotopii X, 25
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dla klas sprzezonoéci podgrup, 17
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F|G] zbidr typéw G-homotopii skonczonych G-CW-komplekséw, 28

F:|G] zbiér typéw G-homotopii skoriczonych punktowanych G-CW-kom-
pleksow, 28

sub|G] zbiér klas sprzezonosci, 17

~ dla G-przestrzeni, 17

T|G] zbior typéw G-homotopii zwartych G-przestrzeni, 25

T[H] zbiér typéw H-homotopii zwartych H-przestrzeni, 25

T«|G] zbiér typoéw G-homotopii zwartych punktowanych G-przestrzeni, 25
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=7e G-homeomorfizm pomiedzy G-przestrzeniami, 18

gH klasa abstrakcji g wzgledem ~, 17

X/G przestrzen orbit, 17

Sumy proste

b EaN) suma prosta podprzestrzeni wlasnych, 15
Aot (A)
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EX suma prosta podprzestrzeni wlasnych, . E? , Ea(N), 15
E; suma prosta podprzestrzeni wlasnych, EU@( )E A(N), 15
A€o~ (A)
ET 15
E- 15
Ef 22
Ey 22
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E; 22
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A, 15
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Vi dopelnienie ortogonalne Vi, V& Vi, 20
o(A) spektrum operatora A, 15
ot (A) cze$¢ dodatnia spektrum, 15
o~ (A) czed¢ ujemna spektrum, 15
01 P 02 suma prosta homomorfizméw, 19

Topologia i odwzorowania
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B
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globalna, 47
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centralna konfiguracja, 68
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G-dzialanie, 16
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pierscien Eulera, 28
planarna rodzina centralnych konfiguracji
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