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1. Wprowadzenie do statystycznej oceny wynikéw doswiadczalnych

W trakcie wielokrotnie powtarzanych do§wiadczen wystapi¢ moga roézne ze wzgledu na swoja
nature rodzaje btedow. Jednym z nich jest niepewnos¢ systematyczna (dawniej btad systematyczny),
ktory jest charakterystyczny dla do$wiadczen przeprowadzanych dokladnie w tych samych
warunkach. Wynika on z niedoskonatosci przyrzadoéw, btedow popetianych w trakcie kalibracji,
dryfu przyrzadu w czasie, paralaxy przyrzadow optycznych, ja rdéwniez z niedoskonalosci
obserwatora. Btad ten moze by¢ korygowany lub eliminowany przez wykonywanie tzw. §lepej proby,
poprawng kalibracje i staranne prowadzenie doswiadczenia. Ten rodzaj btedu decyduje o doktadnosci
doswiadczenia, czyli jak bliski jest wynik pomiaru warto$ci rzeczywiste;.

Niepewnos¢ przypadkowa (dawniej btad przypadkowy) to mate, niekontrolowane fluktuacje
pomiaréw doswiadczalnych, ktére wynikaja z niezliczonej ilosci przyczyn wplywajacych na warunki
doswiadczenia (zmienna przypadkowa). Blad ten jako jedyny analizowa¢ mozna za pomocg metod
statystycznych. Jest czynnikiem decydujacym o precyzji pomiardéw czyli odtwarzalnosci wyniku w
trakcie wielokrotnie powtarzanych doswiadczen. Schematycznie precyzje i dokladno$¢ pomiarow
porownano na Rys. 1.1.

Nieprecyzyjnie i niedokladnie  Precyzyjnie ale niedokladnie

Nieprecyzyjnie ale dokladnie Precyzyjnie i dokladnie

Rys. 1.1. Schematyczne porownanie pojecia precyzji i doktadno$ci pomiarow.

Czasami wyroznia si¢ takze blad gruby (nazywany omytka), ktory zwigzany jest z nieuwaga
eksperymentatora (np. zly odczyt, uszkodzenie aparatury). W zwigzku z tym w pomiarach pojawi¢ si¢
moze wynik znacznie odbiegajacy od pozostalych. W analizie danych obowiazuje ogdlna reguta,
mowigca o tym, ze wynikow watpliwych nie mozna odrzuci¢ bez matematycznego uzasadnienia.
Podstawa do odrzucenia wyniku watpliwego moze by¢ rezultat odpowiedniego testu np. Dixona (test
Q), 3d (3 sigma), Grubbsa itp. Kazdy z nich ma swoje wady i zalety.

Typowym testem stosowanym w celu sprawdzenia, czy wynik watpliwy nie jest obarczony bledem
grubym jest test Dixona (test Q). W tescie tym oblicza si¢ stosunek Q ze wzoru:

‘Xwa,tpliwy - Xnajbliz’szy (1 1)

Q=

Ximax ~ Xmin



czyli réznice pomigdzy wynikiem watpliwym a najbardziej zblizonym podzielong przez rozstep
(Xmax— Xmin). Wynik watpliwy jest odrzucany jesli obliczona warto$¢ Q jest wigcksza od podanej
w tabeli (Tab.1.1.) warto$ci krytycznej (Qxr.), zaleznej od liczby pomiaréw n.

Tab. 1.1. Warto$ci wspotczynnikow Qy, dla testu Dixona

n 3 4 5 6 7 8 9 10 o0
Qur 0.94 0.76 0.64 0.56 0.51 0.47 0.44 041 0.00

Stosowanie testu Dixona jest ograniczone do odrzucania tylko jednego wyniku obarczonego btedem
grubym z danej serii pomiarowe;j.

W teScie 3d oblicza si¢ $rednig arytmetyczng odchylen punktow od $redniej, bez
uwzgledniania punktu watpliwego:

d=1 (1.2)

Jezeli wynik watpliwy nie miesci si¢ w wyznaczonym przedziale(+3d), to nalezy go zgodnie z ta
metoda odrzucié.

1.1. Miejsca znaczgce w liczbach

Sposob zapisu danej wielkosci liczbowej jest $ciSle zwiazany z precyzja z jaka ta wartos¢
zostata wyznaczona. Prawidlowy zapis rezultatow pomiaré6w wynikajgcy z rachunku bledow wymaga
z reguly aby wynik i jego niepewno$¢ zostaty w odpowiedni sposob zaokraglone. Powod dla ktorego
trzeba zaokragla¢ niepewnos$ci 1 wyniki koncowe mozna przedstawi¢ na przyktadzie. Ponizej zapisana
zostata wartos¢ $rednia i jej niepewnos¢ uzyskana po wykonaniu kilkuset pomiaréw grubosci powtoki
poliestrowej za pomocg mikrometru:

120.342525794323 £ 9.722742949332 um

Zapisanie wyniku i niepewnosci w takiej postaci sugeruje, ze precyzja wykonania pomiarow jest
wigksza od rozmiaru atomu (czwarte miejsce po przecinku), rozmiaru jadra atomowego (6sme miejsce
po przecinku) a porownywalna z rozmiarem kwarka (ostatnie, 12—te miejsce po przecinku). Zapisana
w taki sposob warto$¢ i jej niepewnos¢ znacznie odbiega od dopuszczalnej precyzji z jaka dokonany
byt pomiar. Zgodnie z rachunkiem btedow wynik ten powinien zosta¢ zapisany w postaci:

120.3 + 9.8 um

Przedstawiony przyktad wskazuje, ze wyniki pomiaru zapisa¢ nalezy tacznie z niepewnos$cia oraz
jednostka. Warto$¢ niepewnosci zapisuje si¢ z doktadnosciag do maksymalnie dwoch cyfr znaczacych.
Jezeli warto$¢ niepewnosci (po zaokragleniu) nie wzrosnie wigcej niz o 10% mozna zostawi¢ tylko
jedng cyfre (np. 0.88 zaokraglamy do 0.9). Nalezy rowniez pamigta¢ o tym, Ze niepewnosci
zaokraglamy zawsze w gorg. Liczbe cyfr znaczacych wyniku dobiera si¢ w taki sposob aby ostatnia
cyfra wyniku i niepewnosci znajdowaty si¢ na tym samym miejscu dziesigtnym (np. 32.3 + 0.7).
Zgodnie z przyjetymi zasadami, cyframi znaczacymi sg cyfry od 1 do 9 oraz zero,
w przypadku gdy:
a) zero znajduje si¢ migdzy dwiema cyframi, ktore nie sa zerami, lub
b) w dowolnym miejscu po cyfrze nie bedgcej zerem jesli liczba zapisana jest w postaci liczby
niecatkowitej.
Dla przyktadu liczby:

6.321 4.345-10° 0.001307 1.000-10*



sktadajg si¢ z czterech cyfr znaczacych. Réznice pomiedzy pojeciami liczba cyfr znaczacych i liczba
miejsc po przecinku przedstawiono na wybranych przyktadach w Tab. 1.2.

Tab. 1.2. Przyktady wynikow pomiarow o réznej liczbie cyfr znaczacych
i liczbie miejsc po przecinku.

. . Liczba cyfr Liczba miejsc
Wynik pomiaru .
znaczacych po przecinku
42.8 3 1
0.345830 6 6
0.543 3 3
0.0038 2 4
0.00028040 5 8

Prawidlowo zapisany wynik koncowy pomiaru wymaga z reguly zaokraglenia. Zgodnie
z 0golnymi regutami, warto$ci pomiaréw zaokraglamy:
a) w gorg, jesli ostatnia cyfra jest >6,
b) w dot, gdy jest ona <4, lub
C) jezeli jest rowna 5: w gorg, jezeli sposrod pozostatych odrzuconych cyfr przynajmniej
jedna jest r6zna od zera, lub do najblizszej cyfry parzyste;j.
Przyktady zastosowania poszczegolnych regut przedstawiono ponizej:

A=0.7756 g zaokraglamy do A= 0.776 g zgodnie z regula a)
A=0.7753 g zaokraglamy do A=0.775 g zgodnie z regulg b)
A=0.77551 g zaokraglamy do A= 0.776 g zgodnie z regula c)
A=0.7755 g zaokraglamy do A= 0.776 g zgodnie z regulg C)
A= 0.7765 g zaokraglamy do A= 0.776 g zgodnie z regulg C)

Sposob zaokraglania warto$ci pomiarowych przedstawiono w postaci schematu na Rys. 1.2.

Ostatnia z
pozostawionych cyfr

<5
Pierwsza
z odrzucanych cyfr jest
mniejsza od 5

TAK

nie ulega zmianie

>5
Pierwsza
z odrzucanych cyfr jest
wieksza od 5

Do ostatniej z

TAK pozostawionych cyfr

dodaje sie 1

TAK

odrzuconych cyfr
przynajmniej jedna jes
dzna od zerg

Pozostawiong cyfre

zaokragla sie do
najblizszej cyfry parzystej
(zaokragla sie w gore, gdy

NIE

4

jest nieparzysta lub
pozostawia bez zmiany
gdy jest liczbg parzysta)

Rys. 1.2. Schemat postgpowania przy zaokraglaniu wartosci pomiaru.



1.2. Statystyczna ocena bledu przypadkowego

Wystepowanie btedow przypadkowych w trakcie wielokrotnie powtarzanych pomiaréw

powoduje, ze uzyskane wyniki (Xj) wykazuja rozktad (rozrzut). W zwigzku z tym pewne wartosci X;
wystepuja czgsciej niz inne i mogg by¢ ulokowane w $rodku przedzialu pozostalych wartosci x.
Poniewaz o wynikach pomiaru w znacznym stopniu decyduje duza ilo$¢ czynnikéw losowych
(nieidentyfikowanych), do oceny ich niepewnos$ci wykorzystuje si¢ metody rachunku
prawdopodobienstwa i statystyki matematyczne;j.
Analize struktury wynikow mozna przeprowadzi¢ poprzez podzielenie zakresu w ktorym znajduja si¢
wszystkie wyniki na okreslong liczbe przedziatldw i przypisanie wartosci do poszczegdlnych klas.
Uzyskany w ten sposob rozktad czestosci dla odpowiednich klas przedstawi¢ mozna na wykresie
zwanym histogramem (Rys. 1.3). Wykres taki sktada si¢ z szeregu prostokatow umieszczonych na osi
wspotrzednych, ktorych podstawg sa przedziaty o dlugosci h (Ax) a wysokos$¢ okreslona jest przez
czestose (lub licznos$¢) wynikow nalezacych do okreslonego przedziatu klasowego.

czestos¢
O B N W d» O O N 0 ©
1 1

wartos¢ x

Rys. 1.3. Histogram czesto$ci wystgpienia X; w poszczegdlnym przedziale klasowym.

Gdyby mozliwe bylo powtarzanie pomiaru nieskonczong liczbe razy, wowczas uzyskany rozklad
mozna by bylo przedstawi¢ w postaci krzywej rozktadu normalnego (Rys. 1.4) dla populacji
generalnej. W statystyce, zbior wszystkich mozliwych doswiadczen danego typu nazywany jest
populacja generalna.

0.45 7
0.4 A
0.35 A
0.3 A
0.25 A
0.2
0.15 ~
0.1 A
0.05 ~

funkcja gestosci P(x)

0 2 4 4 6 8 10

Fig. 1.4. Krzywa rozktadu normalnego (Gaussa).



Rozktad normalny (Gaussa) jest rozktadem ciagtym o wartosci $redniej x (X) i wariancji o, ktory jest
okreslony dla wszystkich rzeczywistych X przez funkcje gestosci prawdopodobienstwa w postaci:

1 _(X_Y)z
P(X)=——e 27 (1.3)
270

Populacja generalna moze by¢ charakteryzowana za pomocg takich wielkosci jak:
- srednia ogo6lna, zdefiniowana nastgpujaco:

,u:lilexi (1.4)

n—o N i

- wariancja ogolna, zdefiniowana jako $rednia arytmetyczna kwadratow odchylen wartosci X;
od $redniej ogdlnej (L):
.1
o =lim=>"(x — u)? (1.5)
n—oo n

- 0og6lne odchylenie standardowe, ktore jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji:

P (1.6)

Odchylenie standardowe o jest najwazniejsza miarg charakteryzujaca rozproszenie (miara zasi¢gu
populacji) i okresla przecietne odchylenie badanej cechy (wartosci ;) od wartosci sredniej (). Istotng
wlasciwoscig cechg odchylenia standardowego jest to, ze dla rozktadu normalnego (Rys. 1.5)
prawdopodobienstwa, ze wynik jest odlegly od wartosci $redniej o najwyzej o, 20 1 30 wynosza
odpowiednio:

(o 68.26%
Lu+20 95.46%
Lu+3c 99.73%

0.45 -
0.4 4
0.35 A
0.3 4
0.25 A
0.2 A
0.15 -
0.1 A
0.05 +

gestos¢ prawdopodobienstwa P(x)

30 20 0 4 o 20 30 X

Rys. 1.5. Wykres gestosci prawdopodobienstwa (P(x)) dla rozktadu normalnego.

Przedzial = 30 0znacza, ze 99.73 % wynikoéw bedzie oddalonych od wartosci §redniej nie wigcej niz
0 3 odchylenia standardowe. Ta wlasciwos¢ odchylenia standardowego znalazta zastosowanie
w testach statystycznych (3d, regula ,,3 sigma”).



Funkcja gestosci prawdopodobienstwa (Rys. 1.5) dla rozkltadu normalnego jest symetryczna

wzgledem wartosci $redniej (u), natomiast warto§¢ odchylenia standardowego wptywa jedynie na
ksztalt rozktadu (Rys. 1.6).

0.45 - ——c=2

gestos¢ prawdopodobienstwa P(x)

0 2 4 6 8 10
X

Rys. 1.6. Wplyw wartosci odchylenia standardowego na ksztatt rozktadu normalnego.

Przedstawione na wykresie funkcje gestoSci wskazuja, ze wraz ze wzrostem odchylenia
standardowego zwigksza si¢ rozproszenie wynikow wzgledem S$redniej (krzywa rozktadu ulega
splaszczeniu).

W rzeczywistych pomiarach nigdy nie dysponujemy nieskonczong liczbg wynikéw (populacja
generalng) a jedynie losowo wybrang probg. W zwiazku z tym na podstawie wynikow
eksperymentalnych mozna otrzymac jedynie przyblizony opis rozktadu catej populacji. Do opisu
struktury wynikow stosowane sa liczby nazywane parametrami (lub wielko$ciami) statystycznymi.
Parametry te podzieli¢ mozna na 4 grupy:

a) miary potozenia, ktére charakteryzuja $redni lub typowy poziom wartosci wynikow, np.:
srednia, mediana, moda (dominanta) i inne,

b) miary rozproszenia (zmiennoS$ci) - charakteryzuja stopien rozproszenia wynikéw wzgledem
wartosci $redniej (np. rozstgp, wariancja, odchylenie standardowe, wspdtczynnik zmiennosci
itp.)

C) miary asymetrii charakteryzuja rodzaj i stopien odstgpstwa od symetrii rozkladu badanej
cechy (np. skosnosc)

d) miary skupienia b¢dace miarg koncentracji poszczegolnych obserwacji wokot Sredniej (np.
kurtoza).

We wszystkich realnych doswiadczeniach skoficzona liczba pomiaréw (probek, itp.) uniemozliwia
wyznaczenie wartosci 4 | o, a jedynie oszacowanie ich z wykorzystaniem odpowiednich wzorow
(estymatorow). Srednia z proby zdefiniowana jako suma wszystkich wartosci x dzielona przez
liczebno$¢ proby (n), stanowi oszacowanie wartosci $redniej dla populacji:

yzi=12xi (1-7)
n-=s
Wariancje (%) i odchylenie standardowe dla proby (S) wyliczy¢ mozna ze wzorow:

o7 x5 =n%2(xi _x) (1.8)



ors = st = \/ni—lz(xi _X)? (1.9)

w ktérych n—1 oznacza liczbe stopni swobody, czyli liczbg obserwacji (warto$ci X) pozostajacych
w nadmiarze w stosunku do liczby koniecznej dla wyznaczenia parametréw réwnania.

Odchylenie standardowe zdefiniowane rownaniem (1.9) charakteryzuje $redni btad
kwadratowy (odchylenie standardowe) pojedynczego pomiaru. W przypadku analizy danych
doswiadczalnych, wigksze znaczenie posiada niepewno$¢ wyniku koncowego, czyli wartosci sredniej:

(1.10)

Zgodnie z migdzynarodowa norma, dotyczaca analizy niepewno$ci pomiarowych (szerzej opisang
w kolejnym rozdziale), wielko$¢ zdefiniowana rownaniem (1.10) nazywana jest niepewnos$cig
standardowa Jednakze w literaturze funkcjonuje nadal dotychczasowa nazwa: odchylenie standardowe
wartosci $redniej. Stosowane jest takze, wywodzace si¢ ze statystyki, pojecie przedziatu ufnosci dla
sredniej, charakteryzujace mato liczne zbiory danych (n<30). Przedziat ufnosci dla Sredniej
arytmetycznej  proby  jest  przedzialem  symetrycznym ~w  stosunku  do  $redniej,
a warto$¢ spodziewana znajduje si¢ w nim z zalozonym prawdopodobiefstwem rownym 1 — o

P(X—t <y <R+t S—ijl—a (1.12)

n-l,a \/ﬁ

— parametr t z rozktadu Studenta (Tab. 1.3.),
bedacy miarg odstgpstw rozktadu niewielkiej grupy wynikow od rozktadu normalnego.

W wyrazeniu tym « oznacza poziom istotnosci a t

Tab. 1.3. Wyciag z tablicy rozktadu t—Studenta (pseudonim matematyka W. Gosseta (1876 — 1937))

Liczba stopni Poziom ufnosci
swobody 90% 95% 99%
1 6.31 12.7 63.7
2 2.92 4.30 9.92
3 2.35 3.18 5.84
5 2.02 2.57 4.03
7 1.90 2.36 3.50
9 1.83 2.26 3.25

Zgodnie z réwnaniem (1.11), srednig z proby zapisa¢ mozna wraz z przedziat ufnosci nastepujaco:

[ =Xt (1.12)

n-1,a %

Wartos¢ spodziewana = $rednia arytmetyczna proby + polowa szerokosci przedziatu ufnosci

Obowigzujaca roéwniez w Polsce norma migdzynarodowa, obliguje do poshugiwania si¢ niepewnos$cia
rozszerzong (U), ktora okresla (podobnie jak przedzial ufnosci dla $redniej) przedziat wokot
uzyskanego wyniku analizy, w ktérym mozna oczekiwaé (zgodnie z przyjetym poziomem istotnosci
(prawdopodobienstwa)) wystapienia warto$ci oczekiwanej. Niepewnos$¢ rozszerzona stosowana jest
w przypadku gdy powtarzalnos¢ pomiardw jest dominujacym parametrem wplywajacym na
szacowanie niepewnosci. Obliczy¢ ja mozna ze wzoru:
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an

w ktorym k 0znacza wspotczynnik rozszerzenia (2 <k < 3).
Analiza niepewnosci pomiaru szerzej zostanie omowiona w kolejnym rozdziale.

U=k

=k-u(x) (1.13)

PRZYKLAD
Wykonano 10 pomiaréw pH roztworu wodnego uzyskujac nastepujace wyniki:

6.254 6.312 6.277 6.261 6.291 6.330 6.289 6.288 6.326 6.293
Obliczy¢ niepewno$¢ standardowg oraz niepewnos$¢ rozszerzong wartosci Srednie;j.
ROZWIAZANIE

Zadanie to rozwigza¢ mozna stosujgc odpowiednie wzory na odchylenie standardowe (1.9) oraz
niepewnos$¢ standardowa (1.10) lub postugujac si¢ funkcjami standardowymi arkusza kalkulacyjnego,
np.:
=SREDNIA(zakres liczb)
=WARIANCJA(zakres liczb) (starsze wersje Excela)
=WARIANCJA .PROBY (zakres liczb) (nowsze wersje Excela)
=ODCH.STANDARDOWE(zakres liczb) ) (starsze wersje Excela)
=ODCH.STANDARDOWE.PROBY (zakres liczb) (nowsze wersje Excela)

W znacznie prostszy sposob wyniki uzyskuje si¢ uzywajagc dodatku Analiza danych (Analysis tool
pack). Po wybraniu z menu: Dane — Analiza danych — Statystyka opisowa (lub w starszych wersjach
Excela: Narzedzia — Analiza danych — Statystyka opisowa) oraz zaznaczeniu Zakresu wejsciowego,
Poziomu ufnosci dla sredniej (95 %) 1 Statystyk podsumowujgcych:

A B G D E F G H
1
2 ‘pH Statystyka opisowa EH
3 ESE T  Werde
4 : 5.312 E Zakres wejsciowy: HE$3: 4612 !
1] .
% E gg;? E Grupowanie wg: * Kolurnn M
7 + 5'291 ! " Wierszy Pamac
a : 5.330 : I Tytuty w pierwszym wierszu
] - ]
3 \ 6298 | L
10 | G28g | [Obcevvia
11 VB35 | O Zakres wyjdciowy: g3
13
12 E _B293 1| % Nowy arkusz:
:]]3 " Mowy skoroszyt
15 Iv Statystyki podsumowiuigce
:]1? Iv Poziorn uFnosci dla Sredniej: 95 %
18 I K-ta najwicksza: 1
;g I K-ta najmniejsza: 1
21

uzyskuje si¢ nastgpujace podsumowanie analizy:
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A B
1 Kolumnal
2
3 |Srednia 6.293
4 |Btad standardowy 0.0079401
5 Mediana 6.292
| 6 [Tryb #N/D!
7/ |Odchylenie standardowe = 0.0251087
8 |Wariancja probki 0.0006304
9 |Kurtoza 0.704528
10 |Skosnosc 0.024058
11 [ Zakres 0.076
12 | Minimum 6.254
13 | Maksimum 6.33
14 |Suma 62.93
15 |Licznik 10
16 Poziom ufnosci{95.0%) 0.0179617
17T

W tabeli tej zebrane sa najwazniejsze parametry statystyczne. Wielko$¢ nazwana w Excelu Blgd
standardowy jest odchyleniem standardowym warto$ci $redniej, czyli niepewno$cig standardows,
zdefiniowana wzorem (1.10). Poziom ufnosci (95.0%) to potowa szerokosci przedzialu ufnosci
(réwnanie (1.12)). W celu samodzielnego wyznaczenia warto$ci wspotczynnika rozktadu t-Studenta
wystepujacego w rownaniu (12) postuzy¢ si¢ mozna funkcjami:

=ROZKLAD.T.ODW(¢«, n—1) (starsze wersje Excela)

=ROZKLAD.T.ODW.DS(«, n—1) (nowsze wersje Excela)

maja takg samg ilo$¢ miejsc dziesigtnych, wynik koncowy zapisa¢ mozna nast¢pujaco:
pH = 6.293, u(pH) = 0.008 zgodnie z niepewnos$cig standardows,
pH = (6.293+0.016) dlak =2 zgodnie z niepewno$cig rozszerzong, lub
pH = 6.293+0.018 zgodnie z przedziatem ufnosci dla sredniej (niezalecane).

Srednia oraz odchylenie standardowe obliczy¢ mozna za pomoca alternatywnej metody
rekurencyjnej. W metodzie tej jako pierwsza probng warto$¢ sredniej przyjmuje si¢ pierwsza wartos¢
X1

my =Xy (1.14)
W takim przypadku poczatkowa suma kwadratow odchylen wynosi zero:

0. =0 (1.15)
W dalszych obliczeniach korzysta si¢ ze wzorow rekurencyjnych na warto§¢ $rednig (m) i sumg

kwadratow odchylen (q) w postaci:

- (k‘1)m++xk (1.16)
(k _1)(Xk - mk—l)z
k

O = Q4 t (1-17)

Koncowa warto$¢ m jest srednig oznaczong jako m,, natomiast odchylenie standardowe s obliczy¢
mozna ze WZoru:
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s= |G (1.18)

We wzorze tym g, oznacza koficowa warto$¢ Q.
1.3. Niepewno$¢ pomiaru

W roku 1995 grupa instytucji miedzynarodowych (ISO, BIMP, IEC, IFCC, UIPAC, UIPAP,
OMIL, NIST) dokonala uzgodnienia migdzynarodowych norm dotyczacych niepewnosci
pomiarowych. Norma ta w roku 1999 zostata takze ustawowo przyjeta w Polsce. Wymagania prawne
dotyczace analizy wynikow pomiardw obliguja do przestrzegania zalecen tej normy.

Wedlug nowej normy wymagane jest podejicie statystyczne do rachunku niepewnosci.
Zgodnie z przyjetymi zasadami blgd pomiaru jest miarg ré6znicy dwoch konkretnych wartosci:

BLAD POMIARU = warto$¢ zmierzona — warto$¢ rzeczywista

Dla pojedynczych pomiaréw stosowane sg nastgpujace wzory na btad bezwzgledny:

e=|x—x| (1.19)
oraz btad wzgledny:
S=& = [x=x] (1.20)
X X

r r

w ktorych X oznacza warto$¢ zmierzong, podczas gdy X, jest wartoscig rzeczywista.

NIEPEWNOSC POMIARU (uncertainty) jest natomiast zwigzanym z rezultatem pomiaru
parametrem, ktory charakteryzuje rozrzut wynikow i moze by¢ w uzasadniony sposéb przypisany
warto$ci mierzone;j.

Zgodnie z zaleceniami normy, jako niepewno$¢ pomiaru przyjmuje si¢ wielko$¢ nazywang
NIEPEWNOSCIA STANDARDOWA (standard uncertainty), a wyliczang jako pierwiastek
kwadratowy z estymatora wariancji. Za symbol niepewnos$ci standardowej przyjeto u lub u(x).
Istotnym elementem w normie jest takze rozrdznienie dwoch sposobow oceny niepewnosci, ktore
klasyfikuje si¢ na dwie kategorie w zalezno$ci od metody ich obliczania (typu A i typu B).
Niepewnosci typu A, charakteryzuja bledy przypadkowe a ich analiza opiera si¢ na obliczeniach
statystycznych. Niepewnos$ci typu B dotycza bledow systematycznych —analizowanych
z wykorzystaniem innych metod niz obliczenia statystyczne.

TYPU A TYPUB
Analiza oparta na obliczeniach Wykorzystuje inne metody niz statystyczne:
statystycznych - doswiadczenie eksperymentatora,

- poréwnanie z wczesniej wykonywanymi
podobnymi pomiarami,
- certyfikat producenta wykorzystywanych
w pomiarach przyrzadow (klasa przyrzadu),
- analiza materiatlu wzorcowego (odniesienia).

Inne wazne elementy w nowej normie to miedzy innymi: rozroznienie pomiaréw skorelowanych
i nieskorelowanych w pomiarach posrednich (ztozonych), wprowadzenie pojecia ,,niepewno$ci
rozszerzonej” oraz okreslenie sposobu zapisu wynikéw pomiarowych i ich niepewnosci.
Zgodnie z normg, analizowane wielko$ci mierzone podzieli¢ mozna na dwie grupy:
a) wielko$ci mierzone w pomiarach bezposrednich (pomiar jednej wielko$ci, np.: masy,
temperatury, itp.),
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b) wielko$ci mierzone w pomiarach posrednich (pomiar kilku wielko$ci X;, Xz, ... i obliczenie
wielko$ci posredniej zgodnie ze wzorem funkcyjnym y = f(X;, Xz, ...), np. pomiar gestosci
zgodnie ze wzorem d = m/V).

Przyjeta norma okre$la rowniez zalecany zapis niepewno$ci W postaci:
niepewnos$¢ standardowa m=0.82¢g,u(m)=0.14¢g
niepewnos$¢ rozszerzona m=0.82¢g,U(m)=0.28¢
m=(0.82+0.28)gdlak=2
W przedstawionym zapisie przyjeto zasadg zapisywania niepewnosci z doktadnosciag do dwu cyfr
Znaczacych.

1.3.1. Niepewnos¢ typu B

Ocene niepewno$ci metoda typu B stosuje si¢ wowczas, gdy mamy do czynienia z jednym
wynikiem pomiaru lub gdy w serii wynikow nie wystepuje rozrzut. Niepewnos¢ standardowa moze
by¢ obliczana z odpowiednich wzoréw, np. do wyznaczenia niepewnosci wynikajacej z doktadnosci
przyrzadu (niepewno$ci wzorcowania) poshuzy¢ si¢ mozna wzorem:

AyX

Na]

w ktorym A X jest niepewno$cig wzorcowania rowng wartosci dzialki elementarnej stosowanego

miernika.
Gdy na podstawie ogdlnej wiedzy mozna przyja¢, ze zmienna charakteryzuje si¢ rozktadem
trojkatnym, niepewnos¢ standardowa oblicza si¢ ze wzoru:

u(x) = (1.21)

u(x) = 2% (1.22)

NG

Drugim czynnikiem wplywajacym na niepewno$¢ pomiaru jest niepewnos¢ eksperymentatora
spowodowana przyczynami od niego niezaleznymi. W wickszosci przypadkéw niepewnos$¢ te
obliczy¢ mozna z wyrazenia:

A X

NG

Dla niepewnosci danych literaturowych lub wartosci obliczanych za pomoca kalkulatora (brak
warto$ci odchylenia standardowego), stosuje si¢ rownanie

u(x) = (1.23)

u(x) _AX (1.24)

3

Catkowitg niepewnos¢ standardowg (typu B) dla pomiaru jednokrotnego obliczy¢ mozna ze wzoru:

u(x) =\/(A‘f3’x)2 + (A’ + (Ax)° (1.25)

3 3
PRZYKLAD

Obliczy¢ niepewnos¢ standardowa objgtosci odmierzonej za pomocg kolby miarowej o pojemnosci
250+0.4 ml oraz obliczy¢ niepewnos¢ standardowa odwazenia masy na wadze analitycznej =0.0001 g.
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ROZWIAZANIE
Stosujac wzor (1.21) na niepewnos$¢ wzorcowania, uzyskujemy:

vy =22 _ 04 931 mi =024 mi

5B

co zgodnie z regutami zapisa¢ mozna jako:

o
~

V = 250.00 ml, u(V) = 0.24 ml

oraz

A;m _ 0.0001

3B

1.3.1.1. Powielanie niepewnosci

u(m) = =0.000058 g

Jesli wielko$¢ mierzona y jest funkcjg kilku wielkosci wejsciowych (niezaleznych) y = f (xy,
Xo, ..., Xn) to warto$¢ zlozonej niepewnosci standardowej, zgodnie z prawem przenoszenia
niepewnosci, obliczy¢ mozna ze wzoru:

2 2 2
uc(y)z\/ul2 {g—iﬂ +ul (s_ny +o+ U [S—XyJ (1.26)
2 n

W roéwnaniu (1.26) symbol (?} oznacza pochodng czastkowa funkcji y wzglgdem danej zmiennej
X

(X). Ocena niepewnos$ci wymaga zatem znajomo$ci podstawowej wiedzy dotyczacej pochodnych
funkcji. W celu przyblizenia tego zagadnienia, ponizej przedstawiono podstawowe informacje i wzory
dotyczace obliczania pochodnych. W tabeli 1.4 zestawiono wybrane przyktady funkcji elementarnych
i ich pochodnych:

Tab. 1.4. Przyktady funkcji elementarnych i ich pochodnych:

Funkcja f(x) | Pochodna f”(x) Uwagi
c 0 funkcja stata
n nl neN
X nx <R
a* a’lna aeR _El}
xeR
e* e xeR
In x 1/x xeR—{0}
sin x oS X
COS X —sin X

W celu obliczenia pochodnych funkcji bedacych kombinacjg funkcji elementarnych, wykorzystaé

mozna nastgpujace wzory:

lloczyn funkcji i state;j:

[c f()]=c./"(x)

15
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Suma funkgji:

[f)+a(x)]" =/ (x) + g '(x) (1.28)
lloczyn funkcji:
[f0) 901" =/"(x) g '(x) + f(x) g '(x) (1.29)
lloraz funkcji:
{ f(x)} _ 709909~ 1699’09 (130
9(x) (f (x))

W przypadku funkcji wielu zmiennych y = f(xy, Xz, ..., Xn), pochodna wzgledem jednej zmiennej przy
zatozeniu, ze pozostate zmienne sg state, nazywana jest pochodng czgstkowq.

PRZYKLAD

Obliczy¢ pochodne czgstkowe dla funkcji:

z=f(xy)=4x"+y
ROZWIAZANIE

Korzystajac ze wzordéw z Tab. 4 i definicji pochodnej czastkowej otrzymujemy:

az—8x Q:l

ox oraz oy

0z .
Symbol 8_ czyta si¢ ,,pochodna czastkowa z po x”.
X

PRZYKLAD (ZMODYFIKOWANY)
[L. Sobczyk, A. Kisza, K. Gatner, A. Koll, Eksperymentalna chemia fizyczna, PWN, Warszawa 1982,
str. 27]

Oznaczanie masy czasteczkowej substancji przeprowadzono metoda Mayera, uzyskujac nastepujace
wyniki:

-3
Masa substancji m = 0.1250 g = 0.125x10 kg

3 6 3
Objetos¢ wypartego powietrza V = 32.18 cm =32.18x10 m
Cisnienie atmosferyczne p = 748.2 mm Hg = 99750.0 Pa (po odjeciu pr. pary nas.)
Temperatura T = 298.2 K

Na podstawie czulo$ci aparatury wyznaczono btedy maksymalne ktére wynosza:
Am = 0.0005 g = 5.0x107 kg
AV =0.05 cm® = 5.0x10° m®
Ap =1.1 mm Hg = 146.6 Pa
AT=0.1K
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Na podstawie uzyskanych wynikow oblicz mase¢ czasteczkowg substancji oraz ztozong niepewnos¢
standardow3.

ROZWIAZANIE

Korzystajac ze wzoru (1.21) na niepewnos¢ typu B oraz pomijajac niepewnos¢ eksperymentatora oraz
niepewnos$¢ wartosSci statej gazowej (R), otrzymujemy:

u(m) = 0.000289 g
u(V) = 0.0288 cm?
u(p) = 0.635 mm Hg
u(T) =0.0577 K

Podstawiajac dane do wzoru na masg czasteczkows, uzyskujemy:

M = g =96.54g/mol

p

Aby obliczy¢ zlozong niepewnos¢ standardowg niezbedne jest wyznaczenie pochodnych czastkowych
wzgledem kazdej zmiennej wystgpujace] w powyzszym wzorze. Po wstawieniu odpowiednich
warto$ci otrzymujemy:

M = RT =772.35

oM M _ MRT _ .00 M _ mRT _ oM mR
om pV oV pV?

=2 a -001 —=——=0.32
op pVv or  pv

Teraz skorzysta¢ mozna ze wzoru na ztozong niepewnos$¢ standardowa w postaci:

MY (MY L (MY o (MY L,
u(M):\/(%j u (m)+[WJ u (V)J{Ej u (T)+(a—pj u“(p)=0.24g

Ostateczny wynik zapisa¢ mozna zatem jako:

M =96.54 g/mol, u(M) = 0.24 g/mol
1.3.2. Niepewnos¢ typu A
Ocena niepewnosci typu A dotyczy okreslania niepewnosci serii wynikow pomiaru za pomocg

analizy statystycznej. W przypadku wielkoSci prostej, uzyskanej z pomiarow bezposrednich,
niepewnos¢ standardowa wartosci $redniej obliczana jest jako odchylenie standardowe $redniej:

(1.31)

Jezeli powtarzalno$¢ pomiarow jest dominujagcym parametrem wpltywajacym na szacowanie
niepewnos$ci, wowczas niepewnosS¢ rozszerzong, okre$lajaca przedziat otaczajacy wynik pomiaru,
obliczy¢ mozna z rownania:

SX

an

U=k =k-u(x) (1.32)
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w ktorym s, oznacza odchylenie standardowe, n jest liczba pomiaréw, natomiast k—wspolczynnikiem
rozszerzenia. Bezwymiarowy wspotczynnik rozszerzenia przyjmuje najczgsciej wartosci z przedziatu
k = 2 (zalecane) do k=3, co odpowiada 95 lub 99% prawdopodobienstwu znalezienia wyniku w
danym zakresie.

W przypadku eksperymentalnych badan wielkoSci prostych (Xi, Xp, ..., Xn) wchodzacych
w sktad wielko$ci ztozonej (y = f (X1, X2, ..., X5)), analogicznie jak w analizie niepewnosci typu B,
wartos¢ zloZomnej niepewnosci standardowej, gdy zmienne X sa niezalezne, wyznaczy¢ mozna

Ze WZOru.
_ 2[ Oy ’ 2 OY ’ 2| Oy i
UC(Y)—\/(U(Xl)) [_GXJ +(u(xy)) (—axj +..+(U(x,)) [_GXJ (1.33)

Wyznaczy¢ stezenie substancji A (Ca) przygotowanej przez rozpuszczenie 1 g A w 1 dm?
wody. Doswiadczenie powtdrzono pigciokrotnie uzyskujgc odpowiednie niepewnosci standardowe:

u(m,)=0.001g, oraz u(V)=0.002 dm?

PRZYKLAD

ROZWIAZANIE

Pochodne czastkowe Cy wzgledem my i V wynosza:

a[A]zi_loraz dAl —ﬂz=—l
om, V N, V

Podstawiajgc obliczone wartosci do rownania (1.32) otrzymujemy:

U, (C,) = J(u(mA)) [ J +UMV))? [ j = J(0.001)2 (1) +(0.002)?(~1)? =0.002236 g/dm’

Wynik koncowy zapisa¢ mozna w postaci:

ca = 1.0000 g/dm?, u(ca) = 0.0023 g/dm® zgodnie z niepewnoscia standardowa, lub
ca = 1.0000 g/dm?, U(ca) = 0.0046 g/dm® zgodnie z niepewnoscia rozszerzona.

PRZYKLAD

Przeprowadzono badania wspoéfczynnika zatamania Swiatta (n) i gestosci (d) dla benzenu
(M =78.114 g/mol) w temperaturze 25 °C, majgce na celu wyznaczenie refrakcji molowej zgodnie
Ze wzorem:

n—1M
n+2d

Uzyskano nastepujgce wyniki $rednie:

d=0.8737 g/cm®
n=1.4979
dla ktérych wyliczono odpowiednie niepewnosci standardowe:

u(d) = 0.0002 g/cm?

u(n) = 0.0003
Obliczy¢ warto$¢ refrakeji molowej (R) oraz niepewno$¢ standardowg i rozszerzong tej wartosci.
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ROZWIAZANIE

Podstawienie uzyskanych wartosci do wzoru na refrakcje molowa prowadzi do R = 26.20225 cm®/mol.
W celu obliczenia niepewnos$ci standardowej niezbedne sg wartosci odpowiednich pochodnych

czastkowych R wzgledem d i n:

R __R_59908 oraz R_g___6n

Sk O _smel
od d on (N -1)(n*+2)

Zgodnie ze wzorem (1.33) otrzymujemy:

u(R)z\/(u(d))z(Z—sj +(u(n))2(g—|§j =\/(2-1O’4)2(29.98)2+(3-1O’4)2(44.61)2=0.014 cm®/ mol

Zatem zapisa¢ mozna:

R = 26.202 cm*/mol, u(R) = 0.014 cm*/mol
lub R =26.202 cm*mol, U(R) = 0.028 cm*/mol

Zgodnie z prawem przenoszenia niepewnosci, ze wzoru (1.33) wyprowadzi¢ mozna réwnania

umozliwiajgce obliczanie niepewno$ci powstajacych w  wyniku  podstawowych
arytmetycznych.

Dodawanie i odejmowanie — dla funkcji w postaci:

y =ag, +bg,
pochodne czastkowe wynosza:

& _ a oraz Y _ b

09, a9,

a niepewnos$¢ standardowg wyliczy¢ mozna ze wzoru:

u(y) =a*(u(g,))? +b*(u(g,))?

Mnozenie i dzielenie — dla funkcji w postaci:

y=ag,9,

obliczone pochodne sg nastepujace:

%y %y

——=ag, oraz —=a
o0, 9, o, 9

a wyrazanie na niepewnos$¢ standardowg przyjmuje forme:

19
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u(y) = /ag2(u(g,))’ +ag?(u(g,))’ (1.39)

lub:

u(y) _ J(u(gl»z RUCHS (1.40)

y 9! 9;
1.3.3. Niepewnos¢ standardowa zlozona
W przypadku réwnoczesnego wystgpowania niepewnosci typu A i B, na podstawie znanych

niepewnosci standardowych pomiardw bezposrednich, wyznacza si¢ niepewnosc standardowq ztozong
zgodnie z rbwnaniem:

() =0, 00 + Uy 0O = J gt x S B B

gdzie:

u(x) — niepewno$¢ catkowita,

ua(x) — niepewno$¢ obliczona z rozrzutu statystycznego serii wynikow pomiarow,
us(x) — niepewno$¢ obliczona inng drogg niz z rozrzutu wynikow.

2. Regresja liniowa - metoda najmniejszych kwadratow

W naukach do$wiadczalnych dopasowanie rownan matematycznych do wynikéw pomiarow
(w postaci liczb) jest postepowaniem rutynowym. Celem takiego postgpowania jest:
a) dokonanie uogodlnienia zbioru danych przy uzyciu odpowiedniej funkcji matematycznej
z kilkoma parametrami (wspotczynnikami), lub
b) przeprowadzenie dopasowania teoretycznego modelu (ktory wynika z posiadanej wiedzy)
w celu sprawdzenia okreslonej hipotezy.
Wyznaczone w ten sposob roéwnanie wykorzysta¢ mozna migdzy innymi do:
a) catkowania (obliczania powierzchni pod krzywa taczacg punkty doswiadczalne),
b) interpolacji, czyli przewidywania wartosci, ktére nie byly mierzone a mieszcza si¢
w zakresie zmiennych niezaleznych uzytych do wyznaczenia parametrow roéwnania,
C) rozniczkowania, i zwigzanego z tym obliczania nachylen stycznych do krzywej w celu
obliczenia chwilowych szybkosci reakcji, fizykochemicznych wielkos$ci czastkowych, itp.,
d) kalibracji aparatury (chromatografu, refraktometru, spektrofotometru, itp.).

Jedna z najstarszych metod stuzacych do dopasowywania krzywych do danych
eksperymentalnych jest metoda najmniejszych kwadratow. Polega ona na minimalizowaniu sumy
kwadratow odchylen pomigdzy obserwowang a obliczang z modelu warto$cig zmiennej zaleznej ().
W takim przypadku warto$cig minimalizowana jest kwadrat odchylen, zdefiniowany wzorem:

Q:Zn:(yi _)A/i)2 (2-1)

w ktorym n oznacza liczbe punktow (par X —Y) podlegajacych dopasowaniu do prostej, i —
obserwowane wartosci zmiennej Y, Y, — warto§¢ zmiennej zaleznej obliczonej na podstawie

dopasowanego rownania ( §; = f (x) ). ROwnanie (2.1) zapisa¢ mozna w postaci:
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Q=5 - F () @2)

Roéznice (Y, —V;) przedstawi¢ mozna na wykresie (Rys. 2.1.a) jako pionowy odcinek pomig¢dzy
obserwowang warto$cig a warto$cig obliczong z modelu (odchylenie i-tego punktu od linii regresji).
Suma kwadratow wszystkich odchylen wynosi Q (Rys. 2.1. b). Zgodnie z metoda najmniejszych

kwadratow, krzywa potozona jest wzgledem punktow do$wiadczalnych tak, ze wartos¢ Q jest
najmniejsza.

Rys. 2.1. Graficzna interpretacja metody najmniejszych kwadratow.
W przypadku funkcji liniowej o ogolnej postaci:
Vi =f(x)=2a,+ax (2.3)

wzor (2.1) zapisa¢ mozna w nastepujgcej formie:
Q:Z(yi _ao_aixi)2 (2-4)
i=1

Poniewaz dla regresji liniowej Q jest funkcjg dwoch wspotczynnikow regresji, mozna jg przedstawic
na wykresie (Rys. 2.2) jako powierzchni¢ o przekroju paraboli z minimum dla jednej tylko pary ap

| 0

A

ao .................... al
/

Rys. 2.2. Wykres zalezno$ci sumy kwadratow odchylen (Q), od warto$ci wspotczynnikow ag i ;.

Aby obliczy¢ wartosci ao | a; odpowiadajace Qnin, zastosowaé mozna standardowa procedure w ktorej
obliczone pochodne czastkowe Q wzgledem ag i a; przyrownuje si¢ do zera a nast¢pnie rozwigzuje si¢
uktad rownan wzgledem tych zmiennych. Postepowanie to prowadzi do nastgpujacych wynikow:
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aQ 2

—=2> (yi—a,—ax)(-1)=0 2.5

o= 220~ —ax)(-D) (25)
oraz po podzieleniu przez -2:

Q &,
a—é(yi a,—a,x)=0 (2.6)

Po wymnozeniu powyzszy wzor przyjmuje postac:
aQ n n
—==>y,-na,-a» x=0 (2.7)
oa, ‘I i1

W celu uzyskania rownania na a, stuzacego do obliczania wyrazu wolnego (punkt przecigcia z osig Y,
Rys. 2.3) réwnanie (2.7) mnozy si¢ przez N otrzymujac wzor:

n
ktory zapisa¢ mozna nastgpujaco:
a,=y—-aXx (2.9)
W réwnaniu tym Y i X sg $rednimi warto$ciami odpowiednio zmiennej zaleznej i niezaleznej.

A

y

>

0 X

Rys. 2.3. Graficzna interpretacja wspotczynnika ao (wyrazu wolnego)
jako punktu przecigcia z osig Y.

Prowadzac analogiczne obliczenia dla a;, otrzymujemy:

Q& oy
—aa1—2i§=1(yi a, —a,X)(-x)=0 (2.10)
oraz.
Q &, _
2o~ 20— -ax)x =0 (2.11)

A po wymnozeniu:
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Sy 2> % -2, > =0 (2.12)
i=1 i=1

i=1

Po wstawieniu rownania (2.9) do powyzszego wyrazenia otrzymujemy wzoOr:

) niZ::yixi —iZl:xi Zl:yi
niznl:xf—(ixj

(2.13)

8

umozliwiajagcy wyznaczenie wartosci a;, noszgcego nazwe wspolczynnika kierunkowego (nachylenia).
Graficzng interpretacj¢ przedstawiono na Rys. 2.4.

A

y

y :aO+alxi

Rys. 2.4. Graficzna interpretacja wspotczynnika a; (nachylenia)
oraz wspotczynnika a, (wyrazu wolnego).

Wzor (2.13) zapisa¢ mozna takze w nastepujacej, czesto spotykanej postaci:
Z(Xi - 7)(yi - )7)
a, =%

Z (Xi - X)2

i=1

(2.14)

Rownanie (2.13) ulega znacznemu uproszczeniu w przypadku analizy regresji w ktorej nie wystepuje
wyraz wolny (a, = 0 odpowiadajace roéwnaniu przechodzacemu przez $rodek uktadu wspotrzednych)
Ogo6lne wyrazenie przyjmuje zatem postac:

yi =f(x)=ax (2.15)

a wspotczynnik a; obliczy¢ mozna ze wzoru:

n

Z YiX;

a =12 (2.16)

X

i=1

=}

Interpretacj¢ tego wspolczynnika przedstawiono na Rys. 2.5.
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0 —>»

0 X

Rys. 2.5. Graficzna interpretacja wspotczynnika a; (nachylenia) dla regresji liniowej
bez wspotczynnika ag (Wyrazu wolnego).

PRZYKLAD:

Dla nastepujacych danych:

y
2

2.8
4
4.9
6

OB WN (X

wyznacz rownanie liniowe metodg najmniejszych kwadratow.
ROZWIAZANIE

Do wyznaczenia wspotczynnikow ag i @; ze wzorow (2.9) i (2.13) niezbedne jest dokonanie prostych
obliczen odpowiednich $rednich i sum, ktore obliczy¢ mozna w arkuszu kalkulacyjnym lub za pomoca
kalkulatora:

X y Xy X

1 2 2 1

2 2.8 5.6 4

3 4 12 9

4 4.9 19.6 16

5 6 30 25
Suma 15 19.7 692 | 55 |
Srednia 3 3.94

Podstawiajac obliczone warto$ci do rownania (2.9) oraz (2.13) otrzymujemy:

N2 Y= 2% LY _5:692-15197
5.55-15° '

a1 - n n 2
Ny X —(in]
i=1 i=1
oraz:
a,=y—aX=394-1.01.-3=091
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W arkuszu kalkulacyjnym Excel wspotczynniki w modelu liniowym wyznaczy¢ mozna z funkcji:
=NACHYLENIE(znane_y;znane_x) (wspotcezynnik a;) oraz
=0ODCIETA((znane y;znane x)  (wspotczynnik a).

2.1.Wazona regresja liniowa

W wyprowadzonych do tej pory rownaniach dotyczacych regresji z gory przyjeto, ze
wszystkie wartosci Y; obarczone sg identycznym btgedem. Dla rzeczywistych danych doswiadczalnych
zatozenie to zwykle nie jest prawdziwe poniewaz wartosci y; obarczone sg r6znym btedem. Poprawna
analiza wymaga zastosowania wazonej metody najmniejszych kwadratow i uzycia w trakcie obliczen
odpowiednich wag statystycznych.

Zgodnie z tg metoda ogdlne rownanie na (Q) zapisa¢ mozna w postaci:

Q=Y (y, - f(x)’ @.17)

Analizujac najprostszy przypadek wazonej regresji liniowej, powyzsze rownanie przedstawi¢ mozna
nastepujaco:

Q:Zn:V\Ii(yi —& _alxi)2
i (2.18)

w ktorym wazacy wspotezynnik w; (waga statystyczna) odpowiada i-temu punktowi. Jezeli dany punkt
(Xi, ¥i) wyznaczono z wicksza doktadnoscia, to dopasowana krzywa powinna przechodzi¢ blizej tego
punktu i tym samym wigksza powinna by¢ wartos¢ w;. W przypadku, gdy w; = 1 dla wszystkich
wartosci I, rownanie (2.18) redukuje si¢ do rownania (2.4), a wspotczynniki wazace noszg nazwe wag
absolutnych. Dla réznych danych doswiadczalnych liczbowe warto$ci wag (W) moga by¢ wyznaczane
W 16Zny sposob tj. jako odwrotno$¢ zmiennej zalezne;j:

i (2.20)

S (2.21)
Wspotczynniki @, | @; wazonej regres;ji liniowej obliczy¢ mozna wedtug nastgpujacych rownan:
8, =Y, —&X, (222)

W, 2 WX Y, _Zn:WiXi Zn:Wi Yi
] i1 i1

i=1 i

(2.23)

gdzie wartosci y,, 1 X,, zdefiniowane sa rOwnaniami:
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D owy,
i=1

Yo =5 (2.24)
W.
iWiXi

X, =45 (2.25)

Wi
i=1

Ocene jakosci dopasowania funkcji liniowej do danych doswiadczalnych uzyska¢ mozna
obliczajac $rednie (standardowe) odchylenie od linii regresji (resztowe odchylenie standardowe):

s, = |- (2.26)

ktore jest miarg doktadnosci przewidywania na podstawie wyznaczonego réwnania regresji i okresla
odchylenie standardowe wszystkich punktow wokot regresji. W rownaniu tym Q zdefiniowane jest
wzorem (2.18) natomiast n — 2 odpowiada liczbie stopni swobody.

Standardowe odchylenia dla poszczegdlnych wspotczynnikow regresji obliczy¢é mozna
7€ WZOrOw:

S

Sa = 4| D WX} (2.27)
M=
S

S, = My W, (2.28)

w ktorych:

M =W Y W —{Zn‘,wixiJ (2.29)

i=1 i

W obliczeniach praktycznych, ze wzgledu na to, ze s’ jest funkcja liczby pomiaréw n, wagi
redefiniuje si¢ nastepujaco:

s
W=— (2.30)

Ys?in
i=1
Poszczegodlne wzory (2.22) — (2.25) przyjmujg zatem postac:

=Y, — biw (231)

26



n
ZW{Xi Yi =X, Y
i1

a, =12 (2.32)
D wix? —nx;
i=1
oraz:
X, = > WX /n (2.33)
i=1
Vo= Wy, /n (2.34)
i=1
PRZYKLAD

Dla 6 roztworéw wzorcowych o stezeniu (C, mol/dm® dokonano pomiaréw absorbancji (A) oraz
wyznaczono odpowiednie odchylenia standardowe (s;):

C A Si
1.0E-06 | 0.02 0.009
1.0E-05 | 0.22 0.02
2.0E-05 | 0.49 0.013
3.0E-05| 0.62 0.046
4.0E-05| 0.78 0.051
5.0E-05| 1.152 | 0.011

Wyznacz roOwnanie wazonej regresji liniowej i porownaj ja ze standardowa regresja liniowa. Na
podstawie uzyskanych rownan wyznacz stezenie nieznanej probki (A = 1.1) i oblicz biad.

ROZWIAZANIE

Zastosowanie w obliczeniach rownania (2.31) i (2.32) wymaga przeprowadzenia wstepnych obliczen
odpowiednich sum i §rednich. Wyniki przedstawiono w tabeli ponize;j.

C A Si 1(s;%) w'; W' X; W'Y WXi Y WX
1.0E-06 0.02 0.009 12346 2.48 2.48E-06 0.050 496E-08 2.48E-12
1.0E-05 0.22 0.02 2500 0.50 5.02E-06 0.110 1.10E-06 5.02E-11
2.0E-05 0.49 0.013 5917 1.19 2.38E-05 0.582 1.16E-05 4.75E-10
3.0E-05 0.62 0.046 473 0.09 2.85E-06 0.059 1.76E-06 8.54E-11
4.0E-05 0.78 0.051 384 0.08 3.09E-06 0.060 2.41E-06 1.24E-10
5.0E-05 1.152 0.011 8264 1.66 8.30E-05 1.912 9.56E-05 4.15E-09

n suma 29884.4 6 1.20E-04 2.773 1.13E-04 4.9E-09

6 Suma/n | 4980.73

Y wSrednia (X, sSrednia
0.462 2.00E-05

W przypadku wazonej regresji liniowej, podstawiajac odpowiednie wartosci do wzorow otrzymujemy:

WX Y. —nX_ Y
2WXYi =T 113104 6.0462.2-10°
a =2 - - 23024
S i 49-10°-6.(2.107)
=1

a, =V, —bX, =0.462—230242.2-10° =1.52-10
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Zatem rownanie zapisa¢ mozna nastepujaco:
A =23024-C + 1.52x10°

Dla regresji liniowej bez uwzglednienia wag, traktujac Srednie wartosci A jako zmienne zalezne
uzyskujemy:

A =21650-C +2.14x10°®

Poréwnanie wynikow uzyskanych z obydwu réwnan przedstawiono na rysunku, na ktorym
zaznaczono takze odchylenia standardowe poszczegdlnych punktow eksperymentalnych.

1.2 -
€ Wyniki eksperymentalne /‘
----- Regresja wazona /
4
1 A Regresja liniowa /

0.8

0.6

Absorbancja

04

0.2

0 T T 1
0.E+00 2.E-05 4.E-05 6.E-05

C [mol/dm?]

Podstawiajgc do obydwu rownan A = 1.1 uzyskano nast¢pujace wyniki:
dla regresji wazonej: C(W) =4.77-10"° mol/dm?
dla regresji standardowej: C = 5.07-10°° mol/dm?®

Przyjmujac za warto$¢ doktadng t¢ obliczong z rownania liniowej regresji wazonej, blad wzgledny
wynosi 6.3%.

W celu obliczenia odchylen standardowych dla wspétczynnikow regresji wazonej nalezy

skorzysta¢ ze wzorow (2.27) i (2.28). W przypadku, gdy w;=1 (wagi absolutne) réwnania te
upraszczaja si¢ do postaci:

(2.35)
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(2.36)

Do oceny zgodnosci (dopasowania) funkcji regresji i danych do$wiadczalnych zastosowac
mozna wspétczynnik korelacji liniowej (Pearsona) (r), zdefiniowany jako:

(% =R - 9)
\/i(xi XY (-9

r=

(2.37)

ktory jest miarg sity liniowego zwiazku migdzy zmiennymi X i y. Wspotczynnik korelacji liniowe;j (r)
przyjmuje wartosci z przedziatu <—1, +1>. Jezeli r = 1 lub r = -1, to punkty lezg doktadnie na prostej
nieréwnolegtej do osi X. W przypadku gdy brak jest liniowego zwiazku pomiedzy zmiennymi, r = 0,
a zmienne x i y sa nieskorelowane. Przyklady roznych wartosci wspotczynnikow korelacji
przedstawiono na Rys. 2.6.

r=0.99 r=0.9 r=05 r=0 r=-05 r=-09 r=-0.99
o . o, .
- e . . e ‘.
o ‘e - PN . 30 .,
> o & * A ME A4 .
~ o . . N M CINY "
R s RYBA I Yo, "
k3 . A N
" . ,‘%g' RSP "'*.,’.’ .,
ad AR —
‘)w :}{ '." RS 4 \.,’ - ‘m
o 3w . . %
s o3, S e R . v
~ . . . . e,
N . e L% -

Rys. 2.6. Przyktady roznych wartos$ci wspotczynnikoéw korelacji.
Bardziej adekwatng miarg dopasowania modelu do wartosci obserwowanych
(do$wiadczalnych) jest kwadrat wspotczynnika korelacji (r’) nazywany wspélczynnikiem determinacji.
Okresla on jaka czes$¢ (lub jaki %) catkowitej zmiennos$ci zmiennej y wyjasnia model regresji liniowej.

PRZYKLAD

Dla nastepujacych danych:

y
2

2.8
4
49
6

OB WDN (X

wyznacz odchylenia standardowe poszczegolnych wspotczynnikow regresji.
ROZWAZANIE
Wyznaczone rOwnanie przyjmuje nastgpujaca postac:
y=0.91+1.01x
Zgodnie ze wzorami (2.35) i (2.36), aby wyznaczy¢ wartosci S, | S, w pierwszej kolejnosci nalezy

obliczy¢ srednie (standardowe) odchylenie od linii regresji (Sy) z rOwnania (2.26). W tym celu
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niezbedne jest wyznaczenie wartosci oszacowanej z modelu (Y,), odpowiedniej sumy kwadratow

odchylen (Q = Z(yi —9.)?) oraz sumy Z(Xi —X)® . Obliczenia przedstawiono w tabeli ponizej:

i=1 i=1
X |y | ¥ | (-] (-x)?
12 | 1.9 |0.0064 4
2 |2.8| 29 |0.0169 1
3| 4 | 3900036 0
4 149| 49 | 0.0025 1
5|6 | 5900016 4

Suma 0.031 10

Wstawiajac wartosci do wzorow, otrzymujemy:

o) P 1016
5-2

1 _g1016. E —0.0321~0.033

. ’i =0.107~0.11
5-10

Obliczone warto$ci wspotczynnikéw wraz z odchyleniami standardowymi zapisa¢ mozna jako:

a nastepnie:

a; = 1.010+0.033
a = 0.91+0.11

Identyczne wartosci uzyska¢ mozna stosujac w arkuszu kalkulacyjnym Excel dodatek Analiza danych
— Regresja. Po wybraniu zakresu wejsciowego y (1 kolumna) oraz x (1 kolumna):

Regresja
E F Wejsdie B
O
Zakres wejsciowy i -
Anuluj
Zakres wejsciowy 3 $E$5:4E$10 =%,
Pomoc
% Y [ Tybuby [ Stata wynosi Zero #
1 :‘ T ‘:‘ v Poziom ufnosc: 95 o
2 V28 )
3 " 4 ! Opcje wyjscia
'
4 T " Zakres wyjsciowy: Y
1} L}
5 [ . * Nowy arkusz:
" Mowy skoroszyk
Skhadniki resztowe
Iv Skiadriki resztowe [ Rozktad reszt
Iv std. sktadniki resztowe v Rozktad linii dopasowanej
Rozktad normalny
™ Rozktad prawdopodobieristwa normalnego

wys$wietlane jest podsumowanie w postaci tabeli:
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PODSUMOWANIE - WYJSCIE

Statystyki regresji
Wielokrotnos¢  0.998483996
R kwadrat 0.996970289
Dopasowany F 0.995960386
Btad standardc  0.101653005

Obserwacje 5
ANALIZA WARIANCJI

df SS MS F Istotno$¢ F
Regresja 1 10.201 10.201 987.1935 7.084E-05
Resztkowy 3 0.031 0.010333
Razem 4 10.232

Wspodiczynniki _Bfad standardowy  t Stat  Warto$¢-p _Dolne 95% Gorne 95% Dolne 95.0% Goérne 95.0%
Przecigcie 0.91 0.106614571 8.535419 0.003379 0.5707045 1.2492955 0.570704535 1.249295465
Zmienna X 1 1.01 0.032145503 31.41964 7.08E-05 0.9076986 1.1123014 0.907698568 1.112301432

Z ktorej odczyta¢ mozna poszczegolne wartosci:

Wspotczynnik determinacji (R kwadrat) r? = 0.9969 wskazujacy, ze 99.69 % catkowitej zmiennosci y
wyjasnia model regresji liniowe;.

a) Srednie (standardowe) odchylenie od linii regresji (Btad standardowy) s, = 0.1016~0.11

b) odchylenie standardowe wspotczynnika a, (Btad standardowy (Przecigcie)) S, = 0.1066~0.11

€) odchylenie standardowe wspotczynnika a; (Btad standardowy (Zmienna X1))
S, =0.0321~0.033

Ell

Zgodnie z odchyleniami standardowymi wspotczynnikéw réwnanie zapisa¢ mozna nastepujaco:

y=0.91(x0.11) + 1.010(£0.033)-x
r’=0.9969,s,=0.11

Réwnanie regresji  obliczone metoda najmniejszych kwadratow moze shuzy¢ do
przewidywania wartosci Y (Yo = f(Xo)) dla dowolnych wartosci X, (punktowa prognoza y). Btad
standardowy predykcji tak uzyskanego wyniku wliczy¢ mozna ze wzoru:

2
s, =S 1+1+n(xo;x) (2.38)

t " Z(Xi‘i)z

i=1
We wzorze tym wyrazenie (X, —X)* wskazuje, ze im warto$¢ dla ktorej dokonujemy predykcji (Xo)
jest bardziej odlegla od Sredniej z proby tym mniejsza jest doktadnos¢ prognozy.

W wielu przypadkach (np. dla duzych wartosci n) warto§¢ pierwiastka w powyzszym réwnaniu jest
w przyblizeniu rdwna 1, zatem wzor ten upraszcza si¢ do postaci:

S, =S (2.39)

PRZYKLAD

Oblicz btad standardowy predykcji wartosci Yo dla X, = 3.5, korzystajac z rownania regresji i danych
z poprzedniego przyktadu.

ROZWIAZANIE

Podstawiajac do rownania regresji (y = 0.91 + 1.01-x) warto$¢ X, = 3.5 otrzymujemy wynik yo = 4.445.
Ze wzoru (2.38), uzyskujemy:

31



2
Sy, = 0.1016\/1+ % + % =0.1124~0.12

Ostateczny wynik, zgodnie ze standardowym btedem predykceji zapisa¢ mozna nastgpujaco:
Yo = 4.44+0.12
Korzystajac z uproszczonego rownania (2.39), rezultat obliczen przedstawi¢ mozna w postaci:
Yo = 4.44+0.11
W niewielkim stopniu r6znigcej si¢ od poprzedniego wyniku.
Jezeli rdbwnanie regresji postuzy¢ ma do przewidywania wartosci Xo dla dowolnej wartosci Yo

(punktowa prognoza X), to odchylenie standardowe tak wyznaczonej liczby obliczy¢é mozna
z rbwnania:

S _ )2
s = pely We=V1 (2.40)

RIS ny

Woyrazenie to, podobnie jak wzor (2.38) mozna uprosci¢, gdy warto$¢ pierwiastka jest w przyblizeniu
rowna 1, wowczas:

~—L (2.41)

PRZYKLAD

Oblicz btad standardowy predykcji wartosci Xo dla yo = 2.5 korzystajac z rownania regresji i danych z
poprzedniego przyktadu.

ROZWIAZANIE

Po podstawieniu do przeksztalconego rownania regresji (y = 0.91 + 1.01-x) wartos¢ yo = 2.5 otrzymuje
si¢ Xo = 1.574, a ze wzoru (2.40):

_ 2
_0.1016 J1+1 @5-394) 11911012

S, = + > >
° 1.01 5 (1.0)°(10)
Ostateczny wynik, zgodnie ze standardowym btedem predykcji, zapisa¢ mozna nastepujaco:

Yo = 4.44+0.12

W przypadku uproszczonego réwnania (2.41) s, ~0.11

2.2. Analiza reszt

Analiza reszt jest podstawowa metoda wykrywania wad dopasowania modelu do danych
doswiadczalnych. Reszta dla i- tej wartosci i, zdefiniowana jest wzorem:
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& =Y, (2.42)

w ktorym Y; oznacza obserwowana (do$wiadczalng) warto§¢ zmiennej zaleznej, a ¥, — warto$¢

obliczang z wykorzystaniem rownania fitujgcego (modelu).

W prawidtowo dobranym modelu reszty powinny wykazywa¢ rozktad normalny i by¢ przypadkowo
rozrzucone wokot funkcji regresji. Oceng rozkladu reszt przeprowadza si¢ zwykle na podstawie
wykresu e wzgledem zmiennej niezaleznej. Typowe przyktady poprawnych i niepoprawnych
rozktadow reszt przedstawiono na Rys. 2.7.

A A ‘r
e e e
. ®
[ ] ;
L4 ¢ [} [ . ' e ¢ [
0 . x= o= l _X; 0 ° : . D) >
® o I ® ® . L]
‘
d) e)
A A
e e )
4
° °
L)
[ ] [ ]
0 > 0 - >

Rys. 2.7. Przyktady poprawnych (a—c) i niepoprawnych (d—e) rozktadow reszt.

Rozktad reszt przedstawiony na rysunku 2.7a jest prawidtowy (tzn. przypadkowy) i nie wykazuje
istotnych réznic w rozproszeniu wynikow wokot prostej regresji. W przypadku rysunku 2.7b wzrost
warto$ci reszt wraz ze wzrostem zmiennej niezaleznej $wiadczy¢ moze o koniecznosci uwzglednienia
tych btedow w analizie regresji i zastosowania regresji wazonej. Rozktad reszt przedstawiony na Rys.
2.7c, z teoretycznego punktu widzenia jest poprawny, jednak wskazuje na wystepowanie punktu
odstajacego, wyraznie odbiegajacego od obserwowanego trendu. Jezeli uzyty w obliczeniach model
jest niepoprawny, to rozktad reszt jest niezgodny z teoretycznymi wlasciwosciami e (Rys. 2.7d, e).
Przytoczone wczesniej rownanie (2.42) przedstawi¢ mozna w rozwinietej postaci jako:

€ Z(Yi _9i)=(yi _y)_(yi —7) (2-43)

Wyrazenie na odchylenie obserwowanej wartosci od jej Sredniej (Y, —Yy) Mozna zatem zapisaé
nastepujgco:

(Yi - 7) = (9. - 7) + (Yi - 9.) (2-44)

W rownaniu tym pierwszy sktadnik (y, —Vy) jest czgscia catkowitego odchylenia zmiennej Y, ktora
zostata wyjasniona regresja liniowa y wzglgdem X, drugi sktadnik (y, —¥,)to cze¢$¢ zmiennosci
calkowitej, ktora nie zostata wyjasniona regresja (Rys. 2.8).
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Rys. 2.8. Rodzaje zmiennosci w analizie regresji.

Podnoszgc rownanie (2.44) do kwadratu i sumujac po wszystkich wartosciach i, otrzymujemy:
Z(yi - 7)2 :Z(yi - y)z + Z(yi - y’i)2 (2-45)
Powyzsze rownanie zapisa¢ mozna w prostszej postaci:

Q1 =Q2+Qs (2.46)

w ktorym Q; jest catkowitg sumg kwadratow (odchyleniem zmiennej zaleznej od jej wartosci sredniej
czyli catkowitym zrodlem wariancji), Q, — sumg kwadratow odchylen regresyjnych (odchyleniem
wartosci szacowanych od $redniej, czyli wariancjg wynikajacg z regresji) oraz Qs — sumg kwadratow
btedow(odchyleniem i—tych obserwacji od ich warto$ci szacowanych czyli wariancja wynikajaca
z bledoéw doswiadczalnych). Poszczegolne zrodta wariancji zestawiono w Tab. 2.1.

Tab. 2.1. Zrédta wariancji w regresji liniowej

Zrodlo wariancji L. stopni swobody Suma kwadratow
catkowite (Q1) n-1 Z(yi -y)?
wynikajace z regresji (Q,) 1 Z()A’. -y)y
wynikajace z bledow dosw. (Qs) n-2 Z(yi -9)

Miarg dopasowania oszacowanego modelu do danych empirycznych jest wspotczynnik
determinacji, wyliczany jako stosunek Q, do Q; z réwnania:

A o2
oo Q209 (2.47)
Ql Z(yi _7)2
Wspoélczynnik determinacji okresla jaki utamek (lub %) ogoélnej zmiennosci odpowiedzi jest
wyjasniany przez model.

Srednie (standardowe) odchylenie od linii regresji (resztowe odchylenie standardowe, btad
standardowy estymacji), ktore jest miarg doktadnosci aproksymacji, wyznaczy¢ mozna z rOwnania;

s, =[S = / Z(y, y' (2.48)
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Interpretacje wynikow obliczen statystycznych, takich jak s, i r’, nalezy przeprowadza¢ z duza
ostroznoscig, gdyz moze ona prowadzi¢ do blednych wnioskow. Przyktadem moze by¢ ponizszy
zestaw danych [F.J. Anscombe, Graphs in statistical analysis, Amer. Stat., 27 (1973) 17-21]
prowadzacy do identycznego roéwnania regresji w postaci:

y=3+05x
r*=0.67, czylir =0.818, oraz s, = 1.24

Data set 1-3 1 2 3 b u

Variable X N v N X y

Obs. no. 1 10.0 8.04 g.1u 7.46 : 8.0 6.58
2 8.0 6.95 8.1u 6.77 8.0 5.76
3 13.0 7.58 8.74 12.74 : 8.0 7.71
b 9.0 8.81 8.77 7.11 : 8.0 8.8u
5 11.0 8.33 9.26 7.81 : 8.0 8.47
6 14,0 9.96 8.10 8.84 : 8.0 7.04
7 6.0 7.24 6.13 6.08 : 8.0 5.25
8 4.0 4.26 3.10 5.39 : 19.0 12.50
9 12.0 10.84 9.13 8.15 : 8.0 5.56
10 7.0 4.82 7.26 6.42 1 8.0 7.91
11 5.0 5.68 4,74 5.73 : 8.0 6.89

Poszczegodlne zestawy danych wraz z linig regresji przedstawiono na Rys. 2.9 a—d.
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Rys. 2.9. Wykresy zaleznosci dla danych przedstawionych w pracy F.J. Anscombe, Graphs
in statistical analysis, Amer. Stat., 27 (1973) 17-21.

Dla danych przedstawionych na Rys. 2.9 jedynie w przypadku a) model liniowy jest odpowiedni do
opisu wynikéw doswiadczalnych a niska wartos¢ r> spowodowana jest duzym rozrzutem punktow.
Odmienny charakter zalezno$ci przedstawia przypadek b), dla ktorego bardziej odpowiednim
powinien by¢ np. model wielomianu drugiego stopnia. W pozostatych przyktadach fatszywy wniosek
o liniowym charakterze zalezno$ci wynika z przypadkowego bledu w wyznaczaniu wartosci jednego
zy (Rys. 2.9¢) lub Zle dobranego do analizy zakresu zmiennej niezaleznej X (Rys. 2.9d).
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2.3. Transformacja linearyzujaca

W naukach eksperymentalnych czesto stosowane sg rownania nieliniowe, ktére po

odpowiedniej transformacji zmiennych, zapisa¢ mozna w postaci liniowej (Rys. 2.10).

o8

0.14 -

0.12 1

0.1 4

0.08 1

0.04 1

0.02

Rys. 2.10. Przyktad wykresu funkcji nieliniowej (y = kx") oraz jej zlinearyzowanej postaci.
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Dla funkcji wykladniczej, przedstawionej na Rys. 2.10, posta¢ zlinearyzowang otrzymano poprzez

obustronne zlogarytmowanie rownania:
y=k-x"
uzyskujac, po prostych przeksztatceniach nastgpujacg zaleznosc:
logy =logk +nlog x
Oznaczajac dalej:
Y =logyoraz X =logx
otrzymujemy liniowe rownanie w postaci:
Y =a,+a X’
w ktorym:

a, =logk oraz a, =n

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

Dysponujgc warto$ciami @y | @; wyznaczonymi metodg najmniejszych kwadratow, z rownan (2.53)
wyliczy¢ mozna poszukiwane wartosci k oraz n. W przypadku odchylen standardowych
wspotczynnikow ag | @; nalezy pamieta¢ o odpowiedniej ich transformacji. W analizowanej zaleznosci

jedynie dla wspotczynnika n mozna zapisac:

S, =3,

(2.54)

W celu wyznaczenia odchylenia standardowego wspotczynnika k nalezy skorzysta¢ nalezy z rGwnania
(1.33) opisujacego powielanie btedu w trakcie operacji matematycznych. W zwiazku z tym

otrzymujemy:
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2
S, =[Sz (%} (2.55)

Warto$¢ pochodnej czastkowej funkcji k =10% wynosi:

(ﬁJ _10% In(10) (256)
o2,

Po podstawieniu do wzoru (2.55), ostateczny wzor zapisa¢ mozna jako:

S, =S, -10% -In(10) (2.57)

Typowe funkcje nieliniowe oraz odpowiednie podstawienia linearyzujace przedstawiono
w tabeli 2.2.

Tab. 2.2. Wybrane funkcje nieliniowe oraz podstawienia linearyzujace

Roéwnanie nieliniowe | Podstawienie linearyzujace
y—a+é v'=y
X X =1/
1 * =
¥ =
. Y =lo
y=a-b = :@i(y)
ot Y =log(y)
y=d-x X" = log(x)
N Y =In
yea-e o )((y)
n Y =
y=a+b-x X" = ))(/n
y_a'x Y'=xly lubY =1l
b+ x X =X X =1/x

3. Regresja nieliniowa - wielomiany w analizie regresji

Regresja liniowa jest najprostszym przypadkiem dopasowania do danych funkcji o charakterze
wielomianu, ktorg zapisa¢ mozna w ogolnej postaci jako:

f(x) =iajxij (3.1)

Rownanie to jest ogdlnym wyrazenie na wielomian rzedu m, ktory dla m=1 odpowiada prostej
regresji liniowej (f(x) = ap + a;x). Analogicznie do przypadku fitowania prosta, najlepsze dopasowanie
uzyskuje si¢ dla takich wartosci wspotczynnikow a;, dla ktorych warto$¢ Q zdefiniowana wzorem:

Q:Z(yi _Zajxij] (3.2)
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jest minimalna. Aby obliczy¢ optymalne wartosci a;, funkcje (3.2) rozniczkuje si¢ wzglgdem kazdego
parametru (ay) i przyroéwnuje do zera:

@:Z(yi_zajxiijik =0 (3.3)

da, 4
Otrzymany w ten sposob uklad m+ 1 réwnan z m+ 1 niewiadomymi umozliwia wyznaczenie

odpowiednich wartosci wspotczynnikow a;. Ograniczajac rozwazania do wielomianu drugiego stopnia
W postaci:

f(x)=a,+ax +a,x’ (3.4)

oraz wykorzystujac rownanie (3.3) uzyskuje si¢ nastgpujace wyrazenie:

> (yi—a —ax —a,x )X =0 k=0,1,2 (3.5)

Po rozwinigciu wzor ten zapisa¢ mozna w postaci nastepujgcego uktadu rownan:

n-a0+aizxi+aZZXi2:Zyi (3.6)
aozxi"'aizxiz"'azzxiszzxiyi (3.7)
) X +a ) X +3,) X =3 XY, (3.8)

Rownania (3.6) — (3.8) zapisa¢ mozna w postaci rOwnania macierzowego AB = C, w ktorym:

n in inz 2 Zyi
B=| > x D x* D% |A=|a |C=| D %V, (3.9)
inz zxua ZX:‘ a, ZXiZYi

W celu rozwigzania tego rownania (obliczenia wartosci ag, 83, @) nalezy postuzy¢ si¢ wzorem:
A=B'C=DC (3.10)

w ktorym B™'=D oznacza macierz odwrotng do macierzy B.
Srednie odchylenie od linii regresji obliczy¢ mozna ze wzoru:

Sy:\/%: ’n_Lp_l (311)

w ktorym p oznacza stopien wielomianu.
Standardowe odchylenia poszczegdlnych wspodtczynnikéw a wyznaczy¢é mozna z nastgpujgcych

roOwnan:
S, =+/duSe S, =«/dzzs§ s,, = /dys? (3.12)
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w ktérych 85 oznacza wariancj¢ resztowa a dkk sg sktadnikami diagonalnymi macierzy D.

PRZYKLAD

Dla nastepujgcych danych liczbowych:

y
2
2.1

2
1.8

A~ WD X

Wyznacz warto$ci wspotczynnikéw wielomianu drugiego stopnia oraz ich odchylenia standardowe.

ROZWIAZANIE

W celu wygenerowania macierzy B (réwnanie (3.9)) niezbedne sa obliczenia, ktore zestawiono
W ponizszej tabeli:

X y X2 X3 X4 Xy Xz‘y

1 2 1 1 1 2 2

2 21 4 8 16 4.2 8.4

3 2 9 27 81 6 18

4 1.8 16 64 256 7.2 28.8
SUMA 10 7.9 30 100 354 19.4 57.2

Zgodnie ze wzorem (3.9) macierz B i macierz C zapisa¢ mozna w postaci:

Macierz B c
4 10 30 7.9
10 30 100 19.4
30 100 354 57.2

Po obliczeniu macierzy odwrotnej do macierzy B, otrzymujemy:

Macierz B!
7.75 -6.75 1.25
-6.75 6.45 -1.25
1.25 -1.25 0.25

Mnozac macierz odwrotng przez macierz C uzyskujemy wartosci wspotczynnikéw (macierz A):

A
1.775 | ao
0.305 | ay
0.075 | a;

Standardowe odchylenie dla kazdego ze wspolczynnikow a wyznaczyé mozna ze wzoru (3.12),

korzystajac z wartoSci Sy:
[ f Q
S,_AlS, =, |————
PN AIn-p-1

w ktorym Q zdefiniowane jest rownaniem:



oraz skladnikow diagonalnych macierzy A™.
Obliczenia dla n =4 oraz p = 2, prowadza do nastepujacych wynikow:

5,= 0.02236, s7 = 0.0005
s, =~/7.75-0.0005 ~0.063
s, =+/6.45-0.0005 ~ 0.057
s,, =+/0.25-0.0005 ~0.012

Analogiczne obliczenia przeprowadzone w arkuszu kalkulacyjnym Excel z wykorzystaniem dodatku
Analiza danych — Regresja, po wybraniu zakresu wejsciowego y (1 kolumna) oraz x (2 kolumny):

oraz:

Represja ,
Y [ =
7 1 1 Wejscie _OK
24 2 4 Zakres wejsciowy ¥ $ofzzidCdes -
: | 3 9 .
18 4 16 Zakres wejsciowy & $0$22:3E%25
[
[ Ttuty [ stata wynosi Zero
Poziom ufnosci: 95 %
Opcje wyjscia
() Zakres wyjstiowy: ] =
(&) Nowy arkusz:

) Howy skoroszyt
Skbadnili resztowe

sktadniki resztowe Riozktad reszt
Std. sktadnili resztowe Rozktad linii dopasowanej

Rozktad normalrey
[ ] Rozktad prawdopodobieristwa notmalnego

uzyska¢ mozna podsumowanie w nastgpujacej formie:

PODSUMOWANIE - WYJSCIE

Statystyki regresji
Wielokrotni 0.994723
R kwadrat 0.989474
Dopasowal 0.968421
Btad stand: 0.022361

Obserwacj 4
ANALIZA WARIANCJI

df SS MS F Istotno$¢ F
Regresja 2 0.047 0.0235 47 0.102598
Resztkowy 1 0.0005 0.0005
Razem 3 0.0475

Wspdtczynnid standardc  t Stat  Warto$¢-p Dolne 95% Gorne 95%)olne 95.0%36rne 95.0%
Przecigcie 1.775 0.062249 28.51429 0.022317 0.984045 2.565955 0.984045 2.565955
Zmienna X 0.305 0.056789 5.370751 0.117193 -0.416574 1.026574 -0.416574 1.026574
Zmienna X -0.075 0.01118 -6.708204 0.094208 -0.21706 0.06706 -0.21706 0.06706

Ostateczne rownanie wraz z odchyleniami standardowymi poszczegdlnych wspotczynnikow zapisaé
mozna W postaci:

y = 1.775(x0.063) + 0.305(0.057)-X — 0.075 (£0.012)-x°
r’=98.95% s,=0.023
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4. Analiza liniowej regresji wielokrotnej

W ogélnym przypadku regresji wielokrotnej, n obserwacjom odpowiada p zmiennych
niezaleznych (X, Xz, ..., Xp) Oraz n wartosci zmiennych zaleznych (y;). W najprostszym przypadku
model redukuje si¢ do liniowej regresji wielokrotnej 1 przyjmuje postac:

¥, =a,+ X +aX,; +..8,X,; (4-1)

W réwnaniu tym &y, @, ..., @, oznaczaja wspotczynniki regresji, natomiast Y, jest szacowana i-ta
warto$cig zmiennej zaleznej.

Jesli zmienna y zalezy tylko od dwoch zmiennych niezaleznych X, to analiza regresji prowadzi do
fitowania ptaszczyzng, w sposob przedstawiony na Rys. 4.1.

e=0

!

Rys. 4.1. Graficzna ilustracja liniowej regresji wielokrotnej dla dwoch zmiennych x; i X,.
4.1.Wspélczynniki regresji

Analogicznie jak w przypadku metody najmniejszych kwadratow (rozdziat 2), najlepiej
oszacowanymi warto$ciami wspotczynnikow regresji (a) sa te, ktore prowadza do minimalnej warto$ci

Q(Q= Ze2 ) i stanowig rozwigzanie nastepujacego uktadu rownan:
i=1

Sy +8S,,a, +--S, a; =S

1Lp™¥p 7 Yyl

Szyla1 + Szvza2 +-~-Szvpap = Sy,2 4.2)

=2 (% —%) (X, —%) B j=L2-p (4.3)
Sy,i:i(yk_y)(xi,k_ii) i=12--p (4.4)

w ktorych X, oraz y, oznaczaja:
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X, =12n:xivk oraz Yy, =lzn: Yi (4.5)
nia nia
Wartosci wspotczynnikow a obliczy¢ mozna rozwigzujac odpowiednie rGwnanie macierzowe:
a=(X"X)'X"y=B'C=DC (4.6)
W ktorym:
Xor X1 0 Xpa Y1 )
x=| 02 Te T Ty Vel | 4.7)
Xon Xin ot Xon Y, a,

Dla obliczonych w ten sposob wspotczynnikow regresji (a;) obliczy¢ mozna odchylenia standardowe

zgodnie ze wzorem:
N 2
Sa, =/Sy0;

W réwnaniu tym dj jest j-tym elementem diagonalnym macierzy (X' X)™, nazywanej macierza
dyspersji, natomiast s’>— wariancja resztowg (kwadratem odchylenia standardowego) zdefiniowana

(4.8)

wzorem:

-2 4.9)

gdzie n oznacza liczb¢ obserwacji, p — liczb¢ zmiennych niezaleznych (Xp), Q —sum¢ kwadratow
odchylen.

Regresje¢ wielokrotna, podobnie jak prosta regresje liniowa, analizowa¢ mozna poprzez zrodta
zmienno$ci, tj. zmienno$¢ wywolang modelem regresji (Q;) oraz zmienno$¢ spowodowang
czynnikami losowymi (btgdami, Qz). Sumy kwadratow dla tych zrodet zmienno$ci oraz dla
zmiennos$ci catkowitej (Q1) wraz z odpowiednig liczba stopni swobody zestawiono w Tab. 4.1.

Tab. 4.1. Zrédta wariancji w liniowej regresji wielokrotnej

Zrodto wariancji Liczba stopni swobody Suma kwadratow odchylen
catkowite (Qy) Q1=Q,+Q; n-1 Q=>(y- 7)2
wynikajace z funkcji regresji L \2
ke (Q.) Jrregres) p Qz :Z(yi - y)
wynikajace z btedow dosw. .
n' ‘l = =
(QBEQ) p Q3 Z( y| yl )

Oszacowanie wariancji dla poszczegdlnych zrodet zmiennosci otrzyma¢ mozna dzielac sumy
kwadratow przez odpowiednie liczby stopni swobody. Miarg jakosci dopasowania modelu (S, - $rednie
odchylenie od linii regresji) obliczy¢ mozna ze wzoru:

s = Z(yi_yi)_ Q3
"\ n-p-1 \n-p-1
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Miarg dopasowania modelu do danych eksperymentalnych (wspdlczynnik determinacji) wyznaczy¢
mozna z rGwnania;

rzzl_%zgzzm—_y)z (4.11)
Q Q Z(yi -)

Wspotczynnik ten okresla jaka czes¢ catkowitej zmiennosci wyjasnia przyjety model regres;ji.
4.2. Wybor zmiennych — procedury krokowe
Rozpatrujac model pelny o nastgpujacej postaci:
Vi =8y X +a%,; +..a,X,; (4.12)

w ktorym y. oznaczajg warto$¢ y, 0szacowang przez model pelny z p parametrami, nalezy zastanowi¢

si¢, czy mozliwe jest wygenerowanie rownie dobrego modelu zredukowanego:
Vi =ag+a X, +a,X%, +...<';1;qui (4.13)

gdzie ¥ oznacza warto$é y, 0szacowana przez model zredukowany z q parametrami (g < p).

W przypadku modelu petnego, w ktérym wzigto pod uwage wszystkie zmienne niezalezne moze si¢
okaza¢, ze wplyw czeSci z nich jest nieistotny. Aby oceni¢ jakg zmienno$¢ do ogdlnego modelu wnosi
pojedyncza zmienna, porowna¢ mozna odpowiednie sumy kwadratow odchylen dla modelu pelnego:

Q=2(yi-9) (4.14)

oraz zredukowanego:
Q=X(vi-%) (4.15)

i obliczy¢ réznice pomiedzy tymi wartosciami nazywang dodatkowg lub warunkowsg sumg kwadratow.
Koncowa ocen¢ modeli (istotno$¢ udziatu dodatkowych p —q zmiennych) przeprowadzi¢ mozna
za pomocg rownania:

g

Warto$¢ F moze by¢ obliczona dla pelnego modelu i kolejno redukowanych modeli. Procedura
polegajaca na tabelaryzowaniu F wzglgdem q jest standardowa metoda badania modeli.

W celu znalezienia optymalnego modelu mozna postuzy¢ si¢ tzw. metoda regresji krokowej
wykorzystujaca zwykle rownanie (4.16). W regresji krokowej wyrdzni¢ mozna dwie metody selekcji
zmiennych: selekcje progresywng i selekcje wsteczng. W procedurze selekcji progresywnej (forward
selection) wyselekcjonowane zmienne, kolejno dodawane do modelu, sa zachowywane lub odrzucane
w zaleznosci od wartosci przyjetego kryterium. W przypadku selekcji wstecznej (backward selection),
analiza rozpoczynana jest z wykorzystaniem pelnego modelu, ktory stopniowo jest redukowany
o0 jedng zmienna.

PRZYKLAD

Dla danych przedstawionych w tabeli:
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Zmienne niezalezne Zmienna zalezna
X1 X2 X3 y

0.071 28.79 -10.72 0.425
0.107 26.49 -10.24 0.779
0.15 26.4 -10.7 0.937
0.217 26.76 -10.15 0.646
0.295 26.78 -11.27 1.01

0.338 29.03 -11.34 0.485
0.361 26.42 -10.69 0.853
0.488 26.57 -11.67 1.144
0.538 27.13 -10.24 0.41

0.597 25.91 -11.08 1.015
0.636 26.72 -10.6 0.637
0.718 28.44 -11.03 0.349
0.746 28.84 -10.24 -0.073
0.823 26.95 -11.36 0.769
0.838 27.47 -10.77 0.415
0.852 26.42 -11 0.744
0.972 26.74 -11.15 0.656
1.052 26.46 -10.69 0.518
1.044 27.72 -11.65 0.595
1.133 27.76 -10.2 0.012

Wyznacz mozliwie najprostsze rOwnanie regresji.
ROZWIAZANIE
W pierwszej kolejnosci nalezy sprawdzi¢, czy modele z tylko jedng zmienng niezalezng sa

wystarczajace do opisu tej zaleznosci. Po zastosowaniu dodatku Analiza danych — Regresja, dla
poszczegdlnych rownan uzyskano nastepujace wyniki wspotczynnikow determinacii:

x 1y r’=0.16
X, iy r’=0.53
X 1y r’=0.26

Poniewaz w zadnym z przypadkdéw nie uzyskano zadowalajacego wyniku, w kolejnym kroku
sprawdzono mozliwo$¢ opisu danych za pomocg dwoch zmiennych niezaleznych, otrzymujac
nastepujace wyniki:

model y = f(xl,xz): y=—036%—0.2418-x,+ 7.4
r=0.82 r*=0.672 s, =0.19

model y = f(x_,x,): y=-0.242-x, — 0.323-x3 + 3.7
r=0.88 r’=0.774 s, =0.16

model y = f(xl,xs): y=—0.47-%—0.39%x3-3.3

r=0.71 r*=0504 s, =0.24

Dopiero uwzglednienie wszystkich trzech zmiennych niezaleznych prowadzi do modelu o najwyzszej
wartos$ci I'” 1 najnizszej warto$ci Sy

model y = f(xl,xz,xs) y=-— 0.451-x1 — 0.237-x2 - O.379-x3 +3.23
r=0.999 r*=0.998 s, =0.012
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Analogiczne wyniki uzyska¢ mozna rozwigzujac réwnanie (4.6). W tym celu zdefiniowac nalezy
macierz X iY:

I Xy %o 0 X Yo
1 X %@ 0 X Yo
X=|, 7@ e ey |70
1 Ximy Xm0 Xpm) Yn)

oraz rozwiazaé rownanie macierzowe a = (X' X)* X'Y:

XX XY

20.00 11.98  543.80 -216.79 12.33
11.98 9.31 32578  -130.35 6.58
543.80 32578 14802.53 -5894.36 331.07
21679 -130.35 -5894.36 2354.27 -135.06
(X"™X)* a
732950 0.4929 -1.6675  2.6017 3.2282 |ag
0.4929 04831 -0.0051 0.0594 04514 |a;
-1.6675 -0.0051  0.0603  -0.0029 -0.2372 |ay
2.6017 0.0594 -0.0029 0.2361 -0.3789 |aj

Sumy kwadratow odchylen, obliczy¢ mozna ze wzorow zestawionych w Tab. 4.2, lub z odpowiednich
rOwnan macierzowych:

Qz :Z(yi _7)2 :aTXTY_n' 72
Q=X (% -9) =YTY-a'X"¥
Q=>.(%,-V)’=Y"Y-n-y°

Odchylenia standardowe poszczegélnych wspotczynnikow mozna obliczy¢ jako pierwiastek
kwadratowy z wartosci diagonalnych macierzy (X'X)™ pomnozonych przez wariancje resztowa
(rownanie (4.9)):

0.010517 7.07E-05 -0.00024 0.000373
7.07E-05 6.93E-05 -7.3E-07 8.52E-06
-0.00024 -7.3E-07 8.65E-06 -4.1E-07
0.000373 8.52E-06 -4.1E-07 3.39E-05

(XTX)s? =

5, =+0.010517 =0.1026 s, =+/6.93-10° =0.00832
5, =\8.65-10° =0.00294 s, =+/3.39-10° =0.00582

Obliczenia dokonane mogg by¢ rowniez z wykorzystaniem dodatku Analiza danych — Regresja, po
wybraniu zakresu wejsciowego Yy (1 kolumna) oraz x (3 kolumny):
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Zmienne niezalezne [Zmienna zaleina
X1 Xz 3 | ¥ Regresja [ 2] ]
0.071 28,79  -10.72 | 0.425 wWejscie
v QK
0.107 26.49 -10.24 B 0.779 Zakres wejsciowy ¥i SK$5:EKE24 EY -
0.15 264 -10.7 ) 0.937 L Anuluj
0217 | 2676  -10.5 | 0.546 Zakces wetédony X
0.295 26.78 | -11.27 3 1.01 ™ Tytuly ] St e Fomog
0.338 0.03 -1L.34 + 0.485 W Poziom ufnosci: '95_ 3
0.361 2642 | -10.69 ! 0.853
0.488 26.57 -11.67 | 1.144 Opcje wyjsta
0.538 2713 -10.24 0.41 " Zakres wyiidiowy: %
' (=
0.597 2591  -11.08 1.015 O My v
0.636 26.72 -10.6 ) 0.637 -
' MNowy skoroszyt
0.718 2844 | -11.03 : 0.349 S
0.746 28.84 -10.24 E -0.073 [V Sktadniki resztowe [V Rozktad resat
0.823 26895 -11.36 ) 0.769 [V 5td, skbadniki resztoue [V Rozkbad lini dopasowane]
0.838 2747 | -10.77 ! 0.415 o I
0852 | 2642 A1 0.744 ST AL i .
0.072 26.74 1115 | 0.656 [ Rozldad prawdopodobienstwa normalnege
1.052 646 @ -10.69 E 0.518
1.044 27.72 | -11.65 0.595
L13 2776 192 L oo

prowadza do podsumowania w postaci:
PODSUMOWANIE - WYJSCIE

Statystyki regresji
Wielokrotn 0.999389
R kwadrat 0.998778
Dopasowal 0.998549
Btad stand: 0.011979

Obserwacj 20
ANALIZA WARIANCJI
df SS MS F Istotnos$¢ F
Regresja 3 1.876786 0.625595 4359.72 1.66E-23
Resztkowy 16 0.002296 0.000143
Razem 19 1.879082
Wspotczynnid standardc  t Stat ~ Warto$cé-p Dolne 95% Goérne 95%)olne 95.0%36rne 95.0%

Przeciecie 3.2282 0.102555 31.47789 8.04E-16 3.010794 3.445606 3.010794 3.445606
Zmienna X  -0.4514 0.008326 -54.2172 1.45E-19 -0.46905 -0.43375 -0.46905 -0.43375
Zmienna X -0.23715 0.002941 -80.6299 2.59E-22 -0.24339 -0.23092 -0.24339 -0.23092
Zmienna X -0.37885 0.00582 -65.0945 7.89E-21 -0.39119 -0.36652 -0.39119 -0.36652

Wyznaczone rownanie regresji zapisa¢ mozna zgodnie z odchyleniami standardowymi:

= — 0.4514(£0.0084) X3 — 0.2372(0.0030) X, — 0.3788(0.0059) X3 + 3.23(0.11)
r’=99.88% s, =0.12

lub przedziatami ufnosci:
y =—0.451(£0.018)-x; — 0.2372(%0.0063)-X, — 0.379(£0.013)-x3 + 3.23(£0.22)

W analizie regresji nalezy pamigta¢ takze o sprawdzeniu rozktadu reszt. Ponizej przedstawiono
wykresy rozktadu reszt dla poszczegolnych zmiennych, ktore wykazuja przypadkowy rozrzut i sa

prawidiowe.

Li<e]

o - o - o -
% 0.02 o o . % 0.02 -, % . . 0.02
‘5," 0.01 T ¢ ‘5.; 0.01 T * ‘5.; .4 0.01 A
o ¢ o ) o * , o ¢ 0
= oT* P $ e = 0 }_."’6 ¢ = (R & *® ©
= 0* * =< 2 * 3 = .43 11® ¢ .
%-0.01 + . 5-0.01 7 . £ * -0.01 A
© * * 8 L 2 4 (<] *
x-0.02 T . X -0.02 T * = ¢ -0.02 A
) 7} 7}

-0.03 — -0.03 — -0.03 -

Zmienna X 1 Zmienna X 2 Zmienna X 3
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5. Metody calkowania numerycznego
5.1. Calka i jej interpretacja geometryczna

Zgodnie z definicjg, jesli y = F(X) jest funkcja X, ktorej pochodna jest rowna F’(X) =f (X)
to catke nieoznaczong funkcji f (X) wzgledem X mozna zapisac nastepujaco:

F'(x)dx=F(x)+C (5.1)
I

W réwnaniu tym C oznacza dowolng stata, J. jest symbolem calki, F’(X) — funkcjg podcatkowa, X —

zmienng catkowania. Na przyktad jesli F(x)=x>—2x,to F'(x) =3x* —2 zatem catka nieoznaczona
funkcji 3x*— 2 wynosi:

jf(3x2—2)=x3—2x+c (5.2)

Wybrane przyktady ogdlnych wzoréw calek przedstawiono ponizej:

n+l

J'x”dx:x +C (n=-1) jeXdX=eX+C
n+1
.[axdx= 2 ¢ jidx=ln|x|+c
In(a) X
ea*dx:e?+c .[sin(x)dx=—cos(x)+c
_[sin(ax)dx = —écos(ax) +C _[tg(x)dx =—In(cos(x)) +C

Z twierdzen rachunku catkowego wynika, ze dla funkcji y = f(X), ciaglej na przedziale a <x < b pole
pod krzywa (Rys. 5.1) rowne jest catce oznaczone;j:

S :T f (x)dx = F(b) - F(a) (5.3)

w ktorej liczby F(a) i F(b) sa wartosciami funkcji w granicach catkowania a i b (a — granica dolna,
b — granica gorna). Przedziat od a do b nazywany jest przedzialem catkowania.

A
Y

y=Ax)

.
>

a b x
Rys. 5.1. Graficzna interpretacja catki oznaczonej (pole pod krzywa).
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We wzorze (5.3) roznicg F(b) i F(a) czgsto oznacza si¢ symbolem [F(X)]Z.

PRZYKLAD
Oblicz catke oznaczong funkcji f(x)=3x* —2jeslia=0orazb=2.
ROZWIAZANIE

Korzystajac z ogodlnego wzoru na catk¢ wielomianu oraz wzoru Newtona — Leibniza otrzymujemy:
2 2
j f(3x* —2)dx=[x*~2x] =(8-4+C)-(0-0+C)=4
0

Doktadne obliczenia (metoda analityczna) sg mozliwe tylko wowczas, gdy analityczna postaé
calki jest znana lub moze by¢ wygenerowana metodami analizy matematycznej. Jezeli funkcja F(x)
nie istnieje lub jest zbyt trudna do wyznaczenia analitycznego oraz gdy znane sa wylacznie
doswiadczalne ,,punktowe” wartosci f(x;) dla i=0,1,..,n to warto$¢ catki oznaczonej oblicza si¢
numerycznie.

5.2. Metoda prostokatow

Najprostsza metodg oszacowania powierzchni pod krzywa (oszacowania wartosci catki) jest
podzielenie przedzialu a < x < b na n podprzedziatlow o dlugosci Ax:

Ax_P-a (5.4)
n

ktorych powierzchnie obliczy¢ mozna oddzielnie jako pola prostokatow (Rys. 5.2).

y?a) yAb)

> =
a b x a b x

Rys. 5.2. Graficzna ilustracja dwoch sposobow catkowania metoda prostokatow.
Przyblizong warto$¢ catki metodg prostokatow obliczy¢ mozna ze wzoru:
n-1

|=T fO)dx =AYy, (5.5)

i=0

lub:
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I :j f(x)dx =~ szn: y: (5.6)

i=1
w zaleznosci od sposobu obliczania powierzchni prostokatoéw (Rys 5.2 a lub b).
5.3. Metoda trapezéw
Powierzchnia pod krzywa moze by¢ rowniez oszacowana poprzez przyblizenie funkcji

podcatkowej za pomoca interpolacji kawatkami liniowej (Rys. 5.3). Uzyskuje si¢ to przez polaczenie
kolejnych punktow na wykresie linig prosta.

>

a b x
Rys. 5.3. Graficzna ilustracja metody trapezow

W kazdym z podprzedziatdéw powierzchnia moze by¢ oszacowana ze wzoru na pole trapezu (P;), ktore
dla dowolnego przedziatu X; do Xj:; jest rOwne:

P :W (5.7)

Suma wszystkich pol trapezow wynosi zatem:
8 AX n-t
= F00dx =205 + Y, +22 %) (5.8)
a i=1

Pomimo tego, ze powierzchni¢ kazdego z trapezow mozna obliczy¢ dokladnie, jest ona
jedynie przyblizeniem w stosunku do rzeczywistej powierzchni przedzialu. Roznica ta wynika
z odcigcia powierzchni pomiedzy prosta laczaca poszczegdlne punkty a krzywizng funkcji
podcatkowej. W przypadku odpowiednio malej wartosci AX mozna przyjac, ze funkcja podcatkowa
jest prawie liniowa a btad zwigzany z zastosowaniem wzoru trapezow jest rowny:

AX?
~— (Y Y 5.9
€ 12 (yn yo) ( )

w ktorym Yy, i Y, oznaczaja warto$ci pochodnej f(X) na koncach przedziatu.

Ze wzoru tego wynika, ze zmniejszenie AX o polowe (dwukrotne zwigkszenie liczby przedziatow)
powoduje czterokrotne zmniejszenie btedu catkowania numerycznego.
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5.4. Metoda Simpsona

Wartos¢ catki obliczonej numerycznie moze by¢ blizsza wartosci rzeczywistej jesli
w aproksymacji funkcji podcatkowej wykorzysta si¢ interpolacje kawatkami paraboliczng. Dla trzech
punktow (Rys. 5.4) istnieje dokladnie jeden wielomian stopnia drugiego (parabola), ktorej wykres
przechodzi przez te punkty (patrz rozdziat dotyczacy interpolacji).

y

>

X

Rys. 5.4. Interpolacja wielomianem drugiego stopnia.
Szeroko$¢ kazdego z przedzialdow wynosi Ax a wielomian interpolacyjny okreslony jest wzorem:
y=a, +aXx+ax’ (5.10)

W takim przypadku pole pod krzywa pomiedzy X; X3 obliczy¢ mozna ze wzoru:

X Xp +AX
I, = j yax = I (a, +a,X +a,x*)dx (5.11)
% X, —AX
Podstawiajac wyrazenie na y, W postaci:
Y, =8, +aX, +a,%’ (5.12)

do réwnania (5.11) oraz po rozwigzaniu i przeksztatceniach algebraicznych otrzymuje sie:
2 3
I, =2y,Ax+ 3 a,AX (5.13)
Mozna wykazag, ze:

Y, + Y, =2y, +28,AX? (5.14)

i wzor ten wykorzysta¢ do wyeliminowania a, z rownania (5.13). Koncowe réwnanie umozliwiajace
obliczenie powierzchni I, na podstawie znanych wartosci funkcji Y1, Y, i Y3 oraz szerokosci przedziatu
AX, przyjmuje nastgpujaca postac:

1
IngAx(y1+4y2+y3) (5.15)

50



W celu obliczenia powierzchni w granicach wyznaczonych przez dowolny przedziat <a, b> dzieli si¢
na n rownych czesci, zgodnie ze wzorem (5.4). Jesli rownanie (5.15) zastosuje si¢ do kazdej pary
podprzedziatow (parzysta liczba przedzialow), to wowczas sumowanie wszystkich powierzchni
prowadzi do ogdélnego wzoru:

I =%( f(%)+4F(x)+2f(%)+4F(x)+2f(x,)-4f(x, )+ F(x,)) (5.16)

nazywanego wzorem Simpsona. RoOwnanie to zapisa¢ mozna w nastepujacej formie:

| = %(Z (korice) +4- " (punkty o indeksie nieparzystym) +2- " (punkty o indeksie parzystym))

(5.17)

Metoda catkowania numerycznego Simpsona polega zatem na n + 1 — krotnym wyznaczeniu wartosci
funkcji podcatkowej f(X) oraz obliczeniu sumy poszczegdlnych wartosci funkcji pomnozonych przez
stale wspotczynniki rowne odpowiednio 1, 4 lub 2.

Analizg bledu zwigzanego z metodg Simpsona, czyli réznicy pomigdzy rzeczywista wartoscig catki
a jej przyblizeniem:

X3

| f(x)dX—%(yl +4-Y,+Ys) (5.18)

X

mozna przeprowadzi¢ zaktadajac, ze funkcja f(X) moze by¢ przedstawiona w postaci szeregu Taylora
wokot punktu Xy, Ya:

2 3 4

! X n X n X
f(x)= Yot XYo + Vet o Vi ysh (5.19)

W takim przypadku czynnikiem r6znym od zera jest wyrazenie:

4

X
o ysY (5.20)

ktore po wprowadzeniu do rownania (5.18) umozliwia wyprowadzenie wzoru na btad w postaci:
&, ~ ¥ (x)-(Ax)’ (5.21)

Zgodnie z tym wzorem btad spowodowany metodg Simpsona jest wprost proporcjonalny do czwartej
pochodnej z funkcji pomnozonej przez szerokos¢ przedziatu do potegi piatej. Mozemy si¢ wigc
spodziewa¢, ze catki funkcji dla ktorych czwarta pochodna jest mata bedg aproksymowane z matym
btedem. Natomiast funkcje, ktorych czwarta pochodna ma istotng warto$¢ (funkcje sinusoidalne
i wyktadnicze) nie beda prowadzity do zadowalajacych wynikow.

Jezeli zwigkszymy dwukrotnie liczb¢ podprzedziatdéw (n) to, zgodnie ze wzorem (5.21), btad
Zmniejszy sie:
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We wszystkich algorytmach numerycznych stuzacych catkowaniu, po kazdym etapie obliczen
analizowana jest roznica wartosci catki przed i po podzieleniu przedziatu. Stopniowe dzielenie tego
przedziatu nastgpuje automatycznie. lteracje powtarzane sg tak dlugo az dwa kolejne oszacowania
calki bedg w granicach zatozonego btedu (np. wzglednego) identyczne:

(e
M (& (5.22)
I
€ oznacza zatozong doktadno$¢ obliczen czyli kryterium podawane przez uzytkownika.

PRZYKLAD

Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczoneyj:

-
N

xe * dx

Il
S —

metoda Simpsona dla n=2, 4,61 12.
ROZWIAZANIE

Dla n=2 przedzial catkowania dzielimy na 2 czgéci. Aby skorzysta¢ ze wzoru (5.16) nalezy
dysponowa¢ warto$ciami X oraz y =f(x) (funkcja podcatkowa f(x)=xe’xz ). W tabeli ponizej
przedstawiono stosowne obliczenia dla xo=0, x;=0.6 oraz x, = 1.2. W ostatniej kolumnie zapisany
zostal mnoznik wartosci f(X) dla poszczego6lnych wartosci funkcji (zgodnie ze wzorem (5.16)).

X f(x;) n=2
0 0 x1
0.6 | 0.418606 x4
1.2 [0.284313 x1
Suma 1.958736
I=Suma*(Ax/3) 0.391747

N = O™~

Postepujac analogicznie, uzyska¢ mozna warto$ci catki dla n=4, 6 i 12:

i X; f(x;) n=4
0 0 0 x1
1 0.3 |0.274179 x4
2 0.6 |[0.418606 x2
3 0.9 |0.400372 x4
4 1.2 [0.284313 x1
Suma 3.819731
I=Suma*(Ax/3) 0.381973
i X f(x;) n=6
0 0 0 x1
1 0.2 |[0.192158 x4
2 0.4 |[0.340858 x2
3 0.6 |0.418606 x4
4 0.8 |0.421834 x2
5 1 0.367879 x4
6 1.2 10.284313 x1

Suma 5.724269
I=Suma*(Ax/3) 0.381618
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i X; f(x;) n=12
0 0 0 x1
1 0.1 | 0.099005 x4
2 0.2 [0.192158 x2
3 0.3 [0.274179 x4
4 0.4 |[0.340858 x2
5 0.5 0.3894 x4
6 0.6 |0.418606 x2
7 0.7 |0.428838 x4
8 0.8 |0.421834 X2
9 0.9 |0.400372 x4
10 1 0.367879 X2
11 1.1 ]0.328017 x4
12| 1.2 ]0.284313 x1

Suma 11.44623
I=Suma*(Ax/3) 0.381541

W przedstawionym przyktadzie wyliczone wartosci catki porowna¢ mozna z wartosciag dokladna
(1=0.381536), obliczong analitycznie. Bledy wzgledne wynosza zatem: 2.68; 0.11; 0.021 oraz
0.0013 %, odpowiedniodlan=2,4,61 12.

PRZYKLAD

Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczoneyj:

1.

N

2
| = | xe™* dx

O ey

metodg prostokatow, trapezow i Simpsona dla n= 4.
ROZWIAZANIE

Korzystajac z tabeli wygenerowanej w poprzednim przyktadzie:

X fix;)

0 0
0.3 0.274179
0.6 0.418606
0.9 0.400372
1.2 0.284313

AWN =2 O~

1 wstawiajgc wartosci do odpowiednich wzordéw, uzyskuje sie:

w metodzie prostokatow:
| =0.3-(0.2742+0.4186+0.4004+0.2843)
| =0.41325
Blad wzgledny = 8.3 %

W metodzie trapezow:
I =(0.3/2)-(0+0.2843+2-(0.2742+0.4186+0.4004))
I =0.3706
Blad wzgledny = 2.9 %

w metodzie Simpsona:
I =(0.3/3)(0+0.2843 + 4-:0.2742 + 2-:0.4186 + 4:0.4004))
| =0.38197
Blad wzgledny = 0.11 %
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5.5. Metoda Gaussa-Legendre'a

Przedstawione do tej pory metody dotyczyly catkowania funkcji w ktorych wartosci X; byty
rowno oddalone (przedzialy Ax o identycznych rozmiarach). W kwadraturach Gaussa punkty te
wybiera si¢ w taki sposob, aby dla danego wzoru interpolacyjnego osiggna¢ mozliwie najwieksza
doktadnos$¢. W zwiazku z tym nie sag one wowczas rowno oddalone. Ogoélny wzor dla tych metod
catkowania zapisa¢ mozna w nastgpujacej postaci:

Tw(x)f(x)dXzZn:Akf(xk) (5.23)

=1

We wzorze tym funkcje podcatkowa stanowi iloczyn w(X) (funkcji wazacej) i funkcji f(x). Wartosci Ay
nazywane sa wspotczynnikami wagowymi, N — oznacza ilo$¢ elementéw podlegajacych sumowaniu,
(ilos¢ wewnetrznych granic pomig¢dzy przedzialami) natomiast X — warto$ci zmiennej niezaleznej,
przy ktorych warto$é f(x) ma by¢ oszacowana.

Sposréd wielu metod stosowanych do obliczania catek roznego rodzaju najprostszg jest
metoda Gaussa—Legendre'a. W przypadku tej metody a = -1, b = 1 oraz w(x) = 1, zatem wzor (5.23)
upraszcza si¢ do postaci:

j f (x)dx ziA( f(x,) (5.24)

-1

Rownanie to mozna zastosowaé do catkowania dowolnej funkcji f(x) po uprzedniej transformacji
granic calkowania a i b do -1 i +1. W tym celu wymagana jest liniowa transformacja x do t, ktorg
przeprowadzi¢ mozna stosujac nastepujgce wzory:

{_2x=(a+b) (5.25)
b-a
1 1
x=>(b-a)-t+>(b+2) (5.26)

Zgodnie z powyzszymi wzorami catkowanie X w granicach a do b réwnowazne jest catkowaniu
t w granicach -1 do +1:

i f (x)dx = j g(t)dt (5.27)
g(t) = f[%(b—a)-t+%(b+a)} (5.28)

Ostateczne rownanie przyjmuje zatem postac:
" b—a
j f (X)dx = TZ f(x) (5.29)
2 k=1

Odpowiednie wartosci wspotczynnikow Ay stosowanych w metodzie Gaussa - Legendre'a odszukaé
mozna w wielu podrecznikach dotyczacych matematyki oraz metod numerycznych, np.: P.J. Davis,
I. Polonsky, Numerical Interpolation, Differentiation and Integration in Handbook of Mathematical
Functions with Formulas, Graphs, and Mathematical Tables, M. Abramovitz, 1.A. Stegun (wyd.),
National Bureau of Standards Applied Mathematics Series, No 55, Washington, DC, 1964, sect. 25,
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pp. 875-924, T. E. Shoup, Applied numerical methods for the microcomputer, Prentice-Hall, Inc
1984, itp. Wartosci wspotrzednych wagowych Ay oraz wartosci Xx zawarte sa rowniez
w zaawansowanych programach komputerowych badz tez bibliotekach procedur numerycznych.

PRZYKLAD

Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczoneyj:

=
N

xe ™ dx

o!_‘.

metoda Gaussa - Legendre'a dla n= 4 (sumowanie czteropunktowe).
ROZWIAZANIE

Tabelaryczne warto$ci dla czterech weztow t wynosza:

t; =, =0.861136116, '[2 = —t3 = 0.3399810436

a cztery warto$ci wspolczynnikdw Ay wynosza:
A; = A, =0.3478548451, A, = A; = 0.3478548451
Zamieniajac zmienng catkowania z x na t otrzymujemy:
x=0.6-(1+t)
Po wstawieniu wartosci dla czterech weztow t, do wzoru na x uzyskujemy:
x, =0.6-(1+0.861136116) =1.116681787
=0.803988626, x, =0.396011374, x, =0.083318213

W nastepnym kroku obliczamy f (X, )= Xkefxk2 dla czterech wartosci X, tj.:

f(x,) =1.116681787 - “115%7)" _ 0 320902925
f (x,) =0.421233542 f (x,) =0.338531764 f(x,)=0.082741827

W ostatnim kroku obliczamy catkg (1) ze wzoru:

=L 22 OZA( f (x.) =0.381532227

w ktorym Ay oznaczaja tabelaryczne wartosci wspolczynnikow wymienione powyzej. Doktadna
warto$¢ tej catki wynosi 0.381536, zatem btad wzgledny wynosi 0.000989 % i jest mniejszy
w porownaniu do metody Simpsona dla 12 przedziatow.

6. Podstawy numerycznego rozwiazywania réwnan rézniczkowych

Roéwnaniem rozniczkowym nazywane jest rownanie, ktore zawiera pochodne. Zwyczajne
rownanie rozniczkowe pierwszego rzgdu zapisa¢ mozna w nastgpujacej postaci:
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Y (x)= % ) (6.1)
X

Rozwigzaniem jest funkcja y(x) (lub rodzina funkcji), ktora spelnia to roéwnanie oraz jeden
z warunkow poczatkowych, zwykle y(Xo)=Yo. Na przyktad rownanie rézniczkowe:

dy =3x° (6.2)
dx

ma rozwigzanie:
y=x e (63)

gdzie ¢ oznacza dowolng liczbe. Rownania tego typu rozwiazuje sig, po rozdzieleniu zmiennych:
dy =3x*dx (6.4)
przez obustronne scatkowanie:

jdy =3j x*dx (6.5)

Ogodlne rozwigzanie rownania (6.2) ma zatem posta¢ zdefiniowang rownaniem (6.3).

Jezeli nie jest mozliwe analityczne rozwigzanie rownania rozniczkowego, nalezy skorzysta¢
z metod numerycznych, ktorych podstawg jest procedura krokowa, w trakcie ktorej §ledzi si¢ postac
rozwigzania tego rownania. Metody te podzieli¢ mozna na jednokrokowe 1 wielokrokowe
w zaleznosci od tego czy do wykonania kolejnego kroku obliczen korzysta si¢ z warto$ci funkcji
I rozwigzania odlegtych o jeden krok do tylu (metody jednokrokowe), czy tez z kilku bezposrednio
poprzedzajacych krokow (metody wielokrokowe).
W odréznieniu 0od analitycznego rozwigzania rownania rozniczkowego, W przypadku metod
numerycznych konieczne jest podanie warunkow poczatkowych (Xo, Yo).

Wiekszo$¢ z numerycznych metod rozwigzywania rownan rézniczkowych ma za podstawe
rozwiniegcie funkcji w szereg Taylora. Znajgc warto$¢ y(Xo) = Yo funkcji y(x) w punkcie X = Xo, wartos$¢
tej funkcji w sgsiednich punktach X, +AX przedstawi¢ mozna nast¢pujagcym wzorem:

(Ax)
2!

(Ax)°

T ACO R CD

(%) = V(X + AX) = (X)) + AXy (X,) + y (%) +

6.1. Metoda Eulera

W uznawanej za najprostsza metodzie Eulera, wykorzystuje si¢ rozwinigcie funkcji w szereg
Taylora (6.6) tylko z dwoma pierwszymi czlonami:

(%) = V(X% +AX) = y(X,) + AXy (X,) (6.7)

Poniewaz warto$¢ f(Xo, Yo) rowna jest nachyleniu funkcji stanowigcej rozwigzanie w danym punkcie
(Y (%,)), przyblizona warto¢ y; obliczona moze by¢ z réwnania:

i = Yo +AY =Y, +(AX) x T (%), Y,) (6.8)

Wartos¢ funkcji w Xo +AX szacuje si¢ zatem przez ekstrapolowanie w sposob przedstawiony na
Rys. 6.1.
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doktadne
rozwiazanie

Fo0,) [ o
Fx,) foes . X1 Vi
Ay
X Vo X
X, X X >

Rys. 6.1. Interpretacja geometryczna metody Eulera.

Po obliczeniu y;(x;), kolejng warto$¢ (y») oblicza si¢ ze wzoru:

Y, =y1+Ay=y1+(AX)X f(xl7y1) (6.9)

itd.
Ogoblny wzér dla metody Eulera zapisa¢ mozna w nastepujacej postaci:

yn+l:yn +Ay:yn +(AX) f(Xn’yn) (610)

Po wielokrotnym zastosowaniu wzoru rekurencyjnego (6.10) otrzymuje si¢ wyniki w postaci zbioru
wartosci od (X, Yo) do wartosci (X, Yk), na ktorej zakonczono obliczenia.

Poniewaz omawiana metoda polega na krokowym przechodzeniu od jednego przedziatu Ax do
nastgpnego, rzeczywiste 1 numeryczne rozwigzania wykazuja rosngcg rozbiezno$¢. Popetniane
w poszczegdlnych krokach btedy sa kumulowane, co prowadzi do powstawania roznicy
charakterystycznej dla metody iteracyjnego rozwigzywania rownan rozniczkowych (Rys. 6.2).

A

y

—_)
>

-;Co xl xz X3 X
Rys. 6.2. Kumulowanie si¢ bledow w metodzie Eulera.

Metoda Eulera zaliczana jest do metod pierwszego rzedu, poniewaz W szeregu Taylora wszystkie
wyrazy z potegami AX wyzszymi niz pierwsza zostaly pominig¢te. Zatem blad popetniany
w pojedynczym kroku jest rzedu (AX)% natomiast blad metody zwiazany ze wszystkimi krokami jest
rzedu AX. Jako$¢ rozwigzania w oczywisty sposob zalezy od wielkosci AX — zmniejszenie dhugosci
kroku o potowe czterokrotnie zmniejsza btad dla pojedynczego kroku.
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Schemat algorytmu obliczen metodg Eulera przedstawiono na Rys. 6.3.

START

A4
Dane:
a, b, yo, Ax

|

Y-=Yo

l€
+*
Drukuj X, y

l X:
KONIEC y:=y+AXf(X,y)

}

Xx<b

+ AX

1
x

Rys. 6.3. Schemat algorytmu metody Eulera.
PRZYKLAD
Dla nastepujgcego rownania rézniczkowego:
y)=y+1,
i warunku poczatkowego:
¥(0) =1 (X=0, y(Xo) = 1)
oblicz przyblizong warto$¢ y(1), korzystajac z metody Eulera z krokami Ax = 0.2 i Ax =0.1.
ROZWIAZANIE
Korzystajac ze wzorow (6.8) i (6.9) uzyskujemy:
V=Yoo +AY =Y, +(AX)x (X, Y,)=1+02:(1+1)=14
Y, =Y, +AY =Y, +(AX)x f(x,y;)=14+0.2-(1.4+1)=1.88
itd.
Kontynuujac obliczenia dla pozostatych wartosci X, oraz wykonujac analogiczne obliczenia dla

Ax = 0.1, uzyskane wyniki zapisa¢c mozna w nast¢pujgcej tabeli, w ktorej przedstawiono takze
wartosci doktadne (Dokt.) oraz btad wzgledny (Btad).
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AX | n Xn Yn Dokl Blad | AX n Xn Yn Dokl  Blad
0.2 0 0.0 1.0000 1.0000 0.00 0.1 0 0.0 1.0000 1.0000 0.00
1 0.1 1.2000 1.2103 0.85
1 0.2 1.4000 1.4428 2.97 2 0.2 1.4200 1.4428 1.58
3 0.3 1.6620 1.6997 2.22
2 0.4 1.8800 1.9836 5.22 4 0.4 1.9282  1.9836 2.79
5 0.5 2.2210 2.2974 3.32
3 0.6 24560 2.6442 7.12 6 0.6 2.5431 2.6442 3.82
7 0.7 2.8974  3.0275 4.30
4 0.8 3.1472 3.4511 8.81 8 0.8 3.2872  3.4511 4.75
9 0.9 3.7159  3.9192 5.19
5 1.0 3.9766  4.4366  10.37 10 1.0 4.1875  4.4366 5.61

Przedstawiony powyzej przykltad wskazuje, ze jako$¢ rozwigzania rownania rézniczkowego
metoda numeryczng zalezy od Ax. W miare, jak zmniejszeniu ulega AX, zmniejszeniu ulegaja roznice
pomigdzy rozwigzaniami numerycznymi i analitycznymi (doktadnymi). Teoretycznie nic nie stoi na
przeszkodzie, aby zmniejsza¢ AX jednakze wowczas rownoczesnie wzrasta ilos¢ obliczen (tj. ro$nie
czas obliczen). W praktyce przeprowadzane sg wstepnie proby, ktorych celem jest ustalenie wielkosci
AX niezbednej do osiagnigcia wystarczajaco doktadnych wynikow.

6.2. Metoda Rungego-Kutty

Runge i Kutta opracowali szereg metod krokowego przechodzenia przez przedziat od X, do
Xo + AX o wzrastajacej doktadnos$ci obliczen. Pierwszorzgdowa metoda R-K jest tozsama z metoda
Eulera. W metodach R—K zastosowano obliczanie wartosci f(X, y) w pewnych szczeg6lnie dobranych
punktach posrednich, lezacych w poblizu rozwigzania.

W metodzie R-K drugiego rzedu wykorzystuje si¢ przyblizong wartos¢ nachylenia (C,)
w $rodku przedziatu taczacego punkty (Xn, Yn) | (Xn+1, Yne1):

c, = f(x, +%Ax, A +%Axc1) (6.11)

w ktérym c;:
6= f(%,.Y,) (6.12)

oznacza nachylenie funkcji w punkcie (X, Yn).
Dziatanie metody R—K II rzgdu przedstawiono na Rys. 6.4.

A
doktadne
rozwigzanie
btad metody
Sx) * -
1 hachylenie
w punkcie x,
f(xo) ..... nachylenie
— i w punkcie x,
5 —>
Xo X X

Rys. 6.4. Dziatanie metody Rungego—Kutty II rzgdu.
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Najbardziej znana jest metoda R—K IV rzedu, okreslona wzorami:

AREATA +%Ax(c1+2c2+2c3+c4) (6.13)

¢, =f(x%.y) (6.14)
1 1

c, = f(x, +§Ax, A +§Axcl) (6.15)
1 1

c, = f(x, +§Ax, Y, +§Axcz) (6.16)

c, = f(x, +AX, y, +Axc,) (6.17)

w ktorych warto$¢ c; jest nachyleniem funkcji stanowigcej rozwigzanie w punkcie poczatkowym X=Xo;
C; I C3 — wartosciami nachylen w punktach posrednich przedzialu okreslonych przez:

x:x0+%Ax (6.18)

4 nachyleniem na koncu przedziatu:
X=X, +AX (6.19)

Wzory (6.13)—(6.17) wskazuja, ze w kazdym kroku obliczen wymagane jest wyznaczenie czterech

warto$ci funkcji w punktach c;, ¢,, c3 oraz c,.
START

|«
+
Drukuj x, y

!

C = f(Xi1yi)

c, = f(x +%Ax, Y, +%Axc1)

X:= X + AX

1 1
c,=f(X +=AX, Y. +=AXC
3 ( i 2 yl 2 2)
c,=f(x+AX Yy, +AXc,)

KONIEC Vii =Y+ %Ax(cl 12, + 26, +¢,)

'

N T
x<b

Rys. 6.5. Schemat algorytmu metody Rungego-Kutty czwartego rzedu.

60



Metoda R-K IV rzedu jest jedna z najczesciej stosowanych metod numerycznego rozwigzywania
rownan rozniczkowych. Metoda ta jest prosta w realizacji i zapewnia duza doktadno$¢ rozwigzania.
Profesjonalne programy wykorzystujace metode R-K IV rzgdu wyposazone sa w mechanizm
automatycznego doboru dlugosci kroku catkowania (AX), co przys$piesza czas obliczen przy
zachowaniu zatozonej doktadno$ci. Schemat algorytmu metody Rungego—Kutty czwartego rzedu
przedstawiono na Rys. 6.5.

Metoda Rungego—Kutty czwartego rzedu uwzglgdnia w obliczeniach czynnik (AXx)
wystepujacy w szeregu Taylora (rownanie (6.6)). Pierwszy pomijany czynnik wynosi (Ax)° co
wskazuje, ze blad popetiany przy szacowaniu Ay jest odwrotnie proporcjonalny do pigtej potegi AX
i jednoczesnie niewielkie zmniejszenie AX powoduje ogromny wzrost doktadnosci obliczen.

Podobnie jak metoda Eulera, metody R—K sa metodami samo startujagcymi, w ktorych do rozpoczecia
obliczen wystarcza pojedynczy punk startowy (Xo, Yo).

4

PRZYKLAD

Dla réwnania: y’(x) =y + 1 i warunku poczatkowego y(0) =1 znajdZz przyblizong wartos¢ y(1)
wykorzystujac metode R—K IV rzedu.

ROZWIAZANIE

Dla X, Y(Xo) = 1, korzystajac ze wzorow (6.13) — (6.17) otrzymujemy:

c,=y+1=1+1=2

C, =y+l+%Axc1:2+%-0.2-2=2.2

C; = Y+1+%'0-2-2.2:2.22
c,=y+1+0.2-2.22=2.444
1 1

itd.
Obliczone warto$ci zestawiono w ponizszej tabeli:

Ax X, yo Dokl Blad | c, ¢, Cs C4
0.2 0 1 1.0000  0.0000
0.2 1.4428 1.4428 0.0000 2 2.2 2.22 2.444

0.4 1.98364 1.9836 0.0018 | 2.443 2.687 2.711508 2.9851
0.6 2.64421 2.6442 0.0005 | 2.984 3.282 3.311836 3.646
0.8 3.45104 3.4511 0.0017 | 3.644 4.009 4.045076 4.45323
1 4.4365 4.4366  0.0022 [ 4.451 4.896 4.940656 5.43917

abhwWN-= O|S

Uzyskane wyniki wskazuja, Zze metoda Rungego—Kutty czwartego rzedu z krokiem Ax = 0.2 daje
o wiele lepsza doktadnos$¢ niz metoda Eulera z Ax = 0.1.

Metod¢ R-K IV rzgdu wykorzysta¢c mozna do rozwigzywania ukladu sprzezonych réwnan
rézniczkowych pierwszego rzedu, ktore przybieraja nastgpujaca forme:
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d
i: fl(X, yl’yz"'yn)

dx

dy,

2 _

™ (X Y Yo Ya) (6.20)
d

d’:(“ =YLy, )

Warto$ci  poczatkowe okreslone sa przez punkt X=X, CO O0znacza, ze wartosci
YV, (%) Yo (%), ¥, (%) sa znane. Typowym przyktadem uktadu sprze¢zonych rownan roézniczkowych
pierwszego rzedu sa rownania opisujace kinetyke reakcji nastepczej:

A= B——=C
k, ks
W nastepujacej postaci:
d[A
- kAol
d[B
%z—(k3 +k,)[B]+k,[A]l+k,[C] (6.21)
d[C
LB iger+ ke

W réwnaniach tych [A], [B] i [C] oznaczaja stezenie [mol/dm®], k — sg statlymi szybkosci reakeji [s™].
Roéwnania sg ze soba sprzezone, poniewaz produkty jednej reakcji stanowig jednoczesnie substraty
reakcji nastepne;.

Rozwigzanie polega na wyznaczeniu zaleznosci zmian stgzen [A], [B] i [C] od czasu ([A]=f(t), [B]=f(t)
i [C]=f(t)) dla okreslonych warto$ci statych szybko$ci reakcji. Jako wartosci poczatkowe procedury
calkowania przyjmuje si¢ warunki poczatkowe dla reakcji (np. [Alo=1, [B]o=01i[C]o = 0)

Ponizej przedstawiono przyktad rozwigzania tego uktadu rownan w programie Mathcad. Po wpisaniu
wektora zawierajgcego warto$ci poczatkowe stezen (C), wartoSci statych szybko$ci ki—ks, wektora
pierwszych pochodnych szukanych funkcji (P(t,C)) oraz funkcji rozwiazujacej ten uklad réwnan
rozniczkowych metoda Rungego-Kutty (rkfixed) uzyska¢ mozna wykres funkcji bedacych
rozwigzaniem uktadu sprzezonych rownan rézniczkowych pierwszego rzedu (wzor (6.21)).

1 T T T

R(l)

K Co+ kyCy —_—

@

P(t,C) := kl-CO—kZACl—kS-Cl+ k4‘02 .F.{“
k3<Cl - k4-C2 R<3>

R :=rkfixedC, 0, 20, 100,P)

0 5 10 15 20
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Numeryczne rozwigzanie uktadu réwnan rézniczkowych w programie Mathcad umozliwia $ledzenie
zmian w przebiegu poszczegdlnych krzywych (zmian stezen) w zalezno$ci od wartosci statych
szybkosci reakcji oraz stezenia poczatkowego substancji A.

6.3. Metoda Milne’a (predyktor-korektor)

Alternatywng metodg w stosunku do jednokrokowego przechodzenia przez przedziat Ax
w trakcie rozwigzywania rownan rozniczkowych jest uzycie w obliczeniach wigcej niz jednego punktu
startowego. W metodach tych, nazywanych metodami wielokrokowymi do wykonania jednego kroku
obliczen wykorzystywane sa przyblizone wartosci, obliczone w kilku kolejnych, bezposrednio
poprzedzajacych krokach. Ze wzglgdu na to, ze warunek poczatkowy zadany jest tylko w jednym
punkcie, obliczenia rozpoczyna si¢ dowolng metoda samostartujacg (jednokrokows). Po
wygenerowaniu niezbednej liczby wartos$ci poczatkowych, obliczenia kontynuowaé¢ mozna dowolng
metodg wielokrokows.

Ogolnie, metody wielokrokowe wykorzystuja ekstrapolacje z punktu yo = y(Xo) do nowego
punktu y; = y(x;) z zastosowaniem kroku predykcyjnego i nastgpnie kroku korekcyjnego. Krok
predykcyjny wykonuje si¢ dopasowujac wielomian do punktu Y, i dwoch punktdw poprzedzajacych

y, iy, (Rys.6.6).
A A
dy y
dx

=

X X3 Xo X, X X X

-

Rys. 6.6. Zasada dziatania metody predyktor—korektor wg Milne’a.

Dopasowana do tych punktow parabola jest ekstrapolowana poprzez przedzial AX i umozliwia
obliczenie powierzchni pod parabola na podstawie warto$ci poprzedzajacych ja punktow VY, .

Obliczona powierzchnia dodawana jest do wartosci y celem obliczenia przewidywanej (predykowanej)
warto$ci Y1 (0znaczonej jako vy, ):

4 ! ! 1
Yap =Yos + g MX(2Y — Y, +2Y) (6.22)

Rownanie rézniczkowe jest nastepnie wykorzystane W celu skorygowania pierwszej obliczonej
warto$ci Y1, poprzez podstawienie tej wartos$ci oraz X; do rownania:

v = (X ¥ip) (6.23)

i obliczenia pochodnej w punkcie X;.
Oszacowang warto$¢ Yy, wraz z dwoma poprzedzajacymi punktami (Y, 1 y’,) uzywa si¢ do

obliczenia nowej, lepszej paraboli wykorzystywanej do obliczenia nowego, skorygowanego VY, :
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AX !/ ’ ’
Yie = y—1+?(y—1+4y0 +y1) (6-24)
oraz skorygowanej pochodnej:

yr = f (% V) (6.25)
Dziatanie metody predyktor—korektor przesledzi¢ mozna na zaprezentowanym ponizej przyktadzie.
PRZYKLAD

Dla réwnania: y’(X) =y + 1 i warunku poczatkowego Yy(0) =1 znajdZz przyblizong wartos¢ Yy(1)
wykorzystujac metode Milne’a.

ROZWIAZANIE

Chcac przeprowadzi¢ obliczenia zgodnie z ta metoda nalezy dysponowaé wartosciami:

yO’ yfli y721 y73
Yoo Y Y Y

ktore obliczy¢ mozna wykorzystujac metod¢ Rungego—Kutty IV rzedu (patrz poprzedni przyktad).
Dalsze obliczenia prowadzi si¢ zgodnie z rownaniami (6.22)—(6.25), tj.:

Yip=Ys+t gAx(Zy[2 -y, + 2y{)) =1+ % -0.2- (2- 2.4428—-2.9836+2- 3.6442) =3.450771
Y1 = (%, Y1) = Yy, +1=3.450771+1=4.450771
AX, , , 0.2
Ve =Y, + ?(y_l +4y, + yl) =1.98364 + 3 (2.9836 +4-3.6442 + 4.450771) = 3.45105

y, = f(X,Y.) =Y, +1=3.45105+1=4.45105

itd.
Rezultaty obliczen przedstawiono w ponizszej tabeli:
| ax n Xy Yo Ve | Vi ¥y yie ¥y | Dokl  Blad
0.2 -3 0 1 2.0000 1.0000 0.0000
-2 0.2 1.4428 2.4428 1.4428 0.0000
-1 0.4 1.98364 2.9836 1.9836 0.0018
0 0.6 2.64421  3.6442 2.6442 0.0005
1 0.8 3.45105 4.4511 |3.450771 4.450771 " 3.45105 4.45105 | 3.4511 0.0014
2 1 4.43652 54365 |4.436177 5.436177 " 4.43652 5.43652 | 4.4366 0.0018

W przedstawionym przyktadzie, po wykonaniu dwoch krokow obliczen, uzyskano o przeszto 12 %
mniejszy btad w porownaniu do metody Rungego—Kutty.

Niewatpliwa zaleta metod typu predyktor—korektor (ekstrapolacyjno-interpolacyjnych) jest
mozliwos¢ $ledzenia doktadnos$ci rozwigzan numerycznych poniewaz réznica pomigdzy warto§ciami
Y1, Y dostarcza informacji, czy przyjety przedzial AX jest odpowiedni. Metoda Milne’a podobnie

jak metoda R—K IV rzgdu charakteryzuje si¢ btgdem proporcjonalnym do piatej potggi AX.
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7. Wybrane metody rozwigzywania rownan algebraicznych.

Roéwnanie algebraiczne (nie zawierajagce pochodnych ani calek) z jedng niewiadomg mozna zapisa¢ w
postaci:
f(x)=0 (7.1)

Rozwigzaniami tego rownania sg wartosci X, dla ktorych powyzsza rownos¢ jest spetniona (miejsca
zerowe funkcji f(x)).
Sposrod roéznych metod numerycznych stosowanych do znajdowania miejsca zerowego funkcji
W niniejszym rozdziale omowione zostana:

- metoda potowienia odcinka (bisekcji)

- metoda siecznych (reguta falsi)

- metoda stycznych (Newtona—Raphsona)

7.1. Metoda polowienia odcinka (bisekcji)

Z definicji ciggltosci funkcji wynika, ze jesli f(x;)-f(x2)<0, to w przedziale (x;,xp) istnieje co najmniej
jeden taki punkt, w ktorym f(x)=0. W metodzie bisekcji w celu wyznaczenia przyblizonej wartosci
miejsca zerowego funkcji, stopniowo zmniejsza si¢ przedzial (X;,X;) w taki sposob aby zawieral on
poszukiwany pierwiastek. Punktem startowym w tej metodzie sa dwie wartosci argumentu, dla
ktorych funkcja f(x) zmienia znak (Rys. 7.1).

A
Y

nx,)

»(x)

Rys. 7.1. Graficzna ilustracja metody potowienia odcinka.
W pierwszym kroku oblicza si¢ wartos¢ f(x3) w srodku przedziatu:
X3 = 1/2'(X1+X2) (72)

W rezultacie otrzymuje si¢ dwa przedzialy dwukrotnie mniejsze od przedziatu poczatkowego. Jezeli
f(x3)>0, to rozwigzanie znajduje si¢ pomigdzy punktami x; i Xs:

Xq = Yo (X1 +X3) (7.3)
W przeciwnym razie (dla f(x3)<0) miejsce zerowe funkcji znajduje si¢ pomigdzy punktami X, i X3:

Xq = Y2 (Xo+X3) (7.4)
Obliczenia powtarza si¢ wielokrotnie, do momentu uzyskania dostatecznie dobrego oszacowania

miejsca zerowego. W praktyce, obliczenia iteracyjne konczy si¢ po spelnieniu ktoregos
z nastgpujacych warunkow:
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X1 — X |<€ (7.5)

n+l
ktéry oznacza, ze r6znica pomiedzy kolejnymi przyblizeniami jest wystarczajaco mata, lub:

1F(x,)| <& (7.6)

czyli wartos¢ funkcji w wyznaczonym punkcie jest bliska 0 (mniejsza od €). W rowniach tych, €
oznacza zatozong dokladno$¢ obliczen (kryterium podawane przez uzytkownika). Rownania (7.5)
i (7.6) wykorzystywane sa takze w metodzie siecznych i metodzie stycznych.

Niewatpliwg zaletg metody potowienia odcinka jest jej prostota. Do zasadniczych wad zaliczy¢ mozna
wolng zbieznos¢ procesu iteracyjnego oraz problemy w przypadku, gdy wiele miejsc zerowych funkcji
skupia si¢ w bardzo waskim przedziale (Rys. 7.2).

A
Y

N(x,)

»(x)

Rys. 7.2. Graficzna ilustracja wystepowania wielu miejsc zerowych w waskim przedziale (X,Xy).
PRZYKLAD
Dla funkgji:
f(x)=0.1-x°—x*+ 1
wyznaczy¢ metoda potowienia odcinka miejsce zerowe pomigdzy X; = 9 i X, = 10.
ROZWIAZANIE
Wartos¢ funkcji w punktach x; = 9 i X, = 10 wynosi odpowiednio:
f(x)) = —7.1orazf(x;) = 1
Korzystajac z rownania (7.2), wyznaczy¢ mozna warto$¢ Xz i na jej podstawie warto$¢ funkcji f(X3):
X3 = 9.5 oraz f(x3z) = —3.51

Analizujac otrzymane wyniki mozna stwierdzi¢, ze miejsce zerowe funkcji znajduje si¢ pomigdzy
X3= 9.5 1 X, = 10. Powtarzajgc obliczenia dla tych dwoch punktow, otrzymuje sie:

X4 = 9.75 oraz f(x,) = - 1.376
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Zatem miejsce zerowe funkcji znajduje si¢ pomig¢dzy X4 = 9.75 i x, = 10. Kolejne obliczenia prowadza
do nastepujacych wynikow:

Xs = 9.875 oraz f(xs) =—0.219

wskazujacych na wystgpowanie miejsca zerowego w przedziale (xs=9.875, x,=10). W kolejnym
etapie uzyskuje si¢ wartosci:

X = 9.9375 oraz f(xs) = 0.3828

ktore prowadza do nastgpnego zmniejszenia przedziatu ((xs=9.875, Xs =9.9375)). W ostatnim,
analizowanym w przyktadzie kroku, obliczone warto$ci wynosza:

X7=9.90625 oraz f(x7) = 0.07999
Uzyskany wynik koncowy (X7) porowna¢ mozna z doktadng wartos$ciag miejsca zerowego funkcji (f(X)

= 0 dlax =9.89793) poprzez obliczenie btgdu wzglednego, ktory wynosi 0.084%.
Na Rys. 7.3. przedstawiono ogdlny schemat algorytmu metody potowienia odcinka.

START

x:=(at+b)/2 |,
o>~
STOP T
A b:=x a:=x
Drukuj — ¢
X & &:=(b-a)/2
A
T ¢ N
€>§

Rys. 7.3. Schemat algorytmu metody potowienia odcinka.

7.2. Metoda siecznych (regula falsi)

W metodzie tej, nazywanej rowniez metoda falszywego zatozenia liniowosci funkcji, przez punkty x;
i Xp, dla ktorych funkcja f(x) zmienia znak, prowadzi si¢ cieciwe o nastgpujacym réwnaniu:

RIS

2

(X=x) (7.7)

Za pierwsze przyblizenie szukanego miejsca zerowego przyjmuje si¢ odcieta X3 punktu (Rys. 7.4),
w ktorym wyznaczona cigciwa AB przecina o$ OX.
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n(x,)

Rys. 7.4. Graficzna ilustracja metody siecznych.

Wartos$¢ argumentu w punkcie X3 wyliczy¢ mozna ze wzoru:

—y _ X, =%
=%~ ) o3 (7.8)

Podobnie jak w metodzie bisekcji, obliczenia kontynuowane sa do momentu uzyskania dostatecznie
dobrego oszacowania miejsca zerowego. Ogdlny wzor rekurencyjny dla tej metody zapisaé mozna
W nastepujacej postaci:

Xoerz) = Xeeny — T Kpesny) Y % (7.9)
f (X(k+1)) — f (Xk)

gdziek=1, 2, ...
PRZYKLAD
Dla funkcji:

f(X)=0.1' - x* +1
Wyznaczy¢ metodg siecznych miejsce zerowe pomigdzy X; = 9 i x, = 10.
ROZWIAZANIE

Podobnie jak w przyktadzie analizowanym poprzednio, warto$¢ funkcji w punktach x; = 9 i X, = 10
wynosi odpowiednio:

f(x)) = —7.1orazf(x;) = 1

Podstawiajac wartosci liczbowe do réwnania (7.8) obliczy¢ mozna warto$¢ argumentu w punkcie X3
oraz odpowiednig warto$¢ funkcji (f(X3)):

X3 =9.87653 oraz  f(x3) =-0.20427

W kolejnym kroku, korzystajac ze wzoru (7.9) w postaci:
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X3—X2
%=X T T T o)

uzyskuje si¢ nastepujace wyniki:
X4 =9.89748 oraz  f(x4) =-0.00425
Poréwnujac wynik koncowy (Xs) z doktadng warto$cig miejsca zerowego (f(x) = 0 dla x = 9.89793)

otrzymuje si¢ btad wzgledny réwny 0.0045%. W pordéwnaniu do omawianej wczesniej metody

bisekcji, po wykonaniu dwoch przyblizen metoda siecznych, blad oszacowania jest prawie 20 razy
mniejszy.

Schemat algorytmu metody siecznych przedstawiono na Rys. 7.5.

START

xa:=f(a)

P
Bl

x:=a-xa*(b-a)/(f(b)-xa)

v

xb:= f(x)

Drukuj —
X € £:=(b-a)2 |«
A
T ¢ N
€>§

Rys. 7.5. Schemat algorytmu metody siecznych.

7.3. Metoda stycznych (Newtona-Raphsona)

W metodzie tej, ktora jest najpopularniejsza metoda wyznaczania miejsc zerowych funkcji, wymagana
jest znajomos¢ funkcji f(x) oraz jej pochodnej f°(x). Nachylenie stycznej do wykresu w punkcie x,,
zgodnie z ta metoda (Rys. 7.6), wyliczy¢ mozna ze wzoru:

F1(x,) = %) (7.10)

2~ X
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1
(x,) y
X,
OF—e ® >
y( X, ) ......... X4 X; X2 X

Rys. 7.6. Graficzna ilustracja metody stycznych.

Pierwsze przyblizenie szukanego miejsca zerowego (X3) wyliczy¢ mozna z rOwnania:

X, = x, - %) (7.12)

_x — ) (7.12)

PRZYKLAD
Dla funkgji:

f(x) = 0.1 = x* +1
Wyznaczy¢ metodg stycznych miejsce zerowe pomiedzy X; = 9 i X, = 10.
ROZWIAZANIE

Chcac zastosowac do obliczen rownanie (7.11) nalezy dysponowaé wartoscig funkcji w punkcie X,
(f(x2) = 1) oraz jej pochodng w punkcie X,. Pochodna funkcji wynosi:

() =03x*-2-x

zatem pochodna w punkcie f°(x;) = 10. Podstawienie odpowiednich wartosci do rownania (7.11)
prowadzi do nastgpujacych wynikow:

X3 = 9.9 oraz f(x3) = 0.0199 i £°(x3) = 9.603

W drugim kroku obliczen, korzystajac ze wzoru (7.12) w postaci:
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uzyskuje si¢ nastepujgce wyniki:
X, = 9.897928 oraz f(x,) = 8.46-10°

Dla tej metody biad wzgledny, po dwoch krokach obliczen, wynosi tylko 7.4-10° % i jest przeszto 600
razy mniejszy od btedu wzglednego obliczonego w przypadku metody siecznych.
Schemat algorytmu obliczen przedstawiono na Rys. 7.7.

START

A

Dane:
f(x), P(x), xX°, €

STOP ¢
7Y e N —

Drukuj ¢
i X, € ; X:=X-p
A ¢

€ > abs(p)

Rys. 7.7. Schemat algorytmu metody stycznych.
8. Metody rozwiazywania ukladow réwnan liniowych
8.1. Rachunek macierzowy — podstawy

Uktady réwnan liniowych sa czesto stosowane do opisu wielu zjawisk chemicznych np.
analizy korelacji wielokrotnej, badania réwnowag w uktadach wielosktadnikowych lub
spektrofotometrycznej analizie sktadu mieszanin. Réwnanie liniowe przedstawi¢ mozna w ogdlnej
postaci:

Y =8 +aX +aX X, (8.1)

Ze wzgledu na to, ze metody rozwigzywania uktadow rownan liniowych najczesciej wykorzystujg
rachunek macierzowy, ponizej przedstawione zostang podstawowe pojecia z tej dziedziny.

Macierz jest obiektem, ktory sktada si¢ mxn elementow umieszczonych w tablicy zbudowanej
m wierszy i n kolumn (rozmiar wynosi mxn) ograniczonych nawiasami.
Dowolna macierz A (oznaczong pogrubiong literg) sktadajaca si¢ z mn elementéw zapisa¢ mozna
nastepujaco:

& (8.2)
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Kazdy element macierzy (a;) znajduje si¢ w odpowiednim i—tym wierszu (i =1, 2, ..., m) oraz j—tej
kolumnie (j=1, 2, ..., n). Rachunek macierzowy wykorzystuje si¢ do wykonywania wielu
elementarnych operacji algebraicznych. W przypadku dodawania macierzy A do B, uzyskuje si¢
macierz C:

A+B=C (8.3)

Suma macierzy moze zosta¢ wyliczona tylko woéwczas, gdy macierze maja takie same wymiary
i polega na dodaniu do siebie elementow macierzy A i B o identycznych wskaznikach:

dlawszystkichi=1,2,....,morazj=1,2,...,n.
W dodawaniu macierzy, podobnie jak w przypadku zwyklego dodawania, obowigzuje zasada
przemiennosci, czyli:
A+B=B+A (8.5)
oraz (A+B)+C=A+(B+C) (8.6)

lloczyn macierzy A i skalara (liczby) c osiaga si¢ przez mnozenie kazdego elementu macierzy A przez
stalg c.

CA= (cai,—) (87)
lloczyn macierzy A i macierzy B celem uzyskania macierzy C:
AB=C (8.8)

mozna otrzymac tylko wtedy, gdy liczba kolumn w A rowna si¢ liczbie wierszy w B. W takim
przypadku i,j—y element w macierzy C stanowi sume iloczynéw par elementéw w i—tym wierszu
macierzy A i j—ej kolumnie macierzy B:

in™nj

n
C; =auby; +a,h,; +agh,; +---+a,b,; =D aby (8.9)
k=1
Jesli A jest macierzg o rozmiarze mxn, a B macierzg o rozmiarze nxp, to macierz C posiada t¢ sama
liczbe wierszy co A i t¢ samg liczb¢ kolumn co B, czyli jej rozmiar wynosi mxp:
A (macierz mxn) B (macierz nxp) = C (macierz mxp) (8.10)

Jednoczesnie w przypadku mnozenia macierzy nie obowigzuje prawo przemienno$ci, czyli nie dla
wszystkich przypadkow:

AB=BA lub A(BC) = AB(C) (8.11)

Macierzag odwrotng A do macierzy B (i vice versa) nazywamy macierze kwadratowe (liczba wierszy
réowna si¢ liczbie kolumn), spetniajgce rownosc:

AB=1=BA (8.12)

gdzie | jest macierzg jednostkowa, ktorej elementy diagonalne rowne sg 1 (a;; = 1) natomiast pozostate
réwnaja sie 0. Macierz odwrotna do macierzy A oznacza si¢ symbolem A, zatem:
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AAT=A'A=| (8.13)

Macierz odwrotna do A istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik A jest rozny od zera. W takim
przypadku macierz A nazywana jest macierzg nicosobliwa.

Obliczanie macierzy odwrotnej jest jedna z glownych operacji algebry macierzowej, stosowang
w trakcie rozwigzania uktadu réwnan liniowych.

Uktad réwnan liniowych zapisa¢ mozna w nastgpujacy sposob:

a, % +a, +--+a X, :bl
Ay X + 8y, +- -+ 3, X, :bz

(8.14)
aX +a,+--+a, X =b,
Uktad ten przedstawi¢ mozna zgodnie z rachunkiem macierzowym w nastgpujacej postaci:
AX=B (8.15)

W rownaniu tym A jest macierza wspotczynnikow a 0 wymiarach mxn (réwnanie (8.2)), X —
wektorem (macierzg kolumnowg o rozmiarze nx1) zawierajaca niewiadome czyli poszukiwane
rozwigzania uktadu rownan (X,). Macierz B jest macierza kolumnowg statych (b,), 0 rozmiarze nx1.
Przystepujac do rozwigzania powyzszego ukladu réwnan (wyznaczenia elementdow macierzy X)
nalezy dysponowa¢ kwadratowa macierzag wspotczynnikow (A), czyli posiada¢ tyle rownan ile
niewiadomych w nich wystepuje (spelniony warunek m =n). Jezeli macierz A jest macierzg
nieosobliwa, to uktad réwnan opisany wzorem (8.15) ma doktadnie jedno rozwiazanie.

8.2. Metoda Cramera

Uktady réwnan liniowych o ogolnej postaci zdefiniowanej rownaniami (8.14) mozna
rozwigza¢ stosujac wzory Cramera. Rozwigzanie uktadu réwnan, w ktorym m =n (rozmiar nxn)
okreslone jest przez stosunek dwoch wyznacznikéw. W ilorazie tym mianownik stanowi wyznacznik
macierzy wspotczynnikow (@), natomiast licznikiem jest ten sam wyznacznik, w ktérym i-tg kolumne
zastgpiono kolumng statych wystepujacych w rownaniach (czyli b). Korzystajac z metody Cramera
w celu rozwigzania uktadu dwoch rownan liniowych w postaci:

+a,X, =
ailxl a12 2 bl (816)
X, +8,X%, =b,
otrzymujemy nastgpujace rownania;
Dl D2
=1 oy -2 8.17
x=7 *=5 (8.17)
w ktorych:
D — all a12 = bl a12 , = all bl (818)
aZl a22 b2 a22 aZl b2

Wyznacznik macierzy wspotczynnikow (D) 0 rozmiarze 2x2 rozwigza¢ mozna w nastgpujacy sposob:

a, a,
a21 a22

D= =88, —aua, (8-19)
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Przedstawione powyzej wzory umozliwiaja rozwigzanie ukladu dwoch rownan liniowych poprzez
wykonanie dwoch mnozen i jednego odejmowania.

Wraz ze wzrostem rozmiaru wyznacznika wzrasta rowniez ilo§¢ potrzebnych obliczen. Dla
wyznacznika o rozmiarze 3x3 niezbg¢dne jest wykonanie nast¢pujacych dziatan:

a; &, 4
Ay Ay 8y = 8385853 T 81,8538y + 83858, —85,85,85 — 858,38, —8538,8,, (8-20)
& &y Ay

Po prawej stronie tego rownania wystepuje n! = 6 czynnikow bedacych iloczynem n liczb, a zatem
wykonanie obliczen wymaga przeprowadzenia (n)(n!) = 18 operacji jednostkowych. W przypadku
wyznacznikow o wyzszych rozmiarach redukuje si¢ je do rozmiaru 3x3 z wykorzystaniem
odpowiednich wspolczynnikow. Mozliwe jest opracowanie algorytmu obliczajgcego wyznaczniki
0 rozmiarze nxn, ktory wykonuje 2n! mnozen. Dla duzych wartosci n metoda ta staje si¢ jednak
niepraktyczna, gdyz dla przyktadu obliczenie wyznacznika 20x20 wymaga przeprowadzenia okoto
4 10" jednostkowych operacji matematycznych.

PRZYKLAD

Rozwiaz nastgpujacy uktad rownan liniowych:

X+y+z=6
X+2y+3z=14
X+4y+9z2=36

metodg Cramera.
ROZWIAZANIE

Korzystajac ze wzoru (8.20) wyliczy¢ mozna wyznacznik wspotczynnikow uktadu réwnan (D):

=1.2.9+1-31+1:1:4-1.2.1-4.3.1-9-1.1=2

O

Il
= = =
NG
© w

Zatem dla D = 2, poszczegolne wyznaczniki wynoszg:

6 1 1

Xx=—(14 2 3=6-2-9+1.3-36+1-14-4-36-2-1-4-3-6-9-14-1=1
36 4 9
1 6 1

y=%l 14 3/=1.14-9+6-3-1+1.1.36-1-14-1-36-3:1-9:1.6=2
1 36 9
11 6

Zzll 2 14/=1.2-36+1-14-1+6-1.4-1-2-6-4-14-1-36-1-1=3
1 4 36

Rozwigzaniem tego uktadu rownan sg wartosci X =1,y =2 orazz = 3.
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8.3. Metoda Gaussa—Seidela
Uktad réwnan liniowych rozwigza¢ mozna metodg iteracyjna, ktéra w kazdym kroku obliczef
stopniowo przybliza si¢ do wartosci bedacej rozwigzaniem. Jedna z metod oparta na takim algorytmie
jest metoda Gaussa—Seidela, ktora zastosowan mozna do dowolnego uktadu réwnan (rowniez

nieliniowych) zapisanych nastepujgco:

P(lexz’...xn)zo i=12---n (821)

ktore przeksztatci¢ mozna do postaci:
% =f(X,%,--x)=0 i=12--n (8.22)

W metodzie tej niezbgdna jest znajomo$¢ poczatkowego przyblizenia rozwigzania dla wszystkich
niewiadomych, czyli warto$ci:

X, X X (8.23)
Zgodnie z metoda, pierwsze przyblizenie X; uzyskuje si¢ z zaleznosci:

x® = fi(Xl(O)ng)),“'Xr(,o)):O i=12---n (8.24)

Analogicznie poszukuje si¢ kolejnych przyblizen wykorzystujgc nastepujacy wzor rekurencyjny:

(k+1) _ (k) (k) ()} — i—
X = f XX ) =0 i=12---n
i i (Xi 2 ) (825)
k=12,
Jesli spelnione sa warunki zbieznosci iteracji, wowczas grupa liczb:
(O -
X;” j=L2---n (8.26)
Z ciagow:
(1) 4(2)4,(3) (O -
XXX X =120 (8.27)

przy dostatecznie duzym i jest dowolnie doktadnym przyblizeniem rozwigzania uktadu.
Zgodnie z ogdélnym wzorem (8.14) uktad rownan o wymiarze 3x3 moze zosta¢ zapisany w postaci:

A X +a, X, +a,X; = bl
Ay X +ayX, +ayuX, =D, (8.28)

Ay X 35X, 83X, = bs

i dalej przeksztalcony do:
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1
X :a(bl —a;,X; _a13X3)

1
X, = a_ (bz —a,X - azsxs) (8-29)

22

1
X = g(ba —ayX — aszxz)

3

Wykorzystujac oszacowane, poczatkowe wartosci x{” i x{” obliczy¢ mozna (wstawiajac je do

réwnania na X;) pierwsze przyblizenie wartosci x . Zwykle przyjmuje sie, ze X =b, . W kolejnym
kroku, wyznaczone wartosci X i x{” podstawiane sa do réwnania na X, celem obliczenia
pierwszego przyblizenia wartosci x{”. Nastepnie obliczone w ten sposob x oraz x{’ stiza do
obliczenia x{’ z trzeciego réwnania. Procedura ta powtarzana jest tak dhugo, az zostanie osiagnigta

zadowalajgca doktadno$¢ rozwigzan. W metodzie tej w kazdym cyklu obliczen wymagane jest
przeprowadzenie tylko n’ mnozen.

Ogolne rownanie na k+1 przyblizenie i-tej zmiennej, ktore umozliwia rozwigzanie dowolnego uktadu
Nxn rownan, zapisa¢ mozna nastepujaco:

1 i-1 n
x{D = a_{b' =D axXt = ax| (8.30)

j j=i+l
PRZYKLAD

Rozwiaz nastgpujacy uktad rownan liniowych:

X+y+2=6
X+2y+3z=14
X+4y+9z2=36

metodg Gaussa—Seidela.
ROZWIAZANIE

Zgodnie z algorytmem obliczeh omoéwionym powyzej za poczatkowe przyblizone rozwigzania uktadu
rownan przyjmuje si¢ odpowiednie wyrazy wolne, tj.:

x? =hb =6, y© =b, =7 (poniewaz 2y = 14) oraz ¥ =h, =4 (poniewaz 9z = 36),

Podstawiajac wartosci y© i 2 do przeksztalconego réwnania pierwszego otrzymuje si¢ pierwsze
przyblizenie wartosci X:

X0 =6-y©® 70 —6_7-4=-5

(0

Tak wyznaczong warto$¢ Xx® wraz z wartoscia z'” wstawia si¢ do przeksztalconego réwnania

drugiego w celu obliczenia pierwszego przyblizenia y® :

yo 14-x®-3z9) (14+5-3-4)
2 2

=35

76



a nastepnie wartosci X® i y® podstawia sie do przeksztalconego réwnania trzeciego, uzyskujac
pierwsze przyblizenie z:

yo = (36-x" -4yY) (36+5-4-35)

3
9 9
itd. Otrzymane wyniki zestawiono w ponizszej tabeli.
Przybl.  x y z

0 6 7 4 cd.
1 5 35 3 26 0.987 2.017 2.994
2 05 275 2.833 27 0.989 2.015 2.995
3 0417 2542 2.824 28 0.991 2.013 2.995
4 0.634 2.447 2.842 29 0992 2.011 2.996
5 0711 2.381 2.863 30  0.993 2.009 2.997
6 0.756 2.328 2.881 31 0.994 2.008 2.997
7 0791 2.283 2.898 32 0.995 2.007 2.997
8 082 2244 2912 33 0.996 2.006 2.998
9 0845 221 2924 34 0.996 2.005 2.998
10 0.866 2.181 2.934 35 0.997 2.004 2.998
11 0.884 2.156 2.943 36 0.997 2.004 2.999
12 09 2135 2.951 37  0.998 2.003 2.999
13 0.914 2.116 2.958 38 0.998 2.003 2.999
14 0926 2.1 2964 39  0.998 2.002 2.999
15  0.936 2.086 2.969 40 0.998 2.002 2.999
16 0.945 2.074 2.973 41 0.999 2.002 2.999
17 0.953 2.064 2.977 42 0.999 2.002 2.999
18  0.959 2.055 2.98 43 0999 2001 3
19  0.965 2.048 2.983 44 0999 2001 3
20 0.97 2.041 2.985 45 0999 2.001 3
21 0.974 2.036 2.987 46 0999 2.001 3
22 0.977 2.031 2.989 47 0999 2.001 3
23 098 2026 2099 48 1 2001 3
24 0.983 2.023 2.992 49 1 2001 3
25 0985 2.02 2.993 50 1 2 3

Obliczenia wskazuja, ze dopiero po 50 krokach obliczen iteracyjnych uzyskano zadowalajacy wynik,
bedacy rozwigzaniem powyzszego ukladu rownan liniowych.

W praktyce liczbe iteracji dobiera si¢ w taki sposob, aby réznica pomigdzy kolejnymi oszacowaniami
byla mniejsza od zatozonego btedu (g):

XM - x| <e (8.31)

Niewatpliwa wada tej metody jest wystepujacy w wielu przypadkach brak zbieznosci, ktory powoduje,
Ze osiggnigcie poprawnego rozwigzania nie jest mozliwe.

8.4. Metoda eliminacji Gaussa—Jordana

Innym sposobem rozwigzywania uktadow réwnan liniowych jest zastosowanie metody
eliminacji Gaussa—Jordana. Polega ona na sukcesywnym przeksztalcaniu ,,podwdjnej” macierzy
wspotczynnikow i macierzy jednostkowej (A[l) do postaci IJA" (macierz jednostkowajmacierz
odwrotna) za pomocg operacji na wierszach, ktore obejmuja:

- zamian¢ dowolnych dwdch wierszy,
- mnozenie elementdw wiersza przez statg o wartosci roznej od zera,
- dodawanie wynikow mnozenia dowolnego wiersza do innego wiersza.

77



Dziatania na wierszach macierzy wspotczynnikow A (celem jej transformacji do 1) dokonuje sie
rownolegle do operacji na macierzy 1. W efekcie, macierz A jest transformowana do | a | zostaje
przetransformowane do A™, zgodnie ze wzorem:

Al> AT (8.32)

Po wyznaczeniu A podang metoda, poszukiwane warto$ci X moga by¢ juz obliczone w prosty sposob
poprzez mnozenie macierzy:

X=A"'B (8.33)

Obliczenia macierzy odwrotnej oraz rozwigzanie rownania macierzowego (8.33) nie jest konieczne
jesli macierz A rozszerzymy o macierz kolumnowg B i utworzymy macierz o nastepujacej budowie:

a; & a, b
Ay A, 9 bz

n

AlB= (8.34)

n2 0 G bn

Wowczas po dokonaniu transformacji macierzy A do macierzy jednostkowej I, uzyskamy macierz
(11X) o nastepujacej postaci:

? (8.35)

w ktorej ostatnig kolumne stanowig poszukiwane wartosci X;.
PRZYKLAD
Rozwiaz nastepujacy uktad réwnan liniowych:

X+y+2=06
X+2y+3z=14
X+4y+9z=36

metoda eliminacji Gaussa-Jordana
ROZWIAZANIE

W celu przeksztatcenia macierzy A|B do macierzy 1|X:

111 6 1 0 0 x
A|B=1 2 3 14510 1 0 vy
149 3 (001 z

wykonaé¢ mozna nastepujace operacje na wierszach:
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1) Odjecie elementow wiersza 1 od wiersza 2:

111 6
01 2 8
1 4 9 36
2) Odjecie elementow wiersza 1 od wiersza 3:
111 6
012 8
0 3 8 30
3) Odjecie elementow wiersza 2, pomnozonych przez 3, od wiersza 3
1116
01 28
0 0 26
4) Podzielenie wiersza 3 przez 2
1116
01 28
0 013
5) Odjecie elementéw wiersza 2 od wiersza 1:
1 0 -1 -2
01 2 8
00 1 3
6) Dodanie do wiersza 1 elementow wiersza 3:
1 001
0128
0 013
1) Odjgcie elementéw wiersza 2 od sktadnikow wiersza 3 pomnozonych przez 2:
1 001
010 2
0 013

Koncowe wyniki wynosza zatem X = 1, y = 2 oraz z = 3 i s3 rozwigzaniem powyzszego uktadu rownan
liniowych.

8.5. Metoda Newtona—Raphsona rozwiazywania ukladéw rownan nieliniowych

Do poszukiwania przyblizen rozwigzan nieliniowych réwnan algebraicznych zastosowac
mozna metodg Newtona—Raphsona. Ogoélny algorytm tej metody przedstawiono ponize;j.
W metodzie Newtona—Raphsona, dla uktadu n nieliniowych rownan algebraicznych w postaci:
¢|(X1’X2"'Xn):b i:l’z...n (836)
konieczna jest znajomos¢ poczatkowych przyblizen niewiadomych X:
X, x(0) .. x(© (8.37)

Przyjmujac, ze:

AX,, AX, -+ AX (8.38)
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sa poprawkami niezbednymi do obliczenia pierwszych przyblizen, czyli:
X = xO 4+ Ax. (8.39)
uktad rownan zapisanych wzorem (8.36) przedstawi¢ mozna nastepujaco:

& (X0 + %, X7 + A%, - X0 + A, ) =Dy (8.40)

Rozwijajac funkcje ¢, W szereg Taylora uzyskujemy:

O O O
4 (X, % ---xﬁ‘”)+£|oAx1 +£|0Ax2 +---5i: | AX, -+ (8.41)

Biorac pod uwagge tylko dwa pierwsze wyrazy w szeregu Taylora otrzyma¢ mozna nastepujacy uktad n
rownan:

4, (X0 X0 X)) + Z§¢|0Ax— (8.42)

i=1 |

W zapisie macierzowym réwnanie (8.42) prowadzi do nastepujacej zaleznosci:

AR A | K@ O . y(©)]
5)(1 ) 5X2 i 5Xn i Axl bl ¢1( A n )

9| b | b 8 | [b, =g, (X0 X2 x®)

10X 0 OX, o X, 0 = (8.43)
op,|  OF, ¢, A;< (0). ©) .. (O

_5)(10 5X20 | 5Xn 0_— n _b3—¢3(X1 !Xz “.Xn )_

Zapisujac powyzszy uktad rownan w postaci macierzowej otrzymuje si¢ wzor:
AX=B (8.44)

Rozwigzanie tego roéwnania macierzowego wzgledem AXx umozliwia znajdowanie kolejnych
przyblizen rozwigzan nieliniowego uktadu rownan (8.36).

PRZYKLAD

Metoda Newtona—Raphsona rozwiazac nastepujacy uktad rownan:

f=y*+8x-16=0
g=2y+x-4=0
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Rys. 8.1. Graficzna ilustracja uktadu rownan.
ROZWIAZANIE
Zgodnie z przedstawionym rysunkiem, jako poczatkowe przyblizenia przyjeto:
X =2 yO=2

W pierwszym kroku obliczef niezbedne jest wyliczenie wartosci funkcji 1 ich pochodnych wzgledem
poszczegdlnych zmiennych w punkcie poczatkowym:

f(x,y?)=y* +8x-16=4+16-16=4
g(x,y?)=2y+x-4=4+2-4=2

ﬁ — ﬁ — 2y =4
2 ORI |
99 1 %9 _
OXlxo) Yy

Zgodnie z ogdlnym réwnaniem (8.43), réwnanie macierzowe dla analizowanego przypadku zapisac

mozna w postaci:
8 4| Ax 3 -4
1 2|ay| |2

Rozwigzane tego réwnania metoda Cramera umozliwia obliczenie poszukiwanych poprawek:

D=16-4=12
114 4
X=— =
121-2 2
8 —4
Ay:i =-1
1211 -2

Obliczone poprawki (Ax =0, Ay =-1) stuza do wyznaczenia pierwszych przyblizen poszukiwanych
zmiennych x:
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X9 =x® +Ax=2

W drugim kroku analogiczne obliczenia prowadza do:

f(x®,y")=1+16-16=1
g(x®,y")=2+2-4=0

st _g ot _,
Xl Yy
99| _q 991 _,
Xy Yy

natomiast rownanie macierzowe zapisa¢ mozna w postaci:

8 2| Ax| |-1
1 2)ay| |0
Obliczone metoda Cramera drugie poprawki (Ax =-0.1428, Ay =0.0714) stuza do wyznaczenia

drugich przyblizen poszukiwanych zmiennych x:

x? =x® + Ax=1.8572
y@ =y® L Ay =1.0714

W trzecim kroku analogiczny algorytm obliczen prowadzi do:

f(x®,y®)=1+16-16=0.051
g(x®,y?)=2+2-4=0

ot _g 9Tl o143
Xl Y lya)

99 4 99 _,
Xl Yy

rOwnania macierzowego w postaci:
8 2143 | Ax| |-0.051
1 2 |lay] | o

Ax = -0.00074, Ay = 0.000368

trzecich poprawek:

oraz trzecich przyblizen poszukiwanych zmiennych X:

x® =x® + Ax =1.8564
y& =y@ 4 Ay =1.0717
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Procedur¢ takg powtarza si¢ az do osiggni¢cia zadanego przyblizenia, tj. spelnienia warunku
opisanego rownaniem (8.31).

9. Interpolacja

Interpolacja jest procesem wyznaczania warto$ci funkcji f(X) w dowolnym miejscu przedziatu
(X0, Xn), gdy znane sg wartosci tej funkcji w punktach Xo, X1, Xa,... Xo. Ogolnym celem interpolacji jest
zatem znalezienie funkcji, ktora pozwoli na przyblizone wyznaczenie punktow posrednich pomigdzy
(X0, Yo) @ (Xn, Yn). Wyznaczone réwnania interpolacyjne mogag rowniez stuzy¢ do numerycznego
obliczania catek lub rozwigzywania rownan rézniczkowych.
Jedna z najprostszych i jednoczesnie najczesciej stosowanych metod jest interpolacja wielomianowa.
W przypadku, gdy znamy (n+1) wartosci funkcji y; w (n+1) weztach interpolacji (Xo, X1, Xa,... Xn) 1O
skonstruowa¢ mozna (analogicznie do problemu aproksymacji) odpowiedni wielomian interpolacyjny
W postaci:

f(x)=a, +ax+a,x’---ax" (9.1)

Wielomian opisany réwnaniem (9.1) w weztach interpolacyjnych przybiera wartosci rowne Scisle
znanym warto$ciom Y;, w odréznieniu od funkcji aproksymujacej (Rys. 9.1), dla ktérej szacowana
warto$¢ y; obarczona jest bledem wynikajacym z zastosowanej metody najmniejszych kwadratow.
Jednoczesnie dla danych (n+1) punktow istnieje dokladnie jeden wielomian stopnia co najwyzej
n —tego, ktorego wykres przechodzi przez te punkty. Dla przykladu: przez kazde dwa punkty
przechodzi doktadnie jedna prosta (n=1), itd.

A
i interpolacja

Y y

aproksymacja

- —
» -

X X

Rys. 9.1. Graficzna ilustracja r6znicy pomigdzy interpolacjg a aproksymacja.
9.1. Wielomian interpolacyjny Lagrange’a

Zakladajac, ze znamy n+1 wartosci funkcji y = f(x) (f(Xo), f(X1),..., f(Xn)) mozliwe jest sformutowanie
n+1 roéwnan algebraicznych w nastgpujacy sposob:

n

f(Xo)zao +a X, +a2X§ + g, X
fq) =2y +aX +ax +---ax
............................................. (9.2)

2 n
f(Xn):a‘o +a X, +aX, +---a,X,

W powyzszym uktadzie réwnan wystepuje n+1 niewiadomych (wspotczynniki ao, as,... a, wielomianu
interpolacyjnego) a relacje pomigdzy wspotczynnikami a; a warto$ciami X oraz y spetniajg zawsze
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og6lng zalezno$¢ wynikajagcg ze wzoru na wielomian interpolacyjny. Uktad ten zapisa¢é mozna w
postaci wyznacznika (réwnego zero), ktory umozliwia wyprowadzenie dowolnego wielomianu
interpolacyjnego:

fx) 1 x x° X"
fo) 1 % X X5

2 n
f(x,) 1 x x X!

Dowolny wielomian interpolacyjny wyznaczy¢ mozna za pomocg nastgpujacego, Wwzoru
interpolacyjnego Lagrange’a:

n

[1(x-x)

F(X) = Zf(x ):“— 9.4)
H(Xj _Xi)

i=0
i#]

Dla najprostszego przypadku (wielomianu 1 stopnia), czyli prostej przechodzacej Scisle przez dwa
wezly interpolacyjne (punkty (Xo, Yo) 1 (X1, Y1) Rys. 9.2), odpowiedni wielomian interpolacji liniowej
dany jest wzorem:

f X ¢ % 9.5
(0= 2 o)+ ) (95)
A
Y
Sx)
Jx)
fx,)

T
Rys. 9.2. Graficzna ilustracja interpolacji funkcja liniowa.

Rozpatrujac interpolacj¢ wielomianem drugiego stopnia ze wzoru (9.4) otrzymujemy:

(=X )(x=%,) (= %) (x=%,) (x=x)(x=%)
f f f 9.6
0= e e —1) P T a1 T e xxy 0 O

czyli wzor na interpolacje parabolg (Rys. 9.3).
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>

X, X X, X, X
Rys. 9.3. Graficzna ilustracja interpolacji funkcja kwadratows.

Obliczenia ulegaja znacznemu uproszczeniu dla rownoodlegtych weztow interpolacyjnych:
X..,—X. =h (9.7
j+ J

dla ktérych wprowadzi¢ mozna nowa zmienng zdefiniowang wzorem:

X=X, =X, +hm (m=12,---n) (9.8)
W takim przypadku:

X—X%, =hm

X=X =h(m-1) (9.9)

X=X, =h(m-2)

itd.

Odpowiednie wzory interpolacyjne (rownanie (9.5) i (9.6)) przyjmuja nastepujaca postac:
dlan=1:

f (x+hm) = f (m) = h(Th_l) f(%,) +hTm F(x,) = (L—m) f (x,) +mf (x,) (9.10)
oraz dla n=2;
h?(m-1)(m-2) h?(m)(m —2) h?(m)(m—-1)
f = f — = 7 f — 7 U f =
(m) = s oy T+ 109+ T ) omm
%(m —1)(m—2) f ()~ m(m—2) f (x,) +§m(m 1) (x,)
PRZYKLAD

Korzystajac ze wzoru interpolacyjnego Lagrange’a znalez¢ wielomian interpolacyjny dla danych
przedstawionych w tabeli:

WN X
~Nw R
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ROZWIAZANIE

Podstawiajac wartosci liczbowe do wzoru (9.6) otrzymujemy:

X)= (x=2)-(x-3) 14 (x=1)-(x-3) .3+(x—1)-(x—2) 7

H 1-2-0-3 (@2-)-(2-3) (E-)-B-2

Po wymnozeniu:

f(X)=ZX2—2—1x+7+(—3x2+12x—9)+1x2—§x+3
2 2 2 2

Co prowadzi do wielomianu interpolacyjnego w postaci:
f(X)=x*—x+1

Zadanie to obliczy¢ mozna korzystajac z uproszczonego rownania (9.11), ktére po wstawieniu
wartosci liczbowych przybiera nastepujaca forme:

f(m)=%(m—1)(m—2)-1—m(m—2).3+%m(m_1).7

Po wykonaniu odpowiednich dziatan:

f(m):lm2 “3mst-sm?aemeLm’—Lm
2 2 2 2

prowadzi do rdbwnania w postaci:
f(m)=m?>+m+1

W zwigzku z tym, ze X—X, =hm, x =1 oraz h= 1, dla prezentowanego przyktadu zaleznos¢ wiazaca
X Z m jest nastepujaca:

X—=1=m
Podstawiajgc to rownanie do koncowego rownania na f(m) otrzymujemy:
f(X)=x>—x+1
ktore jest identyczne z rownaniem wyprowadzonym ze wzoru (9.6).
9.2. Réznice i ilorazy réznicowe
W innym sposobie tworzenia wielomiandéw interpolacyjnych wykorzystuje si¢ pojecia réznic
progresywnych lub ilorazow réznicowych.

W przypadku réwnoodlegtych weztow interpolacyjnych odpowiednie roznice wartosci funkcji f(X)
(4y):

Ay, =f(x)— (%), Ay, =f(%)—f(x), - Ay, =F(x,)— f(X.,) (9.12)
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nazywane sg roznicami progresywnymi rzedu pierwszego funkcji f(x). Analogicznie definiuje si¢
rdznice progresywne wyzszych rzedow:

A"y = A(A™y) (9.13)

Sposdb budowania réznic progresywnych oraz zwigzki pomigdzy nimi zaprezentowano w Tab. 9.1.
Zwigzki pomiedzy roznicami okreslonych stopni przedstawi¢ mozna za pomocg wWzorow:

Ay, = (%) - f(x)

A%y, = Ay, — Ay, = T(x,)—2F(x)+ F(X,)

Ay, =AYy, — Ay, = F (%) =3F (%) +3F (%) — f(x,)

Ay, = Ay, — Ay, = F(x,) =4 (x)+6F(x,)—4F(x)+ f(X)

(9.14)

Tab. 9.1. Zasada tworzenia roznic progresywnych w interpolacji

X 4) Pierwsza Druga Trzecia Czwarta
roznica roznica roznica roznica
Xo f(Xo)
A4y,
X1 f(x1) A%y,
Ay, Ay,
D £y, Ay,
Ay, Ay,
s | f(x) Ay,
Ay,
X4 f(X4)

W ogdlnym przypadku, gdy X przyjmuja dowolne warto$ci, czyli réznice zdefiniowane wzorem (9.12)
nie sg stale, nalezy postugiwac¢ si¢ tzw. ilorazami roznicowymi.
Tlorazami réznicowymi pierwszego rzedu funkcji f(X) nazywamy wyrazenia zdefiniowane nastgpujgco:
f(x,)—f f(x;)—f(x
( 2) (Xl) f [XZ,X3]: ( 3) ( 2) (915)

TORIIC TR |

fIX, % [=
[XO ] X =Xy X, =% X3 =X,

Analogicznie definiuje si¢ ilorazy roznicowe rzedu drugiego:

fix,x |[—f[x, fIXx,, X [—f|x,x
%% = [% ;]_X[ 0 Xi] Fx%.%]= %, ;]_Xl[ 1%, ]
2 0 3

(9.16)

Ogodlnie iloraz roznicowy rzedu n tworzony jest z ilorazu roznicowego rzgdu n-1 za pomoca
nastgpujgcego wzoru rekurencyjnego:

F % % ] = F [ %0 X0 X
Xy =%

F{ X X0 Xoan X, | = (9.17)

Poréwnujac wzory (9.12) na roznice progresywne rzedu pierwszego ze wzorami (9.15) na ilorazy
roznicowe pierwszego rzedu dla rownoodlegtych wezlow interpolacyjnych otrzymuje si¢ nastepujgce
zaleznosci:
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A A A
f %% ]= }:/0’ f[xpxz]:%v“"f[x x]:h (9.18)

n-17"n h

w ktorych h oznacza odlegtos¢ pomigdzy punktami X, zdefiniowana wzorem (9.7).
9.3. Wielomian interpolacyjny Newtona

Wielomian interpolacyjny (9.5) zapisa¢ mozna w postaci:
— Y1 = Yo
f(X)=1(x)+(x=%) —— (9.20)
X =%

Wstawiajgc do tego wzoru wyrazenie na iloraz réznicowy pierwszego rzedu (rownanie (9.15))
otrzymujemy:

FO) = (%) + (X =%)) F[%5, %] (9.21)

Analogiczne przeksztalcenia wzoru (9.16) na iloraz rdéznicowy drugiego rzgdu prowadzg do
zaleznosci:

FO) = 100) +(X=%) FDXo, X ]+ (X=X ) (X = %) T [0, %, X ] (9.22)
Ogolnie wyrazenie:
fo (%)= f(x) + (X=%) f[%, %]

+(X_ Xo)(x_ X1) f [XO’Xl’XZ]
F(X =X ) (X=X ) (X = %;,) F[Xg, X,, %5, X ] (9.23)

HX =X )(X = X) -+ (X=X 1) F X0 X0, %, ]
jest wielomianem interpolacyjnym funkcji f(x), gdy okreslonych jest (n+1) weztow interpolacji. Wzor
ten nosi nazw¢ wzoru interpolacyjnego Newtona dla nieréownych odstepow argumentow lub wzoru
interpolacyjnego Newtona z ilorazami roznicowymi.

PRZYKLAD

Korzystajac ze wzoru interpolacyjnego Newtona znalez¢é wielomian interpolacyjny dla danych
przedstawionych w tabeli:

WN X
~Nw R

ROZWIAZANIE

Chcac skorzysta¢ z rownania (9.22) nalezy w pierwszej kolejnosci obliczy¢ dwa ilorazy rdéznicowe
pierwszego rzegdu:

f — (X 3-1
f[xoaxi]: (Xlxz—Xo(X):Z—l:Z

f(x,)—f 7-3
fx.%]= (XXZ)—Xi(Xl):?a—ZZ4
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oraz iloraz roznicowy drugiego rzedu:

Fla]=fxx] 4-2
flx x,X |= = =1
L% X, — X, 3-1
Podstawiajac obliczone wartosci do wzoru (9.22) otrzymujemy:

f(X)=1+(x-1)-2+(x-D(x—2)-1
a po wymnozeniu:

f(X)=x"—x+1
PRZYKLAD

Majac do dyspozycji wartosci Xo =0, Yo=4 oraz x; =2, y; =6 (Rys. 9.4) obliczy¢ interpolowang
warto$¢ dla x = 1 korzystajac ze wzoru interpolacyjnego Newtona.

A
Y x,=2, f{x,)=6

x,=0, f(xo)::4

—_—
>

x=1 X
Rys. 9.4. Graficzna ilustracja interpolacji liniowe;j.
ROZWIAZANIE

Pierwszy iloraz r6znicowy wynosi:

fo)-f(x) _6-4_,
X — X, 2-0

f %, %]=

Po podstawieniu wartosci do wzoru Newtona (réwnanie (9.21)) otrzymujemy:
f(x)=4+(@1-0)-1=5

Interpolowana warto$¢ dla x = 1 wynosi zatem f(x) = 5.

PRZYKLAD

Majac do dyspozycji wartosci (Xo =0, Yo =4), (X1 =2, y1 = 6) oraz (x = 4, ¥, = 6.5) (Rys. 9.5) obliczy¢
interpolowang warto$¢ dla x = 1 korzystajac ze wzoru interpolacyjnego Newtona.
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xo=0,§ flx,)=4

—_—
'

x=1 X
Rys. 9.5. Graficzna ilustracja interpolacji kwadratowe;j.
ROZWIAZANIE

W przykladzie tym nalezy obliczy¢ ilorazy réznicowe pierwszego rzedu:

f(x)-f(x,) 6-4
0
f(x,)-f1 6.5-6
fx.%]= (>2<)—x1(X1): 75 =0.25
2

oraz iloraz r6znicowy drugiego rzedu:

flx]-flox]_4-2_,
X, = X, 3-1

F % %%, | =

Podstawiajac odpowiednie wartoSci do wzoru interpolacyjnego Newtona (réwnanie (9.22))
otrzymujemy:

f(X)=4+@0-0)-1+(1-0)(1—-2)-(—0.1875) =5.1875
Zatem interpolowana warto$¢ dla x = 1 wynosi 5.1875.
9.4. Rézniczkowanie numeryczne
Funkcje interpolujaca mozna wykorzysta¢ do numerycznego rozniczkowania. Jest to
szczegodlnie przydatne w przypadku gdy funkcja podana jest w postaci tabeli dla zbioru pewnych

warto$ci zmiennej niezaleznej lub gdy analityczny zapis pochodnej jest zbyt ztozony.

Rozniczkujac wzgledem m wzor Lagrange'a w postaci:
1 1
F(m) =2 (m-Dm=2)f ()= (m)m-2)f () +-mm-1)f(x,) (9.24)

uzyskuje si¢ nastgpujace rownanie:

df 1 1
G =5 @M= T 06) -2 =D (x) + @m-1 F(x,) (9.25)

Poniewaz dla rownoodlegltych weztow interpolacyjnych mozna zapisaé, ze:
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X=X, =X, +hm (m=12,---n) (9.26)
zatem:

df _df dm_1dt 027
dx dmdx hdm

Podstawiajgc réwnanie (9.25) do réwnania (9.27) uzyskuje si¢ koncowe wyrazenie umozliwiajace
roézniczkowanie numeryczne:

df 11 1
o E[E(Zm =31 ()~ 2m-Df(x)+ - (@m-Df (xz)} (9.28)

PRZYKLAD

Majac do dyspozycji wartosci (Xo = 0, Yo = 4), (X1 =2, y1 = 6) oraz (x, = 4, ¥, = 6.5) (Rys. 9.6) obliczy¢
pochodne w punktach Xq, X; i Xo.

~—,

x,=4, f(x,)=6.5

x,=0, flx,)=4

»
>

X

Rys. 9.6. Graficzna ilustracja rozniczkowania interpolowanej funkcji kwadratowej.
ROZWIAZANIE

W celu obliczenia pochodnej w weztach interpolacji wykorzysta¢ mozna wzor (9.28). Obliczenia
w odpowiednich punktach przedstawiajg si¢ nastepujaco:
a)ono,y0=4,m=0,h=2

df 111 1 1
(&] =ﬁ[§(—3)f(xo)+2f(x1)—§ f (Xz):|= >(-6+12-3.25)=1375

b)x;=2,y;=6,m=1,h=2

[&j)ﬁ = E[—E f (%) +§ f (Xz):| = E(—2+3.25) =0.625

C)X;=4,y,=65,m=2,h=2

df 111 3 1
(&sz:E{Ef(XO)_Zf(Xl)JFEf(XZ)}: 5(2—12+9.375)=_o,125

Analogiczne warto$ci uzyska¢ mozna korzystajac ze wzoru Newtona dla rownoodlegtych
wezlow interpolacyjnych w postaci:
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f(m) = f(x,) +mAy, +%m(m ~-1) A%y, (9.29)

ktora prowadzi do nastepujacego rownania:

ﬂﬁi:l{m +1(2m—1)A2y0)} (9.30)
dx hdm h 2

W zastosowaniach praktycznych przedstawione metody rozniczkowania numerycznego uzywane
moga by¢ tylko wowczas, gdy warto$ci funkcji w weztach interpolacji sa absolutnie doktadne, tj.
wielomian aproksymacyjny musi dla danego X przyjmowac Scisle okre$long warto$¢. W zwigzku
z tym stopien wielomianu interpolacyjnego musi by¢ nie mniejszy i1 nie wigkszy niz liczba weztow
pomniejszona 0 1. Interpolacje stosuje si¢ zwykle dla niewielkiej liczby punktow pomiarowych.
W przypadku analizy wielu wynikéow doswiadczalnych, prostsza metoda jest wyznaczenie rownania
regresji (np. wielomianu), ktore dalej moze by¢ z tatwos$cig zrézniczkowane.

10. Metody optymalizacji

Sposroéd wielu numerycznych metod stosowanych w optymalizacji w rozdziale tym krotko
zostang scharakteryzowane metody zmiany pojedynczego parametru oraz przypadkowych krokow
(btadzenia). Ze wzgledu na najwigksze zastosowanie praktyczne, szczegdlna uwaga zostanie
poswiecona metodzie przeszukiwania sieci (plany czynnikowe) oraz metodzie simpleksowe;j.

10.1. Metoda zmiany pojedynczego parametru

Jedng =z najprostszych metod optymalizacyjnych jest badanie zmian odpowiedzi
eksperymentalnej badanego zjawiska, polegajace na zmianie pojedynczego parametru w warunkach
gdy wartosci pozostalych zmiennych sg state. Po znalezieniu ekstremum funkcji w danym kierunku
(np. dla zmiennej x;), przyjmuje si¢ statg wartos¢ dla tej zmiennej i kontynuuje badania w kierunku
kolejnej zmiennej (np. X;). Po wykonaniu tych krokow dla wszystkich zmiennych, powraca si¢ do
pierwszego, optymalizowanego parametru (zmiennej) i calg procedur¢ przeprowadza si¢ ponownie.
Metoda ta prowadzi¢ moze do dobrych wynikéw w przypadku gdy zmienne nie s3 ze sobag
skorelowane.

10.2. Metoda przypadkowych krokow (bladzenia)

W metodzie tej kazdy z parametréw wybierany jest losowo, zatem powierzchnia odpowiedzi
probkowana jest w szerokim zakresie. Stwarza to mozliwos$¢ odszukania obszaru ekstremum jednak,
ze wzgledu na konieczno$¢ przeprowadzenia bardzo wielu doswiadczen, uwazana jest roOwniez
za kosztowng i czasochtonng.

10.3. Metoda przeszukiwania sieci (plany czynnikowe)

Metoda polega na skonstruowaniu sieci (planu), w ktoérej uzyto wiele roéznych zestawow
wartosci wybranych do optymalizacji zmiennych. Sie¢ taka pokrywa znaczng cze¢s$¢ powierzchni
odpowiedzi i stuzy do jej punktowego badania. Po wykonaniu odpowiednich do§wiadczen, w poblizu
warto$ci optymalnych, zbudowa¢ mozna kolejny plan, stuzgcy usci$leniu optymalnych wartosci
parametrow. Wielokrotne powtarzanie tej procedury prowadzi do coraz lepiej oszacowanych wartosci
optymalnych.

Plany czynnikowe moga réwniez shluzy¢ do wyznaczenia rOwnania regresji (model regresyjny)
opisujacego obszar optimum i umozliwiajacego analityczne obliczenie punktu ekstremalnego. Metoda
ta, pomimo koniecznos$ci przeprowadzenia wielu doswiadczen, ktorych liczba rosnie szybko
ze wzrostem ilo§ci zmiennych branych pod uwage, prowadzi do dobrych wynikow.
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10.3.1. Zasady tworzenia modelu regresyjnego

W celu znalezienia roéwnania opisujacego dane zjawisko, stosowane mogag by¢ rdéznego
rodzaju empiryczne modele regresyjne. W (przeciwienstwie) odroznieniu od modeli w pehi
okreslonych, dla ktérych znana jest posta¢ matematyczna funkcji wynikajaca np. z fizykochemii,
w przypadku modelu empirycznego nie jest znana zalezno$¢ funkcyjna. W najprostszym przypadku
do opisu zjawiska zastosowa¢ mozna model liniowej regresji wielokrotne;j:

y=a0+ai.x1+a2.xz+...+ap.xp (10.1)

w ktorym y oznacza zmienng bedaca odpowiedzig eksperymentalng badanego zjawiska, X; — zmienng
niezalezng (lub objasniajaca), a; — wspdtczynniki, ktore trzeba wyznaczy¢, podczas gdy p jest liczba
zmiennych niezaleznych.

Jezeli model liniowy jest niewystarczajgcy do opisu odpowiedzi obiektu, to konieczne jest
zastosowanie modeli bardziej zlozonych np. modelu liniowego z czlonami interakcyjnymi, czyli
iloczynami poszczegélnych zmiennych niezaleznych. Dla dwoch zmiennych niezaleznych model ten
przyjmuje postac:

y=a,ta X +a,-X,+a, X X (10-2)

W przypadku trzech zmiennych niezaleznych, model ten mozna zapisaé¢ nastepujaco:

Y=8+a X +8, Xy 8 Xy 8, - X - Xy +83 - X - Xy T8y %, Xy (10-3)
a w ogolnym przypadku:
P P
y=a,+>.ax+ > Y axXX, (10.4)
i-1 i=1 j>n
\ . . p(p-1) . o . -
Rownanie (10.4) zawiera 1+ p+ —5 wspotczynnikow, zatem nalezy dysponowac liczba

co najmniej rowng tej warto$ci, aby moc oszacowaé wartosci wspotczynnikow a. Dla modelu
liniowego (réwnanie (10.1)) liczba pomiardow wystarczajac do wyznaczenia wspotczynnikow wynosi
jedynie p + 1.

Model liniowy mozna rozwing¢ poprzez uwzglednienie czlonow kwadratowych. W takim
przypadku uproszczony model kwadratowy zapisa¢ mozna w postaci:

p p
y=a,+ Zai X +Z aiiXi2 (10.5)
i1 i1

a wyznaczenie 2p + 1 wspotczynnikow w tym rownaniu wymaga przeprowadzenia co najmniej takiej
samej liczby pomiaréw, tj. n >2p + 1

Rozszerzeniem uproszczonego modelu kwadratowego (rownanie (10.5)) jest pelny model
kwadratowy, w ktorym uwzglednione zostaty wszystkie mozliwe cztony interakcyjne. Ze wzglgdu na
bardzo duzg ilo$¢ wspolczynnikow (2P + p) jego zastosowanie jest ograniczone.

Znacznie czescie] stosowany jest interakcyjny model kwadratowy, ktory jest ztozeniem

modeli (10.4) oraz (10.5) i zawiera jedynie 2p + # +1 wspotczynnikow:
p p p )
y=a,+ ) aX + > aXX, + . aX (10.6)
i=1 i=1 j>n i=1
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Aby zidentyfikowac model, czyli wyznaczy¢ wspotczynniki, minimalna liczba pomiaréw jakie nalezy
wykonac¢ jest rowna licznie wspotczynnikéw. W tabeli 10.1 zestawiono minimalng liczb¢ pomiarow,

ktora jest niezbedna do zidentyfikowania modelu.

Tab. 10.1. Minimalne liczby pomiaréw niezbednych do wyznaczenia wspotczynnikow modelu

iy | oz aaony | oy | v
p+1 1+p+p(p-1)/2 2p+1 1+2p+p(p-1)/2 2p+p

p=1 2 2 3 3 3

2 3 4 5 6 6

3 4 7 7 10 11

4 5 11 9 15 20

5 6 16 11 21 37

6 7 22 13 28 70

7 8 29 15 36 135

W obliczeniach praktycznych liczba pomiaré6w powinna by¢ znacznie wigksza (co najmniej 4—5 razy)
od warto$ci minimalnych. Dla prostego modelu liniowego z czterema zmiennymi niezaleznymi
konieczne jest wykonanie wobec tego co najmniej 20—25 pomiaréw. Poprzez staranny dobor punktow
pomiarowych, zgodnie z zasadami chemometrii, mozliwe jest uzyskanie wystarczajaco dobrego
oszacowania wspolczynnikow modelu dla znacznie mniejszej liczby pomiaréw. Wymagane jest zatem
w tym przypadku staranne zaplanowanie tych punktow.

10.3.2. Plany do$wiadczalne

Opracowanie modelu opisujacego w sposob matematyczny zalezno$¢ pomigdzy wynikami
a wartoSciami poszczegolnych parametréw (np. w poblizu wielkosci optymalnych) wymaga
odpowiedniego zaplanowania. W tym celu zastosowa¢ mozna réznorodne plany doswiadczen. Ze
wzgledu na to, ze w eksperymentach mamy zwykle do czynienia z roéznorodnymi zmiennymi
mieszczacymi si¢ w roznych zakresach, do ogoélnego zapisu planu nie sg stosowane rzeczywiste
warto$ci zmiennych (x;), lecz tzw. zmienne planu (uj). Zmienne planu mozna przeliczy¢ na zmienne
rzeczywiste (i odwrotnie) za pomocg nastepujacych wzorow:

u. :2Xi _(Xi,max+xi,min) (107)
I (Xi,max_xi,min)
X :ui(xi,max_xi,min )+(Xi,max+xi,min) (108)

' 2

w ktorych Ximin | Ximax 0Znaczaja minimalng oraz maksymalng warto$¢ zmiennej niezaleznej (X;). Sa to
jednoczesnie, ustalone wczesniej, dopuszczalne zakresy zmiennych. Dla wigkszosci planow
doswiadczen warto$ci zmiennych planu mieszczg si¢ w granicach od —1 do +1.

Jedna z najwazniejszych wlasciwosci, ktorg powinien charakteryzowac¢ si¢ plan doswiadczen
jest tzw. optymalnos¢. Jako kryterium optymalno$ci przyjeto w chemometrii mozliwosé
przewidywania warto$ci zmiennej zaleznej w réznych punktach przestrzeni planu. W zwigzku z tym
planem optymalnym nazywamy jest taki plan, ktory przy danej liczbie do§wiadczen n gwarantuje
najlepsze przewidywanie warto$ci zmiennej zaleznej w przestrzeni planu. Aby uzyskaé plan
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optymalny nalezy utworzy¢ taka macierz planu U (zawierajaca zmienne planu u;), aby elementy
glownej przekatnej macierzy dyspersji (D):

D=(UU)"* (10.9)

byly mozliwie najmniejsze. Macierz planu U zawiera zestaw wspoOirzednych punktow planu
przedstawionych za pomocg zmiennych planu. Elementy gtoéwnej przekatnej macierzy dyspersji (D)
sa tym mniejsze im wickszy jest wyznacznik tzw. macierzy informacji (UTU):

det(UU) = [UTU| (10.10)

Duza warto$¢ wyznacznika macierzy informacji osiggana jest w przypadku zastosowania
ortogonalnych zmiennych planu, czyli zmiennych, ktore nie sg ze sobg skorelowane. Jednoczes$nie
zastosowanie zmiennych ortogonalnych wptywa na to, ze iloczyn dwoch dowolnych zmiennych jest
takze ortogonalny w stosunku do wszystkich pozostatych zmiennych niezaleznych. Dodatkowo
oszacowane w takim przypadku wartosci wspoltczynnikow modelu sg od siebie niezalezne a zatem
usuniecie dowolnego, nieistotnego statystycznie cztonu modelu, nie wplywa na koniecznos$c
ponownego obliczania wszystkich wspotczynnikow modelu.

Jednymi z najprostszych plandéw, spetniajgcych kryterium optymalnosci, sg tzw. plany
czynnikowe 2". Plan taki uwzglednia m zmiennych planu (objasniajgcych), z ktorych kazda przyjmuje
jedynie dwie r6zne wartosci, czyli dwa poziomy (np. —1, +1). Tego typu plany stosowane sa do opisu
zalezno$ci (wyznaczania wspotczynnikow regresji) dla modeli liniowych oraz modeli liniowych
z cztonami interakcyjnymi. Przyklady rozmieszczenia punktéw pomiarowych dla planu czynnikowego
2% i 2° przedstawiono na Rys. 10.1.

A
u3
4
uZ
- 11,1
11 11 o o
S — ° '.
u': T
-1,-15-1 '
. -®1,-1,-1
[ Y—— - P
-1-1 L-1 SRISY ®1,11
S,

Rys. 10.1. Rozmieszczenie punktow doswiadczalnych (pomiarowych) w przestrzeni planu
czynnikowego 2% (2 poziomy i 2 zmienne niezalezne) i 2° (2 poziomy i 3 zmienne niezalezne).

W celu wygenerowania planu czynnikowego postuzy¢ sie mozna bardzo prosta metoda
iteracyjng. W pierwszym kroku, rozpoczynajac od skrajnej prawej kolumny, ktéra odpowiada p — tej
zmiennej, wpisuje si¢ dwie wartosci (—1 i1 +1), poniewaz jest to plan dwupoziomowy:

Up
1
-1

W ten sposob wygenerowany zostat plan 2. W drugim kroku chcac uwzgledni¢ kolejna zmienna,
wygenerowany plan kopiuje si¢ w dolnych wierszach kolumny u, a w poprzedzajacej kolumnie (Up.1)
w pierwszej potowie wierszy umieszcza si¢ wartosci 1, natomiast w drugiej —1:
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Up-1 Up
1 1
1 -1

-1 1

-1 -1

Jezeli p > 2, to powyzsza procedure stosuje si¢ tak dtugo, az m—1 przyjmie wartos¢ 1. Dla planu 2°
prowadzi to do nastepujacej postaci:

Up-2 Up-1 Up
1 1 1
1 1 -1
1 -1 1
1 -1 -1
-1 1 1
-1 1 -1
-1 -1 1
-1 -1 -1

Aby zakonczy¢ proces tworzenia planu (dla p=3) z lewej strony planu doda¢ nalezy kolumng
wspolezynnikow Uy odpowiadajacych wyrazowi wolnemu w réwnaniu liniowym:

Ug Uq Uo U3
1 1 1 1
1 1 1 -1
1 1 -1 1
1 1 -1 -1
1 -1 1 1
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1
1 -1 1 1

Wygenerowany plan czynnikowy umozliwia identyfikacje wspolczynnikow a; w nastepujacym
modelu liniowym:

y=a+a X +a-X% (10.11)

W celu utworzenia planu czynnikowego umozliwiajacego wyznaczenie wspotczynnikow w modelu
kwadratowym o postaci:

y=8y+8 %+, X + 8 X +8, % (10.12)

niezbgdne jest zastosowanie planu 3-poziomowego (3 poziomy zmiennych o warto$ciach —1, 0, +1 dla
dwodch zmiennych). Analogiczny do wyzej oméwionego przypadku sposob tworzenia planu, prowadzi
do macierzy przedstawionej ponizej.

Plany czynnikowe 3" dla p>4 wymagaja przeprowadzenia bardzo wielu do$wiadczen, np. dla p = 4
liczba punktéw planu wynosi 81. Mozliwym rozwigzaniem tego problemu jest zredukowanie liczby
punktéw pomiarowych poprzez zastosowanie planéw utamkowych (np. 3™), szerzej opisanych
w ksigzce [14].
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Uo U U, u;’ u,"
1 1 1 1 1
1 1 0 1 0
1 1 -1 1 1
1 0 1 0 1
1 0 0 0 0
1 0 1 0 1
1 -1 1 1 1
1 -1 0 1 0
1 -1 -1 1 1

PRZYKLAD

Wyznaczy¢ maksimum wydajno$ci (W [%]) pewnej reakcji zaleznej od temperatury (T [°C]) i stezenia
substratu (¢ [mol/m?]). Minimalne i maksymalne wartosci T i ¢ wynosza:10 i 40 °C oraz 4 i 14 mol/m®.

Ze wstepnych badan wiadomo, ze poszukiwana zalezno$¢ nie jest liniowa.

ROZWIAZANIE

Ogo6lny model mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:
W = ag+ay-c+a, T+ag-c*+a, T

W pierwszym kroku, zgodnie z opisanym w tym rozdziale sposobem postgpowania, nalezy utworzy¢
odpowiedni plan czynnikowy wyrazony w zmiennych planu 3 (2 zmienne na 3 poziomach) oraz w

zmiennych rzeczywistych:

Uo Uy U,
1 1 1
1 1 0
1 1 -1
1 0 1
1 0 0
1 0 -1
1 -1 1
1 -1 0
1 -1 -1

W celu przeliczenia zmiennych planu na zmienne rzeczywiste mozna skorzysta¢ z rownania (10.8).
Kolejnym krokiem jest wyznaczenie wydajnosci reakcji dla 9 eksperymentoéw (przypadkow),

zgodnie z wygenerowanym planem czynnikowym:

Qg c T
1 14 40
1 14 25
1 14 10
1 9 40
1 9 25
1 9 10
1 4 40
1 4 25
1 4 10

Nr c T w
eksperymentu | mol/m*® | °C | %
1 14 40 | 42
2 14 25 | 94
3 14 10 84
4 9 40 | 45
5 9 25 | 96
6 9 10 | 86
7 4 40 | 40
8 4 25 | 91
9 4 10 81
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Chcac przeprowadzi¢ analize regresji za pomocg arkusza kalkulacyjnego Excel, dane nalezy
w odpowiedni sposob przygotowac. W tym celu uzyskane wyniki eksperymentalne najlepiej jest
przedstawi¢ w postaci:

a, c T c? T2 W
1 14 40 196 1600 42
1 14 25 196 625 94
1 14 10 196 100 84
1 9 40 81 1600 45
1 9 25 81 625 96
1 9 10 81 100 86
1 4 40 16 1600 40
1 4 25 16 625 91
1 4 10 16 100 81

Pierwsza kolumna (ag) stuzy do wyznaczenia wyrazu wolnego w modelu, jednakze w przypadku
zastosowania Analizy danych (Regresja), zaznaczenie tej kolumny nie jest potrzebne. T¢ kolumne
nalezy zaznaczy¢ w obliczeniach w ktorych korzysta si¢ z rownania macierzowego (rownanie 4.6). Po
wywolaniu analizy danych — regresja i zaznaczeniu czterech kolumn (c, T, ¢? T?) jako zakres
wejsciowy X oraz wybraniu odpowiednich opcji analizy, uzyskuje si¢ wspotczynniki modelu
regresyjnego. Po uwzglgdnieniu odchylen standardowych réwnanie regresji zapisa¢ mozna
nastepujaco:

W = 31.09(0.86) + 2.91(0.18)-C + 5.437(0.054)-T — 0.1467(20.0095)-c — 0.1363(x:0.0011)- T2
r?=0.9999, s, =0.34,n = 9, F = 10082

Obliczajac pochodne czastkowe wzgledem ¢ i T oraz przyrownujac je do 0, otrzymujemy:

OWI/oc=2.91-0.293-c =0ic=09.93 mol/m®
OW/OT =5.437-0273-T=0iT=19.93°C

Doktadniejsze wyznaczenie maksimum wydajnosci wymaga wygenerowania kolejnego planu
czynnikowego w poblizu oszacowanego maksimum 1 powtorzenia czesci lub  wszystkich
eksperymentow dla nowego zestawu zmiennych.

10.4. Metoda simpleksowa

W odroéznieniu od metody btadzenia, przypadkowe zmiany warto$ci parametréw w metodzie
sympleksowe] zastgpione zostaly odpowiednim algorytmem sekwencyjnym. Proces optymalizacji
rozpoczyna si¢ od utworzeniu p + 1 wymiarowego wielo$cianu (simpleksu), posiadajagcego p+1
wierzchotkow, ktorym odpowiada okreslony zestaw warto$ci parametrow. Jako przyktad przedstawic
mozna simpleks jednowymiarowy ktéremu odpowiada odcinek, dwuwymiarowy — trojkat oraz
trojwymiarowy czyli czworoscian (Rys. 10.2).

A
A . F
%2 ’ D3
D2(x,,x D3(x
D1(x) D2(x) (x,,X,) (X,5x,)
o-
X D2
D4
D1(x,x,) N >
> xl
X, X,
Dl(xl,XZ,X3)

Rys. 10.2. Przyktady sympleksow w przestrzeni jedno-, dwu- i trojwymiarowe;j
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Po wyznaczeniu wartosci odpowiedzi uktadu (po przeprowadzeniu odpowiednich
eksperymentow) w poszczegdlnych punktach odrzuca si¢ punkt, dla ktorego wartos¢ odpowiedzi
obiektu jest najmniejsza (w przypadku poszukiwania maksimum).

’ I, N N
4 . ekstremum \
7/

A\

Rys. 10.3. Zasada dziatania metody simpleksowej i sposob okreslanie nowego punktu
do$wiadczalnego.

Po odrzuceniu tego punktu, ustala si¢ nowy zestaw parametréw poprzez lustrzane odbicie
punktu odrzucanego wzgledem odcinka taczacego punkty pozostajace i ponownie wyznacza
odpowiedz uktadu. Zasade¢ dzialania metody simpleksowej dla dwoch parametrow (zmiennych)
przedstawiono na Rys. 10.3, gdzie w postaci linii przerywanych schematycznie zaznaczono takze
powierzchni¢ odpowiedzi. Procedura taka jest powtarzana wielokrotnie az do momentu osiggnigcia
obszaru optimum (ekstremum) a simpleks porusza si¢ po linii zygzakowatej (Rys. 10.4).

Rys. 10.4. Ruch sympleksu w przestrzeni dwuwymiarowe;j.
Ogolne reguty postgpowania w metodzie simpleksowej sg zatem nastepujace:

Reguta 1
Przemieszczanie simpleksu nastepuje po kazdej z p + 2 obserwacji.

Reguta 2

Poprzez odrzucenie wierzchotka (zestawu parametrow), charakteryzujacego si¢ najgorszym
wynikiem (najgorsza odpowiedzig obiektu), a nastepnie poprzez jego zwierciadlane odbicie wzglgdem
przeciwleglej krawedzi simpleksu, uzyskuje si¢ nowy simpleks. Na Rys. 10.5 wygenerowany, nowy
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simpleks przylegajacy do juz istniejgcego, powstat poprzez usuniccie punktu (D1) i dodaniu
wierzchotka (D4).

A
x2

-~

'
N

/
\ ekstremum )
~ 4

~

~ o -

Da(x,x;)

A )
Dz(xpxz) " D3(x1’x2)
D1(x,,x,)

Rys. 10.5. Sposéb wyznaczania parametrow nowego doswiadczenia w metodzie simpleksowe;.

>
»

X

W celu wyznaczenia warto$ci parametrow w kolejnym punkcie simpleksu (D4), postuzy¢ si¢ mozna
0golnym wzorem:

D4=C+(C-D1)=2C-D1 (10.13)
ktory w odniesieniu do poszczegdlnych parametréw (zmiennych X; i X;) zapisa¢ mozna w postaci:

% (D4) =x,(C) + (x,(C) = x,(D1)) = 2x,(C) — x,(D1) (10.14)

X,(D4) =x,(C) + (X, (C) — x,(D1)) = 2x,(C) — x,(D1) (10.15)

W réwnaniach tych C oznacza punkt lezacy na srodku odcinka taczacego punkty pozostajace, ktorego
wspotrzedne wyliczy¢é mozna ze wzorow:

_D2+D3

c===] (10.16)
%(C) = Xl(DZ)ZXl(m) (10.17)
x,(C) =22 er %(D3) (10.18)

Nowy wierzchotek simpleksu lezy zatem w takiej samej odlegtosci od punktu C jak D1 od C.

Odpowiedz obiektu dla nowych wartosci parametrow (punkt D4) powinna by¢ lepsza niz
w punkcie D2 i D3. W takim przypadku procedur¢ odrzucania punktu powtarza si¢ dla nowego
simpleksu D2-D3-D4.

Jezeli odpowiedz obiektu nie jest lepsza zalecane jest zmniejszenie odleglosci miedzy
wierzchotkami (zmniejszenie rozmiaru simpleksu) w celu uzyskania wigkszej doktadnos$ci ustalania
optymalnych warto$ci parametrow. Jesli przeprowadzone modyfikacje nie prowadza do polepszenia
rezultatOow oznacza to, ze simpleks krazy wokot wartosci optymalnej (lub ja obejmuje). Procedure
woOwczas przerywa si¢ a za wartosci optymalne przyjmuje si¢ §rednie warto$ci parametrow ostatniego
simpleksu.
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Jezeli metoda simpleksowa stosowana jest do optymalizacji wielu parametrow, czesto
niezbgdne jest powtorzenie catego procesu z nowym simpleksem wyjsciowym ze wzgledu na to,
ze powierzchnia odpowiedzi moze wykazywac ekstrema lokalne.

W przypadku gdy reguta 2 zawodzi, wowczas stosowana jest reguta 3.

Xy

Rys. 10.6. Przyktad dziatania reguty 3 w stosunku do sympleksu 10-12-13.

Reguta 3

Jezeli dla nowych wartosci parametréw uzyskuje si¢ rownie zte lub gorsze wyniki nalezy
doswiadczenie powtdrzy¢ aby sprawdzi czy nie wystapit btad przypadkowy. Jesli wynik si¢ powtarza
oznacza to, ze reguta 2 nie moze by¢ zastosowana. W takim przypadku odrzucany jest drugi z kolei
najgorszy punkt. Przyktadem dziatania tej reguty jest simpleks 10—-12—13 (Rys. 10.6) w ktorym lepszy
wynik uzyskuje si¢ odrzucajac punkt 10 a nie 13.

Reguta 4

Jezeli po przeprowadzeniu wielu modyfikacji sympleksowych jeden z wierzcholkéw pozostaje
w skladzie nowych sympleksow (punkt 12 rys. 10.6) oznacza to, ze wynik doswiadczenia na skutek
btedu doswiadczalnego moze by¢ zawyzony. Jezeli powtérzony wynik jest prawdziwy, wowczas
procedure konczy si¢, a warto$ci parametrow dla tego punktu przyjmuje za optymalne. W przeciwnym
razie calg procedurg optymalizacji nalezy rozpocza¢ na nowo, przyjmujac nowy, poprawiony simpleks
poczatkowy.

Reguta 5
Jezeli parametry nowego wierzchotka wykraczajg poza granice dopuszczalne ich sensem
fizycznym, lub tez nie sg mozliwe do wygenerowania w ramach prowadzonego doswiadczenia, to
w takiej sytuacji:
a) ustala si¢ warto$¢ parametru na fizycznie usprawiedliwionym poziomie i kontynuuje
procedure z sympleksem o zmniejszonym rozmiarze, lub
b) powraca si¢ do poprzedniego sympleksu i powtarza procedure w taki sposob, aby nie
przekracza¢ narzuconej granicy dla optymalizowanych parametrow.
Metoda simpleksowa posiada réwniez szereg ograniczen, do ktorych zaliczy¢ mozna:
a) mozliwos¢ ustalenia obszaru optymalnego jedynie w takim zakresie, w jakim dopuszcza to
wybrany rozmiar sympleksu (skala planu sympleksowego),
b) problemy ze sposobem weryfikowania faktu osiggnigcia obszaru optimum,
c) problemy z wyborem rozmiaru simpleksu poczatkowego oraz
d) osiaganie lokalnego maksimum w miejsce maksimum globalnego.
W przypadku metody simpleksowej nalezy rowniez pamigta¢, ze nie mozna wycigga¢ wnioskow
dotyczacych przebiegu danego procesu na podstawie ruchu symplekséw. W celu ustalenia zwiazkow
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pomigdzy wynikiem i parametrami zastosowane mogg by¢ modele regresyjne, wygenerowane na
podstawie odpowiednich planéw czynnikowych.

10.4.1. Simpleks o zmiennym rozmiarze

W zmodyfikowanej metodzie simpleksowej opracowanej przez Neldera i Meada w 1965 r.
[J.A. Nelder, R.Mead, A simplex method for function minimization, Comput. J., 7 (1965) 308-313]
wprowadzona zostala ekspansja simpleksu w kierunku wzrostu funkcji odpowiedzi lub kontrakcja
w kierunku przeciwnym do wyraznego pogarszania si¢ tej wielkosci

10.4.1.1. Ekspansja

Ekspansje simpleksu D1-D2-D3 (Rys. 10.7) przeprowadzi¢ mozna, jezeli wartos¢
odpowiedzi uktadu (rezultat do§wiadczenia) dla punktu DR jest lepsza niz odrzucanego (D1) i
pozostajacego punktu D2. Odleglos¢ pomigdzy punktem C i DE jest standardowo 2 razy wigksza niz
pomiedzy punktami C i DR. W takim przypadku do wyznaczenia wartosci parametrow w punkcie
ekspandowanym zastosowa¢ mozna ogolny wzor w postaci:

D2+D3
= +
2

DE 2-{D2;D3—D1}=1.5-(D2+D3)—2D1 (10.19)

Dla poszczego6lnych parametrow rownanie to zapisa¢ mozna jako:

X, (DE) =1.5-[x,(D2) + x,(D3)] -2- x, (D) (10.20)
X,(DE) =1.5-[x,(D2) + x,(D3)] -2 x,(D1) (10.21)
x2 A

————

s

N

/
\ ckstremum 1
~ 4

~ - -

~

-

XDE

Rys. 10.7. Ekspansja simpleksu ztozonego z punktow D1-D2-D3.

Jezeli rezultat doswiadczenia w ktorym wykorzystano wartosci parametrow punktu DE jest lepszy od
niz w punkcie odrzuconym, wowczas procedura kontynuowana jest z zastosowaniem nowego,
ekspandowanego simpleksu (D2-D3-DE). W przeciwnym razie powraca si¢ do simpleksu
nieckspandowanego i kontynuuje procedur¢ zgodnie z prosta metoda simpleksowa.

10.4.1.2. Kontrakcja

Jesli wartos¢ odpowiedzi ukladu w punkcie DR jest gorsza od wynikéw uzyskanych dla
punktow pozostajacych a jednocze$nie jest lepsza od wartosci uzyskanej w punkcie pozostajacym
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przeprowadzi¢ mozna kontrakcje simpleksu. Biorgc pod uwage wartos¢ wyniku uzyskanego
w punkcie DR, kontrakcje przeprowadzi¢ mozna na dwa sposoby:

Kontrakcja dodatnia

A
X, Xy
DR
c % oMK
SN i /'/ ! N
\ v, \ ekstremum
\ ¥ 3 N 7
\\ . ~e_ ="
\\ H
Al
D2(x,x,) D3(x,x,)
D1(x,,x,) e
X

Rys. 10.8. Kontrakcja dodatnia simpleksu ztozonego z punktow D2—-D3-DR.

Jezeli warto$¢ funkcji odpowiedzi obiektu (f) maleje w szeregu: f(D3) > f(DR) > f(D1)
(Rys.10.8), wowczas parametry nowego punktu DK* obliczyé mozna z ogdlnego wzoru:

~ D2+D3 D2 +D3

DK* +o.5-[ —Dl}:0.75-(D2+ D3)-05-D1  (10.22)

ktory dla poszezegdlnych zmiennych zapisa¢ mozna nastepujaco:
X, (DK") =0.75-[x (D2) + x, (D3)] - 0.5 x,(D1) (10.23)
X,(DK") =0.75-[x,(D2) + x,(D3)] -0.5- x,(D1) (10.24)
Kontrakcja ujemna

W przypadku gdy: f(DR)<f(D1), wowczas stosowana jest kontrakcja ujemna (Rys. 10.9) zgodnie ze
wzorami:

DK~ = D2+ D3 —0.5.{D2 +D3_ Dl} ~0.25.-(D2+D3)+0.5-D1 (10.25)
%, (DK") = 0.25[%,(D2) + % (D3)] + 0.5- x,(D1) (10.26)
x,(DK") =0.25[x,(D2) + X, (D3)] + 0.5 X, (D1) (10.27)
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A
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DR
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\\
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RN DK™ ,-—~
S a / echtremuln
D2(x,x) .,’ D3(x,x,)
D1(x,x,) R

X
Rys. 10.9. Ujemna kontrakcja simpleksu D2—-D3-DR.

Zastosowanie zmodyfikowanej metody simpleksowej powoduje, ze simpleks przestaje by¢ figura
regularng 1 w trakcie jego przemieszczania zmienia swoje rozmiary (Rys. 10.10).

Xy

Rys. 10.10. Przyktadowy ruch simpleksu o zmiennym rozmiarze.
10.4.2. Kryteria optymalizacji

W celu zakonczenia optymalizacji we wilasciwym momencie, niezbedne jest wczesniejsze
okreslenie odpowiednio zdefiniowanego kryterium. Jednoczes$nie brak jest mozliwosci sformutowania
ogoblnego kryterium, adekwatnego do wszystkich analizowanych przypadkow ze wzgledu na rozne,
czesto wykluczajgce si¢ kryteria, np. wydajno$¢ i czystos¢ produktu. W zwigzku z tym, zgodnie
z 0g6lnymi zasadami postgpowania, poprawnie sformutowane kryterium powinno obejmowac:

1) Analize warto$ci uzyskanych rezultatow pozwalajaca oszacowaé, czy obserwowane zmiany
lezg ponizej zastosowanego progu wartosci, co swiadczy o osiggnieciu obszaru powierzchni
odpowiedzi na ktorej wystepuje ekstremum szukanej wielkosci.

2) Analiz¢ warto$ci parametrow za pomocg badania ich zmian w trakcie optymalizacji,
umozliwiajacg zakonczenie procedury na podstawie wielkosci simpleksu.

3) Analiz¢ gradientoéw pozwalajgca oceni¢ efektywno$é procedury, ktora niestety zawodzi, gdy
na powierzchni odpowiedzi wystepuja punkty siodtowe.

4) Analiz¢ wynikow prowadzaca do wygenerowania modelu matematycznego opisujacego
powierzchni¢ odpowiedzi w celu uzyskania obrazu jej powierzchni lub przekrojow.
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W badaniach eksperymentalnych niezbgdne jest stosowanie wielu z tych kryteriow réwnoczesnie
oraz ocenianie wyniku w trakcie optymalizacji, co rzadko jest prowadzone automatycznie.

W literaturze przedstawionych jest wiele przyktadow praktycznego wykorzystania metody
simpleksowej, m. in. do ustalenia optymalnych warunkow pracy spektrofotometru absorpcji
atomowej, optymalizacji jednorodnosci pola magnetycznego w NMR, optymalizacji rozdzialu
mieszaniny izomeré6w w chromatografii oraz optymalizacji wydajnosci réznorodnych reakcji
chemicznych.

11. Metody Monte Carlo - calkowanie i symulacja
11.1. Generatory liczb pseudolosowych

Liczby losowe (przypadkowe) znalazty zastosowanie w wielu komputerowych obliczeniach

iteracyjnych. Jedna z metod wymagajaca generowania liczb losowych o rozktadzie rownomiernym
(jednostajnym, prostokatnym) jest metoda Monte Carlo.
Sposrod roznych metod generowania liczb losowych, jedng z podstawowych jest metoda Neumana-
Metropolisa. W metodzie tej w celu uzyskania liczb pseudolosowych o rownomiernym rozkladzie
w przedziale [0,1] korzysta si¢ z dowolnej liczby m-cyfrowej z tego przedziatu, ktdra zapisa¢ mozna
na m pozycjach dwdjkowych:

X =2+, 2%+, 27" (11.1)

We wzorze tym o oznacza cyfr¢ wystgpujaca na i-tej pozycji w liczbie m-cyfrowej. Podnoszac te
liczbg do kwadratu otrzymujemy:

X =p2"+[27 +f 2" (11.2)
Natomiast $rodek tej liczby, tj.:

X =P 20+ By 274 Pen 2" (11.3)
27 2" 2

stanowi kolejng liczbe pseudolosowa.
Kontynuujac obliczenia, czyli podnoszac do kwadratu i wyznaczajac nastepna liczbe $rodkowa,
otrzymuje si¢ ciag liczb Xy, X, ... X, 0 rozkladzie rOwnomiernym w przedziale {0,1).

PRZYKLAD

Metoda Neumana—Metropolisa obliczy¢ dwie liczby pseudolosowe X, i X3 z przedziatu od 0 do 1. Jako
warto$¢ poczatkowa W obliczeniach przyjac x; = 0.1107

ROZWIAZANIE

Przyjmujac jako wartos¢ poczatkowa x; = 0.1107 i podnoszac do kwadratu, otrzymujemy:
x? = (0.1107)% = 0.01225449

Czterocyfrowy $rodek liczby stanowi kolejng liczbe pseudolosowa:
X, = 0.2254

Postepujac analogicznie z wartoscig Xp, Uzyskujemy:
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x2 = (0.2254)? = 0.05080516
oraz.

X3 = 0.0805

Istnieje wiele programéw komputerowych, nazywanych generatorami liczb pseudolosowych
umozliwiajgcych tworzenie kolejnych liczb poprzez dziatania na liczbie poprzedzajacej. Z tego
wzgledu, ze komputer jest w 100 % deterministyczny, zainicjowany ta sama wartoscia ciag liczb
pseudolosowych jest zawsze taki sam.

Najczgsciej stosowanym algorytmem generowania liczb pseudolosowych jest opracowana
przez Lehmer’a metoda rekurencyjna, nazywana liniowym generatorem kongruentnym (ang. LCG —
Linear Congruential Generator) o nastepujacej postaci:

X =(a-%_,+c)modm (11.4)

w ktorej a oznacza mnoznik, a ¢ — przyrost, mod — reszt¢ z dzielenia catkowitoliczbowego.
Poniewaz, zgodnie z rownaniem (11.4), kolejna liczba pseudolosowa (x;) powstaje z poprzedniej (X;.1),
to nalezy okresli¢ warto$¢ poczatkowa X, od ktdrej rozpoczyna si¢ algorytm. W zaleznosci od wartosci
C, wyrdzni¢ mozna dwa podstawowe typy generatorow LCG. Jezeli ¢ #0, generator nazywamy
addytywnym (mieszanym), gdy ¢ = 0, to multiplikatywnym.

Wzér (11.4) znalazt zastosowanie w wielu generatorach liczb pseudolosowych, jednakze
w zaleznosci od programu (lub jezyka programowania) stosowane sg rézne warto§ci wspotczynnikow.
Kilka typowych przyktadow przedstawiono w Tab. 11.1.

Tab. 11.1. Wybrane przyktady generatorow liczb pseudolosowych i wartosci wspotczynnikow

Nazwa m a c
RANDU 2% 65539 0
DERIVE 2% 3141592653 1

RNB 2% 22.237+1 0

RAND 2% 1ub 2% | 1103515245 | 12356

MINSTD 2% 1 16807 0

Poprawne dziatanie generatora liczb pseudolosowych (rownomierny rozktad i brak korelacji
pomigdzy wartosciami) moze byC¢ stwierdzone poprzez obliczenie odpowiednich testow
statystycznych. Jednym z najpopularniejszych testow zgodnosci rozktadu jest test chi-kwadrat (32).

W celu sprawdzenia, czy 10000 wylosowanych liczb (licznos¢ w poszczegodlnych
przedziatach: 971, 1015, 974, 1014, 1012, 1015, 981, 1005 1006 oraz 1007) charakteryzuje si¢

rozkladem rownomiernym, wyliczy¢ mozna statystyke °ze wzoru:

X =IZ—(ni ") (11.5)

i n

w ktorym n; oznacza liczno$¢ w i-tym przedziale, n—jest warto$cig spodziewang n; wynoszacag 1000
natomiast | oznacza liczbe podprzedziatlow. Obliczona warto$é x> = 2.78 poréwnuje si¢ z wartosciami
krytycznymi odczytanymi np. z tablicy rozktadu y® ktore dla liczby stopni swobody 1—1=9
wynosza: 2.088, 2.532 oraz 3.325 dla odpowiednio 99%, 98% oraz 95% poziomu ufnosci. Na
podstawie tych warto§ci mozna stwierdzi¢, ze z 95-98% prawdopodobienstwem sekwencja 10000
liczb pseudolosowych charakteryzuje si¢ rozktadem rownomiernym.

Rozktad rownomierny uzyskiwany w wigkszosci generatoréw liczb pseudolosowych moze
zosta¢ transformowany do rozktadu Gaussa, zgodnie z twierdzeniem:
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Jezeli populacja zmiennych charakteryzuje sie skoriczong wariancjg o* i Sredniq z x to ze wzrostem n,
rozklad $redniej z probki dgzy do rozkladu normalnego ze Sredniq i wariancjg o°In”

nazywanym centralnym twierdzeniem granicznym.

Do transformacji zastosowa¢ mozna odpowiedni wzor w postaci:

X6 =2 % —N (11.6)

gdzie x¢ oznacza liczby o rozktadzie rownomiernym, natomiast X,c liczby o rozktadzie normalnym.
Poprawny rozktad normalny uzyska¢ mozna juz dla wartosci N w zakresie 10-12.

Znacznie czeSciej stosowng metoda generowania liczb o rozkladzie normalnym jest
transformacja Boxa-Mullera. W metodzie tej niezalezne zmienne losowe X; I X, o rozktadach
rownomiernych w przedziale (0,1) przeksztalcane sg w zmienne losowe Y; 1 Y, o rozktadzie Gaussa,
zgodnie z nastgpujagcymi wzorami:

Y :af—z- In(x,) -cos(2-7-X,) (11.7)
Y, =«f—2- In(x,) -sin(2- 7 x,) (11.8)

Transformacja taka prowadzi do zmiennych o rozkladzie normalnym, ze $rednig réwna zero oraz
odchyleniem standardowym rownym jeden.

11.2. Calkowanie metoda Monte Carlo

Metody catkowania numerycznego stuza do oszacowania catki o ogolnej postaci:
b
= [ f(x)dx (11.9)

W tym celu zastosowaé mozna przedstawione w rozdziale 5 metody prostokatow, trapezow, Simpsona
oraz Gaussa lub wykorzystac¢ liczby pseudolosowe i obliczy¢ caltke oznaczong metoda Monte Carlo.

Najprostsza odmiang metody Monte Carlo jest wariant nazywany ,sukces—porazka” lub
,orzet-reszka” (,,Hit-or-Miss” lub ,,Acceptance — Rejection Monte Carlo”) w ktorej funkcje
podcatkowa f(x) w przedziale (a, b) ogranicza si¢ prostokatem P = (a, b)x(0,M), gdzie M jest
maksymalng wartoscig funkcji podcatkowej (M =max f(x) dla xe(a,b)). Nastepnie losuje si¢ N
punktéw z prostokata P, z ktorych kazdy moze znalez¢ si¢ nad lub pod wykresem funkcji f(x).
Przyblizona warto$¢ catki obliczona moze by¢ z rownania:

i F(x)dx ~ %(b—a) M (11.10)

w ktorym k oznacza liczbg punktéw znajdujacych sie pod wykresem funkcji f(x).
PRZYKLAD
Obliczy¢ przyblizong wartosci liczby n z wykorzystaniem metody Monte Carlo (,,sukces—porazka”).

ROZWIAZANIE

Pole powierzchni kola opisanego funkcja y*+ x*=1 wynosi m. Wykres funkcji y=+1—x
w przedziale (0, 1) przedstawiono na rysunku:
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W celu obliczenia warto$ci T metodg Monte Carlo nalezy:
a) wylosowa¢ N punktow z kwadratu o wspotrzednych [0,0], [0,1], [1,1]1[1,0]
b) sprawdzi¢ po kazdym losowaniu czy wspotrzgdne spetniaja nierownosc:
yH X<l (naleza do 4 kota)
C) obliczy¢ pole kota, ktore wynosi:
Pl =4-p/N

p — liczba prob spetniajacych nierdownosé, N — liczba wylosowanych punktow

Ponizej zaprezentowano przyktadowy algorytm rozwigzania tego zadania w programie Mathcad dla
N =800 oraz N = 8000:

N:=800 N:=8000
f(N):=]p «0 f(N):=]p«0
for iel..N for iel..N
X <« rnd(1) X <« rnd(1)
y < rnd(1) y « rnd(1)
pep+lif 0+l pep+lif 0%+ @y)P<l
Pl « 4_p Pl « 4_p
N N
f(N)=3.18 f(N)=3.13

Obliczenia wskazuja, ze wraz ze wzrostem N btad pomigdzy wartoscia obliczong a teoretyczng
(3.14159...) zmnigjsza sig.

Przyblizong warto$¢ catki uzyska¢ mozna stosujac podstawowa metod¢ Monte Carlo (Crude
Monte Carlo), w ktorej zliczane sg jedynie punkty lezace pod wykresem funkcji f(x). Dla przyktadu
prezentowanego powyzej, powierzchni¢ czesci kota lezacej w pierwszej CEwiartce uktadu
wspotrzednych obliczy¢ mozna ze wzoru:

Odpowiedni algorytm rozwigzania w programie Mathcad dla N=8000 przedstawia si¢ nastepujaco:
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f(N):=|S«0
for iel..N
xi<—rnd(1)
S« S+ /1—(xi)2
Pl « 43
N
f(N) =3.147

Podstawowa metoda Monte Carlo charakteryzuje si¢ duzo wicksza doktadnoscia w poréwnaniu do
metody ,,sukces—porazka”

11.3. Symulacja metoda Monte Carlo

Komputery o coraz wyzszych mocach obliczeniowych oraz oprogramowanie przeznaczone
dla chemikéw umozliwia badanie roznorodnych procesow bez ich fizycznego prowadzenia poprzez
zastosowanie odpowiedniego modelu matematycznego. Jednocze$nie coraz bardziej realistyczne
modele prowadza do wynikow majgcych potwierdzenie w rezultatach doswiadczen. Jednym
z przyktadow metod symulacyjnych stuzacych do modelowania proceséw o charakterze chemicznym
i fizykochemicznym jest metoda Monte Carlo, ktéra stosuje si¢ migdzy innymi do symulowania:

1) dynamiki molekularnej (np. modelowanie wlasciwosci wody),

2) dynamiki reakcji (teoria zderzen),

3) procesow chromatograficznych,

4) metody spektrometrii masowej jonow,

5) procesu adsorpcji.
Metoda Monte Carlo zaliczana jest do metod stochastycznych, w ktérych nie jest modelowany ruch
czasteczek a jedynie przejscia od jednej konfiguracji do drugiej. Zastosowania metody Monte Carlo sa
szeroko opisywane w literaturze. Jednym z interesujacych przyktadow jest modelowanie procesu
adsorpcji na weglu aktywnym [P. A. Gauden, A. P. Terzyk, S. Furmaniak, Modele budowy wegla
aktywnego wczoraj, dzisiaj, jutro, Wiadomosci Chemiczne 62 (5-6) (2008) 403-447]. W tym celu
stosowane sa odpowiednie komorki symulacyjne, w ktorych generuje si¢ szereg konfiguracji
adsorbatu bedacych skladowymi okreslonego zespolu statystycznego. W badaniach adsorpcji w
uktadach heterogenicznych metoda Monte Carlo stosowany jest wielki zespot kanoniczny (Grand
Cannonical Monte Carlo), ktory jest ukladem otwartym (moze wymienia¢ z otoczeniem mas¢
i energi¢), natomiast staty jest potencjat chemiczny, objegtos¢ i temperatura.

Metody symulacyjne umozliwiaja ocen¢ stuszno$ci modelu poprzez poréwnanie wynikéw
eksperymentalnych z wynikami symulacji, jak roéwniez weryfikacj¢ teorii poprzez poréwnanie
wynikow teoretycznych z symulacjami dotyczacymi tego samego uktadu. Sg one jednoczesnie duzo
tansze od badan doswiadczalnych i pozwalajg na prowadzenie symulacji w warunkach trudno
dostepnych dla eksperymentu (wysokie ci$nienie, temperatura). Dostarczajg takze informacji nie tylko
o makroskopowych wlasciwo$ciach uktadu, ale rowniez o strukturze na poziomie molekularnym.
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WPROWADZENIE

Wykonywane na pracowni ¢wiczenia sg $cis$le zwigzane z tematykg prezentowang na
wyktadach, jednakze wymagaja podstawowej wiedzy dotyczacej postugiwania si¢ arkuszem
kalkulacyjnym (Microsoft Office Excel). Krotkie wprowadzenie do arkusza przedstawiono ponize;.
Omowienie podstawowych wlasciwosci arkusza kalkulacyjnego wraz z opisem przyktadowych
funkcji przedstawiono ponize;j.

Arkusz kalkulacyjny (ang. spreadsheet) jest programem komputerowym stosowanym do
obliczen tablicowych. W arkuszu kalkulacyjnym mozliwe jest przedstawienie wartosci liczbowych
1 innych danych, w postaci tabel sktadajacych si¢ z wierszy i kolumn. Kolumny oznaczane sg literami,
wiersze - cyframi. Na przecigciu kazdej kolumny i wiersza znajduje si¢ komoérka, jednoznacznie
okreslona poprzez jej adres. Adres komorki sktada si¢ z litery (lub liter) okreslajacej kolumne i liczby
oznaczajacej wiersz, w ktorym si¢ znajduje (np. B2).

W kazdej komoérce wprowadzi¢ mozna trzy rodzaje danych: etykietg, liczbe lub formute
(wzor). Etykietami nazywa si¢ odpowiednie nazwy np. Dane, Suma, Iloczyn itp., stuzace do
identyfikacji (opisu) obliczen wykonywancych w arkuszu. Liczba to kombinacja cyfr od 0-9,
natomiast formuta to specyficzna zaleznosc pomiedzy komorkami. Formuty stosowane sg do obliczen
arytmetycznych, np. formuta =B2*B3 mnozy zawartos¢ komorki o adresie B2 przez wartos¢ komorki
o adresie B3. Znak = jest obowigzkowym operatorem w przypadku wykonywania obliczen
arytmetycznych. W programie Microsoft Excel do dyspozycji sg takze formuty standardowe, dostepne
po wybraniu kreatora formut (ikonka fy - wstaw funkcje) lub, jezeli znana jest nazwa funkcji, po
wpisaniu jej w komorce arkusza. Ponizej przedstawione sg przyktady funkcji standardowych arkusza
kalkulacyjnego, ktore wykozystaé mozna w rozwigzywaniu poszczegélnych zadan na pracowni.
Z powodu rdéznicy pomigdzy nazwami poszczegolnych funkcji w najnowszej wersji MS Excel 2010
i wersjami poprzednimi, przedstawione zostaty odpowiednie do wersji nazwy funkcji.

Wybrane funkcje arkusza kalkulacyjnego, dotyczace statystyki opisowej:

Starsze wersje MS Excel MS Excel 2010
= =suma(zakres komorek)
= =pierwiastek(liczba)
» =$rednia(zakres_komorek)
= =mediana(zakres_komorek)

» =wariancja(zakres komorek) =wariancja.probki( )
»  =odch.standardowe(zakres komorek) =odch.standard.probki( )
= =rozkt.t.odw(prawdopodobienstwo;stopniec_swobody) =rozk}.t.odwr.ds( )

= =rozkt.chi.odw(prawdopodobienstwo;stopnic _swobody)  =rozk}.chi.odwr.ds( )
= =czesto$é(tablica dane;tablica_przedzialy)

Funkcja CZESTOSC jest przykladem funkcji tablicowej, ktéra wprowadza si¢ w $cisle
zdefiniowany sposob. Po wybraniu funkcji i zaznaczeniu danych (tablica dane) oraz przedziatow
(tablica_przedziatly) zaznacza si¢ zakres komorek, w ktorych pojawic¢ si¢ majg odpowiednie wyniki
(taki sam rozmiar jak tablica_przedziaty). Nastgpnie naciska si¢ klawisz F2 z klawiatury funkcyjnej
1 konczy obliczenia naciskajac kombinacje klawiszy Ctrl+Shift+Enter.

Funkcje ROZKL.T.ODW oraz ROZKL.CHI.ODW umozliwiajg obliczeniec wartosci t
(z rozktadu t-Sudenta) oraz x® (z rozktadu chi kwadrat), niezbedne do wynaczenia przedziatu ufnosci
dla wartos$ci $redniej oraz odchylenia standardowego (lub wariancji), odpowiednio.

Obliczenia statystyczne przeprowadzi¢ mozna stosujac dodatek programu Excel - Analiza
danych. Po wlaczeniu tej opcji (pasek narzedzi Szybki dostgp—Opcje  programu
Excel—>Dodatki— Przejdz i wyborze opcji Analysis toolpack) w zaktadce Dane dostepny jest przycisk
Analiza danych.

Wybierajac z dostepnej listy narzedzie Statystyka opisowa, zaznaczajac odpowiednie dane (Zakres
wejsciowy) 1 opcje (Statystyki podsumowujgce | Poziom ufnosci dla Sredniej) uzyskuje sie
podsumowanie analizy w postaci odpowiedniej tabeli.
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Wybrane funkcje arkusza kalkulacyjnego, dotyczace analizy regresji:

=nachylenie(znane_y;znane_x)

=  =odcigta(znane y;znane X)

= =r.kwadrat(znane_y;znane_x)

= =regblstd(znane y;znane x)

= =macierz.iloczyn(tablical;tablica2)
= =macierz.odw(tablica)

Dwie ostatnie funkcje, podobnie jak funkcja CZESTOSC, s3 funkcjami tablicowymi i wymagaja
wprowadzenia ich w opisany powyzej sposob.

Pelng analiz¢ regresji uzyska¢ mozna po wyborze z listy dostgpnych narzedzi (Analiza
danych), narzedzia: Regresja. Po zaznaczeniu danych wejsciowych (Zakres wejsciowy Y, Zakres
wejsciowy X) oraz opcji (Poziom ufnosci i Skladniki resztowe) w tym samym, lub nowym arkuszu
(Opcje wyjscia) generowane jest podsumowanie przeprowadzonych obliczen.

Arkusz kalkulacyjny umozliwia takze graficzne przedstawienie danych licznowych w postaci
wykresow. W celu wygenerowania wykresu, po zaznaczeniu bloku danych, wykorzyta¢ mozna kreator
wykresow (w starszych wersjach programu) lub odpowiednie menu (Wstawianie— Wykresy...).

Kolejnym dodatkiem programu Excel, wykorzystywanym na zajeciach jest Solver. Dodatek
Solver wykorzysta¢ mozna w obliczeniach, w ktorych konieczne jest zmienianie warto$ci w pewnych
komorkach (komorki zmieniane) celem uzyskania wyniku, ktory okreslony jest przez uzytkownika
w postaci odpowiedniej formuty w komoérce docelowej (komérka celu).
Po wywotaniu dodatku Solver wyswietlane jest okienko, w ktorym nalezy wprowadzi¢: komorke celu
(zawierajaca formulg), ktora moze przymowac okreslong, maksymalng lub minimalng wartosc.
Z komorkq celu bezposrednio lub posrednio zwigzane sg komorki zmieniane. Wartosci liczbowe
w tych komorkach bedg przez program zmieniane do momentu, kiedy formuta w komoérce wskazanej
w polu Komérka celu przyjmie okre$long wartos¢. Dodatkowo mogg zostaé wprowadzone
odpowiednie ograniczenia (Warunki ograniczajgce) wplywajace na zmieniane wartosci liczbowe.
Przycisk Opcje umozliwia zaladowanie lub zapisanie modeli, albo zmiang standardowo ustawionych
parametrow obliczen. Przyciski Rozwigz uruchamia obliczenia.

Polecana literatura:

M. Pilch, Cwiczenia z Excel dla chemikéw, Mikom, 2001

K. Madry, W. Utnalski, Excel dla chemikow i nie tylko, W. N.-T., 2000

E. Joseph Billo, Excel for Chemists: A Comprehensive Guide. John Wiley & Sons, Inc., 2001
R. de Levie, How to use Excel in analytical chemistry and in general scientific data analysis,
Cambridge University Press, 2004

Z. Smogur, Excel w zastosowaniach inzynieryjnych, Wydawnictwo Helion, 2008
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ZADANIE Nr 1

STATYSTYCZNA OCENA WYNIKOW DOSWIADCZALNYCH

1. Warto$¢ Srednia, odchylenie standardowe, miary dyspersji.

ZAD.: Przeprowadzono badania zawartosci wody w probkach nawozu sztucznego. Probki
0 masie 10 g pobierano zgodnie z zasadami opisanymi w PN/C-04500. Wyniki oznaczen zawartosci

wody sg nastgpujace:
nrpr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
masa | 0.182 | 0.088 | 0.095 | 0.170 | 0.176 | 0.075 | 0.159 | 0.150 | 0.155 | 0.141
nrpr. 11 12 13 14 15 16 178 18 19 20
masa | 0.101 | 0.121 | 0.111 | 0.140 | 0.118 | 0.132 | 0.108 | 0.127 | 0.115 | 0.138
nrpr. 21 22 23 24
masa | 0.125 | 0.129 | 0.126 | 0.131

Korzystajac z arkusza kalkulacyjnego (EXCEL) obliczy¢:

(a)

(b)

(©)

(d)

Wykona¢ obliczenia z wykorzystaniem podanych nizej wzordw i porownaé¢ wyniki
z wartosciami obliczonymi przy pomocy standardowych funkcji arkusza kalkulacyjnego. Jezeli
wystapia réznice zamiesci¢ komentarz wyjasniajacy. Szczegétowa instrukcja dotyczaca zakresu
obliczen i prezentacji wynikow przedstawiona jest nizej (p. UWAGI ....) w punktach od 1-8.

|. OBLICZENIA STATYSTYCZNE

Srednia arytmetyczng zawarto$ci wody w probkach :

Wartos¢ srodkowa (mediang) zawartosci wody w probkach :

X =

X412

Xn/2 + X

(n12)+1

dla nieparzystych wartosci n

dla parzystych wartosci n

Wariancj¢ oznaczen zawarto$ci wody w probkach :

1 2
r;(xi —X)

gdzie n-1 oznacza liczbe stopni swobody (T), tj. liczbe niezaleznych obserwacji,
ktére mogg by¢ wykorzystane w obliczeniach.

Odchylenie standardowe zawarto$ci wody w probkach :

S, =

SZ

X

113

1)

)

©)

(4)




(e) Wspotczynnik zmienno$ci (wzgledne odchylenie standardowe):

v, =100 ()
X
0) Niepewnosc¢ standardowa (odchylenie standardowe $redniej)
S
u(x)=s, = —¢

(9) Niepewnos¢ rozszerzong:

U=k-u(x)=k-s, =k

Jn (7)
k - wspotczynnik rozszerzenia (k = 2 lub 3)
(h) Przedziat ufnosci dla $redniej:
—_ SX
PU=T, S =l 0y “In (8)

t — parametr z rozktadu t-Studenta (funkcja ROZKEL.T.ODWR.DS).

Il. OCENA WARIANCIJI | ODCHYLENIA STANDARDOWEGO

Na podstawie przeprowadzonych obliczen wyznaczy¢ przedziat ufno$ci dla wariancji SX2 (tym

2

samym dla odchylenia  standardowego) =zawierajagcy  "prawdziwg"  wartos¢ o, @ Z

prawdopodobienstwem 95%. W obliczeniach przyjaé, ze proba pochodzi ze zbiorowosci o rozkladzie
normalnym a zmienna losowa:

N

rs
> )

O-X

charakteryzuje si¢ rozktadem normalnym XZ 0 r stopniach swobody, tj.
2 2
rs , s
P{ —— <0, <—— }zl—a (10)
Xl‘,a/Z Xl‘,l—a/Z

UWAGA: w obliczeniach przyjgé wspotczynnik ufnosci 1-a =0.95, (poziom istotnosci a =0.05)
natomiast wartosci y* odszukaé¢ w odpowiednich tablicach statystycznych (np. Metody statystyczne dla
chemikow, J.B. Czerminski, A. Iwasiewicz, Z. Paszek, A. Sikorski).

UWAGI DOTYCZACE WYKONANIA I ZALICZENIA ZADANIA:
1. Zalozy¢ nowy arkusz kalkulacyjny i zapisa¢ go na dysku sieciowym w katalogu

S:\PinfAABB\ZADANIA\ZADANIEO1\Zad01.xls, w ktorym AA oznacza numer grupy, BB -
numer uzytkownika.

114



. Sporzadzi¢ tablice z danymi do obliczen wraz z dowolnie zaplanowanymi ramkami.

. Wykona¢ obliczenia z wykorzystaniem podanych w opisie wzoréw i poréwnaé¢ wyniki z
wartosciami obliczonymi przy pomocy standardowych funkeji arkusza kalkulacyjnego oraz z
analizy danych (statystyka opisowa). Jezeli wystapia rdézZnice zamieSci¢ komentarz
wyjasniajacy.

. Uporzadkowa¢ wyniki pomiar6w wg rosnacej zawartosci wody w probkach oraz wyznaczyé
liczno$¢ oznaczen w zakresach (funkcja CZESTOSC):

0.06 <x; < 0.08
0.08 <x; < 0.10
0.10<x; < 0.12
012 <x < 0.14
0.14<x; < 0.16
0.16 <x; < 0.18
0.18 <x; < 0.20

. Obliczy¢ wzgledng liczno$¢ oznaczen w poszczegolnych przedziatach t;.
n,

20

gdzie n, - liczba oznaczen w danym przedziale

an_ - catkowita liczba oznaczen

oraz wykona¢ histogram zawarto$ci wody w probkach oznaczajac kolejno przedziaty jako: I, II, III,
IV, V, VI, VII.

. Wykona¢ krzywa rozktadu w zawartosci wody w probkach wykreslajac | w funkcji XiprzedZid , gdzie

XiprzedZid odpowiada $redniej wartosci X; w podanych wyzej przedziatach, tj. 0.07, 0.09, 0.11 itd.

Czy wykres krzywej odpowiada rozktadowi normalnemu ?
. Metoda rekurencyjng obliczy¢ Srednig i odchylenie standardowe.

. Wynik sredniej podaé zgodnie z wyliczona i) niepewnoscia standardowa, ii) niepewnoscia
rozszerzong (k=2), oraz iii) przedzialem ufnosci dla sredniej.

. Przygotowa¢ arkusz do wydruku stosujac marginesy: lewy 3 cm i gorny 2 cm. Informacje
dotyczace wykonawcy powinny by¢ zamieszczone w stopce lub nagtowku (do wyboru).

UZUPELNIENIE I
METODA REKURENCYJNA
Srednig oraz odchylenie standardowe obliczy¢ mozna wykorzystujac metode rekurencyjng. W

metodzie tej jako pierwsza probna wartos$¢ srednia (m;) przyjmowana jest pierwsza zmierzona wartos¢
Xi, tj.:

mq{=X; (11)

a pierwsza suma kwadratow odchylen (q;) jest rOwna zero:

0:=0 (12)
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Kolejne wartosci $redniej (m;) i sum kwadratow odchylen (qQ;) obliczy¢ mozna z nastepujacych
WZOTOw:

(i _1)mi—l X
i

m = (13)

(I _1)(Xii_ mi—l)2 (14)

0 =0+

Po wykonaniu obliczen dla wszystkich wartosci i (i = 1, 2, ..n), koncowa warto$¢ m; stanowi $rednig
oznaczang jako m, a odchylenie standardowe obliczy¢ mozna ze wzoru:

q
— | n_ 15
S=\g (15)

w ktorym g, oznacza ostatnia, obliczong warto$¢ sumy kwadratow odchylen (q;).
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ZADANIE Nr 2

STATYSTYCZNA OCENA WYNIKOW DOSWIADCZALNYCH

2. Zalezno$¢ wartosci Sredniej oraz miar dyspersji od licznosci probek.

ZAD.: Przeprowadzono badania zawartosci wody w probkach nawozu sztucznego. Probki o
masie 10 g pobierano zgodnie z zasadami opisanymi w PN/C-04500. Wyniki oznaczen zawartosci

wody sa nastepujace:
nr pr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
masa | 0.182 | 0.088 | 0.095 | 0.170 | 0.176 | 0.075 | 0.159 | 0.150 | 0.155 | 0.141
nr pr. 11 12 13 14 15 16 178 18 19 20
masa | 0.101 | 0.121 | 0.111 | 0.140 | 0.118 | 0.132 | 0.108 | 0.127 | 0.115 | 0.138
nrpr. 21 22 23 24
masa | 0.125 | 0.129 | 0.126 | 0.131

Stwierdzono, ze w 24 godzinnym cyklu produkcyjnym uzyskuje si¢ zawsze wyniki oznaczen
analogicznie do zamieszczonych w powyzszej tabeli. Celem obnizenia kosztow badan laboratoryjnych
postanowiono ograniczy¢ liczb¢ analiz i zaczeto pobiera¢ probki co 2 godziny, nastepnie co 3 godziny,
co 4 godziny, co 6 godzin oraz co 8 godzin.
Celem zadania jest zbadanie zalezno$ci $redniej zawarto$ci wody oraz innych wielkosci
statystycznych od czestotliwosci pobierania probek do analizy.
Wykonaé obliczenia nizej wymienionych wielkosci (dla kazdej z 6 serii) wykorzystujac
funkcje standardowe arkusza kalkulacyjnego. Szczegotowa instrukcja dotyczaca wykonania obliczen i
prezentacji wynikoéw przedstawiona jest nizej (patrz Uwagi) w pkt. od 1 do 7.

|. OBLICZENIA STATYSTYCZNE

Korzystajac z arkusza kalkulacyjnego (EXCEL) obliczy¢:

(a)

(b)

(©)

Srednia arytmetyczng zawartosci wody w probkach :

Wartos¢ srodkowa (mediang) zawartosci wody w probkach :

X1y dla nieparzystych wartosci n
X= Xn/2 + X(n/2)+l

2

dla parzystych wartosci n
Wariancj¢ oznaczen zawartosci wody w probkach :
2 = iZn:(x —X)?
X n _1 i=1 I
gdzie n-1 oznacza liczbe stopni swobody (), tj. liczbg niezaleznych obserwacji,

ktore moga by¢ wykorzystane w obliczeniach.
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(d) Odchylenie standardowe zawarto$ci wody w probkach :

S, =+/S. (4)
(e) Wspotczynnik zmiennos$ci (wzgledne odchylenie standardowe):
SX
v, =100= (5)
X

I1. OCENA WARIANCIJI | ODCHYLENIA STANDARDOWEGO

Na podstawie przeprowadzonych obliczen wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla wariancji SX2 (tym

2

samym dla odchylenia standardowego) zawierajacy "prawdziwg" wartos¢ o, Z

prawdopodobienstwem 95%. W obliczeniach przyjac, ze proba pochodzi ze zbiorowos$ci o rozktadzie
normalnym a zmienna losowa:

N

s
> (6)
O-X
charakteryzuje si¢ rozktadem normalnym > o r stopniach swobody, tj.
2 2
rs rs
P{ - <of <—* }zl—a ©)
Xr al2 Xr,l—a/Z

UWAGA: w obliczeniach przyjgé wspotczynnik ufnosci 1-a =0.95, (poziom istotnosci o =0.05)
natomiast wartosci y* odszukaé¢ w odpowiednich tablicach statystycznych (np. Metody statystyczne dla
chemikéw, J.B. Czerminski, A. Iwasiewicz, Z. Paszek, A. Sikorski).

UWAGI DOTYCZACE WYKONANIA I ZALICZENIA ZADANIA:

1. Zalozy¢ nowy arkusz kalkulacyjny 1 zapisa¢ go na dysku sieciowym w katalogu
S:\PinfAABB\ZADANIA\ZADANIEO2\Zad02.xls, w ktorym AA oznacza numer grupy, BB -
numer uzytkownika.

2. Sporzadzi¢ tablicg zawierajaca wyniki oznaczen zawartosci wody w probkach odpowiadajacych
kazdej z 6 serii.

3. Wykonac¢ obliczenia, a ich wyniki umies$ci¢ w oddzielnej tablicy.
4. Zwrdci¢ uwage na staranne zaplanowanie tablic, opiséw i1 ramek.
5. Wyniki obliczen przedstawi¢ graficznie w postaci krzywych:

X = f(n)

= f(n)

s, = f(n)

v=f(n)

Zwr6ci¢ uwage na staranny opis krzywych poprzez zamieszczenie odpowiednich komentarzy na
rysunku.

6. Przygotowa¢ arkusz do wydruku stosujgc marginesy: lewy 3 cm i gorny 2 cm.

Informacje dotyczace wykonawcy powinny by¢ zamieszczone w stopce lub nagtowku (do wyboru).

~
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ZADANIE Nr 3

STATYSTYCZNA OCENA WYNIKOW DOSWIADCZALNYCH
3. Zastosowanie regresji liniowej do obliczania stalej szybkosci reakcji I-rzedu

ZAD.: Przeprowadzono reakcje hydrolizy estru w obecnosci kwasu solnego jako katalizatora.
W czasie reakcji pobierano probki mieszaniny reakcyjnej i oznaczano st¢zenie powstajacego kwasu
karboksylowego [C]; Wyniki oznaczen sg nastepujgce:

REAKCJA

czas (min) 15 30 47 67 80 95 115 127 142

[Cla: (Mol/dm®) | 0.035 0.059 0.072 0.096 0.123 0.139 0.168 0.171 0.174

W celu wykonania zadania, korzystajac z arkusza kalkulacyjnego nalezy:

1. Obliczy¢ state szybkosci reakcji hydrolizy jako reakcji I-rzedu,
2. Zwerytikowa¢ zatozenie o I-rzedowym przebiegu reakcji na podstawie analizy korelacji liniowe;,

3. Obliczy¢ wielkosci statystyczne pozwalajace oceni¢ wspdtczynniki regresji (S a i S a ) oraz

przedziat ufnosci dla statej k = a; na poziomie istotnosci « = 0.05
I. OBLICZENIA WSPOLCZYNNIKOW REGRESJI

Catkowa postac¢ rownani kinetycznego reakcji [-rzedu wyraza si¢ wzorem:

In [C]t—m — [C]t = —kt (1)
[C]t—>oo - [C]t=0

gdzie k - stata kinetyczna reakcji (s7), t - czas reakcji w s ([Cl. = 0.5)
Korzystajac z rOwnania regresji liniowej w postaci:
Y =ap + ayX )
gdzie Y =Inf([C]ry) X=t a=k (3)
obliczy¢ wspotczynniki regresji (a tym samym K) metoda najmniejszych kwadratow.

Obliczenia wykona¢ korzystajac z podprogramu regresji liniowej arkusza kalkulacyjnego oraz
niezaleznie z wykorzystaniem nizej podanych wzorow.

n inzyi
i=1 i=1

2Ny

a1= i=1 - n > (4)
n (inj
NNE
i-1 n
a,=y-aXx ®)

gdzie y oraz X stanowig $rednie arytmetyczne y; Oraz x;:
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n

y =1y x=13x (6)

Nz Nz
II. OCENA MODELU LINIOWEGO

Dla oceny bledu popehnianego przy probie opisu zjawiska hydrolizy estru za posrednictwem
liniowego modelu reakcji I-rzedu nalezy obliczy¢:

@ wariancje resztowg (residual variance):

Sf/ :ﬁ{znl(yi _7)2 _aiz_zn:(xi _i)2:| (7)

gdzie n-2 oznacza liczbe stopni swobody, tj. liczbe niezaleznych obserwacji, ktore moga by¢
wykorzystane w obliczeniach.

(b) srednie odchylenie od linii regresji (mean deviation from the regression)
S, =[S, (8)

y

(©) wspotezynnik korelacji liniowe;:

Z(Xi - 7)(Yi - 7)

r= - . 12 ©)
|:Z(Xi - K)ZZ‘,(Yi - 7)2}
i=1 i=1
(d) wspotczynnik determinacji (squared correlation coefficient)
wsp.det. = r? (10)

III. ODCHYLENIA STANDARDOWE ORAZ PRZEDZIALY UFNOSCI WSPOLCZYNNIKA
REGRESIJI.

Wyniki obliczen statej kinetycznej k nalezy poda¢ zgodnie z odchyleniem standardowym
1 przedziatem ufnosci na poziomie istotnosci « = 0.05.

Odchylenie standardowe wspotczynnika regresji a; (rownowaznego ze stala szybkosci reakcji
k) obliczy¢ korzystajac ze wzoru (11):

(11)

Celem obliczenia przedziatu ufnosci (confidence limit) przyjmujemy, ze btad:
& =Y —B—-Ax 12)

ma rozktad normalny (A i B oznaczaja wspotczynniki regresji w zbiorowosci generalnej). W takim
przypadku zmienna t, :
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-A
= (13)
charakteryzuje si¢ rozktadem Studenta przy n-2 stopniach swobody. Oznacza to, ze przedziat ufnosci
dla k przy zatozonym wspotczynniku ufnosci = 1 - « jest nastepujacy:

P(ai—ta'n_z-sal <A=k<a +t '5a1)=1—0! (14)

a,n—-2
Zgodnie z powyzszym obliczy¢ przedziat ufnosci k dla o= 0.05 wyrazony wzorem:

P.U. =t tyn2 S, (15)

gdzie, t,n, oznacza tabelaryczng warto$¢ rozktadu Studenta (np. Metody statystyczne dla chemikow,
J.B. Czerminski, A. Iwasiewicz, Z. Paszek, A. Sikorski).

Zapis k £ p.u. oznacza, ze stala k lezy w podanym przedziale z prawdopodobienistwem rownym 100x
(1-@), to jest przy = 0.05 wynoszacym 95%.

Odchylenie standardowe wspdlczynnika regresji ap obliczy¢ korzystajac ze wzoru (16):

(16)

Przedziat ufnosci wyrazu wolnego dla & = 0.05 obliczy¢ mozna ze wzoru:

p.u.==xt,no Sa, a7

UWAGI DOTYCZACE WYKONANIA I ZALICZENIA ZADANIA:

1. Zalozy¢ nowy arkusz kalkulacyjny 1 =zapisa¢é go na dysku twardym w katalogu
S:\PinfAABB\ZADANIA\ZADANIEO3\Zad03.xls, w ktorym AA oznacza numer grupy, BB -
numer uzytkownika .

Sporzadzi¢ tablice z danymi do obliczen wraz z dowolnie zaplanowanymi ramkami.

3. Wykona¢ obliczenia statystyczne z wykorzystaniem podanych w opisie wzoréw i poréwna¢é
wyniki z warto$ciami obliczonymi z wykorzystaniem standardowej procedury arkusza
kalkulacyjnego (dotyczy r, a, i a;) oraz analizy danych (regresja). Jezeli wystapia réznice
zamie$ci¢ komentarz wyjasniajacy.

W wydzielonej tablicy przedstawi¢ wyniki obliczen stalej k zgodnie z przedzialem ufnosci
oraz zamie$ci¢ wniosek wynikajacy z wielko$ci wspolczynnika Kkorelacji i wspélczynnika
determinacji.

4. Wykonaé¢ wykres ilustrujacy zaleznos¢ eksperymentalnie zmierzonych stezen od czasu, tj.[C]=f(t)
w postaci punktow oraz linii trendu wyliczonej z rownania (18) (przeksztatcone rownanie (1)):

[C]t = [C]t—>oo - [C]t—>oo e (18)

~

w ktérym [C],_, =e® oraz k = a;.

5. Wykona¢ wykres funkcji logarytmiczne;j

Y =In(C]..... —[C],)= f (t) (19)
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e

obliczonej na podstawie danych doswiadczalnych. Zaleznosé Y = f (t) obliczona na podstawie
analizy regresji liniowej przedstawi¢ na tym samym rysunku w postaci linii ciaglej bez
uwidaczniania oszacowanych wartosci Y, w postaci punktow.

Przygotowac¢ arkusz do wydruku stosujac marginesy: lewy 2 cm i gérny 2 cm.

Informacje dotyczace wykonawcy zamiesci¢ w stopce, informacje dotyczace zadania (tytul, data)
w nagtowku.

122



ZADANIE Nr 4
OBLICZANIE pH MIESZANINY DWOCH KWASOW (LUB ZASAD)

ZAD.: Przygotowano mieszaning dwoch kwaséw HM i1 HP o catkowitym stezeniu [C] = [HM]

+ [HP]. Utamek molowy kwasu HM w kolejnych mieszaninach wynosit:

X3=0.9 X,=0.8 X3=0.7 X;=0.6 X5=0.5 Xs=0.4 X;=0.3 Xg=0.2 X¢=0.1
pK kwasow - (tab. 1) oraz [C] - podaje prowadzacy ¢wiczenia

W celu wykonania zadania nalezy wyprowadzi¢ wielomian wigzacy calkowite stezenie jonow

wodorowych [H] ze statymi dysocjacji kwasow, ich utamkiem molowym (X) oraz catkowitym
stezeniem [C]. Korzystajac z opcji "SOLVER" arkusza kalkulacyjnego obliczy¢ [H] spelniajace
wyprowadzone rownanie w dla poszczegdlnych wartosci Xpy . Nastepnie korzystajac z oszacowanych
wartosci [H] obliczy¢:

~

_ pH= —log[H] (1)
. stezenie aniondw M. I P.’
[M]=Kum[CIX/([H]+Kiim) ()
[P1=Kup[CI(1-X)/([H]+K+p) ®)
. stezenie niezdysocjowanego kwasu HM i HP
[HM]=[C]X-[M] (4)
[HPI=[C](1-X)-[P] ()

. stopien dysocjacji kwasu

om=[M]/[C]X
anp=[P]/([C](1-X)) (6)

UWAGI DOTYCZACER WYKONANIA I ZALICZENIA ZADANIA:

. Zatozy¢ nowy arkusz kalkulacyjny 1 zapisa¢ go na dysku twardym w katalogu

S:\PinfAABB\ZADANIA\ZADANIEO4\Zad04.xls, w ktorym AA oznacza numer grupy, BB -
numer uzytkownika.
Sporzadzi¢ wzorcowy blok obliczeniowy dla X=0.1

. Wykona¢ obliczenia stosujac kolejne korekcje wyniku celem uzyskania maksymalnej zgodnos$ci

pomi¢dzy lewa a prawg strong rownania (funkcji [H]).

. Wykona¢ obliczenia dla pozostatych wartosci X po uprzednim skopiowaniu i zmodyfikowaniu

bloku wzorcowego.

. Wykona¢ wykresy przebiegu zaleznosci:

pH=f(X) [M]=£(X) [P1=f(X) onm=F(X) anp=f(X)

. Dla X=0.1 wyznaczy¢ miejsce zerowe:

a) metoda polowienia odcinka (bisekcji) w przedziale [H];=0i [H],=1,
b) metodg siecznych (regula falsi) w przedziale [H],= -2 i [H],=1,
¢) metoda stycznych (Newtona-Raphsona) w przedziale [H],=0 i [H],=1.

. Przygotowa¢ arkusz do wydruku stosujac marginesy: lewy 3 cm i géorny 2 cm.
. Informacje dotyczace wykonawcy powinny by¢ zamieszczone w stopce lub nagtowku (do wyboru).

UZUPELNIENIE |
Wyprowadzenie rownania
HP < H +P (8]
HM < H" +M™ (2)
HM — [HIM] ()
[HM]
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gdzie

K, = [H][P]
[HP]

[HM] = [C]X —[M]
[HP] = [C](1 -X) - [P]
[H] = Kam ([CIX=[M])

[M]
[H]=[M] + [P]
[M] =[H] - [P]
[H] = K ([CIX =[H] +[P])

[H]-[P]
[HI? - [HI[P] = Kaml[CIX — Kim[H] + Kim[P]
Kin[P] +[HI[P] = [H]? + Kuml[H] — Kim[CIX
[H] = Ky ([CIA - X) —[P])

[P]
[P]= [H] + KQM[H] - K,ulCIX
w +[H]
KHP{[C](]-— X) — [H]Z + Ky [H] = Ky [C]X}
[H]= Kim +[H]
[H]* + Ky [H] - K [CIX

KHM + [H]
[H]= Kyp{[CIA—X)(Kyp +[H]) ~[HI* — K [H] + K, [CIX}
[H]2 + KHM[H] - KHM [C]X
[HT? + (Kim + Kip)[HT + {KupKim — Kim[C]X — Kp[C1(1-X)}H] = KiniKi[C]

WZOR DO OBLICZEN:

a[HT +b[HT +c[H]=1

ae b KKy o 1 X 12X
KHPKHM [C] KHMKHP [C] [C] KHP KHM
TAB.1
UZUPEENIENIE I

Wartosci statych dysocjacji kwasow do obliczen:

(4)

()
(6)

()

(8)
(9)

(10)

(11)
(12)
(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

KWAS pK K
mréwkowy 3.75 1.78 x 10°*
mlekowy 3.86 1.38 x 10°*
octowy 4.75 1.75x 10°°
propionowy 4.87 1.33x10°°
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UZUPELNIENIE 11

Metoda polowienia odcinka (bisekcji)

W obliczeniach zgodnie z ta metoda przyjmuje si¢ dwie warto$ci argumentu (X; 1 Xp) dla
ktorych funkcja f(x) zmienia znak. W takim przypadku, ze jesli f(x;)-f(x,)<0, to w przedziale <x;,x;>
istnieje co najmniej jeden taki punkt, w ktorym f(x)=0.

W pierwszym kroku obliczen wyznacza si¢ warto$¢ f(x3) w srodku przedziatu:
X3 = V2 (X1+X)
Jesli f(xs) > 0, to rozwigzanie znajduje si¢ pomiedzy X; I Xs:
Xq = V2 (X1+Xs)
Obliczenia sa kontynuowane do momentu uzyskania wystarczajaco dobrego oszacowania miejsca

zerowego. W praktyce, obliczenia iteracyjne konczy si¢ po spelieniu ktérego$ z nastepujgcych
warunkow:

X — X, | <&

nl
ktory oznacza, ze roznica pomiedzy kolejnymi przyblizeniami jest wystarczajaco mata, lub:

If(x,)|<e

czyli warto$¢ funkcji w wyznaczonym punkcie jest bliska 0. W roéwniach tych, &€ oznacza
zatlozong doktadnos¢ obliczen (kryterium podawane przez uzytkownika). Te same rownania
wykorzystywane sa w metodzie siecznych i metodzie stycznych.

Metoda siecznych (regula falsi)

W metodzie tej, nazywanej rowniez metoda falszywego zatozenia liniowosci funkcji, przez
punkty x; i Xp, dla ktorych funkcja f(x) zmienia znak, prowadzi si¢ cigciwe o nastepujacym réwnaniu:

y—f(x1>=%;l‘xl)<x—xl>

2

Za pierwsze przyblizenie szukanego miejsca zerowego przyjmuje si¢ odcigta X3 punktu, w ktoérym
wyznaczona cigciwa przecina o$ OX.

U X =X
%=X )T Tt o)

itd.
Ogdlny wzor rekurencyjny zapisa¢ mozna w nastepujacej postaci:

X(k+1) = Xy

F(Xpeuy) = F04)

X2y = Xan) — f (X(k+1))

Gdziek=1,2, ...
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Metoda stycznych (Newtona-Raphsona)

W metodzie tej wymagana jest znajomos¢ funkcji f(x) oraz jej pochodnej 1°(x). Nachylenie
stycznej do wykresu w punkcie X, wyliczy¢ mozna ze wzoru:

f (%)
X, = X5

(%)=

Zatem pierwsze przyblizenie szukanego miejsca zerowego (X3) wyliczy¢ mozna z rdwnania:

Ogoblny wzdér rekurencyjny przedstawia si¢ nastgpujaco:

_x 1)

Xn+l Xn f ,(X )
n
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ZADANIE Nr 5
LINIOWA REGRESJA WIELOKROTNA

Ogdlne rownanie liniowe]j regresji wielokrotnej dla p zmiennych niezaleznych przyjmuje
postac:

y=a,+aX +a,X; +...+a,X, (1)

Wspotczynniki zalezno$ci liniowej w prosty sposdb wyznaczy¢ mozna metoda najmniejszych
kwadratow, z ktorej uzyskuje si¢ nastepujgca zaleznos¢ na wektor wspotczynnikow regresji (a):

a=(xx)"x"y 0)

w ktorym X oznacza macierz wartos$ci X, y macierz wartosci Y:

I X Xu o X Yo
1 x 2 X502 o Xpe Yoo

I I ) L o
I Xy Xy o Xpm) Yy

x" transpozycje macierzy X, a (X'X)™* odwrotno$¢ iloczynu macierzy.
Kolejnym etapem analizy regresji jest ocena jakosci dopasowania modelu. Odpowiednie sumy
kwadratow odchylen wynikajace z funkcji regresji (Q>), bledow doswiadczalnych (Q3) oraz ze

zmiennosci catkowitej (Q1) obliczyé mozna z nastepujacych wzordw:

Q= D.(%-9)* =a'x"y-n-y° @)
Q:= D (v, —¥%) =y'y-a'x"y (5)
Q= D (Y -¥)’=yy-ny’ (6)

w ktorych n oznacza liczbg obserwacji, Y - $rednia warto$¢ zmiennej zaleznej.
Wspoltczynnik determinacji (r) wyznaczyé mozna z zalezno$ci:

r’=QJ Qs (7)

W chemii analitycznej modele liniowe sg szeroko stosowane w kalibracji. Jednoczesnie
stosunkowo rzadko zdarza si¢ sytuacja, w ktérej zmienna objasniana zalezy tylko od jednej zmiennej
objasniajacej.

W przypadku atomowej spektrometrii absorpcyjnej (ASA) na wartos$¢ sygnatu analitycznego,
mierzonego przy uzyciu roztworu o ustalonym stezeniu oznaczanego pierwiastka, ma wptyw wiele
czynnikow. Czynniki te moga mie¢ charakter spektralny (czestotliwo$¢ emitowanego Iub
absorbowanego promieniowania, prawdopodobienstwo przejscia energetycznego atomow, wagi
statystyczne stanow energetycznych, i inne), jak i zwigzany z procesem transportu roztworu do
ptomienia (okre$§lonym przez tzw. wydajno$¢ nebulizacji), warunkami istniejacymi w plomieniu
(sktad, ksztalt i temperatura ptomienia) i reakcjami w nim zachodzacymi (np. jonizacja atomoéw
oznaczanego pierwiastka, dysocjacja czasteczek jego soli, tworzenie si¢ zwigzkdéw chemicznych z
czastkami gazow ptomienia). Obecno$¢ w roztworze badanym innych substancji (obok 0znaczanego
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kationu metalu) moze by¢ zrodtem zaktdcen spektralnych (polegajacych glownie na koincydencji linii
widmowych tych sktadnikow) lub zmian wiasnosci fizycznych roztworu (lepkosci, napiecia
powierzchniowego) i w konsekwencji, zmian wydajno$ci nebulizacji.

Sktadniki towarzyszace oznaczanemu pierwiastkowi moga w ré6zny sposob wptywac na sygnat

analityczny. Korzystajac ze zmodyfikowanych danych zamieszczonych ponizej (P.C. Jurs,
Computer Software Applications in Chemistry, J. Wiley, New York 1996) wyznaczy¢ wspoétczynniki
zaleznoSci liniowej pomiedzy sygnalem analitycznym R (zmienng zalezng) a steZeniami C;, C;, C3
skladnikow towarzyszacych (zmiennymi niezaleznymi).

c1 [mol dm™] | ¢, [mol dm™®] | cz[mol dm™] R
0.071 0.288 0.107 0.425
0.107 0.265 0.102 0.779
0.150 0.264 0.107 0.937
0.217 0.268 0.101 0.646
0.295 0.268 0.113 1.010
0.338 0.290 0.113 0.485
0.361 0.264 0.107 0.853
0.488 0.266 0.117 1.144
0.538 0.271 0.102 0.410
0.597 0.259 0.111 1.015
0.636 0.267 0.106 0.637
0.718 0.284 0.110 0.349
0.746 0.288 0.102 0.073
0.823 0.269 0.114 0.769
0.838 0.275 0.108 0.415
0.852 0.264 0.110 0.744
0.972 0.267 0.111 0.656
1.052 0.265 0.107 0.518
1.044 0.277 0.116 0.595
1.133 0.277 0.102 0.012

UWAGI DOTYCZACE WYKONANIA I ZALICZENIA ZADANIA:

1. Zatozy¢ nowy arkusz kalkulacyjny i zapisa¢ go na dysku twardym w katalogu

N

S:\PinfAABB\ZADANIA\ZADANIE10\ZADANIE10.xls, w ktorym AA oznacza numer grupy,
BB - numer uzytkownika.
Sporzadzi¢ tablice z danymi do obliczen wraz z dowolnie zaplanowanymi ramkami.
Obliczenia:
a) Obliczy¢ wspolczynniki réwnania oraz korelacji liniowej dla poszczegolnych par
zmiennych z osobna (dowolna metoda).
R=ay@)*+ai) ‘1
R=agp+ayp) c2
R=ap@ taug) cs
b) Obliczy¢ wspolczynniki rownania oraz Korelacji liniowej dla nastepujacych zaleznoSci
(dowolng metodg):
R=ayu2)taia2) ‘c1tayay) c2
R=ap3*ayus) "c1tazus) ¢3
R=ap3)*a1(3) "cotazes) *C3
c) Wykona¢ obliczenia statystyczne z wykorzystaniem podanych w opisie wzoréw ((2)-(7)).
Poréwnaé wyniki z warto$ciami obliczonymi z wykorzystaniem standardowej procedury
arkusza kalkulacyjnego (Qi, Qz, Qs, r’) oraz dodatku SOLVER (wspélczynniki regresji).
Jezeli wystapia roznice zamies$ci¢ komentarz wyja$niajacy.
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W osobnej tabeli przedstawi¢ wyniki obliczen (wspélczynniki modelu) z odpowiednimi
przedzialami ufnosci.
4. Przygotowac arkusz do wydruku stosujac marginesy: lewy 2 cm i géorny 2 cm.
5. Informacje dotyczace wykonawcy zamiesci¢ w stopce, informacje dotyczace zadania (tytul, data)
w nagtowku.
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ZADANIE Nr 6
REGRESJA LINIOWA - TRANSFORMACJE LINEARYZUJACE

Roéwnania stosowane do opisu danych doswiadczalnych w chemii czgsto maja charakter
nieliniowy. Jednoczes$nie w wielu przypadkach nieliniowy model, poprzez proste przeksztatcenie
(podstawienie zmiennych), mozna sprowadzi¢ do zalezno$ci liniowej. Typowe funkcje nieliniowe oraz
odpowiednie podstawienia linearyzujace przedstawiono ponize;j:

Rownanie nieliniowe | Podstawienie linearyzujace
I Y=y
y=a X = 1/
X
1 =
—=a+b-x Yx_l)/(y
y =
X Y=lo
y=a-b x :Q)l((Y)
s Y = log(y)
y=arx X = log(x)
x Y =In(y)
y=a-e X=X
n Y =
y=a+b-x X = )zln
y_a'x Y =xly lubY =1ly
b+ x X=X X =1/

ZAD. a)
Zgodnie z rownaniem Arrheniusa-Guzmana, zalezno$¢ lepkosci cieczy od temperatury
przyjmuje postac:

n=A4-e’ 1)

w ktorym E, jest energia aktywacji przeptywu lepkiego [J .mol™], T — temperatura [K], R - stala
gazowa [J-K™*-mol™].

Na podstawie uzyskanych wynikow doswiadczalnych (Tab.1.) [J. Demichowicz-Pigoniowa,
Obliczenia fizykochemiczne, PWN, Warszawa, 1984] wyznaczy¢ wartosci statych Ai E,,..

Tab.1. Zmierzone warto$ci lepkos$ci cieczy w funkcji temperatury

T[K] 710° [N s m?]
288.16 2.1858
291.16 2.0211
298.16 1.7017
308.16 1.3428
318.16 1.0960
328.16 0.9095

o wykona¢ wykres (Rys.1.) przedstawiajgcy zalezno$¢ eksperymentalnie zmierzonych wartosci
lepkosci w funkcji temperatury (77 = f(T)),

e przedstawi¢c na wykresie (Rys.2.) uzyskang z przeksztalcenia zalezno$¢ liniowa wraz z
odpowiednig linig trendu, rownaniem zaleznosci oraz wartoscia 1,
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e wspoélczynniki w rdwnaniu liniowym wyznaczy¢ z odpowiednich wzoréw, analizy danych jak
rowniez z zastosowaniem dodatku SOLVER,

e W osobnej tabeli (Tab.2.) przedstawi¢ wyniki obliczen (wspdtczynniki modelu), przedziaty
ufnosci oraz odpowiedni wymiar wyznaczonych wspotczynnikow.

ZAD. b)
Roéwnanie Arrheniusa opisuje zalezno$¢ szybkosci reakcji od temperatury:
_Ea
k=A4-e ™ 2)

w ktorym k — oznacza stala szybkosci reakcji [s™], Ea — energie aktywacji [J-mol™], R — stata gazowa
[J-K™-mol™], T — temperature [K].

Na podstawie wynikow doswiadczalnych (Tab.3.) [J. Demichowicz-Pigoniowa, Obliczenia fizyko-
chemiczne, PWN, Warszawa, 1984] oblicz energi¢ aktywacji oraz warto$¢ czynnika czestosci A.

Tab.3. Zmierzone warto$ci statej szybkosci reakcji w funkcji temperatury

T [K] k[s™]
273 7.8-107
298 3.3.10°
318 5.0-10*
338 5.0-10°

o wykona¢ wykres (Rys.1.) przedstawiajacy zaleznos¢ eksperymentalnie zmierzonych wartosci
stalej szybkosci reakcji w funkcji temperatury (k = (T)),

e przedstawi¢ na wykresie (Rys.2.) uzyskang z przeksztalcenia zalezno$¢ liniowa z odpowiednia
linia trendu, réwnaniem zaleznosci oraz wartoécia r’,

e wspoélczynniki w rownaniu liniowym wyznaczy¢ z odpowiednich wzorow, analizy danych jak
rowniez z zastosowaniem dodatku SOLVER,

e w osobnej tabeli (Tab.4.) przedstawi¢ wyniki obliczen (wspotczynniki modelu) z odpowiednimi
przedziatami ufnosci oraz odpowiedni wymiar wyznaczonych wspotczynnikow.

ZAD. c)
Izotermg adsorpcji kwasu karboksylowego na weglu aktywnym opisa¢ mozna rOwnaniami:

X L
—_— = k . Cn (3)
m
x ab-c
X (4)
m l+b-c

w ktorych x/m oznacza mase¢ kwasu zaadsorbowanego na jednostke masy adsorbenta [g/g], ¢ —
rownowagowe stezenie kwasu [mol dm™], k, n, a, b — state réwnania izotermy.
Na podstawie wynikow doswiadczalnych (Tab.5.) wyznacz odpowiednie state z rownania (3) i (4).

Tab.5. Zmierzone warto$ci masy kwasu zaadsorbowanego
na jednostk¢ masy adsorbenta w funkcji stezenia

x/m [g/q] ¢ [mol dm™]
0.1043 0.2103
0.07638 0.09373
0.05835 0.04038
0.04761 0.01847
0.02814 0.007074

131




o wykona¢ wykres (Rys.1.) przedstawiajacy zalezno$¢ eksperymentalnie zmierzonych wartosci
masy kwasu zaadsorbowanego na jednostke masy adsorbenta w funkcji rownowagowego
stezenia kwasu (x/m = f(c)),

e przedstawi¢ na wykresie (Rys.2.) uzyskana z przeksztalcenia zaleznos¢ liniowa z odpowiednia
linia trendu, réwnaniem zaleznosci oraz warto$cia r°,

e wspoélczynniki w réwnaniach liniowych wyznaczy¢ z odpowiednich wzorow, analizy danych
jak réwniez z zastosowaniem dodatku SOLVER,

e w osobnej tabeli (Tab.6.) przedstawi¢ wyniki obliczen (wspoétczynniki modelu) z odpowiednimi
przedziatami ufnos$ci oraz odpowiedni wymiar wyznaczonych wspotczynnikow.

ZAD. d)
Szybkos$¢ reakceji enzymatycznej opisa¢ mozna rownaniem Michaelisa-Menten:
r.-[S
r=tom 5] )
[S]+K,,,

w ktorym Ky jest stata Michaelisa-Menten [mol-dm™], [S] - stezeniem substratu [mol-dm™], rupa —
maksymalng szybkoscig reakcji [mol-dm™.s™].

Na podstawie danych do$wiadczalnych (Tab.7.) [J. Demichowicz-Pigoniowa, Obliczenia fizyko-
chemiczne, PWN, Warszawa, 1984] wyznacz warto$ci Ky i Imax

Tab.7. Zmierzone warto$ci szybkos$ci reakcji w funkcji stgzenia [S]

[S] [mol-dm™®] r-10% [mol-dm™-s™]
0.0052 0.256
0.0104 0.403
0.0208 0.616
0.0416 0.823
0.0833 0.985
0.1670 1.082
0.3330 1.087

o wykona¢ wykres (Rys.1.) przedstawiajacy zaleznos¢ eksperymentalnie zmierzonych wartosci
szybkosci reakcji w funkcji stezenia (r = f([S])),

e przedstawi¢ na wykresie (Rys.2.) uzyskang z przeksztalcenia zalezno$¢ liniowa z odpowiednia
linia trendu, réwnaniem zaleznosci oraz warto$cia r?,

e wspoélczynniki w rownaniu liniowym wyznaczy¢ z odpowiednich wzordéw, analizy danych jak
rowniez z zastosowaniem dodatku SOLVER,

e w osobnej tabeli (Tab.8.) przedstawi¢ wyniki obliczen (wspotczynniki modelu) z odpowiednimi
przedziatami ufnosci oraz odpowiedni wymiar wyznaczonych wspotczynnikow.

UWAGI DOTYCZACE WYKONANIA I ZALICZENIA ZADANIA:

1. Zatozy¢ nowy arkusz kalkulacyjny i =zapisa¢ go na dysku twardym w katalogu
S:\PinfAABB\ZADANIA\ZADANIE11\ZADANIE11.xls, w ktorym AA oznacza numer grupy,
BB - numer uzytkownika.

2. Sporzadzi¢ tablicg z danymi do obliczen wraz z dowolnie zaplanowanymi ramkami.

3. Przygotowa¢ arkusz do wydruku stosujac marginesy: lewy 3 cm i gérny 2 cm.

4. Informacje dotyczace wykonawcy zamiesci¢ w stopce, informacje dotyczace zadania (tytul, data)
w naglowku.
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ZADANIE Nr 7

CALKOWANIE NUMERYCZNE
METODA PROSTOKATOW, TRAPEZOW I SIMPSONA

I. WPROWADZENIE

b
W celu obliczenia catki oznaczonej J-f(X)dX metodami numerycznymi, dzieli si¢ przedziat

a
. . L b-a
catkowania [a, b] na n rownych czesci AX =——.
n
Dla wyznaczonych punktow podziatu X;, Xy, ..., Xn1 oblicza si¢ nastgpnie wartos¢ funkcji podcatkowe;j

y = f(x) (Yo=f(a), y1 = f(x1), .., Yn1 = f(Xa1), Yo = (D).

W koncowych obliczeniach wykorzystuje si¢ nastepujace wzory:

1. Metoda prostokatow

b
[/ @)dx = Ax(y + 31+ +3,1)

2. Metoda trapezow

b
If(x)dszx[yo ;y” +y, +...+ynlj
3. Metoda Simpsona (dla parzystej liczby n)

b
Ax
[f@dx~ ?[yo F 2, A Vs Y, )20 Yt e,s)]

I1. OBLICZENIA
1. Obliczy¢ warto$é calek oznaczonych:
¢ tdt 2dc
) Bz —— b) V= j—
1\ 1 + 3t 1 C

metodami prostokatow, trapezoOw oraz Simpsona dla przedziatow n = 6, 8, 10.
Wiyniki dla poszczegolnych catek zestawic¢ w tabeli:

Met. prostokatéw | Met. trapezow Met. Simpsona

|05

0

2. Obliczy¢ metodami prostokatow, trapezow oraz Simpsona calke:

D=lff(t)dt

¢ =f(t)
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N

> w

majac do dyspozycji nastgpujace dane doswiadczalne:

t c

3 5.531
4 6.302
5 6.625
6 6.578
7 6.239
8 5.686
9 4.997
10 4.25

11 3.523
12 2.894
13 2.441
14 2.242
15 2.375

Wyznaczy¢ rownanie regresji (wielomian 3 stopnia) opisujace przedstawiong zaleznos¢ i obliczy¢
analityczng warto$¢ catki. Znajac analityczng warto$¢ catki D, wyznaczy¢ btad wzgledny dla
poszczegbdlnych metod catkowania.

Obliczy¢ metodami prostokatow, trapezow oraz Simpsona odpowiednie calki w
zadaniu.

Standardowe ciepto tworzenia jodowodoru z jodu i wodoru w temperaturze 1000 K obliczy¢
mozna z nast¢pujgcego rownania [J. Demichowicz-Pigoniowa, Obliczenia fizykochemiczne, PWN,
Warszawa, 1984]:

438 1000
AH 000 = AH 00+ [ 21 0dT —2AH? ( + [ v 5dT
298 438

w ktorym AH ro 295 jest standardowym cieptem tworzenia jodowodoru w temperaturze 298 K (25.94

kJ-mol™), AH? ;, cieptem sublimacji jodu (59.8-kJ mol™).

Dla przedziatu temperatur <298,438> suma molowych pojemnosci cieplnych wynosi:
D ViZys = -6.12-22.9410° T +1.0010° T? [IK™]
Dla przedziatu temperatur <438,1000> wynosi:
D vi7G =476 -16610°T +1.00-10° T?+0.36-10° T? [IK"]

Odpowiednie catki obliczy¢ metodg prostokatow, trapezow i Simpsona (n=10).

UWAGI DOTYCZACE WYKONANIA I ZALICZENIA ZADANIA:

. Zatozy¢ nowy arkusz kalkulacyjny 1 zapisa¢ go na dysku sieciowym w katalogu

S:\PinfAABB\ZADANIA\ZADANIE12\ZAD12.xls, w ktorym AA oznacza numer grupy, BB -
numer uzytkownika

Sporzadzi¢ tablicg z danymi do obliczen wraz z dowolnie zaplanowanymi ramkami.

Wykona¢ obliczenia z wykorzystaniem podanych w opisie wzorow.

. Informacje dotyczace wykonawcy powinny by¢ zamieszczone bezposrednio w arkuszu, stopce lub

naglowku (do wyboru).
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ZADANIE Nr 8

NUMERYCZNE ROZWIAZYWANIE ROWNAN ROZNICZKOWYCH.
METODA EULERA, RUNGEGO - KUTTY, MILNE’A (PREDYKTOR-KOREKTOR)

Zwyczajne rownanie rozniczkowe pierwszego rzedu przedstawi¢ mozna w nastgpujacy
Sposob:

Y= = )
X

Rozwigzaniem jest funkcja y(X) spetniajaca to rownanie oraz jeden z warunkow poczatkowych,
zwykle y(Xo) = Yo.

Typowym przykladem zastosowania rownania rozniczkowego jest opis zmian stg¢zenia
substratu w czasie reakcji. Dla przyktadu, réwnanie kinetyczne dla nieodwracalnej reakcji I rzedu ma
nastepujaca postac:

dc
—=-k-C 2
ot )
W réwnaniu tym k oznacza stata szybkosci reakcji [s], ¢ — stezenie substratu [mol/dm?], t —czas [s].

Roéwnanie to, po rozwigzaniu prowadzi do zalezno$ci stezenia substratu od czasu:
c=¢C,-e 3)
w ktorym ¢y oznacza poczatkowe stezenie substratu [mol/dm°]

Zaleznos$¢ stezenia od czasu wyliczy¢ mozna takze za pomocg odpowiedniej metody
numerycznego rozwigzywania roéwnan rozniczkowych. W tym celu zastosowa¢ mozna np.: metode
Eulera, Rungego-Kutty oraz metode predyktor-korektor. W przypadku numerycznych metod
rozwigzywania rownan rozniczkowych niezbedne jest okreslenie punktu poczatkowego (Xo, Yo) Oraz
nachylenia funkcji bedacej rozwigzaniem réwnania w danym punkcie (y’).

1. Metoda Eulera

W metodzie Eulera warto$¢ funkcji w punkcie Xo+AX (y;) obliczana jest ze wzoru:
Y1 = Yo +AY = Yo +(AX)x T (%), Yo) 4)

w ktorym f(Xo, Yo) rowne jest nachyleniu funkcji stanowiacej rozwigzanie w danym punkcie. Ogolny
wzor zapisa¢ mozna w nastgpujacej postaci:

yn+l:yn+Ay=yn+(AX)'f(xn’yn) (5)
2. Metoda Rungego-Kutty

W metodzie Rungego-Kutty czwartego stopnia odpowiednie obliczenia wykona¢ mozna za
pomocg nastepujacych wzorow:

Y=V + éAx(cl +2C, +2C,+C,) (6)
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C = f (Xi yi) (7)

c, =f(x +;Ax, Y, +;Axcl)

)

c, = (X +£Ax, Y, +£AXC2)
2 2 9)
¢, = (X +Ax, y;+Axc,) (10)

w ktorych c; oznacza warto$¢ nachylenia funkcji bedacej rozwigzaniem w punkcie poczatkowym
(X=Xo)., C1 1 C; w punktach posrednich, ¢, na koncu przedziatu.

3. Metoda Milne’a (predyktor-korektor)

Alternatywng metodg rozwigzywania rownan rézniczkowych jest wielokrokowa metoda
Milne’a (predyktor-korektor). W tej metodzie musimy dysponowac¢ warto$ciami:

Yoo Ya Yo Y

(11)
Yoo Yu Yo Vs
oraz funkcja:
Y f(xy) (12
Obliczenia wykonywane sa zgodnie z nastepujacymi réwnaniami:
Yy, = y3+4—§x(2y'2—y'1+2y6) (13)
Yip = £ 0% Yip) (14)
Vie = y_l+%(y'_l+4ya +Y;) (15)
Yie = 0%, ¥ic) (16)

w ktorych yip 0znacza przewidywang warto$¢ i, Y;, oszacowang warto$¢ pochodnej w punkcie Xy,

Yy1c skorygowang warto$¢ yi, Y;. skorygowana warto$¢ pochodnej w punkcie X;.

. OBLICZENIA

Korzystajac z rownania (3) oraz przyjmujac, ze k = 0.18 s , ¢ = 0.1 mol/dm?® oraz At = 1 s,
obliczy¢ zmiany stezenia substratu w czasie (tnx=18 S).

Stosujgc metode Eulera (rownanie (5)), Rungego-Kutty (réwnania (6)-(10)) oraz Milne’a
(réwnania (13)-(16)) obliczy¢ zaleznos¢ stezenia substratu od czasu.
Znajac rzeczywiste wartosci stgzenia (rownanie (2)) oraz wyniki uzyskane dla kazdej metody obliczy¢
btad wzgledny [%]. W metodzie Milne’a jako punkty startowe wykorzysta¢ poczatkowe wartosci
wyliczone metoda Rungego-Kutty.
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UWAGI DOTYCZACE WYKONANIA [ ZALICZENIA ZADANIA:

. Zatozy¢ mnowy arkusz kalkulacyjny i zapisac go na dysku twardym w katalogu
S:\AABB\ZADANIA\ZADANIE11\ZADANIE13.xls, w ktorym AA oznacza numer grupy, BB -
numer uzytkownika

. Sporzadzi¢ tablice z danymi do obliczen wraz z dowolnie zaplanowanymi ramkami.

. Wykona¢ wykres 1 ilustrujacy zalezno$¢ stezenia od czasu ¢ = f(t) obliczona na podstawie
rownania (3) w postaci punktow . Wyliczone metodami Eulera oraz Rungego-Kutty zalezno$ci
przedstawi¢ na tym samym rysunku w postaci linii cigglej bez uwidaczniania oszacowanych
warto$ci C w postaci punktow.

. Wykonaé¢ wykres 2 ilustrujacy zaleznos¢ In(c/co) = f(t) obliczong na podstawie rownania (3) w
postaci punktow . Wyliczone metodami Eulera oraz Rungego-Kutty zaleznosci po odpowiednim
przeliczeniu (In(c/cy)) przedstawi¢ na tym samym rysunku w postaci linii ciggltej bez uwidaczniania
oszacowanych wartosci C w postaci punktow.

. Przygotowa¢ arkusz do wydruku stosujac marginesy: lewy 3 cm i géorny 2 cm.

. Informacje dotyczace wykonawcy zamiesci¢ w stopce, informacje dotyczace zadania (tytut, data)
w nagtowku.
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ZADANIE Nr 9
OPTYMALIZACJA SIMPLEKSOWA
Simpleks jest figura geometryczng o rownych krawedziach oraz o n+1 wierzchotkach (n jest

liczbg optymalizowanych parametrow). Ponizej przedstawiono przyktady simpleksow w przestrzeni
jedno-, dwu- i trojwymiarowe;j [1].

Xo4 XsA
P1(X1,X2) P4
V P3(X1,X2) P3
Pi(X) Pa(x) A P
1. 2 > PZ(XLXZ) > P1(X1, X2,
X1 - X1
X2

Rys.1. Simpleksy w przestrzeni jedno-, dwu- i trojwymiarowe;.

Metoda simpleksowa polega na systematycznej analizie powierzchni odpowiedzi w celu
zlokalizowania optimum funkcji odpowiedzi. Optymalizacja rozpoczyna si¢ od wygenerowania
sympleksu wyjsciowego (n+1 doswiadczen). Gorskij i Brodskij [2] zaproponowali metode, w ktorej w
srodku simpleksu znajduje si¢ poczatek uktadu wspotrzgdnych. Odpowiednig macierz wyjsciowa (3)
wygenerowa¢ mozna z nastgpujacych wzoréw:

1

k=)t | (1)
2i-(i+1)
St
o L ()
2-(i+))
Ogolna posta¢ macierzy przedstawia si¢ nastepujaco:
I kl k2 n-1 n ]
- Rl kz "' kn—l n
A= 0 - RZ I(n—l kn (3)
0 0O - -R,, Kk,
| 0 o - 0 -R,

Dla n = 3, macierz A zapisa¢ mozna w postaci:

0.500 0.289  0.204

-0.500 0.289 0.204 (4)
A =
0 -0.578 0.204
0 0 -0.612

Macierz A (simpleks wyjsciowy) wyrazona jest w jednostkach niemianowanych i przedstawia
warto$ci parametrow poszczegdlnych (n+1) doswiadczen. Wspotrzedne mianowane uzyska¢ mozna z
prostego przeliczenia wg nastgpujgcego wzoru:

138



Xmi = Xo,i T Zi A (5)

Xmi jest mianowang wartoscig i-tego parametru, Xo; — mianowang wartoscia wyjsciowa i-tego
parametru, z; — mianowang wartoScig jednostki na osi zmiennej X; (krok sympleksu), A; -
niemianowang wartoscig i-tego parametru odpowiadajgcg wartosci z macierzy A.

Po wykonaniu serii do$wiadczen (zgodnie z simpleksem wyjSciowym) przeprowadza si¢
oceng¢ wynikow pod wzgledem wlasnosci najlepiej charakteryzujacej wynik (kryterium jako$ci)
Sposrod doswiadczen (punkty A, B, C Rys. 2.) wybiera si¢ takie, ktorego kryterium jako$ci ma
warto$¢ najnizszg (punkt C). Punkt ten zastepuje si¢ nowym (punkt D), symetrycznym do punktu o
najnizszej warto$ci kryterium jakosci, powstalym poprzez symetryczne odbicie wzgledem
przeciwlegtej krawedzi sympleksu. E

A
C

Rys. 2. Odbicie (D) i ekspansja (E) w wyznaczaniu parametrow
nowego doswiadczenia w metodzie simpleksowej.

Wspoéhrzedne nowego punktu, symetrycznego do punktu odrzuconego (dla poszczegolnych
parametrow z osobna), obliczy¢ mozna ze wzoru:

D=P+(P-C) (6)

w ktorym P oznacza $rednig ze wszystkich wartosci parametrow bez wyniku odrzucanego, C —
warto$¢ parametrow punktu odrzuconego.

W przypadku znacznego wzrostu funkcji odpowiedzi w nowym punkcie mozliwe jest zastosowanie
ekspansji simpleksu w wybranym kierunku (punkt E). Wspoétrzedne punktu ekspandowanego obliczy¢
mozna ze WZOru:

E=D+(P-C) )

Jezeli kryterium jakosci w punkcie D nie jest gorsze od wyniku w punkcie odrzucanym i nie jest
lepsze od pozostajacych, to zastosowa¢ mozna kontrakcje simpleksu. Mozliwe jest zastosowanie
kontrakcji dodatniej (punkt K*, Rys. 3.) lub kontrakcji ujemnej (punkt K, Rys. 3.).

D

i

C

Rys. 3. Kontrakcja dodatnia (K*) i kontrakcja ujemna (K') w wyznaczaniu parametrow
nowego doswiadczenia w metodzie simpleksowej.

Wspoéhrzedne odpowiednich punktéw wyliczy¢ mozna ze wzorow:

K'=P+(P—C)/2 (8)
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K=P—(P-C)2 9)

Analiza powierzchni odpowiedzi konczy sie, gdy zostanie osiggniety obszar optimum wybranego
kryterium optymalizacji.

ZAD:

Wydajnos¢ (WR) pewnej reakcji chemicznej zalezy od stezenia (C) oraz temperatury (T) i
opisana jest nastgpujacym rownaniem:

WR = (725 - (10 - ¢)?- (20 - T)))/7.25

Zlokalizowa¢ maksimum wydajnosci metodg simpleksowa. Simpleks poczatkowy wygenerowaé dla
nastepujacych wartosci parametrow (X) i kroku (z):

Xoc = 3.5 mol/dm®, z. = 2 mol/dm®
XoTr = 10 OC, T = 2°C

UWAGI DOTYCZACE WYKONANIA I ZALICZENIA ZADANIA:

1. Zalozy¢ nowy arkusz kalkulacyjny i zapisa¢ go na dysku twardym w katalogu
S:\PinfAABB\ZADANIA\ZADANIE14\ZADANIE14.xls, w ktorym AA oznacza numer grupy,
BB - numer uzytkownika

2. Sporzadzi¢ tablicg z danymi do obliczen wraz z dowolnie zaplanowanymi ramkami.

3. Obliczenia:
Po wykonaniu obliczen (znalezieniu maksimum wydajnosci), wygenerowa¢ w punkcie blisko
maksimum simpleks, w ktorym krok wynosi: z. = 0.5 mol/dm?, z; = 0.5 °C. Wyznaczy¢ maksimum
wydajnosci dla nowego simpleksu.
Obliczone punkty simpleksow (c, T) przedstawi¢ na wykresie.

4. Przygotowac arkusz do wydruku stosujagc marginesy: lewy 3 cm i gérny 2 cm.

5. Informacje dotyczace wykonawcy zamiesci¢ w stopce, informacje dotyczace zadania (tytul, data)
w nagtowku.

[1] R. Wédzki, J. Ceynowa, Sympleksowa metoda planowania do§wiadczen ekstremalnych, Wiadomosci Chemiczne, 1976,
30, 327
[2] W. G. Gorskij, W.Z. Brodskij, Zawod. £ab., 1968, 34, 7, 838
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