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przez réwnosci pewnej postaci grup abelowych-I

Krystyna Gajewska-Kurdziel, Krystyna Mruczek

Streszczenie

W sstatnich latach intensywrie rozwijaja sie badania zwiazane
2z klasami algebr wyznaczonym: przez réwnosci pewnej okredlonej
postui, na przyklad przez réwuodcd normalne, zewnetrznie zgo-
dne. zoczatkowo zgodne, regulzrne i inne. Okazuje sie, ze zbiory
tych ~dwnoéci tworza teorie rémncsciowe. Znanym faktem jest,
e zhor teorii réwnosciowych danego typu jest krata uporzadko-
wan: relacja inkluzji. Kazdej teorii réwnoéciowej L odpowiada

" wzarmnie jednoznacznie rozmaita$é Mod(Z). A zatem zbiér

wszy<tkich rozmaitoéci danego typu uporzadkowany relacja in-

“kluzi tworzy krate (izomorficzna z krata dualna do kraty teorii -

réwicsciowych danego typu).
W niniejszej pracy przedstawicno krate £(G%]) wszystkich -

- podr;zmaitodci rozmaitoéci wyznaczonej przez réwnosci zewne-

trzni zgodne grup abelowych z eksponentem p- g, gdziepigsa -

_ r6ézn-xi liczbami pierwszymi. Badania nad tym zagadrieniem
" zostuv rozpoczete przez profK.Halkowska, a wyniki uzyskaner

wsptaie z R.Koch zostaly opublitowane w pracy [5].

1 Pojeca wstepne

(i) Niech =" oznacza rozmaitosé grup abelowych z eksponentem 7, tzn.
.. rozozatoéé typu 19 : {-,

(1)
@)

—1} — N spelniajaca nastepujace réwnosci:
- 1=Y- T,

z-(: 2)=(z-9)-2 :
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®) o (22 =3,
4) gzt =y -y,
(5) -z =2,

gdzie n jest liczba naturaha wieksza od zera.

Niech Zd(7y) bedzie zbiorenn wszystkich réwnosci typu 7.

Réwnosé ¢ = ¢ typu 79 nzrywamy normalna (patrz 8], [7]) =uwedy i
tylko wtedy, gdy termy ¢ i 1+ si identyczne lub zaden z tych ferméw nie
jest zmienna.

Ponadto réwnoséé te nazywamy zewnetrznie zgodna (zob. 2]} wtedy i
tylko wtedy, gdy jest ona postaz ¢; = ¢; lub postaci ¢y - ¢ =1 - o lub
¢ =9;" dla pewnych terméw 1, o, P1, 2 typu To.

Przez N(G") oznaczymy zhdr wszystkich réwnosci normanych spel-
nionych w rozmaito$ci G%, a pzez N(79)— zbiér wszystkich rozmaitcéci
normalnych typu 7p. Przez £z .™) oznaczamy zbidér wszystkica réwoodel
zewnetrznie zgodnych spelnionv:h w rozmaitoéci G", natomiast przez
Ez(7)-zbidr wszystkich réwros: zewnetrznie zgodnych typu ;.

2 Krata £(GE]

Niech £(GZ.) oznacza kratc wxvstkich podrozma.xtosm rozmai:osc zdeﬁ-
niowanej przez zbiér £z(G"). :
Znanym jest fakt, ze

(ii) Krata wszysﬁkicb podrozz=itosci rozmaitosci G" jest izomorficzna z
krata ({1,...,n — 1}; |}, gcfe | oznacza relacj¢ podzielnoéd.
Niech p i g beda réinymi lizbami pierwszymi; Z (ii) wynila, e

(iii) Jedynyrm podrozmaitoécizni rozmaitosci g” 7. sa nastgpu_}a.ce rozma-
itosci: GP9, GP, G9 oraz G-

"~ gdzie G! oznacza rozmaitos: arywialna typu 7.
Krate £(GPY) przedstawia mstepujacy diagram

>

g<
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(iv) Aksjomatyke rozmaitosci GLy stanowia réwnosci (1),(2),(4) i (5) dla
n = p- q oraz réwnosci

6) (@ z 2T =2,
(N (z-y)-z-z7 =z
Niech ¢% oznacza rozmaitosé¢ zdefiniowana przez zbiér N (G").

(v) Aksjomatyke rozmaitodci Gh? stanowia réwnosci (1),(2),(4),(5) i (7)
dla n = p - g oraz réwnosé

@8 z'-c z=l =21

(vi) Aksjcmatyke rozmaitoéci G}, spelniajacej wszystkie réwnosci zewnetrznie
zgodse typu 7p stanowia réwnodci

(9)' x-y:z-t,
(10) z7l=y L

Niech ~ v bedzie rozmaitoScia spelniajaca wszystkle réwnoéci normalne
typu 19. Wiwczas

(vii) Aksj:matyke rozmaitoéci G} stanowi réwnosé
1) z-y=2z"1

Rozwamy klas¢ algebr Mod(Ez(m) U E), gdzie E C Zd(7p). Jeski
do zbioru * naleszy przynajmniej jedna réwnoéé normalna, ktéra nie jest
zewmetrznt zgodna oraz E C N(rp), to Mod(Ez(o) U E) = Gj,. Jedli
natomiast 10 zbioru E nalezy przynajmniej jedna réwnos¢ postaci £ = @,
gdzie ¢ jes: termem réznym od zmiennej z, to Mod(£z(r)UE) = G!. Stad

wynitka, ze

(viiiil) £(C..) jest krata o nastepujacym diagramie
gézi
Gy

gl
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(ix) Niech 7 bedzie typem algeir i niech A = (4; FA) i Z = (I; F7) beda
algebrami typu 7. Algebra A jest dyspersja algebry Z (zob. [9], [6])
jesli istnieje partycja {A;} zbioru A i rodzina cdwzorowan {cs}scr
spelniajace warunki

(@) ¢s: I — A,

(b) (i) € A; dlaie,

(c) jeSi feForaza; € &, dlai=0,..,7(f) — 1,
to fA€a0, - ar(5)-1) = € (F X (o, -, kr(g)-1))-

Dla rozmaitesci typu 7 przz D(V) oznaczymy klase wszystkich dys-
persji algebr z rozmaitosci V.
Niech

(x) &Y = {K € L(Mod(Ex(V)): Zd(K) = Ez(K)},
(xi) NV = {K € LMod(N(V; : Td(K) = N(K)},

gdzie Zd(V) oznacza zbiér twnosci spetnionych w rozmaitosci V.
W pracy [3] pokazano, ze

(xii) Jedli V jest rozmaitoicia sypu 7 taka, ze dla pewnego termu ¢(z)
réznego od zmiennej réwsé ¢(z) = = nalezy do Zd(V) oraz
Mod(Ez(V)) = D(V), to maty £V, NV i L(V) sa izomorficzne.

Z pracy [9] wynika, ze roznaiito§¢ GP'9 spelnia zalozenia twierdzenia
(xii). Stad oraz = (iii) wynikamtychmiast nas,tepuja,cy wniosek.

Whiosek 1 N9°7 = {gj,",g,’; 2% gN} oraz £97" = {G23,6% G2 .GL.}.

-1 ;

Przyjml_]my oznaczenie ID =z -z~ i rozwazmy nastepujace réwnosci:

z=z-zF,

712
13) o = (50T,

(12)
(13)
(19) (=) =Y
(15)
)

(15) z0-zF =9 - f,

(16) z°-z* = ((z/)~ 1)},
gdzie k,1 € Zy.q.
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W pracy {4] pokazano, ze

(xiii) Dla kazdego podzbioru E; zbioru Zd(7p) istnieje skoficzony zbiér E
réwno$ci jednej zmiennej typu 79 postaci (12)-(16) taki, ze
Cn(£x(GPI) U Ey) = Cn(Ez(GPI) U E).

Stad wynika, ze dla kazdej podrozmaitoéci X rozmaitosci GZ, istnieje
skoniczony zbiér E réwnoéci jednej zmiennej typu 7o postaci (12)-(16) taki,
ie K = Mod(Ez(GP9) U E).

Lemat 1 Jesli k € Zp.,, to Cn(Sz(gp'q) U {z = 2°-2*}) = Td(G*), gdzie
s={p-q.k—1), przy czym dla k = 1 przyjmujemy (p-q,0) =p-q.

Dowdd. Jedli k= 0 lub k = 1, to wykorzystujac (i) oraz (iv) otrzymu-
jemy natvchmiast teze. Zalézmy zatem, ze k # 0 i k # 1. Dla czytelniej-
szego zapisu przyjmijmy, ze C = Cn(Ex(GPI) U {z = z° - zF}). o

Jesti s = (p- ¢,k — 1), to w zbiorze Z,, istnieje element a taki, ze
k —1 = :-s. Poniewaz ré6wnos¢ z° = z° jest spelniona w rozmaitosci
G* zatem wnosé z° = z*~1 réwniez jest spelniona w tej rozmaitosci. Z
aksjomatyki rozmaitoéci G° (zob. (i) dlan = s) wynika, ze nastepujacy cia:g’
réwnosd jest spelniony w G° : z = 2%z = 2%1.2 = 20. 2%, Zatem réwnosé
z =20 - 2% jest spelniona w rozmaitoéci G°. Stad wynika, ze C C Zd(G*).

Aby piowodnié inkluzje odwrotna zauwazmy, ze (z° = 20 - xk‘l)‘e C.
Pondewaz : = (p- ¢,k — 1), to w zbiorze Z,., istnieja elemnty a i b takie, ze
s=a -p-¢+b-(k—1). Tym samym w rozmaitosci Mod(é'z(gp'_qb) iJ {1.'1: =
2% . z*}) selniony jest nastepujacy ciag réwnosci: z° = zoPe=b(—1) =
o Pkl — (gra)e. (gb-1)b = (£0). (20)% = z0. 20 = 0. Stad otrzy-
mujemy, 7 réwnosé z° = z° nalezy do Cn(€£z(GP9) U {z = 20 - xk}) Za-
uwazmy, 2z nastepujacy ciag rownosci jest réwniez spelniony w zbiorze C :
z=2%2Ft=2%2F 1.2 = £9.20. £ = 20. z. Pozostale réwnoéci aksjoma-
tyzuijace rwmaito$é G° sa zewnetrznie zgodne, tym samym dowdd inkluzji
odwrotne; sostal zakonczony. :

Lemat 2 28l k € Zp.q, to Cn(Ez(GP9) U {z = ((zF)"1)~1}) = Td(G*),
gdzie s = 7-q,k — 1), przy czym dla k = 1 przyjmujemy (p-q,0) =p - q.
MDowd: lematu pominiemy, gdyz jest analogiczny do dowodu lematu. 1.

#Z lermzow 1 i 2 wynika nastepujacy wniosek
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Whiosek 2 Jesli E jest zbiorem réunosci jednéj zmiennej typu Ty 1 réwnosé
¢ = ¢ jest postaci (12) lub (15) nalesy do E, to Mod(Ex(GPI)UE) €
L(G79).

Lemat 3 Jesli k,l € Z,.q, to CR{E(GFI) U {20 - 2F = 20 z'}) = £2(G°),
gdzie s = (p-q,k — 1), przy czym dla k = | prayjmujemy (p- ,0) =p - q.

Dowéd. Podobnie jak w downdzie lematu 1 oznaczmy
C=Cn(Ex(GP U {20 2F = £° -£'}). Niech s = (p-q,k —).Jedlik=1,to
dowdd jest oczywisty. Zaléimy mtem, ze k # 1. Z okredlenia s wynika, ze
w zbiorze Zp; istnieje element a saki, ze s-a = k ~ I. Réwnoséé z°0 = 20 . z°
Jjest spelniona w rozmaitosc C}.. a zatem réwnoéé 20 = £0 - 19°¢ réwniez
Jest spelniona w tej rozmaitosc. Ostatecznie otrzymujemy, ze réwnosé

2% - z¥ = 2% 2! nalezy do zbian £2(G°) a tym samym pokazali$my, ze
C C &z(G%).
Aby udowodni¢ inkluzje o¢vrotna zauwaimy, ze réwnoéci z° - 20 =

2%-279, 2%. 2% = 20. ¢! naleia do :bioru C. Zatem réwnoéé 2020 — 0. gk~

réwniez nalezy do tego zbioru. Z skreélenia s wynika, Ze w zbiorze Z,., ist-
nieja elementy a i b takie, 76 c-2-g+b- (I — k) = s. Poniewaz réwnosci
(z%) = (20-2zF 1) i (z0)2 = (2 -z779)® naleza do zbioru C zatem réwnosci
z0 = 0. gb(=k) § 20 — L0, re7q réwniez naleza do tego zbioru. Stad
réwnosé 020 = g0 gor9. fh (5} malezy do zbioru C. Pokazali$my zatem,

ze réwnosé 2°-2° = g0.zaPe+0-U%) palesy do gbioru C co jest réwnowazne
0..0

-temu, Ze réwnoéé z° - 2% = 2%. =* ~Gwniez nalezy do zbioru C. Tym samym

dowdéd lematu zostal zakonczony.

Lemat 4 Jesli k,l € Zyq, to CnEx(GPI) U {((z*) 1)1 = (=)' =
Ex(G?), gdzies = (p-q,k~1), pry ezym dla k = 1 przyjmujemy (p-q,0) =
p-q - . '

Dowéd jest ahalogiczny do arwodu poprzedniego lematu.

Z lematéw 3 i 4 wynika nass=aacy whiosek

~ Wniosek 3 Jesli E jest zbiorer. -dmmoéci postaci (14) lub (15),:

to Mod(Ez(GPI) UE) € £97°.

Z wnioskéw 2 i 3 wynika, ze mmeresujace sa te klasy algebr
Mod(Ez(GP9) U E), dla ktérye: do zbioru E nalezy conajmniej jedna
réwnces¢ postaci (16) i nie nalesr Zadna réwnodé postaci (12) lub (13).
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W pracy [4] pokazano, ze

(xiii) Dla kazdego podzbioru E; zbioru Zd(7p) istnieje skoficzony zbiér E
réwnosci jednej zmiennej typu 7o postaci (12)-(16) taki, ze
Cn(£z(GP9) U E;) =Cn(Ez(GPI) UE).

Stad wynika, ze dla kazdej podrozmaitoéci X rozmaitosci G, istnieje
skoriczony zbiér E réwnoéci jednej zmiennej typu 7 postaci (12)—(16) taki,
ie K = Mod(£z(GP9) UE).

Lemat 1 Jesli k €7, ;, to cn(ez(gp'q) U{z =2°-2%}) = Id(g") gdzie
s={p-q,k—1), przy czym dla k = 1 przyjmujemy (p- ¢,0) =

Dowéd. Jedlik=0lubk =1, to wykorzystujac @) ora.Z (iv) otrzymu-
jemy natychmiast teze. Zalézmy zatem, ze K # 0ik ;é 1. Dla czytelme_]-
szego zapisu przyjmijmy, ze C = Cn(Ez(GP9) U {z = z° - zF}). :

Jesli s = (p- ¢,k — 1), to w zbiorze Z,, istnieje element a ta.kl, ze
k —1 = a-s. Poniewaz réwno$é z° = z° jest spelniona w rozmaitosci
G* zatem rownos¢ z° = zF~! réwniez jest spelniona w tej rozmaitodci. Z
aksjomatyi rozmaitosci G° (zob. (i) dlan = s) wynika, ze nmtepmacy ciag
réwmosc jest spelniony w G° : ¢ = 0.z = 2%~1.z = z0. 2%, Zatem réwnosé
z =790 - z* jest spelniona w rozmaitosci G°. Stad wynika, ze C C Zd(G*).

Aby niowodni¢ inkluzje odwrotna zauwazmy, ze (z° = z° - ¥ 1) € C.
Ponsewaz s = (p- ¢,k — 1), to w zbiorze Z,., istnieja elemnty a i b takie, ze
s=a-p- -g+b- (k—1). Tym samym w rozmaitosci Mod(£z(G?9) U {1:z =
z° - z*}) soelniony jest nastepujacy ciag rownosc1 z* = goPe=b(k-1) —
e PaHE-T — (gP9)e . (gb- l)b (299 (") ="2% - 20 =3, Stad otrzy-
‘mujemy, # réwnoéé z° = z° nalezy do Cn(Ez(GP9) U {z = z° - z*}). Za-
uwazmy, = nastepujacy ciag réwnosci Jest réwniez spelniony w zblorze,C .
z=20-2F=2%-7F1. 2 =20.20. 2 = 20 2. Pozostale réwnosci aksjoma-
tyzugace rwmaitosé G° s3 zewnetrznie zgodne, tym samym dowéd inkluzji
odwmotne] 'Usta.} zakonczony s (R 3

Lemat 2 fedli k € Zyq, to Cn(E(0P9) U {z = (()71)) = zd(gs)’

gdzie s= 3-q,k — 1) przy czym dla k=1 przy]mujemy (p-q, 0)

; IDowdt lematu pominiemy, gdyz .]est analogiczny do dowodu lema,tu. 1.

. lemzow 11 2 wynika nastepujacy wniosek

A b e W A A T B i A RN i St 5 3 R R M bty oA N R WA SR
)
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i
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Whniosek 2 Jesli E jest zbiorem réwnosci JedneJ zmiennej typu Ty 1 réwnosé
¢ = 9 jest postaci (12) lub (13) nalezy do E, to Mod(£z(GPI)UE) €
L(G%9).

Lemat 3 Jesli k,l € Zp.q, to Cr(Ex(GPI) U {2® - 2% = 20 . 1'}) = Ez(g‘),
gdzie s = (p-q,k — 1), przy czym dla k = | prayjmujemy (p - ,0) =

Dowéd. Podobnie jak w dowodzie lematu 1 oznaczmy
C =Cn(Ez(GP9) U {z® 2% = z°-21}). Niech s = (p-q, k—1).Jedlik =1,to
dowdd jest oczywisty. Zaléimy mtem, ze k # 1. Z okreélenia s wynika, ze
W zbiorze Zp.q istnieje element a taki, ze s-a =k — . R6wnosé 1:0 =g0.2
Jest spelniona w rozmaitosci Cf_. a zatem réwnosé z° = z° . % réwnies

- jest spelniona w tej rozmaitosci Ostatecznie otrzymujemy, ze réwnosé

0. zF = 0.

C C £z(G®).

Aby udowodmc mkluzy: odvrotna, zauwazmy, ze réwnosci z° - 20 =
20-279, 2028 = 20. 2! naleia do shioru C. Zatem ré6wnosé 2020 = 0. :z:k =
réwniez nalezy do tego zbioru. Z skreslenia s wynika, ze w zbiorze Zy.q ist-
nieja elementy aib takie, 72e a-2-g+b- (I — k) = s. Poniewas réwnosci
(z9)° = (z°-zF )b i (z0)2 = (:1:0 -z#79)% naleza do zbioru C zatem réwnogci
20 = g0 . gM-K) § 20 — 0. 2279 16ynies nalesa do tego zbioru. Stad
réwnoéé z0-20 = £0. a:“’ 9-2%(*23 malezy do zbioru C. Pokazali$my zatem,

ze réwnosé z0. 20 = :z: .o Petb-{i-%] ' malezy do zbioru C co jest réwnowazne

0. z! nalezy do zbiau £z(G°) a tym samym pokazali$my, ze

- _temu, ze réwnoé¢ z° - 20 = 2° - =* rGmwnies na.lezy do zbioru C. Tym samym

dowod Iematu zostal zakon(zom-

Lemat 4 Jedli k i'ez,q, to Cné m(gn)u{((zk) 1)- = ((zl) 1)-1y) =
Ez(G*), gdzie s = (p g, k1), Py czym dla k == l przyjmujemy (p-q, 0)

;Pq

Dowod Jwt a.naloglczny do cnwmdu poprzedmego lematu.

Z lematow 3id wymka na..e;mga,cy whiosek

) Wmosek 3 Jesli E jest zbwrer rémmosci postm:z (14, ) lub (15),:

to Mod(é':z:(g” 9y E) € 89“

Z wnioskéw 2 i 3 wynika, Ze nteresujace s3 te klasy algebr
Mod(Ez(GP9) U E), dla ktérye: dio zbioru E nalezy conajmniej jedna
réwnoéé postaci (16) i nie nales Zadna réwnoéé postaci (12) lub (13).
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Wizorujac sie na pracy [5] wprowadZmy oznaczenie
(xiv) C" = Mod(Ex(G") U {z°-2° = ((z°)7)™'})s
dlane Nn>0.

Zauwazmy, ze C* = G},.

W pracy [5] udowodniono nastepujacy warunek

(xv) Gr-C#C" C GE, oraz
GR#Cr#Gi dlan>2.

Lemat 5 Mod(Ez(G*)U {z~!- 0 = a:‘l}) =

Dow:id. Oczywistym jest, ze £z(G°) U {z71- 2% = z71}) C N(G®).
Inkl=rja odwrotna latwo wynika z aksjomatyk rozmaitosci Gz, oraz Gir
(patrz réwnodei (1),(2),(4),(5)-(8) dlan = s.)

Lemat € Jeshi | = (mod(k —1,p-q)), to
Cr{En(@") U a0 o = (())71)) = Calea(Gt D) U (- =
(=)D

Dow:d. Przyjmijmy C; = Cn(z‘,'a:(g" U {2°- == = (=)~ 1) 1) oraz

Cy = Crn So(GE- D)y {0 2° = ((z°) 1)1} Nlechl_O(mod(k—l p
q)}- W-z:iorze Zp.q istnieje element a taki, ze a - (p- ¢, k — l) =1, zatem

réwmnosé 22 - 2% = ((z!)~1)~! nalezy do Ca co implikujeze rowgosc :z:;’ :clk =
((=})~Y)" nalezy do Co. Stad oraz z tego ze ré6wnoéé 0 =z
nalezy d: C; wynika, ze rownosé¢ z° - z* = ((2)7!)~" réwniez nalezy do

tego zbizu. Latwo widaé, ze réwnosé 2% = zP9 nalezy do C;.
Pokzali$my wiec, ze Cy C Ca.
" Inkhizja odwrotna jest oczywista.
Z powy '""ego lematu wynika nastepujacy wniosek

Wrnioset 4 Jesli | = 0(mod(k —1,p-q)), to t
Mod(EzGPI)U {z° -2k = ((zt)—1)~1}) = cpak—D,

- WpuwadZmy oznaczenie

(xv) prkst = Mod(E2(G™) VUL {2° - 25 = (&) 7) 1)) )

R oty e

v
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Lemat 7 Jesli ki, ...,k; sq elenentami zbioru Z, oraz dla pewnego 1 €
{1,.-,8} (ki,n) =1, to ’P{h"”k =Gy dlane Nn>0.

Dowéd. Niech C = Cn(€x(C*) U UL, {z° - z% = ((%)~1)~1}). Oczy-
wistym jest, ze C C N(G"). Abr udowodni¢ inkluzje odwrotna wystarczy
pokazaé, ze ré6wnosé z7! - 2% = =~ nalezy do C.

Przypusémy, ze (k;,n) = 1 da pewnego i nalezacego do zbioru {1, ..., s}.
Wowczas w zblorze Zn 1stmeja €ernenty a i b takie, ze ax, + b-n = 1. Po-
niewaz (z° - zF = ((z%)"Y) ) e C, to 20 - 2%k = ((z%&)-1)-1 € C.
Stad otrzymu_]emy, ze g0 - 1777 = ((g1-™ ") 1)~1 € C co implikuje, ze
(2%-z = (z71)7!) € C. Podstawajac w ostatniej réwnosci z~! za = otrzy-
mujemy, ze réwno$é¢ z°-z7! = £ mpalezy do C. Tym samym dowdd lematu
zostal zakoriczony.

Twierdzenie 1 Jesli E jest zburem réwnosci postaci (12)-(16),

“to Mod(Ex(GP9) U E) jest jedne z nastepujgcych rozmaitosci:

(xvii) G2Y,G8,,08,.6L,, CFL.C.c0, P9, P} Pl
Gra,Gh ,G,‘{/,G}v, Grt,.CGF G9,GL.

Dowéd. Niech E - Id(f‘} iziech V = Mod(£2(G9) U E). Wowczas
zachodzi jeden z nastepujacrch rzypadkéw: 7

(1) EC &x(1),

" (2) do zbioru F nalezy conajm=ej jedna-. réwnosé postaci (12) lub (13),

(3) do zbioru E nalezy co:ajr:niej jedna réwnoéé postaci (16) i zadna
réwnos¢ ze zbioru E nie jer postaci (12) lub (13).

Dowody dwdch pierwszych preyadikéw sa oczywxste Plerwszy wymnika z
wniosku 3, natomiast drugiz wzosku 2 i z warunku (iii).

Aby udowodnié¢ przypads=x ) zalézmy, ze zadna réwnosé naleza,ca do
zbioru F nie jest postaci (12) kar- 13) oraz, ze przynajmniej jedna réwnoéé
nalezaca do zbioru E jest postiai (16). Zatem zbiér E jest skoriczonym
zbiorem réwnosci postaci (14}-{5). Mozemy go przedstawié w na.stepumcy
sposGb:

E EyUE;U Ej3, gdzxe
{((x"’) N =((= ")‘1}'1---;&1:"‘) D7 = ((zh)” 1) 'h

= {g% - gherr = 0. glesa |~ =z0.zh},
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Wzorujac sie na pracy [5] wprowadZmy oznaczenie

(xiv) C* = Mod(Ez(G*)U {z° - 2° = (z®)~H 1},

dlane N.n>0.
Zauwazmy, ze C* = G}
W pracy [5] udowodniono nastepujacy warunek

(xv) Gx ’#Chcggz oraz
ﬂ~LC"7‘_~ . dlan>2.

Lemat 5 Mod(€2(G*) U {z~! - 2° = e =

Dow:d. Oczywistym jest, ze £z(G°) U {z7!- 2% = z71}) C N(G®).
Inklzzja odwrotna latwo wynika z a.ksmmatyk rozma.ltosm G? £ Oraz Gir
(patrz réwnosci (1) (2), (4) (5)-(8) dlan =s.)

Lemat & Jedli | —~0(mod(k -1 p q)), to ' L
CaEx(e™) U (=0 2* = (B)7)7) = Cn(sz(gf*-w) Va5 =
(@™ T
Dow:d. Przyjmijmy 01 Cn(é'z:(gp"’) U{z®-z*= ((z’)"l)‘l}) oraz
Cs = CnSz(GE—P D) U {20 - 2° = ((z°)~1)71}). Niechl_O(mod(k—l,p
Q) W ‘,,xorze Z,.q istnieje element o taki, ze a - (p- ¢,k — l) =1, zatem

!
réwnodé 20 - 20 = ((z)~1)~! nalezy do Cz co implikuje e réwnosé z° -

=
0 .0 0 . k—l

((zr?) by na.lezy do Cj. Stad oraz z tego, ze rownos:; x =z
nalezy dr C; wynika, Ze réwnosé 29 - zF = ((z!)~1)~? réwniez nalezy do
temo zbiru. Latwo widaé, ze réwnosé zo = :cP ? nal&y do Cg En
Poluaa.hsmy wiec, ze C; C Ca. S
" Inklizja odwrotna jest oczywista.
Z powy"f'ego lematu wymka nastepujacy wniosek

Wmosei 4 Jedlil _O(mod(k —1,p-q)), to '
Mod(f g”")U{z -z —((x‘) Jm 1})—-(3(”‘1"‘ a,

anwadzmy oznaczenie

(xv)'P" ) = Mod(€2(G") U UL (=" z’“-«z"*) g ST

:
3|
]
Wi
b
¥

- to Mod(€Ez(GP9) U E) jest jednc z nastepujacych rozmaitosci:
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Lemat 7 Jesli ky,...,ks sq elenentami zbioru Z, oraz dla pewnego 1 €
{1,.-.,s} (ki,n) =1, to P, {k“‘“k =Gy dlane N,n>0.

Dowéd. Niech C = Cn(€x(0%) U UL {z° - 25 = ((z*)~1)~1}). Oczy-
wistym jest, ze C C N(G™). Abr udowodnié mkluZJe odwrotna wystarczy
pokazaé, ze ré6wnoéé 7! - 2% = =1 palezy do C.

Przypusémy, ze (ki,n) = 1 da pewnego i nalezacego do zbioru {1, ..., s}.
Wéwczas w zbiorze Z, istnieja gementy a i b takie, ze gy, +b-n=1. Po-
niewaz (z0 - "'—((:1:) 1) e C, to 2° - 2%k = ((z%%)-1)-1 ¢ C.
Stad otrzymujemy, ze z° - =1 = ((z1""%)~1)~1 € C co implikuje, ze
(z°-z = (7!)7!) € C. Podstawajac w ostatniej réwnosci ! za z otrzy-
mujemy, ze réwnoéé z°-z7! = z% naleszy do C. Tym samym dowdd lematu
zostal zakoriczony.

Twierdzenie 1 Jesli E jest zburem réwnosci postaci (12)-(16),

(m) £z’g£a:’g£z’ gf::’ m Cz cq P;p,q} 'P;P} 'Plgqq}i .
GX'>GRr» Girr G, GP1.GF g‘ﬂ, &, \

~ Dowéd. Niech E @ Id(r) nxech V Mod(Ez(g”) UE) Wowczas :
zachodz: _]eden z nastepuja‘crdh nzypa.dkow g

(1) E C Ez(1),
(2) do zbioru F na.lezy cona;m..ey Jedna réwnosé postam (12) lub (13),

(3) do zbioru E nalezy conz _,mue_) Jedna réwnosé postam (16) i zadna
_ r6wnoé¢ ze zbioru E nie J‘-"t postaci (12) lub (13). ‘

Dowody dwoch pierwszych ;xrvm&ow sg oczywxste Pxerwszy wymmka z
wniosku 3, natomiast drugiz wrosku 2 i z warunku (iii).
Aby udowodnié¢ przypadek ) zalézmy, ze zadna réwnosé nalezq,ca do

~ zbioru E nie jest postaci (12) knrL3) oraz, ze przynajmniej jedna réwnoéé

nalezaca do zbioru E jest postzi ((16). Zatem zbiér E Jjest skonczonym
zbiorem réwnosci postaci (14}—(5) }- Mozemy go przedstawxc w na.steptuacy
sposab:
E FEyUE>,U E;3, gdme

={((z*)") = ((=" ‘1)"‘ -,(($’°‘) 1)' = ((z")~ 1) '}

E'2 {2 - ghert = g0 glenr =92},



30 Krata podrozmaitodci

By = {20 gkt = ((21) 7)1,y - b = ()1 71).
Zbiory E, i E; moga oczywiscie by¢ puste, natomiast zbiér E3 jest niepusty.
Wprowadimy oznaczenie w = (k1 — l1, .., ks — I5,p - g), przy czym, jeshi
k; = I;, to przyjmujemy k; —I; = p-q. Latwo widaé, ze jesli p i ¢ sa réznymi
liczbami pierwszymi, to w € {1,p,¢,p - ¢}. Jesli w = 1 to z warumku (viii)
otrzymujemy, ze V = G},. Jeéli natomiast w = p, to w zbiorze {1,..., s}
istnieje element ¢ taki, ze (ki — l;,p-¢q) = p. Jedli natomiast j # 1, to
kj = I; lub (kj — ;,p- q) = p. Stad oraz z tego, ze kj = lj(mod(p- g, k—1)
otrzymujemy, ze V = Cn(£z(GPI) UE; UE U {z0- glrtdmodr) =
(gl +)dmeim)) =1y =1 0 .z(lg)mad(p) = ((z(h)mog(p))—l)—l,
29 - 20 = z?}). Niech m; = (lr4i)mod(p) dla © =1, ..., s — 1. Jesli (m;, p) = 1,
to z tego. ze réwnosé z° - z™ = V((:z,""")_l)‘1 jest spelniona w rozmaitosci
wynika, 72 réwnosé 2% 27! = z7! jest réwnie? spelniona w rozmaitosci
V. Z lemssu 5 otrzymujemy, ze V = Gh,. Jesli natomiast (m;,p) # 1, to
oczywiscic (m;,p) = p. Wykorzystujac wniosek 4 otrzymujemy, ze ¥V = CP.

Dowal dla w = g przebiega podobnie jak wyzej. )

Zaléimy traz, ze w = p - ¢. Latwo wowczas widaé, ze ki = L dla
i € {1,...s}. Jesli (ki.p-¢q) = 1 dla pewnego 1 € {r+1,..,s}, to na
mocy lerxtu 6 otrzymujemy natychmiast, ze V = Gr/. Zalézmy zatem, Ze
(k;-p - q) # 1 dla kazdego i nalezacego do zbioru {r +1, vy S}. Wowcezas
(ki-p-q) = {p,q,p - q} iz okreSlenia (xvi) latwo wynika, ze V jest jedna z

nastepuja:ych rozmaitoéci: Ph.q, Phq, Phq-

Py

Twierdzenie 2 Kazide dwie rozmaitosci wymienione w punkcie (xvii) sq
rézne. -
Dowal. Oczywiste sa nastepujace inkluzje: G C Gi € G}, G C
Gy C C C Gi,, oraz 671 C G&f € P C PP c cre c GEa
talkze inkuzje C" C 'P}:,} dla r € {p,q}. Dowéd, ze inkluzje te sa wlasciwe,
ogranicz:ny do przypadku dla rozmaitosci P,Ef;} i CP'? konstruujac algebre
naliezaca 10 rozmaitoéci CP9 i nienalezaca do rozmaitosci P,g.’:,}- Dla pozo-
stadtych pir rozmaitosci dowéd przebiega analogicznie. -
Rozwizmy grupe Zn = (Zpq; +,—) ialgebre
({®,1,....17,p7, ..., p-q—1}; +, —) bedaca nastepujaca dyspersja grupy -Z, :
A; = {i} ila.iE{0,1,...,;1—1,p+1,...,p:q—1}, -
Ap= {P—~p_}a o : ‘
cylfi) = (i) =i dlai#poraz ci.(p) =p*,c-(p) =P~
Wiidaé, 3 réwosé z0 - 20 = ((z°)71) 7! jest spelniona w tej algebrze, nato-
mimst r6vnoéé z0 - zP = ((zP)~!)~! nie jest spelniona dla z = 1.
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Twierdzenie 3 Jesli V jest pocrozmaitosciq rozmaitosci G271, to jesi ona
jedng z rozmaitosci podanych w varunku (xvii).

Dowéd wynika bezposrednio z tvierdzenia 1 oraz z warunku (xiii).

Bezposdrednio z powyzszych wwierdzen wynika nastepujacy wniosek

Whiosek 5 Krate L(GE7) wszyzkich podrozmaitosci rozmaitosci GZ7 przed-
stawta nastepujqcy diagram.

1
g£ z

1
G

gl
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Prace Naukowe Wyizszej Szkoly Pedagoginej w Czestochowie
Matematyka V, Czestochowa 1997

Ogélny schemat niezalzznoéci w ujeciu algebraicznym

Kezmierz Glazek

Wstep.

W matematyce wystepuje wicz rozmaitych pojeé niezaleznosci, jak np.
niezalezno$é liniowa wektcréw pmunktéw lub liczb, niezaleznos¢ liniowa
w teorii liczb i - ogdlnie] — + wewril rozszerzei cial, niezaleznosé wielo-
mianéw (ogélniej — funkcit wizdbwch), niezalezno$é logiczna aksjomatéw,
niezaleznoéé w teorii krat i w seorii algebr Boole’a, niezaleznodé wierz-
cholkéw lub krawedzi w tecsTd gafidw, niezaleznosé ze wzgledu na operator
domkniecia, niezalezno$é staczstwcezna, niezaleznoéé rozwazana w teorii
baz danych i wiele innyct. Se tiez pokrewne pojecia wolnoéci. Od lat
30-tych obserwowano, ze nzzw . miezalezno$¢” i ,,wolno$é” wystepuja nie-
przypadkowo, oraz iz wymi=mice tin pojecia niezaleznosci maja rézne cechy
wspélne. Staranpo si¢ ujaé te zjecia w jaki§ wspélny schemat. Powstaly
- z grubsza méwiac — dwa bar=o ogdlne schematy: jeden bardziej teorio-
mnogoéciowy, uzywany czesto ¥ rozwazaniach kombinatorycznych i opty-
mizacyjnych, prowadzacy do Zwmo ostatnio rozwijajacych sie teorii mat- -
roidéw i greedoidéw, oraz ¢rmg spmrty na rozwazaniach pochodzacych z al-
gebry ogélnej. -Zajme sie tt gidoniie tym drugim, ale pokaie réwniez pewne
zwiazki miedzy tymi wspcmmizymmi wyzej podejiciami. W szczegblnodci
dla zilustrowania tej ogdlnz] =eti zajme sie pewnymi wlasnosciami rodzin
zbioréw niezaleznych pozwalzj<ymmi w pewnych konkretnych przypadkach
scharakteryzowaé te rodzizy. —az mocami niezaleznych ukladéw genera-
toréw (czyli baz). Jest jesz=ze zarro interesujacych problemow i kierunkéw
w tej teorii (por. K. Glazex 153)..- :

Prace niniejsza poSwiecam par-ect zmarlego w 1976 r. Profesora Edwarda
Marczewskiego — twércy ogdim:-aligebraicznego podejsicia do pojet niezale-
znosci.
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