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Stowo wstepne

Analizujac wyrazenia jezyka naturalnego lub formuly jezyka sztucz-
nego zwykle postugujemy sie stricte wypowiedzianymi regutami syntak-
tycznymi budowy wyrazen tego jezyka badZ pewnymi quasi-regutami do-
tyczacymi pewnych umoéw. Najczedciej analizujemy najbardziej zewnetrz-
ne funktory wystepujace w analizowanych wyrazeniach. Postepujac ana-
logicznie rozpatrujemy coraz bardziej wewnetrzne operatory. W szcze-
gblnoéci czynnoéci te przeprowadzamy, gdy analizujemy formuly réwno-
wazno$ciowe, ktére wyrazaja zwiagzki miedzy funktorami.

Celem pracy jest oméwienie pewnych klas logik réwnoéciowych wy-
razonych zaréwno w jezyku teorii modeli jak i ujetych aksjomatycznie.

W niniejszej pracy wskazemy pewne ogélne zwiagzki zachodzace mie-
dzy wybranym klasami logik a odpowiadajacymi im podlogikami genero-
wanymi przez tzw. réwnosci, czy szerzej formuty P-zgodne. Wybierajac
ze zbioru formut tylko te formuty, ktére maja pewng okreslong strukture
(i domykajac ten zbior ze wzgledu na okreslony operator konsekwencji)
otrzymujemy podsystem logiki wyjsciowej. Klasa modeli otrzymanej logi-
ki jest wieksza w sensie inkluzji od klasy modeli odpowiadajacej wyjscio-
wej logice. Takie podejécie daje pewien szerszy wglad w istote logik. Pro-
wadzac takie badania mozemy ‘patrzeé¢’ na dany system z pewnej ‘odle-
glodci’. Majac taka perspektywe mozemy rozwazac istotne aspekty kazde-
go systemu i pyta¢ o skoniczona bazowalno$é¢, algebry wolno-generowane,
modele podprosto-nierozkladalne (i inne) oraz badaé, na ile sa one powia-
zane (odpowiednio) z baza réwosciowa, algebrami wolno-generowanymi,
modelami podprosto-nierozktadalnymi wyjsciowego systemu. W niniej-
szej pracy bedziemy ‘patrzeé’ z szerszej perspektywy na klase modeli
zwiazang z logika klasyczna, logika wielkowartosciowa i kwantows.

Przypadek logik réwnoéciowo definiowalnych jest w literaturze sze-
roko znany. Omoéwimy wyniki dotyczace tego przypadku by nie uchy-
bi¢ kompletnosci rozwazan. Natomiast przypadek logik zdaniowych w
kontekscie procedury P-zgodnoéci jest — jak mniemamy — zagadnieniem
nowym.

Rozwazmy wiec logike zdaniowa L — czyli zbiér domkniety na pod-
stawianie i regute odrywania, w ktérej jezyku wystepuje implikacja. Po-



8 Stowo wstepne

nadto, niech dany bedzie podzial zbioru funktoréw rozpatrywanego je-
zyka. Elementy podziatu zwa¢ bedziemy blokami. W naturalny sposob
generujemy pojecie rownowaznosci logicznej przyjmujac, ze formuty A
i B sa logicznie réwnowazne na gruncie logiki L (ozn. A =y B) wtw
zarazem A — B jak i B — A sa tezami logiki L.

Mozna teraz rozwazaé tylko rownowaznosci A =y, B, w ktorych for-
muly A i B maja funktory gtéwne nalezace do tej samej elementu podzia-
tu P zbioru statych. Aby uwzglednié tezy majace jako argument funktora
gléwnego zmienna, nalezaloby przyjac, ze istnieje dodatkowy obiekt, po-
wiedzmy ‘var’, traktowany jako funktor gtéwny dowolnej zmienne;j.

Tak okreslong relacjg oznaczmy przez Ef . Latwo widaé, ze otrzymana
w ten sposéb relacja w zbiorze wszystkich formut jest relacja rownowaz-
nosci:

DEeFiNIcIA 0.0.1. Niech dana bedzie logika zdaniowa L oraz partycja P
zbioru stalych Constyyy = {~, A, V,—, var}. Méwimy, ze formula A jest
teza P-zgodna logiki L wtw

1. A jest teza logiki L oraz

2. A jest albo formulg o postaci ~ B, dla pewnego B, albo A jest
formuta o postaci B§C, gdzie B,C' € For, przy czym istnieje
m € P, takie ze zaré6wno funktor gtéwny formuty B jak i funktor
gtéowny formuty C' naleza do .

Latwo wida¢, ze zachodzi:

TWIERDZENIE 0.0.1. Niech P bedzie podziatem zbioru Constysy, zas L —
logikq zdaniowq w jezyku ze stalymi ze zbioru Constyay, przy czym

1. tezq L jest prawo tozsamosci,
2. L jest domknieta na requie przechodniosci implikaciji.

Wowczas Ef jest relacjg rownowaznosci.

FAkT 0.0.1. Jesli dana jest dowolna logika zdaniowa L w jezyku ze staly-
mi logicznymi ze zbioru Const (odp. Constyay) oraz podzial P = {Const}
(odp. P = {Constys}), to zbior wszystkich tez P-zgodnych logiki L sta-
nowt maksymalny ze wzgledu na inkluzje podzbior zbioru L zawierajgcy
P-zgodne tezy logiki L.

Do kwestii zwigzanych z tak poszerzonym zbiorem stalych logicznych
wrécimy na koncu tej pracy.



Rozdziat 1

Podstawowe pojecia

Pojecie rozmaitosci algebr wprowadzit Garret Birkhoff w latach trzy-
dziestych ubieglego wieku. Od tamtego czasu powstalo wiele prac zwia-
zanych z ta tematyka. Badaniami dotyczacymi rozmaitosci algebr zaj-
mowali sie miedzy innymi: A. Tarski, B. Jénsson, R. Dedekind, J. von
Neuman, G. Griter, R. McKenzie. Jednym z kluczowych wynikéw uzy-
skanych w zakresie tej problematyki jest twierdzenie (zwane twierdze-
niem Tarskiego-Birkhoffa), ktére méwi, ze klasa algebr ustalonego typu
jest rozmaitodcia wtedy i tylko wtedy, gdy jest klasa réwnoéciowo defi-
niowalng. Z jednej strony mamy wiec klase domknieta na obrazy homo-
morficzne, podalgebry i produkty algebr, z drugiej strony klase, ktérag
mozna scharakteryzowaé za pomoca pewnego uktadu réwnoéci. Jednym
z najbardziej znanych przyktadéw rozmaitosci jest klasa wszystkich al-
gebr Boole’a. Czasami wygodnie jest patrzeé na klase algebr Boole’a jak
na klase, ktéra wyznacza pewien znany zbiér rownosci. W pewnych zas
sytuacjach jak na klase, ktéra ma te ceche, ze obraz homomorficzny,
podalgebra i produkt dowolnej rodziny algebr Boole’a jest algebra Bo-
ole’a. Tej wlasnoéci nie ma np. klasa cial. I czy powiemy, ze klasa cial
nie jest réwnos$ciowo definiowalna, czy zauwazymy, ze produkt dwoéch
cial nie zawsze jest cialem, to tak naprawde stwierdzimy, ze klasa ciat
nie jest rozmaitoécia. Twierdzenie Tarskiego-Birkhoffa w naturalny wiec
sposéb taczy algebre z logika matematyczng. To z kolei przyczynito sie
do szybkiego rozwoju badan nad klasami algebr. Majac pojecie rozma-
itosci algebr nasuwa sie pytanie o podklasy wyjsciowej klasy, ktére sg
domkniete na te same operatory co wyjsciowa klasa algebr. W ten spo-
sOb — bardzo naturalny w algebrze — pojawia sie pojecie podrozmaito-
$ci danej rozmaitosci. Wiadomo tez, ze wszystkie podrozmaitosci danej
rozmaitosci z relacjg inkluzji tworza krate. Krata ta jest dualnie izomor-
ficzna z krata teorii réwnosciowych, ktore rozszerzaja teorie definiujaca
wyjsciowa rozmaito$¢. Zatem to, co da sie udowodni¢ w odniesieniu do
kraty teorii rownosciowych, mozna wyrazi¢ w jezyku rozmaitosci. Trud-
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no$é¢ polega jednak na tym, ze niewiele mozna powiedzie¢ na ten temat
w ogdélnym przypadku ([54, 58, 67, 80]). Kraty rozmaitoéci badZ teorii
rownosciowych dla klasycznych klas algebr byty i sa nadal szeroko badane
([59, 68, 77, 91, 92]).

Wiadomo, ze krata podrozmaitosci takich rozmaitoéci jako jedna
z klas zawiera wyjSciowg rozmaitoé¢. Jesli przyktadowo ze zbioru row-
nosci definiujacych dang rozmaito$¢ wybierzemy tylko tzw. formuty P-
zgodne (definicje tego pojecia podajemy na s. 19), to otrzymamy mniej-
sza w sensie inkluzji teorie réwnosciowa i tym samym wieksza klase mo-
deli. Dla tej wiekszej klasy modeli znalezienie kraty jej podrozmaitosci
(w przypadku ogdlnym) wydaje sie bardzo trudne. Potwierdzeniem praw-
dziwosci powyzszego zdania moga by¢ liczne przyklady nieregularnych i
czesto zaskakujacych krat rozmaitosci wyznaczonych przez tzw. réwnosci
P-zgodne czy inne typy réwnosci o szczegdlnej strukturze.

Ujmijmy to w sposéb bardziej formalny. Niech 3 bedzie zbiorem row-
noéci typu 7! i niech Mod(X) bedzie klasa wszystkich algebr spelniaja-
cych X. Klase algebr K nazwiemy rownosciowo definiowalna, jesli istnieje
zbiér réwnosci ¥ typu 7, taki ze K = Mod(X).

Zacytujmy teraz znane twierdzenie:

TWIERDZENIE 1.0.2 (G. Birkhoff [7], A. Tarski [116]). Klasa algebr jest
klasqg rownosciowo definiowalng wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozmaito-
Scig.

Jesli 3 jest zbiorem réwnosci ustalonego typu, to Cn(X) oznacza do-
mkniecie zbioru ¥ na reguly Birkhoffa.

Zauwazmy, ze dla kazdego zbioru ¥ réwnosci typu 7 spelniony jest
warunek:

(1.0.1) Cn(X) =Cn(Cn(X%)).
Zbiér Y réwnosci typu 7 nazywamy teorig rownosciowa, gdy
Cn(X) =3%.

Ponadto, jesli dane sa dwie teorie réwnosciowe X1 i Yo, to X1 N Yo jest
najwieksza teorig réwnosciowa zawarta w 31 i X9, natomiast Cn(3qUXs)
jest najmniejsza teoria réwnosciowa zawierajaca X1 oraz Yo. Oznaczmy
zbiér wszystkich réwnosci typu 7 przez Id(r). Znanym faktem jest, ze

Podstawowe pojecia podano w Dodatku na s. 116
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rodzina {¥ C Id(7) : ¥ = Cn(X)}, uporzadkowana relacja inkluzji, two-
rzy krate. Kazdej teorii réwnosciowej ¥ odpowiada rozmaito$¢é Mod ()
i odpowiednio$é ta jest wzajemnie jednoznaczna. A zatem zbidr wszyst-
kich rozmaitosci typu 7, uporzadkowany relacja inkluzji, tworzy krate,
ktora jest dualnie izomorficzna z kratg teorii réwnosciowych typu 7, przy
czym

(1.0.2) Mod(Zl) V Mod(zg) = Mod(El N 22),
(1.0.3) Mod(Zl) N Mod(zg) = Mod(Cn(Zl @] 22))

Jesli K jest klasa algebr, to Id(K') oznacza zbiér wszystkich réwnosci

spelnionych w klasie K. Przywolajmy tatwy w dowodzie, nalezacy do
folkloru fakt:

FakT 1.0.2. 1. Jesli dane sa klasy algebr K1 i K9 oraz kazda algebra
z klasy K1 jest réwniez algebrg klasy Ko, to Id(Ky) C Id(Ks).
2. Jesli ¥ C Xg, to Mod(X2) C Mod(%,).

1.1.  Struktury krat teorii réwnosciowych

Odwotamy sie do wyniku pochodzacego z [67].

Rozwazmy klase Mod(X) wszystkich algebr spelniajacych wszystkie
réwnosci ze zbioru X. Niech dana bedzie rozmaito$¢é V oraz niech L£(V')
bedzie krata wszystkich podrozmaitosci rozmaitosci V. Niech £(X) ozna-
cza krate wszystkich rozszerzen teorii 3. Dla kazdej kraty £ rozmaitosci,
niech £° bedzie krata teorii, dualna do kraty £. Jak juz wspomnielismy:

FakT 1.1.1. 1. Kraty L(Mod(X)) i £L(X)? sq izomorficzne.

2. Kraty L(Id(V))? i L(V) sq izomorficzne.

Doniostg role w wyznaczaniu zwigzkéw miedzy algebra a logika ode-
gral Malcev [73]. Postawil on miedzy innymi problem charakteryzacji
kraty L(V').

Mamy znany:

FakT 1.1.2. Kazda skoniczona krata dystrybutywna jest izomorficzna
z kratg L(X), dla pewnej teorii .

Jedli dana jest krata L, to L 41 oznacza krate z dodanym elementem
najwiekszym 1.



12 Podstawowe pojecia

FAkT 1.1.3 ([97]). Dla kazdej kraty algebraicznej L, krata L+ 1 jest izo-
morficzna z kratq teorii rownosciowych rozszerzajgcych pewng teorie 3.

Przypomnijmy standardowe pojecia uzyte w kolejnym lemacie.

DEFINICJA 1.1.1. Niech dana bedzie algebra 2 = (A, {fi}icr), dwuargu-
mentowa operacja termowa f oraz a,b € A.

1. Moéwimy, ze a jest lewym zerem wzgledem operacji termowej f
wtw dla dowolnego = € A, zachodzi: f(a,x) = a.

2. Méwimy, ze b jest lewa jedynka wzgledem operacji termowej f
wtw dla dowolnego y € A, zachodzi: f(b,y) = y.

3. Méwimy, ze operacja f ma lewa jedynke w algebrze 2l wtw istnieje
lewa jedynka wzgledem operacji f.

LeMAT 1.1.1 (McKenzie, [78, 67]). Jesli ¥ jest teorig réwnosciowq, to
L(X) jest izomorficzna z kratq kongruencji Con2l pewnej algebry 2 majq-
cej binarng termowq operacje b, przy czym A ma lewe zero i lewq jedynke.

Niech M} bedzie krata o k atomach, majaca 0 i 1. Zatem M3 jest
krata przedstawiong na Diagramie 1.2

Diagram 1. Krata M3

Znane jest twierdzenie Dedekinda stanowiace, ze krata L nie jest mo-
dularna wtedy i tylko wtedy, gdy krata N5 (przedstawiona na diagramie
2) moze by¢ zanurzona izomorficznie w krate L. Z kolei G. Birhoff po-
kazal, ze krata L nie jest dystrybutywna wtedy i tylko wtedy, gdy krata
M5 lub krata N5 moga byé zanurzone w krate L. Interesujace wydaje
sie pytanie, czy jest jaki$ zwiazek krat My oraz N, czyli krat, ktére sg
istotne dla probleméw — nazwijmy to — dystrybutywnosci i modularno-
$ci z kratami teorii réwnosciowych. Okazuje sie, ze prawdziwe sg dwa
ponizsze twierdzenia:

2Zwykle oznaczana przez ‘Ms’.
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TWIERDZENIE 1.1.1 ([67]). Dla dowolnej teorii rownosciowej ¥ i kazdego
k > 3, My nie jest izomorficzna z L(X).

TWIERDZENIE 1.1.2 ([25]). Istnieje teoria rownosciowa, dla ktorej krata
rozszerzen jest izomorficzna z kratg Ns.

Diagram 2. Krata Ns

Przypomnijmy, ze gdy dana jest krata L, przez A-endomorfizm ro-
zumiemy dowolny homomorfizm f: L — L, przy czym dla dowolnych
a,b € L zachodzi f(a Ab) = f(a) A f(D).

DEFINICIA 1.1.2 ([67]). 1. Méwimy, ze krata L jest 0, 1-prosta wtw
dla dowolnej kongruencji w L, jesli klasa 0/6 jest jednoelementowa
a klasa 1/ ma moc wicksza od 1, to 6 = L2,
2. Méwimy, ze krata L jest napieta wtw jest skonczona, mocy wiek-
szej od 2, jest 0, 1-prosta oraz dla dowolnego A-endomorfizmu w
L jesli f(z) > x dla kazdego = < 1, to f(0) = 1.

FAKT 1.1.4 ([67]). Jesli skoticzona krata L jest prosta, iloczyn dowolnych
dwoch co-atomow rowna sie 0 oraz ma uniwersum co najmniej trojele-
mentowe, to L jest napieta.

Przywolaliémy pojecie kraty napietej, bo okazuje sie, ze wlasnie te
kraty graja istotna role przy ustalaniu struktury krat teorii réwnoscio-
wych. Prawdziwe jest bowiem nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 1.1.3 ([67]). Jesli L jest napieta, to L nie jest izomorficzna
z Zadng kratg L(X), gdzie X bylaby teorig réwnodciowq.



Rozdziat 2

Logiki rownoSciowe — podstawowe fakty

Jako wprowadzenie do dziedziny logik réwnosciowych przypomnimy pod-
stawowe pojecia w rozumieniu pochodzacym od Tarskiego [116].

Teoria pierwszego rzedu (teoria elementarna) nazywamy system nad-
budowany nad jezykiem klasycznego rachunku kwantyfikatoréw. Scisle,
przez teorie pierwszego rzedu rozumieé¢ bedziemy nastepujaca trojke:

T =(ZL, Axs(T), )

gdzie .Z jest jezykiem klasycznego rachunku kwantyfikatoréw, Azg(.7)
jest zbiorem aksjomatéw specyficznych teorii 7 za$ b jest standardo-
wa, w dowolny sposob okredlong relacja inferencji klasycznego rachunku

kwantyfikatoréw; w szczegdlnosci przyjmujemy, ze dla dowolnej formuty
A mamy AFVA.

€T
Przejdzmy teraz do okreslenia logiki réwnosciowe;j.

DEFINICIA 2.0.3. Logikg réwnosciowq nazywamy teorie pierwszego rzedu
T =(Z, Axs(T),F)

gdzie
AlfZ) = (Var,{fi}ier. {=}, Const)

przy czym spelnione sa nastepujace warunki:
1. zrae Azg(T),
rrRyFy=u,
rey,y~zhr =z,
r~ytt=xt(x)y), dla dowolnego ¢t € Term.

Otk W

t ~ut h(t) = h(u), dla dowolnego podstawienia h.

Zatem jedynymi formutami atomowymi sa réwnosci terméw. Przy in-
terpretacji zmienne wystepujace w termach przebiegaja uniwersum danej
algebry zas symbole funkcyjne oznaczaja operacje bazowe algebry.
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W przypadku gdy operacja jest argumentowoéci 0, zwana jest sta-
ta lub stala indywiduowa. Standardowo w logice algebraicznej réwnosci
traktowane sa jakby byly poprzedzane kwantyfikatorami ogdlnymi ze
wzgledu na wszystkie zmienne wystepujace w réwnoéci. Z formalnego
punktu widzenie jest to uzasadnione faktem, ze w rachunku kwantyfika-
toréw pierwszego rzedu obowiazuje reguta generalizacji.

DEFINICJA 2.0.4 (Operacja termowa, [14]). Niech dany bedzie term ¢
typu 7 nad zbiorem Var oraz algebra 2l typu 7. Operacja termowa (termu
t) nazywamy funkcje t*: A" — A okreélong przez indukcje nastepujaco:

(1) a) jesli t jest zmienna x;, to dla dowolnych aq,...,a, € A:
tm(al, ceeylp) =

b) jesli t = f(i) oraz ar( f(i)) = 0, to dla pewnego ¢; € A
i dowolnych ay,...,a, € A:

tm(al,...,an) =

(2) jeslit ma postaé fi(pi(x1,...,2n)y ..., pE(T1,...,20)); gdzie i € 1,
to

tm(al, ceyQp) = fim(t?l(al, ceeylp)y . ,t%(al, ceeyap))-

DEFINICJA 2.0.5 (Spelnianie réwnosci). Réwnos$¢ ¢ ~ u jest spelniona

(prawdziwa) w algebrze 2 wtw % = u*.

Majac pojecie spelniania okreslamy pojecie wynikania semantyczne-
go.

DEFINICIA 2.0.6. Niech dany bedzie zbiér rownosci X typu 7. Méwimy,
ze rOwWnos¢ t &~ v wynika semantycznie z X wtw dla kazdej algebry 2
typu 7 jesli wszystkie réwnosci ze zbioru X sg spetnione w 2, to réwniez
réwnos$é t & v jest spelniona w 2. Piszemy X |t ~ v.

Mamy wiec pojecie konsekwencji semantycznej opartej na pojeciu
spelniania w algebrze.

Ponadto mamy oczywiscie relacje dowiedlnodci wyznaczong przez re-
guly nalozone na relacje . Zgodnie wiec z definicja 2.0.3 mamy regute
dolaczenia do dowodu réwnoéci postaci x ~ x, mozliwosé¢ zastosowa-
nia podstawienia oraz zastepowania ‘réwnego’ — ‘réwnym’. Oba pojecia
konsekwencji tzn. wynikania semantycznego oraz relacji dowiedlnosci sg
réwnowazne o czym stanowi stosowne twierdzenie o pelnodci:
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TWIERDZENIE 2.0.4 (Birkhoff, 1935 [7]).
XEtrvwwXEtxo.

Na mocy przyjetych okreslen, logiki réwnos$ciowe moga sie réznié
tylko jesli chodzi o symbole operacji. Innymi stowy logika réwnoscio-
wa (w przypadku ze skoniczong liczba stalych funkcyjnych) wyznaczona
jest przez ciag F' = (f1,..., fn) n réznych symboli funkcyjnych. Zatem
zgodnie z uprzednio przyjetym zwyczajem — gdy punktem wyjécia jest
pewna algebra 2A = (A,{©1,...,0,}) typu 7— generujemy jezyk logi-
ki réwnosciowej wyznaczony przez ciag symboli © = (0y,...,6,,), przy
czym przyjmujemy, ze kazdy z symboli 6; jest tylu argumentowy, ilu
argumentowa jest odpowiadajaca mu operacja ©;.

W dalszej czedci przyjmiemy zwyczaj zapisywania algebry 21 w po-
staci (A,01,...,0,).

Przywotajmy definicje teorii réwnosciowe;j:

DEFINICJA 2.0.7 (Tarski, [116]). Niech A = (A,{O1,...,0,}) (% bedzie
klasa algebr ustalonego typu 7).

Réwnosciowq teorig algebry 2 (klasy J#) nazywamy zbior wszystkich
réwnosci w jezyku logiki réwnosciowej wyznaczonej przez 7, ktére sg
spelnione w 2 (we wszystkich algebrach klasy J%").

Teorie te oznaczmy przez % () (zas§ w przypadku teorii réwnosciowej
klasy algebr % stosujemy oznaczenie ¥, (.#)).3

Jak wiadomo, zachodzi:

FakT 2.0.5. Dla kazdej klasy algebr £ istnieje algebra taka, Ze
() =X(x).

DEFINICJA 2.0.8. 1. Zbiér réwnosci © nazywamy teorig réwnoscio-

wa wtw dla kazdej réwnosci t = v, jeSli O -t~ v, tot = v € O.

2. Jesli O jest teoria réwnodciows a X jest pewnym zbiorem réwnosci
oraz © = {t =~ v: Xk t=uv}, tozbidr ¥ zwany jest baza teorii
O, zas 0 © méwimy, ze jest generowana przez > i oznaczamy ja
przez ©[%].

3. Baza réwnosciowa algebry 2 (klasy algebr J#") nazywamy dowolna
baze teorii X(A) (X(.%)).

3Zwykle — w szczegdlnosei, gdy jest on ustalony — pomijamy oznaczenie typu.
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DEFINICJA 2.0.9 ([116]). Niech dane beda teoria réwnosciowa X typu 7
oraz teoria réwnosciowa Y’ typu 7. Teorie X i ¥’ sg izomorficzne wtw ist-
nieje bijekcja f: 7 — 7/, taka ze dla kazdego h € 7, ar (h) = ar ( f(h))
oraz Mod(X) = Mod(X).

FAKT 2.0.6 ([116]). Zbidr rownosci ¥ jest teorig réwnoSciowq wtw 3 jest
zbiorem rownosci spelnionych w pewnym zbiorze.

DEFINICJA 2.0.10. Niech © i ©' beda teoriami réwnosciowymi. Jesli ©
jest podzbiorem ©’, to méwimy, ze O jest podteoria ©" a ©’ jest rozsze-
rzeniem O.



Rozdziat 3

Kluczowe fakty z dziedziny logik
P-zgodnych

3.1. Pojecia podstawowe

W tej czeSci monografii zaprezentujemy podstawowe pojecia dotyczace
tzw. logik P-zgodnych i znane z literatury wyniki innych autoréw zwia-
zane z ta tematyka. Wiele twierdzen i lematéw przytoczymy wraz z do-
wodami, aby pokazaé jaki aparat pojeciowy jest w nich stosowany i jakie
techniki dowodowe sa w nich uzywane.

DEFINICJA 3.1.1. Podzialem (partycjg) zbioru A nazywamy dowolna ro-
dzine P niepustych zbioréw parami roztacznych (czyli Vv X # @ oraz
XeP

vV (jesi X Y, to X NY = 0)), takg ze Y P = A.
X,YeP

DEFINICJA 3.1.2. Rozwazmy zbior skoniczony A.

1. Niech II4 oznacza zbiér wszystkich podzialéw (partycji) zbioru
A. Elementy zbioru Il 4 nazywamy blokami partycji zbioru A.

2. Okreslamy relacje < w 1142 przyjmujac dla dowolnych A;, Ay €
11 4:

A < Ay wtw dla kazdego x € Ay istnieje y € A,
takie ze z C y.

Latwo widac, ze
FAKT 3.1.1. Zbior 114 z relacjg < tworzy krate.

Dla termu ¢ typu 7 niebedacego zmienng oznaczaé¢ bedziemy przez
ex(¢) najbardziej zewnetrzny symbol dzialania w termie ¢. Latwo zauwa-
zy¢, ze dla termu ¢, bedacego symbolem dzialania zeroargumentowego,
ex(¢) jest wlasnie tym symbolem. Niech IIp oznacza zbiér wszystkich
partycji zbioru F' i niech P € Ilp. Blok partycji P zawierajacy f € F
oznaczaé bedziemy przez [f]p.
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Przypomnijmy:
DEFINICJA 3.1.3. Ré6wnosé ¢ =~ ¢ typu 7 nazywamy P-zgodna wtw

1. jest postaci
(id) a=a,

gdzie a jest dowolna zmienna lub

2. zaden z terméw ¢ i ¢ nie jest zmienna oraz ex(¢) € [ex(p)]p, czyli
¢ = f(t17 s atT(f))v Y = g(u17 s ?UT(Q))7 przy czym ty,..., t'r(f)7
U1,. .., Ur(g) Sa dowolnymi termami oraz istnieje p € P, takie ze
/9 €p.

Mozemy wiec powiedzieé, ze réwnosé ¢ ~ ¢ ustalonego typu jest P-
zgodna, gdy jest postaci x ~ x lub najbardziej zewnetrzne symbole w
termach ¢ oraz ¢ nalezg do tego samego bloku partycji P.

Definicja ta pochodzi od J. Plonki [103] i jest uogdlnieniem defini-
cji rownosci zewnetrznie zgodnej i réwnosci normalnej. Pierwsza z nich
podata W. Chromik ([20]), druga— niezaleznie od siebie —J. Plonka
([102]) oraz I.J. Mel'nik ([82]). Przypomnijmy te definicje.

DEFINICIA 3.1.4. R6wnosé ¢ = ¢ typu 7 nazywamy zewnetrznie zgodna
wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci  ~ = lub zaden z terméw ¢ i ¢ nie
jest zmienna oraz ex(¢) i ex(p) sa takie same.

DEFINICIA 3.1.5. Réwnosé ¢ ~ ¢ typu 7 nazywamy normalna wtedy i
tylko wtedy, gdy jest postaci x =~ x lub zaden z terméw ¢ oraz ¢ nie jest
zmienng.

Widaé wiec, ze jesli P = {{f} : f € F}, to réwno$¢ P-zgodna jest
wtedy réwnoscia zewnetrznie zgodna oraz réwnos$é { F'}-zgodna jest réw-
noscig normalng. Partycje {{f}}ser oznacza¢ bedziemy przez Ex, a par-
tycje {F'} przez N. Dla kazdej partycji P € IIp réwno$é zewnetrznie
zgodna jest P-zgodna oraz kazda réwnosé P-zgodna jest réwnoécia nor-
malna.

DEFINICJA 3.1.6. Niech V oznacza rozmaitos¢ algebr typu 7. Dla P € I[Ip
przez P(V') oznaczaé bedziemy zbior réwnosci P-zgodnych spelnionych w
rozmaitosci V, a przez Vp —rozmaitosé definiowana przez zbiér P(V),
czyli Vp = Mod(P(V)). Klase te nazywaé bedziemy rozmaitoécia P-
zgodna, Vy — rozmaitoscig normalng, a Vg, — rozmaitoscig zewnetrznie
zgodna.
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Oczywiste sa nastepujace inkluzje:
(3.1.1) Exz(V)C P(V)CN((V)CIdV),

gdzie 1d(V') oznacza zbiér wszystkich réwnosci spelnionych w rozmaitosci
V. Z powyzszego warunku wynika prawdziwos$¢ nastepujacych inkluzji:

(3.1.2) VCVNCVpC Vg,

dla kazdej partycji P zbioru F'.

Przez P(7) oznaczaé bedziemy zbiér wszystkich réwnosci P-zgodnych
typu 7, Id(7) oznaczaé bedzie zbiér wszystkich réwnosci typu 7.

Z okreslenia zbioru P (V') i definicji operatora Cn wynika, ze P(V') =

Cn(P(V)) dla dowolnej partycji P. Podobnie P(7) = Cn(P(7)). A zatem
P(V') oraz P(7) sa teoriami réwnosciowymi. Oczywiscie P(V) = Id(V))N
P(r).
Przyktad 3.1.1. Niech B oznacza klase wszystkich algebr Boole’a typu
(2,2,1) i niech zbiér dziatan podstawowych F = {-,+,’}. Rozwazmy
nastepujaca partycje zbioru F: P, = {{-,'},{+}}. Poniewaz réwnos¢
T +y =& y+ x jest zewnetrznie zgodna, a zatem jest réownoscia P-zgodng
dla dowolnej partycji zbioru F', w szczegdlnosci dla partycji P;.

Réwnoéé - ¢ ~ 2’ nie jest réwnoscig zewnetrznie zgodna, ale jest
Pi-zgodna.

Nie istnieje partycja P zbioru F', dla ktérej rownosé x - x ~ x bylaby
P-zgodna.

Zwrbéémy uwage, ze — formalnie rzecz biorac — aby odpowiedzie¢ na
pytanie, czy dana réwnos$é jest P-zgodna, to musimy mie¢ zadang par-
tycje P zbioru dziatan podstawowych. Dla kazdej réwnosci

f(qblv s a¢7’(f)) ~ 9(901,- .- a(*pﬂ'(g))

istnieje taka partycja P, ze powyzsza réwnosé jest P-zgodna. Prawda
jest bowiem, ze kazda réwnosé

f((bla cee 7¢T(f)) ~ 9(9017 s 7907'(9))
jest {F}-zgodna.
3.2. Pewne wtasnosci P-zgodnych teorii rbwnosciowych

Niech dana jest rozmaito$¢ V typu 7 oraz niech F' bedzie zbiorem sym-
boli funkeyjnych. Poniewaz Id(V') = Cn(Id(V')), zatem Id(V') jest teoria
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réwnosciowa. Niech L£(V') oznacza krate wszystkich podrozmaitosci roz-
maitosci V', za§ L(1d(V')) oznacza krate wszystkich teorii réwnosciowych
rozszerzajacych teorie Id(V'). Wiadomo, ze kraty te sa dualnie izomor-
ficzne. Okazuje sie, ze jesli rozwazymy wszystkie partycje zbioru F', to
porzadek w kracie partycji wyznaczy polozenie pewnych teorii réwno-
Sciowych w kracie podrozmaitosci rozmaitosci Vp. Prawdziwy jest naste-
pujacy lemat:

LEMAT 3.2.1 ([51]). Zaldimy, ze dany jest zbidr podzialow g zbioru
wszystkich symboli funkcyjnych F, niech ponadto Py, Py € llp. Wowczas
Pl - P2 witw Pl(T) - PQ(T).

DowOD. Przypus$émy, ze Py C P, oraz niech p =~ q € Py(71), gdzie

PR f(P1s-- ) 1a = 9(q1,- - dr(g),
dla pewnych terméw p1, ..., pr(f),q1, - - -, Gr(q), Symboli operacji f, g € F,
takich ze g € [f]p,. Zatem g € [f]p, i p~ q € Py(7).
Dla dowodu implikacji odwrotnej zalézmy, ze Py (1) C Py(7), f,g € F
oraz g € [f]p,. Zatem réwnosé

f(ﬂfl, T ’xT(f)) ~ g(w‘r(f)-i-lw .- 7x'r(f)+7-(g))

nalezy do zbioru P (7). Zatem réwnosé ta nalezy do P(7) oraz g € [f]p,.
Zatem dla dowolnego f € F' mamy, ze [f]p, C [f]p,- Czyli P C P,. <

Stad otrzymuje sie:
LEMAT 3.2.2 ([51]). Dla dowolnych Py, P> € Ilr nastepujgce warunki sq
réwnowazne:

1. P =PF.

2. Pi(1) = Pa(T).

Nie tylko wiadomo jak w kracie wszystkich podrozmaitosci rozmaito-
sci Vp sa wzajemnie potozone klasy wyznaczone przez zbiory P(7), gdzie
P jest partycja zbioru F, ale tez jakie rownosci charakteryzuja te klasy.
Mamy nastepujacy lemat:

LEMAT 3.2.3 ([51]). Roéwnosci postaci (f,qg):

(f,9) flar o zep) 2 9(@r(pas o Tr(f)ir(g)
dla dowolnych f,g € F oraz g € [f]p tworzq baze réwnosciowq dla P(T).
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DowoD. Jesli f,g € F oraz g € [f]p, to réwnosé¢ (f,g) nalezy do
P(7). Niech p ~ ¢ € P(7) oraz niech p i ¢ nie beda ta sama zmien-
na. Wéwczas ex(p), ex(q) € F oraz dla pewnych terméw p1, ..., Pr(ca(p)),
q1s - - 5 Qr(ex(q)) TOWNOSC p ~ ¢ ma postac

El’(p) (pla s ap'r(ex(p))) ~ 633‘((])((]1, R )QT(ex(q)))'

Zatem identycznos$é ta daje sie wyprowadzi¢ z réwnosci (f, g), czyli

p=qeCn({(f,9):f,9€Fandyge|[flp}) <

Jako wniosek z lematu (3.2.3) mamy nastepujacy lemat:

LEMAT 3.2.4 ([51, 20]). Wszystkie réwnosci o postaci

(wary) f@r, o zen) = f@e(pyen - Tarp))
dla f € F tworzq baze réwnosciowq dla Ex(T).

Wiadomo, ze Ez(7) C Id(7). Mozna zadaé pytanie, czy dla kazdej
teorii T', takiej, ze Fx(r) C T C Id(r) istnieje partycja P zbioru F,
taka, ze T' = P(7). Latwo zauwazy¢, ze taka partycja nie istnieje dla
teorii Id(7). Dla kazdego innego rozszerzenia teorii Fx(7) taka partycja
istnieje. Co wiecej, istnieje dokladnie jedna. Mamy nastepujacy lemat:

LEMAT 3.2.5 ([51]). Niech ¥ bedzie teorig réwnosciowq bedgcqg rozsze-
rzeniem teorii Ex(T) oraz X # 1d(1). Wowczas istnieje dokladnie jedna
partycja P zbioru F, taka zZe P(T) = X.

DowOD. Niech ¥ € L£(Fxz(7)) oraz niech ¥ # Id(7). Okreslamy relacje
~ na zbiorze F przyjmujac dla dowolnych f,g € F:

f~ g wtw istnieje réwnos$¢ p ~ q € 3, taka ze ex(p) =~ f i ex(q) =~ g.

Oczywiscie ~ jest relacja réwnowaznosci na zbiorze F. Przytoczymy
dowdéd faktu, ze partycja P indukowana przez ~ spelnia warunek, iz
Y. = P(7). Niech p ~ ¢ bedzie identycznoscia w X, niech tez p i ¢ nie be-
da ta sama zmienna. Wéwczas ze wzgledu na fakt, ze Ex (1) C X # Id(T),
termy p i ¢ nie sa zmiennymi. Istotnie, tatwo widaé, ze jesli

(p~x1ig= flq, - qr(p)) b (g~ 22 ip=g(qr,. .4 )

dla pewnych terméw pi,...,pr(g), q1;---,qr(f), zmiennych 1, xo oraz
symboli f,g € F, to ¥ = Id(7). Jest tak poniewaz na mocy faktu, ze
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Ezx(1) C ¥ oraz lematu 3.2.3, réwnosci (wary) i (f, g) naleza do X. Stad,
istnieja f,g € F oraz termy p1,...,pr(5), Q1,- - qr(q), takie ze

PR fp1,- o 0rp) T A= glar, - Grg)-

Czyli f ~ g ina mocy definicji partycji P otrzymujemy, ze p ~ g € P(1).

Zalézmy teraz, ze p ~ q bedzie identycznoscia nalezaca do P(7), gdzie
termy p, g nie sa ta sama zmienna. Istnieja wiec symbole f,g € F oraz
termy pi,...,Dr(f)s q1,- -+ r(g), takie ze

pflp1--sprp)ig=glar. .. qr )

oraz g € [f]p. Zatem f~ g oraz istnieja p’l,...,p’T(f), q’l,...,q’T(g), ta-
kie Zze réwnosé f(p’l,...,p;(f)) ~2 g(qi,...,q’T(g)) nalezy do X. Ponie-
waz Eﬂf(’T) C ¥ mamy, ze f(p17?pT(f)) ~ f(p/b)p;—(f)) € Xi
9(q1, -5 qr(g) = g(q’l,...,q’T(g)) € X. Zatem p =~ ¢q € X. Jest oczywi-
ste, ze P jest jedyny. <

Niech IIp + 1 jest krata wszystkich partycji zbioru F' z dodanym
najwiekszym elementem 1. Okreslamy funkcje ¢: IIp + 1 — L(Ex(7))
nastepujaco:

Id(t) dlaP=1
o(P) = | 10)
Id(P) dla P € Ilp.

Widaé, ze dla dowolnego P € Ilp oraz ¥ € L(FEx(7)) \ Id(T) mamy,
ze P # 1 oraz ¥ ¢ Id(7). Zatem na mocy lematéw 3.2.2 i 3.2.5 funkcja ¢
jest bijekcja. Przez lemat 3.2.1 funkcja ¢ ustala izomorfizm krat IIp + 1
i L(Ex(T)).

Oczywistym jest teraz nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 3.2.1 ([51]). Krata L(Ex(7)) jest izomorficzna z kratq
IIrp + 1 wszystkich partycji zbioru F z dodanym najwiekszym elemen-
tem 1.

3.2.1. Teorie réwnosciowe F-normalnych rozmaitosci

Najczesciej rozmaitosé algebr oznaczamy litera V. W tej sekcji bedziemy
moéwié o specjalnych klasach algebr, tzw. rozmaitosciach F-normalnych
i te rozmaitoéci oznacza¢ bedziemy litera K. Zacznijmy od przywotania
nastepujacej definicji:
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DEFINICJA 3.2.1. Rozmaitos¢ K typu 7 jest F-normalna wtw dla dowol-
nych f,g € F istnieje réwno$é¢ p ~ q € Id(K), taka ze ex(p) = f oraz
ex(q) = g.

Przyktadem rozmaitosci F-normalnej jest klasa algebr Boole’a rozpa-
trywana w typie (2,2,1). Prawdziwe sa bowiem réwnosci: z - = = + x,
z -2 ~ 2", a stad oczywiscie mamy, ze prawdziwa jest tez réwnosé :
z+x ~ 2”. Co ciekawe, klasa algebr Boole’a B nie jest F-normalna, jesli
rozwazaé ja bedziemy w typie (2,2,1,0,0). Nie istnieje bowiem réwnosé
p =~ q € 1d(B), taka ze najbardziej zewnetrzny funktor w termie p to sta-
ta 0, a najbardziej zewnetrzny funktor w termie ¢ to stata 1. Oczywiscie,
jesli rozwazymy klase B w typie (2,2,1,0), to jest ona F-normalna. Wy-
starczy zauwazy¢, ze w kazdej algebrze Boole’a prawdziwe sg réwnoéci:
z-2'~0,0+0=~0,0" ~0.

W niniejszej podsekcji przywotamy wyniki dotyczace charakterystyki
kraty £(Ex(K)) réwnosciowych teorii F-normalnej rozmaitosci K. Niech
T oznacza rozmaito$é¢ trywialng typu 7. Wéwcezas Id(T) = Id(T) oraz
P(T) = P(r) dla dowolnej partycji P € IIp.

Korzystajac z twierdzenia 3.2.1 tatwo sprawdzi¢, ze prawdziwy jest
ponizszy lemat:

LEMAT 3.2.6 ([51]). V € L(Tg,) wtw istnieje partycja P € Ip, taka ze
V=TplubV ="T.

LEMAT 3.2.7 ([51]). Niech K bedzie rozmaitosciq typu T oraz niech P €
IIp. Wowczas Kp = K AN1Tp.

DowOD. Zauwazmy, ze Id(Kp) = Id(K) N P(r) = Id(K) N Id(Tp), co
konczy dowdd. <
LEMAT 3.2.8 ([51]). Jesli K jest rozmaitoscig F-normalng typu T oraz

Pl, P2 € HF, to
Pl 75 P2 wiw Pl(K) 75 PQ(K)

DowoD. Na mocy lematéw 3.2.1 1 3.2.7 wystarczy udowodnié, ze
Py (1) # Py(7) wtw Id(K) N Py (1) # 1d(K) N Py(T).

Dla dowodu implikacji z lewej do prawej zalézmy, ze Py(7) # P5(7) oraz
niech dla réwnosci p ~ ¢ zachodzi albo p ~ q € Pi(7) i p =~ q € Py(7),
albopxq ¢ Pi(7)ip=q€ P(7). Przyjmujac, ze ex(p) = fiex(q) =g
mamy: f,g € F, g € [f]p, oraz g & [f]p,. Poniewaz rozmaitos¢ K jest
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F-normalna, wiec istnieje réwnosé p ~ ¢ € Id(K), taka ze ex(p) f
oraz ex(q') = g. Zatem albo p' = ¢ € (Id(K) N Pl( Nip ~q ¢
(1d(K)NPy(7)) albo p' ~ ¢' & (Id(K)NPi(7)) ip ~ q € (1d(K ) Py(7)).
Czyli Pl(K) 75 PQ(K)

Implikacja odwrotna jest oczywista. <

7 twierdzenia 3.2.1 wynika, ze istnieje Scisty zwiazek kraty IIp + 1 i
L(Ez(1)). Okazuje sie, ze w przypadku rozmaitosci F-normalnych mozna
udowodnié¢ twierdzenie stanowiace, ze pierwsza z nich da si¢ ‘wlozy¢” w
krate L(Ex(K)):

TWIERDZENIE 3.2.2 ([51]). Jesli K jest rozmaitosciq F-normalng typu
T, to funkcja

p: lp+1— L(Fx(K))

okreslona nastepujgco:

jest kratowym wlozeniem.

Dowo6D. Na mocy lematu 3.2.8 ¢ jest injekcja. Pokazujemy, ze
P, C Py, wtw Id(K) N Pl(T) - Id(K) N PQ(T).

Niech Id(K)N Py () C Id(K) N Py(7) oraz niech g € [f]p,, dla dowol-
nych g, f € F. Poniewaz rozmaito$¢ K jest F-normalna, zatem istnieje
identycznoéé p ~ q € Id(K), taka ze ex(p) = f oraz ex(q) = g. Zatem
p~q€ Id(K)N Pi(7) i na mocy zalozenia p = q € P5(7).

Znéw implikacja odwrotna jest oczywista. <

3.2.2. Krata L(Kg;) rozmaitosci idempotentnej K

Podobnie jak w poprzedniej podsekcji, rozmaito$é algebr oznaczymy lite-
ra K. Przywolane zostana wyniki badan dotyczace kraty £L(Kpg,), gdzie
K jest tzw. rozmaitoscia idempotentng. Okazuje sie bowiem, ze w przy-
padku takiej rozmaitosci mozna podaé klarowny opis kraty L(Kg,).
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Przypomnijmy standardowe pojecie

DEFINICIA 3.2.2. Rozmaitosé K jest idempotentna wtw dla dowolnego
f € F réwnosé

nalezy do K.
Dla rozmaitoéci idempotentnej K prawdziwe sa nastepujace lematy:

LEMAT 3.2.9 ([50]). Niech K bedzie rozmaito$cig idempotentng typu T,
gdzie F # @&. Wowczas dla dowolnej rozmaitosci V € L(Kpg,) nastepu-
jaca rownosé zachodzi:

V=VnK)V(VNTg).

LEMAT 3.2.10 ([50]). Jesli K jest rozmaitoscig idempotentng typu T,
Vi € L(K) oraz Va € L(TEy), to

Vivi)NnK =WV
oraz

(V1 V Vg) NTg, = V5.

Nastepny lemat jest przeformutowaniem rezultatu pochodzacego do
G. Gratzera [42], ktéry dzis nalezy do folkloru logiki algebraicznej.

LEMAT 3.2.11 ([42, 50]). Niech K bedzie rozmaitosciq typu 7. Przeksztal-
cenie

o: L(Kpy) — L(K) X L(TEz)
okreslone dla dowolnego V € L(Kgy) nastepujgco:
e(V)=(VNnK,VNTg)
jest kratowym izomorfizmem wtw nastepujoce warunki sq spetnione:

L V=WVnK)UVNTk),
(2) iv)NK =14,
(3) (Vl\/Vg)ﬂTEx:Vg.

dla kazdego Vi € L(Kpg,) oraz Vi € L(TEz).
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Ponizej przytoczymy dowdd nastepujacego twierdzenia.

TWIERDZENIE 3.2.3 ([50]). Jesli K jest rozmaito$ciq idempotentng typu
T, to krata L(Kgy) jest izomorficzna z produktem prostym krat L(K) i
L(Tg).

DowOD. Okredlamy przeksztalcenie ¢: L(Kp,) — L(K) X L(Tgz), jak
nastepuje:
e(V)=(VNK,VNTEg)

dla dowolnego V' € L(Kpg;). Na mocy lematéw 3.2.9, 3.2.10 oraz 3.2.11
wnioskujemy, ze ¢ jest poszukiwanym kratowym izomorfizmem. <

Przypomnijmy teraz definicje algebry, z jednym dziataniem dwuar-
gumentowym.

DEeFINICIJA 3.2.3. Grupoidem nazywamy dowolny zbiér z dwuargumen-
towym dzialaniem okreslonym w tym zbiorze.

Widagé, ze jesli rozwazymy dowolng rozmaitosé algebr z jednym dzia-
taniem, to zbiér wszystkich partycji jest jednoelementowy, wiec krata
IIr 4+ 1 jest dwuelementowym tancuchem. Prawdziwy jest zatem poniz-
szy wniosek.

WNIOSEK 3.2.1 ([50]). Jesli K jest rozmaito$cig idempotentnych grupo-
idow, to krata L(Kgy) jest izomorficzna z L(K) X 2, gdzie 2 jest dwu-
elementowym {ancuchem.

Ponizej podany wniosek jest konkluzja z twierdzenia W. Chromik
i K. Halkowskiej z pracy [22].

WNIOSEK 3.2.2 ([50]). Jesli K jest rozmaito$é krat dystrybutywnych, to
L(Kgz) = 2x 3,

gdzie 2 jest dwuelementowym {aricuchem, zas 8 jest laricuchem tréjele-
mentowym.

Zauwazmy, ze zalozenie w twierdzeniu 3.2.3 jest istotne. W pracy [35]
opisano krate podrozmaitoéci rozmaitosci G',, gdzie G" oznacza klase
grup abelowych typu (2, 1) z dodatkowa réwnoscia 2" ~ x - ™1, gdzie n
jest dowolna liczba naturalna dodatnia. Okazuje sie, ze w tym przypadku
krata L(G") x L(Tg,) jest wlasciwa podkrata kraty £(G%,).
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3.3. 'Mate’ modele dla teorii P-zgodnych

W rozdziale tym podamy dwie konstrukcje, dzieki ktorym wyznaczymy
modele istotne — w pewien sposéb — dla rozmaitoéci wyznaczonej przez
rownosci P-zgodne. Wiadomo, ze szukajac kontrmodeli bardzo wygodna
jest praca z modelami ‘matych mocy’. Znanym faktem jest, ze wolnoge-
nerowana algebra (definicja podana jest na s. 30) o przeliczalnej ilosci
zmiennych moze zawsze by¢ wykorzystana w pracy z kontrmodelami, ale
nie zawsze jest to model wygodny do pracy. Zazwyczaj szukamy modeli
skonczonych, a najlepiej skoniczonych ‘matej mocy’.

3.3.1.  Konstrukcja Pfonki

Pierwsza konstrukcja pochodzi z pracy J. Plonki [103]. Rozwazmy do-
wolng partycje P zbioru dziatan podstawowych F' i dwa dowolne obiekty
Ky i ko, ktére nie naleza do zbioru F'. Niech [f]p oznacza blok partycji P,
do ktérego nalezy f. Wezmy pod uwage algebre 2p = (Ap, F*P), w kté-
rej A = P U {{k1},{k2}} oraz dla dowolnego dziatania f i dowolnych
elementéw By, ..., B.(y) € PU{{k1}, {k2}} mamy

FAP(By, ... Boyy) = [flp.
Latwo widaé, ze

LEMAT 3.3.1 ([103]). Dla kazdego f € F, funkcja f*F jest funkcjq stalq
w zbiorze P U {{k1},{ka2}} réwng [f].

Przytoczymy dowdd nastepujacego lematu:

LEmAT 3.3.2 ([103]). Dla kazdej réownosci typu T réwnosé ta jest P-
zgodna wtw jest ona spelniona w algebrze Ap.

DowoOD. Jesli dany jest typ, taki ze F' = &, to jedyny podzial zbioru F,
to zbior pusty. Ponadto, w tym przypadku jedyne réwnoéci maja postaé

a = b,

gdzie a i b sa dowolnymi zmiennymi. Oczywiscie réwnosé (id) z Definicji
3.1.3 jest spelniona w kazdej algebrze dla dowolnej zmiennej a. Z kolei
réwnosé

a=b,
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gdzie a i b sg ré6znymi zmiennymi nie jest spelniona w algebrze, gdyz
algebra Ap jest dwuelementowa.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy F' # &. Poniewaz réwnosé (id) jest
zawsze spelniona, wystarczy pokazaé, ze rownosé

fltrp) =gty trg)s

gdzie f i g naleza do tego samego elementu podziatu P, jest spelniona
w algebrze Ap.

Istotnie, jesli f i g naleza do tego samego elementu podziatu P, to
[flp = [g]p, a przez lemat 3.3.1 mamy, ze zachodzi réwno$é funkeji fA47 =
g7, co $wiadezy o tym, ze rozpatrywana réwnoséé jest prawdziwa w Ap.

Dla dowodu implikacji odwrotnej wystarczy pokazaé, ze zadna réw-
nosé, ktora nie jest P-zgodna, nie jest spelniona w 2p. Podobnie, jak w
przypadku gdy F' = @, ze wzgledu na fakt, Zze uniwersum algebry 2Ap
jest co najmniej dwuelementowe, réwnosé

a = b,

gdzie a i b sa dowolnymi zmiennymi, nie jest spelniona w 2Ap. Jesli z kolei
dana réwnosé jest postaci

flten) =gty trg)s

gdzie f i g nie naleza do tego samego elementu podziatu P, to [f]p # [g]p-
Na koniec rozpatrzmy réwnosé postaci

f(t17”' 7t7'(f)) ~ a,

gdzie a jest dowolna zmienna. W takim przypadku wystarczy rozwazy¢
wartosciowanie przyporzadkowujace zmiennej a klase abstrakcji elemen-
tu {k1}, a poniewaz f**(Bi,...,Byp) = [flp i {k1} # [flp, zatem
rozwazana réwnosé nie jest spetniona w Ap. <

Mamy stad:
WNnI10SEK 3.3.1 ([103]). Jesli dana jest partycja P, to rozmaito$é K jest
P-zgodna wtw Ap nalezy do K.

Widaé oczywista korzyé¢ z powyzszej konstrukeji. Jesli mamy dwie
partycje P, i P», i P, < P, to wiadomo, ze jesli klasa P;-zgodna jest

istotnie wigksza niz klasa P»-zgodna, to wykorzystujac te konstrukcje
mozna wskaza¢ algebre, ktora istotnie rézni obie klasy.
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3.3.2.  Generiki Bieganskiej i Hatkowskiej

Wiadomo, ze dla kazdej rozmaitoéci V' typu 7 istnieje algebra A generu-
jaca te rozmaitosé, tj.

DEFINICIJA 3.3.1. Niech dana bedzie rozmaito$é¢ V. Dowolng algebre 2
taka, ze V. = HSP(2l) nazywamy generikiem rozmaitosci V.

DEFINICJA 3.3.2 ([14]). Niech V bedzie klasa algebr typu 7 i niech T'(X)
bedzie algebra typu 7, generowang przez zbiér X. Jedli dla kazdej alge-
bry 2 nalezacej do V i dla kazdego odwzorowania a: X — A istnieje
homomorfizm §: T(X) — A, ktéry jest rozszerzeniem «,to

zbiér X jest zbiorem wolnych generatoréw algebry T(X) a T(X) jest
algebrg wolnogenerowang przez zbiér X.

Wiadomo, ze w kazdej rozmaitosci generikiem jest algebra wolna
o przeliczalnej, nieskonczonej liczbie generatoréw. Nas interesowaé¢ be-
da tzw. generiki minimalne rozmaitosci V.

DEFINICJA 3.3.3. Generik A = (A; F) nazywamy minimalnym wtw dla
kazdego generika A’ = (A’; F') rozmaitosci V', moc zbioru A jest mniejsza
lub réwna od mocy zbioru A’.

W pracach [5, 6] badano generiki w rozmaito$ciach wyznaczonych
przez réwnosci zewnetrznie zgodne oraz w rozmaitoéciach P-zgodnych
przy zalozeniu, ze w rozmaitoéciach tych istnieje tzw. element idempo-
tentny. Przyjmijmy, ze Term(7) oznacza zbiér wszystkich terméw usta-
lonego typu. Przypomnijmy, ze

DEFINICJA 3.3.4. Element e uniwersum algebry 2l nazywamy idempo-
tentnym wtw dla kazdego n-argumentowego symbolu f € F mamy:

DEFINICJA 3.3.5 ([6]). Niech 2 = (A, F') bedzie algebra typu 7, e bedzie
dowolnym ustalonym elementem zbioru A, oraz niech P bedzie partycja
zbioru F. Niech

Fr={[fleP: 3 (¢=yeld)ex(¢)=fex(v)¢[f])}

¢,ip€Term(7)
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czyli niech F’ jest zbiorem wszystkich [f] € P, takich ze dla pewnych
terméw ¢, typu 7 mamy ¢ =~ p € Id(), ex(¢) = f, ex(¢)) = g oraz
[f] # lg]. Niech

Fl={ey - [f] € F'},

gdzie F/ N A = @ oraz dla dowolnych f,g € F mamy, ze [f] = [g] wtw
erf] = e[g- Niech ay,...,a, € (A\{e}) U F; oraz dla kazdego 1 < i < n
niech obiekt a) bedzie okreslony jak nastepuje:

, {ai, oile a; € A,

e W przeciwnym przypadu.
Dla dowolnego f € F oraz ay,...,a, € (A\{e}) U F. przyjmujemy, ze

¥ (a},...,d), oilea; €A,

fm%(al,...,an) = {

e[f) w przeciwnym przypadu.

Algebre A% nazywamy P.-rozszerzeniem algebry 2.
Prawdziwe sa nastepujace stwierdzenia:

LEMAT 3.3.3 ([6]). Jesli F' # & oraz e jest elementem idempotentnym
algebry A, to Id(AH) C Id(2A).

LEMAT 3.3.4 ([6]). Jesli (F., F) jest podalgebrq algebry AS, to dla dowol-
nych termdw ¢, 1, jesli réwnodé ¢ =~ 1) jest spetniona w algebrze (F., F),
to ¢ =~ 1 jest P-zgodna.

Okazuje sie, ze skonstruowana algebra A% nie tylko spelnia réwnosci
P-zgodne, ale réwniez wystarczy do wygenerowania dowolnej réwnosci
w klasie Vp.

TWIERDZENIE 3.3.1 ([6]). Jesli 2 jest generikiem rozmaitosci V, e jest
elementem idempotentnym A, P jest partycjg F, F' # &, to A% jest
generikiem rozmaitosci Vp.

Przy pewnych dodatkowych zalozeniach mozna podaé inny sposéb
skonstruowania algebry, ktéra bytaby generikiem rozmaitosci Vp.

Niech T'(X) bedzie zbiorem wszystkich terméw typu 7 nad zbiorem
zmiennych X. Dla dowolnej algebry 21 = (A, F) z elementem idempo-
tentnym e rozwazmy algebre 2A*, ktorej uniwersum to zbiér AU F), gdzie

Fy={ey : [fl € F*},
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Fr={[fleP: 3 3 (p~zecldA)nex(¢)=[)}
peT(X) z€X

FNnA=go
oraz dla dowolnych f, g € F mamy, ze

[f] # 9] wtw e[y # efg)-

Operacje na A* sa zdefiniowane analogicznie do operacji charaktery-
stycznych dla e-rozszerzenia 2A, czyli przyjmujemy, ze dla dowolnych
a1,...,an € AU F*:

fAah,. . ay), oile fA(al,... ap) #e,

e[f] w przeciwnym przypadu.

fw(al,...,an) = {

TWIERDZENIE 3.3.2 ([6]). Jesli algebra A jest skoriczonym generikiem
rozmaitosci V, e — elementem idempotentnym algebry A, P — partycjq
F, F* jest skonczonym zbiorem niepustym, to A* jest skonczonym gene-
rikiem rozmaito$ci Vp.

Analizujac konstrukcje algebry 2A* i A% widzimy, Ze generiki rozma-
itosci Vp sa Scisle powiazane z generikami algebry V' i méwiac obrazowo,
o ile algebry generujace klase V' sa ‘proste’, to tak samo ‘proste’ sa ge-
neriki algebry Vp.

3.4. Twierdzenie o reprezentacji dla teorii P-zgodnych

Do konstruowania algebr, ktore spelniaja z gory zadane réwnosci, wyko-
rzystamy pojecie P-dyspersji ([46, 105]) i jego szczegdlny przypadek —
pojecie dyspersji.

Przed wprowadzeniem pojecia P-dyspersji przywolamy pojecie P-
dyspersujgcego systemu
DEFINICJA 3.4.1 ([105]). P-dyspersujgcym systemem nazywamy dowol-
ng uporzadkowana czworke D = (P,TJ,{A;}ier, {0, } rer), Przy czym
spelnione sa nastepujace warunki:
1° P jest partycja zbioru F.
2° 7 jest algebra typu 7 oraz J = (I, F7).
3° {A;}ier jest rodzina parami rozlacznych, niepustych zbioréw.
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4° {c(f)p }rer jest rodzing odwzorowan, takich ze cjp,: I — U A,
el
gdzie dla dowolnego i € I zachodzi [y, € A; oraz jedli dwa symbole
[ i g naleza do tego samego bloku partycji P, to c(s, = ¢[g],-
Majac pojecie P-dyspersujacego systemu mozemy sformutowac¢ defi-
nicje P-dyspers;ji.

DEFINICJA 3.4.2. Niech J = (I, F”) bedzie algebra typu 7 oraz niech
D = (P,J, {Ai}ier, {cf)p}ser) bedzie P-dyspersujacym systemem. Al-
gebre Jp = (A, FP) typu 7 nazywamy P-dyspersjg algebry J przez
P-dyspersujgcy system D (w skrécie P-dyspersjq algebry J) wtw
1. A= U A,
i€l
2. dla dowolnych f € F,0< k< 7(f)—1lia,€ A,

P (a0, .- arpy—1) = e (F (o, - - ir(p)-1))

Oczywiscie, jesli mamy zadang algebre J oraz P-dyspersujacy system
D, to w sposéb jednoznaczny z algebry J uzyskujemy P-dyspersje algebry
J przez P-dyspersujgcy system D. Dlatego tez w literaturze znane jest
inne podejscie do tematu, mianowicie: je$li mamy dwie algebry 2 oraz
B ustalonego typu i mozemy okredli¢ taka czwérke uporzadkowana D,
aby algebra 2 byta P-dyspersje algebry B przez P-dyspersujocy system
D, to wtedy powiemy krotko, ze algebra 2 jest P-dyspersja algebry ‘B.
W takiej sytuacji uzyskujemy nastepujaca definicje:

DEFINICJA 3.4.3. Niech 2 = (A, F*) oraz B = (B, ['®) beda algebrami
typu 7 i niech P € Ilp. Algebre 2 nazywamy P-dyspersjg algebry B,
jesli istnieje partycja {A;}iep zbioru A oraz rodzina funkeji {c(s, }rer
odwzorowujacych B w A, ktéra spelnia nastepujace warunki:

(3.4.1)  ¢pp, (i) € A; dla kazdego i € B,

(3.4.2) dla kazdego f € F i dla kazdego a; € Ay,,i=0,...,7(f) — 1,
a0, ar(py-1) = ey (F2 (Ko kr()—1)),

(3.4.3) jesli f € [g]p, to ¢y, (i) = c|g, (i) dla kazdego i € B.

Korzystajac z powyzszej definicji tatwo sprawdzi¢, ze zachodza na-
stepujace wlasnosci.
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FakT 3.4.1. 1. Relacja réwnowaznosci ~ indukowana na A przez ro-
dzine {A;}icr jest kongruencijg algebry Ip i algebra Tp/ ~ jest
izomorficzna z J.

2. Jedli algebry J i T sq izomorficzne oraz ¢: J — I jest odpowied-
nim izomorfizmem, to istnieje system P-dyspersujgcy D, taki ze
Jp jest P-dyspersjq algebry J.

Zauwazmy za Plonka, ze jesli dla danej algebry 24 = (A, Fy) rozwazy-
my nastepujacy P-dysperujacy system D = (P, 2, {{a}}aca, {c[s)p }rer);
gdzie dla kazdego f € F', ¢y, jest funkcja identycznosciowa zbiorze A,
to uzyskana w ten sposéb algebra jest izomorficzna z algebra 2.

Dla rozmaitosci V' typu 7 oznaczmy przez Dp(V') klase wszystkich
P-dyspersji algebr z V. Jedli partycja P zawiera tylko bloki jednoelemen-
towe, to wtedy zamiast ‘P-dyspersja’ méwimy krétko ‘dyspersja’ oraz
piszemy cy zamiast ¢y, dla f € F.

Jak juz wspomnieliSmy, jedna z podstawowych wlasnosci operatora
P-dyspersji jest zachowywanie réwnosci P-zgodnych. Prawdziwy jest na-
stepujacy:

LEMAT 3.4.1 ([105]). Niech 2 jest P-dyspersjq algebry B typu 7. Wtedy
algebra A spelnia wszystkie rownosci P-zgodne spelnione w algebrze B.

Rozwazmy réwno$é¢ ¢ == 1 i niech to bedzie réwnosé P-zgodna spet-
niona w B oraz ¢ =~ ¢ beda n-arnymi termami. Moga sie zdarzy¢ naste-
pujace przypadki:

1) ¢ =~ 1 jest réwnoscia postaci z ~ z. Wtedy oczywiscie jest ona

spelniona w algebrze 2.
2) ¢ ~ 1 jest réwnoscia postaci

f(0s- - br(py—1) = 905 - - - Ur(g)-1)-

Wezmy ay, € A;, (k=0,...,n—1). Wiadomo, ze réwnos¢ ¢ ~ 1
jest spelniona w algebrze B oraz najbardziej zewnetrzne symbole
dziatan w termach ¢ oraz v naleza do tego samego bloku par-
tycji P. A stad juz otrzymujemy, ze c[ex((z,)}P(qS‘B(io, ceyin—1)) =
C[ex(w)}p(w%(im oo ,in_l)) = 1/12[(@0, e ,an_l).
Okazuje sie, ze nie tylko jest tak, ze algebra, ktora jest dyspersja pew-
nej algebry z danej klasy, spelnia wszystkie réwnosci P-zgodne spetnione
w tej algebrze. Prawdziwe jest tez twierdzenie mocniejsze. Mianowicie:
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TWIERDZENIE 3.4.1 ([105]). Rozmaito$é algebr V jest spelniona tylko
przez réwno$ci P-zgodne wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest domknieta na P-
dyspersje algebr z klasy V.

DoOwOD. Zalbézmy, ze kazda réwnosé, ktora jest spelniona w rozmaitosci
V' jest P-zgodna (wczesniej oczywiscie ustalona jest partycja P zbio-
ru dziatann podstawowych). Korzystajac z ostatniego lematu widzimy, ze
wtedy rozwazajac dowolna P-dyspersje dowolnej algebry z klasy V' jest
ona struktura spelniajaca wszystkie réwnosci P zgodne spelnione w V.
Aby pokazaé, ze zachodzi implikacja odwrotna wystarczy powotaé sie na
konstrukcje z lematu 3.3.2. <

3.5. Bazy réwnosciowe dla réwnosciowych logik P-zgodnych

Przypomnimy konstrukcje ([105]) réwnoséciowych baz dla P-zgodnych
rozmaitosci.
Niech 7 : F — N bedzie typem algebr, zas P — partycja zbioru F.
Block [f]p partycji P nazywany jest nullarnym wtw 7(g) = 0 dla
dowolnego g € [f]p.

DEFINICIA 3.5.1. Term jednej zmiennej typu 7 jest nazywany nietrywia-
lizujgcym, jesli jest rézny od zmiennej.

Niech V' bedzie rozmaitoscia typu 7 spelniajaca nastepujace warunki:

(3.5.1) Istnieje nietrywialny unarny term q(x), taki ze dla dowolnego

[ € F, réwnosé q(f(wo, ..., vr(5)-1)) = q(f(q(z0), -, ¢(xr(p)-1)))
nalezy do Id(V).

(3.5.2)  Jesli [f]p nie jest nullarnym blokiem oraz g, h € [f]p, to istnieje
nietrywializujacy, unarny term qqp(x), taki ze najbardziej zewnetrzny
symbol operacji w termie qq 5 (x) nalezy do [f|p oraz, ze réwnosci:

g($07 s axﬂ'(g)—l) = Qg,h(Q(Q(ﬂjOa s axﬂ'(g)—l)))7
h(xo, .- s Tr(ny—1) = Qgu(q(h(0, - - s Tr(n)-1)))
naleza do Id(V').

(3.5.3) Jesli [f]p jest nullarnym blokiem podziatu P, to dla dowolnego
g € [f]p identycznosé f = g nalezy do 1d(V).
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Niech B bedzie réwnoéciowa bazg rozmaitoéci V. Okreslamy zbiér B*
identycznoéci typu 7 za pomoca trzech nastepujacych warunkow:

(3.5.4)  Identycznosci (3.5.1), (3.5.2) oraz (3.5.3) naleza do B*.

(3.5.5) Jesli ¢ = 1) nalezy do B, to identycznosé¢ q(¢) = q(v) nalezy
do B*.

(3.5.6) B* zawiera tylko identycznosci opisane w warunkach (3.5.4)
i (3.5.5).

W pracy [105] pokazano, ze zachodzi nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 3.5.1. Jesli B jest réwno$ciowq bazqg rozmaitosci V' spel-
niajgcg warunki (3.5.1), (3.5.2) ¢ (3.5.3), to zbior B* okreslony przez
warunki (3.5.4), (3.5.5) @ (3.5.6) jest réwnosciowq bazqg rozmaitosci Vp.

Mozna sprawdzié, ze wiekszos¢ tzw. klasycznych klas algebr spelnia
zalozenia powyzszego twierdzenia. Jak zobaczymy jednak w nastepnych
rozdzialach monografii, stosowanie powyzszej konstrukcji prowadzi nas
do baz, ktére najczedciej nie sg zbyt proste i naturalne. Dlatego zachodzi
potrzeba — aby wygodnie pracowaé z taka baza — szukania prostszego
i klarowniejszego zbioru réwnosci definiujacych klasy P-zgodne. I tak
bedziemy czyni¢ w dalszej czesci pracy.

Prawdziwe jest tez nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 3.5.2 ([105]). Jezeli P jest partycjg zbioru F i V jest
rozmaitoscig typu T spelniajgcqg warunki (3.5.1), (3.5.2) ¢ (3.5.3), to A
nalezy do klasy Vp witw A jest P-dyspersjq pewnej algebry z V.

O twierdzeniu tym czesto méwi sie, ze stanowi charakterystyke se-
mantyczng klasy Vp. Analizujagc znane z literatury przyklady krat
L(VEs), gdzie V jest ustalona rozmaitoscia algebr, mozna odnie$¢ wra-
zenie, ze klasa Vg, (i ogélnie klasy Vp dla dowolnej partycji P) jest
znaczaco ‘wieksza’ od klasy V. Rodzi sie podejrzenie, ze w klasie Vg,
znajduja sie jakies ‘dziwne’ struktury. Ostatnie twierdzenie pokazuje, ze
w klasie Vp spotkamy tylko modele bedace P-dyspersjami pewnych al-
gebr z V. Z jednej strony moze napawaé to optymizmem, ze w klasie Vp
nie ma zadnych ‘dziwnych’ struktur, z drugiej zas zadanie przebadania
calego bogactwa wszystkich P-dyspersji algebr z danej klasy stanowi nie
lada wyzwanie.
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3.6. Od rozmaitosci normalnych do zewnetrznie zgodnych

W zaprezentowanych wczesniej wynikach widzieliSmy jaka role w opisie
kraty £(Vg,) odgrywa krata L£(Tg,), gdzie T jest rozmaitoscia trywial-
na. Analizujac twierdzenie 3.2.3 zauwazamy, ze w kracie L(Vg,) widaé
‘§lad” kraty £(V). We wspomnianym twierdzeniu rozwazana rozmaitosé
jest idempotentna. Mozna zadaé pytanie, czy jesli rozwazymy dowolna
rozmaitos$é, to réwniez czy w kracie £(Vg, ), znalezé mozna jakie$ ‘Slady’
izomorficzne z krata L(V).
Dla rozmaitoéci V' typu 7 wprowadzmy oznaczenie

(3.6.1) PV) ={K e L(Vp): Id(K)= P(K)}.*
W pracy [32] udowodniono nastepujace:

TWIERDZENIE 3.6.1 ([32]). Niech V bedzie rozmaitoscig typu T ,takq ze
dla pewnego unarnego termu ¢(x), ktéry nie jest zmienng, identycznoscé
o(x) = x nalezy do zbioru Id(V). Wowczas odwzorowanie g : L(V) —
PW) okreslono nastepujgco

(df:g) 9(K) = Kp dla dowolnego K € L(V)

jest izomorficznym wloZeniem.

DowoD. Najpierw pokazemy, ze dla dowolnych K, M € L(V') zachodzi

(Mon) K C M wtw Kp C Mp.

Na mocy standardowych faktéw, jesli K C M, to Id(M) C Id(K). Zatem
P(M) C P(K) oraz Kp C Mp. Rozwazymy teraz implikacje odwrotna.
Widaé, ze jesli Kp C Mp, to P(M) C P(K). Zalézmy, ze (11 = 1)9)
Id(M). Skoro M C V, zatem (¢(z) = x) € Id(M). Zatem (¢p(2)1)
d(Y2)) € P(M), czyli réwniez (¢p(¢1) = ¢(1)) € P(K) Ale (¢(x)
x) € Id(K), wobec tego (Y1 = 19) € Id(K). Reasumujac K C M.

Na mocy warunku (Mon) funkcja g jest réznowarto$ciowa.

Q& am

A

‘Pojawia si¢ tutaj pewna nieicistosé. Wezesniej bowiem L£(Vp) oznaczalo krate
wszystkich podrozmaitosci rozmaitoéci Vp. Teraz oznacza uniwersum tej kraty. Jest
jednak czesta praktyka— o ile nie prowadzi to do nieporozumien — utozsamianie al-
gebry z jej uniwersum. My réwniez w dalszej czeéci bedziemy tak postepowad.
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TWIERDZENIE 3.6.2 ([32]). Niech V bedzie rozmaitosciq typu T, takg ze
dla pewnego unarnego termu ¢(x), ktéry nie jest zmienng, identycznosé
o(x) =~ x nalezy do zbioru 1d(V'). Niech ponadto partycja P zbioru F
spetnia warunek:

(Vp) Vp = Dp(V).
Wowczas kraty L(V) oraz PY) sq izomorficzne.

Dow6D. Niech g: £(V) — PV) bedzie odwzorowaniem spelniajacym
warunek (df:g). Na mocy twierdzenia 3.6.1 funkcja g jest izomorficznym
wlozeniem. Pokazemy, ze g jest funkcja ‘na’. Zalézmy, ze K € P(V),
Przyjmijmy, ze

(dfK) K'=KnV.

Widaé, ze K" € L(V). Nalez pokazaé, ze Kp = K.
Na mocy warunku (df:K’) mamy, ze K’ C K, stad P(K) C P(K’).
Ale Id(K) = P(K), zatem Id(K) C P(K'). Czyli Kp C Kyx) = K.
Przyjmijmy, ze U = (A, F¥) € K. Na mocy warunku (Vp) U jest
P-dyspersja pewnej algebry T = (I; FZ) € V. Okreélamy w zbiorze U
relacje dwuargumentowa w nastepujacy sposéb:

a~bwtw a,b € A;, dla pewnego ¢ € I.

Widagé, ze relacja ~ jest kongruencja w U oraz ze U/ ~ jest izomorficzna
z Z. Stad T € K, czyli réwniez Z € K'. Zatem U € Dp(K') oraz na
mocy wezesniejszych ustalen mamy, ze U € Kp. Reasumujac K C Kp,
co konczy dowdd. <

Widaé, ze chociaz oba twierdzenia z tej sekcji nie daja pelnej od-
powiedzi na pytanie jak ‘wyglada’ krata £(Vg,), to sam fakt, ze przy
pewnych zalozeniach kraty £(V') oraz P) sy izomorficzne daje pewien
obraz o tym, jaka posta¢ ma krata £(Vg,).



Rozdziat 4

P-zgodne algebry Boole'a

Rozwazmy rozmaito$¢ B algebr Boole’a typu (2,2, 1), gdzie dzialaniami
dwuargumentowymi sg +, -, za$ ' jest dzialaniem jednoargumentowym.
Wiadomo, ze rozmaito$é B algebr Boole’a posiada dwie podrozmaitosci:
rozmaitos¢ B oraz rozmaito$¢ trywialna. Rozmaito$¢ trywialna trady-
cyjnie oznacza¢ bedziemy przez T. Wiadomo, ze jest ona generowana
przez réwnosé x ~ y. Jedli ze zbioru Id(B) wybierzemy tylko réwnosci
zewnetrznie zgodne algebr Boole’a, to rozmaitosé, ktora te identycznosci
wyznacza bedzie wieksza w sensie inkluzji od klasy B. Rozmaito$¢ ta zo-
stala scharakteryzowana w pracy [48]. Wiadomo, ze jedynymi partycjami
zbioru {+, -, } sa:

EBr = {{+} {1 {}}
P = {{+7 '}7 {,}}7
Py = {{'7/ }7 {+}}7
Py ={{+ }{}}
N = {{+7 '7/ }}
Oczywiscie, kazda z klas Bp,, Bp,, Bp, oraz By jest podrozmaitoScia
rozmaitosci Bg,. Korzystajac z lematu 3.2.3 dotyczacego postaci réwno-

$ci tworzacych bazy rozmaitosci wyznaczonych przez wszystkie réwnosci
P-zgodne ustalonego typu otrzymujemy:

WNIOSEK 4.0.1. Réwnosci

rty~ztu, vyxz-u, =y
r+y~zZ,ryxz-u
vy~ r+y~z+u

r+y~z-u, 2~y

AN R A

rty~z-u~v
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tworzq odpowiednio bazy klas:

1. TE:C:

Cul N
~
3

Zauwazmy, ze klasa Bg, spelnia zalozenia twierdzenia 3.5.1. Korzy-
stajac z tego twierdzenia mozna wyznaczy¢ baze dla kazdej rozmaitosci
P-zgodnej algebr Boole’a, gdzie P jest jedng z partycji: Ex, P, P», P3, N.
W pracy [48] baza rozmaitoéci Bp, zostala wyznaczona jednak ina-
czej. Najpierw udowodniono, ze dowolny term ¢ typu (2,2, 1) zmiennych
1, - ,Zy na gruncie By, jest rownowazny termowi ¢* + ¢* lub ¢* - ¢*
lub (¢*)” lub jakiej$ zmiennej z; (gdzie i = 1,--- ,n), gdzie ¢* jest po-
stacig normalng termu ¢ w klasie B. A nastepnie uzywajac tych postaci
normalnych udowodniono w standardowy sposob nastepujace twierdze-
nie:

TWIERDZENIE 4.0.3. Baze rozmaitosci Bg, stanowiq nastepujgce iden-
tycznosci:

xVy=yVux, (1)
TNy =yAux, (1’)
xV(yVz)=(xVy) Ve, (2)
Ny Nz)=(zAy) A, (2))
rAz) =12, (3)

o =, (3)
(xAx)Vy=2xVy, (4
(xVz)ANy=2x Ay, (4"
(xvVz)Vy=zVy, (5
(xAz)ANy=x Ay, (5’
V(zAy)=zVur, (6)



x\/:E/:y\/y/, (7)

x A’ :y/\y', (77)

x/// :x/ (8)

eV (yA(zVe)=aVv(yAz)V(yAv)), (9)
VvV ((yAnz) Vo)) =zV(yVo)A(zVvo)), (97)
zA (YA (V) =zA((ynz)V(yAv), (10)
xA((yNz)Vo))=zA((yVo)A(zVw)), (10”)
(zA(yVz) =(zAy)V(zA2), (11)
(@VyAt) =(zVvy (Vi) (11)
(xva)yVy=zVva, (12)

(A )ANy=a AT, (127
(xVa)YNz=2Az, (13)
(xA2)Vz=2Vz2, (13’)

(xVy) Az= (@' ANY) Az, (14)

(xAy) ANz= (2" VY)Az, (14)
(xVy)Vz= (@ NY)Vz, (15)
(xAy)Vz=('Vy)Vz, (157)

' ANy=zAy, (16)

' Vy=zVy. (16)

Latwo zauwazy¢, ze gdybyémy korzystali z twierdzenia 3.5.1, to uzy-
skaliby$Smy inny zbiér réwnosci, ktéry oczywiscie bytby réwny wskazane-
mu powyzej zbiorowi. Bazy dla klas Bp,, Bp,, Bp, oraz By pominiemy,
gdyz mozna je uzyskac stosujac twierdzenie 3.5.1.

Niech teraz 0 oznacza term z-2’, a 1 oznacza term x+x’. Rozpatrzmy
nastepujace identycznosci:
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0 =1 (17) 1A1=0 (18)
1A1=1 (19) 1'=0V0 (20)
1 = (21) 0=0V0 (22)
"=y (23) v =2 (24)
N =a (25 zVa' =z ANz (26)
rVr=zx (27)

Po pierwsze zauwazmy, ze zadna z tych réwnosci nie jest zewnetrznie
zgodna. Po drugie, kazda z nich spelniona jest w klasie B. Oczywiscie
réwnosci o tych dwdéch cechach jest wiecej, ale interesujace jest to, ze
tylko te réwnosci oraz réwnosci stanowiace baze klasy Bg, wystarcza
aby scharakteryzowaé¢ wszystkie podklasy klasy Bg,.

W pracy [48] udowodniono, ze kazda podrozmaito$¢ rozmaitosci B g,
jest wyznaczona przez sume zbioru Fz(B) i zbioru skladajacego sie z
réwnosci (17)—(27). Postaé kraty £(Bg,;) przedstawiono na diagramie 3.

Jak juz wspomniano, dla dowolnej rozmaitosci K dla kraty przed-
stawionej na diagramie 3 istnieje skonczony podzbioér E, zbioru ztozo-
nego z identycznosci (17)—(27), taki ze K = Mod(Cn(Ez(B) U E)). Dla
przyktadu w przypadku Ky wskazanym w kracie na diagramie 3 mamy
Ky =Mod(Cn(Ez(B) U {(17),(21)})).

Analizujac diagram kraty £(Bg,) wnioskujemy, ze dla trywialnej roz-
maitosdci T krata £(Tp,;) ma postaé przedstawiona na diagramie 4.

Zauwazmy, ze istnienie kazdej z rozmaitosci: T, Ty, Tp,, Tp,, Tp;,
Tg, oraz B, By, Bp,, Bp,, Bp,, B, w kracie £(Bg,) wynika wprost z
wczesniej udowodnionych twierdzen. Natomiast wszystkie pozostate ele-
menty i ich usytuowanie stanowia ceche specyficzna tejze kraty. To, ze
krata £(B) ma jedynie dwa elementy, a w kracie £L(Bg,) jest ich ponad
40 daje nam pewne wyobrazenie o tym, jak ‘duza’ jest klasa Bg, oraz
o tym, ze wybierajac ze zbioru Id(B) tylko réwnosci o pewnej specjal-
nej strukturze otrzymamy klase, o ktérej mozna mysleé, ze jest ‘duzo
wieksza’ niz klasa wyj$ciowa.
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T

Diagram 3. Zgodnie z notacja przyjeta wczedniej, Bg;, Bp,, Bp,, Bp, oznaczaja od-
powiednio klasy wyznaczone przez wszystkie rownosci zewnetrznie zgodne, wszystkie
Pi-zgodne identycznosci, wszystkie Pr-zgodne identycznoéci oraz wszystkie Ps3-zgodne
identycznosci algebr Boole’a. Liczby podane w nawiasach od (17) do (27) oznaczaja
rozmaitosci wyznaczone przez zbiér wszystkich rownosci zewnetrznie zgodnych algebr
Boole’a wraz z identyczno$ciami oznaczonymi za pomoca danej liczy.

Tp,  Tp, Tp,

Diagram 4.



Rozdziat 5

Réwnosci P-zgodne modularnych ortokrat

5.1.  Ortokraty — podstawowe fakty

Rozdzial stanowi przeglad podstawowych wynikéw dotyczacych ortokrat,
ktore sa istotne dla rozwazanych dalej struktur. Podana zostanie charak-
terystyka zaréwno syntaktyczna, jak i semantyczna klasy algebr wyzna-
czonych przez identycznoéci P-zgodne modularnych ortokrat. Opisana
zostanie réwniez krata pewnych podrozmaitosci rozmaitosci MOL g, zde-
finiowanej przez identycznosci zewnetrznie zgodne modularnych ortokrat.
Wigkszoé¢ prezentowanych wynikow dotyczacych rownosci P-zgodnych
pochodzi z pracy [89].

Klasa orthokrat byta badana przez Garretta Birkhoffa i Johna Von
Neumanna ([10]). Orthokraty stanowia semantyke dla tzw. logiki kwan-
towej. W przypadku rozmaitosci M, generowanej przez krate modularng
M, dlugosci 2 o Xy atomach ustalono ([44]), ze kazda podquasirozma-
itos¢ rozmaitosci M, jest rozmaitoscia.

Wiadomo, ze kazdej algebrze odpowiada Con(.A) — krata jej kongru-
encji.

Niech A bedzie relacja diagonalnag w uniwersum danej algebry A. Jak
wiadomo, jest ona najmniejsza kongruencja w kracie wszystkich kongru-
encji A. Przypomnijmy nalezace do kanonu (zob. np. [14, §8]):

TWIERDZENIE 5.1.1. Algebra A jest podprosto-nierozkiadalna wtw A jest
trywialna lub w Con(A)\{A} istnieje element najmniejszy.

Czyli krata kongruencji algebry podprosto-nierozkltadalnej A ma po-
staé przedstawiona na rysunku 5.1.

DEFINICIA 5.1.1. Algebra, ktérej krata kongruencji jest dwuelementowa
zwana jest prostzf’.

4Szczegdly mozna znalezé w pracy [83).
®Pojecie algebry semi-prostej podane na s. 46.
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Diagram 5. Posta¢ Con(.A) — kraty kongruencji algebry A.

Przypomnijmy standardowe:

TWIERDZENIE 5.1.2 ([8]). Niech dana bedzie rozmaitosé K. Kazda alge-
bra A € K jest izomorficzna z podprostym produktem podprosto-nieroz-
ktadalnych algebr nalezgcych do K.

Niech Q(K) oznacza najmniejsza quasirozmaito$é¢ zawierajaca klase
algebr K. W szczegélnosci, gdy K = {2}, piszemy Q(2(). Ponizej po-
dajemy inne pojecie wazne w tym kontekscie. Stosowane bylo w [93] w
odniesieniu grup a pézniej rozszerzono je ogdlnie na przypadek algebr:

DEFINICJA 5.1.2 ([53]). Algebra A zwana jest krytyczng wtw 2 jest pod-
prosto Q(2A)-nierozkladalna.

Przywolajmy:

TWIERDZENIE 5.1.3 ([75]). Skoriczona algebra jest krytyczna wtw nie na-
lezy do quasirozmaitosci generowanej przez jej wilasciwe podalgebry.

TWIERDZENIE 5.1.4 ([75]). Kazda quasirozmaitosé algebr jest generowa-
na przez jej skonczenie generowane algebry krytyczne.

DEFINICJA 5.1.3. Algebra 2 = (A, vV, A, ) w typie (2,2,1) zwana jest
ortokratq wtw (A, V, A) jest krata ograniczong a’ jest antymonotoniczym
uzupelnieniem w zbiorze A.

Przyjrzyjmy sie ponizszym réwnosciom:
zA((zAy)Va )=z Ay (prawo ortomodularnosci)

cAyV(eAz)=(@xAy)V(zAz) (prawo modularnosci)

Dotaczajac prawo ortomodularnoéci do zbioru wszystkich identyczno-
$ci spelnionych w klasie wszystkich ortokrat otrzymujemy réwnosciows
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charakterystyke klasy krat ortomodularnych. Z kolej dotaczajac prawo
modularnoéci do tegoz zbioru otrzymujemy klase wszystkich modular-
nych ortokrat. Niech MOL oznacza klase wszystkich modularnych orto-
krat, z kolei Id(MOL) oznacza zbi6ér wszystkich identycznosci spetnionych
w klasie MOL.

Postepujac za [12] i [75] przyjmijmy, ze MOn dla n € N\{1} oraz
MOw oznaczaja odpowiednio modularne ortokraty z ztozone z 2n i Ng
parami nieporéwnywalnych elementéw oraz ich kreséw — zera i jedyn-
ki. Ponadto, niech MO1 oznacza dwuelementows algebre Boole’a. Dla
kazdego n € N niech MO,, i MO, oznaczaja odpowiednio rozmaitosci
generowane przez ortokraty M On i M Ow. Niech natomiast OML ozna-
cza klase wszystkich krat ortomodularnych.

Przypomnijmy:

DEFINICJA 5.1.4. Rozmaitosé V jest semi-prosta wtw kazda podprosto
nierozkladalna algebra z klasy V' jest prosta.
FAKT 5.1.1 ([60]). Rozmaitos¢ OML jest semi-prosta.

FAKT 5.1.2 ([72]). Rozmaito$é V' typu T jest kongruencyjnie permutowal-
na wtw istnieje term t(x,y, z) typu T, taki Ze w rozmaitosci V' spelnione
$q TOWnoSci:

(M1) ta, z,y) =ty z,x)

(M2) ty,z,x) =y

FAKT 5.1.3 ([75]). Dla termu

t(a:7 y7 Z) ~ f(z7 f(x7 y? Z)7 :1;)7
gdzie
fl@y,2) = (zAy) V(Y A Vy)

spetnione sq¢ w rozmaitosci OML réwnosci (M1) i (M2).
WNnNI0SEK 5.1.1 ([75]). Rozmaitosé¢ OML jest kongruencyjnie permuta-
walna.

Zatem dzigki faktowi 5.1.1 do rozmaitosci OML daje si¢ stosowaé
ponizszy lemat:

LEMAT 5.1.1 ([75]). Niech V bedzie semi-prostg, kongruencyjnie permu-
towalng rozmaitoscig. Kazida skonczona krytyczna algebra A € V' jest
izomorficzna z produktem prostym skonczenie wielu parami nieizomor-
ficznych algebr prostych z V.
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Ostatecznie uzyskuje sie charakterystyke algebr generujacych podqu-
asirozmaitosci rozmaitoéci OML.

FAKT 5.1.4 ([12]). Cigg (M Oy)nen tworzy rosngcy taricuch.

Krata podquasirozmaitosci rozmaitoéci generowanej przez modular-
ne MO,, dla n € N oraz MO, zostala opisana w pracy J. Malinowskie-
go [75].

FakT 5.1.5 ([12]). Algebry MOn dla 1 < n sq jedynymi skorczonymi
podprosto nierozktadalnymi modularnymsi ortokratami.

Stad, ma mocy faktu 5.1.1 otrzymuje sie:

FAKT 5.1.6 ([75]). Algebry MOn dla 1 < n sq jedynymi skonczonymi
prostymi modularnymi ortokratams.

Stad mamy:

FAkT 5.1.7 ([75]). Jedynymi lokalnie skoriczonymi podrozmaitosciami
rozmaito$ci MOL sq rozmaitosci MOL,,, dla n € N oraz MOL,,.

TWIERDZENIE 5.1.5 ([75]). Jedynymi krytycznymi skoriczonymi algebra-
mi MOy, s¢ MOk x MOI, gdziel >k > 0.

5.2.  Syntaksa i semantyka

Przypomnijmy réwnosciowa charakterystyke klasy MOL.

Stata 0 moze by¢ standardowo zdefiniowana, jako sprzeczno$é, czyli
moze by¢ traktowana jako skrét dla z A x’. Podobnie 1 bedzie rozumiana
jako skrot dla x V 2’. PodkreSlmy, ze ani 0 ani 1 nie wystepuja w jezyku.

Jak wiadomo, nastepujace réwnosci typu (2,2, 1) wyznaczaja rozma-
ito$¢ modularnych ortokrat: (1), (1), (2), (2’)

Ve, (28)
A (28)
rzV(xAy), (29)
zrzV(xAy), (29)
Vi ~yVvy, (30)

rAz' =yny, (307)
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zAyV(zAz)=(zAy)V(xAz), (31)
xV1~l, (32)

r ANl =z, (327)

AVAVESRON (33)

2 A0 =0, (33)

xVy) ~a' Ay, (34)

rAy) =2 vy, (34")

7~ . (35)

Wskazemy tylko baze klasy MOLg,. Podobnie postapimy w przypadku
baz dla klas MOLp, gdzie P jest partycja zbioru{V,A,’} rézng od FEz.

Niech ¢(z) = z A1, qu(z) = 2V O, gr(z) = 2 A1, q(z) = 2.
Zauwazmy, ze termy q(x),qv(x),qn(z),q/(x) spelniaja zalozenia twier-
dzenia 3.5.1. Stad otrzymujemy:

WNIOSEK 5.2.1 ([89]). Nastepujace réwnosci typu (2,2,1):

(@AY AL=((zA1)A(yAL)) AT, (36)
(VY Al=((zA1)V(yAL)) AL, (36”)
AL (zA1) AT, (37)
zVy=((zVy) Al) VO, (38)
zAy=((zAy) A1) AL, (38)
2~ (2 A1), (39)
(xVy)ANl=(yVaz)Al, (40)

(z Ay) Al Az) AL, (407)
(xV(yVz)Al=((xVy) Vz)Al, (41)
(x A ANz ((zAy 1, (41)
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(xANZ)ANl=az A1, (427
zAl=(zV(zAy)) AL, (43)
cAl=(xA(zVy)) Al (43")

YN~ (yVy)Aal, (44)

ANx') A1 Ay )AL, (44%)

(AyV(@EAz)ANl=(xzAy)V(zAz)AL, (45)

@V AL~TAL (46)

(xAD)A1I=ax A1, (467)

(xVO)Al=axAl, (47)

(x ANO)AT=OAL, (47)
(zVvy) )AL= (' AyY)AT, (48)
(zAy) )AL= (' V)AL, (48)

P'ANl=zAl (49)

stanowig baze rownosciowq klasy MOLg,.

Jest oczywiste, ze rézne wybory terméw q(z), qv(z), qa(x), q/(z)
moga wyznaczy¢ rézne zbiory réwnoéci definiujacych klase MOLg,. W
kolejnym twierdzeniu podamy odmienny — chciatoby sie rzec bardziej
naturalny — zbidér identycznoéci, ktory réwniez definiuje klase MOLg,.
Istota tego twierdzenia sprowadza sie do wykorzystania faktu, ze niektore
réwnosci definiujace klase MOL, w szczegdlno$ci 1acznoséé i przemiennosé,
sa zewnetrznie zgodne. Zatem w naturalny sposéb te wtasnie réwnosci
powinny by¢ wliczone to zbioru identycznosci definiujacych klase MOL g;.
Pokazemy, 7ze baza wynikajaca z zastosowania twierdzenia 3.5.1 oraz baza
wskazana w ponizszym twierdzeniu definiujg te sama rozmaito$c.

TWIERDZENIE 5.2.1 ([89]). Identycznosci:

rVyryVaz, (50)
TANyRyAz, (50”)

xV(yVz)=(xVy)Vz, (51)
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cA(YyANz)=(xAy)Az, (517)

eV (yn(zVyAt)))=zVv((ynz)V(ynt)) (52)
sAYAEVAD) RezA(YA2)V(yAtL)) (52)
WA EVYAY) =(yAz) V(AL (53)
1vy=~1, (54)

1ANy~yAvy, (54)
OVy=yVy, (55)

0Ny =~0, (557)

(x /\y) Vza (2 VY)Vz (56)

(xAy) ANz~ (@' Vy)Az (567)
(:L'\/y)\/ZN(:L'//\y/)\/Z (57)
(@Vy) ANzr (2" AY) (57")

rVy' ~zVvy, (58)

e Ay ~x Ay, (58)

oraz (3), (3"), (4), (4", (5), (5)), (6), (6"), (7), (7") @ (8) tworzq baze
rownosciowqg klasy MOL g, .

DowOD. Oznaczmy zbiér utworzony z identycznosei (36)—(49) przez B¥,
za$ ten otrzymany z réwnosci (50)—(8) przez B**. Poniewaz kazdy ele-
ment zbioru B** jest réwnoscig zewnetrznie zgodna spelniong w kla-
sie modularnych ortokrat, zas zbiér B* jest baza klasy MOLp,, zatem
Cn(B*) C Cn(B™). Jesli udowodnimy, ze Cn(B*) C Cn(B**), to pokaze-
my, ze zbiér B** jest baza MOLg,. Na mocy (51’) i (50’) uzyskujemy, ze
ré6wnosé (zADA(YALD))AL = (xAy)A((1AT)A1) nalezy do Cn(B**). Po-
nadto, z réwnosci (5’) wynika, ze réwnosé (xAy)A((LA1)AL) = (zAy)AL
nalezy do Cn(B**). Pokazalidmy wiec, ze (36) nalezy do zbioru Cn(B**).
Z kolei dzigki (54’) i (4) mamy, ze (36’) nalezy do Cn(B**). Stosujac
(3) i (54’) wnioskujemy, Ze nastepujace réwnosci sa prawdziwe w klasie
wyznaczonej przez teorie Cn(B*™): 2/ ANl =~ (z Az) ANl =~ (x A1) AL
Zatem (37) nalezy do B**. Na mocy réwnosci (547), (55), (4), (50), (51),
(5) otrzymujemy, ze réwno$é¢ (38) nalezy do B**. Dowdéd faktu, ze (38’)
nalezy do zbioru B** jest analogiczny do dowodu faktu, ze (36) nalezy do
B**. Na mocy faktu, ze réwnosci (54°), (3), (8) naleza do B**, wnioskuje-
my, ze réwniez (39) nalezy do B**. Latwo widaé, ze kazda z identycznosci
(40)—(49) nalezy do zbioru B**, co konczy dowdd. <
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Podobnie jak przy wyznaczaniu bazy dla klasy MOLg, rozwazmy
termy q(z) = x A1, qu(x) =2 V0, gr(x) =2 A1, q¢/(x) = 2. My roz-
wazamy takie termy, chociaz widaé, ze pewne partycje zbioru {A,V,’}
takie jak np. partycja {{A,V},{'}} nie wymagaja ‘zwigzania’ z kazdym
symbolem odpowiedniego termu, tylko z kazdym blokiem. Jesli jednak
wskazemy takie termy jak wyzej, to beda one odpowiednie dla kazdej
partycji P. Zatem klasa wszystkich modularnych ortokrat spelnia zalto-
zenia twierdzenia 3.5.2, czyli mamy nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 5.2.2 ([89], semantyczna charakterystyka algebr naleza-
cych do MOLp). Jesli P jest partycjq zbioru {A,V,’}, to klasa MOLp
rowna sie klasie wszystkich P-dyspersji algebr nalezgcych do klasy modu-
larnych ortokrat.

5.3.  Kraty rozmaitosci

Zauwazmy, ze zbiér Ez(MOL) jest wlasciwym podzbiorem zbioru réw-
noéci Id(MOL), zatem rozmaitos¢ modularnych ortokrat jest wlasciwa
podrozmaitoscig rozmaitosci MOLg,. Oczywidcie kazda podrozmaitosé
klasy MOL jest rowniez wtasciwa podrozmaitosdcia rozmaitosci MOL g,

Niech MO,, dla n € N (MO,,) oznacza modularng ortokrate z 2n
(odpowiednio w) parami nieporéwnywalnych elementéw oraz ich kreséw.
Dla klasy algebr V', przez Q(V') oznaczamy najmniejsza quasirozmaito$é
zawierajaca klase V.

Przyjmijmy, ze liczby 0, 1, 2, ..., nk oznaczaja odpowiednio qu-
asirozmaito$é Q(MOO) (trywialna rozmaitosé), Q(MO1), Q(MO2), ...,
Q(MOn x MOk). W pracy [75] udowodniono, ze krata wszystkich podqu-
asirozmaitoéci rozmaitosci MOw ma postaé¢ przedstawiong na diagra-
mie 6.

Latwo widaé, ze:

o Ex={{n}{VEL{'}}
Pr={{nVEA{}
Py ={{A}.{V}},
Py ={{Vv."},{A}},
N ={{A,V,"}}.

sa wszystkimi partycjami zbioru {A,V,’}.
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Diagram 6.

Niech T oznacza rozmaito$é trywialna typu (2,2, 1). Najmniejsza nie-
trywialna podrozmaitoscia rozmaitoéci MOL jest klasa B wszystkich al-
gebr Boole’a. Zbior wszystkich zewnetrznie zgodnych identycznosci spet-
nionych w klasie modularnych ortokrat jest zawarty w zbiorze wszystkich
zewnetrznie zgodnych algebr Boole’a. Zatem, klasa wyznaczona przez
wszystkie zewnetrznie zgodne identycznoéci algebr Boole’a B, jest jed-
na z podrozmaitosci rozmaitosci MOLg,.

Dla rozmaitoéci V' typu 7 przyjmijmy:

PV) —{K e L(Vp) : Id(K) = P(K)}.
Podobnie jak w pracy [32] wprowadzamy nastepujace oznaczenie:

PMOL) _ fK € £L(MOLp): Id(K) = P(MOL)}.
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Latwo widaé, ze zbior PMOL) 4 relacja inkluzji jako porzadkiem two-

rzy krate. Jak juz wspomnieliSmy wczesniej, istnieje pie¢ partycji zbioru
{V,A,’}. Poniewaz rozmaito§¢ MOL jest F-normalna, zatem mozemy
skorzystaé z twierdzenia 3.2.2. Ponadto, z twierdzen 3.2.1 oraz z 3.6.2
mamy:

TWIERDZENIE 5.3.1. Dla dowolnej partycji P zbioru {A,V,'} krata
PMOL) sest izomorficzna z L(MOL). Wzajemne polozenie krat p(MOL)
w kracie L(MOLg,) przedstawia ponizszy diagram.

Tp,

Diagram 7. Szary obszar taczacy MOL i T oznacza krate wszystkich podrozmaitosci
rozmaitosci MOL. Podobnie, szare fragmenty miedzy MOLp a Tp oznaczaja pMoL)
gdzie P jest jedna z partycji N, Pi, P, P3, Ex. Zauwazmy, ze wszystkie owe szare frag-
menty sa wzajemnie izomorficzne.

Dla dowolnego V' € L(MOL) definiujemy {K € L(Vg,): V C K C
Vi }. Widaé, ze:

V={K¢€L(Vg): VCK CVg}; Q) jest krata.

Mamy zatem gléwne twierdzenie tego rozdziatu:

TWIERDZENIE 5.3.2 ([89]). Dla dowolnej nietrywialnej rozmaitosci V. &
L(MOL) istnieje kratowe zanurzenie kraty B w V, gdzie B jest klasq
algebr Boole’a.

Dowo6D. Niech V' bedzie nietrywialng rozmaitoscia z klasy £(MOL). W
pracy [48] pokazano, ze dla dowolnego K € B istnieje skoriczony zbior Ey
(utworzony sposréd réwnosei (17)—(27)), taki ze K = Mod(Cn(Ez(B) U
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E)). Mozna zauwazy¢, ze dla dowolnych zbioréw E) oraz Es utworzo-
nych z réwnosci (17)—(27), jesli Mod(Cn(Exz(B) U E71)) = Mod(Cn(Ex() U
E»)), to Mod(Cn(Ez(V) U E1)) = Mod(Cn(Ez(V) U E2)). Definiujemy
funkcje o : B — V przyjmujac dla dowolnego K € B:

a(K) = Mod(Cn(Ez(V) U Ey)),
gdzie dla E; spelniony jest warunek
K = Mod(Cn(Ex(B) U Ey)).

Widaé, ze funkcja o jest kratowym zanurzeniem. <

MOLE,

MOL

MO Tr,

Diagram 8. Szare ‘pole’ taczace B i By, oznacza — zgodnie z notacja zaproponowanag
na s. 53 — strukture ({K € L(Bg,) : B C K C Bg,}; C). Szare fragmenty miedzy V a
Vi, jak réwniez miedzy MOL a MOL g, interpretowane sg analogicznie.

Mamy zatem

TWIERDZENIE 5.3.3 ([89]). Krata wszystkich nietrywialnych podrozmaito-
$ci rozmaito$ci MOLg,, ktdre sq generowane przez sume zbioru Ex(MOL)
oraz zbioru wszystkich identycznosci jednej zmiennej typu (2,2,1), jest
izomorficzna z kratqg (L(MOL)\T) x B.

Dowo6D. W standardowy sposéb dowodzi sig, ze algebra A = ({x, 2/, 2V
z,xAx,2”,1,0,1A1,0v0,1,0 2" Vo' ' A2'}, v, A,') jest wolna MOL g,
nad jednoelementowym zbiorem generatoréw {x}. Stad

Ez(MOL) C Id(2).
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Zatem kazda podrozmaitos¢ rozmaitoéci MOLg,, ktéra jest generowana
przez réwnoéci jednej zmiennej, jest wyznaczona przez sumy zbioréw
Ex(MOL) oraz Ey, gdzie Ep jest utworzony sposrdd réwnosei (17)—(27).
Zatem, na mocy twierdzenia 5.3.2 mamy poszukiwana teze. <

Diagram 8 ilustruje rezultat otrzymany w twierdzeniach 5.3.2 i 5.3.3.



Rozdziat 6

Zewnetrznie zgodne identycznosci
MV-algebr

6.1. Wprowadzenie

Jan Lukasiewicz wprowadzil 3-wartosciowa logike zdaniowa (zob. [69])
z jedng wyrdzniona wartoscia, zas J. Lukasiewicz i A. Tarski [71] uogdlnili
te konstrukcje na n-wartosciowa logike (gdzie n jest liczba naturalna lub
réwna sie Ng) réwniez z jedna warto$cia wyrdzniona.

Z kolei C. C. Chang podajac algebraiczny dowdd twierdzenia o petno-
$ci dla nieskonczenie wartosciowej logiki Lukasiewicza wprowadzit MV-
algebry. Algebry Boole’a stanowiace semantyke dla logiki klasycznej sg w
szczegbdlnosci MV-algebrami. Nie jest oczywiscie na odwrdét tzn. nie kazda
MV-algebra jest algebra Boole’a. Celem Changa bylo przeniesienie twier-
dzenia o ideale pierwszym dla algebr Boole’a na przypadek MV-algebr.
Przypomnijmy, ze twierdzenie to stanowi, ze dla dowolnej algebry Boole’a
2l i dowolnych, roztacznych: ideatu I i filtru F w 2 istnieje ideal pierwszy
zawierajacy I, roztaczny jednoczesnie z F'. Twierdzenie to formutowa-
ne w réznych wersjach (np. w wersji relatywnego lematu Lindenbauma,
tzw. lematu Losia-Assera) odgrywa kluczowa role w dowodach twier-
dzen o pelnosci. Chang pokazuje, ze jesli chodzi o symbole +, - oraz ~
réznica miedzy MV-algebrami rozumianymi jako uporzadkowane szostki
(A,+,-,7,0,1) a algebrami Boole’a polega na braku obowiazywania pra-
wa idempotentnoéci dla operacji 4+, podczas gdy w odniesieniu do opera-
cji A, V oraz —, MV-alebry nie musza spetnia¢ prawa wylaczonego srodka.

Aksjomatyzacja logiki 3-wartoéciowej podana zostala przez Wajsber-
ga [117]. Aksjomatyzacja logiki m-wartosciowej, gdzie m # Ny, z dowolna
liczba wartoéci wyrdznionych zaproponowana zostata przez J. B. Rossera
i A.R. Turquette’a (zob. [109]). W [71] padla hipoteza, ze Ro-wartosciowy
rachunek jest aksjomatyzowalny przez aksjomatyczny system z regutami
modus ponens i podstawiania jako jedynymi regutami inferencji, gdzie
aksjomatami sa:



6.1. Wprowadzenie 57

.p—(@—p)

== (g—=7r)=(—r))
(=9 =9 —(g—p) —p)
(p—=q) = (g—=p)—(g—p)
(~p—~q) = (¢ —Dp).

A. Tarski (zob. [115, s. 51]) w przypisie wskazuje na M. Wajserbga ([118])
jako autora, ktory potwierdzit powyzsza hipoteze. A. Rose i J. B. Rosser
udowodnili ja w pracy [108]. Algebraiczny dowdd zostal podany przez
C. C. Changa (zob. [18, 19]). W pracy [62] podano opis implikacyjnych
nadlogik implikacyjnego fragmentu nieskonczenie wielowartosciowej lo-
giki Lukasiewicza, za$ w [63] opisano nadlogiki nieskoriczenie wielowar-
tosciowej logiki Y.ukasiewicza.

W ponizszej definicji podane aksjomaty traktowane sa jako wlasnosci
poszczegblnych operacji na zbiorze A:

T W Do =

DEFINICJA 6.1.1. MV-algebra nazywamy system (A, +,-,7,0,1), gdzie A
jest niepustym zbiorem, 0 i 1 sa wyr6éznionymi elementami zbioru A, +
i - sg dwuargumentowymi dzialaniami na zbiorze A oraz ~ jest operacja
unarng na zbiorze A, przy czym spelnione sg nastepujace aksjomaty:

Axl z+y=y+zx Ax1l. z-y=my-x

Ax2 24+ (y+2) = (x+y)+ = Ax2 z-(y-2)=(z-y) 2
Ax3 z+T =1 Ax3 z-T=0

Axd z4+1=~1 Ax4 z-0=0

Axb x4+ 0=z Ax5 - l=zx

Ax6 (z+y)~T 7 Ax6 (z-y)=T+7

Ax.7T ¢~ (7) Ax8 0O=1

Ax9 zVy=yVez Ax9 zAy=yAzx

Ax10 2V (yVz)= (zVy)Vz Ax10 2 A(yAz) = (x Ay) Az

Ax1l z+ (yAhz) = (x+y) A(z+y) Ax1V - (yVz) = (x-y)V(z-y),
gdzie operacje V oraz A okreslone sg dla dowolnych z,y € A nastepujaco:
cVym(z-7)+y
zAy~(z+7) -y
Przyjmujemy ponadto

DEFINICIJA 6.1.2. Niech MV oznacza klase wszystkich MV-algebr, zas
Id(MV) — zbiér wszystkich réwnosci prawdziwych w MV.
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Juz C. C. Chang pisal, ze powyzsza aksjomatyzacja nie jest najbar-
dziej ‘ekonomiczng’. Podkredlal jednak, Ze jest ona bardzo intuicyjna i
dlatego tez ja przytaczamy. Jest jasne, ze elementy O i 1, jak réwniez
operacje +,- oraz V i A sa wzajemnie dualne. Ponadto, przyjmuje sie
podobnie jak w arytmetyce, ze operacja - wigze silniej niz +.

Wtlasnie z powodu ‘nieekonomicznosci’ powyzszej bazy badane sg in-
ne aksjomatyzacje. W pracy [28] przez MV-algebre rozumie sie dowolna
algebre 2 = (A,0,1,*,®, @) spelniajaca warunki:

Ax12 20 (Yo 2) = (x0y) Oz
Ax13 z0Qy~yoOu

Ax14 z©0=0

Ax15 201~

Ax.16 0* = 1

Ax17 1" =0

Ax18 (" Oy)'ox (Y oz) o
Ax19 zy~ (z* O y*)*.

Wiadomo, ze zbiér Id(MV) wyznacza rozmaitos$é (czyli niepusta kla-
se algebr domknietg na branie podalgebr, homomorficznych obrazéw i
produktéw) i jest nia MV.

Rozwazajac MV-algebry jako struktury typu (2,2,1,0,0) z opera-
cjami +, -, 7,0, 1 mozemy przeformulowaé definicje réwnoéci zewnetrznie
zgodnej i przyjaé, ze
DEFINICJA 6.1.3. Réwno$cé jest zewnetrznie zgodna wtw ma jedng z na-
stepujacych postaci:

(6.1.1) Y1 R P
(6.1.2) ©1+ 2 ~ Y1 + Yo
(6.1.3) P1 P2 2P Po
(6.1.4) o1~ ¢,

gdzie @1, p2, 11,19 sa termami w typie (2,2,1,0,0).

Zauwazmy, ze pewne réwnosci prawdziwe w klasie MV-algebr sa ze-
wnetrznie zgodne, inne nie. Np. prawo przemiennosci  + y ~ y + x jest
réwnoscig zewnetrznie zgodna, natomiast prawo de Morgana (x - y) =~
T + Y nie jest.
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6.2. Syntaksa i semantyka

Szukajac bazy rownosciowej dla klasy MV g,., wygodnie bedzie rozwazac
te klase w typie (2,2,1). Dlatego tez przyjmiemy, ze stala 0 moze by¢
wydefiniowana np. jako x-Z. Rowniez 1 moze by¢ zdefiniowana, np. jako
xr+7.

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 6.2.1. Nastepujgce réwnosci:

Axl. z4+y=y+z Ax1l. 2z y~y- -x

Ax2. z+@y+2)=x+y) +2z Ax2.z-(y-2)~(z-y) 2

Ax3. z+T=Ry+7yY Ax3. v T~y -5y

Ax4. z+1=~1 Ax4'. z-0~0

Ax5. rz+y+0=xz+y AxS .z y-1=x-y
(z+0)-y~z-y (z-+ymaty
Tr0~T r-1~T

Ax6. TH+y+z~T-J+z Axb6. T g+2=(T+7Y)+2
(x+y) 2~ (T 7) 2 (T Y) 2= (T+7)- 2
Tty - 0RT 7 T YyNT+Y

Ax7. T~z Ax8. 0+z~1+2
T+y~z+y D-x~1-z
T-y~x-Y 0~1

Ax9. zVy=yVax Ax9Y. zhNy~yAz

Ax10. zV(yVz)r(zVyVz Ax10. 2A(yAz)=(xAy)Az

Ax1l. (x4 yA2)+t~((x+y)Ax+y)) +t
(@+nz) tr(@+y) A(z+y))-t
z+yAz)~(z+y)A(@+y)

Ax11. (z-(yVz)+t=(z-y)V(z-2)+t
(@-(yva))-t=( -y V(r-z)-t

z-(yVve)=(z-y) V(- =2)
stanowiq baze rownosciowq klasy MV g,.
SzKic DOwWODU. Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 5.2.1 zauwazmy,
ze klasa MV g, spelnia zalozenia twierdzenia 3.5.1. Oznaczmy przez B

zbiér rownosci, ktorego elementami sg wszystkie sposréd réwnosdci Ax.1-
Ax.11 oraz Ax.1'-Ax.11’. Niech za$ B oznacza zbiér réwnosci otrzymany
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z twierdzenia 3.5.1 dla klasy MV g,. Szczegdly dowodu pomijamy, gdyz
sprowadza si¢ on do pokazania, ze Cn(By) = Cn(B3) i jest analogiczny
do dowodu lematu 5.2.1. <

Rozwazmy nastepujacy przyktad.

Przyktad 6.2.1. Niech algebra A = ({0, %Jr, %', 1};+,+,7) jest nastepujaca
dyspersja algebry B = ({0, 3, 1}; +,-,7):

Widag, ze % = %Jr. Zatem réwno$é T ~ x nie jest spelniona w alge-
brze A. Mozna pokazaé, ze algebra ta spelnia natomiast wszystkie row-
nosci zewnetrznie zgodne prawdziwe w klasie MV g,. Klasa ta bowiem
spelnia zalozenia twierdzenia 3.5.2. Zatem mamy nastepujace twierdze-
nie:

TWIERDZENIE 6.2.2. Klasa MV g, jest réwna klasie dyspersji wszystkich
MV -algebr.

Mamy tez oczywiscie twierdzenie ogdlniejsze, mianowicie:

TWIERDZENIE 6.2.3. Dla dowolnej partycji P klasa MV p jest réwna kla-
ste dyspersji wszystkich P-dyspersji algebr z klasy MV.

6.3. Podprosto-nierozktadalne algebry z rozmaitosci MV,,-algebr

W tej sekcji opiszemy wszystkie podprosto-nierozktadalne algebry z klasy
MV,,-algebr.
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6.3.1. MYV,,— rozmaito$¢ MV ,-algebr

R. Grigolia w pracy [45] wyr6znil algebry bedace semantycznymi odpo-
wiednikami logik n-wartosciowych dla 2 < n < Ng. MV,, —klasa MV,-
algebr jest podklasa klasy wszystkich MV-algebr. Klasa ta wyznaczona
jest przez zbioér wszystkich réwnosci prawdziwych w klasie MV-algebr
poszerzony o nastepujace identycznosci:

Ax12. (n—Dz+zx~(n—1)z
Ax12, 2"l p a gl

A dla n > 3, dodatkowo przyjmowane sa aksjomaty

Ax13. ((ja)- (@+((G—1)-2)7) " ~ 0
Ax13. (n—1) (27 + (z - (2971)7)) = 1,

gdzie 1 < j < n — 1 oraz j nie dzieli n — 1.

Otrzymujemy MV,, —klase MV ,-algebr. Tak wiec kazda algebra Bo-
ole’a jest MV, -algebra dla 2 < n < Ny oraz kazda MV,-algebra dla
2 < n < Ny jest MV-algebra.

Niech £, = (L,,+,-,—,1,0), gdzie L, = {0, ﬁ,...,"—:l,l} oraz
dla dowolnych z,y € Ly:

3

e z+y=min(l,z +y),
e r-y=max(0,z+y—1),

ez =1—ux.
Przywolajmy:

TWIERDZENIE 6.3.1 ([45]). Kazda MV, -algebra A jest izomorficzna z
podprostym produktem algebr L,,, gdzie m < n oraz m — 1 dzieli n — 1.

Niech algebra A nalezy do klasy MV, g,.. Wiadomo, ze A jest dys-
persja pewnej algebry Z z rozmaitosci MV,,.
Moga zdarzy¢ nastepujace przypadki (poréwnaj [106]):

1. Jedli |A;] = 1 dla kazdego i € I, to A nalezy do rozmaitosci
MV,,, gdyz kazda funkcja c; wyznacza izomorfizm algebr 7 i A.
Zatem A jest podprosto-nierozkltadalna wtw gdy spelnia warunki
twierdzenia 6.3.1 dotyczacego podprosto-nierozktadalnych MV,,-
algebr.
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2. Jedli |I| = 1 (czyli jest algebra trywialna), to A nalezy do kla-

Sy wyznaczonej przez zewnetrznie zgodne identycznosci typu (2,
2, 1, 0, 0). Latwo udowodnié, ze w tym przypadku algebra A
jest podprosto-nierozktadalna wtw jest algebra 2-elementows zde-
finiowang przez wszystkie zewnetrznie zgodne identycznosci typu
(2,2,1,0,0).

A Aj

0L
1

. Niech |I| > 1 oraz istnieje ¢ € I, takie ze |A;| > 1 (patrz rysu-

nek powyzej). Dla kazdego takiego i definiujemy relacje R; w A
przyjmujac dla a,b € A:

aR;b wtw a = b lub a,b € A;.

Relacja R; jest kongruencja rézna od A. Jesli teraz dane sg rézne
i,j € I, takie ze |A;] # 1 # |A;|, to A jest podprosto-rozkladalna
gdyz R; N R; = A.

. Istnieje dokladnie jeden element ¢ € I, dla ktérego moc zbioru

A; jest rézna od 1 i niech ta moc jest wigksza od 2 (patrz po-
wyzszy diagram). Wtedy dla kazdego a € A;, mozemy okresli¢
kongruencje R(a) przyjmujac dla dowolnych x,y:

zR(a)y wtw x =y lub z,y € A\ {a}.
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Kazda sposrdd relacji R(a) jest kongruencja rézna od A oraz

(] R(a)=A.

fleAiO

Zatem A jest podprosto-rozkiadalna.

C4 (i0) = C.(ig) = C—(ig) = O2

5. Istnieje doktadnie jeden element i € I, dla ktérego A; = {01,023},
gdzie 0q jest rézne od Oz i funkcje ¢y sa okredlone nastepujaco
(patrz powyzszy rysunek):

C. (i) = C.(i0) = C_(ip) = Os.

W tym przypadku rozwazamy kongruencje R" okreglona nastepu-
jaco:
aR bwtwa=>bluba,be A\ {O:}.

Mozemy tatwo sprawdzié, ze
Ry NR =A.
Zatem A jest podprosto-rozkladalna.

Fatwo widaé, ze jedynie nastepujace dyspersje moglyby byé¢ algebrami
podprosto-nierozkladalnymi: istnieje doktadnie jeden element ig € I, taki
ze |Ai,| = 2, powiedzmy A;, = {O1,02} oraz istnieje partycja {Fi, Fa}
zbioru {+,-,—} z blokami Fy, F5 # (), takimi ze ¢y (ig) = Oy dla f € Fy,
(k=1,2).
Okazuje sie, ze powyzsze dyspersje sa podprosto-nierozktadalne.
Mamy zatem nastepujace, gtéwne twierdzenie w tej czedci:
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TWIERDZENIE 6.3.2. Niech A bedzie algebrg z klasy MV, . Algebra A
jest podprosto-nierozkiadalna wtw co najmniej jeden z ponizszych trzech
warunkow zachodzi:

1. A nalezy do rozmaitosci MV ,,-algebr i jest podprosto nierozkladal-
na,

2. A jest 2-elementowq algebrg z klasy zdefiniowanej przez wszystkie
zewnetrznie zgodne identycznodci w typie (2,2,1,0,0),

3. A jest dyspersjq algebry T z klasy MV, -algebr oraz istnieje do-
kladnie jeden element iy € I, taki ze |A;,| = 2, powiedzmy A;, =
{01,042} i istnieje partycja {Fy, Fy} zbioru {+,-,—}, gdzie Fi,
Fy # 0, przy czym cy(ip) = Oy dla f € Fy, (k=1,2).

6.4. Krata rozmaitosci

Widaé, ze Ex(MV) jest wlasciwym podzbiorem zbioru Id(MV). Wniosku-
jemy stad, ze rozmaitos¢ MV-algebr jest wlasciwa podrozmaitoscia roz-
maitoscig MV g,. Oczywiscie kazda podrozmaitosé klasy MV jest réwniez
wladciwa podrozmaitoscia rozmaitoscia MV g,.

Zacznijmy od analizy rozmaitosci MV-algebr.

Dla rozmaitosci V' typu 7 przyjmijmy:

PY) = {K € L(Vp) : Id(K) = P(K)}.

Analogicznie jak w rozdziale wezesniejszym (patrz [32]) wprowadza-
my nastepujaca notacje:

PMY) — [K € L(MOLp): Id(K) = P(MV)}.

Oczywiscie zbior PMV) 7 relacja inkluzji jest krata. W odniesieniu do

klasy MV mozna powiedzieé¢, ze podobnie jak klasa modularnych ortokrat
jest F-normalna oraz rozpatrujac ja w typie (2,2, 1) istnieje pieé¢ partycji
zbioru symboli dziatan podstawowych. Korzystac z twierdzen 6.2.3, 3.2.1
oraz z 3.6.2 otrzymujemy twierdzenie analogiczne do twierdzenia 5.3.1.
Mamy wiec:

TWIERDZENIE 6.4.1. Dla dowolnej partycji P zbioru {+,-,~} krata PMV)

jest izomorficzna z L(MV). Wzajemne polozenie krat PMY) w kracie
LMV g,) przedstawia ponizszy diagram.
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Podrozmaitoéci MV-algebr byly badane przez R. Grigolie, Y. Komo-
ri’ego, A. Di Nola’e, i A. Lettieri. A. Lettieri i A. Di Nola ([28]) podali
réwnosciowa baze dla wszystkich MV-rozmaitosci, podczas gdy Komori
wyznaczyl krate podrozmaitosci rozmaitosci MV-algebr (patrz [63]).

Postepujac za [28] dla dowolnej liczby naturalnej i wiekszej od 1 okre-
$lamy zbior:

(i) ={ne€Z:1<nin dzielii}.
Z kolei, dla niepustego skoniczonego podzbioru zbioru liczb naturalnych
wiekszych od 1, niech

A, J) ={d € 50\ J ()}
Jje€J
W przypadku, gdy J = &, kladziemy:
A(i, J) = 0(4).

Mamy:
TWIERDZENIE 6.4.2 ([28]). Niech V bedzie wlasciwg podrozmaitosciq roz-
maitosci MV. Wtedy istniejg skoriczone zbiory I oraz J liczb naturalnych
wiekszych od 1, takie Z2e I N J # & oraz dla dowolnej MV -algebry 2, 2
nalezy do V wtw A spetnia nastepujgce réwnosci:
(6.4.5) ((n+1)z™)? ~ 22", gdzie n = max{I U J};
(6.4.6) (pxP~ 1"l & (n 4 1)a?
dla dowolnej liczby naturalnej 1 < p < n, takiej ze p nie dzieli Zadnej
liczby ze zbioru I U J;
(6.4.7) (n+1)a? = (n +2)2?, dla dowolnego q € | J A(i, J).

JjeJ
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Przypomnijmy, ze najmniejsza wlasciwg podrozmaito$¢ rozmaitosdci
MV-algebr stanowi klasa algebr Boole’a. Klasa ta jest scharakteryzowana
przez pojedyncza réwnoéé x + = ~ x (to znaczy, w tym kontekscie, aby
wyznaczy¢ klase algebr Boole’a wystarczy rozwazy¢ réwnoéé x + x =~
x oraz wszystkie rownosci spelnione w klasie MV i otrzymamy zbiér
domknaé na operator Cn).

Podobnie jak w rozdziale wczeéniejszym z kazda klasa V' z kraty
L(MV) zwigzmy zbiér {K € L(Vg,): V C K C Vg, }. Oczywiscie jest on
krata, ktéra — jak poprzednio — oznaczymy przez V.

Prawdziwe sa nastepujace dwa twierdzenia, ktérych dowody pominie-
my, ze wzgledu na to, sa analogiczne do dowodéw twierdzen 5.3.2 oraz
5.3.3.

TWIERDZENIE 6.4.3. Dla kaidej nietrywialnej rozmaitosci V- € L(MV)
istnieje kratowe wiozenie kraty B w 'V, gdzie B jest klasq algebr Boole’a.

Twierdzenie to zilustrowano na diagramie 6.4. Chociaz nie jest znany

MVEz

Tp,

Diagram 9. Krata podrozmaitosci rozmaitosci MV g,.

opis calej kraty L(MVgy), to wiemy jak ‘wyglada’ podkrata tej kraty,
ktora jest generowana tylko przez réwnosci jednej zmiennej.
Scidle méwiac, zachodzi nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 6.4.4. Krata wszystkich podrozmaitosci rozmaitosci
MV g, ktore sq generowane przez réwnosci jednej zmiennej jest izomor-
ficzna z kratq T U ((L(MV)\T) x B).
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Po przeanalizowaniu struktury algebr podprosto-nierozktadalnych w
klasie wyznaczonej przez zewnetrznie zgodne identycznosci MV ,-algebr
widzimy, ze istnieje calkiem sporo— jesli wolno tak rzec — réznych ty-
péw algebr. Mozna to wigzaé z faktem, ze krata £L(MV pg,) jest réwniez
stosunkowo duza i— jak mozna zauwazy¢ — dos¢ skomplikowana. Ana-
liza ‘horyzontalna’ — wyrdzniajaca rozmaitoéci opisane przez Y. Komo-
riego, A. Di Nole i A. Lettieriego oraz analiza ‘pozioma’ — wskazujaca
na korelacje z klasg algebr Boole’a, moga by¢ traktowane jako czedcio-
we rozwiazanie naszkicowanego na poczatku sekcji problemu. Wydaje sie
jednak, ze wielce prawdopodobna jest nastepujaca:

HipOTEZA. W kracie LMV g;) nie ma innych elementow niz te, ktorych
istnienie wynika z powyziszego twierdzenia.



Rozdziat 7

Zdaniowe systemy zewnetrznie zgodne
logiki klasycznej

7.1. Relacja powiazania Epsteina

Rozwazania przedstawione w tej czesci stanowia kontynuacje dotychczas
zaprezentowanych badan, tym razem jednak zastosowanych do dziedziny
logiki zdaniowej. Jesli chodzi o geneze prezentowanych idei, mozna na-
wigzywaé zaréwno, do poszukiwan relewantystow, ktérzy zmierzaja do
idealnej formalizacji zwiazku wynikania, w ktorym to w przestankach
nie powinno by¢ nic ponad to, co konieczne do wyprowadzenia danego
wniosku jak i badan w zakresie formalizowania wynikania zachowujace-
go informacje (zob. [95]). Ponadto, mozna nawiazywaé tez do pomystu
Epsteina ([30, r. ITI}) dotyczacego relacji powiazania (relatedness) ozna-
czanej symbolem ‘R’. Przypomnijmy warunki naktadane na relacje R.

R1 R(A, B) wtw R(~ A, B),
R2 R(A4,BAC) wtw R(A,B — C)
R3 R(A, B) wtw R(B, A)
4 R(4,A)
R5 R(A,BAC) wtw R(A, B) lub R(A,C)
Jak wniosek otrzymuje sie, ze:

R(A,B — C) wtw R(A, B) lub R(4,C)

Warunki R1 i1 R2 wyrazaja fakt, ze zaréwno wyrazenie i jego negacja oraz
koniunkcja dwdch wyrazen i ich implikacja sa powiazane z tymi samymi
wyrazeniami. Relacja R jest zdefiniowana aksjomatycznie i kazda rela-
cja w zbiorze formul, ktora spelnia powyzsze warunki otrzymuje nazwe
relacji powigzania.
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Epstein formuluje miedzy innymi nastepujacy lemat:

LEMAT 7.1.1 ([30, s. 67]). Dla dowolnych zdani A, B, R(A, B) wtw istnieje
zdanie atomowe C', ktore wystepuje w A oraz istnieje zdanie atomowe D,
ktore wystepuje w B, takie Ze R(C, D).

Powyzszy lemat eksplikuje nature relacji powiazania zachodzacej mie-
dzy dwoma formutami, sprowadzajac ja do poziomu sktadowych atomo-
wych. Podobnie jak to ma ogdlnie miejsce w logice, o pozostawaniu w
relacji o charakterze logicznym decyduje struktura, albo przynajmniej
niektoére jej sktadowe.

W naszym przypadku— przy sformutowaniu bazowego systemu—
kluczowsg cecha bedzie posiadanie tego samego funktora gtéwnego. Pozo-
staje do rozstrzygniecia, czy owo obostrzenie powinno by¢ nakladane na
wszystkie spdjniki, czy moze przynajmniej w pewnych kontekstach po-
winna by¢ wyjeta spod owego ograniczenia implikacja. Problem polega
na tym, ze — jak ma to czesto miejsce w przypadku wielu rachunkéw lo-
gicznych — implikacja odgrywa podwdéjna role: z jednej strony jest spoj-
nikiem zdaniowym, z drugiej za§ —ze wzgledu na naszg inklinacje do
traktowania jej jako odpowiednika wnioskowan — oddawaé¢ moze zacho-
dzenie wynikania. Tu niestety pojawia sie trudnosé polegajaca na tym,
ze nie zawsze wynikanie — przez jakas wersja twierdzenia o dedukcji —
przektada sie na prawdziwos¢ zdania implikacyjnego. Co wiecej, moze
sie zdarzy¢, ze pojecie, ktore staramy sie eksplikowaé, nie jest nawet do-
mkniete na regute odrywania. Jak zobaczymy, obie te trudnoéci pojawia
w przypadku pojecia zewnetrznej zgodnosci.

7.2.  System dla réwnosci zewnetrznie zgodnych algebr Boole'a

Przejdziemy teraz do przedstawienia zagadnienia systemow zewnetrznie
zgodnych.

Przypomnijmy, ze semantyka algebraiczna stanowi jedno z waznych
narzedzi stuzacych do adekwatnego opisu logik zdaniowych. Majac na
uwadze rozmaitosci algebr P-zgodnych powstaje pytanie o postaé oraz
opis odpowiadajacych im logik zdaniowach. Przykladowo, klasa algebr
Boole’a odpowiada — jak wiadomo — za semantyczny opis zdaniowej lo-
giki klasycznej. Juz wspominaliSmy, ze rozpatrujac tylko niektére spo-
$roéd rownosci charakteryzujacych algebry Boole’a otrzymujemy nadklase
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klasy wszystkich algebr Boole’a. Odpowiada im pewna logika. Powstaje
naturalne pytanie — jaka?

Baze réwnosciowa rozmaito$ci wyznaczonej przez identycznosci ze-
wnetrznie zgodne algebr Boole’a przedstawiono na s. 40

Oczywiscie mozna rozpatrywaé wszystkie tautologie struktur spetnia-
jacych te réwnodci, gdzie zbiorem warto$ci wyrdznionych sg 1-ki odpo-
wiadajace najbardziej zewnetrznym operacjom danego termu. Niestety
tatwo widaé, ze zbiér formut stanowiacy zawartosé¢ tak otrzymanej ma-
trycy nie jest zbyt interesujacy.

7.2.1. Semantyka matrycowa

Dla kompletnosci rozwazan przypomnimy standardowy sposéb generowa-
nia logiki przez interpretacje formul zdaniowych w algebrze (zob. [122]).

DEFINICJA 7.2.1. Niech dana bedzie algebra 2 = (A, f1,..., fn) oraz
zbiér D C A.

1. Warto$ciowaniem (interpretacja) w algebrze 2 nazywamy dowolna
funkcje przeksztatcajaca For w A, przy czym dla dowolnych formut
B, Ci§e{AnV,—}

v(B§C) = fi(v(B),v(C)),

gdzie fy jest interpretacja funktora § oraz

v(~ B) = f~(v(B)),

gdzie f. jest interpretacjg funktora ~.

2. Matrycq nazywamy dowolna pare uporzadkowana 9t = (2, Doy),
gdzie A = (A, f1,... fn) jest algebra, za§ Doy C A jest zbiorem
wartosci wyrézinionych.

3. Méwimy, ze formula A jest spelniona w matrycy M = (A, Doy),
przy warto$ciowaniu v (ozn. M =, A) wtw

v(A) € D.
4. Formula A jest tautologia matrycy MM = (A, Doy) (ozn. M = A)
wtw dla kazdej interpretacji v w matrycy 9, 0 =, A.

5. Zbiér wszystkich tautologii matrycy nazywamy zawartos$cig ma-
trycy.
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Dla zinterpretowania formuly w algebrze musimy dokonaé¢ wyboru
odpowiednich funkcji okreslonych w zbiorze bedacym uniwersum danej
algebry. Ponizej rozwazymy jedng z algebr podprosto-nierozkladalnych
w rozmaitosci zewnetrznie zgodnych algebr Boole’a.

Niech dana bedzie algebra € = ({17,17,0}, +¢, ¢,’¢) W typie (2, 2,

1), gdzie
0 oilex=0=y
Ttey =
1T w pozostalych przypadkach.

1" oilez,ye{1T,1"}
€T o —
ey 0  w pozostatych przypadkach.

, {1" oilex=0
e —

0  w pozostatych przypadkach.

Oczywiscie bedziemy przyjmowad, ze interpretacjami dla spdjnikéw A, V
oraz ~ bedg odpowiednio +¢, ‘¢, ¢. Jak to ma zwykle miejsce najwigk-
szg trudnosé¢ przysparzaé¢ bedzie implikacja. Rozwazymy jako mozliwg
interpretacje dla spéjnika —, funkcje f_¢ okreslong dla dowolnych x,y
jako:

foe(z,y) = a6 +ey

Rozwazmy wiec matryce:
mt@ = <<{1+7 1.,7 0}7 +e¢, e, /67 f—>€>7 {1+7 1/}>

Latwo zauwazy¢, ze zawartoscig powyzszej matrycy jest logika klasyczna.
Dla dowodu stosownego twierdzenia wprowadzimy funkcje translacji h

przyjmujac:

DEFINICJA 7.2.2. Niech h bedzie funkcja okreglong na zbiorze {17,170}
o warto$ciach ze zbioru {1,0}, przy czym dla dowolnego = € {1%,17,0}:

+ 1
h(z) = 1 dlaze {1717},
0 dlaz=0.

Wprost z okreélen otrzymujemy nastepujacy:

FakT 7.2.1. Dla dowolnego wartosciowania v w matrycy Mg zachodzi:
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1. dla dowolnych formut A, B
h(v(~A)) = 1-h(v(A))
h(v(A§B)) = h(v(A))f h(v(B)),

gdzie § € {\,V,—}, za$ f§CL jest funkcjg binarng wyznaczajgcg
klasyczng interpretacje danego spojnika §.
2. how jest klasycznym warto$ciowaniem formut.

Niech CL oznacza zbiér wszystkich tez zdaniowej logiki klasycznej.
Otrzymujemy:

WNIOSEK 7.2.1. Zawarto$cig matrycy Mg jest CL.

Dowo6D. Niech A € CL. Wezmy dowolne warto$ciowanie v w matrycy
Me. Gdyby v(A) = 0, to howv(A) = 0, co dzieki faktowi 7.2.1 przeczy
zalozeniu. <

Przypomnijmy, ze podobnie, jak to miato miejsce w sekcji 6, otrzy-
mujemy ponadto, ze:

FAKT 7.2.2. € jest algebrg podprosto-nierozkladalng w rozmaitosci ze-
wnetrznie zgodnych algebr Boole’a.

Dowdd pomijamy, gdyz przebiega on podobnie do dowodu w przy-
padku rozmaitosci zewnetrznie zgodnych MV-algebr.

W dalszych rozwazaniach sprobujemy odmiennie rozwinaé idee P-
zgodnosci dla logik zdaniowych. Tym razem odniesiemy ja bezposrednio
do formut logiki zdaniowej. Ponizej podajemy przyktadowe tezy, ktére —
jak sie wydaje — oddaja idee zewnetrznej zgodnosci. Dodatkowo rozpa-
trujemy reguly, ktére zachowuja te ze wlasnosé. Catoéé wiec mozna okre-
$li¢ mianem systemu. System ten okreslimy formalnie.

7.3.  System zewnetrznie zgodny logiki klasyczne;j

Jako czesciowa odpowiedZ na pytanie o podsystemy zewnetrznie zgodne
rozwazymy pewien podsystem logiki klasycznej. Moze on by¢ zaliczo-
ny do swego rodzaju rachunkéw relewantnych, gdzie relewancja dotyczy
spojnikow gtéwnych poszczegdlnych tez.

Wartoéci logiczne oznaczymy jak w definicji 7.3.1. Rozwazane poni-
zej wersje wartosci logicznych 1 i 0 informowaé¢ nas beda, co jest funk-
torem gléwnym formuty, ktorej przyporzadkowuje sie — odpowiednio —
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warto$¢ prawdy badz falszu. Ponadto, indeks gérny ‘+’ wskazuje, ze
funktory gléwne obu argumentéow danego funktora gléwnego sa jedno-
ksztaltne, indeks ‘—’ informuje o tym, ze funktory te sa rézne. Celem
zachowania domknietosci zbioru tez na regute odrywania, w przypadku
formut implikacyjnych bedziemy musieli odrobine zmodyfikowaé powyzej
opisang strategie przyporzadkowywania wartosci logicznych.

Rozwazmy matryce:

DEFINICJA 7.3.1. Niech
Meze = {1,0,1"F,177,0%, 1Y%, 1Y7,0¥,17F,177,07,17,07}
Dewt = {171/\+71V+71_>+71N}
mext = <<Mext7m7w737N7>7D61‘t>7

gdzie operacje s, W, =, ~ zadane zostaly odpowiednio na diagramach
10, 12, 13 i 14.

Jak widaé, podane definicje to odpowiednio zmodyfikowane klasyczne
tabelki zero-jedynkowe.

[~ 1 Jo 1M1 Jor[1IvF[1v-Jov[17F 17— Jor [ 1~ Jo~
I [ Jor 1[I Jor (I I Jor [ I I Jor J1A- o8
0 oM Jor T oM oM [or[or [ or Jor] of [ o8 Jor ] or JoN

1/\+ 1/\— O/\ 1/\+ 1/\+ 0/\ 1/\— 1/\— 0/\ 1/\— 1/\— 0/\ 1/\— 0/\

1A= 17— oA 1A 1A+ on 1A= 1A= oN 1A= 1N oN 1A= on
0r o~ Jor] ot [ or Jorfor [ or Jor[ oM o oM oN 0N

1\/+ 1/\— 0/\ 1/\— 1/\— 0/\ 1A+ 1/\+ 0/\ 1/\— 1/\— 0/\ 1/\— 0/\

1\/— 1/\— 0/\ 1A— 1/\— OA 1/\+ 1/\+ 0/\ 1A— 1/\— 0/\ 1A— OA
oV o~ Jor ot [or Jor oM oM Jor[ oM [ or oM or 0N

1~>+ 1/\7 0/\ 1A7 1/\7 0/\ 1/\7 1A7 0/\ 1A+ 1A+ 0/\ 1A7 0/\

1o [ v o [ [ Jor Mt At Lo [ 1M [ 0N
0~ 0r 0N ] 0 oM oM ] o 0~ [0~ ] 07 0" 0~ ] 0~ | 0N
1~ 1"~ Jor 1A 1A for 1A A o 1A 1A o 1Mt o
0~ 0r 0N ] 0 0r oM ] 0" 0~ [or ] 0 0" 0| 0N | oN

Diagram 10. Definicja A

Diagram 11 przedstawia rozumienie formul implikacyjnych, przy kté-
rym otrzymamy wszystkie implikacyjne formuly zewnetrznie zgodne jako
doktadnie te, ktére naleza do zawartosci matrycy.

Jednak to dopiero diagram 14 przedstawia taki sposéb rozumienia
implikacji, ktory zapewnia domknieto$¢ zbioru formut stanowigcych za-
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(- Lt [ o [ [o [IF 1" [0o" JIPF[i>" [ 07 [ 1~ [ 0~ ]
1 17+t 0 177 |17 | 07 177 |17 | 07 177|177 | 07 177 | 07
0 = |11 i |1 i 1 i1 11 1 1
™10 [17F[1°F [0 |17~ |17 | 0° |17 |17~ |0 |17 | 0
1A= 17— 0~ 17+ | 171 0~ 17 [ 17 0~ 17 [ 17 0~ 17— 0—
OA 1=— 17— 1—‘+ 1—>+ 1—>+ 17— 17— 17— 17— 17— 17— 1—— 1=—
v+ 17— 0~ 17 [ 17 0~ 1=+ | 17F 0~ 17 [ 17 0~ 17— 0~
V- 177 | 07 177 |17 | 07 17F 17 ] o0 177 |17 | 07 177 | 07
oV = 1 |11 1|1 =F 1= F 1 1= 1 1= |1
r 17| 0° |17 [1° | 0° |17 |17~ | 0° |[1°F [1°F | 0° |1° | 07
17— 17 0~ 17 | 17— 0~ 17 | 17— 0~ 1=+ [ 17T 0~ 17 0
0 17— 17— 17— 17— 17— 17— 17— 17— 1~>+ 14>+ 14>+ 17— 17—
1~ 17— 0~ 17— 17— [ 17— 17— [ 17— 17— 0 ]~>+ 0
0~ 17— 17— 17— 17— 17— 17— 17— 17— 17— 17— 17— 1+ 1T

Diagram 11. Definicja —

(v 1 [0 JUIFim]or [IF]Iv-] 07 [P 127 [0 [[17 [0 ]
1 WF T IVF 1V 1V 1V [ 1V 1V |1/ V= V= V- T1V [ 1V
0 v+ oV V=11 o V=11V o V= | 1v- oV [ 1v- | oV
1/\+ 1\/7 1\/7 1V+ 1V+ 1\/+ 1\/7 1\/7 1\/7 1\/7 1\/7 1\/7 1\/— 1\/—
1/\— 1\/— 1\/— 1\/+ 1V+ 1\/+ 1\/— 1\/— 1\/— 1\/— 1\/— 1\/— 1\/— 1\/—
0/\ l\/— 0\/ 1V+ 1V+ OV l\/— 1\/7 O\/ 1\/7 1\/— OV l\/— 0\/
1\/+ 1\/— 1\/— 1\/— lv— 1\/— 1\/+ 1\/+ 1\/+ 1\/— 1\/— 1\/— 1\/— 1\/—
1V7 1\/7 1\/7 1V7 1V7 1\/7 1\/+ 1\/+ 1\/+ 1\/7 1\/7 1\/7 1\/— 1\/—
0V V=l oy [y v oy JvE]1ve ] oV V=1V oV [1v-] o
1*}‘# 1\/7 1\/7 1V7 lv— 1\/7 l\/f 1\/7 1\/7 l\/+ 1\/+ 1\/+ 1\/7 l\/7
17— 1\/— 1\/— 1\/— lv— 1\/— 1\/— 1\/— 1\/— 1\/+ 1\/+ 1\/+ 1\/— 1\/—
0 l\/7 0\/ 1V7 lv— OV l\/f 1\/7 O\/ ]\/+ l\/+ OV ]\/— 0\/
1~ 1\/7 1\/7 lv— lv— lv— 1\/7 1\/7 1\/7 lv— 1\/7 1\/* 1\/+ 1\/+
0~ V=1 oV 1V | oV V= 1v= 1 oV - |1V 0 1Vr [ o~

Diagram 12. Definicja V

| [~ 1
1o
S

{0~
[0~
v
1\/+ 0~
= [0~
o
= [0~
- o~
1
T~ [0~
" [

Diagram 13. Definicja ~

warto$¢ matrycy na regule odrywania. Zatem wlasciwa definicje inter-
pretacji dla funktora implikacji prezentujemy na diagramie 14.
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(= [t [ o [ [o [IF 1= [0o" JIPF[ir" [0~ [ 1~ [ 0" ]
1 17+t 0 177 |17 | 07 177 |17 | 07 177|177 | 07 177 | 07
0 1~>+ 1=+ 1= 1=~ 17— 1= 1=~ 17— 1= 1=~ 17— 17— 1=~
1M+ 17= | 07 17t 17 ] 0 177|177 | 07 177 |17 | 07 177 | 07
=110 [17F[1°F [0~ |17 |[1°- | 0° |17~ |17 |0~ |17 | 0~
OA 17— 17— 1—$+ 1—>+ 1—>+ 17— 17— 17— 17— 17— 17— 1—— 17—
vF|1==(o0° [17-[17- [0~ [1°F |17~ | 0° [1°- |17~ |0~ |17 | 0~
V- [17- | 0 |17 |17~ | 0° |[1I°F 12T [ 0° |17 |17 ] 0° |17 | 0”
0\/ 1=~ 17— 1—— 1=~ 17— 1=+ 1—+ 1=+ 1—— 1=~ 17— 1= 1=~
1>Hf17 ] 07 177|177 | 07 177 |17 | 07 17F 17 ] 0 177 | 07
== |17 J o0 (1717 [0~ 17— [1°- [ 0° |[1°F 17T |0~ |17 | 07
0 17— 17— 17— 17— 17— 17— 17— 17— 1~>+ 14>+ 14>+ 17— 17—
- lo> 1> 1>~ Jo> |17~ 17>~ |Jo> |17 17~ ]o> [17°F] 0~
0~ 17— 17— 17— 17— 17— 17— 17— 17— 17— 17— 17— 1+ 1T

Diagram 14. Ostateczna definicja —

Jak zwykle, stosujac indukcje ze wzgledu na ztozonoé¢ formuty otrzy-
mujemy:

FakT 7.3.1. Dla kazdego warto$ciowania zmiennych istnieje dokiadnie
jedna interpretacja w matrycy, bedgca jego rozszerzeniem.

Odnotujmy, ze
Uwaga 7.3.1. Obcigcie funkcji = do zbioru {177,177,07} pokrywa si¢
z definicja implikacji w matrycy G Godla, przy interpretacji 171, 17~
i 07 odpowiednio jako 1, % io0.
DEFINICIJA 7.3.2. Niech CLg, bedzie zbiorem wszystkich formul A, ta-
kich ze M.yt =, A, dla dowolnego wartodciowania v, takiego ze v|var C
{0,1}.

Oczywiscie widaé, ze zamiast mowié¢ o prawdziwosci w matrycy moz-
na okredli¢ rozwazany system za pomocg pojecia interpretacji. Dla la-

twiejszego sformulowania warunkéw definicyjnych owej interpretacji po-
nizej okreslamy funkcje f oraz nieostry cze$ciowy porzadek w Meys.

DEFINICIA 7.3.3. Niech f bedzie funkcja okreslona na zbiorze M, o war-
tosciach ze zbioru {0, 1}, gdzie dla dowolnego x € M,y

1 dlaxe {IM, 1V 17+, 1V= 170 17, 177}

f =
@ =10 dla z € {0Y,07,0~Y.

DEFINICJA 7.3.4. Przyjmijmy nieostry czeéciowy porzadek <y, W zbio-
rze Mgy, ktory przedstawiamy za pomocs diagramu Hassego na rysun-
ku 15.
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1 1A 1V 1—=+ 1~

0 or 0v 0~ 0~

Diagram 15. Czesciowy (nieostry) porzadek w zbiorze Megt

Przez Vm,,, 1 Am,,, oznaczamy odpowiednio kres gérny i dolny
w zbiorze Mgz;.
DEFINICJA 7.3.5. 1. Dowolna funkcje v: Var — {1,0} nazywamy
(klasycznym) wartoéciowaniem zmiennych.
2. Eaxt-interpretacjq (w skrécie: interpretacjq) nazywamy dowolna
funkcje V': For — M., ktéra spelnia nastepujace warunki:
(a) dla kazdej zmiennej a, V(a) € {1,0}, czyli V|var jest warto-
Sciowaniem zmiennych,
1" oile V(A) Aw,,, V(B) jest okreslone
i1="£(V(A) M., V(B))
(b) V(AAB)= 41", oile nie jest okreglone V(A) Am.,, V(B)
i1=min{f(V(4)),f(V(B))}
0",  oile 0 = min{f(V(A)),f(V(B))}

1VF, o ile jest okreglone V(A) V.., V(B)
iV(A)=V(A) Vv, V(B)
(¢) V(AV B)=<{1V~, oile nie jest okreglone V(A) V.., V(B)
i1=max{f(V(A4)),f(V(B))}

0v, oile 0 =max{f(V(A)),f(V(B))}

17+, oile V(A) <., V(B)

177, o ile nieprawda, ze V(A) <um.,, V(B)
(W= V() < HV(B))

07, oilef(V(A)) > f(V(B))

1™, oile 0 =f(V(A)
0~, oilel=1(V(A)

SMéwimy o klasycznym wartoéciowaniu zmiennych, gdyz teoretycznie moglibyémy
rozwazaé funkcje przyjmujace dla zmiennych inne niz 1 i 0 wartosci.

ext

(o) V(NA)_{ ji.




7.3. System zewnetrznie zgodny logiki klasycznej 7

Na mocy okreslen widaé, ze:

FakT 7.3.2. Dla dowolnej formuty A, A € CLg, wtw dla kaidej ext-
interpretacji V., V(A) € Deyt.

Powyzszy fakt uzasadnia mozliwo$é pomijania przedrostka ‘ext’ w
nazwie ‘ext-interpretacji’.

Zauwazmy, ze nie kazda funkcja ze zbioru formut w uniwersum alge-
bry M., jest interpretacja. Przyjmowana bowiem warto$¢ informuje nas
o postaci formuly, ktéra interpretujemy. W przypadku zmiennych zda-
niowych sg to wartosci 0 i 1, i tylko te wartosci moga by¢ przyporzadko-
wywane zmiennym. Przyjety sposéb selekcji nie jest czyms wyjatkowym.
Podobnie postepujemy np. przy definiowaniu iloczynu kartezjanskiego
nieskonczonej ilosci zbiorow.

Ponizej zaprezentujemy przykiady tez systemu CLg,. Poniewaz kaz-
da z nich jest tautologia klasyczna, wiec na mocy lematu 7.3.10 wartosc¢
interpretacji V' od owych formul nie moze naleze¢ do zbioru {0", 0¥, 07,
0~}. Istotnie, w przeciwnym razie istnialoby wartosciowanie — w postaci
funkcji f o V' — falsyfikujace te formute, czyli nie bytaby ona tautologia
klasyczna.

LEMAT 7.3.1. Dla dowolnych A, B, C nastepujgce formuly bedgce wa-
riantami prawa tozsamosct sg tezami CLg,.

(pr.tozs.) A— A

(pr.tozs.i) (~CvC)—(A— B))— (A— B)
(pr.tozs.ii) (~(CAN~C)— (A— B)) = (A— B)
(pr.tozs.iii) (C—=C)—(A—B))— (A— B)
(pr.tozs.iv) (C—=C)n(C—-C)—=(A—B))—(A—B)

DowOD. Ad (pr.tozs.) — widad, ze na przekatnej w tabeli przedstawio-
nej na diagramie 14 wszedzie wystepuje 177 € Dyy.

Ad (pr.tozs.i). Przypusémy nie wprost, ze V((pr.tozs.i)) = 177,
czyli V((~C v C) —» (A — B)) =17" oraz V(A — B) = 177. Ale
pierwsza réwno$¢ nie moze sie zdarzyc.

Przypadek (pr.tozs.ii) dowodzimy analogicznie.

Ad (pr.tozs.iii). Niech V((pr.tozs.iii)) = 177, czyli V((C —
C) = (A — B)) = 17" oraz V(A — B) = 177. Ale jak uprzednio
ustaliliémy, V(C — C) = 177, zatem V(A — B) = 17", co daje
sprzecznosc.
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Ad (pr.tozs.iv). Niech V((pr.tozs.iv)) =177, czyli V((C — C) A
(C—C)— (A— B) =171 oraz V(A — B) = 177. Ale wida¢, ze
V((C—C)A(C— C))=1" zatem V((C - C)A (C = C) = (A —
B)) = 17~ — sprzecznos¢. <

LEMAT 7.3.2. Dla dowolnych A, B, C i D nastepujgce formuly bedgce
wariantami prawa poprzedzania sq tezami CLg,.

(pr.symi) (A— B)— ((C —D)— (A— B)),

(pr.symii) (A= AA = 4) = (BSC)) = (DY E) — (BEC)),
LSy dla § € {AV, )

DowOD. Ad (pr.sym.i). Przypusémy, ze V((pr.sym.i)) = 17~. Na mocy
okreslenia funkcji = znaczy to, ze V(A — B) = 17" oraz V((C — D) —
(A — B)) =17. Ale to by znaczylo, ze V((A — B)) = 177, co daje
sprzecznosc.

Ad (pr.sym.ii). Zalézmy, ze V((pr.sym.ii)) = 17~. Zatem V((A —
A{(A — A) — (B§C)) = 17" oraz V((D§E) — (B§C)) = 17
Zatem V(DSE) = 157 i V(B§C) = 187, Ale V((A — A)§(A —
A)) = 18%, stad, skoro V((A — A)§(A — A) — (B§C)) = 17+, za-
tem V(B §C) = 13T — sprzecznosé. <

LEMAT 7.3.3. Dla dowolnych A, B, C i D nastepujgce podstawienie pra-

wa sylogizmu Fregego (pr.syl.Fr) oraz prawo sylogizmu hipotetycznego
(pr.s.hip) sq tezami CLg,.

(pr.sylFr) (A= (B—(C—=D)))—=((A—B)— (A— (C— D))
(pr.s.hip) (A-B)—»(B—=C)—(A—0))

DowOD. Ad (pr.syl.Fr). Rozwazmy formule o postaci (A — (B —
(C - D)) — ((A— B) = (A— (C = D))). Rozwazmy przypadek,
ze V((pr.syl.Fr)) = 177. Na mocy okreslenia funkcji = znaczy to, ze
V(A (B—->(C—=D)=1""VA—-B) =1"TiV(A - (C —
D)) = 17~. Zachodza wiec nastepujace mozliwosci:

1. V(A)=17"1iV(B— (C—D))=1"1,
2. V(A)=17"1iV(B— (C—= D)) =171,
3. V(A)=17"iV(B— (C—D))=1"",
4. V(A)=0"7iV(B— (C—D))=1"1,
5. V(A)=07iV(B— (C—D))=1"",
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6. V(A) =0 i V(B — (C — D)) = 0.

Ad 1. Mozliwosé pierwsza nie moze sie zdarzyé, gdyz ze
wzgledu na zalozenie, iz V(A — B) = 17T, otrzymaliby$my, ze
V(B) = 17" oraz V(C — D) =17% ale V(A — (C — D)) =
177, wiec mieliby$my, ze V(C — D) = 177~ — sprzecznos¢.

Ad 2. Poniewaz V(A — B) = 17", wiec V(B) =17~ lub
V(B) = 17*. Rozwazmy pierwszy przypadek. Poniewaz V(B —
(C = D)) = 17" wigc V(C — D) =17~ lub V(C — D) =
17*, jednak w kazdym z tych przypadkéw V(A — (C — D)) =
17" whrew wyjsciowemu zalozeniu. Jesli z kolei V(B) = 171,
to V(C = D) = 17" i znéw V(A — (C — D)) = 171, gdyz
V(A)=1"".

Ad 3. Skoro V(A — B) = 17", zatem V(B) = 17" lub
V(B) = 177. W pierwszym przypadku V(C — D) = 177. Ale
V(A) =177, wiec V(A — (C — D)) = 17" — sprzecznosé¢. Gdy
V(B) =177, sytuacja, ze V(B — (C — D)) = 17~ nie moze si¢
zdarzy¢, gdyz ogélnie V(C — D) € {177,177},

Ad 4,51 6. Widaé, ze na mocy definicji funkcji =, skoro V(A) =

07, V(A= (C—=D))=1"".
Ad (pr.s.hip). Zalézmy, ze V(pr.s.hip) = 17~. Na mocy okresle-
nia funkcji = znaczy to, ze V(A — B) = 177, V(B —» C) =171 i
V(A — C) = 17, Poniewaz V(A — B) = 17", wiec na mocy okre-
$lenia funkcji =, formuly A i B maja ten sam funktor gléwny badz
sa zmiennymi. Podobnie, ze wzgledu na fakt, ze V(B — C) = 171,
wnioskujemy, iz B i C' maja ten sam funktor gléwny badz — odpowied-
nio wzgledem formut A i B—sa zmiennymi. Przypu$émy, ze funktorem
tym jest implikacja — przypadki pozostalych funktoréw dwuargumen-
towych analizujemy analogicznie. Poniewaz V(A — C) = 177, wiec
V(A) = 17T i V(C) # 17", Ale z faktu, ze V(A — B) = 177"
i V(B — C) = 17", wnioskujemy iz V(B) = 17" oraz V(C) = 171,
co daje sprzeczno$é. Dodajmy, ze przypadek, w ktorym A i C sa obie
zmiennymi, badz obie sa formulami negacyjnymi, nie moze sie zdarzy¢,
gdyz mielibysmy V(A),V(C) € {1,0} lub V(A),V(C) € {17,0™} wiec
w obu tych przypadkach V(A — C) € {17F,07}. <

Dla A € For\Var przez fg(A) oznaczmy funktor gtéwny formuty A.
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LEMAT 7.3.4. Dla dowolnych A, B, C, D i E nastepujgce klasyczne
tautologie sq tezami CLg,.

(A=A NA—-A) —>BANC)—

(pr-kon) S(DAE) = (DAE)A(BAC)
(kom™) ANB—BAA

(kom") AVB—BVA

(dotacz.kon) (A=-B)—=(ANC —-BAC)
(dotacz.alt) (A-B)—(AvC—-BV(Q)
(pr.os.i) (A= AANA—A)—(BANC)) —

(DAE)— (BAC))
(r.add.) AN B, o ile fg(A) = fg(B) oraz A, B € CL.

DowoD. Ad (pr.kon). W przypadku, gdy V (pr.kon) # 1771 mieliby-
Smy, ze V (pr.kon) = 1777. Na mocy okreslenia funkcji = otrzymujemy,
e V(A A NA—=-A) —>BANC)=1"",V((DANE)— (DA
EYAN(BAC)=17",ceyli V(DA E)=1"iV(DAE)A(BA
C)) = 177, Ale ze wzgledu na okreslenie funkcji A widaé, ze dowolna
formuta koniunkcyjna, w szczegdlnosci D A E'i B A C, przyjmuje warto-
$ci ze zbioru {1,177 0"}, zatem mamy, ze V((D A E) A (B A C)) €
{170}, Uzyskujemy sprzeczno$c.
Ad (kom”). Rezultat jest oczywisty, gdyz dla dowolnych a,b € M
mamy, ze a Ab=bMa.
Ad (kom"). Podobnie, jak w przypadku (kom"), latwo widzimy, ze
funkcja W jest przemienna na zbiorze M.
Ad (dotacz.kon). Zatézmy, ze V(A — B) - (ANC - BAC)) =
—~. Na mocy okre§lenia funkcji = znaczy to, ze V(A — B) = 1771
iVIANC —-BAC)=17",czyi V(AANC)=1"TiV(BAC)=1"".
Stad mamy, ze V(A) = V(C) = 1 lub V(A4),V(C) € {1",1""} 1ub
V(A),V(C) e {1VT,1V=} Iub V(A),V(C) € {17+, 17} lub V(A) =
V(C) =17 Ale V(A — B) = 17, czyli V(B) = V(C) = 1 lub
V(B),V(C) € {1" 1"} Tub V(B),V(C) € {1V*,1V=} lub V(B),
V(C)e {17, 17"} lub V(B) =V(C) =17, zatem V(B A C) = 1"t —
wbrew zalozeniu.
Ad (dotacz.alt). Zalézmy, ze V(A - B) - (A v C — BV
C)) = 177. Na mocy okreslenia funkcji = mamy, ze V(A — B) =17"
iVIAVC—-BVC)=1"7",ezyliV(AVC)=1"TiV(BVvC)=1"".
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Stad mamy, ze V(A),V(C) € {0,1} lub V(A),V(C) € {0", 1", 1"}
lub V(A),V(C) € {0V,1V*,1V-} lub V(A4),V(C) € {07,17F, 17} lub
V(A),V(C) € {07,17}. Ale V(A — B) = 177", zatem V(B),V(C) =
{0,1} lub V(B),V(C) € {0", 1,17} lub V(B),V(C) € {0Y, 1VH,
1Y~} ub V(B),V(C) € {07,177, 17~} lub V(B),V(C) € {0~,17},
zatem V(B V C) # 1V~ — sprzeczno¢.

Ad (pr.os.i). Zal6zmy, ze dla pewnej interpretacji V' w modelu My,
V(A=A NA—=A)— (BANC) = (EANF)— (BAC)) =177,
czyli V(A - A)AN(A — A) - (BAQC)) =17TiV(EAF) —
(BAC)) =17, zatem w szczegdlnosci mielibySmy, ze V(BAC) = 177,
ale V(A = A AN(A = A) =1, czyli V(A= A) A (A= A) —
(BAC))) =177 —sprzecznosé.

Ad (r.add.). Widaé, ze dla dowolnej tautologii o postaci A" A A”
i dowolnej interpretacji V' w modelu M.,y mamy: V(4" A A”) € {1,
1"}, zatem dla dowolnej interpretacji V: V((A'§A”) A (B'§B")) =
1"*. Podobnie postepujemy, gdy funktorem gtéwnym formut A i B jest
negacja. <

LEMAT 7.3.5. Dla dowolnych formul A i B, jesli A — B jest tautologig
klasyczng, to ~ B — ~ A € CLg,.

DowOD. Ze wzgledu na okreslenie funkcji ~, V(~ A), V(~B) € {07,
1™}, zatem V(~B — ~A) € {07, 17"}, Gdyby zatem istniala in-
terpretacja V' w matrycy M., taka, ze V(~B — ~A) = 077, to na
mocy lematu 7.3.10 i okreslenia funkcji z definicji 7.2.2, mielibySmy, ze
Vof(~B — ~A) =0, co przez kontrapozycje daje sprzecznosé. <

LEMAT 7.3.6. Dla dowolnych formut A i B nastepujgce klasyczne tauto-
logie sq tezami CLg,.

(pr.niesp) ~(AN~A)
(pr.wyt.sr) ~AV~~A

(pr.kontr) (A= B)— (~B—~A)
(kontr.sym) ~~vA—A) >~ A
(sil.pp.-podst.) ~o~ A=~ A
(st.pp.-podst.) ~A—~~vA

(s. kontr.zm) (~a— ~b) = (b—a),

gdzie a, b sqg dowolnymi zmiennymi.
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DowoOD. Ad (pr.niesp). Widaé, ze jesli V(A) € {1, 1"+, 17—, 1VH,
V=, 17, 177}, to V(~A) = 0~ i dalej V(A A ~A) = 0", a Stqd
V(~(A AN ~A)) = 17. Podobnie, gdy V(A) € {0, 0", 0¥, 07, 0™},
V(~A) =17, astad V(~(A A NA)) =17

Ad (pr.wyt.sr). Na mocy okreslenia funkcji ~, V(~ A),V(~~ A) €
{0~,1~} oraz V(~ A) = 0~ wtw V(~~ A) = 1~ a stad, na mocy definicji
funkcji W otrzymujemy, ze V(~ AV ~~A) = 1VT.

Ad (pr.kontr). Zalézmy, ze V((A — B) — (~B — ~A)) =17".Na
mocy okreslenia funkcji = znaczyloby to w szczegélnosci, ze V(~ B —
~A) = 177, ale to nie jest mozliwe gdyz V(~A),V(~B) € {0~,1™}
astad V(~B—~A) e {07,171}

Ad (kontr.sym), (sil.pp.-podst.), (st.pp.-podst.)— przypadki
te wynikaja z lematu 7.3.5

Ad (s.kontr.zm). Przypu$émy, ze pewnej interpretacji V' i zmien-
nych a, b mamy: V((~a — ~b) — (b — a)) = 177, czyli w szczegblnosci
V(b — a) = 177, ale taka mozliwosc nie istnieje (istotnie, dla dowolnych
zmiennych a i b, V(b — a) € {1,0}). <

Przyjmijmy oznaczaé formuty
Np /\ ~ pr
(~pA~p) A~(pA~p)) = (vp A~ ~p),
odpowiednio za pomoca 1, Ly, L_,.

LEMAT 7.3.7. Dla dowolnych A, B, C', D i E nastepujgce klasyczne
tautologie sq tezami CLg,.

(pr.DSA) 1ln—BAC

(pr.DSy) lyv—=BvVvVC

(pr.DS,) 1, (B—=C)

(pr.osy) AVB— (AVB)V(CVD)

(pr.osp) ANB = (AANB)A((CV~C)N(CV~C))

(r.doabs.) ((A—=B)— ((C—=C)—~(C—=0)))—~(C—=0))
— (A — B)

(r.p.) (A= B)—= (~~(C—=C)—>~(C—=C))— (A— B),
gdzie A — B € CL,
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DowOD. Ad (pr.DS,), (pr.DSy) i (pr.DS_,)— widaé, ze dla dowolnej
interpretacji V' zachodzi V(L) <wm,,, V(BAC), V(Ly) <m,,, V(B V
), V(Ly) €<m,,, V(B — C), dla porzadku <y1,,, z definicji 7.3.4, gdzie
B i C sa dowolnymi formutami.

Ad (pr.osy). Na mocy okreSlenia funkcji W mamy, ze V(A V B),
V(C Vv D) e {1V*,1V=,0v} Zatem V(AV B — (AV B)V (CV D)) ¢
{1V*,0V}, a poniewaz (pr.osy) jest tautologia klasyczna, wiec w przy-
padku, gdy V(AV B) € {1V*,1V~}, mamy: V(AV B — (AV B)V (CV
D)) =1V+.

Ad (pr.osa). Dla dowolnej interpretacji V' w modelu Mg,; mamy
V(CV ~C) e {1VT,1V"}, wobec tego na mocy okreslenia funkcji a
widzimy, ze V((C'V ~C) A (CV ~C)) = 1", zatem latwo widaé, ze
V(AANB) <m,,, VAANB)AN((CV~C)A(CV~C(C))), dla dowolnej
interpretacji V' w modelu Mgy;.

Ad (r.doabs.). Poniewaz formula (r.doabs.) jest znéw tautolo-
gia klasyczna, zatem na mocy lematu 7.3.10, dla dowolnej interpretacji
w V w matrycy M., oraz okreslenia M., zachodzi V((((A — B) —
(C—C)—~(C—=0C)))—=~(C—0C)—=(A—B)e {1717}
Przypus$émy, ze dla pewnej interpretacji V' zachodzi: V((((A — B) —
(C—=C)—>~C—=0C)) »~C—=0C) = (A— B)) =17, czyli
V(A — B) - ((C - C) - ~(C = Q) - ~(C — C)) =17F
i V(A — B) =17". Poniewaz V(C — C) =17, zad V(~(C = O)) =
0~, zatem V((C — C) - ~(C — C)) = 07 astad V(A — B) —
(C—=C)—= ~C —=0C))) =07, czyli V((A— B) = (C = C) —
~(C = ())) = ~(C = (C)) =177, co daje sprzecznosc.

Ad (r.p.). Niech V bedzie dowolna interpretacja. Na mocy zalozenia
o formule (A — B) i lematu 7.3.10 mamy, ze V(A — B) € {17T, 17~ }.
Z kolei na mocy okreslenia dziatan w matrycy Mg,y mamy: V(~~(C —
C) - ~(C — C)) = 07, zatem réwniez V((A — B) — (~~(C —
C) - ~(C = C)) =07, czyli V((A — B) =» (~~(C = C) —
~(C—=0C)) = (A—=B)=1"". <

LEMAT 7.3.8. Zbior CLg, jest domkniety na:
requte odrywania

A— B, A

(MP) o=
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requte symplifikacji

A§B

(BS) (C3D) > (45B),

gdzie § € {\,V,—} a C, D € For,
w sposob trywialny na reqgute Dunsa Szkota

A~ A
D )
(RDS) =<,
regule dolgczania alternatywy
A§B

(RDA)

(A§B) Vv (C§D)’
requle dylematu alternatywnego

AV ~B

(RDyIA) TAS~B

DowOD. Pokazemy, ze reguly zachowuja wartosci wyréznione. Dla (MP)
widzimy, ze wprost z okreslenia funkcji = widaé, ze jesli V(A — B) =
177, to oile V(A) = 1, 1", 1V, 171 badz 17, to V(B) réwna sie
odpowiednio 1, 1M, 1Y+ 177F badz 17.

Z kolei w przypadku reguty (RS), jesli V(A§ B) = 17T, to poniewaz
V(C§D)e {17, 177,07}, zatem V((C§D) — (A§B)) =1"".

Reguta (RDS) zachowuje wartosci wyréznione w sposéb trywialny,
gdyz nie jest mozliwe by formuly A i ~ A jednoczes$nie przyjmowaly
wartosci wyrdznione dla jakiej$ interpretacji.

Rozwazmy przypadek (RDA). Jedli V(A§B) = 18+, to ze wzgledu
na fakt, ze V(C§D) € {13+,15~,0%}, z definicji w kazdorazowo mamy,
iz V(A§B) Vv (C§D)) =1"".

Przy uzasadnieniu dowodzonej tezy dla reguly (RDylA) wystarczy
zakladajac, ze dla pewnego warto$ciowania V, V(A V ~ B) = 1VT po-
kazaé, iz V(~A — ~B) = 17", Przyjmijmy wiec, ze V(AV ~B) =
1V*. Poniewaz V(~B) € {1™,0™}, zatem na mocy okreslenia funkcji
w mamy, ze V(A) € {1~,0™}. Stad przez okreslenie funkcji = mamy:
V(~A— ~B)e{17F,07}. Wobec tego dzieki lematowi 7.3.10 i fakto-
wi, ze reguta RDylA jest niezawodna na gruncie logiki klasycznej mamy;,
ze V(~A—~B)=171. <
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Dowody dla faktu, ze ponizsze formuly naleza do systemu CLg, po-
mijamy.
(pr.s.hip.kom) (B—=-C)—= ((A—=B)—(A—0))
(idY) AVA—-AVA
(id") (ANB)— (ANA)A(BAB)
( ~) ~A—~(CA~C)
(sympl) ~AANB—=~CA~C)AB
(symp") AV B — (~CV~~C)
( 0) (AVB)AD — (~CV~~C)AD
( ) (A= B)—= (C—(0)
(symp”,) (A-B)AD— (C—C)AND
(symp”) AANB—= ((C—=C)A(C—(0))
(symp/) (ANB)AD — (C—=C)AN(C—=C))AND
Teraz odniesiemy sie do zwiazku prezentowanego systemu z ideg ze-

wnetrznej zgodnosci. W tym celu sformutujmy nastepujaca definicje, wy-
korzystana de facto w Slowie wstepnym.

DEFINICIA 7.3.6. Formulg zewnetrznie zgodng nazywamy

1. dowolna zmienna zdaniowa,

2. dowolna formule postaci B§C, gdzie B,C € For, § € {A, V, =}
oraz fg(B) = fg(C).

3. dowolng formutle postaci ~ B, gdzie B € For.

Zbiér wszystkich formul zewnetrznie zgodnych oznaczamy przez Forgy.

LEMAT 7.3.9. KaZda formula, ktéra przy jokims$ wartosciowaniuv w ma-
trycy Moy przyjmuje wartosé wyrézniong jest formulq zewnetrznie zgod-
ng.

DowOD. Dla dowodu postulowanej tezy, pokazemy, ze dla dowolnej in-
terpretacji V' w matrycy M., oraz dowolnej formuly A takiej, ze V(A) €
{1,1M, 1V 17F ) 17}, A jest formula zewnetrznie zgodna. Na mocy
okredlenia formuty zewnetrznie zgodnej, kazda zmienna zdaniowa oraz
kazda formula negacyjna jest zewnetrznie zgodna. Przypomnijmy ponad-
to, ze na mocy samego okreslenia dziatlan w matrycy M., dla formul o
postaci BAC, BV C, B — C dla dowolnego warto$ciowania V' zachodzi
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odpowiednio: V(B A C) € {1, 1M,0"}, V(B v C) € {1V+,1V=,0V},
V(B—C)e {17,170~}

Rozwazmy wigc formute postaci B A C, taka ze V(B AC) € {1,1",
1Y+, 17%, 1~} Na mocy okreslenia funkcji 4 wiadomo, ze V(B A C) =
1M, ezyli albo V(B) = V(C) = 1, albo V(B),V(C) € {1, 1"},
albo V(B),V(C) € {1V*,1V~}, albo V(B),V(C) € {17",17~}, albo
V(B) = V(C) = 1~. Na mocy okreslenia operacji w matrycy M, oraz
definicji 7.3.6 pojecia formuly zewnetrznie zgodnej, w kazdym z tych
przypadkow, formula B A C jest zewnetrznie zgodna.

Przypu$émy teraz, ze dla formuly o postaci B V C, zachodzi V(B V
C) € {1,1M, 1Y+ 17% 1~} Na mocy okredlenia funkcji A wiadomo,
ze V(B V C)=1Y", czyli albo V(B),V(C) € {1,0}, albo V(B),V(C) €
{1,177 ,0M}, albo V(B),V(C) € {1V*+,1V=,0V}, albo V(B),V(C) €
{17T,177,07}, albo V(B),V(C) € {17,0™}. Znéw na mocy okreslen
operacji w matrycy M., oraz definicji pojecia formuty zewnetrznie zgod-
nej, w kazdym z tych przypadkow, formuta B vV C' jest zewnetrznie zgod-
na.

Na koniec przeanalizujmy przypadek formuty o postaci B — C'. Niech
V(B — C) € {1,1M, 1V*, 17F 17}, stad V(B — C) = 171, Czyli
V(B) <m.,, V(C) oraz albo V(B),V(C) € {1,0}, albo V(B),V(C) €
{1M,177,0M}, albo V(B),V(C) € {1V*,1V7,0v}, albo V(B),V(C) €
{17+,177,07}, albo V(B),V(C) € {17,0™}. Ale znéw w kazdym z
wymienionych przypadkéw, formuta B — C' jest zewnetrznie zgodna. <

Mamy stad:

WNIOSEK 7.3.1.
CLEx - FOI‘EX.

Widaé, ze przy dowolnej interpretacji w matrycy 9Mc,;, przeciwobraz
zbioru D.g; jest maksymalnym zbiorem formul zewnetrznie zgodnych.
Scidle, mamy nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 7.3.1. Dla dowolnej interpretacji V- w matrycy Met © do-
wolnej formuly A takiej, ze V(A) € {1",1V=,17~} ze zbioru {A} U
VoHL M 1V 17F, 1) jest wyprowadzalna czysto-odrywaniowo jakas
formuta, ktora nie jest zewnetrznie zgodna.

DowOD. Dla formul, ktére przeksztalcane sg na jedng z dwdch wartosci
ze zbioru {1~ 1V~ } teza jest oczywista, gdyz na mocy samego okre$lenia
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dziatan w matrycy M.,¢, kazda taka formuta, sama nie jest zewnetrznie
zgodna.

Przypu$émy zatem, ze V(A) = 17~. Teze pokazujemy stosujac ro-
zumowanie rekurencyjne. Na mocy okreslenia funkcji = zachodzag dwie
mozliwosci: albo formuta A nie jest formula zewnetrznie zgodng, albo
jest formula zewnetrznie zgodna i ma postaé B§C, gdzie § € {A,V,~}
oraz V(B) =18+ iV(C) =15,

Zatem przez odrywanie otrzymujemy formute C', ktéra znéw albo nie
jest formula zewnetrznie zgodna, albo ma posta¢ implikacji, jak uprzed-
nio formuta A. <

Mamy:

FAKT 7.3.3. Nie kazda klasyczna tautologia, ktora jest formulq zewnetrz-
nie zgodng, nalezy do zawartosci matrycy Meyt-

Istotnie, tatwo widaé, ze przykladowo formula (p — p) — (p —
p A p) nie jest teza systemu 9M.,¢, choé¢ na mocy definicji jest formula
zewnetrznie zgodna.

LEMAT 7.3.10. Dla dowolnej interpretacji V. w matrycy My, funkcja
foV jest klasycznie rozumianym wartosciowaniem formud.

Mamy stad:

WNIOSEK 7.3.2. Kazda formula nalezgca do zawartosci matrycy Moy
jest tautologiq klasyczng.

DowOD. Pokazemy, ze jeli formuta nie jest tautologia klasyczna, to nie
nalezy do zawartosci matrycy Mezs.

Niech dana bedzie formuta A, ktéra nie jest tautologia. Istnieje wiec
klasycznie rozumiane warto$ciowanie v takie, ze v(A) = 0. Rozwazmy
interpretacje V' w matrycy Mg, indukowana przez v|y,y. Poniewaz na
mocy okreslen, dla dowolnej zmiennej a € Var mamy:

f(V(a)) = v(a),

zatem dowodzac indukcyjnie ze wzgledu na ztozonoéé formuty tatwo po-
kazujemy, ze dla kazdej formuly B zachodzi

f(V(B)) = v(B),
ale to w szczegdlnosci znaczy, ze f(V(A)) = v(A). Gdyby V(4) € {1,
M AT VR 1Y 17T 17 1) to f(V(a)) = 1, ezyli v(A4) = 1.
Zatem A nie nalezy do zawartosci matrycy e,;. <
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FAKT 7.3.4. Nastepujgce formuly nie sq¢ tezami systemu CLg,.

(stpp) (~~p—=q) — (p—q)

(silpp) (p—>r~~qg) = (—9q)

(pr.sym.i’) (p—=p) = ((pAp) — (p— D))
(pr.syl.Fr') (p—=pAp) = ((p—=p)— (AD)) —

(p—=pAp)—=>(@—=p)—>(@—=pAP) = (PAD)
Odnotujmy tatwy w dowodzie:

FAKT 7.3.5. Dla dowolnej tautologii klasycznej A i dowolnej interpretacji
V' w matrycy Meze mamy: V(A) € {1 1A 1VF 1V= 17+ 177 17

Mamy wiec nastepujaca charakterystyke koniunkcyjnych i alterna-
tywnych tez systemu CLg,:

WNIOSEK 7.3.3. Dla dowolnej formuly A o postaci koniunkcji B A C':
A € CLg; wtw B,C € CL ¢ dla pewnych formult By, By, Cy,Cs za-
chodzi jeden z nastepujgcych warunkow

1. B=By — By oraz C = C; — Cj,

2. B=B1ABy oraz C =Cy NCy,

3. B=B1V By oraz C =C;1 Vs,

4. B=~ DB oraz C = ~ (1.

Dla dowolnej formuty A o postaci koniunkcji BV C':

A € CLg, wtw A € CL ¢ dla pewnych formut By, By, Cy,Cs zachodzi
jeden z nastepujgcych warunkow

1. B=By — By oraz C = Cy — (9,
2. B=B1ABy oraz C =Cy ACy,
3. B=B1V By oraz C =C;1 Vs,
4. B=~ DB oraz C = ~(].

Innymi stowy:

WNIOSEK 7.3.4. KaZda zewnetrznie zgodna teza logiki klasycznej, o po-
stact B AC bgdzZ BV C jest tezg CLg,.

Widac, ze

FAkT 7.3.6. System CLg, nie jest domkniety na podstawianie.
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DowOD. Mamy, ze formuta (~p — ~¢q) — (¢ — p) € CLg,, podczas
gdy (~~p — ~q) = (¢ = ~p) € CLg,. Istotnie, wystarczy zauwazy¢,
ze dla warto$ciowania v takiego, ze v(p) = v(q) = 1, mamy V(¢ — ~p) =
177, V(~v~p = ~q) = 177, zatem V((~~p — ~q) — (¢ = ~p)) =
17 <

Niestety klopot polega na tym, ze nawet, gdybyémy podstawiali za
wszystkie zmienne, formuly o tej samej strukturze, to i tak mozemy
otrzymadé formute, ktéra nie jest zewnetrznie zgodna. Przyktadowo, roz-
wazmy prawo eksportacji:

(pAg—=r1)—=>(—(@—1))

W tej postaci nalezy ono do CLg,. Jednak podstawienie

(pApP)AN(ADP)— (pAp) = ((pApP)— ((pAP) = (PAD)))

nie jest juz teza CLg,.

Do kwestii podstawiania wrécimy jeszcze na koncu rozdzialu o zda-
niowych systemach P-zgodnych.

Przez indukcje ze wzgledu na zlozonosé formuty pokazujemy, tacznie
dowodzac trzech implikacji, ze:

FakT 7.3.7. Dla dowolnej formuly A i dowolnych interpretacji Vi, Vi:

1. jesli Vo(A) € {1,1M, 1+, 17F, 17}, to Vi(A) € {1,1, 1V+,
17+, 17,0, 00, 0¥, 07, 0~}.

2. jesli Vo(A) € {1°, 1V=, 177}, to Vi(A) € {17, 1V—, 17—, 0",
0¥, 0}

3. jesli Vo(A) € {1/, 1Y+, 17T}, to V(A) € {17, 1V+, 17+, 0,
0¥, 07}

Mamy stad kolejne trzy wnioski.

WNIOSEK 7.3.5. Niech A bedzie dowolng formulg. Jesli istnieje interpre-
tacja Vy taka, ze Vo(A) € {1,1", 1V, 17F, 1™}, to dla kazdej inter-
pretacji V. zachodzi, ze V(A) € {1,1", 1V+ 17*, 1~ 0, 0", 0V, 07,
0~}.

WNIOSEK 7.3.6. Niech A bedzie dowolng formulg. Jesli istnieje interpre-
tacja Vi taka, ze Vo(A) € {17, 1V~, 177}, to dla kaidej interpretacji
V zachodzi, ze V(A) € {17, 1V=, 17~, 0, 0V, 07 }.
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WNIOSEK 7.3.7. Niech A bedzie dowolng formulg. Jesli istnieje interpre-
tacja Vy taka, ze Vo(A) € {1, 1V*, 1%}, to dla kazdej interpretacji
V' zachodzi, ze V(A) € {1, 1V, 17F 0", 0, 07 }.

7.4. Wynikanie logiczne

Jak zwykle, w oparciu o matryce mozna okresli¢ relacje konsekwencji.
Naturalnym wymogiem w przypadku relacji semantycznej konsekwencji
jest zachowanie warto$ci wyréznionych przy przechodzeniu od przesta-
nek, do konkluzji. Narzucany zazwyczaj jest wiec warunek o postaci:

Jesli X = A, to dla dla dowolnego wartosciowania v

() v(X) € D = v(A) € D,

gdzie D, to zbiér warto$ci wyrdznionych. Jednak warunek <> dla roz-
wazanej przez nas matrycy wyprowadza relacje konsekwencji poza to,
co obowiazuje dla logiki klasycznej. Rozwazmy zbiér {~p V p} jako X
oraz g \ ~q— jako formule A. Latwo widaé, ze gdyby warunek ()
mialby by¢ traktowany jako réwnowaznosé, to istotnie zachodzitoby, ze
{~pVp}E qgA~q. Jest tak, gdyz dla kazdego wartoSciowania v mamy,
ze v({~pVp}) N D = &. Przy takim rozumieniu wynikania logiczne-
go kazda formuta, ktéra nie jest zewnetrznie zgodna traktowana bylaby
jak sprzecznos¢ w logice klasycznej, czyli prowadzitaby od przepelnienia
zbioru konkluzji. Podany wiec przyklad pokazuje, ze istnialyby nawet
tautologie klasyczne, z ktorych wynikataby kazda formuta. Takg role
przyktadowo odgrywataby dowolna formuta (w tym réwniez tautologia),
ktora nie jest zewnetrznie zgodna. Jej obecno$é¢ wsréd przestanek powo-
dowalaby strywializowanie zbioru konsekwencji danego zbioru.

Kwestie zwigzane z tego rodzaju konsekwencja wydaja sie interesu-
jace, jednak wykraczaja poza ramy niniejszej pracy.

Inna mozliwosé jesli chodzi o rozumienie relacji konsekwencji, to taka
by rozpatrywaé nastepujace dwuetapowe sformutowanie:

DEFINICJA 7.4.1. Dla dowolnych X C For i A € For mamy: X |=cr,, A
wtw dla dowolnej interpretacji w matrycy 9:
1. jesli V(X) C {1 1A 1V F 1V 17T 177} to V(A) € {1,1",
1\/+7 1—>+7 1~7 1/\—7 1\/—7 1—>—}7
2. jesli V(X) C {1,1M, 1V 17F 17}, to V(A) € {1,1M) 1V,
17+ 1~}
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Dla relacji konsekwencji wskazanej w powyzszej definicji zachodzi
semantyczny odpowiednik twierdzenia o dedukcji.

LEMAT 7.4.1. Niech X C For i A, B € For, fg(A) = fg(B) oraz niech dla
dowolnej interpretacji V- w matrycy M, V(A) € {1, 1M, 1V, 171, 17,
0, 0, 0v,07}. Wowczas

X U{A} ):CLEI B wtw X ):CLE(E A — B.

DowODp. Niech X C For i A,B € For oraz X U {A} |=c1,, B. Roz-
wazmy dowolng interpretacje V i zalézmy, ze V(X) C {1,1", 1V*,
177, 1™} Jesli V(A) € {0, 0", 0¥,07}, to przez zalozenie, ze fg(A) =
fg(B) mamy: V(A — B) € {1,1M 1Y+ 177 17} Jedli zas V(A) €
{1, 1M, 1Y+, 177 1™}, to na mocy zalozenia i przyjetej definicji wy-
nikania V(B) € {1,1",1V*, 17% 1~} zatem réwniez V(A — B) €
{1, 1M1V 17,17} Jedli z kolei V(A) € {177,1V~, 177}, to przez
definicj¢ 7.4.1 i zalozenie mamy, ze V(B) € {1,1" 1V*+ 17% 17,
1", 1Y7, 177}, a to znéw wystarcza to stwierdzenia, ze V(A — B) €
{17 1/\+7 1\/+7 1—>+7 1N}

Zalézmy teraz, ze V(X) C {1, 1M 1VF 1V= 17F, 177} Tym
razem wystarczy pokazaé, ze V(A — B) € {1,1", 1V+ 17+, 1~ 17,
1V=, 177 }. Znéw jesli V(A) € {0, 0", 0¥,07}, to na mocy zalozenia, iz
fg(A) = fg(B) otrzymujemy, ze: V(A — B) € {1,1", 1V* 177 17}
Jesli zas V(A) € {1,1",1V*, 177 1™}, to na mocy zalozenia i przyjetej
definicji wynikania V(B) € {1,1", 1V* 17t 1~ 1M 1V, 177} a
to wystarczy do konstatacji, ze V(A — B) € {1,1", 1V*+ 17F 17,
1", 1V=, 177} Jesli na koniec V(A) € {17,1V~, 177, 1™}, to przez
definicje 7.4.1 i zalozenie mamy, ze V(B) € {1,1", 1Vt 17+ 1~ 17|
V=, 177} ezyli V(A — B) € {1, 1M 1V T 17+ 1™}, <

Jesli chodzi o inne wlasnosci relacji konsekwencji =cr,, , to ze wzgle-
du na okreglenie funkcji A, W, =, zachodza nastepujace obserwacje.
TWIERDZENIE 7.4.1. Niech § € {\,V,—}.

1. Jesli X ':CL ASB i X ):CL C8D, toX ':CLEx (A§B)/\(C§D)

2. Jesli X =cL,, A§B, to X =cr,, (A§B)V (C§D).

3. Jesli X =cr,, A§B, to X =cL,, (C§D) — (A§B).

Przyjmijmy:
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DEFINICJA 7.4.2. Dla dowolnych X C For i A € For:
<X, A> S CnCLEx wtw X ):CLEx A.

Standardowo, zachodzi nastepujacy fakt stanowiacy o zachodzeniu
(meta)reguly ciecia dla relacji Cner,, :

FAkT 7.4.1. Jesli A € Cncr,, (X) ¢ B € Cner,, (X U{A}), to B €
CnCLEx(X)-

Dzigki lematowi 7.3.10 i faktowi, ze p — ¢ FscL,, ~p V ¢ otrzymuje-
my, ze:

FAKT 7.4.2. CthEz g CI‘ICL.

Kwestia wymagajaca dalszych badan, w szczegdélnosci nad zbiorami
maksymalnymi w sensie inkluzji, ktére zawieratyby same tylko formu-
ty zewngtrznie zgodne, jest aksjomatyzacja relacji Cncr,,. Widaé, ze
nie kazdemu zbiorowi maksymalnemu w tym sensie, bedzie odpowiada-
to wartosSciowanie w matrycy. Generowanie stosownych zbioréw metoda
Lindenbauma bedzie najprawdopodobniej wymagato szczegdlnego usta-
wienia formul w cigg podczas tworzenia coraz to wiekszych zbioréw za-
wierajacych same zewnetrznie zgodne formuty.



Rozdziat 8

Zdaniowe systemy P-zgodne logiki
klasycznej

8.1. Systemy P-zgodne

DEFINICJA 8.1.1. Niech dany bedzie podzial P zbioru {~,A,V,—}. For-
mulg P-zgodng nazywamy
1. dowolna formule postaci B §C, gdzie B,C € For, § € {A,V,—}
przy czym istnieje m € II, takie ze fg(B) € m oraz fg(C) € 7, czyli
oba funktory gléwne formul bedacych argumentami funktora §
naleza do tej samego bloku podziatu P.
2. dowolna formute postaci ~ B, gdzie B € For.
3. dowolng zmienng zdaniowa.

Zbiér wszystkich formul P-zgodnych oznaczamy przez Forp.

DEFINICJA 8.1.2. Dla dowolnej logiki zdaniowej L, dowolnego podziatu
P zbioru {A,V, —, ~}, przez P-zgodny (pod)system logiki L rozumiemy
dowolny podzbiér zbioru L N Forp domkniety na regute odrywania.

Zachodzi nastepujacy fakt:

FAkT 8.1.1. Niech L bedzie dowolng logikq, ktdrej tezq jest formula o
postaci a§ A, gdzie A € For\Var, zas a € Var. Wowczas dla dowolnej
partycji P, P-zgodny system logiki L jest wlasciwie zawarty w L.
Rozpatrzmy wszystkie podzialy zbioru {A,V,—,~}. Sa to nastepu-
Jjace:
IIpg = {{/\7 V, =, N}}
{{/\7 \/}, {_>7 N}}
{{/\7 —>}7 {\/7 N}}
{{/\7 N}7 {_>7 \/}}
{rhAVE A=~
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Har A=AV ~11)
{VviA=h{r~11
Har A~ A= Vit
{Vvi A~} A=A
{=}{~}{r Vi
g = {{V} {=}{r}{~}}}
WNIOSEK 8.1.1. Niech CLp bedzie dowolnym P-zgodnym systemem logiki

CL. Wowczas:
CLp C CL.

8.1.1. Inne P-zgodne podsystemy logiki klasycznej

W podsekcji tej dokonamy krotkiej charakterystyki P-zgodnych syste-
moéw logiki £ wyznaczonych przez poszczegélne podziaty zbioru funkto-
row.

Kazdy z rozwazanych ponizej systeméw wyznaczony jest przez pewna
matryce. Wzgledem systemu CLg,, definicja negacji pozostaje kazdora-
zowo bez zmian.

System CLny v, .~y Poszczegdlne dzialania matrycy definiujemy za
pomoca tabelek w sposéb nastepujacy.

[~ [ 1T JOoJIAP I Jor [ 1VF [ 1V JoY 0”1~ Jo”
1 TN I 1A Jor [ 1A~ Jor [ 1 [ 1A~ o [ 12 ] on
0 0r 0N ] 0 0r [0M ] 0" 0~ [0~ ] 0 0" 0 | 0 | 0N

1/\+ 1/\7 0/\ 1A+ 1/\+ 0/\ 1/\7 1/\7 0/\ 1A7 1A7 0/\ 1A7 0/\

1/\— 1/\— O/\ 1/\+ 1/\+ OA 1/\— 1/\— O/\ 1/\— 1/\— O/\ 1/\— OA
0" 0r 0N ] 07 0r [0M ] 07 0r [0~ ] 07 0" 0 | 0~ [ 0N

1\/+ 1A7 0/\ 1/\7 1/\7 OA 1/\+ 1/\+ 0/\ 1/\+ 1/\+ (]/\ 1/\+ OA

1vV— 1A= oA 1N 1= on 1+ 1A oN 1A 1A oN 1A+ on

0v 0 oM | 0" 0" [ oM] oM 0 [ 0N ] 07 0" 0r | 0N | 0"

1—+ 1N on 1N 1= on 1N+ 1N on 1N 1N on 1N on

1=+ ‘ 17—

1= 17~ [0~ |1~ [ 17~ [0~ | 1AF [ 1AF [0~ | 1AF | 1AF | 0~ | 1A+ | o™
0~ 0N 0N ] on 0N [ or ] on 0~ | on 0" 0" 0" 0~ | 00
1~ = Jor 1 i o [airF iAo M Mt o [1IAT ] on
0~ 0r oM ] o or [or ] o 0 | 0" 0" 0" 0" 0r | 0N

Diagram 16. Definicja A dla systemu CL{ay {v,—,~}
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(2o [ L [ o [JuUi[im[or [P [ o7 [1IPF[17"[0° [ 17 ] 07 ]
1 17+ 0~ 17|17 0~ 17|17 0~ 17|17 0~ 17~ 0~
0 = |11 i |1 i 1 i1 11 1 1
1Nt 17 0~ 17+ |17~ 0~ 17|17 0~ 17| 17 0~ 17~ 0~
1A= 17— 0~ 1=+ [ 17T 0~ 17 [ 17 0~ 1= | 17— 0~ 1= 0
OA 1=— 17— 1—‘+ 1—>+ 1—>+ 17— 17— 17— 17— 17— 17— 1—— 1=—
v+ 17— 0~ 17 [ 17 0~ 1=F [ 17— 0~ 1=F [ 17— 0~ 1=+ 0~
V- 17~ 0~ 17|17 0~ 1= [ 17F 0~ 1= [ 17F 0~ 17+ 0~
oV 1=/ 117 [ |1 [ =F 1T [T [1°F [1°F [ 17°F [ 1°F | 17T
17+ 17~ 0~ 17|17 0~ 177 [ 17- 0~ 177 [ 17- 0~ 17+ 0~
17— 17 0~ 17 | 17— 0~ 1=+ [ 17F 0~ 1=+ [ 17F 0~ 17+ 0
0~ 17— 17— 17— 17— 17— 11—+ 1=+ 1—-+ 11—+ 1=+ 1=+ 1-+ 1=+
1~ 17— 0~ 17— 17— 0 ]~>+ 1~ 0 ]~>+ 17— 0 ]~>+ 0
0~ 17— 17— 17— 17— 17— 1+ 1T 1T 1+ 1T 1T 1+ 1T

Diagram 17. Definicja — dla systemu CL{a} {v,—,~}

[wvi [ L]0 [IMJIN]or [IF[I[07 [1IPF[1°" [0~ [ 1~ [0 ]
1 VF 1 F - 11 [ 111 171 1V 17 17
0 oYy [y v oy v v ] ooY V= | 1v- oV [ 1v- | oV

A V=1V [ 1 [ 1 1 1 1 1 1 1 17

1A= V-1 1 [ [ 1 1 1 1 1 17 17 1

OA lV— 0\/ 1\/+ 1\/+ 0\/ l\/— l\/— O\/ 1\/— l\/— 0\/ 1\/— 0\/
1\/+ 1\/7 1\/7 1v— 1v— 1\/7 1\/+ 1\/+ 1\/+ 1\/+ 1\/+ 1\/+ 1\/+ 1\/+

1v= 1v= 1v= 1v= 1v= 1v— v+ v+ 1v+ v+ v+ v+ v+ v+
0\/ l\/7 0\/ 1v— 1v— 0\/ l\/+ 1\/+ 0\/ l\/+ l\/+ Ov 1\/+ Ov
1=+ V=1V [ 1V- [ 1V | 1V | 1VF | 1VF [ 1VF | 1vF VF [ 1VF | 1VF | 1VF
T 1V |1V |17V |1V [ 1V | 1VF |1V [ 1VF | 1V | 1VF [ 1VF | 1VF | 1vT
0~ 1V 0V V= |1V 0V v 1ve 0v v+ v+ 0V v+ 0V
1~ 1\/7 1\/7 1v— 1v— 1v— 1\/+ 1\/+ 1\/+ l\/+ 1\/+ 1\/+ l\/+ 1\/+
0~ 1V 0V V= |1V 0V v+ 1ve 0v v+ v+ 0V v+ 0~

Diagram 18. Definicja V dla systemu CL{ay {v,—,~}

DEFINICIA 8.1.3.
M <<Mext7/x\17\w17317~1>7{171/\+71v+71_>+71N}>7

Niech CLay v, -~} bedzie zbiorem wszystkich formul nalezacych do za-
wartosci matrycy 9

ETLAY AV, =~}

CTLAY{V, >~}
Bezposrednio z definicji mamy:
FAKT 8.1.2. Zbidr CL{ay v, -~} jest domkniety na odrywanie, czyli jest
P-zgodnym podsystemem logiki klasycznej.
Rozpatrywany system krzyzuje sie z CLg,:
FakT 8.1.3.
CLps & CL{A} v, .~}
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DowOD. Na mocy okreslert poszezegdlnych funkcji bedacych interpreta-
cjami funktoréw, mamy, ze np. (pV~p) — (p — p) € CLg,, zas z drugiej
strony (pV ~p) = (p = p) € CL{r} (v, 5~} <

FAKT 8.1.4. Ponizsze formuly sq tezami systemu CLyay (v, ~} -

(syl.alt.) ~AV ~B— (A— ~ B) gdzie fg(A) € {V,—,~}
(syl.alt.” 1) (~A— B) = AV B gdzie fg(A) € {V,—,~}
(zaprz.kon.) ~(A AN B)— (A — ~ B) gdzie fg(A) € {V,—,~}
(zaprz.kon.odw.™) (A— B) = ~(AAN~B)

Dowoép. Ad (syl.alt.) Nana mocy okreslenia dziatan w Megt,,, o,
mamy, ze V(A — ~B) € {171,177,07}, zatem jedli V(~ AV ~B) =
0V, to na mocy definicji funkcji =1 mamy, ze V(~A V ~B — (A —
~B)) = 17, Ponadto wida¢, ze V(~A V ~B) # 1V~. Rozwazmy
wiec przypadek, ze V(~ AV ~ B) = 1V*. Jedli V(A) € {07,0Y,0™}, to
niezaleznie od przyjmowanej wartosci dla formuty ~ B, mamy kazdora-
zowo, ze V(A — ~B) = 171 zatem V(~AV ~B — (A - ~B)) =
17, Jedli teraz V(A) € {17F,177,1VH 1V, 17}, V(~A) = 07, czyli
V(~B) =17~. Ale to znaczy, ze V(A — ~B) =171,

Ad (syl.alt.”!). Jeéli V(~A — B) = 07, to na mocy okreélenia
dzialan w matrycy Meae,,, (, .., Otrzymujemy wowczas, ze V((~A—
B) — AV B) = 17". W przypadku, gdy V(~ A — B) = 17—, wida¢, ze
V(A V B) € {1V7,1V*}, zatem znéw V((~A — B) = AV B) =171,
Jedli z kolei V(~A — B) = 171, to fg(B) € {V,—,~}. Na mocy
zalozenia o formule A réwniez fg(A) € {V, —, ~}, wiec podobnie, jak w
logice klasycznej mamy, ze V(A) € {1V, 1VT, 177, 17T 1~} lub V(B) €
{1V, 1V, 177,171 17}, zatem V(A V B) = 1V7F, czyli V((~A —
B)— AV B)=1"".

Ad (zaprz.kon.). Jedli V(~(A A B)) = 07, to niezaleznie od przyj-
mowanych wartosciach dla formuly (A — ~ B) mamy, ze V(~(A A B) —
(A—~B))=1"".

JeSli V(~(AAB))=1",t0 V(A A B) =0", czyli V(A) € {0,077, 0",
0V} lub V(B) € {0,077, 0", 0V}. W pierwszym przypadku, niezaleznie od
wartosci dla formuly (A — ~ B) otrzymujemy, ze V(~(A A B) — (A —
~B)) =17%. W drugim za$§ V(~B) = 17, czyli V(A - ~B) = 171,
Zatem znéw V(~(A A B) = (A— ~B))=17".
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Ad (zaprz.kon.odw.”). Jesli V(A — B) =07, to w kazdym z mozli-
wych przypadkéw odnosnie wartosci dla formuly ~(A A ~ B) mamy, ze
V((A— B) > ~(AAN~B))=1"".

Jesli V(A — B) € {177,177}, to V(B) € {1, 17+, 17—, 1V+, 1V~
1M, 147, 17} lub V(A) € {0, 07, 0", 0V}. Jednak zaréwno w kazdej
z pierwszych mozliwosci, jak i kazdorazowo w drugiej mozliwosci mamy,
ze V(~(AN~B)) =17, zatem V(A —- B) > ~(AAN~B))=1~,

Warto zauwazy¢, ze juz formuly niewiele rézniace sie od powyzszych
nie naleza do systemu CLyx} (v, ~y. Podamy kilka przykladéw. Oczy-
wiscie kazda z wymienionych formut jest tautologia klasyczna.

FAKT 8.1.5. Ponizsze formuly nie sq tezami systemu CL{,\},{V,_>7N}

(8.1.1) ~pV g = (= ~a)
(8.1.2) (~p—~q) > pV g
(8.1.3) ~(pAg)— (p—~q)
(8.1.4) ~p—q) = PA~q)

DowOD. Z wyliczeri mamy, ze dla wartoéciowania V' w matrycy, dla
ktérego V(p) = V(q) = 0:

V(vp) =17, V(~g) =17, V(ep Vg =175, V(p = ~q) =177,
czyi V(~pV ~vg— (p—~q)=17".

Ponadto V(p V ~q) = 1V~ oraz V(~p — ~¢q) = 177, zatem
V((~p—=~q) =pV g =177,

Dalej V(p A q) =0", V(~(pAq) =17, V(p— ~q) =17, wobec
tego V(~(pAgq) = (p = ~q)=17".

Na koniec V(p — q) = 171, V(~(p = q)) =0, V(p A ~q) = 0",
stad V(~(p—q) = (pA~q)=17". <

8.1.2. QOgodlna postaé pewnych systeméw P-zgodnych logiki klasycznej

DEFINICJA 8.1.4. Niech g : Mey — {0, 3,

ng dla dowolnego x € M,,; nastepujaco:
1, oilex e {1,1" 1Vt 17+ 1~}
g(z) =<3, oilexe{1",1V7,17"}
0, oilez € {0,0",0Y,07,0™}.

1} bedzie funkcja zdefiniowa-
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Wprost z okreélenia mamy, ze:
FAKT 8.1.6. Dla dowolnych x,y € My jesli g(z) < g(y), to f(z) < f(y).

DEFINICJA 8.1.5. Niech dany bedzie podzial P zbioru {A,V,—, ~}. Roz-
wazmy matryce:
9)/t(i:(:tp = <<Mext7/X\P7\X/P73P7NP>7{171/\+71v+71—>+71N}>7
gdzie operacje mp, W p,= p, ~p okreslone sg nastepujaco:
oile z € {15+ 18— 051}, y € {1%2F 18527 082},
1 = min{f(z),f(y)} i istnieje © € P, takie ze §;,§, € 7,
luboilel=z=y
1", oilex € {15+ 157 081}, y € {1527 1527 %2},
1 = min{f(x),f(y)} i nie istnieje 7 € P, ze §;,8, € 7,
0", oile 0 = min{f(z),f(y)}
1V+, oilex e {18F, 15— 0%}, y € {18+, 15— 08},
1 = max{f(z),f(y)} i istnieje 7 € P, takie ze §;,8, € 7,
lub o ile z,y € {0,1} i 1 = max{xz,y}
2. xwpy =< 1V=, oilex € {181+ 1517 0%} y e {1%F 1827 0%},
1 = max{f(x), f(y)}
i nie istnieje m € P, takie ze §;,85 € 7,
0Y, oile 0 =max{f(z),f(y)}}
1*>+7 oilez € {1§1+5 1§1770§1}7 ye {1§2+7 1§2770§2}a
istnieje m € P, takie ze §;,8, € 7 oraz g(z) < g(y)
luboile z,y € {0,1} i 1 = max{l — z,y}

1N+

3

1. TRApY =

3. Vp(A— B)=
P ) 17, oile z € {156+, 15—, 081}, y € {18+, 18— 0fe},
nie istnieje m € P, ze §;,8, € m, if(x) < f(y)
07, oilef(z) > f(y)
1~ ile 0 =f(Vp(A
4. VP(NA): ) O?e (P( ))
0~, oilel=1(Vp(4))

DEFINICIJA 8.1.6. Interpretacja w matrycy nazywamy dowolny homo-
morfizm h: For — My, taki ze dla kazdej zmiennej a, h(a) € {1,0}.

Oczywiscie przy definiowaniu systemow P-zgodnych mozemy sie po-
stuzyé¢ réwniez pojeciem interpretacji bez wykorzystania homomorfiz-
mow.
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DEFINICJA 8.1.7. P-interpretacja nazywamy dowolna funkcje

Vp: For — M.+,

ktora spelnia nastepujace warunki:

1. dla kazdej zmiennej a, Vp(a) € {1,0}, czyli Vp|var jest wartosciowa-
niem zmiennych, dla dowolnych A, B € For

2. Vp(AAB) =

3. VP(A vV B) =

4. Vp(A = B)=

5. V(= A) = {

1,
07,

1N+

3

1N

0",

v+

V-

O\/

1=+

17~

O*}

)
oile 0 =f(Vp(A))
oile 1 =f(Vp(A))

o ile istnieje m € P, takie ze fg(A),fg(B) € w

1= min{f(Vp(A)), F(Vi(B)))

lub

A1 B sa zmiennymi i 1 = min{f(VZ(A)),f(V5(B))}
o ile nie istnieje 7 € P, takie ze fg(A),fg(B) € w
i1 =min{f(Vp(4)),f(Vp(B))}

o ile 0 = min{f(Vp(A)),f(Vp(B))}

o ile istnieje w € P, takie ze fg(A),fg(B) e w

i 1= max{f(Vp(4)), f(Vp(B)))

lub

oile Ai B sg zmiennymi

oraz 1 = max{f(VE(A)),f(VE(B))}

o ile nie istnieje m € P, takie ze fg(A),fg(B) € w
i 1= max{f(Vp(4)), f(Vp(B)))

o ile 0 = max{f(Vp(A)),f(Vp(B))}

o ile istnieje m € P, takie ze fg(A),fg(B) € =

i g(Vi(4)) < g(Ve(B))

lub

oile A i B sa zmiennymi oraz g(Vp(A)) < g(V; (B)),
o ile nie istnieje m € P, takie ze fg(A),fg(B) €

1 f(Vp(A)) <f(VP(B))

lub

o ile istnieje m € P, takie ze fg(A),fg(B) € w

oraz f(Vp(A)) <f(Vp(B)), 1g(Vr(A)) > g(Vp(B))
oile f(Vp(A)) > f(Vp(B))
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Standardowo, przez indukcje ze wzgledu na ztozonosé formuty otrzy-
mujemy:

FAKT 8.1.7. Dla dowolnego wartosciowania zmiennych V w zbior {0,1}
istnieje dokladnie jedno rozszerzenie funkcji V. do P-interpretacyi.

Zauwazmy, ze:
FAKT 8.1.8.
CLgz = CL{y) {5y, (7).~}

Latwo widaé, ze dzieki samemu okresleniu pojecia P-interpretacji,
przez fakt 8.1.6 mamy:

FAkT 8.1.9. Dla dowolnego wartosciowania zmiennych V, dowolnych
partycji Py i Py zbioru {\,V,—,~} oraz dowolnej formuly A zachodzi:

f(VP1 (A)) = f(VPz (A))7

gdzie Vp, 1 Vp, to rozszerzenia funkcji V odpowiednio do Pi- i Py-inter-
pretacji.

DEFINICIA 8.1.8. Dla dowolnego podziatu P, niech CLp bedzie zbiorem

wszystkich takich formul A, ze dla dowolnej P-interpretacji Vp, zachodzi:
Vp(A) € {1M, 1+ 12+ 1~}

Zatem wprost z okreslen mamy:

FAKT 8.1.10. Dla dowolnego podziatu P i dowolnej formuly A, A € CLp
wtw A nalezy do zawartosci matrycy Meg, -

Przez indukcje ze wzgledu na ztozono$¢ formuly otrzymujemy, ze

WNIOSEK 8.1.2. Dla dowolnego podziatu P,
CLp C Forp.
Zachodzi nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 8.1.1. Niech Py, Py bedq podzialami zbioru {A,V,—, ~}.
Jesli dla kazdego m € Py istnieje 7' € Py, takie ze w C 7', to dla dowolnej
tezy A € CLp,, gdzie fg(A) # ‘—’, zachodzi: A € CLp,.

Dowo6D. Niech dane beda podzialy Py, P, zbioru {A,V, —, ~}, spelnia-
jace warunek, iz dla kazdego m € P, istnieje ' € P, takie ze m C 7/,
Niech A nalezy do systemu CLp,. Rozwazmy dowolna Ph-interpretacje
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Vp,. Pokazemy, ze Vp,(A) € {1, 1V, 17% 1™}, Po pierwsze zauwaz-
my, ze A nie jest zmienng. Istotnie, zgodnie z definicja P-interpretacji,
wystarczy rozwazy¢ wartosciowanie, ktore danej zmiennej przyporzadko-
wuje wartosé 0.

Rozwazmy przypadek, ze A ma posta¢ B A C, dla pewnych formutl B,
C'. Obcigcie funkeji Vp, do zbioru zmiennych wyznacza Pj-interpretacje.
Oznaczmy ja przez Vp,. Na mocy zalozenia, Vp, (B A C) € {1, 1V,
17F, 1™}, ezyli Vp, (B A C) = 1. Na mocy okreSlenia P-interpretacji
otrzymujemy, ze istnieje m € Pp, takie ze fg(A),fg(B) € m oraz 1 =
min{f(Vp, (A)),f(Vp,(B))}. Z kolei dzigki faktowi 8.1.9, mamy tez, ze 1 =
min{f(Vp,(A)), f(Vp,(B))}. Na mocy zalozenia widzimy, ze istnieje 7’ €
Py, takie ze fg(A),fg(B) € m. Zatem przez definicje 8.1.7 wnioskujemy,
ze VPQ(B N C) = 1N,

Teze dla Przypadku alternatywy dowodzimy analogicznie, za$ teza w
przypadku negacji wynika wprost z faktu 8.1.9. <

Jak widaé, w twierdzeniu 8.1.1 pominieto przypadek formuty, ktérych
funktorem gléwnym jest implikacja. Mamy bowiem nastepujaca obser-
wacje. Jest ona uogélnieniem faktu 8.1.3.

FAKT 8.1.11. Dla dowolnego podziatu P # {{A},{V},{—=},{~}} istnieje
formuta A, taka zZe A € CLg, oraz A & CLp.

Dowo6D. Dla dowolnej partycji P # {{A},{V},{—},{~}} istnieje 7 €
P, takie ze ktéry$ z nastepujacych zbioréw jest podzbiorem m: {A,V},
N, =} AN~} {V, =) {V,~}, {—,~}. Latwo widaé ze nastepujace
formuty nie naleza do odpowiednich systeméw, choé kazda z nich nalezy
do systemu CLg,.

(pAp—pVp)— (~~p—Dp)
(pAp—(p—p) = (~~p—p)
(pAp— ~~p) = (~~p—p)
(pvp— (p—p) = (~~p—p)
(pVp—~~p) = (~~p—p)
(p=p) = ~~p)— (~~p—Dp) <
Mamy ponadto odwrotna zaleznosé:

FAKT 8.1.12. Dla dowolnego podziatu P # {{A},{V},{—=},{~}} istnieje
formuta A, taka 2e A & CLg, oraz A € CLp.
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Dowo6D. Dla dowolnej partycji P # {{A},{V},{—},{~}} istnieje 7 €
P, takie ze ktéry$ z nastepujacych zbioréw jest podzbiorem m: {A,V},
N, =} AN~} {V, =) {V,~}, {—,~}. Latwo widaé¢ ze nastepujace
formuty nalezg do odpowiednich systeméw i zadna z nich nie nalezy do
systemu CLg,:
PAD—pPVDp
pAp—(p—p)
DAD— ~~p
pVp—(p—p)
PVDp—~~p
(p—=p) = ~~(p—0p) <
Ponadto mamy bardziej ogdlne stwierdzenie.

FAKT 8.1.13. Dla dowolnych podzialéw Py # P» istnieje formula A, taka
2e A € CLp, i A ¢ CLp, oraz istnieje formula A, taka Ze A ¢ CLp, i
Ac CLPQ.

DowOD. Najpierw zauwazmy, ze
CLiS) (~pinvy € Cliny -
CLE (mhinvy & CLvy(a -
CLo) (1 iavy € CLing qvio v
Dla wykazania powyzszych zaleznosci wystarczy odnotowaé, ze formuta
(~p—=(p—=p) = (~~p—p)
nalezy do systemu CL{_.) ¢y (1 v} 1 nie nalezy do zadnego z systemow
wymienionych powyzej po prawej stronie.
7 kolei dla wykazania, ze
CLo) (vninvy € CLiny avy
CLs) (vhinvy € CLiny mav)
podobnie powotajmy sie odpowiednio na formuty:
(v~p— (pAp) = (~~p—p)
((p—=p) = (PAP) = (~~p—p)
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W przypadku nastepujacych zaleznosci

CL{y (1 iav) € CLia vy ()
CL{} (o iav) € CLin ) vy
CL{y (1 iav) € CLin o) (1)

rozwazmy nastepujace formuty:

(~~p—=(—Dp) = (~~p—Dp)
(~~p—=(pVDp) = (~~p—p)
(p—=p) = (@Vp)—(~~p—p)

Dla ponizszych zwiazkéw

CL{} (1 invy € CLgn) (v =)
CL{} (1 invy & CLgn) (5, vin)
CL{} (1 invy & CLyvy (51400}
CL{} (1 invy & CLgn) () ov)
CL{} 3 vt € CLgvy o (.0}
wystarczy przywolaé formuty:
= (~~p—=p)
— (~~p—Dp)
— (~~p—Dp)

(~~p— (p— D))
(~~p—(pVp)
(~~p—(pAp)
(p—=p)—>@®VpP
(p—=p)—=@AP

)
)

Analogicznie, dzigki formule (~~p — (p — p)) = (~~p — p) pokazu-
jemy, ze

(~~p—p)

%
— (~v~p = p)

)
)

CL{\ v~ € CL{S} (~h (a0
CL{v}, (=) € CLy oy 1A vy
CL{A} (v, =~} € CLysy oy A v)
CL{\ v (=) & CLy oy iav)

CL{n} v = ny & CLysy (o av)
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Formuta (~~p — (p V p)) = (~~p — p) pozwala uzasadnié, ze:

CLiSytavmy € CLiny (o qay)

CL{n -1 vy £ CLo) {mh(av)

CLn} (=) (vimd & CL () 1a)
Formuta ((p — p) — (p V p)) = (~~p — p) nalezy do kazdego z
systemdéw wymienionych ponizej po lewej stronie:

CLivy (avy € CLisy (o) qav)

CLin~y v € CLisy (o) qay)

CLn} (1) & CLs () ia)
Na koniec powolujac sie formute (p A p) — (p V p) uzasadniamy, ze

CL{v} {51 ia~t € CLisy (o iav)
CL{v} {1 ) E CLys (m av)
Pozostate mozliwe przypadki uzasadniamy podobnie. <

Problem z naturalna — jak by sie wydawalo — odpowiednio$cia mie-
dzy podziatami zbioru stalych a systemami sktania do rozwazenia innej
klasy systeméw nawiazujacych do idei P-zgodnosci. Wprowadzmy wiec
odrobine zmodyfikowany sposdb rozumienia pojecia interpretacji.

DEFINICJA 8.1.9. P*-interpretacja nazywamy dowolna funkcje
Vp: For — Mgy,

ktora spelnia nastepujace warunki:
1. dla kazdej zmiennej a, V5 (a) € {1,0},

1" o ile istnieje m € P, takie ze fg(A),fg(B) € w
i 1= min{f(VE(A)), F(VA(B))}
lub
2. VE(AANB)= A1 B sa zmiennymi i 1 = min{f(VA(A)),f(V3(B))}
177, o ile nie istnieje ™ € P, takie ze fg(A),fg(B) € w
i 1= min{f(VE(A)), F(VA(B))}
0", oile 0 =min{f(V5(A4)),f(V5(B))}
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3. V5(AVB) =

4. Vi(A— B)=

5. Vi(~A) = {

1V*, o ile istnieje m € P, takie ze fg(A),fg(B) € w

i1 =max{f(Vp(A)),f(V5(B))}
lub

oile Ai B sy zmiennymi

oraz 1 = max{f(V5(4)),f(V5(B))}

1V~, o ile nie istnieje m € P, takie ze fg(A),fg(B) € 7

0\/

i1 =max{f(V5(A)),f(VE(B))}
o ile 0 = max{f(V3(A)),f(V5(B))}

177", 0 ile istnieje m € P, takie ze fg(A),fg(B) € w

1=

O—)

9

07,

oraz g(V5(4)) < g(Vp(B)),

i nieprawda, ze g(V3(A)) = g(VA(B)) = 3

lub

oile Ai B sg zmiennymi oraz g(V3(A)) < g(VE(B)),

;0 ile f(Vp(A)) < f(Vp(B))

i nie istnieje w € P, takie ze fg(A),fg(B) € =
lub

o ile g(V5(4)) = g(VA(B)) =
lub

o ile g(VA(A) = 1 g(VA(B)) = &
oile f(VA(A)) > f(VA(B))

1
2

oile 0 =f(V5(A4))
oile 1 =f(V5(A)).

Odnotujmy, ze zmiany w powyzszym okresleniu wzgledem pojecia
P-interpretacji dotycza funktora implikacji. Znéw widzimy, ze zachodzi:

FAKT 8.1.14. Dla dowolnego wartosciowania zmiennych V- w zbior {0,1}
istnieje dokladnie jedno rozszerzenie funkcji V- do P*-interpretacyi.

DEFINICJA 8.1.10. Dla dowolnego podziatu P, niech CL} bedzie zbio-
rem wszystkich takich formul A, Ze dla dowolnej P*-interpretacji V7,
zachodzi: V5(A) € {1M, 1Y+ 17+ 1~}

Stosujac indukcje ze wzgledu na ztozno$¢ formuty, dzieki temu, ze
jesli g(VE(A)) < g(VE(B)), to f(VE(A)) < f(VE(B)), oraz jezeli albo
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g(VE(A) = g(VE(B)) = 3, albo g(VE(A)) = 1 g(Va(B)) = 3, to
réwniez f(VE(A)) < f(V5(B)), otrzymujemy nastepujacy:

FakT 8.1.15. Dla dowolnego wartosciowania zmiennych V', dowolnych
partycji Py i Py zbioru {\,V,—,~} oraz dowolnej formuly A zachodzi:

f(VA, (4)) = f(VE,(4),

gdzie V5 i V5, to rozszerzenia funkcji V' odpowiednio do Py- i P§-inter-
pretacji.

Wprost z samych okreslen mamy, ze

FAKT 8.1.16. Dla dowolnej formuly, ktorej funktorem gléwnym jest §,
warto$ci przyjmowane przez P-interpretacje 1 P*-interpretacje naleiq
do zbioru {137 18= 0%} — o ile § jest dwuargumentowy, zas do zbioru
{1~,0™} — w przypadku negacji.

Dla dowolnej zmiennej warto$ci przyjmowane przez P-interpretacje i
P*-interpretacje nalezg do zbioru {1,0}.

Mamy nastepujace:
TWIERDZENIE 8.1.2. Dla dowolnego podziatu P zbioru {~,\,V,—}:
CL% C CLp

DowOD. Zalézmy, ze A € CLp. Niech dana bedzie P-interpretacja Vp.
Rozwazmy jej obcigcie do zbioru zmiennych. Niech ponadto V7 bedzie
rozszerzeniem tego obciecia do P*-interpretacji.

Pokazemy indukcyjnie ze wzgledu na zlozonosé¢ formuty, ze dla do-
wolnej formuty A:

1. jesli VA(A) € {0, 0", 0, 0, 0™}, to Vp(A) € {0, 0%, 0¥, 07,

0~}

2. jesli VA(A) € {17, 1V=, 177}, to Vp(A) € {1/, 1M+, 1V—, 1VH,
17, 17+,

3. jesli VA(A) € {1,1M, 1VF, 17F 17}, to Vp(A) € {1,1M, 1VF,
17T, 1~

Przypadek zmiennej jest oczywisty.

Niech A ma posta¢ B A C, dla pewnych formul B, C. Niech V5(B A
C) € {1M, 1VF, 17T, 17}, ezyli VA(B A C) = 17T, Istnieje wiee 7 €
P, takie ze fg(A),fg(B) € m oraz 1 = min{f(V5(A)),f(V5(B))}, czyli



8.1. Systemy P-zgodne 107

1 = f(Vp(A)) = f(VE(B)). Zatem na mocy okreslenia funkcji f mamy,
ze VH(A),VE(B) € {1,1M, 1Y+, 17F, 1™, 177, 1¥7, 177} Na mocy
zalozenia indukcyjnego mamy, ze V(A),V(B) € {1,1" 1Vt 17+ 1~
1", 1V7, 177}, czyli przez okreSlenie funkcji f wnioskujemy, ze 1 =
min{f(Vp(A)), f(Vp(B))}. Zatem przez definicje 8.1.7 wnioskujemy, ze
Vp(B A C) = 1M,

Podobnie rozumowanie przebiega w przypadku, gdy V5(B A C) =
1"~ jak i w przypadku, gdy VA(B A C) = 0.

Analogicznie dow6d przebiega w przypadku alternatywy i negacji.

Rozpatrzmy przypadek implikacji. Przypusémy, ze A ma posta¢ B —
C, dla pewnych formul B, C. Niech V(B — C) € {1, 1VF, 171,
1™}, Wowezas V(B — C) = 171, Na mocy okreSlenia P*-interpretacji
otrzymujemy, ze istnieje m € Py, takie ze fg(A),fg(B) € 7, g(VE(A)) <
g(V5(B)) oraz nie jest tak, ze g(V5(A4)) = g(VA(B)) = 1. Rozwazmy
przypadek, ze g(Vp(A)) = % oraz g(V5(B)) = 1. Na mocy zaloze-
nia indukcyjnego oraz dzieki definicji funkcji g widzimy, ze g(Vp(A)) <
g(Vp(B)). A to wystarcza do stwierdzenia, ze Vp(A — B) = 17T, Po-
dobnie przebiega dowdéd w pozostatych mozliwych przypadkach. <

Widzimy, ze
WNIOSEK 8.1.3. Dla dowolnego podziatu P zbioru {~,\,V,—}:
CL% ¢ CLp

DowoOD. Wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnego podziatu P zbioru {~;,
A, V,—}, formutap A ~p — p A ~p € CLp, podczas gdy p A ~p — p A
~p ¢ CLp. <

Przez wniosek 8.1.2 otrzymujemy ponadto:

WNIOSEK 8.1.4. Dla dowolnego podziatu P zbioru {~,\,V,—}:
CL}» C Forp.

LEMAT 8.1.1. Niech Py, Py bedg podziatami zbioru {\,V,—,~}. Jesli dla
kaidego m € Py istnieje m' € Py, takie ze m C 7', to dla dowolnego war-
tosciowania zmiennych V i dowolnej formuly A, jesli Vi (A) € {1,1"F,
Y, 17%, 17, to VB, (A) € {1, 1M, 1Y%, 17F 1Y, gdzie Vi i V), to
rozszerzenia wartosciowania V odpowiednio do Py- i Py-interpretacj.
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Dowo6D. Niech dane beda podzialy Py, P, zbioru {A,V, —, ~}, spelnia-
jace warunek, iz dla kazdego m € P, istnieje 7’ € P, takie ze m C 7.

Pokazemy indukcyjnie ze wzgledu na ztozonos¢ formuty, ze dla dowol-
nej formuty A, jesli V3 (A) € {1, 1+, 17, 17}, to VA (A) € {17,
1V, 17%, 1™}, gdzie VB i VP, sa rozszerzeniami warto$ciowania V' od-
powiednio do Pf- i Py-interpretacji.

Przypadek zmiennej jest oczywisty.

Rozwazmy przypadek, ze A ma posta¢ B A C, dla pewnych formut
B, C. Jesli Vg (B A C) € {17, 1Y+, 17F, 17}, to istnieje m € Py, takie
ze fg(A),fg(B) € 7 oraz 1 = min{f(Vp3 (A)),f(VE (B))}. Z kolei dzigki
faktowi 8.1.15, mamy tez, ze 1 = min{f(Vp3,(4)), f(V5,(B))}. Na mocy
zalozenia widzimy, ze istnieje ' € Py, takie ze fg(A),fg(B) € 7. Zatem
przez definicje 8.1.9 wnioskujemy, ze V5 (B A C) = 1"+,

Przypadek alternatywy dowodzimy analogicznie, za$ przypadek ne-
gacji wynika znéw wprost z faktu 8.1.15.

Rozwazmy wiec przypadek implikacji. Przypusémy, ze A ma postaé
B — C, dla pewnych formut B, C. Skoro Vp (B — C) € {1"*, 1V¥,
17,17}, to Vg (B — C) = 17F. Na mocy okredlenia P*-interpretacji
otrzymujemy, ze istnieje m € Py, takie ze fg(A),fg(B) € 7, g(Vp (A)) <
g(Vp,(B)) oraz nie jest tak, ze g(Vp (A)) = g(Vp (B)) = 1.

Mozliwe przypadki, to
1° V3 (A) € {0,0,0¥,07,0~} i V& (B) € {0,0",0¥,07,0~}
2° Vi (A) € {0,01,0,0~,07} i VA (B) € {1"~,1¥=,17}
3° Vi (A) € {0,01,0,07,07} i VA (B) € {1"F,1V+,17+,17}

2 V5 (A) € (1M1, 177} i VB (B) € (1M, 14,171, 17}
5° Vi, (A) € {1, 1V 17 17} 1 Vp (B) € {10, 1VF, 177,17}

Ad 1°. Na mocy faktu 8.1.15 réwniez V5 (A) € {0,0",0¥,07,0™} i
V5, (B) € {1"7,1Y7,17 7}, poniewaz ponadto na mocy zalozenia istnieje
7' € Py, takie ze fg(A),fg(B) € 7', zatem V§ (B — C) € {1"F, 1V¥,
17+, 17}, w szezegblnosei nawet Vg (B — C) = 17T,

Ad 2° i 3°. Wystarczy zauwazy¢, ze zaréwno jesli Vj (B) € {17,
Y7, 177}, jak i VB (B) € {10, 1Y+, 17%,17}, to dzigki faktowi 8.1.15,
f(V,(B)) # 0, cayli Vi (B) € {17,117 1M, 1Y+ 17+ 17} a to

przez zalozenie pozwala jak wyzej na stwierdzenie, ze V3 (B — C) =
17+,



8.1. Systemy P-zgodne 109

Ad 4°15°. Namocy faktu 8.1.15, zaréwno w przypadku, gdy V5, (A4) €
{1M, 1V 177 Fjakii VB (A) € {1, 1VF, 177,17} mamy, ze V3, (A) €
{17, 1V=, 177 17, 1YF 17417} 7 koled jedli V3 (B) € {1, 1V,
17, 17}, to na mocy zalozenia indukcyjnego mamy, ze V5, (B) € {1,
1Y+, 17%, 1™}, Zatem znéw ze wzgledu na zalozenie o podzialach Py
i Py wnioskujemy, ze V5 (B — C) =17+, <

TWIERDZENIE 8.1.3. Niech Py, Py bedq podzialami zbioru {A,V,—, ~}.
Jesli dla kazdego w € Py istnieje ' € Py, takie ze m C 7', to

CL%, C CL%,.

DowOD. Niech dane beda podziaty Py, P, zbioru {A,V,—, ~}, spelnia-
jace warunek, iz dla kazdego m € P istnieje ' € Py, takie ze m C 7',
Niech A nalezy do systemu CL} . Udowodnimy, ze A € CL},. Rozwaz-
my w tym celu dowolng P3-interpretacje Vp, . Z kolei rozpatrzmy obcigcie
funkcji V5, do zbioru Var, a nastepnie rozszerzmy owo obcigcie do Py~
interpretacji. Otrzymana Py-interpretacj¢ oznaczmy przez Vp . Na mocy
zalozenia A € CLp,, zatem Vg (A) € {1"F, 1Y+, 17F, 1™}, Stosujac zas
lemat 8.1.1 otrzymujemy oczekiwany rezultat, iz Vp (A) € {1"F, 1V¥,
17+, 17} <

Ponizszy wniosek jest rozszerzeniem faktu 8.1.12.

WNIOSEK 8.1.5. Niech Py, P bedq réznymi podzialami zbioru {A, V, —,
~}. Jesli dla kazdego ™ € Py istnieje w' € Py, takie ze m1 C 7', to

CL%, ¢ CL%,.

DowOD. To, ze zachodzi inkluzja, wiemy dzigki twierdzeniu 8.1.3. Dla
wykazania, ze zachodzi inkluzja wlasciwa rozpatrzmy mozliwe pary funk-
toréw, ktore znajda sie w jakim$ bloku podziatu P», podczas gdy nie
bedzie istnial blok podziatu P;, do ktérego oba te funktory nalezaltyby.
Rozwazmy kazda z takich mozliwosci:

1° A,

2° N i —,

3° ANin~,

4° Vi —,

5% Vi~

6° —1in~.
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Na mocy okreslenia P*-interpretacji widaé, ze nastepujace klasyczne tau-
tologie nie nalezg do CLp,, ale nalezg do CL}p,.

I pAp—pVp,

2 pAp— (p—Dp),

3 pAp—~r~p,

4°7 pVp—(p—p),

57 pVp—r~~p,

6°" ~p— (p — D), <

8.1.3. Krata pewnych P-zgodnych podsysteméw CL

W tej podsekcji podsumujemy rozpatrywane uprzednio P-zgodne pod-
systemy logiki klasycznej.

Na diagramie 19 przedstawiono wzajemne usytuowanie P-zgodnych
systemoéw, o ktérych byla mowa we wniosku 8.1.5.

CLiAL AV A=~ T TS ZOIN W ESHRL

CL* g,

Diagram 19. Fragment kraty P-zgodnych podsysteméw logiki CL

Na koniec zauwazmy, ze mozliwych jest sporo réznych wariantéw pre-
zentowanego podejscia do analizy zagadnienia P-zgodnosci w odniesieniu
do logik zdaniowych. Pierwsza taka mozliwos¢ polegataby na zaliczeniu
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do zbioru funktoréw réwniez operatora tozsamosci. W ten sposob, przyj-
mujac utozsamienie zmiennej a i wyrazania T (a) moglibySmy uznaé za
P-zgodna teze p — ~ ~p, o ile do podziatu P nalezy jaka$ partycja za-
wierajaca zbiér {T,~}. W takim ujeciu symbol T traktowany bylby jak
funktor gtéwny zmiennej. W przypadku sformutowania P-zgodnych sys-
temow za pomoca P-interpretacji, czy *-interpretacji, same okreslenia w
zasadzie nie zmieniajg sie. W zasadzie, gdyz nie trzeba formutowaé spe-
cjalnego przypadku dla zmiennych. Definicje te odpowiednio przyjmuja
postac:
DEFINICJA 8.1.11. Niech dany bedzie podzial zbioru {T,A,V, —, ~}. P'-
interpretacjg nazywamy dowolng funkcje
VIS: For — M.+,

ktora spelnia nastepujace warunki:
1. dla kazdej zmiennej a, Vj(a) € {1,0}, czyli V) |var jest wartosciowa-:

niem zmiennych,

oraz dla dowolnych A, B € For
1M o ile istnieje m € P, takie ze fg(A),fg(B) € w
i1 =min{f(V5(A4)),f(Vp(B))}
o ile nie istnieje m € P, takie ze fg(A),fg(B) € w
i1 =min{f(Vp(A4)),f(V5(B))}
0", oile 0 =min{f(VA(A)),f(V,(B))}
1Vt o ile istnieje m € P, takie ze fg(A),fg(B) € ©
i1 = max{f(V4(4)),((Vj(B))}
o ile nie istnieje m € P, takie ze fg(A),fg(B) € w
i1 =max{f(Vp(A)),f(Vp(B))}
0¥, oile 0 =max{f(VA(A4)),f(V5H(B))}
177, o ile istnieje 7 € P, takie ze fg(A),fg(B) € ©
ig(Vp(4)) <g(Vp(B))
o ile nie istnieje m € P, takie ze fg(A),fg(B) €
i1 f(Vp(A4)) < f(Vi(B))
lub
o ile istnieje m € P, takie ze fg(A),fg(B) e &
oraz f(Vp(A)) < f(Vp(B)), ig(Vp(A)) > g(Vp(B))
07, oilef(Vh(A)) > f(VLH(B))

3

2. VH(AAB) ={ 1M

3

3. VL(AVB) = {1V~

3

17

4. VL(A— B)=
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1™, oile 0 =f(VAi(A))

5. Vp(~A) = {ON, oile 1 =f(V5(A))

Niech CL’» bedzie zbiorem wszystkich formul, ktére dla dowolnej P'-
interpretacji przyjmuja wartosci ze zbioru {1, 1V 17+ 1~}

DEFINICJA 8.1.12. Niech dany bedzie podzial zbioru {T,A,V,—,~}.
P*-interpretacja nazywamy dowolng funkcje

!
Vp : For — Meyy,

ktora spelnia nastepujace warunki:
1. dla kazdej zmiennej a, V(a) € {1,0},

1" o ile istnieje m € P, takie ze fg(A), fg(B) € w
| 1= min{f(VZ (4)). 4V (B)
2. V5 (AN B)=4 1", o ile nie istnieje 7 € P, takie ze fg(A),fg(B) € w
i 1=min{f(V3'(4)),f(V5'(B))}
0%, oile 0 =min{f(VZ (A)),f(V (B))}

1Y+, o ile istnieje € P, takie ze fg(A),fg(B) € w
i1 = max{f(VZ (4)), f(VE (B))}

3. V5 (AV B)={1V", o ile nie istnieje m € P, takie ze fg(A), fg(B) € m
1= max{f(V7 (A)), (VE (B)}

0Y, oile 0 =max{f(VZ (A)),f(V5 (B))}

177", 0 ile istnieje 7 € P, takie ze fg(A),fg(B) € ©
oraz g(Vi'(4)) < g(VF'(B)),
i nieprawda, ze g(V5 (A)) = g(V3 (B)) = 3
17,0 ile f(Vp(4)) < f(Vp(B))
i nie istnieje m € P, takie ze fg(A),fg(B) € 7w
lub
o ile g(V3'(4) = g(VF (B) = 3
lub
oile g(V#'(4)) = 1ig(Vp (B)) = 3
07, oile f(V (4)) > f(Vp

4. V(A — B)=
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: 17, oile 0=f(V5(A
0~, oilel="f(Vz(A)).
Niech CL}B/ bedzie zbiorem wszystkich formut, ktére dla dowolnej P*'-
interpretacji przyjmuja wartosci ze zbioru {1, 1V*+ 17+ 1~}

Oczywiscie

FAakT 8.1.17. Dla dowolnej partycji i dowolnego wartosciowania zmien-
nych V istnieje dokladanie jedno rozszerzenie V. do P'-interpretacji oraz
istnieje doktadnie jedno rozszerzenie V. do P* -interpretacii.

Przez indukcje ze wzgledu na ztozono$é formuty pokazujac jednocze-
$nie obie implikacje otrzymujemy:

LEMAT 8.1.2. Niech P bedzie podziatem zbioru {T,A,V,—,~}. Dla do-
wolnych P*'-interpretacji Vi i Vo i dowolnej formuty A:

1. jesli Vi(A) € {1,0,1°F, 07, 1V*+, 0Y, 17T, 07, 1,07},
to Va(A) € {1,0,1°F, 0, 1Y+, 0V, 17+, 07, 1~,0™}.

2. jesli Vi(A) € {1°, 0%, 1=, 0¥, 17, 071, to Va(A) € {17, 0",
V=, 0v, 17,07},

Stad mamy:

WNIOSEK 8.1.6. Niech P bedzie podziatem zbioru {T,A,V,—,~}. Jesli
istnieje P* -interpretacja Vi, taka, Ze dla danej formuly A zachodzi:
VE(A) € {1,0,1"F, 00, 1Y+, 0V, 17F, 07, 1~,07}, to dla dowolnej
P*-interpretacji mamy, ze Vi (A) € {1,0,1"F, 00, 1+, 0V, 17+, 07,
17,0~}

Stosownej zmianie ulec musialyby okreslenia matryc, w przypadku
gdyby omawiane systemy bylyby rozumiane jako zawartosé¢ matrycy.
Przewagag omawianego ujecia jest to, ze otrzymane systemy byly do-
mkniete na pewna wersje reguty podstawiania. W szczegdlnosci zachodzi
nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 8.1.4. Niech P bedzie podzialem zbioru {N,V,—,~,T}.
Niech m € P bedzie partycjq, do ktdrej nalezy T. Wowczas system CLp
jest domkniety na podstawienie za zmienne formul, dla ktorych spetnione
sq oba nastepujgce warunki:
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1. funktor gléowny nalezy do w,

2. istnieje P*'-interpretacja V przeksztalcajoca owe formuty w zbidr
{1, 1M, 1V+, 172+, 1)

DowOD. Rozwazmy dowolne podstawienie s spelniajace warunki twier-
dzenia. Niech A € CL%. Rozwazmy dowolng P*'-interpretacje Vlél. Chce-
my pokazaé, ze V3 (s(A)) € {1, 1V+, 17+ 1~}

Rozwazmy wartosciowanie V7, ktore kazdej zmiennej a przyporzad-
kowuje wartosé 0, jesli V3 (s(a)) € {0, 0°, 0V, 07, 0™}, za$ 1, jesli
VE (s(a)) € {1, 1M, 1V, 17F 1™}, Widaé, ze na mocy zalozeii oraz
lematu 8.1.2 nie ma innych mozliwosci.

Rozszerzamy Vi do P*-interpretacji Vl*}g.

Pokazemy przez indukcje ze wzgledu na zlozonos¢ formuty, ze dla
dowolnej formuty A zachodzi:

1. jesli Vip(A) € {0,0%,0v,07, 0}, to V5 (s(A)) € {0, 0", 0v, 07,
0~}

2. jesli Vip(A) € {17, 1V, 177}, to VB (s(A)) € {1, 1M, 1V,
1\/+’ 1_>_7 1_>+}7

3. jesli Vip(A) € {1,1M, 1Y+, 17 17}, to VA (s(A)) € {1,1M,
vV 17 1)

Przypadek zmiennej jest oczywisty na mocy okreélenia wartosciowania
V1. Natomiast w przypadku formut ztozonych B §C wystarczy rozwa-
zyé sytuacje, gdy jeden z argumentéw danego funktora jest zmienng,
a drugi argument nie jest zmienna. Widaé, ze na mocy zalozen twier-
dzenia, iz jedli istnieje m € P, takie ze fg(A),fg(B) € w, to réwniez
fg(s(A)),fg(s(B)) € m. Oczywiscie stwierdzenie to pozostaje prawdziwe
rowniez dla ztozonych formut B i C. Reszta rozumowan standardowo
przebiega dzieki zalozeniu indukcyjnemu. <

Latwo widaé, ze przez indukcje ze wzgledu na zlozonosé formuty po-
kazujemy, ze:

LEmAT 8.1.3. Dla podziatu jednoelementowego P = {{T,A,V,—,~}} i
dowolnego wartosciowania V, wartosci P'-interpretacji oraz P* -inter-
pretacji nalezq dla dowolnej formuly do zbioru {1,0,1"F, 0, 1V*+, 0V,
17+, 07, 17,0~}
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Stad otrzymujemy:
WNIOSEK 8.1.7.

CL*{({T,/\,\/,—NN}} =CL = CL/{{T,/\,\/,—>,~}}‘

Inna mozliwos¢ moglaby polegaé na badaniu P-zgodnosci na pewnej
‘glebokosci’ argumentéw danej formuty. I tak mozna by badaé formu-
ty P-zgodne ‘na glebokosé 2, 3’ itd. Zatem zapis P-zgodnosci ‘w gtab’
mialby postaé¢ np. ({{V,~}{A, =, T} {{A,~},{A,—, T}}). W takim
ujeciu formuta P-zgodna ‘na gleboko$é 2’ musiataby mie¢ funktory gtow-
ne nalezace do jakiego$ bloku pierwszego z wymienionych podzialéow, a
ponadto powinna spetnia¢ wymég posiadania funktoréw gtéwnych nale-
zacych do jakiego$ bloku — tym razem drugiego z wymienionych podzia-
téw. Drugi wymég dotyczytby podformut argumentéw funktora gtéwne-
go. Przyktadowo formuta, ktéra bytaby P-zgodna ‘na gltebokosé 2’, to
np. pierwsze prawo de Morgana

~(pANq) = ~pV~q.



Dodatek

A Algebra uniwersalna — podstawowe fakty

W niniejszym rozdziale oméwimy podstawowe definicje uzywane w tej
monografii. Wszystkie pojecia algebry uniwersalnej, z ktorych korzysta-
my w tej pracy, sa zgodne z terminologia przyjeta w ksiazce [14].

Typem (jezykiem) algebr nazywamy kazda funkcje 7: F — A,
gdzie F' jest dowolnym zbiorem, a .4 jest zbiorem wszystkich liczb na-
turalnych. Elementy zbioru F' nazywamy symbolami funkeyjnymi, a 7( f)
arnoscig symbolu f € F.

Algebra typu 7 nazywamy kazda pare A = (A, F¥), gdzie A jest nie-
pustym zbiorem, a F** jest rodzina skoriczenie arnych dziatan okreslonych
na zbiorze A, taka ze kazdemu symbolowi f € F' odpowiada dzialanie
f* € F* ktére jest 7(f)-argumentowe. Ponadto, kazdy element zbioru
F? jest postaci f% dla pewnego f € F.

Przyjmiemy zwyczaj, ze uniwersum algebry bedzie oznaczane tg sama,
litera (jednakze pisang italikiem), ktéra oznaczana jest sama algebra.

Dziatanie f* nazywamy realizacjg symbolu f w algebrze 2, a zbiér
A-uniwersum (nognikiem) algebry 2, zbiér F* — zbiorem dziatan pod-
stawowych algebry 2. Je$li F' = {f1,..., fn} i dana jest algebra 2 =
(A; £ f2) typu 7, to przyjmujemy umowe, ze 7(f1) > 7(f2) >
o= 7(fa).

Przypomnijmy min. definicje podalgebry danej algebry, homomorfi-
zmu i produktu prostego algebr.

DEFINICJA Al. Niech algebry 2 = (A, F*) i B = (B, F®) beda algebra-
mi typu 7.

1. Algebra B = (B, F?) jest podalgebra algebry A = (A, F*) (co

oznaczamy B < 2) wtedy i tylko wtedy, gdy B jest tego samego

typu co A, B C A oraz kazde dzialanie podstawowe algebry B
jest obcieciem pewnego dzialania podstawowego algebry 2.

2. Funkcje o : A — B nazywamy homomorfizmem, jesli dla dowolne-
go dzialania f € F' i dla dowolnych ay,...,a.s)—1 € A spelniony

jest warunek: o f¥(ao, . . . s Ar(f)=1)) = E(alar),. .. salar(py-1))-
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DEFINICJA A2. Niech {20 }res bedzie indeksowana niepusta rodzina al-

gebr typu 7, gdzie A = (Ag, F,?l) dla k£ € I. Produktem prostym [] g
kel

tej rodziny nazywamy algebre 2 = (A, ) typu 7, ktérej uniwersum jest
zbior A = [] Ay oraz dla dowolnego f € F i dowolnych ag,...,a. 51 €
kel

A mamy f*(ag, ..., arp)-1)(k) = U (ao(k), .., ar(py-1(k))-

Przywolajmy jeszcze definicje wlozenia i izomorfizmu.

DEFINICJA A3. Niech algebry 2 = (A, F*) i B = (B, F®) beda algebra-
mi typu 7.

1. Jedli a jest homomorfizmem algebr 2 oraz B i jest to jest funkcja
roznowartosciowa, to « nazywamy wtozeniem.

2. Jedli a jest homomorfizmem algebr 2 oraz B i jest to jest funkcja
réznowarto$ciowa oraz a(A) = B, to a nazywamy izomorfizmem.

DEFINICIA A4d. Zalézmy, ze K jest klasa algebr typu 7. Wprowadzmy
nastepujace operatory H, S, P przyporzadkowujace klasie K nowa klase
algebr typu 7.

(Al) A€ H(K) <= 2 jest obrazem homomorficznym
pewnej algebry a z K.

(A2) A€ S(K) <= AU jest podalgebra pewnej algebry z K.

(A3) A€ P(K) <= 2 jest produktem prostym
pewnej rodziny algebr z K.

Niepusta klase K algebr typu 7 nazywamy rozmaitoscia, jesli jest ona
domknieta ze wzgledu na obrazy homomorficzne, podalgebry i produkty
proste algebr z tej klasy czyli na operatory H, S'i P, tzn. H(S(P(K))) C
K. W tej monografii rozwazamy tylko klasy algebr domkniete na H, .S, P
i dlatego czasem bedziemy pisaé¢ ‘klasa algebr’ zamiast ‘rozmaitosé al-
gebr’. Chcac zatem stwierdzi¢, czy klasa algebr jest rozmaitoécia, nalezy
zbadaé jej domknieto$é¢ na operatory H, S i P. Istnieje jednak inna moz-
liwosé. Okazuje sie, ze jesli dang klase mozna zdefiniowaé za pomocy
zbioru pewnych réwnosci (sa to tzw. klasy réwnosciowo definiowalne), to
jest ona rozmaitoscia, i odwrotnie. Dalej przytoczymy potrzebne defini-
cje.

Niech X bedzie przeliczalnym zbiorem, ktérego elementy nazywadé
bedziemy zmiennymi i niech 7 bedzie typem algebr. Oznaczmy przez Fj
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podzbidr zbioru F' zlozony ze wszystkich symboli zeroargumentowych.
Wéwcezas najmniejszy zbior T'(X), taki ze:

(AD) X UF CT(X),

(A5) jesli f € Fyr(f) =n ipr,....pn € T(X),
to f(p1,-..,pn) € T(X),

nazywamy zbiorem terméw typu 7 okreslonych na zbiorze X, albo krét-
ko — zbiorem terméw typu .

Term p jest n-arny, jesli liczba zmiennych wystepujacych w p jest
mniejsza lub réwna n. Tak wiec kazdy term n-arny jest m-arny, gdy
n < m. W szczegdlnosci dla n = 1 mamy term unarny. Zalézmy teraz,
ze dany jest term m-arny p typu 7 oraz dana jest algebra 2A typu 7.
Odwzorowanie p*: A" — A zdefiniujemy nastepujaco:

(A6) jesli p jest zmienna x;, gdzie i < n, to p*(a1,...,a,) = a; dla
ai,...,a, € A (p* jest wéwczas i-tym rzutem);

(A7) jesli p jest postaci f(p1(z1,...,%n), .., Dk(x1,...,2,)) dla f €
F, 7(f) = k, wéwczas p*(ay,...,a,) = fA(p3(a1,...,an), ...,
pr(ar,. .. an)).

Tak zdefiniowane odwzorowanie p*: A" — A nazywamy realizacja
termu p w algebrze 2 lub operacja termowa wyznaczong przez term p.

DEFINICJA Ab. 1. Rownoscig typu T jest wyrazenie postaci p =~ g,
gdzie p,q € T(X).
2. Algebra 2 typu 7 spelnia réwnosé p(x1,...,x,) =~ q(x1,...,25),

co symbolicznie zapisujemy 2 E p ~ ¢, jesli dla dowolnych a4,
..., Gn € A zachodzi

(A8)  p*(a1,...,an) = ¢™(ay,...,a,).

3. Klasa algebr K spelnia réwnosé p ~ q (symbolicznie zapisujemy
to K = p = q), jesli dla dowolnej algebry 2 € K zachodzi 2 =
p=q.

4. Niech ¥ bedzie zbiorem réwnosci typu 7. Powiemy, ze klasa K
spelnia zbior réwnosci ¥ (co oznaczaé bedziemy K = X)), jedli dla
dowolnej réwnosci p ~ ¢, nalezacej do X, zachodzi K = p ~ q.
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Dla zbioru ¥ C Id(7) przez Cn(X) oznaczaé bedziemy domknigcie
zbioru ¥ na konsekwencje Cn.

Wynik zastapienia dowolnej liczby wystapien termu p termem ¢ w
termie r oznaczamy przez r(p//q).

DEFINICJA A6. Cn(X) jest najmniejszym podzbiorem zbioru Id(T) za-
wierajacym X, takim ze:

(A9) p=peCn(X) dla dowolnego termu p typu 7;

(A10) jeslip ~ q € Cn(X), to ¢ = p € Cn(X) dla dowolnych terméw
p,q typu T;

(A11) jeslip~ qe€ Cn(X) oraz g~ r € Cn(X), top = r € Cn(X) dla
dowolnych termoéw p, q,r typu T;

(A12) Cn(X) jest domkniety na zastepowanie, to znaczy dla dowolnej
réwnosci p ~ q nalezacej do zbioru Cn(X) i dla dowolnego termu r typu

T, jesli p jest podtermem r, to dla termu s réwnego r(p/q) mamy r =
s € Cn(X);

(A13) Cn(X) jest domkniety na podstawienie, to znaczy dla kazdej
réwnosci p ~ q nalezacej do zbioru Cn(X) i kazdego termu r typu 7, jesli
zastapimy kazde wystapienie zmiennej x w réwnosci p ~ q przez r, to
otrzymana réwnosé nalezy do Cn(X).

DEFINICJA A7. Warunki (A9)—(A13) nazywamy regulami Birkhoffa.
Zbiér réwnoséci domkniety na reguty Birkhoffa nazywamy teorig réw-
nosciowg.

Przypomnijmy:

DEFINICJA A8. Pare uporzadkowana (A, R), gdzie R jest relacja zwrot-
ng, przechodnia i antysymetryczna w zbiorze A nazywamy zbiorem cze-
Sciowo uporzgdkowanym (przez relacje R).

DEFINICIA A9 ([14]).

1. Zbiér czesciowo uporzadkowany (A, R) jest kratg wtw dla dowol-
nych a,b € A, w A istnieje zarazem kres gorny, jak i dolny. Kres
gbérny a i b oznaczamy przez a V b, za$ dolny przez a A b.

2. Zbidr czesciowo uporzagdkowany P jest zupelny wtw dla kazdego
zbioru A C P, w P istnieje zarazem kres gorny, jak i dolny. Kres
gbérny zbioru A oznaczamy przez \/ A za$ dolny przez A A.
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3. Jedli dane sa kraty (A, R) i (B, S) oraz f: A — B jest wlozeniem,
to mowimy, ze f jest wlozeniem kratowym.

4. Jedli dane sa kraty (A, R) i (B, S) oraz f: A — B jest bijekcja,
to moéwimy, ze f jest izomorfizmem kratowym.

FAKT Al. Kazdy zupelny zbidr cze$ciowo uporzgdkowany jest kratq.

DEerINICJA A10. 1. Krata, ktéra jest czeSciowo uporzadkowanym
zbiorem zupelnym, zwana jest kratq zupeing.

2. Niech L bedzie krata. Niech a € L. Méwimy, ze a jest zwarty
wtw dla dowolnego A C L, jesli kres gérny elementéw ze zbioru A
istnieje w L (ozn. \/ A) oraz a < \/ A, to istnieje skonczony zbiér
B C A, taki ze a <V B.

3. Krata L jest zwarto-generowana wtw dla kazdego a € L, a jest
kresem gérnym elementéow zwartych. Krata L jest algebraiczna
wtw L jest zupelna oraz zwarto-generowana.

Ze wzgledu na fakt, ze konsekwencja sumy zbioru teorii réwnoscio-
wych jest kresem gérnym tego zbioru, zatem L(X) jest krata zupelna.
Ponadto, zbiér wszystkich réwnosci jest teoria réwnosciowa wyznaczona
przez réwnosé x = y, zatem Korzystajac z finitystycznosci przez typowy
przy dowodzeniu zwartosci argument mamy standardowy wniosek:

FAKT A2. L(X) jest kratqg algebraiczng, ktdrej jedynka jest elementem
Zwartym.

DEFINICJA All. Quasi-identycznoscia nazywamy dowolna formute po-
staci

hh=u N Nt,u, >t=u
gdzie t,u € Term, n € N, za$ dla kazdego 1 < i < n, t;,u; € Term.

Dla n = 0 przyjmujemy, ze quasi-identycznosé¢ przyjmuje postaé iden-
tycznodci, zatem mamy

WNIOSEK Al. Zbior wszystkich identycznosci danego typu zawiera sie w
zbiorze wszystkich quasi-identycznosci tegoz typu.

DEeFINICIA A12. Klasa algebr K jest quasirozmaito$cia wtw istnieje zbidr
quasi-identycznoéci, ktérych klasa modeli réwna sie klasie K.
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0.1.1. Algebry Boole'a
Wiadomo, ze krate mozna réwniez definiowaé¢ réwnosciowo.

DEFINICJA A13. Niepusty zbiér A z dwiema operacjami binarnymi V
i A na A zwany jest kratg wtw dla dowolnych z,y € A spelnione sa
nastepujace réwnosci:

Ll: (a) xVy=~yVuz
(prawa przemiennosci)

L2:
(prawa lacznosci)

L3:
(prawa idempotentnosci)

L4:
rawa pochlaniania
(b) x=xA(xVy) ® P )
Dzialania V i A zwane sa odpowiednio sumg (kratowg) i iloczynem (kra-
towym,).
Innymi slowy, kraty sa pewnymi algebrami (A, V,A), w typie (2,2).
W standardowy sposob okresla sie porzadek w kracie czesciowy porzadek
przyjmujac, ze
rLywtwzezVy=y

DEFINICJA Al4. Algebre 2 = (L,V,A,0,1) typu (2,2,0,0) nazywamy
kratq ograniczong wtw
1. 2 jest krata (L,V,A),
2. spelnione sa rownosci:
z A0 =0, zV1=l.
DEFINICJA A15. Niech dana bedzie krata ograniczona 20 = (L, V, A, 0, 1).

1. Méwimy, ze a € L jest atomem w A wtw a # 0 i dla kazdego
rzeLl jesliO<r<a,to0=zlubzx=a.

2. Méwimy, ze a € L jest co-atomem w A wtw a # 1 i dla kazdego
re€Lljeslia<r<]l,toa=xlubx=1.
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DEFINICIA A16. Krata dystrybutywna, to krata, dla ktérej spelnione sg
nastepujace réwnosci

Dl: zA(yVz)=(xAy)V(zAz)
D2: xV(yAz)=(xVy AxV=z).
DEerFINICIA Al17. Krata 2 jest modularna wtw w 2 spelniona jest row-
nos¢:
(@Ay)Vynz)=yn((yAy)Vaz).

Pojecie algebry Boole’a nawiazuje do [11] autorstwa George’a Boole’a,
choé¢ w istotny sposéb zostato zmodyfikowane przez Ernsta Schrodera w
[110].

Przyjmijmy nastepujaca definicje.

DEFINICJA A18. Algebra Boole’a nazywamy algebre (B, V, A, ', 0, 1)
z dwoma dziataniami 2-argumentowymi, jednym dziataniem 1l-argumen-

towym i dwoma statymi” (dzialaniami O-argumentowymi), przy czym
spelnione sa nastepujace warunki:

Bl: (B,V,A) jest krata dystrybutywna.

B2: z A0 =0, zV1xl,
B3: z A2’ =0, VvV ~1.
Przypomnijmy:

LEMAT A1l. Dla kaZdej algebry Boole’a prawdziwe sq nastepujgce réwno-
Sci

aV0=a.

aNl=a.

Jeslianb=0iaVb=1,toa=10.

0=1.

1=0.

prawo podwdjnego przeczenia: (a') = a

pierwsze prawo de Morgana: (a ANb) = (a') Vv (V')

drugie prawo de Morgana: (aV b) = (a') A (V)

O NSO W

"‘Stata’ w tym kontekscie to tzw. ‘stata nazwowa’, czyli wybrany, ustalony element
w danym zbiorze.
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DowoD. Ad 1. aV 0 =aV (aA0) przez B2. Zatem przez pochlanianie
L4 otrzymujemy, ze a V (a A 0) = a.

Ad 2. aN1=aA(aV1) przez B2, skad znéw przez pochlanianie L4
otrzymujemy, ze a A (a V 1) = a.

Ad 3. Zalézmy, ze aANb=0iaVb=1.

Korzystamy z 1, 2, B3, D1, D2, L1, L4:
V=tVvo=VV(aAb) =W Va)AW Vb =UVa)Al=0bVa=
AAY)Va=((aVb)AV)Va=((aANV)V(OAY))Va=
((aANb)VO)Va=(aNV)Va=a.

Ad 4. Stosujac 3 wystarczy pokazaé, ze IN0=0oraz 1V0 =1, a to
zachodzi na mocy B2 i L1.

Ad 5. Na mocy B3, L4 i Ll mamy 0 = 1A 1 = (1V1I)Al =
'A@'vl =1\

Ad 6. Wobec 3 i B3 dowodzona wlasno$é jest oczywista na mocy B3.

Ad 7. Znéw na mocy 3 wystarczy zauwazy¢, ze (aAb)V (a' )V (b)) =1
oraz (a ANb) A (a' V') =0.

Mamy:
(anb)V((@)V @) =(@V(@Vd)ADV (VD)) =
((avad)VI)AN(@ VB VD))=AVI)A(dV])=1A1=1.

Analogicznie mamy:
(aNb)A((@)V ()= ((aNb)ANd)V ((aNb)ANY) =
((and)AND)V (OAY)ANa)=(0AD)V (0Aa)=0V0=0.

Ad 8. Stosujac 3 wystarczy zauwazy¢, ze (a V b) A ((a') A (b)) =0
oraz (aVb)V ((a')A (b)) = 1. Ponizej opuscimy nawiasy ujmujace a’ i b'.

Na mocy L1, D1, L2, B3, B2, L3 mamy:
(aVD)A(d ANY)=(ad ANV)AN(aVDb)=((d ANV)YNa)V ((a/ ANV)AD) =
(aN(a ANB))V(dANB AD)) =
((and)ANY)V (A ANBAY))=(0AY)V (dAN0)= (B A0)VO=
0VvO0=0.

Analogicznie na mocy D2, 1.2, L1, B3, B2, L3 mamy:
(V) V(dAY)=((aVvb)Vad)A((aVvb) VD)=
(av(dVvd)A(aVvdVvy)=(aV(@Vb))A(aVl)=
((avd)Vh)Al=(1VOAL=(bVI)ALl=1A1=1. <
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B Jezyki pierwszego rzedu

Jak wiadomo, na jezyk klasycznego rachunku kwantyfikatoréw £ skia-
daja sie ponizej zdefiniowane: alfabet Alf, zbiér terméw Term i zbidr
formut For.

DEFINICJA Bl (Alfabet jezyka pierwszego rzedu). Alfabetem jezyka
pierwszego rzedu nazywamy dowolny uklad

Alf = (Var,{fi}ic1,{pj}jes, Const)
gdzie

a) Var = {x, tnen U {x,y, 2} jest zbiorem zmiennych indywiduowych;

b) zaréwno zbidr {f;}icr, jak i {p;};ecs jest rozlaczny z kazdym z pozo-
stalych wyrazéw czwérki uporzadkowanej Alf;

c¢) dana jest funkcja arnosci
ar: {fitier U{pj}tjes — N

d) Const ={~,A\,V,—, <} U{V: a € Var} U{3: a € Var}.

{fi}ier i {pj}jes nazywamy odpowiednio, zbiorem symboli funkcyj-
nych i zbiorem symboli predykatéw.

Po drugie na jezyk sktada sie zbior terméw.
Po trzecie na jezyk sklada sie zbiér formul, w szczegdlnodci formut
atomowych:

DEFINICJA B2 (Zbiér formul atomowych jezyka .#). Niech

Fory = {pj(t1, ..., ta(p))li € Joar(p;) # 2,4 € Term dla 1 <1 < ar(p;) U
U{tpju:j € Jar(p;) =2 oraz t,u € Term}
Elementy . zwane sg formutami atomowymi jezyka nazywamy zbiér

DEFINICJA B3 (Zbiér formutl jezyka .£). Zbiorem formul jezyka £ na-
zywamy zbior

o
For = U For;
i=0



B Jezyki pierwszego rzedu 125

gdzie

Forg = Fory
For,y; = For, U {~A:Ae€For,}U
{(AVB): A BeFor,} U
{(AANB): A, B € For,} U
{(A— B): A,B € For,} U
{(A< B): A, B € Forp} U
{VA:a€ Var oraz A € For, } U

{3A:a € Var oraz A € For, }.
a
Dodajmy, ze w kontekscie logik zdaniowych stosujemy symbol Var do
oznaczania zbioru zmiennych zdaniowych. Jesli w powyzszej definicji jako

For s przyjmiemy 6w zbiér zmiennych zdaniowych i pominiemy warunki
dotyczace kwantyfikatoréw, otrzymamy zbioér formut zdaniowych.

DEFINICJA B4 (Podstawienie za zmienne do formut). Niech dane bedzie
podstawienie za zmienne do terméw h : Term — Term. Niech s :
For — For spelnia nastepujace warunki:

1° dla dowolnych: j € J, terméw ty,. .., ta(y,), gdzie ar(f;) # 2:

Sh(pj(tl, . 7tar(pj))) = pj(h(tl), vy h(tar(pj)))
2° dla dowolnych: j € J, takiego ze ar(f;) = 2 oraz dowolnych, ter-
moéw t, u:
sp(tpju) = h(t)p; hu)
2° a) dla dowolnych * € {V,A\,— B,<}, A, B € For:
sp(A* B) = (sp(A) x sp(B))
b) dla dowolnego A € For:
Su(~ A) = ~osi(A)
b) dla dowolnego A € For, a € Var oraz Q € {V,3}:
(B5) jesli h(a) =a, to sp(QA)=Qsu(A)
(B6) jesli h(a) #a to  sp(QA) = Q(A)

nazywamy podstawieniem (za zmienne do formut).
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A

CL
CLEac
CLY
CL»
Cn
Cn(X)

dotacz.kon
dotacz.alt

ex(¢)

fg(A4)

Forgy

kom"

kom”
kontr.sym
KEX

Mod(%)
MP

P,
IIa

kel
pr.DSv

pr.DS_,

algebra o uniwersum A

logika klasyczna

logika CLEs

system wyznaczony przez P*'-interpretacje
system wyznaczony przez P’-interpretacje
konsekwencja

domkniecie zbioru X na reguty Birkhoffa

dotaczanie czynnika koniunkcji
dotaczanie sktadnika alternatywy

najbardziej zewnetrzny symbol dziatlania w termie

¢

funktor gtéwny formuty A
zbidr wszystkich formul zewnetrznie zgodnych

operator brania obrazu homomorficznego

P-dyspersja algebry J
idempotentnosé koniunkcji
idempotentnos¢ alternatywy

przemienno$é alternatywy
przemiennoéé koniunkeji, (kom”)
skontraponowane prawo symplifikacji
spelnianie zbioru réwnosci w klasie

klasa algebr spelniajacych %
reguta odrywnia

operator brania produktu algebr
P.-rozszerzenie algebry

zbiér wszystkich podzialéw (partycji) zbioru A
tej produkt prosty algebra

prawo Dunsa Szkota wersja dla alternatywy
prawo Dunsa Szkota wersja dla implikacji

116

72
75
112
112
118
10

79
79

79
85

117

33
84
84

79
79
81
118

10
83

117
31
18
116

82
82
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pr.DSA prawo Dunsa Szkota wersja dla koniunkcji 82
pr.osy prawo ostabiania dla alternatywy 82
pr.ospa prawo ostabiania dla koniunkcji 82
pr.kon prawo koniunkcji — wersja 79
pr.kontr prawo kontrapozycji 81
pr.niesp prawo niesprzecznosci 81
pr.os.i prawa ostabiania, wersja 79
pr.s.hip prawo przechodniosci — 78
pr.s.hip prawo przechodnio$ci — w wersji skomutowanej 84
pr.syl.Fr prawo sylogizmu Fregego, podst. 78
pr.sym.ii prawo symplifikacji, wer. I1 78
pr.sym.i prawo symplifikacji 78
pr.tozs. prawo tozsamosci 7
pr.tozs.i prawo tozsamosci 7
pr.tozs.ii prawo tozsamosci 7
pr.tozs.iii prawo tozsamosci 7
pr.tozs.iv prawo tozsamosci 7
pr.wyl.sr prawo wylaczonego srodka — podstawienie 81
RDA reguta dolacznia alternatywy 84
r.doabs. prawo redukcji do absurdu 82
RDS reguta Dunsa Szkota 84
RDylA dylematu alternatywnego 84
RS reguta symplifikacji 83
S operator brania podalgebr 117
PN zbiorem réwnosci 10
silpp teza CLg, 88
sil.pp.-podst. podstawienie silnego prawa podwdjnego przeczenia 81
sipp wzmocnienie stabego prawa podwdjnego przeczenia 88
st.pp.-podst. podstawienie stabego prawa podwéjnego przeczenia 81
syl.alt.”! implikacja odwrotna do sylogizmu alternatywnego 96
syl.alt. sylogizm alternatywny, prawo 96
symp" prawo symplifikacji dla alternatywy 84
symp”, prawo symplifikacji dla implikacji 84
symp” prawo symplifikacji dla koniunkcji 84
symp)) prawo symplifikacji dla koniunkcji — wersja trzecia 84
symp”, prawo symplifikacji dla koniunkcji — wersja czwarta 84
symp/ prawo symplifikacji dla koniunkcji — wersja druga 84
symp” prawo symplifikacji dla koniunkcji — wersja pierw- 84
sza
symp”™ prawo symplifikacji dla negacji 84

T rozmaito$é trywialna typu 7 24, 39
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T typ algebr 10

\% rozmaitos$é algebr 20

zaprz.kon.odw.” implikacja odwrotna do prawa zaprzeczania ko- 96
niunkcji

zaprz.kon. zaprzeczanie koniunkcji 96
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alfabet jezyka, 124

algebra
krytyczna, 45
podprosto-nierozktadalna, 44
prosta, 44
typu 7, 116
wolnogenerowana, 30

atom w kracie ograniczonej, 121

baza
réwnosciowa, 16
baza teorii réwnoéciowej,
zob. teoria, baza
Birkhoff, G., 10, 16, 44
reguty, 119

Chang, C.C., 56
Chromik, W.; 19
co-atom w kracie ograniczonej, 121

dyseprsja
algebry,
z0b. P-dyspersja

element
idempotentny, 30
zwarty, 120
ext-interpretacja,
zob. intepretacja

formuta, 124
P-zgodna, 93
atomowa, 124
podstawienie do formut
za zmienne, 125
zewnetrznie zgodna, 85
formuta spetlniona w matrycy,
z0b. spelnianie formuty
w matrycy

generik
minimalny, 30

generik rozmaitosci,
z0b. rozmaitosé, generik
grupoid, 27

homomorfizm algebr, 116

interpretacja, 76
P-interpretacja, 99
P’-interpretacja, 111
P*-interpretacja, 104
P*'_interpretacja, 112

izomorfizm
algebr, 117
kratowy, 120

konsekwnecja

zbioru
réwnosci, 119

krata, 121
napieta, 13
ograniczona, 121
prosta, 13
zupelna, 120
zwarto-generowana, 120

logika
réwnosciowa, 14

matryca, 70
Mel'nik, 1. J., 19

ortokrata, 45

P-dyspersja, 33
P-dyspersja algebry, 33
P-interpretacja,

zo0b. interpretacja
P’-interpretacja,

zo0b. interpretacja
P*-interpretacja,

zob. interpretacja
P*'_interpretacja,

zob. interpretacja
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P.-rozszerzenie algebry, 31
partycja,
z0b. zbiér, podzial
podziatu, 8, 18
podalgebra, 116
podstawianie, 119
podstawienie do formut,
zob. formula, podstawienie
do formul za zmienne
podziat, 8
podziat zbioru,
z0b. zbiér, podzial
poset,
zob. zbibr, czedciowo uporza-
dkowany
prawo
dotaczania alternatywy, 80
dotaczania koniunkcji, 80
kontrapozycji, 81
modularnosci, 45
ortomodularnosci, 45
przechodnioéci implikacji, 78
przechodnioéci implikacji, wersja
skomutowana, 85
redukcji do absurdu, 82
sylogizmu, 78
wersja skomutowana, 85
produkt prosty algebr, 117
Ptonka, J., 19

quasi-identycznosé, 120
quasirozmaitosé, 120

reguta
dotaczania alternatywy, 84
Dunsa Szkota, 84
dylematu alternatywnego, 84
koniunkcji, 91
odrywania, 83
symplifikacji, 84
reguty Birkhoffa,
zob. Birkhoff, G., reguty
rozmaitosé
F-normalna, 24
P-zgodna, 19

generik, 30

idempotentna, 26

normalna, 19

semi-prosta, 46

trywialna, 39

zewnetrznie zgodna, 19
réwnosciowa teoria,

20b. teoria, réwnosciowa

rownosé

P-zgodna, 19

spelnianie, 15

spelniona w algebrze, 118

spetniona w klasie, 118

typu 7, 118

zewnetrznie normalna, 19

zewnetrznie zgodna, 19, 58

semi-prosta rozmaitosé,
zob. rozmaitosé, semi-prosta
spelnianie,
zob. r6wno$é, spelnianie
formuty
w matrycy, 70
system
P-dyspersujacy, 32

Tarski, A., 10, 14, 16, 56
tautologia
matrycy, 70
teoria
réwnosciowa, 16
term
n-arny, 118
nietrywializujacy, 35
unarny, 118
teza
P-zgodna logiki L, 8

Von Neumann, J., 44

warto$ciowanie
w algebrze, 70
zmiennych, 76
klasyczne, 76
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warto$¢ wyrdzniona,
zob. zbidr, wartosci
wyroéznionych
wynikanie
semantycznie
dla zbioru réwnosci, 15
wlozenie, 117
kratowe, 120

zastepowanie, 119
zbiér

czedciowo uporzadkowany, 119

zupetny, 119

podziat, 18

wartoéci wyréznionych, 70

wolnych generatoréw algebry, 30
zbiér, formut,

zo0b. formuta

Fukasiewicz, J., 56
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