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Wstep

W niniejszej rozprawie rozwazamy nastepujace zagadnienia:

(1) lamanie symetrii stabych rozwiazan w niekooperatywnym ukladzie réwnan eliptycznych
z warunkiem brzegowym Neumanna,

(2) istnienie nieograniczonych zbioréw stabych rozwiazan w niekooperatywnym ukladzie réwnan
eliptycznych na sferze oraz zagadnienie tamania symetrii w tym uktadzie,

(3) istnienie nieograniczonych zbioréw stabych rozwiazan oraz zagadnienie lamania symetrii
w niekooperatywnych uktadach réwnan eliptycznych na kuli geodezyjne;j.

W pierwszej czedci rozprawy rozwazamy zagadnienie tamania symetrii dla nastepujacego
uktadu réwnan

—Aw; = Vy, F(w,we) + f1 w Q,

Awy = Vi, F(wi,wa) + fo w €, (1)
% = % =0 na 0,

gdzie R" jest ortogonalng reprezentacja zwartej grupy Liego G, (2 C R” jest otwartym, ograniczo-
nym i G-niezmienniczym podzbiorem z gladkim brzegiem oraz F' € C?(R?,R). To znaczy rozwa-
zamy problem istnienia G-symetrycznej funkcji (f1, f2) takiej, ze istnieje H-symetryczne rozwia-
zanie (w1, ws) uktadu (1), przy czym H jest domknieta podgrupa grupy G. Jezeli takie rozwia-
zanie istnieje, to méwimy, ze zachodzi tamanie symetrii stabych rozwiazan problemu (1). Innymi
stowy, problem jest nastepujacy: czy istnieje (w1, ws) € VI \ V& takie, ze V®(wy,ws) € VE?
Przy czym ®: V — R jest funkcjonatem zwigzanym z uktadem (1), V= H'(Q)® H'(Q), H(Q)
jest przestrzenia Sobolewa, V¥, V& oznaczaja odpowiednio zbiér punktéw statych dzialania
grupy H oraz G na przestrzeni V.

Zagadnienie tamania symetrii bylo badane przez wielu autoréw, przy réznych zatozeniach na
funkcje F' i zbior Q. Na przyklad, w pracy [13] Dancer badal nieradialne rozwiazania réwnania
—Au = f(u, \) na jednostkowej kuli otwartej B" C R"™ z warunkiem brzegowym Dirichleta, ktére
lokalnie bifurkuja z rozwiazan radialnych tego réwnania. W artykule [14] ten sam autor badal
réwnanie —Au = f(u) + h na kuli B™ z warunkiem brzegowym Dirichleta oraz uzyskal warunki
na funkcje f, ktore pozwalaly na rozstrzygniecie czy istnieje radialnie symetryczna funkcja h
taka, ze to réwnanie posiada nieradialnie symetryczne rozwiazanie. W pracy [9] Cerami badala
zagadnienie —Au = f(u) na kuli otwartej Br(R™) o promieniu R z warunkiem brzegowym
Dirichleta oraz bifurkacje nieradialnych rozwiazan z rodziny rozwiazan trywialnych, w ktérej
jako parametr traktuje si¢ promien kuli. Podobnym problemem, ale z inna rodzing rozwiazan
trywialnych, zajmowali si¢ Smoller i Wasserman w pracach [56], [57]. W artykule [47] autorzy
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pokazali, ze dla problemu —Awu = uwP — A na kuli jednostkowej B™, A > 0, istnieje dodatnie
rozwiazanie (ug, \g), ktore jest jednoczesnie punktem lamania symetrii rozwiazan radialnych.
W pracy [10] autorzy badali zagadnienie lamania symetrii dla ukladu réwnan eliptycznych

Auy = f(uj,uz) w Bgr(R"),
Auy = g(uy,u2) w Bgr(R"),
up = uz =0 na 0Bgr(R"),

W publikacji [60] Srikanth badal zagadnienie lamania symetrii rozwiazan réwnania —Au =
uP + Au na pierscieniu Q C R™ i udowodnil, Ze na galezi rozwiazan radialnych (uy, A) zachodzi
tamanie symetrii w pewnym punkcie (uy,,Ao) takim, ze 0 < A9 < Ay, o ile pierScien © ma
odpowiednio malg grubosé, przy czym A; oznacza pierwszg warto$é wlasna operatora —A na
Q. W artykule [58] autorzy badali bifurkacje nieradialnie symetrycznych rozwiazan réwnania
Au + f(u,\) = 0 na B™ z warunkiem brzegowym au — ﬂ% = 0. Przy pewnych zatozeniach
udowodnili istnienie infinitezymalnego lamania symetrii, to znaczy pokazali, ze istnieje rozwia-
zanie u takie, ze zlinearyzowane réwnanie posiada rozwiazanie nieradialne. W pracy [59] ci sami
autorzy zastosowali do tego zagadnienia redukcje Lapunowa—Schmidta oraz badali zagadnienie
tamania symetrii rozwigzan dla dowolnej zwartej grupy Liego G. Korzystajac z niezmienniczego
indeksu Conleya, sformutowali warunki wystarczajace istnienia ciaggu rozwiazan problemu tama-
nia symetrii.

W drugim rozdziale badamy problem podobny do powyzszych w przypadku niekooperatyw-
nego ukladu réwnan eliptycznych (1). Zauwazmy, ze funkcjonal stowarzyszony z tym ukladem
jest silnie nieokreslony, zatem do badania jego rozwiazan nie mozna uzy¢ narzedzi z powyz-
szych prac. Idea dowodu gléwnych wynikéw tej czesci rozprawy jest sprowadzenie zagadnienia
(1) do problemu bifurkacyjnego, podobnie jak to zostalo zrobione w artykule [14]. W tej pracy
do zagadnienia bifurkacyjnego zostal zastosowany homotopijny indeks Rybakowskiego, vide [49].
Korzystajac z tego indeksu, sformutowane zostaly warunki na istnienie punktu lokalnej bifur-
kacji, czyli ciagu rozwiazan problemu bifurkacyjnego, a zatem réwniez zagadnienia tamania
symetrii. Korzystajac z tych wynikow, sformutowane zostaly warunki implikujace zachodzenie
tamania symetrii w rownaniu eliptycznym. Warunki te zostaly zapisane w jezyku prawej strony
rownania oraz wartosci wtasnych operatora Laplace’a.

W rozprawie do zagadnienia (1) stosujemy stopien G-niezmienniczych, silnie nieokreslonych
funkcjonaléw, zdefiniowany w pracy [23]. Korzystajac z tego stopnia, formutujemy warunki ko-
nieczne na istnienie rozwiazan gtéwnego problemu tego rozdziatu w jezyku prawej strony uktadu
réwnan (1) oraz wartosci wlasnych operatora Laplace’a. Co wiecej, warunki te implikuja istnienie
globalnej bifurkacji, czyli spdjnego zbioru rozwiazan. Z tego powodu, oraz dlatego, ze rozwazany
uktad réwnan jest niekooperatywny, otrzymane wyniki uogdlniaja rezultaty z pracy Dancera
[14]. Ponadto stosujac ten stopien do réwnania badanego w tej pracy, uzyskujemy globalna bi-
furkacje rozwigzan problemu tamania symetrii, w odréznieniu od lokalnej bifurkacji otrzymanej
przez Dancera.

Do badania zagadnienia tamania symetrii stabych rozwiazan niekooperatywnych uktadow
rownan eliptycznych moze zostaé réwniez uzyty homotopijny i G-homotopijny indeks dla silnie
nieokreslonych funkcjonatéw, vide [32], [33]. Stosujac te narzedzia, mozna jednak otrzymac je-
dynie ciag rozwiazan. Aby uzyskaé globalne bifurkacje rozwiazan przy uzyciu G-homotopijnego
indeksu, mozna wykorzystaé¢ zalezno$ci pomiedzy tym indeksem oraz stopniem gradientowych
odwzorowan G-wspo6lzmienniczych, vide [22], [36].
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Opisana powyzej czesS¢ rozprawy zostala opublikowana w artykule [61].
W trzeciej czedci rozprawy rozwazamy uktad réwnan

a1Agn—1u; = Vy, F(u, 1),

asAgn-1uz = Vy, F(u,p), @

na S"1

apAgn-1uy = Vi, F(u, ),

przy czym Agn-1 jest operatorem Laplace’a-Beltramiego na sferze S"!, a; € {~1,1}, F €
C%(RP x R, R) jest takie, ze V, F(u, 1) = pu -+ Vug(u, i), gdzie g € C?(RP x R, R) i dla kazdego
1 € R zachodzi V,g(0, 1) = 0 oraz V2g(0, u) = 0.

Klasyczna alternatywa Rabinowitza opisuje zachowanie kontinuum nietrywialnych rozwiazan
nieliniowego problemu wlasnego, ktére bifurkuje ze zbioru rozwigzan trywialnych. Alternatywa
stwierdza, ze dla duzej klasy takich probleméw, kontinuum bifurkuje z wartosci charaktery-
stycznej nieparzystej krotnosci algebraicznej oraz jest ono nieograniczone albo przecina zbiér
rozwiazan trywialnych w innym punkcie, vide [43], [45], [46]. Alternatywe te mozna zastosowaé
do ukladu (2) ze wspélczynnikami a; tego samego znaku. Aby to zrobié, z uktadem (2) stowarzy-
szamy funkcjonal ®: VxR — R, ktérego gradient V, P jest zwartym zaburzeniem identycznodci,
natomiast punkty krytyczne tego funkcjonatu odpowiadaja stabym rozwigzaniom tego systemu,
przy czym V jest odpowiednia przestrzeniag Hilberta z symetriami grupy SO(2). Poniewaz zbidr
S~ mozna rozwazaé jako SO(2)-niezmienniczy podzbiér ortogonalnej SO(2)-reprezentacji R”,
funkcjonal @ jest SO(2)-niezmienniczy, za$ jego gradient V,® jest SO(2)-wspélzmienniczy. Wia-
domo jednak, ze stopien Leray—Schaudera, ktéry jest uzywany w klasycznej alternatywie Ra-
binowitza, nie jest odpowiednim narzedziem do badania operatoréw z symetriami. Wynika to
z nastepujacego twierdzenia Rabiera i Wanga, vide [44], [64]:

Twierdzenie 1. Niech G bedzie zwartqg grupg Liego, V przestrzeniq Hilberta bedgcg jednocze-
snie ortogonalng G-reprezentacjq oraz niech U C V bedzie otwartym @ ograniczonym zbiorem
G-niezmienniczym. Oznaczmy przez GO skladowq spéjnosci elementu neutralnego w G, niech
T C GO bedzie torusem maksymalnym oraz niech N(T) bedzie jego normalizatorem w G. Przy-
pusémy, ze VNI = V& i niech f € C (V, V) bedzie G-wspdlzmienniczym zwartym zaburzeniem
identycznosci takim, ze 0 ¢ f(OU). Wéwczas

degrs (f,U,0) = degrg (f|uG,UG, 0) mod ZNM/T

przy czym deg;g oznacza stopien Leray—Schaudera, US =UNVE, V& 2bi6r punktow statych
dziatania grupy G na V, ZNDI/T jdeal w Z generowany przez [N(T)/T: Ty], x € VI \ VE oraz
', jest grupg izotropii elementu = ze wzgledu na dziatanie N(T)/T na VT.

Zalézmy, ze G = SO(2). Wowezas ZVT)/T = {0}, zatem z powyzszego twierdzenia wynika
nastepujacy wniosek:

Whniosek 2. Zaldzmy, Ze V jest SO(2)-reprezentacjg, U C V otwartym, ograniczonym, SO(2)-
niezmienniczym zbiorem i f € C(V,V) jest SO(2)-wspélzmienniczym, zwartym zaburzeniem
identycznosci takim, zZe 0 ¢ f(OU). Wowczas degrg(f,U,0) = degLS(f‘uso@),Uso(Z), 0).
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7 powyzszego twierdzenia wynika, ze jezeli USC®?) = () lub USC®?) N f=1(0) = 0, to zachodzi
réwnosé degy o(f,U,0) = 0.

Do badania uktadu (2) ze wspétczynnikami a; tych samych znakéw mozna zastosowaé stopien
SO(2)-wspodlzmienniczych odwzorowan ortogonalnych, vide [50]. Uzywajac tego stopnia, mozna
sformutowaé i udowodni¢ wspdlzmiennicza wersje alternatywy Rabinowitza. Nastepne twierdze-
nie wynika z zastosowania tej alternatywy do zagadnienia (2), w pracy [50] mozna znalezé pelna
wersje tego twierdzenia.

Twierdzenie 3. Ustalmy jiy,, wartos¢ wlasng operatora —Agn-1 i 0oznaczmy przez VoAgna (myg)
podprzestrzen wlasng stowarzyszonq z fim,. Jezeli p - dimV_p_, (ftmg) jgest liczbg nieparzystq
lub Vong, o (tmg) jest nietrywialng reprezentacjq grupy SO(2), to istnieje spdjny zbior stabych
rozwigzan ukladu (2), ktdrego elementem jest (0, i, ) @ jest nieograniczony wV xR albo przecina
zbidr rozwigzan trywialnych {0} x R w punkcie (0, fim,) 7 (0, timg)-

W pracy [52] Rybicki pokazal, ze druga mozliwo$¢ w powyzszym twierdzeniu, to znaczy
ograniczono$é zbioru stabych rozwigzan, nie moze zachodzi¢ dla réwnania —Agn-1u = f(u, A).
Uzywajac tych samych narzedzi, mozna uogdlnié ten rezultat dla ukladu (2) ze wspélczynnikami
a; tych samych znakéw.

Przypusémy, ze K: V — V jest liniowym, zwartym, ograniczonym, samosprzezonym opera-
torem SO(2)-wspélzmienniczym. Postepujac tak jak w pracy [37], mozna wprowadzi¢ pojecie
nieliniowej wartosci wlasnej operatora K.

Definicja 1. Powiemy, Ze fi,, jest nieliniowa wartoscia wlasng operatora K, jesli (O,u;n%))
jest punktem bifurkacji rozwiazan réwnania (Id —pK)u + Vyn(u, u) = 0 ze zbioru {0} x R C
V x R dla dowolnego zwartego, SO(2)-niezmienniczego funkcjonatu n: VxR — R spelniajacego
Vun(0, 1) = 01i V23(0, 1) = 0 dla kazdych u € R.

Pomijajac strukture wariacyjna i symetrie grupy SO(2), mozna badaé bifurkacje rozwiazan
réwnania (Id —pK)u + Vyn(u, p) = 0, uzywajac stopnia Leray—Schaudera. Zauwazmy, ze fim,
jest nieliniowa wartoscia wlasnag K wtedy i tylko wtedy, gdy pm, jest wartodcia wlasng K nie-
parzystej krotnosci, vide [37]. Wyznaczajac indeks bifurkacji wyrazony w jezyku stopnia SO(2)-
wspoOlzmienniczych odwzorowan gradientowych, mozna uzasadnié¢ nastepujace twierdzenie, vide

[19]:

Twierdzenie 4. Liczba py,, > 0 jest nieliniowqg wartoscig wtasng K wtedy i tylko wtedy, gdy
tmy, Jest wartoscig wlasng K nieparzystej krotnosci lub podprzestrzen wilasna Vi (pm,) odpowia-
dajaca wartosci wlasnej iy, jest nietrywialng SO(2)-reprezentacjq.

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze jezeli pn,, jest wartoscia wlasna K parzystej krotno-
Sci, za$ przestrzen Vi (fim,) jest nietrywialng SO(2)-reprezentacja, to jm, nie jest nieliniowa
wartoscia wlasna w sensie [37], natomiast jest w sensie definicji 1.

Zalézmy teraz, ze wspélezynniki a; w ukladzie (2) sa réznych znakéw.

Inna wersja wspolzmienniczej alternatywy Rabinowitza zostata sformutowana przy uzyciu
stopnia silnie nieokreslonych funkcjonaléw SO(2)-niezmienniczych, vide [23]. W trzecim roz-
dziale stosujemy te alternatywe do ukladu (2). Zauwazmy, ze w przypadku, gdy wspélezynniki
a; sa réznych znakéw, nie mozna zastosowaé stopnia SO(2)-wspolzmienniczych odwzorowan
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gradientowych, poniewaz funkcjonal odpowiadajacy uktadowi (2) nie jest postaci zwarte zabu-
rzenie identycznosci. Niemniej jednak, do badania tego uktadu mozna zastosowaé stopien silnie
nieokreslonych funkcjonaléw SO(2)-niezmienniczych.

Problem nieograniczonosci zbioréw rozwigzan réwnan i uktadéw réwnan rézniczkowych byt
badany przez wielu autoréw. Dla przyktadu, udowodniono, ze zbiér rozwigzan nieliniowego pro-
blemu Sturma-Liouville’a jest zawsze nieograniczony, vide [12], [45], [46]. Co wigcej, Rabinowitz
pokazatl, ze zbiory rozwiazan w réwnaniu eliptycznym

- Z (aZ] uxlxj) +q - f(u,x,u) w Q)
i,j=1 (3)
u =0 na 0f),

nie mogg by¢ ograniczone, przy czym 2 C R” jest zbiorem ograniczonym oraz rozwazamy
kontinua dodatnich rozwigzan bifurkujacych z pierwszej wartosci wlasnej operatora rézniczko-
wego, vide [46]. Inny rezultat tego typu zostal opisany w pracy [11], gdzie badano kiedy druga
mozliwosé w alternatywie Rabinowitza moze by¢ wykluczona dla kontinuéw bifurkujacych z na-
stepnych wartosci wlasnych problemu (3). W pracach [27]-[29] Healey i Kielhofer dowodzili
nieograniczonosci kontinuéw nietrywialnych rozwiagzan z symetriami w réznych typach réwnan
rézniczkowych. Kluczenko podata warunki wystarczajace na istnienie nieograniczonych zbioréw
rozwiazan nietrywialnych bifurkujacych z rodziny rozwiazan trywialnych uktadu

—Au = pAu+ Vyn(u,p) w o Q,
u = 0 na 0f2,

vide [35]. Miyamoto rozwazal nastepujacy problem:

{—Au—i—uf(u) = 0 w Bgr(R"),

9u = 0 na OBR(R"),

vide [42]. W tej pracy zostalo pokazane istnienie nieograniczonego kontinuum nieradialnych
rozwigzan bifurkujacych z pierwszej dodatniej wartosci wlasnej odpowiadajacego problemu li-
niowego. Struktura rozwiazan zmieniajacych znak nieliniowego rownania eliptycznego

{ —Au+ pf(u)

0 w Bp(R?),
0 na 9B;(R?)

u

byla rozwazana w pracy [41] przez tego samego autora. Gléwnym rezultatem tego artykutu jest
istnienie nieskonczenie wielu punktow bifurkacji, z ktérych emanuja nieograniczone rozwigzania
nodalne, przy czym funkcje wlasne odpowiadajace kazdemu punktowi bifurkacji sg nieradialnie
symetryczne.

W trzecim rozdziale dowodzimy rezultat tego typu dla niekooperatywnych uktadéw elip-
tycznych rozwazanych na sferze, to znaczy badamy spdjne zbiory stabych rozwiazan uktadu
(2). Aby to zrobié, korzystamy ze stopnia SO(2)-niezmienniczych funkcjonaléw silnie nieokre-
slonych oraz wykorzystujemy strukture przestrzeni wtasnych operatora Laplace’a—Beltramiego
jako SO(2)-reprezentacji. Ponadto charakteryzujemy punkty globalnej bifurkacji, w ktérych za-
chodzi zjawisko lamania symetrii. Pokazane wyniki zostaly zawarte w pracy [53] oraz uogélniaja
rezultat z pracy [52].
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W czwartej czesci rozprawy badamy problem nieograniczonosci zbioru stabych rozwiazan
zagadnienia

a1Agnuy = Vo, F(u,p) w B(a),

agAgnuy = Vi, F(u,p) w B(a),

apAgntup = Vo, F(u,p) w Bla)

z warunkami brzegowymi Dirichleta vy = ... = u, = 0 na 0B(«) i Neumanna 8”1 =...= %L =
0 na 0B(«), przy czym B(a) C S™ jest kula geodezyjna o $rodku w punkcie ( ,0, )
promieniu « € (0,7), F € C?*(RP x R,R), Vo F(u, 1) = pu+ Vyug(u, ), gdzie g € CQ( ]R)

i dla kazdego p € R zachodzi V,g(0, 1) = 0 oraz V2g(0,u) =0, a; € {—1,1}.

Okazuje sie, ze jezeli o = 7, to dla ukladu réwnan (4) nie jest mozliwe, aby zbiér sta-
bych rozwiazan byt ograniczony. Podobnie jak w poprzedniej czesci rozprawy, charakteryzujemy
punkty globalnej bifurkacji, w ktérych zachodzi zjawisko tamania symetrii. Do uzyskania po-
wyzszych rezultatéw zostal ponownie wykorzystany stopien silnie nieokreslonych funkcjonaléw
niezmienniczych oraz struktura podprzestrzeni wlasnych operatora Laplace’a—Beltramiego na
kuli geodezyjnej jako reprezentacji grup SO(n) i SO(2). W przypadku, gdy a # § jest do-
wolne, charakteryzujemy zbiory stabych rozwiazan bifurkujace z rodziny rozwigzan trywialnych.
Zauwazmy, ze dowolna kula geodezyjna jest w sensie topologicznym podobna do kuli B (g),
dlatego mozna oczekiwaé, ze twierdzenia o nieograniczonosci zbioru stabych rozwiazan i tama-
nia symetrii powinny sie przenies¢ na ten przypadek. Poniewaz jednak nie jest znana struktura
podprzestrzeni wlasnych jako reprezentacji grup SO(n) i SO(2), metody wykorzystane w dowo-
dzie wcze$niejszych twierdzen nie dziataja w ogélnym przypadku, zas sam problem pozostaje
otwarty. Wyniki uzyskane w tym rozdziale zostaly zawarte w pracy [54].

Reasumujac, w rozprawie rozwazamy problem lamania symetrii i nieograniczonosci spoj-
nych zbioréow stabych rozwiazan niekooperatywnych uktadéw réwnan eliptycznych. Tego typu
problemy nie byly do tej pory rozwazane dla tej klasy uktadéw. Ze wzgledu na strukture waria-
cyjna i niezmiennicza w tych zagadnieniach, do ich badania uzywamy stopnia silnie nieokreslo-
nych funkcjonatéw niezmienniczych. W rozdziatach trzecim i czwartym do badania eliptycznych
uktadéw réwnan na sferze i kuli geodezyjnej stosujemy niezmiennicza wersje alternatywy Rabi-
nowitza. Pokazujemy, ze gtéwne wyniki w tych cze$ciach rozprawy, dotyczace nieograniczonosci
zbioréw stabych rozwigzan, wykluczaja jedna z mozliwosci w tej alternatywie. Pomijajac dziala-
nie grupy, mozna stosowa¢ inne niezmienniki, odpowiednie dla problemoéw silnie nieokreslonych.
Warto jednak podkresli¢, ze uzyskane wyniki bylyby wéwczas stabsze, na przyktad stosujac
stopien Leray—Schaudera i klasyczna alternatywe Rabinowitza, nie mozna udowodnié¢ nieograni-
czonosci zbioréw stabych rozwiazan réwnania eliptycznego na sferze i kuli geodezyjnej.

Po tym wstepie, rozprawa jest zorganizowana w nastepujacy sposéb:

e W rozdziale pierwszym wprowadzamy pojecia potrzebne w dalszej czesci rozprawy, w szcze-
gblnosci te zwiazane ze zwartymi grupami Liego i ich reprezentacjami, pierscieniem Eu-
lera zwartej grupy Liego i stopniem silnie nieokreslonych niezmienniczych funkcjonatow.
Wprowadzamy takze strukture reprezentacji na przestrzeniach Sobolewa oraz podajemy
wtasnosci wartoéci i przestrzeni wlasnych operatora eliptycznego.

e W rozdziale drugim badamy zagadnienie tamania symetrii rozwiazan w rownaniu eliptycz-
nym i ukladzie (1).



Wstep

e W rozdziale trzecim opisujemy zagadnienia nieograniczonoéci zbioru stabych rozwiazan
oraz lamania symetrii w ukladzie (2).

e W rozdziale czwartym badamy strukture zbioru rozwigzan oraz zagadnienie tamania sy-
metrii w uktadzie (4).



Rozdziat 1

Wiadomosci wstepne

W tym rozdziale wprowadzimy podstawowe pojecia uzywane w dalszej czesci rozprawy, w szcze-
gélnosci te zwiazane ze zwartymi grupami Liego i ich reprezentacjami, pierscieniem Eulera zwar-
tej grupy Liego i stopniem silnie nieokre$lonych niezmienniczych funkcjonatow. Wprowadzimy
takze strukture reprezentacji na przestrzeniach Sobolewa oraz podamy wtasnosci wartosci i prze-
strzeni wlasnych operatora eliptycznego.

1.1 Podstawowe definicje, oznaczenia, fakty

W tym podrozdziale podamy podstawowe definicje i oznaczenia uzywane w rozprawie. Przed-
stawiony tutaj material pochodzi z nastepujacych pozycji literatury: [18], [24], [25], [30], [40],
[55].

Niech X bedzie przestrzenig topologiczna. Dla dowolnego zbioru Q C X przez Q lub cl
oznaczamy domkniecie, za$ przez 0€) brzeg zbioru §2. Dla przestrzeni topologicznych X, Y przez
C(X,Y) oznaczamy zbiér funkcji ciaglych f: X — Y, za$ przez Idx: X — X oznaczamy
odwzorowanie identycznosciowe. Jezeli z kontekstu bedzie jasno wynikalo jaka jest przestrzen
X, to odwzorowanie identyczno$ciowe bedziemy oznaczac¢ Id.

Ustalmy k,m,n € N i niech Q C R" bedzie otwartym podzbiorem. Symbolem C*(Q2, R™)
bedziemy oznaczaé przestrzen funkcji k-krotnie rézniczkowalnych w sposob ciagty na 2. Potézmy
C®(Q,R™) = N2, C*(Q,R™). Funkcje nalezace do zbioru C*(2, R™) nazywamy funkcjami
gladkimi. Dla skrécenia zapisu bedziemy oznaczaé CF(Q) zamiast C*(Q, R) oraz C(f2) zamiast
C(2,R).

Dla ¢ € C*(Q) ktadziemy

0o 0o

T
am’...’axrl') GC(Q7R ).

Vo = (
Odwzorowanie V¢ nazywamy gradientem funkcji ¢. Jezeli ¢ € C?(£2), to oznaczamy

S P
V2o(z) = [ Suds, <x>]m 86 =35

1

Macierz V2¢(z): R® — R" nazywamy macierza Hessa drugich pochodnych funkeji ¢ w punkcie
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x € ), natomiast A: C?(2) — C(f) nazywamy operatorem Laplace’a. Je§li odwzorowanie
¢ € CK(Q,R™) jest postaci ¢ = (¢1,...,dm), to ktadziemy Vo = (Vo1,...,Vonm).

Niech  C R” bedzie zbiorem otwartym. Powiemy, ze brzeg 0 jest klasy C*, jedli kazdy
punkt z € Q posiada otwarte otoczenie x € B, C R™, w ktérym zbiér 02 N B, jest wykresem
funkcji klasy C*. Brzeg 0N jest klasy C°° (gtadki), o ile jest klasy C* dla kazdego k € N. Jesli
0Q jest klasy C!, to dla kazdego o € 9 istnieje zewnetrzny wektor normalny do brzegu v(xg),
przez g—f(xo) oznaczamy pochodna funkcji ¢ € C1(Q) w kierunku wektora v(xg) w punkcie .

Niech V bedzie rzeczywista przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym (-, -)y i norma ||-||y.
W skonczenie wymiarowej przestrzeni euklidesowej norme i iloczyn skalarny bedziemy oznaczaé
przez || - || 1 (-, ), odpowiednio. Niech V; bedzie réowniez rzeczywista przestrzenia Hilberta,
a Q C V otwartym podzbiorem. Przez C*(, V1) oznaczamy zbiér operatoréw ®: Q — Vi, k-
krotnie rézniczkowalnych w sensie Frécheta w sposob ciggly. Dla uproszczenia bedziemy pisaé
C*(Q) zamiast C*(Q, R). Dla ustalonego punktu ug € V bedziemy oznaczaé

By (V,ug) = {ueV:|lu—ugllv <},
Dy(V,up) = {u € V: [Jlu—wuollv <7},
Sy(V,ug) = {u e V: |lu—ully =~}

odpowiednio kule otwarta, domknieta i sfere w V o Srodku w punkcie ug i promieniu . Bedziemy
rowniez uzywac oznaczen B (V), D+ (V), S, (V) odpowiednio dla kuli otwartej, domkniete;j i sfery
o srodku w punkcie 0 € V oraz B(V), D(V), S(V) w przypadku, gdy ich promien wynosi 1. Jezeli
V = R""1, to bedziemy réwniez stosowaé oznaczenia: B" ! = B(R"*!) S = S(R"*!). Na sferze
S™ okreslamy metryke d(p, ¢) = inf f; |w'(t)|dt, gdzie p,q € S™ oraz w: [a,b] — S™ sa funkcjami
w

cigglymi, kawatkami klasy C! takimi, ze w(a) = p, w(b) = ¢q. Kule geodezyjna na S™ o érodku
w punkcie z € S™ i promieniu « € (0,7) okre$lamy wzorem B(z,a) = {q € S™: d(x,q) < a}.
Jezeli z = (0,...,0,1) € S™, to bedziemy stosowaé oznaczenie B(a) = B(z, av).

Jezeli V jest przestrzenia Hilberta oraz Vo C Vi C V jej podprzestrzeniami liniowymi, to
ktadziemy

VieVy={uecV:Vyey, (u,v)y =0}.

Ponizsze twierdzenie wynika z wlasnoéci funkcjonaléw zadanych na przestrzeniach Hilberta.

Twierdzenie 1.1.1. Niech V bedzie rzeczywistq przestrzenig Hilberta, zas Q C V otwartym pod-

zbiorem. Wéwczas dla kazdego funkcjonatu ® € C1(Q) istnieje dokladnie jeden ciggly operator
Vo: Q—V taki, ze (V®(u),v)y = DP®(u)(v) dla dowolnych uw € Q, v € V.

Operator V@ zdefiniowany w powyzszym twierdzeniu bedziemy nazywaé gradientem funk-
cjonatu P.
W drugim rozdziale bedziemy potrzebowaé nastepujacego, technicznego lematu:

Lemat 1.1.2. Niech V1,V bedg przestrzeniami Hilberta, ustalmy ® € C1(Vy xVa,R) oraz niech
i: Vo — Vi xVy, m: Vi xVy — Vs bedg odwzorowaniami danymi wzorami: i(v) = (0,v), 7(u,v) =
v. Zdefiniugmy odwzorowanie v : Vo — R jako zlozenie 1 (v) = ®(i(v)). Wowczas Vi) = moVPoi.

Niech V bedzie przestrzenia Hilberta, A przestrzenia liniowa (przestrzenia parametréow) oraz
funkcjonat ® € C1(V x A) niech bedzie taki, ze V,®(0,\) = 0 dla kazdego A\ € A, przy czym
zapis V,® oznacza gradient ® ze wzgledu na zmienna u. Rozwazmy réwnanie

Vu®(u,A) = 0. (1.1)

11



1 Wiadomos$ci wstepne

Oznaczmy przez N zbiér nietrywialnych rozwiazan réwnania (1.1), to znaczy
N ={(u,\) € (V\{0}) x A: V,®(u,\) = 0}.
Ustalmy Ao € A i oznaczmy przez C()\g) sktadows spéjnosci zbioru N taka, ze (0, o) € C'(\g).

Definicja 1.1.1. Punkt (0, Ag) € {0} x A nazywamy punktem bifurkacji lokalnej niezerowych
rozwiazafi réwnania (1.1), jezeli (0,)\9) € N. Punkt (0,)\9) € {0} x A nazywamy punktem
rozgalezienia niezerowych rozwigzan réwnania (1.1), jezeli C'(\g) # {(0,Xo)}. Punkt (0, ) €
{0} x A nazywamy punktem bifurkacji globalnej niezerowych rozwiazan réwnania (1.1), jezeli
C(Mo) N (0 x (A\ {No}) # 0 albo C(XAg) jest nieograniczony.

Niech V1,Vs beda przestrzeniami liniowymi oraz L: Vi — V5 operatorem liniowym. Przez
ker L bedziemy oznaczaé jadro operatora L, za$ przez im L jego obraz.

Definicja 1.1.2. Niech V bedzie przestrzenia Hilberta. Operator T': V — V nazywamy zwartym,
jesli jest on ciagly i zbior T'(A) jest zwarty dla kazdego ograniczonego zbioru A C V. Operator
T:V — V jest pelnociagly, jezeli dla kazdego ciagu {u,} zachodzi: jezeli u,, — wug, to T(uy,) —

T(up) przy czym u, — ug oznacza staba zbieznosé¢ ciagu u, do ug.
7 refleksywnosci przestrzeni Hilberta wynika nastepujacy fakt:

Fakt 1.1.3. Niech V bedzie przestrzeniq Hilberta. Jezeli operator T': V — 'V jest pelnociggly, to
jest zwarty.

Jezeli u,v € C%(Q), to

/U(J:)Au(x)dac = /v(a:)g:j(m)dx—/(VU(m),Vu(m))d:U. (1.2)
Q

Q o0

Powyzszy wzor jest nazywany wzorem Greena.
Zdefiniujemy teraz operator Laplace’a-Beltramiego Agn—1 na sferze jednostkowej S™ 1. Roz-
wazmy nastepujacy, biegunowy uktad wspétrzednych

x1 = rcosby,
xo = rsinf; cos by,
Tp_o = rsinfy-...-sinf,_3cosb, o,
Tp—1 = rsinfy-...-sinf,_o2cosb,_1,
Ty = rsinfy-...-sinf, _ssinb,_1,

gdzie 0 <7 <o00,0<0; <7 (dlal<j<n—2)oraz 0 <6, 1 <2r.
Niech v € C?(R™). Zdefiniujmy operator Agn-1 wzorem

ST - kt3—n O k-1, Ou b - O*u
Agn-1u = Z ] lsmﬁj (sin ;)" *”8—% (sm" B 0k59k> + jl_[sm@j 2

k=1

12
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Operator Agn—1 bedziemy nazywaé operatorem Laplace’a-Beltramiego na S"~!. Zwigzek ope-
ratorow Agn-1 i A opisuje zaleznosé

Ay = Tl—né (Tn—lau) + %Asn—lu,
or r

vide [55].

1.2 Grupy Liego i ich reprezentacje

W tym podrozdziale opiszemy podstawowe pojecia zwiazane z grupami Liego i ich reprezenta-
cjami. Material zawarty w tej czesci rozprawy pochodzi z ksiazek [1], [7], [8], [13], [15], [16], [31]
i[34].

Definicja 1.2.1. Grupe G, ktéra jest rownocze$nie rozmaitoscia gtadka, bedziemy nazywaé
grupa Liego wtedy i tylko wtedy, gdy dziatanie G x G > (g,h) — gh™! € G jest klasy C™.

Od tej pory przez G bedziemy oznaczaé zwarta grupe Liego, to znaczy grupe Liego, ktéra
jest réwnoczesnie zwarta przestrzenia topologiczng.

Przez sub(G) bedziemy oznaczaé zbiér domknietych podgrup grupy G. Dwie grupy H, K €
sub(G) nazywamy sprzezonymi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje g € G takie, ze H = gK g~ . Tak
zdefiniowana relacja jest relacja rownowaznosci, przez (H) oznaczamy klase abstrakcji podgrupy
H € sub(G) wzgledem tej relacji, za$ przez sub[G] oznaczamy zbiér wszystkich klas abstrakcji tej
relacji. Przez N(H) bedziemy oznaczaé¢ normalizator podgrupy H € sub(G), to znaczy N(H) =
{9 € G: gH = Hg}.

Podamy teraz kilka przykladéw grup Liego.

Przyktad 1.2.1.

1. Niech V bedzie przestrzeniq Hilberta. Wowczas grupa izomorfizmoéw przestrzeni V, ozna-
czana przez GU(V), jest grupg Liego. Bedziemy réwniez stosowaé oznaczenie Gl(n) =
GI(R™). Co wiecej, kazda domknieta podgrupa tej grupy jest grupq Liego, w szczegdlno-
sci:

(i) O(n) = {A € Gl(n): A'A = Id} - grupa macierzy ortogonalnych, przy czym A’
oznacza transpozycje macierzy A,

(ii) Sl(n) = {A € Gl(n): det A =1},
(iii) SO(n) = O(n) N Sl(n) - specjalna grupa macierzy ortogonalnych.

2. Sfera S' jest grupg Liego izomorficzng z grupg SO(2). Zauwaimy, ze

soe)—{[ g “ind] ocnan).

cos ¢
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Definicja 1.2.2. G-przestrzenia nazywamy pare (X, ¢) zlozona z przestrzeni topologicznej X
oraz ciagtego dziatania ¢: G x X — X spelniajacego warunki

(i) Veex w(e,x) = z, gdzie e jest elementem neutralnym grupy G,

(i) Vg, g2ea Vaex ©(g2,0(g91,2)) = (9201, 7).

Dziatanie grupy dane wzorem ¢(g,z) = = bedziemy nazywaé trywialnym. Jezeli z kontekstu
bedzie jednoznacznie wynikato jak jest okreslone dziatanie ¢, to bedziemy w skrécie pisa¢ gz
zamiast (g, x).

Jezeli X jest gladka rozmaitoscia a ¢ odwzorowaniem gtadkim, to X bedziemy nazywaé
G-rozmaitoscia.

Definicja 1.2.3. Niech X bedzie G-przestrzenia.
1. Zbiér G(x) = {gx: g € G} nazywamy orbita punktu z € X.
2. Zbiér G, = {g € G: gx = x} nazywamy grupa izotropii (stabilizatorem) punktu z € X.

3. Dla H C G, przez X! ={x € H: H C G} = {x € X: Vyeyg hx = z} oznaczamy zbi6r
punktow stalych dzialania grupy H.

Zauwazmy, ze jezeli X jest G-przestrzenia, to dla dowolnego H € sub(G) zachodzi X¢ ¢ XH.

Definicja 1.2.4. Niech X bedzie G-przestrzenia. Zbiér ¥ C X nazywamy G-niezmienniczym,
jezeli G(y) C Y dla kazdego y € Y.

Definicja 1.2.5. Niech X,Y beda G-przestrzeniami. Odwzorowanie f: X — Y nazywamy
G-wspdélzmienniczym (G-odwzorowaniem), jezeli dla kazdego g € G oraz z € X zachodzi:
f(gx) = gf(x). W przypadku, gdy Y = R jest G-przestrzenia z trywialnym dzialaniem grupy G,
to méwimy, ze odwzorowanie f: X — R, spelniajace warunek f(gxz) = f(x), jest G-niezmien-
nicze.

Jezeli G-odwzorowanie f: X — Y jest homeomorfizmem, to f nazywamy G-homeomorfiz-
mem, za$ przestrzenie X i Y nazywamy G-homeomorficznymi.

W ogélnosci grupa G nie musi dzialaé na zbiorze X, poniewaz zbiér X nie musi by¢
G-niezmienniczy. Prawdziwe jest natomiast nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.2.1. Zbior X! jest N(H)-niezmienniczy. W konsekwencji, jezeli H jest pod-
grupg normalng w G, to znaczy gH = Hg dla kazdego g € G, to zbior X jest G-niezmienniczy.

Opiszemy teraz podstawowe definicje i fakty zwiazane z reprezentacjami zwartych grup Liego,
ze szczegbdlnym uwzglednieniem reprezentacji torusa.

Definicja 1.2.6. Niech (V, (-, )y) bedzie przestrzenia Hilberta. Méwimy, ze (V, p) jest repre-
zentacja grupy Liego G (G-reprezentacja), gdy p: G — GI(V) jest ciaglym homomorfizmem
grup.

Jezeli (V, p) jest G-reprezentacja, to grupa G dziata na V poprzez przyporzadkowanie (g, v) —
p(g)v, gdzie g € G,v € V. Jezeli G dziata w sposéb trywialny, to reprezentacje bedziemy nazywaé
trywialng G-reprezentacja.
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Iloczyn skalarny na G-reprezentacji (V, (-, -)y) nazywamy G-niezmienniczym, jezeli dla kaz-
dych v,w € V, g € G zachodzi réwnosé (p(g)v, p(g)w)y = (v, w)y.

Méwimy, ze G-reprezentacja (V, (-, )y) jest ortogonalna, jesli iloczyn skalarny (-, )y jest
G-niezmienniczy.

W dalszym ciggu G-reprezentacja bedziemy nazywaé przestrzen V, o ile z kontekstu bedzie
w jednoznaczny sposob wynikato jak jest okreslone odwzorowanie p.

Lemat 1.2.2. Niech (V1,p1) oraz (Va, p2) bedg reprezentacjami grupy Liego G. Wowczas suma
prosta tych reprezentacji (V1 @ Vo, p1 @ pa) rowniez jest reprezentacjq grupy G, przy czym ho-
momorfizm p1 ® pa: G — Gl(Vy @ Vi) zadany jest wzorem

(m1 @ p2)(9) = [plég) p;gm] '

Ponadto jesli reprezentacje Vi,Va sq ortogonalne, to Vi @& Vo réwniez jest reprezentacjg ortogo-
nalng.

Definicja 1.2.7. Mowimy, ze G-reprezentacje Vi i Vg sa G-réwnowazne, jezeli istnieje G-wspdi-
zmienniczy liniowy izomorfizm T': Vi — V5. Bedziemy to oznaczaé Vi ~g V3 lub Vi &= Vs, jesli
z kontekstu bedzie w jednoznaczny sposéb wynikato jaka jest grupa G.

Definicja 1.2.8. Niech V bedzie G-reprezentacja. Podprzestrzen liniows Vi C V nazywamy
podreprezentacja reprezentacji V, jezeli V jest podprzestrzenia G-niezmiennicza.

Reprezentacje V nazywamy nieprzywiedlna, jezeli nie istnieja podreprezentacje reprezenta-
cji Vrézne od Vi {0}.

Przedstawimy teraz definicje torusa i jego podstawowe wlasnoéci. Sformutujemy twierdzenie
klasyfikujace reprezentacje tej grupy oraz wynikajace z niego twierdzenie o jego domknietych
podgrupach.

Definicja 1.2.9. Grupe Liego T nazywamy n-wymiarowym torusem, jezeli jest izomorficzna
z R"/Z", gdzie n € N.

Niech G bedzie grupa sp6jna. Méwimy, ze podgrupa T' C G jest torusem maksymalnym w G,
jezeli T jest torusem i nie istnieje torus 7", dla ktérego T' ¢ T" C G.

Przy ustalonym n € N, n-wymiarowy torus bedziemy oznaczaé¢ przez T oraz utozsamiad
ze zbiorem:

{(ei‘z’l,...,ei‘z’") eSl><...><Slz¢1,...,¢n€R}:Slx...x51.

n razy

Jezeli ¢ = (¢1,...,¢n) € R, to bedziemy pisaé¢ e/ = (€1, ..., e!%"). Ponadto jezeli n = 1, to
torus T jest sferg S'.
Ustalmy m € Z™\{0} oraz zdefiniujmy odwzorowania p,,: T — SO(2), po: T — R wzorami

Git) cos(m, ¢) —sin(m, ¢)
pm(€) = [sin(m,qﬁ} cos(m, ¢) ]
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oraz po(e'®) = 1. Oznaczmy R[1,m] = (R?, p,,) dla m € N oraz R[1,0] = (R, pp). Zdefiniujmy
H,, = {ei‘z’ eTm: Mo = 1} = {ei‘z’ eT™: (m,¢) € 27TZ} .

Wéwcezas H,, € sub(T™) oraz H,, jest rozmaitoéciag wymiaru n — 1. Ponadto jezeli n = 1, to
H,, = Z,, dla kazdego m € N. Zauwazmy, ze reprezentacje R[1,m] i R[1,m] sa réwnowazne
wtedy i tylko wtedy, gdy m = £m/ oraz jezeli 9 € R[1,m] \ {0}, to T} = Hy,. Niech k € N
im € Z". Zdefiniujmy

Rik,m] =R[1,m] & ... ®R[1,m].

k razy

W ponizszym twierdzeniu podajemy klasyfikacje reprezentacji torusa.

Twierdzenie 1.2.3. Niech V bedzie skonczenie wymiarowq T -reprezentacjqg. Wowczas istnieje
liczba r € N oraz skoniczone ciqgi {ki}i_y, {mi}i_, spelniajoce warunksi:

(i) my,...,m, € N*,
(’L’L) ki,..., k- € N,
(iii) ko € NU{0}

oraz takie, zZe reprezentacja V jest rownowazna z reprezentacjq

Rlko, 0] ® R[k1,m1] @ ... & R[ky, m,] = Rlko, 0] & P Rlks, mi.
=1

Dowdéd powyzszego twierdzenia mozna znalezé w ksigzce [31].
Nastepne twierdzenie w potaczeniu z poprzednim stanowi podstawe do badania pierscienia
Eulera torusa U(T™).

Twierdzenie 1.2.4. Niech G bedzie zwartq grupg Liego oraz niech H € sub(G). Wowczas
istnieje skoriczenie wymiarowa G-reprezentacja V oraz v € V takie, e G, = H.

Dowdéd tego twierdzenia mozna znalezé w ksiazce [17].
Korzystajac z dwéch powyzszych twierdzen, mozna uzasadnié¢ nastepujace twierdzenie, kla-
syfikujace domkniete podgrupy torusa T".

Twierdzenie 1.2.5. Niech H € sub(T™). Wéwczas H = T™ albo istniejg my, ..., my € Z"\{0}
takie, ze H = Hp,y N ... N Hyy, .

Przez C@(V) bedziemy oznaczaé zbiér G-niezmienniczych funkcjonatéw klasy C*, zas przez
Clgfl(V, V) zbiér G-wspélzmienniczych operatoréw klasy C*~!, k € N, przy czym przestrzen
Cg (V,V) jest przestrzenia cigglych operatoré6w G-wspélzmienniczych. Prawdziwy jest nastepu-
jacy lemat:

Lemat 1.2.6. Jezeli ¢ € CE(V), to Vi € C*1(V,V), k € N.
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Wprowadzimy teraz strukture reprezentacji na przestrzeniach Sobolewa. Definicje i wlasno-
Sci tych przestrzeni mozna znalezé na przyklad w ksiazkach [18], [30]. Zalézmy, ze Q@ C R”
jest otwartym, ograniczonym i G-niezmienniczym zbiorem. Przez H'(Q) oznaczamy przestrzen
Sobolewa na zbiorze € z iloczynem skalarnym

(1, 0) 11 ) = / (Vu(z), Vo(@)) + u(z) - v(z)dz.
Q

Przestrzen H'(f2) jest ortogonalna G-reprezentacja z dzialaniem G' x H'(Q) — H'(2) zadanym

wzorem (g,u)(x) — u(g~'x). Jezeli grupa G jest przemienna, to dziatanie zadajemy wzorem

(9, u) (@) — u(gz).
Rozwazmy sfere S"~! jako SO(n)-rozmaitoéé. Wéwczas przestrzen Sobolewa H'(S™ 1) z ilo-
czynem skalarnym

Ry / (Vu(z), Vo(@)) + u(z) - v(z)do
Sn—l

jest ortogonalng SO(n)-reprezentacja z dziataniem SO(n) x H'(S"!) — H!(S"!) zadanym
wzorem (g, u)(z) — u(g~1x). Jezeli sfere S"~! rozpatrzymy jako SO(2)-rozmaitosé, to dziatanie
na przestrzeni H'(S""1) zadajemy poprzez przyporzadkowanie (g,u)(x) — u(gx). Wowczas
H'(S™~1) jest ortogonalng SO(2)-reprezentacja.

Zauwazmy, ze kula geodezyjna B(a) C S™ jest SO(n)-rozmaitoscia z dzialaniem zadanym
wzorem (g, (Z1,...,%n, Tnt1)) — (9(z1,...,%n), Tnt1) oraz przestrzenie Sobolewa na kuli geo-
dezyjnej H'(B(«a)), H}(B(a)) z iloczynami skalarnymi

(w,0) oy = [ (Vu(a), Vola)) + ule) - o(a)do
B(a)

oraz odpowiednio

(.0 oy = [ (Vule), Vo(@) do
B(a)

sa ortogonalnymi SO(n)-reprezentacjami z dziataniem SO(n) x H'(B(«a)) — H'(B(«a)) (odpo-
wiednio SO(n) x Hi (B(a)) — H}(B(a))) zadanym wzorem (g, u)(x) — u(g~'z). Ponadto prze-
strzenie H!(B(«)), HE(B(«)) sa ortogonalnymi SO(2)-reprezentacjami z dziataniem (g, u)(z) —
u(gx).

W dalszym ciaggu rozprawy bedziemy potrzebowaé nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1.2.7. Zalozmy, ze G jest zwartq grupg Liego oraz V przestrzenig Hilberta bedgcg
ortogonalng G-reprezentacjq. Ustalmy funkcjonal ® € C%4(V x R) taki, ze V,®(0,\) = 0 oraz
V2®(0, \) jest operatorem Fredholma indeksu 0 dla kazdego A € R. Niech Ay, € R bedzie takie, Ze
V2®(0, Ay, ) nie jest izomorfizmem. Wéwczas istnieje zbior otwarty U C VR taki, Ze (0, Amy) €
U oraz dla kazdego (i, \) € (U N (V,®)71(0)) \ ({0} x R) istnieje u € ker V2®(0, A, ) \ {0}
takie, ze Gy = Gg.

Co wigcej, jezeli ker V2®(0, Ay )¢ = {0}, to dla kazdego (i, \) € (UN(V,®)~1(0))\ ({0} xR)
zachodzi Gy # G.
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Dla dowodu tego twierdzenia wystarczy przeprowadzi¢ rozumowanie z dowodu lematu ze
strony 287 z pracy [13].

Niech V bedzie przestrzenia Hilberta, ktéra jest ortogonalng reprezentacja zwartej grupy
Liego G oraz niech funkcjonal ® € CL(V x R) bedzie taki, ze V,®(0,\) = 0 dla kazdego A € R.

Definicja 1.2.10. Powiemy, ze punkt (0,A;,) € V x R jest punktem globalnej bifurkacji,
w ktérym zachodzi zjawisko lamania symetrii rozwiazan réwnania V,®(u,A) = 0, jezeli jest
punktem bifurkacji globalnej rozwiazan réwnania V,®(u, \) = 0 oraz istnieje otwarte otoczenie
U C VxR punktu (0, A, ) takie, ze G, r) # G dla kazdego (u, \) € (UN(V,®)71(0))\ ({0} xR).

1.3 Pierscien Eulera

W tym podrozdziale opiszemy pierscien Eulera zwartej grupy Liego G, ze szczegdlnym uwzgled-
nieniem przypadku, gdy grupa G jest torusem. Material zawarty w tym podrozdziale pochodzi
z nastepujacych pozycji literatury: [15], [16], [19].

Definicja 1.3.1. Niech X oraz Y beda G-przestrzeniami. Odwzorowanie h: X x [0,1] — Y
nazywamy G-wspoOlzmiennicza homotopia (G-homotopia), jezeli jest odwzorowaniem ciaglym
oraz h(-,t): X — Y jest odwzorowaniem G-wspdlzmienniczym dla kazdego ¢ € [0, 1].

Definicja 1.3.2. G-przestrzenia z wyréznionym punktem nazywamy pare (X, *) skladajaca sie
z G-przestrzeni X oraz wyréznionego punktu x € X,

Przez T (G) oznaczamy kategorie, ktérej obiektami sa G-przestrzenie a morfizmami G-odw-
zorowania. Przez 7, (G) oznaczamy kategorie, ktérej obiektami sa G-przestrzenie z wyrdznionym
punktem a morfizmami G-odwzorowania zachowujace punkty bazowe.

Definicja 1.3.3. Niech X, Y € 7.(G).

1. Odwzorowanie h: X x [0,1] — Y nazywamy G-homotopia, jezeli dla kazdego t € [0, 1],
hi(-) = h(-,t) jest G-odwzorowaniem.

2. Niech fo,fi: X — Y beda G-odwzorowaniami. Méwimy, ze odwzorowania fy, f1 sa
G-homotopijne, jezeli istnieje G-homotopia h: X x [0,1] — Y taka, ze h(-,0) = fo(-)
oraz h(-,1) = fi(+).

3. Niech f: X — Y bedzie G-odwzorowaniem. Mowimy, ze f jest G-homotopijna rownowaz-
noscia, jezeli istnieje G-odwzorowanie e: Y — X takie, ze e o f jest G-homotopijne z Idx
oraz f oe jest G-homotopijne z Idy.

4. Jezeli istnieje G-homotopijna réwnowaznosé¢ f: X — Y to méwimy, ze przestrzenie X i Y
majg ten sam G-typ homotopii.

Dla X,Y € 7.(G) definiujemy relacje rownowaznosci: X ~ Y wtedy i tylko wtedy, gdy
przestrzenie X i Y sa G-homotopijne. Przez 7,[G| oznaczamy zbidr klas abstrakeji tej relacji, to
znaczy zbiér wszystkich G-typéw homotopii G-przestrzeni z wyrdznionym punktem, zas przez
[X] bedziemy oznaczali klase abstrakeji tej relacji, to znaczy G-typ homotopii G-przestrzeni X.

n

Niech Xji,..., X, beda roztacznymi G-przestrzeniami, n € N. Przez X; U X5, || X; ozna-

i=1

1=
czamy sumy rozlaczne odpowiednio: dwéch oraz n przestrzeni.
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Definicja 1.3.4. Niech (X, A) bedzie para G-przestrzeni (to znaczy A C X oraz A jest G-niez-
miennicza) i Hi,...,H, € sub(G). Méwimy, ze G-przestrzenn X otrzymujemy z G-przestrzeni
A przez doklejenie rodziny niezmienniczych k-komérek typu orbitowego {(k, H;): j =1,...,q},
jezeli istnieje G-odwzorowanie

q

©: <|i| D* x G/Hj, | | SF7' x G/Hj> — (X, A),

J=1 Jj=1

q
ktére odwzorowuje || B¥ x G/H; homeomorficznie na X\ A.

j=1
Definicja 1.3.5. Niech (X, X_1) bedzie parag G-przestrzeni Hausdorffa. Jezeli istnieje skonczony
cigg G-przestrzeni X_1 C Xo C X; C ... C X, = X taki, ze

(i) X1 e {{«},0},
q(0) S

(ii) Xo jest G-homeomorficzne z X 1 U || G/Hjo, gdzie H1p,. .., Hyq)0 € sub(G),
j=1

(iii) Xy otrzymujemy z Xj_1 przez doklejenie rodziny niezmienniczych k-komorek typu orbito-
wego {(k,Hj):j=1,...,q(k)} dlak=1,...,p,

to pare (X, *) nazywamy skonczonym G-CW-kompleksem z wyréznionym punktem x € X, za$
pare (X, () (utozsamiang z X ) nazywamy skonczonym G-CW-kompleksem. Zbiér X nazywamy
k-szkieletem G-CW-kompleksu X.

Definicja 1.3.6. Niech X bedzie G-CW-kompleksem, X_; € {{*},0} oraz niech X} bedzie
k-szkieletem. Pod-G-CW-kompleksem G-CW-kompleksu X nazywamy zbiér Y o wlasnosciach

(i) Y jest G-niezmiennicza podprzestrzenia przestrzeni X,

(ii) Y jest suma X_; oraz rodziny komorek przestrzeni X, ktérych domkniecia sa zawarte w Y.

Lemat 1.3.1. Niech X bedzie G-CW-kompleksem oraz niech Y bedzie pod-G-CW-kompleksem
kompleksu X. Wowczas X/A jest G-CW-kompleksem z k-szkieletem Xy /Y.

Uzasadnienie tego lematu mozna znalezé w ksiazce [16].

Przez F.(G) oznaczamy pelna podkategorie 7.(G), ktérej obiektami sa skonczone G-CW-
kompleksy z wyréznionym punktem, za$ przez F.[G] oznaczamy podzbiér 7.[G| zawierajacy
G-typy homotopii skonczonych G-CW-kompleksow z wyrdznionym punktem.

Oznaczmy przez F grupe wolna generowana przez G-typy homotopii skonczonych G-CW-
komplekséw z wyrdznionym punktem oraz przez N podgrupe grupy F generowang przez wszyst-
kie elementy [A] — [X] + [X/A4] dla pod-G-CW-komplekséw A G-CW-kompleksu X.

Definicja 1.3.7. Zdefiniuyjmy U(G) = F/N i oznaczmy symbolem xq([X]) klase elementu
[X] w U(G). Element x([X]) bedziemy nazywali uniwersalna G-niezmiennicza charakterystyka
Eulera G-CW-kompleksu X.

Dla skrécenia zapisu bedziemy pisali x(X) zamiast xg([X]).
Tak zdefiniowana charakterystyka Eulera ma nastepujace wlasnosci:
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(i) jezeli X,Y € F,(G) sa G-homotopijnie réwnowazne, to xg(X) = xa(Y),

(ii) jezeli A € Fi(G) jest pod-G-CW-kompleksem G-CW kompleksu X € F,.(G), to spelniona
jest réwnosé xa(4) — xa(X) + xa(X/A) =0,

(iii) xag(*) = 0.
Jezeli X € F(Q), to przez X' oznaczamy przestrzen X U {*}. Oczywiscie Xt € F,(G).
Niech X,Y € F.(G). Zdefiniujmy:
XVY = (X x{sv}UY x {xx}) /{(*x,%v)}, XAY =XxY/XVY.

Przestrzen X VY nazywamy bukietem, zas X A'Y zawieszeniem przestrzeni X i Y. Mozna
pokazaé, ze X XY, X VY, X \Y € F.(G). Na zbiorze U(G) dzialania definiujemy nastepujaco:

xa(X) +xa(Y) =xa(X VY), xa(X)*xxa(Y)=xc(XNY). (1.3)
W ponizszych twierdzeniach przedstawiamy strukture algebraiczna zadana na zbiorze U(G).

Twierdzenie 1.3.2. Grupa (U(G),+) jest wolng grupg abelowq z bazq x(G/H™"), gdzie (H) €

- p a((k)

sub[G]. Ponadto jezeli X € F.(G) oraz U U ({(k,(Hjr))} jest typem orbitowym G-CW-
k=0 j=1

kompleksu X, to

xe (X) =3 ve (X, H)xa (G/H,) |
k=0

q((k) A
przy czym vg (X, H) = 3 (=1)va(X, H,j) oraz va(X, H, j) jest liczbq j-wymiarowych komd-

J:
rek typu orbitowego (H).

—_

Dowdéd powyzszego twierdzenia mozna znalezé w ksiagzce [16].
Na zbiorze U(G) poza struktura wolnej grupy abelowej mamy réwniez strukture pierscienia.

Twierdzenie 1.3.3. Trojka (U(G),+,*) z dzialaniami zdefiniowanymi wzorami (1.3) jest pier-
$cieniem przemiennym z jedynkq 1 = xo(G/GT).

Uzasadnienie powyzszego twierdzenia mozna znalezé w ksiazce [16].

Pierscien (U(G),+,*) nazywamy pierscieniem Eulera grupy G.

Przejdziemy teraz do opisu pierécienia U(T™), n € N. Grupa T™ jest przemienna oraz znane
sa wszystkie jej domknigte podgrupy. Z tego powodu o pierscieniu U(T™), a w szczegdlnosci
o jego strukturze multiplikatywnej, mozna powiedzie¢ duzo wiecej niz w ogdlnym przypadku.

Dowody dwdch nastepnych lematéw i twierdzenia mozna znalezé w pracy [19].

Lemat 1.3.4. Niech H', H" € sub(T") oraz przyjmijmy H = H' N\ H". Wéwczas

o (0o o) = [ (). i o = i i
0, jezelin +dim H > dim H' + dim H”.
W ponizszym lemacie podajemy charakteryzacje struktury multiplikatywnej pierscienia U (T™).
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Lemat 1.3.5. Ustalmy H,H' € sub(T™)\ {T"} oraz m,m’',m" € Z" \ {0}. Wowczas
(1) xrn(T"/HT) x xr(T"/H*) = © € U(T™),

(2) jezeli H € sub(H'), to xpn(T™/H™*) % xpn (T"/H't) = © € U(T"),

(3) jezeli xrn(T"/HL) *x xn(T™/H)) # © € U(T™), to dim(H,, N Hyy) =n — 2,
(4) jezeli Hpy N Hyy = Hpyr, to xrn (T™/HL) x xrn (T"/H ) = © € U(T™).

Ponizsze twierdzenie jest istotne przy obliczaniu stopnia gradientowych odwzorowan wspot-
zmienniczych.

Twierdzenie 1.3.6. Zaloimy, ze V jest reprezentacjg torusa T" réwnowazing z Rlkg,0] @

.
D Rlki,my], przy czym mq,...,m, € N* ki, ... k. € N, kg € NU{0}. Wowczas
i=1

e (87) = (4 (v (1) = S (11,
=1
+ > n(H) - xro (T"/H).

(H)e{(H)esub[T™]: dimH<n—2}
gdzie SY = D(V)/S(V) oraz n(H) € Z.

Rozwazmy teraz najprostszy, nietrywialny przypadek grupy SO(2). Poniewaz grupa SO(2)
jest izomorficzna z S' = T, z lematu 1.2.5 wynika, ze sub(SO(2)) = {SO(2),Z1, Zs, ...}, przy

czym

o

Zm—{l o8y Sm@] pe 2T i=0,1,. —1}CSO(2)
—sinp cosp m

dla m € N. Korzystajac z tej zaleznosci oraz z wtasnosci pierscienia Eulera, mozna uzasadnic¢
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.3.7. Pierscien Eulera (U(SO(2)),4+,%) jest izomorficzny z pierscieniem

oo
<Z ez, +, *), w ktorym dziatania okreslamy nastepujgco: dla dowolnych
i=1

= (0,01, .oy Oy e )y B:(ﬁo,ﬁl,...,ﬁm...)EZ@@Z

definiujemy
a+pB = (ao+ Po,cn + B,y am + B,y - - -) s
axfB = (aoBo,a1B + aoBrs- ., amfbo + afm, - -).
Zauwazmy, ze dla dowolnego o = (g, 1, ..., Qm,...) € Z D EB Z, element «g odpowiada
aoxs (S1/SH) € U(SY) oraz dla dowolnego n € N, ayy, odpovvlada amxsl(Sl/Z+) c U(sh).
Potézmy

Uy (SO (2)) = {(ao,al, ey Q) €U (SO(2)) : Vienugoy i > o}.
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(o]
Lemat 1.3.8. Dla dowolnych a = (o, a1, ..., am,...), B=(80,01,---0m...) EL® D Z:
i=1

(a) element « jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy oy = +1. Ponadto jezeli ag = £1, to

a = (ag,—a1,. .., —m, .. .),

(b) (a0, 1, .. am,.. )V = (), Nol Lay,...,Nof Lo, ...),

(c) dla dowolnego N € N
(a07a17"‘7ama"')N*((/807ﬁ15"'5/gma"')N_(1707"'707"')> = (707715"'777717"’)7

przy czym vo = oy (BY — 1) oraz v = Naév_lam(ﬂév —-1)+ Naévﬂév_lﬂm dla m € N.

1.4 Stopien funkcjonaléw niezmienniczych

W tym podrozdziale przedstawimy podstawowe fakty zwiazane ze stopniem silnie nieokreslo-
nych funkcjonatéw niezmienniczych. W tym celu naszkicujemy najpierw definicje stopnia wspot-
zmienniczych odwzorowan gradientowych, uzywajac pojecia specjalnych niezmienniczych funkcji
Morse’a. Przedstawiony tutaj material pochodzi z nastepujacych pozycji literatury: [2], [4], [20],
[22], [23] i [38]. Przedstawimy réwniez wlasno$é stopnia wspélzmienniczych odwzorowan gra-
dientowych przy zalozeniu spdjnosci grupy, wynik ten zostal opublikowany w pracy [61].

1.4.1 Stopien wspélzmienniczych odwzorowan gradientowych

Niech V bedzie skoniczenie wymiarowa, ortogonalng reprezentacja zwartej grupy Liego G, a ) C
V jej otwartym, ograniczonym, G-niezmienniczym podzbiorem.

Polézmy sub(Q) = {G, € sub(Q): v € Q}, sub[Q] = {(H): H € sub(2)}. Ponadto dla
H € sub(G) kladziemy V() = {v € Q: (G,) = (H)}.

Definicja 1.4.1. Méwimy, ze funkcja ¢ € CL(V) jest Q-dopuszezalna, jezeli (V) ~1(0)NOQ = 0.
Odwzorowanie h € CL(V x [0,1]) nazywamy 2-dopuszczalna homotopia, jezeli (V,h)~1(0) N
(09 x [0,1]) = 0.

Méwimy, ze dwie 2-dopuszczalne funkcje @1, 2 sa 2-homotopijne, jezeli istnieje 2-dopusz-
czalna homotopia h taka, ze V,h(v,0) = Vo1 (v) oraz V,h(v,1) = Va(v).

Méwimy, ze Q-dopuszczalna funkcja ¢ € C%(V) jest niezmiennicza funkcja Morse’a, jezeli
dla kazdego vy € (V) ~1(0) NQ orbita G(vg) jest niezdegenerowana orbita krytyczna, to znaczy
dim ker V2p(vg) = dim G(vg).

Niech ¢ € C%(V) bedzie niezmiennicza funkcja Morse’a. Méwimy, ze funkcja ¢ jest specjalna
niezmiennicza funkcja Morse’a, jezeli dla kazdego vy € (V) ~1(0)NQ orbita G(vo) jest specjalna
niezdegenerowana orbita krytyczna, to znaczy m~(VZ2p(vg)) = m~ (Vzgo‘V( Gug) (vo)), przy czym

m~(V2p(vg)) oznacza indeks Morse’a (liczbe ujemnych wartoéci wtasnych) macierzy V2p(vg).

Niech ¢ € C%(V) bedzie specjalng niezmiennicza funkcja Morse’a na Q. Wéwcezas zbior
(V)~1(0) N Q sklada sie ze skoniczonej liczby orbit, zatem istniejg punkty v1, ..., v, € Q takie,
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ze (Vo) 10)NQ = G(v1) U...U G(vg) oraz G(v;) N G(v;) = 0 dla i # j. Ustalmy zbiér
V ={v1,...,v;} spelniajacych powyzsze warunki. Dla (H) € sub[Q?] polézmy

Va-degy (Vo,0) = 5. ()" (VW) eg
veV,(Gy)=(H)

i zdefiniujmy stopiei Vg-deg iy (Vg, Q) € U(G) formula

Vo-deg(Vo,2) = > Vo-deggy (V6,9)  xa (G/HY).
veV,(Gy)=(H)

Twierdzenie 1.4.1. Niech @1, bedqg dwiema specjalnymi funkcjami Morse’a na €. Jesl
1, p2 sa Q-homotopijne, to Vg-deg(Vi, Q) = Vg-deg(Vs, Q).

Niech ¢ € Oé (V) bedzie funkcja Q-dopuszczalna. Mozna pokazaé, ze istnieje specjalna nie-
zmiennicza funkcja Morse’a ¢ € C%(V) taka, ze odwzorowania ¢ i ¢ sa 2-homotopijne. Definiu-
jemy wtedy stopien G-wspélzmienniczych odwzorowan gradientowych formuta

Vi-deg (Vo, Q) = Vg-deg (Vp, Q).

7 twierdzenia 1.4.1 wynika, ze ta definicja nie zalezy od wyboru specjalnej funkcji Morse’a .

W przypadku grupy przemiennej, na przyktad G = SO(2), klasy sprzezonosci domknigetych
podgrup sa jednoelementowe. Dla skrécenia zapisu wspolczynniki Vgo(z)- deg H)(V¢, Q) be-
dziemy zapisywac jako Vgo(o)-degy (Ve,2). Ponadto uwzgledniajac opis pierscienia U(SO(2))
z twierdzenia 1.3.7, otrzymujemy, ze stopieti Vg (2)- deg(V¢, Q) jest réwny

(VSO(Q)' deggo(2)(V, ), Vso2)- degz, (V, ), Vso(o)- degy, (Vo, Q), .. ) € U(S0(2)).

Przyktad 1.4.1. Niech m € N, G = SO(2), V = R[1,m]. Ustalmy r > 0 i zdefiniujmy ¢ €
C50(2) (R[L,m]) wzorem ¢ (z,y) = —% (5112 + y2). Wowczas

Vso(e)-deg (V¢, B (V)) = Vgo(9)-deg (—1d, B, (V)) = (1,0,...,0,-1,0,...) € U (SO (2)),
(1.4)
przy czym —1 znajduje sie na m-tym miejscu.

Jezeli V. = R[1,0], to, dla ustalonego r > 0 i funkcji ¢ € 050(2) (R[1,0]) danej wzorem
o(x,y) = —% (2% + y?), zachodzi

Vso(-deg (Vo, B, (V) = Vo) -deg (—Id, B, (V)) = (1,0,0,...) € U (SO (2)),  (1.5)

Lemat 1.4.2. Dla dowolnej zwartej grupy Liego G zachodzi Vg-deg(—1d, B(V)) = xa(SY).
Ponadto x(SV) jest elementem odwracalnym w U(G).

Dowdd pierwszej czesci powyzszego lematu mozna znalezé w artykule [20], drugiej w pracy
[23].

W nastepnym twierdzeniu podajemy gtéwne witasnosci stopnia G-wspotzmienniczych odwzo-
rowan gradientowych.
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Twierdzenie 1.4.3. Stopieni ma nastepujgce wlasnosci:

1. Niech Q2 C 'V bedzie otwartym, ograniczonym, G-niezmienniczym podzbiorem G-reprezen-
tacji V oraz ustalmy Q-dopuszczalng funkcje ¢ € CL(V). Wowczas

(i) (Istnienie rozwigzania) Jezeli V-deg (Ve, Q) # © € U (G), to (V¢) ' (0) N # 0.
(ii) (Addytywnosé) Jezeli Q = Qq U Qg i Qq, Qo sq otwartymi, roztgcznymi, G-niezmie-
nniczymi zbiorami, to

Va-deg (Vp, Q) = Vi-deg (Vo, Q1) + Vi-deg (Vo, Qa) .
(iii) (Wycinanie) Jezeli Q1 C Q jest otwartym, G-niezmienniczym podzbiorem oraz za-
chodzi (V) 1(0)NQ C Qy, to
Vi-deg (Vo,Q) = Vg-deg (V, Q).
(iv) (Zawieszanie) Jezeli W jest ortogonalng G-reprezentacjg iy > 0, to
Va-deg ((Vo,1d), Q2 x By, (W)) = Vg-deg (V¢,Q) .
(v) (Linearyzacja) Jezeli 0 € Q i ¢ € CZ(SY) jest takie, Ze Vp(0) = 0 oraz V?¢(0): V —

V jest G-wspdlzmienniczym, samosprzezonym izomorfizmem, to istnieje vy > 0 taka,
ze dla kazdego v < vy mamy

V-deg (Vo, B, (V) = Vg-deg (V62 (0), B(V)) .

2. (Homotopijna niezmienniczo$é) Ustalmy h € CL(Vx[0,1]) takie, ze spetniony jest warunek
(Vuh)~H0) N (09 x [0,1]) = 0. Wéwczas

Vg-deg (Vyh(+,0),Q) =Vg-deg (Vyh (+,1),9Q).

3. (Formula produktowa) Niech Q3 C Vi, Qo C Vg bedg otwartymi, ograniczonymi G-niez-
mienniczymsi podzbiorami G-reprezentacji V1, Va. Zatozmy, Ze odwzorowanie ¢; € Cé(Vi)
jest Qi-dopuszczalne dla i = 1,2. Wowczas V(é1 + ¢2) = (Vo1,Va) jest Q1 X Qa-

dopuszczalne oraz

Va-deg (Vo1,Va), Q1 x Q) = Vg-deg (Vor, Q1) * Va-deg (Va, Q) .

Zalézmy, ze V jest skonczenie wymiarowa SO(2)-reprezentacja oraz przypomnijmy, ze, zgod-
nie z twierdzeniem 1.2.3, jest ona réwnowazna z reprezentacja postaci R[ko, 0] @R[k, m1]®... &
Rlk,, m,|, przy czym mq,...,m, € N, ky,..., k. € N, kg € NU {0}. Zauwazmy, ze z formuly
produktowej oraz wzoréw (1.4)-(1.5) wynika

(—1)ko dla H = SO(2),
Vso)-degy(—1d, B(V)) = (=1)* ™k dla H = Zp,, gdzie 1 <i<r, (1.6)
0 dla H = Z,,,, gdzie i > r.

W dalszej czesci rozprawy skorzystamy z nastepujacego lematu, zostal on opublikowany w
pracy [61].
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Lemat 1.4.4. Zalozmy, zZe grupa G jest spojna. Jezeli W1 lub Wy jest nietrywialng G-reprezen-
tacja, to Vg-deg(—1d, B(W1)) # Vg-deg(—1d, B(W2))~".

Dowéd. Przypomnijmy, ze zgodnie z lematem 1.4.2, V-deg(—Id, B(W;)) = xg(SV¢) dla i =
1,2. Przypuséémy, ze teza lematu jest falszywa, to znaczy xa(S™') x xa(SW2) =1 € U(G).
Oznaczmy przez T C G torus maksymalny i zauwazmy, ze poniewaz W; sa G-reprezentacjami,
to sg rowniez T-reprezentacjami. Naturalny homomorfizm ¢: T' — G indukuje homomorfizm pier-
Scieni i*: U(T) — U(G) taki, ze i* (xa(S™)) = x7(SWi). Zatem x7(S™)xxr(SV2) =1 € U(T).
Z twierdzenia 1.3.6 wynika, ze istnieja ko, ki, ..., kr, ko, k1, . .. k., € NU{0}, Hpy, ..., Hp,,

Hm'l""’Hm'r/ € sub(T), x,2',y,y € U(T) takie, ze

(i) dim H,, =dim H,, =dimT — 1 dla kazdychi=1,...,r, j=1,...,7/,
J

(i) @ = é ki - xr(T/H),

(iii) 2’ = zl k) -XT(T/H;;_),
j:

(iv) y= )Y n(H) - xr(T/H"), gdzie n(H) € Z,
(H)e{(H)€sub[T]: dimH<dimT—1}
(v) ¥ = > W' (H) xr(T/HT), gdzie n'(H) € Z,

(H)e{(H)€esub[T]: dim H<dim T—1}

(vi) x7(S™) = (=1)*I — (=1)*x +y,
(vii) x7(872) = (=Rl — (=1)%oa’ +y/.
Poniewaz G jest grupa spéjna, z # © lub 2/ # 0 € U(T). Zatem

(DR 1— (-1 z+y) (CDP1- ()% +y)

_ (_1)k0+k6 I— (_1)k0+k6 T — (_1)k0+k6 2

+ (D oy 4 (1R Y 4 (D) — (1) — (<)% aly + gy
Zauwazmy, ze jezeli ko + k(, jest liczba parzysta, to (—1)k0+k6 =1 oraz

(—1)kotho — (—1)kotho 5 (—q)Rotko o — T — g — 2! £

kotko — _1 oraz

Jezeli ko + k{ jest liczba nieparzysta, to (—1)
(_1)k0+k6 I— (_1)k0+k6 T (_1)k0+k6 = _—I+z + 2 ?é I
Z wlasnoéci mnozenia w U(T') z lematu 1.3.5 wynika
(1" y+ ()" y + (D)o za’ — (1) — (-1 aly 4y
- 3 n' (H) - xr (T/H),
(H)e{(H)€sub[T]: dimH<dimT—-1}
gdzie n” (H) € Z. Zatem
xr (87) s (872) = (D) T= ()" @ +y) (DO T- (~D)% 2/ +y) AL

Otrzymana sprzeczno$é¢ konczy dowdd. O
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1.4.2 Stopien silnie nieokreslonych funkcjonatéw niezmienniczych

Przejdziemy teraz do opisu stopnia odwzorowan wspdélzmienniczych w przypadku nieskonczenie
wymiarowym, to znaczy zdefiniujemy i opiszemy podstawowe wtasnosci stopnia G-niezmien-
niczych silnie nieokreslonych funkcjonaléw, ktéry zostal zdefiniowany w pracy [23].

Niech (V, (-, -)) bedzie nieskonczenie wymiarowa, oSrodkowa przestrzenia Hilberta, ktéra jest
ortogonalna reprezentacja zwartej grupy Liego G. Niech I' = {7,,: V — V: n € NU {0}} bedzie
ciagiem G-wspolzmienniczych rzutéw ortogonalnych.

Definicja 1.4.2. Zbiér I' nazywamy G-niezmienniczym schematem aproksymacyjnym na V,
jezeli
(i) dla kazdego n € NU {0} przestrzen V" = im 7, (V) jest skonczenie wymiarowa podrepre-

zentacja reprezentacji V,

(i) dla kazdego n € NU {0} przestrzen V" jest sktadnikiem prostym V**1, to znaczy istnieje
podreprezentacja V,, ;1 reprezentacji V**! taka, ze V"t = V" @V, ;1 oraz V" LV, 1,

(iii) dla kazdego u € V zachodzi lim 7,(u) = u.
n—oo

Zalézmy, ze
(al) © C V jest otwartym, ograniczonym oraz G-niezmienniczym zbiorem,

(a2) L:V — V jest liniowym, ograniczonym, samosprzezonym, G-wspo6lzmienniczym operato-
rem Fredholma spelniajacym nastepujace warunki:
(a) ker L = VO
(b) 7,0 L = Lo, dlakazdego n € NU {0},

(a3) Vn: Q — V jest ciaglym, G-wspdlzmienniczym operatorem zwartym,
(ad) ® € CL(Q) spelnia nastepujace zalozenia:

(a) VO(u) = Lu — Vn(u),

(b) cl((V®)~1(0)) N o = 0.

Przy powyzszych zalozeniach definiujemy stopien G-niezmienniczych funkcjonaléw silnie nie-
okreslonych nastepujaco

Ve-deg (L — V. Q) = (Ve-deg (L. B (V' 2 V°))) ' Ve-deg (L — 7V, Q. NV € U (G),
(1.7)
przy czym € > 0 jest dostatecznie maty, n € N jest odpowiednio duze oraz Q. = ((V®)~1(0) N
Q) 4+ Bc(V). Z lematu 1.4.2 wynika, ze powyzszy stopien jest dobrze okreslony.
Dowdéd ponizszych wlasnosci stopnia mozna znalezé w pracy [23].
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Twierdzenie 1.4.5. Stopieni ma nastepujgce wlasnosci:

1. (i) (Istnienie rozwigzania) Jezeli V-deg(V®,Q) # 0 € U(G), to (VO)~1(0) N Q # 0.
(ii) (Addytywnosé) Jezeli Q = Q1 U Qg i Q1, Qo sq otwartymi, roztacznymi, G-niezmie-
nniczymi zbiorami, to

Va-deg (VP,Q) = Vi-deg (VP, Q1) + Vg-deg (VP, Q) .

(iii) (Wycinanie) Jezeli Q1 C Q jest otwartym, G-niezmienniczym podzbiorem oraz za-

chodzi (V®)~1(0)NQ C Qy, to
Va-deg (VP,Q) = Vi-deg (VP, Q).
(iv) (Zawieszanie) Jezeli W jest ortogonalng G-reprezentacjg iy > 0, to
Vg-deg ((V®,1d),Q x B, (W)) = Vg-deg (VP,Q).

(v) (Linearyzacja) Jezeli 0 € 2 i ® € CZ(RQ) jest takie, ze V®(0) =0 oraz V2®(0): V —
V jest G-wspdlzmienniczym, samosprzezonym izomorfizmem, to istnieje y9 > 0 taka,
ze dla kazdego v < vy mamy

V-deg (VO, By (V) = Vg-deg (V* (0), B(V))

2. (Homotopijna niezmienniczo$é) Ustalmy ® € CL(V x [0,1]) takie, e spelniony jest waru-
nek (Vo ®)~1(0)N (00 % [0,1]) = 0 oraz V,®@(u,t) = Lu—Vyn(u,t), gdzie Vyn: Qx[0,1] —

V jest odwzorowaniem G-wspolzmienniczym ¢ zwartym. Wowczas

Vag-deg (V@ (+,0),Q) = Vg-deg (V@ (+,1),Q).

3. (Formula produktowa) Niech Q1 C Vi, Qo C Vy bedg otwartymi, ograniczonymi G-niez-
mienniczymi podzbiorami G-reprezentacji Vi, Va. Zalézmy, Ze funkcjonaly ®; € CL(V;), i =
1,2 sq postaci ®;(u) = 3(Liu,u) + n;(u) oraz spelniajq zalozenia (al)-(a4). Zdefiniujmy
funkcjonal ® € CL(Vy & Va) formulq ®(u1,uz) = ®(u1) + P(uz) oraz zbidr Q = Oy x Q.
Wowczas

Va-deg (VP,Q) = Vg-deg (VP1, Q1) *x Vg-deg (VPo, Q2) .

Twierdzenie 1.4.6. Ustalmy ® € CZ(V x A) takie, Ze V,®(u,\) = Lu — Vun(u,\), przy
czym odwzorowanie Vyn: Q x A — V jest G-wspdlzmiennicze oraz zwarte. Przypusémy, ze
Vu®(0,\) =0 dla kazdego A € A. Jezeli istniejg A1, A2 € A oraz v > 0 takie, Ze

Vg-deg(Vu®(:; A1), By(V)) # Vg-deg(Vu®@(-; A2), By(V)),

to na kazdej drodze laczacej (0, 1) i (0, \2) istnieje punkt globalnej bifurkacji rozwigzan réwnania
Vud(u, \) = 0.

Wiecej wlasnosci stopnia gradientowych odwzorowan wspoétzmienniczych mozna znalezé w ar-
tykutach [20], [51], natomiast ogdlna teorie stopnia w pracach [2], [4]. W publikacji [3] autorzy
przedstawili inne podejscie do stopnia odwzorowan wspétzmienniczych.
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1.5 Spektrum operatora Laplace’a

Przedstawimy teraz podstawowe wlasnosci wartoéci i przestrzeni wlasnych operatoréw Laplace’a
na zbiorze otwartym i Laplace’a—Beltramiego na sferze i kuli geodezyjnej. W dalszej czesci tego
podrozdziatu scharakteryzujemy podprzestrzenie wlasne operatora Laplace’a—Beltramiego jako
SO(2) i SO(n)-reprezentacje. Opiszemy réwniez wlasnosci podprzestrzeni wlasnych operatora
Laplace’a na kulach B? i B3. Przedstawiony material pochodzi z nastepujacych pozycji litera-
tury: [5], [6], [26], [39], [48], [52], [55], [62] i [65].

1.5.1 Spektrum operatora Laplace’a na zbiorze otwartym

Rozwazmy réwnanie

(1.8)

9u — () pa ON.

{—Auzuuw(l,
ov

Element v € H'()) nazywamy stabym rozwigzaniem zagadnienia (1.8), o ile spetnione jest
nastepujace réwnanie

Ve (@) /(Vu(x), Vo(z)) — pu(x) - v(x)dr = 0.
Q

Element p € R bedziemy nazywaé wartoscig wlasng operatora Laplace’a, Dla ustalonego u €
o(—A; Q) przez V_a(p) oznaczamy zbiér stabych rozwiazan zagadnienia (1.8).
W ponizszym twierdzeniu zbieramy podstawowe wlasnosci zbioru o(—A; ().

Twierdzenie 1.5.1. Przy powyZszych zalozZeniach:

(1) o(=A;9Q) = {0 =pp < p1 < p2 < ...} CR jest zbiorem przeliczalnym, jedynym punktem
skupienia tego zbioru jest oo,

(2) podprzestrzen V_a(u;) C HY(Q) jest skoriczenie wymiarowa dla dowolnego p; € o(—A;Q),
(8) podprzestrzen V_a(0) sklada sie jedynie z funkcji stalych i jest izomorficzna z R,
(4) H'(Q) = @& Voalw),

wi€o(—A;0)
p JZ
(5) poléimy V = @ HY(Q), wéwczas V = b D Voa(ui).
Jj=1 wi€o(—A;Q) j=1

W dalszym ciagu rozprawy bedziemy potrzebowali nastepujacego, technicznego lematu.

Lemat 1.5.2. Niech {e1,...,em}, {f1,-.., fm} beda bazami przestrzeni R™ oraz niech pj €
o(—A; Q). Zdefiniugmy przestrzenie

V= {Z%‘(l‘) “€it i € V—A(Mk)} , W= {Zw(iv) it i € V—A(Nkz)}-
i=1 i=1

Wowcezas V = W.
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W dalszym ciagu tego podrozdziatu opiszemy wlasnosci podprzestrzeni wtasnych operatora
Laplace’a na kuli B2 C R[1,1] i B3> C R[1,1] @ R[1,0].
Rozwazmy réwnanie

A — 2
{ Aw pw wo B? (1.9)

g—’l‘,’ =0 na S.

Niech k,n € N U {0} beda takie, ze jesli k € N, to n € N. Przez xy, oznaczamy n-te

rozwigzanie réwnania Jj () = 0 w przedziale (0, +o00), gdzie Ji, jest k-ta funkcja Bessela. Jesli

k=0, ton € NU{0} i przez xo, oznaczamy n-te rozwiazanie réwnania Jjj(z) = 0 w [0, +00).
Zauwazmy, ze xgg = 0.

Lemat 1.5.3. Przy powyzszych zaloZeniach

[e.9] o0

o(—A; B?) = {mm = :Uin} Y {mn = mﬁn}

kn= n=0

z odpowiadajgcymi wektorami wlasnymi w biegunowym ukiadzie wspolrzednych zadanymi naste-
pujgco:

(1) jesli k >0, ton > 0 i wartoSci wlasnej py, odpowiadajq wektory wlasne

vén(r, 0) = Ji(xgnr) cos kb, U;%n(’l“, 0) = Ji(xgyr) sin k6,

(2) jesli k =0, to warto$ci wlasnej po, odpowiada wektor wlasny vy (r,0) = Jo(zonT).

7 powyzszego opisu wektorow wlasnych wynika nastepujacy lemat, charakteryzujacy pod-
przestrzenie wlasne zagadnienia (1.9) jako SO(2)-reprezentacje:

Lemat 1.5.4. Jesli k € NU{0}, n € N i yyp, € 0(—A; B?), to R[1,k] C V_a(pgn). Dodatkowo,
V_a(poo0) = R[1,0].

Dowdéd ponizszego lematu mozna znalezé w ksiazce [65].
Lemat 1.5.5. Dia dowolnych k € N, py € o(—A; B%) mamy k(k + 2) < ppy < 2k(k +1).

Zajmiemy sie teraz zagadnieniem

1.1
%ﬁ’ =0 mna S% (1.10)

{ —Aw = pw w B3,
Niech n € N, k € NU {0}. Przez yg,, oznaczamy n-te rozwiazanie réwnania

1

;:;Jr%(y) - %Jk%(y) =0,

przy czym J; 1 jest funkcja Bessela.
2
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Lemat 1.5.6. Przy powyzszych zaloZeniach o(—A; B?) = {up, = yin}zozo’nzl z wektorami
wlasnymi zadanymi we wspolrzednych biegunowych

(1) jesli k > 0, to wartosci wlasnej pgy, odpowiadajg wektory wilasne

1

v (1, 02,01) = WJk+%(yknr)Pkm(cos 01)sinmby dlam=1,...k,
1
02 1 (1, 02,01) = ij+%(yknr)Pkm(cos 01)cosmby dlam=1,...,k,

Vokn (1, 02,61) = Py(cosby), dlam =0,

(2) jesli k =0, to warto$ci wlasnej po, odpowiada wektor wlasny voon (r,62,01) = J1(yonr),
2
gdzie Py, Py, sq funkcjami Legendre’a, m =1,... k.

7 powyzszego opisu wektoréw wilasnych wynika nastepujacy lemat, charakteryzujace pod-
przestrzenie zagadnienia (1.10) jako SO(2)-reprezentacje:

Lemat 1.5.7. Jesli k € NU{0}, n € N iy, € o(—A; B3), to R[1,m] C V_A(iurn) dla kaidego
m=1,...,k. Dodatkowo, V_a(ueo) = R[1,0].

1.5.2 Spektrum operatora Laplace’a—Beltramiego na sferze

Rozwazmy réwnanie
—Agn1u=pu na S"L (1.11)

Element v € H'(S"™!) nazywamy stabym rozwiazaniem réwnania (1.11), o ile

Voer(sn-1) / (Vu(x),Vu(z)) — pu(z) - v(x)do = 0.
Snfl

Element p € R, dla ktérego istnieje niezerowe stabe rozwiazanie powyzszego zagadnienia be-
dziemy nazywa¢ wartoscia wlasna operatora Laplace’a-Beltramiego, zas zbidr tych elementéw
bedziemy nazywaé spektrum tego operatora i oznaczaé¢ o(—Agn-1). Polézmy o7 (—Agn-1) =
{—tm: pm € 0(—Agn-1)}. Dla ustalonego y € o(—Agn-1) przez V_a, , (i) oznaczamy zbiér
stabych rozwiazan zagadnienia (1.11).

W ponizszym twierdzeniu sformulujemy podstawowe wiasnosci wartosci i podprzestrzeni
wlasnych operatora Laplace’a-Beltramiego.

Twierdzenie 1.5.8. Przyjmijmy powyisze oznaczenia. Wowczas
(1) O'(_ASnfl) = {0 = o < pu1 < pu2 < },

(2) podprzestrzeri V_na, (i) C HY(S™ 1) jest skonczenie wymiarowa dla dowolnego p; €
U(_ASn—l),

(3) podprzestrzeri V_a, ,(0) sklada si¢ jedynie z funkcji statych i jest izomorficzna z R,

(4) H'(S"!) = O Voalw),

Hieo'(_Asnfl)
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p P
(5) potéimy V = @ HY(Q), wéwczas V = &) D Veag, o (ki)
J=1 pi€o(=Agn_1)Jj=1

Oznaczmy przez H)' przestrzen liniowa jednorodnych wielomianéw harmonicznych stopnia
m o n zmiennych, to znaczy

H) = {f: Z a(a17.."an)az?1...azg”: Af:()}.
al+...fap=m

Wiadomo, ze
(n+m—=3)! (n+2m—2)

dim H! = 1.12

S (n—2)l-m! ’ (1.12)

vide [63]. Liniowa przestrzen obcieé¢ elementéw H?, do S"~! bedziemy oznaczaé H?,. Zauwazmy,

ze dim H]!, = dimH},. Mozna pokazaé, ze przestrzen H), jest reprezentacja grupy SO(2),
vide [52].

Dowdd ponizszego lematu mozna znalezé w ksiazkach [26], [55].

Lemat 1.5.9. Przy powyzszych zaloZeniach
oo

(1) L*(S" 1) = @ Hn,
m=0

(2) dla dowolnych (n,m) € (N\ {1}) x (NU{0}), H}, jest podprzestrzeniq wlasng operatora
Asn717

(3) dla dowolnego u € H}, zachodzi réwno$é Agn-1u = —m(m+n —2) - u.

Z powyzszego lematu wynika, ze o(—Agn-1) = {m(m +n —2): m € NU {0}} oraz dla
dowolnego m € NU {0} zachodzi réwnos¢ V_a, , (um) = Hy,.
W nastepnym lemacie opisujemy przestrzenie H}!, jako SO(2)-reprezentacje.

Lemat 1.5.10. Dla dowolnych (n,m) € (N\ {1}) x (NU{0}) istniejq

(i) pp > 1,

(ii) k§"™ € NUO}, k™™, .. k0™ €N,
(iii) 0 =m{"™ < mimm < < mff(”‘ﬁmnl) <m
takie, ze

r(n,m)
,Hzl ~ R[P:Ln,m} o @ R[klgn,m)’ml(n,m)]'
i=0
Dowéd powyzszego lematu mozna znalezé w artykule [52].

Twierdzenie 1.5.11. Dla dowolnych (n,m) € (N\ {1}) x (NU {0}), przestrzen H}), jest nie-
przywiedlng reprezentacjg grupy SO(n). Co wiecej, Hf jest reprezentacjq trywialng.

Dowdéd powyzszego twierdzenia mozna znalezé w ksiagzce [26].
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1.5.3 Spektrum operatora Laplace’a—Beltramiego na kuli geodezyjnej

Rozwazmy nastepujace zagadnienie:

—Agnu = pu w B(a),
{ ’ u = g na J0B(a). (1.13)

Oznaczmy przez op(—Agn; B(a)) zbidr wszystkich wartosci wlasnych problemu (1.13), przez
V_Agn (1tm) podprzestrzen wlasng odpowiadajaca wartosci wlasnej ju,, oraz polézmy

op(—Agn;B(a)) ={—p: p€op(—Agn; B(a))}.
W ponizszym twierdzeniu zbieramy podstawowe wlasnosci zbioru op(—Agn; B(a)).
Twierdzenie 1.5.12. Przy powyzszych zalozeniach:

(1) op(—Agn; B(a)) = {0 < 1 < p2 < ...} C R jest zbiorem przeliczalnym, jedynym punktem
skupienia tego zbioru jest oo,

(2) dla dowolnego p; € op(—Agn; B(a)) podprzestrzen V_ag, (1;) C HE(B(a)) jest skoriczenie

wymiarowa,
ni€op(—Agn;B(a))
P P
(4) poléimy V = @ Hj(B()), wéwezas V = ® D Vongn (pa)-
Jj=1 wi€op(—Agn;B(a)) j=1

Niech (t,6) beda wspélrzednymi biegunowymi na S™, § = (01,...,0,). Wektory wlasne
w zagadnieniu (1.13) sa postaci: u(t,0) = T;(t)v;(6), vide [5], przy czym | € NU {0} oraz v;(0)
jest harmoniks sferyczng stopnia [, to znaczy v; rozwigzuje rownanie

Agn-1v(0) = —[v(0), gdzie f; = l(n+ 1 — 2).

Ponadto T; rozwiazuje réwnanie

T(#) + (n— 1)(ctg )T’ (t) + <M _ b ) () =0 (1.14)

sin? ¢
oraz jest postaci
. R sint)! Lot
Ti(t) = (sint)'F (1 +n+&m—&141n,sin’ ) = (—nlﬂﬂF <—f, 1+ &,1+ n,sin? )
2) ™ (cos}) 2

dlat<mi
Tt = F (

dla t < 7, przy czym F jest hipergeometryczng funkcja Gaussa, n = | — 1 + § oraz { =
L1+ (4p+ (n—1)?)3).

Oznaczmy przez A; zbiér wszystkich dodatnich p takich, ze Tj(t) = 0. Z ogdlnych wlasnosci
wartosci wlasnych oraz z twierdzenia 1.5.12 wynika, ze zbiory A; sa przeliczalne oraz zbior
wartosci wlasnych problemu (1.13) jest suma zbioréw A;, gdzie | € NU {0}.

14+4n—¢& 24 n+¢
2 ’ 2

I+n+& n—¢
2 2

.1+ 1, sin? t> = (sint)(cost)F ( ,1+1,sin? t)
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Twierdzenie 1.5.13. Liczba elementow zbioru AjN((k—1)(n+k—2), k(n+k—1)] jest mniejsza
lub réwna 1 dla kazdych k € N, 1 € NU{0}.

Uzasadnienie tego oraz ponizszego twierdzenia mozna znalezé w pracy [5].

Twierdzenie 1.5.14. Przy powyzszych zalozZeniach

op (—Agn;B (g)) = {pm =m(n+m—1): m € N}

oraz

Vongn (km) = @ Hi'
l: EIpENU{D}m:2p+l+1

"fff;z) dla kazdego m € N.

Ponadto puy, jest krotnosci (
7 powyzszego twierdzenia natychmiast wynika nastepujacy wniosek:

Wnhniosek 1.5.15. Ustalmy pi, € op(—AQsn; B(F)).
1. Jezeli m jest liczbg parzystq, to V_pg (ftm) = HT @ HE & ... & H}, .
2. Jezeli m jest liczbg nieparzystq, to VoA g, (m) = HE & HE & ... & Hp, ;.

W konsekwencji, Hy,_y C V_agn (ftm) 0raz Hyy_1 & Vorgn (m) dla kazdego 0 < m < m.

Rozwazmy teraz zagadnienie

{—Asnu = pu w B(a), (1.15)

%:0 na 0B(a).

Oznaczmy przez on(—Agn; B(a)) zbiér wszystkich wartosci wlasnych problemu (1.15), zas przez
V_Agn (ftm) podprzestrzen wlasna odpowiadajaca wartosci wlasnej i, oraz polézmy

oy (—Agn; B(@)) = {—p: p € on (=Agn; B())}-

W ponizszym twierdzeniu zbieramy podstawowe wlasnosci zbioru oy (—Agn; B(a)).
Twierdzenie 1.5.16. Przy powyzszych zalozeniach:

(1) on(=Agn; B(a)) = {0 = pp < p1 < p2 < ...} C R jest zbiorem przeliczalnym, jedynym
punktem skupienia tego zbioru jest oo,

(2) dla dowolnego pi; € on(—Agn; B(v)) podprzestrzeni V_ag. (pi) C 'V jest skoriczenie wymia-
rowa,

(3) podprzestrzen V_a(0) sklada si¢ jedynie z funkcji stalych i jest izomorficzna z R,
(4) H'(B(a)) = D V_Agn (ui)s

ui€op(—Agn;B(a))
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p p
(5) potéimy V = @ HY(B(a)), wéwczas V = @ D V_agn (1)
j=1 pi€on (—Agn;B(a)) j=1
Niech (¢,60) beda wspélrzednymi biegunowymi na S™, 8 = (6y,...,6,). Podobnie jak wcze-
$niej, pokazuje sie, ze wektory wlasne w zagadnieniu (1.15) sa postaci u(t,0) = T;(t)v;(0), gdzie
vy(0) jest harmonika sferyczng stopnia [ (I =0,1,...) oraz

N ot (sint)! ot
Tl(t):(smt)F<1+77+§a77—§71+7775m >:YH_2[_2F<_§71+§71+77781H )
2 (cos L) 2

dla t < 7 oraz

I+n+& n—¢
2 2

14n—¢& 24 n+¢
2 ’ 2

Ti(t)=F < ,1 4 7,sin? t> = (sint)!(cost)F ( , 14 7,sin? t)

dlat < 3.

Oznaczmy przez B; zbiér wszystkich dodatnich p takich, ze %Tl(t) = 0. Z ogblnych wlasnosci
warto$ci wlasnych zbiory B; sa przeliczalne oraz zbiér wartosci wlasnych problemu (1.15) jest
suma zbioréw B; (1=0,1,...).

Dowdéd ponizszego twierdzenia mozna znalezé w pracy [5].

Twierdzenie 1.5.17. Przy powyzszych zalozZeniach

ox (—Agn;B (g)) — (= m(n+m—1): m e NU{0}}

oraz
Voagn (tm) = @ M
I I=mV3,enu{oym=2p+i+2

Co wiecej, jim jest krotnosci ("ZTl_l) dla kazdego m € NU{0}.

7 powyzszego twierdzenia natychmiast wynika nastepujacy wniosek:
Whiosek 1.5.18. Ustalmy pim, € on(—Agn; B(3)).

1. Jezelim jest liczbq parzystq, to V_ag, (tm) = Hy @ Hy & ... @ H;,,.

2. Jezeli m jest liczbg nieparzystq, to V_ag, (pm) = HY @ HE @ ... & H}),.

W konsekwencji, Hy, C V_agn (tm) oraz Hyy & Voagn (1m) dla kaZdego 0 < m < m.
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Rozdziat 2

Lamanie symetrii
w niekooperatywnym uktadzie
rownan eliptycznych

Rozwazmy nastepujacy problem tamania symetrii: czy istnieje funkcja radialna h € LP(B") taka,
ze réwnanie

_ — n

{ Aw = f(w)+h w B", 2.1)

w =0 na S"1

posiada stabe rozwigzanie nieradialne, przy czym f € C1(R)?
W pracy [14] Dancer uzyskal nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 2.1. Polézmy m = inf{f'(y): y € R} ¢ M = sup{f'(y): y € R}. Niech ponadto
1 < fio < ... bedg wszystkimi réznymi wartosciami wlasnymi rownania

—Aw = pw w B",
w=0 na S,

dla ktorych istnieje nieradialna funkcja wiasna oraz fig = —oo.

1. Jezeli istnieje i > 0 takie, ze fi; < m < M < [i;+1, to dla dowolnej funkcji radialnej
h € LP(B™) wszystkie stabe rozwigzania rownania (2.1) sq radialne.

2. Jezeli istnieje © > 1 takie, Ze m < fi; < M, to istnieje ciqgg radialnych funkcji cigglych
hn € C(B"™), dla ktérych (2.1) posiada stabe rozwigzanie nieradialne.

W pracy [14] problem lamania symetrii zostal zamieniony na zagadnienie bifurkacyjne, a na-
stepnie, korzystajac z indeksu homotopijnego Rybakowskiego, vide [49], w punkcie (ii) powyz-
szego twierdzenia uzyskano punkt bifurkacji lokalnej rozwigzan zagadnienia bifurkacyjnego, a za-
tem réwniez problemu tamania symetrii.

W tym rozdziale zastosujemy do zagadnienia (2.1) stopien silnie nieokreslonych funkcjo-
natéw niezmienniczych i podamy warunki gwarantujace istnienie globalnego punktu bifurkacji
rozwiazan problemu lamania symetrii, uogdlniajac tym samym rezultat z pracy [14]. Korzy-
stajac z tego stopnia, uogélnimy réwniez ten rezultat na przypadek niekooperatywnego uktadu
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rownan eliptycznych, to znaczy sformutujemy warunki wystarczajace zachodzenia globalnej bi-
furkacji rozwigzan problemu lamania symetrii w tym uktadzie. Wyniki z tego rozdziatu zostaly
opublikowane w pracy [61].

2.1 Abstrakcyjne sformutowanie problemu

Niech G oznacza zwarta grupe Liego oraz (V, (-, -)y) oSrodkowa przestrzen Hilberta, ktéra jest
ortogonalng reprezentacja grupy G. Ustalmy H € sub(G) i przypomnijmy, ze V& ¢ VH, W tym
rozdziale bedziemy sie zajmowaé nastepujacym problemem:

Problem 2.1.1. Niech ¥ € C%(V, V). Czy istnieje w € VH\VY takie, ze ¥(w) € VE?

Przypomnijmy, ze dla odwzorowania ¥ € C2(V,V) i v € V zachodzi inkluzja G, C Gy (), €O
oznacza, ze powyzszy problem sprowadza si¢ do poszukiwania v € V takich, ze Gy & Gy () = G.

Rozwazmy G-wsp6lzmienniczy rzut 7: V — V taki, ze im7 = (V)L Wowczas im(Id —7) =
VY. Zauwazmy, ze m: (Vo V) @ (VE 6 VE) @ VY — (Ve V) @ (VH 6 VE) & VY mozemy
zadaé wzorem 7(z,y,2) = (x,y,0) oraz 7(V) c VH. Zdefiniujmy i: VH — (Vo VH) o VH,
j: (Vevih) o (VE o v9) @ Ve — VH oV wzorami i(z) = (0,2), j(x,y, 2) = y oraz okredlmy
odwzorowanie 71: VH — VH © V¢ wzorem 7 = j o 7 0 i. Odwzorowania i oraz j sa N(H)-
wspOlzmiennicze (zgodnie z twierdzeniem 1.2.1, przestrzen VH jest N(H )-niezmiennicza, w ogol-
nosci nie musi by¢ G-niezmiennicza), zatem m réwniez jest N (H )-wspdélzmienniczym odwzoro-
waniem. Zauwazmy, ze

Wl(yvz) = j(ﬂ-(z(yaz))) = j(ﬂ-(ovyaz)) = j(07y7 0) =Y.

Oczywiscie imm; = VH & V&,
W dalszym ciggu bedziemy stosowaé oznaczenie A = V&, Oczywiscie VH = imm; @ A.

Problem 2.1.2. Ustalmy ¥ € C%(V,V). Czy istnieja A € A oraz u € imm\{0} takie, Ze
(moWoi)(u,A) =07

W ponizszym lemacie pokazemy, ze problem 2.1.1 jest réwnowazny z problemem 2.1.2.

Lemat 2.1.1. Przyjmigmy powyzsze zalozenia. Wowczas problem 2.1.1 jest rownowazny z pro-
blemem 2.1.2.

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze z problemu 2.1.1 wynika problem 2.1.2. Niech w € VH\V®
bedzie takie, ze ¥(w) € V¢. Wiemy, ze w = i(u, \) € im 7 ©@ V oraz z zatozenia (u, \) # (0, \).
7. G-wspdblzmienniczosci odwzorowania 7 otrzymujemy, ze dla g € G

gm (¥ (w)) = gm (¥ (w)) = 7 (g¥(w)) = 7 (¥(w)) = m1 (¥ (w)),

zatem 71 (¥ (w)) € VY. Z réwnosci imm = VH © V& otrzymujemy, ze (71 0 ¥ oi)(u, \) = 0.
Pokazemy teraz, ze problem 2.1.2 implikuje problem 2.1.1. Zal6zmy, ze istnieja A € Aiu €

im71\{0} takie, ze (m o W oi)(u,\) = 0. Polézmy w = i(u, \). Wéwczas w € VI\VE, gdyz

z zalozenia (u, \) # (0, ). To kohczy dow6d, poniewaz ker m; = V& oraz ¥(w) € ker ;. O

Zdefiniujmy operator A € CR/(H) (imm; & A, im ;) wzorem A(u, ) = w1 (¥ (i(u, A))).
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Lemat 2.1.2. Operator A jest dobrze okreslony.

Dowéd. Pokazemy najpierw, ze imm = VI 6 VG = {v € VE: V, ye (v,w)y = 0} jest N(H)-
przestrzenia. Ustalmy g € N(H), v € imm;. Pokazemy, ze gv € imm;. Rzeczywiscie, dla do-
wolnego w € V& mamy (gv, w)y = {(gv, g9 w)y, = (v,g7 W)y = (v,w)y = 0. Zauwazmy, ze
U(i(u,\)) € VI, poniewaz h¥(i(u,\)) = V(i(hu, h)\)) = ¥(i(u,\)). Zatem ¥ o i(VH) c VI
czyli odwzorowanie A jest dobrze okreslone. Zauwazmy ponadto, ze odwzorowanie A jest N (H )-
wspoélzmiennicze jako ztozenie N (H)-wspélzmienniczych odwzorowan.

O]

Poniewaz z definicji odwzorowania m; wynika, ze A(0, A) = 0 dla kazdego A € A, prawdziwy
jest nastepujacy fakt:

Fakt 2.1.3. Jezeli istnieje punkt bifurkacji rozwigzarn réwnania A(u,\) = 0, to odpowiedZ na
problem 2.1.1 jest pozytywna.

Dowdd. Powyzszy fakt wynika z réwnowaznoéci problemu 2.1.1 i 2.1.2 oraz definicji punktu
bifurkacji. O

Przyjmijmy teraz nastepujace zalozenia:
(1) @€ CZ(V),
(2) (I)(w) = %(Lw7w>V - n(w)7

(3) L:V — V jest liniowym, ograniczonym, samosprzezonym, G-wspélzmienniczym operatorem
Fredholma indeksu 0,

(4) Vi € CL(V,V) jest operatorem pelnociagtym.

Polézmy ¥ = V& oraz zauwazmy, ze A(u, \) = m1(L(i(u, \))) — 71 (Vn(i(u, N))).
Poniewaz operator L jest G-wspélzmienniczy, L(VY) C V& oraz L(VH) c VH. Zatem z sa-
mosprzezonosci wynika, ze operator L jest postaci

Vo vH Vo vH
D D L; 0 0O
L: VEgVE - VEgVE, L=|0 Ly 0
@D D 0 0 Lg
\%S \%S

Stad 71 (L(i(u, A))) = m1(L(0,u, A)) = 71(0, Lou, Ls\) = Lou i A(u, \) = Lou — w1 (Vn(i(u, N))).
Szkic dowodu ponizszego lematu zostal podany w pracy [14], dla kompletnosci rozwazan
podajemy pelny dowdd.

Lemat 2.1.4. Dia kazdego A € A operator A(-,\) € C}V(H) (immy,imm) jest operatorem gra-
dientowym.
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Dowéd. Ustalmy dowolne A € A oraz zdefiniujmy funkcjonat ® € 0]2\,( ) (im ) wzorem

B(u) = B, A) = 1 (Lo, uhy + 3 (LA v — n(i(u, V).

Pokazemy, ze V®(u) = A(u, \). Rzeczywiscie, dla u,v € im 7, mamy

D& (u)(v) = (VE(u),v)v = (Lau = Vy (noi(u, X)), v)y

= (Lou — m(Vun(i(u, A)), v)v = (A(u, A), v)v,

przy czym ostatnia réwnosé¢ wynika z lematu 1.1.2 oraz m1(Vyn(i(u, A)) = Vn(i(u, A)), bo
n(i(-,A): imm — R, ezyli Vyn(i(-, A)): imm — im 7. O

Z powyzszego lematu wynika, ze réwnanie A(u, A) = 0 ma strukture gradientowa i waria-
cyjna. Do badania bifurkacji rozwiazan tego réwnania zastosujemy stopien silnie nieokreslonych
funkcjonatéw N (H)-niezmienniczych, w szczegélnosci twierdzenie 1.4.6, ktére w tej sytuacji
mozna zapisa¢ nastepujaco:

Twierdzenie 2.1.5. Jezeli istniejg A1, A2 € A oraz v > 0 takie, Ze
VN(H)‘deg(A(" >‘1)a B’Y(im ﬂ-l)) # vN deg(A('v )‘Q)v B’Y(im 7[-1))’
to istnieje punkt bifurkacji globalnej rozwigzarn réwnania A(u, A) = 0.

W dalszym ciagu tego rozdzialu podamy wzory na stopien odwzorowania A(-, A) w przy-
padku réwnania i ukladu réwnan eliptycznych oraz wykorzystamy powyzsze twierdzenie do
sformutowania twierdzen bifurkacyjnych odpowiadajacych na problem tamania symetrii.

2.2 Zagadnienie lamania symetrii w réwnaniu eliptycznym

Rozwazmy réwnanie

—Aw = f(w) w Q,
{ g—;‘j =0 na 012, (22)

gdzie () jest otwartym, ograniczonym i G-niezmienniczym podzbiorem R™ z gtadkim brzegiem
oraz f € C'(R). Potézmy V = H'(€). Stabym rozwiazaniem tego réwnania nazywamy funkcje
w €V taka, ze

Voey /(Vw(:c), Vo(@)) - fw(z)) - v(z)dz = 0.

Q
Zdefiniujmy F': R — R wzorem F(w) = [ f(s)ds oraz polézmy w podrozdziale 2.1
0
1
o) = [ 5IVe@)? - Flu(e)ds, (23)
Q

przy czym ®: V — R. Zalézmy, ze | f'(y)| < a +bly|?, gdzie a,b €R, ¢ < A5 dlan >3ig < oo
dla n = 2.
Z definicji funkcjonatu ® wynika:
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Fakt 2.2.1. Przyjmigmy powyzisze zaloZenia.
1. Funkcjonal ® jest poprawnie okreslony.
2. & € CA(V).
8. Dla dowolnego w € V
1 , 1 ) 1 ) 1
@ () = [ 51V (@) P+ (@) e~ [ Shw(@) P+ F (@) dz = 5 (w.w)y —nw),
Q Q
gdzie
1) = [ o @)+ F (w (@) do
Q

oraz

(Vi (w),v)y = /w(x) v () + f (w(2)) v (z)de.
Q

Zatem VO(w) = w—Vn(w) oraz Vn jest operatorem pelnociaglym (czyli réwniez zwartym,).
Ponadto V?®(w) = 1d —Cliw) dlaw €V, przy czym operator Cyiyy: V — V jest zadany
przez rownosé

<Cf'(w)U7U>V = / (1+ f (w(@)u(z),v(x))dr dlau,veV.
Q

Niech z € R. Zdefiniujmy

<Cf'(z)U7U>V = /<(1 +f(2)u(x),v(z))dr dlau,v eV
Q

oraz V2®(z) =1d —Cj ().

4. Funkcja w € V jest slabym rozwigzaniem zagadnienia (2.2) wtedy i tylko wtedy, gdy
V& (w) =0, to znaczy w jest punktem krytycznym funkcjonalu ®.

Ustalmy H € sub(G). W dalszym ciggu tego podrozdziatu bedziemy badaé zagadnienie
tamania symetrii rozwiazan funkcjonalu ® zdefiniowanego powyzej. Z tym zagadnieniem jest
zwigzane rownanie

(2.4)

w — na 0N

{—Aw = f(w)+h w Q,
v

i nastepujacy problem

Problem 2.2.1. Czy istnieje funkcja h € V& taka, ze réwnanie (2.4) posiada stabe rozwigzanie
w € VA\VY, to znaczy taka, ze VO(w) = h?
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Przypomnijmy, ze w podrozdziale 2.1 zdefiniowaliSmy N (H )-wsp6lzmienniczy rzut ortogo-
nalny m: VF — VF taki, ze imm = V¥ & V¢, Oznaczmy A = V& oraz polézmy L = Idy.
Wéwezas odwzorowanie A € C}V( H)(im m @ A,im ;) jest zadane wzorem

A(u, ) = 1 (V®(i(u, A))) = u — w1 (Vn(i(u, N))),

gdzie i jest wlozeniem V7 w (VH)+ @ VH zdefiniowanym wzorem i(x) = (0,z). Z lematu 2.1.4
wiemy, ze operator A(-, A) € C’}V(H)(im m1,im ) jest gradientowy dla kazdego A € A.

Przypomnijmy, ze przez o(—A;Q) = {0 = up < p1 < pe < ...} oznaczamy spektrum
operatora Laplace’a na zbiorze (2, za$ przez V_a(ug,) podprzestrzen wlasna odpowiadajaca
wartodci wlasnej py,. Zdefiniujmy

(1) VO = {0},
(2) Vi =V_a(pk) dla k € NU{0},

N
(3) VN = @ V,_;dla N eN.
k=1

Ustalmy A € A. Obliczymy stopien V y(g)-deg(A(+, A), By(imm)), bedacy elementem pier-
Scienia Eulera U(N(H)). W tym celu zdefiniujemy schemat aproksymacyjny na przestrzeni im 7.
Rozwazmy ciag N (H)-wspélzmienniczych rzutéw ortogonalnych I' = {7 : im7; — imm: N €
NU{0}} zdefiniowany nastepujaco

(1) v ={o},
(2) Vi, = Voa(u)® © Voa(u)® dla k € NU{0},

N
3) VN = @V, , dla N €N,
k=1

(4) Tn jest rzutowaniem takim, ze im 7y = V'V dla N € N.

7 definicji I oraz z wlasnosci podprzestrzeni wiasnych operatora Laplace’a wynika, ze jest to

N (H)-niezmienniczy schemat aproksymacyjny na przestrzeni imm; = VH © V&, Co wiecej,

ker L = V0 i dla kazdego N € NU {0} zachodzi 7 o L = L o 7. Zauwazmy, ze m (V) = V'V,
Rozwazmy zagadnienie

—Aw = aw w €,
{ 9w — () pa 9N (2.5)
ov
i zauwazmy, ze funkcjonal ® odpowiadajacy temu réwnaniu jest nastepujacej postaci
1
o(w) = ; / Va(2)? — aw(z) - w(z)dz.
Q
Z postaci réwnania oraz wlasnosci funkcjonatu ® wynika, ze V®(w) = Lw — Cyw, gdzie

(Cqw,v)y = ({(1 + a)w(z) - v(z)dr dla w,v € V.

Lemat 2.2.2. Dia dowolnych w € Vi, v € V zachodzi (Cow,v)y = <11J:fkw,v)v.
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Dowdd. Mamy

(1+a)w,v)yy = /(V(l + a)w(x), Vo(z))dx + /(1 + a)w(x) - v(x)dx
Q
1.

i dalej, korzystajac ze wzoru (1.2), otrzymujemy

[V + @u@), Vo)ds = [(-8)(1+ (@) - v(w)de =g [(1+ ajw() - via)ds.
Q Q

Q

Stad
(14 a)w,vyy = (1 + pg) / 1+ a)w ~v(z)de = (1 + pg)(Cow, v)y.
Q
Zatem (Cow,v)y = <11J:fkw,v>v. O

Z powyzszego lematu wynika, ze Cq(Vy) C Vi, a zatem C,: Vp — Vi. Uwzgledniajac
powyzszy lemat, mozemy opisa¢ dziatanie operatora V® na podreprezentacjach V. Oznaczmy
ap=1- llfjk dla dowolnego k € NU {0}, wowczas (V®)y, = ax Idjy, .

Opiszemy teraz dzialanie operatora A(-, A\) na podreprezentacjach im 7r;. Ustalmy k& € NU{0}

i A€ Voa(ux)® oraz zalézmy, ze dim V) > 0. Wéwezas dla u € Vi mamy

A, ) = 71 (Vpy, (i (u,N)) = m1 (VOpy, (0,u,4)) = m1 (0 1A (0,1, 1)) = .

Zatem (A (-, A)) = o Idpy: .
Poniewaz dla dowolnego k& € NU {0}, ap = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = ux, prawdziwe
jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.2.3. VO jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego k € NU{0}
a # pug. Ustalmy A € A. A(-,\) jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
k € NU{0} takiego, Ze dimV}, > 0, a # puy.

W ponizszym twierdzeniu wyznaczamy formule na stopien izomorfizmu w przypadku réw-
nania (2.5).

Twierdzenie 2.2.4. Rozwazmy réwnanie (2.5) spelniajgce warunek: dla dowolnego k € NU{0}
takiego, ze dimV) > 0, a # py, oraz ustalmy X € A. Wowczas

VN(H)—deg (.A(,)\) ,B (imm)) = VN(H)—deg (— Id,B ( @ V%)) .
re<a
Dowdd. 7 definicji stopnia wiemy, ze dla odpowiednio duzych N zachodzi réwnoéé
vN(H)‘ deg (.A (', )\) y B (imﬂ'l))
-1
_ (VN(H)—deg (Id,B (V’N @V’O))) *VN(H)—deg (AW/N (,\\),B (V’N ))

= Vm-deg (AW,N (,\),B (V’N)) H Vv ()- deg (( fi“ ) Id,B(V;)).

M
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Niech p, € o(—A;Q) bedzie takie, ze dim V) > 0. Zauwazmy, ze jezeli p, < a, to homotopia

h(u,t) =t((1 — fj';k))u + (1 —t)(—u) jest B(V},)-dopuszczalna, zatem

1+a
V- deg ((1 1+

)13 (V1)) = Ty dess (- 1.3 (V)
natomiast jezeli g > a, to homotopia h(u,t) = t((l—ﬁ"—;}c))u—i—(l—t)u jest B(V},)-dopuszczalna,
zatem

1+a
VN(H)—deg <(1 — 1+

)14.B (V) ) = Vivgay-des (14, B (V}) =L € U (N(H)).

Uwzgledniajac powyzsze réwnosci, otrzymujemy teze.

O
Od tej pory bedziemy rozwaza¢ zagadnienie
—Aw = f(w) w Q,
{ %ﬁ’ =0 na 0f, (2:6)

przy czym zbiér ) i funkcja f spelniaja wczedniejsze zatozenia. Przypomnijmy, ze z tym zagad-
nieniem zwiazany jest funkcjonal ®: V — R dany wzorem (2.3). Ustalmy z € R, k € NU {0}

i oznaczmy ax(z) = 1— 1;{;(:) dla dowolnego k € NU{0}. Wowczas (V2®(2))y, = ar(z)Id)y, .

Zdefiniujmy X, € V¢ wzorem A, (z) = z dla kazdego = € Q. Poniewaz pochodna A wzgledem u
spetnia A;, (0,4) = 71 0 V2®(0,0,A) 04, jezeli dim Vj, > 0, to ((A7,)jvr (-, A)) = ax(2) Idjy, .

Twierdzenie 2.2.5. Niech z € R spelnia warunek: dla dowolnego k € N U {0} takiego, Ze
dimV), >0, f'(2) # pu. Wowczas istnieje vo > 0 taka, zZe dla kazdego 0 < v < v mamy

Vny-deg (A (4, Az), By (imm1)) = Vy)-deg (A, (0,).), B (immy))

= VN(H)-deg (—Id,B( @ V;)) .
me<f'(2)

Dowdd. Pierwsza réwnosé wynika z wlasnosci linearyzacji dla stopnia z twierdzenia 1.4.5, druga
z twierdzenia 2.2.4. O

Niech m = inf{f’(2): z € R} i M = sup{f/(z): z € R}. Sformulujemy teraz i udowodnimy
twierdzenie uogélniajace podpunkt (ii) twierdzenia 2.1.

Twierdzenie 2.2.6. Jezeli istnieje i € N U {0} takie, Ze m < u; < M oraz przestrzen V),
jest nieparzystego wymiaru lub jest nietrywialng N (H)-reprezentacjq, to istnieje spdjny zbior
w VHE\ VC taki, ze dla kaidego elementu tego zbioru istnieje funkcja h € VE taka, Ze te punkty
sq rozwigzaniami ukladu
—Aw = f(w)+h w Q,
%—”i’ =0 na 0.
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Dowdd. 7 zalozen wynika, ze istnieja z1, 29 takie, ze f'(z1), f'(22) # p; dla kazdego j € NU{0}
oraz f'(z1) < pi < f'(22), zatem operatory Al (0, A, ), A, (0, \;,) sa odwracalne. Ponadto dla
dostatecznie matego v > 0 zachodza réwnosci

vN(H)’deg (A('7A21)7B’Y (imﬂ-l)) = A 1H17['1))
pe<f'(z1)
Vna)-deg (A, Az,), By (imm)) = Vi)~ deg (A, (0,A2,) , B (im 7))
= Y7A“;{y-deg (-Id,lg ( “]2):)
pre<f'(22)
= V() deg (—Id,B ( V%)) * V(- deg (— Id, B ( b V@)) ,
pe<f'(z1) f(z1)<pr<f'(22)

zgodnie z twierdzeniem 2.2.5. Z zalozenia wynika, ze

oraz

Vn(m)-deg (—Ide( ( )EB V%)) #1eU(N(H)),
f'(z1

<pp<f'(z2)
stad
Vnm-deg (A(+, Az,) , By (im 1)) # Vivm)-deg (A (- Az,) , By (im ) .
Zatem teza wynika z twierdzenia 2.1.5 oraz z definicji operatora A. O

2.3 Uktad réwnan eliptycznych

W tym podrozdziale zajmiemy sie¢ niekooperatywnym uktadem réwnan eliptycznych z warunkiem
brzegowym Neumanna. Przedstawimy wtasnosci tego uktadu potrzebne do zbadania zagadnienia
tamania symetrii, przedstawionego w nastepnym podrozdziale. Rozwazmy

—Awy = Vy, F(wy,we) w Q,

Awg = VwQF(wl,wg) w Q, (2.7)
Gui = 2 = na 09,

gdzie

(al) € jest otwartym, ograniczonym, G-niezmienniczym podzbiorem ortogonalnej G-reprezen-
tacji R™ z gladkim brzegiem,

(a2) F € C%*(R?),

(a3) [|V2F(y)|l <a +b|[y]|9, gdzie a,b € R, ¢ < -5 dlan>31ig<oodlan=2.
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Polézmy w podrozdziale 2.1 V = HY(Q) @ H'(). Przypomnijmy, Ze poniewaz przestrzen
H'(Q) jest ortogonalna G-reprezentacja, to przestrzen V réwniez jest ortogonalna G-reprezen-
1 0
0 —1
oznaczenie dla macierzy oraz operatora H(Q) ® H'(Q) — HY(Q) ® H () indukowanego przez
te macierz.

Stabym rozwiazaniem uktadu (2.7) nazywamy odwzorowanie w € V takie, ze

tacja, zgodnie z lematem 1.2.2. Potézmy L = . Dla skrocenia zapisu stosujemy to samo

Voev /(LVw(:c), Vo(z)) — (VF(w(z)),v(x))dz = 0.
Q

Potézmy w podrozdziale 2.1
1
o) = 5 [ IVur (@) = [Vun(e)Pdo ~ [ Flw(a))da. (2.8)
Q Q

7 definicji funkcjonalu ®: V — R wynika nastepujacy fakt:
Fakt 2.3.1. Przyjmigmy powyzsze zatozZenia.

1. Funkcjonal ® jest poprawnie okreslony.

2. ® € CA(V).

3. Dla dowolnego w = (w1, ws) € V

B(w) = 3 [ IV @ - [Vua(@) + 1) = ws(e) P
Q

— [ Sha@F - Sws(@)P + Flu(z)ds

2
Q
= ;!<V(Lw($)), Vw(z)) + (Lw(z), w(x)) de — n(w) = % (Lw, w) — n(w),
gdzie 1 1
n(w) = / §|wl(96)|2 — §|wg(zzc)|2 + F(w(z))dx
Q

(Vn(w), v) =/<Lw(9«°)7v(w)>+<VF(w(x))7v(w)>dfv-
Q

Zatem V®(w) = Lw — Vn(w) oraz Vn jest operatorem pelnocigglym (czyli réwniez zwar-
tym). Ponadto V?®(w) = L — Cv2p@w) dla w €V, gdzie operator Cy2p(yy: V — V jest
zadany przez rownosé

<Cv2F(w)U>U>V = /<(L + V%’(w(x))) u(a:),v(x)> dx dla u,v € V.
Q
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Niech z € R2. Zdefiniujmy

<C’V2F(z)u,v>V = /<(L + VQF(Z)) u(x),v(z:)> dzx dla u,v €V
Q

oraz V2®(z) = L — Cy2p(,)-

4. Funkcjaw €V jest stabym rozwigzaniem ukladu (2.7) wtedy i tylko wtedy, gdy V®(w) = 0,
to znaczy w jest punktem krytycznym ®.

W dalszym ciggu bedziemy zajmowaé sie zagadnieniem tamania symetrii rozwiazan uktadu
(2.7). W tym celu ustalmy H € sub(G) i zdefiniujmy tak jak wcze$niej N(H )-wspélzmienniczy
rzut 71 : VI — VH taki, ze imm = VH © VO, polézmy A = VC oraz zdefiniujmy operator
A € C’]l\,(H)(imm @ A,im7) wzorem A(u,\) = 71 (V®(i(u, \))), gdzie i jest wlozeniem V7

w (V)L @ VH zdefiniowanym wzorem i(z) = (0, z). Zauwazmy, ze
A(u, A) = m(VO(i(u, N))) = Lau — m1(Vn(i(u, A))),

gdzie Ly = Ljimn~,- Z lematu 2.1.4 wynika, Ze operator A(-,\) € C}V(H) (im7y,immy) jest gra-
dientowy dla kazdego A € A.

Zdefiniujmy
(1) V= {0},

(2) Vi =V_a(pr) ® Voa(ux) dla k € NU{0},
N

(3) VN = @V, dla N eN.
k=1

Ustalmy A € A = V&, Obliczymy stopien Vnem)-deg(A(+, A), By(im 1)), bedacy elemen-
tem pierScienia Eulera U(N(H)). Aby to zrobié, potrzebujemy schematu aproksymacyjnego
dla odwzorowania A(-, ). Rozwazmy ciag N (H)-wspélzmienniczych rzutéw ortogonalnych I'" =
{rn: imm — imm: N € NU{0}} zdefiniowany nastepujaco

(1) v = {o},

(2) Vi, = (Voalu)® © Voaluw)®) ® (Voalu)™ © Voa(ps)®) dla k € NU {0},
(3) VN = % Vi, dla N €N,
k=1

(4) Ty jest rzutowaniem takim, ze im 7y = V'V dla N € N.

7 definicji ' oraz z wlasnosci podprzestrzeni wlasnych operatora Laplace’a wynika, ze jest to
N (H)-niezmienniczy schemat aproksymacyjny na przestrzeni im 71. Co wiecej, ker L = V0 i dla
kazdego N € NU {0} zachodzi 7y o L = L o 7. Zauwazmy, ze m (VY) = V'V,
Rozwazmy zagadnienie
—Aw; = awy +bwy w €,

Awy = bwy +cwy w (2.9)
B Gm 0 a0
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i potézmy A = lab 21 Woéwezas funkcjonal @ jest nastepujacej postaci

=5 [IVw@P - [Vua(@)? — (Au(e), w(z)d.
Q

Z postaci rownania oraz z wlasnosci funkcjonalu ® wynika, ze VO (w) = Lw — Cyw, gdzie
(Caw,v)yy = [((L+ A)w(x),v(x))dr dla w,v € V.
Q

Lemat 2.3.2. Dia dowolnych w € Vi, v € V zachodzi (Caw,v)y = L+ A)w,v)y.

(i (

1+a b

b ltel Ponadto

Dowdd. Zauwazmy, ze L + A = [

<(L+A)w,v>V:/(V(L—i—A)w(x),Vv(x))dm+/((L+A)w(m),v(m))dw
Q

i dalej, korzystajac ze wzoru (1.2), otrzymujemy
/ (V(L+ A)w (z),Vv(z))dx = /V (T+a)w; (z)) Vor (z) + V (bwy (x)) Vg ()

Q
wy (2)) Voz (2) + V(=1 4 ¢) wa (2)) Vz (2) d

v
:/ —A) (1 +a)wy (z)) vy () + (=A) (bwy (z)) vy (2)
Q

b (=) (bws (2)) 02 (2) + (—A) (<1 + ) ws (2)) v2 (2) da
— [ (@ + a)wr @) o @) + (bwr (@) 01 (2)

Q
+ (bwz (z)) vz () + (=1 + ¢) wa (2)) va (2) dx

uk/«L + A w(x),v(2)) de.

Q

Stad
(L4 A)w,ohy = (14 ) [ (L +A)w (@) (@) do = (1 + ) (Caw, o)y
Q

Zatem (Caw,v)y = L+ A)w,v)y. O

<1+uk (

Z powyzszego lematu wynika, ze Cy(Vy) C Vi, a zatem Cy: Vi — Vi, Uwzgledniajac
powyzsze obliczenia, mozemy opisa¢ dzialanie operatora V& na podreprezentacjach reprezenta-
cji V. Oznaczmy

1 1— 11+(Z —1 b
Ti(A) =L - (L+A)= [ b M Ty
1+ pk T LT 1+u1§
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oraz niech o j, a2 ), beda wartodciami wlasnymi macierzy Ty (A), za$ fi i, for odpowiadajacymi
tym warto$ciom wektorami wlasnymi. Poniewaz macierz Tj,(A) jest symetryczna, aq , aa € R.

Oznaczmy przez €1, €3 baze standardows przestrzeni R?, Przestrzen Vj, mozna zapisaé¢ w po-
staci {¢1(z) - €1 + pa(x) - €2: i € Voa(ug)}. Z lematu 1.5.2 uzyskujemy

{p1(x) - &1+ pa(w) - e2: i € Voa(pn)} = {p1() - fre + p2(z) - for: 0i € Von(pr)}-

Otrzymujemy zatem (V®)y, = aild 0 , gdzie Id: VoA (ug) — Vo (uk).
k 0 agild
Opiszemy teraz dzialanie operatora A(-, A) na podreprezentacjach im 7r;. Ustalmy k € NU{0}
i A= (A, 0) € (Voa(ue)9)? oraz zalézmy, ze dimV) > 0. Wéwezas dla v = (ug,us) €

(Voa(p)® © Voa(uy)©)? mamy

A, A) = 71 (VOpy, (i (u,N)) = m1 (Y, (0,u,1))
= m (al,k 1d (0, ui, )\1) N (Oég,k Id (0, ug, )\2))) = (aLkul, Oé27ku2) .

a1k Id 0

Stad otrzymujemy Ay, (5 A) = [ 0 agpld

Voa () © Vo (ur)C.
Zdefiniujmy m° (T}, (A)) = dim ker T}, (A) oraz

] , przy czym Id: VoA (ur)? © Voa(ur) —

dimker([al’k 0 D jedli dim V/, > 0,
0 ook

0, jesli dim V), = 0.

m® (A (5 0) =

Polézmy i0(A) = 3 m®(Tj(A)) oraz O(A) = 5= mO (A, (-, A)):
k=1 k=1

7 powyzszego rozumowania wynika nastepujacy fakt:

Fakt 2.3.3. V@ jest izomorfizmem wiedy i tylko wtedy, gdy iV(A) = 0. Ustalmy X\ € A. A(-, \)
jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy i°(A) = 0.

Oczywiscie, jezeli V@ jest izomorfizmem, to jest nim réowniez A(-, A) dla kazdego A € A.
Zauwazmy, ze m~ (Tp(A)) € {0,1,2} oraz dla odpowiednio duzych wartosci k zachodzi
m~ (Ti(A)) = 1. Zdefiniujmy przestrzenie

Vo(A4) = D Voa(u) " o Voa(m)®, Va(A) = b Voa ()™ o Voa(u)©.
ki m—(Tr(A))=0 ki m— (Tr(A))=2

Twierdzenie 2.3.4. Rozwazmy uklad réwnan (2.9) dla ktdrego spelniony jest warunek i0 (A) =
0 oraz ustalmy A € A. Wowczas

vN(H)'d-eg (-A ('7 )‘> B (imﬂ—l))
= Viv(an)-deg (— Td, B (Va (4))) * (Vi -des (~1d, B (Vo (4))) -
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Dowdd. 7 definicji stopnia wiemy, ze dla odpowiednio duzych N zachodzi réwnosé
VN(H)' deg (A ('7 )‘) B (imﬂ-l))
-1
= (VN( 1) deg (LZ, B (V’N o V’O))) * V() deg (AW,N (), B (V’N)) .

Zauwazmy, ze z formuly produktowej oraz z definicji odwzorowania L mamy

N-—1
V n(m)- deg (LQ,B (V/N evo)) = Vi(m-deg (—Id,B (EB Vea (u) e via (Mk)G>>
k=0

= ]\i_[ V n(w)-deg (— Id, B (V,A ()™ e Voa (uk)G)) .
k=0

Ponadto w przypadku, gdy m~ (T} (A)) = 2 mamy:

Vn(m)-deg (AW; (wA),B (V@)

= Vn-deg ((=1d,-1d), B ((Voa (m)™ © Vo (1)) @ (Voa ()" © Voa (u)%)) )
(=10, B (Voa ()" © Voa (u)?))

x Vi) deg (— 1d, B (V,A ()T eVvoa (Mk)G)) .

W przypadku m™ (T (A)) = 1 otrzymujemy

V(i) deg (AW;C (\A), B (V;)) = V- deg (—Id,B (V,A ()T eV (uk)G)) .

Jeslim™ (Tx(A)) =0, to VN(H)—deg(AW;C(-, A), B(V})) = L. Korzystajac z powyzszych réwnosci,
otrzymujemy teze.

O]

Rozwazmy wielomian charakterystyczny macierzy Ty (A) dany wzorem

Wk(oa):<1_ 14+a —06>(—1—_1+C—a>— b2

L+ p L+ pg (1 + p)?

Zauwazmy, ze

_ 2 a+c N 2+a—c (@+1)(c—1)—b?
Welo) = RSN Ry (1 + p)?
e, ate ()P4 @ a1 p) (et De—1) P
(L + p) (L4 pe)? '

Poniewaz macierz T(A) jest symetryczna, powyzszy wielomian ma 2 pierwiastki rzeczywiste,
oznaczmy je ok, k. Ze wzoréw Viete'a wiemy, ze

(I +m)?+@2+a—c) 1+ pp)+(@a+1)(c—1)—b* . a+c
Qo = 1 o toagp=—7"7"—".
AT (L4 pug)? ! ? (1 + puge)
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Zatem macierz Tj(A) ma pierwiastki tego samego znaku wtedy i tylko wtedy, gdy
1+ m)’ = 2+a—c)(1+pm) — ((a+1)(c—1) = b*) <0.

Rozwiagzujac te nieréwnoéé ze wzgledu na 1+ otrzymujemy 6§ = (2+a—c)?+4((a+1)(c—1)—b?)
oraz jezeli & > 0, to B = %ﬂ -1, B = 2*‘“270“/3 — 1 sa pierwiastkami dwumianu
W) = 1+2)?-2+a—-c)(1+2z)— ((a+1)(c—1)—b?). Jezeli § < 0, to ktadziemy
B1 = B2 =0.

Zauwazmy, ze jezeli py, € o(—A;Q) jest pierwiastkiem dwumianu W(z), to a;; = 0 lub
agk = 0, czyli i°(A) # 0. Jezeli ponadto dim V), > 0, to ?O(A) # 0. Co wiecej, prawdziwy jest
nastepujacy lemat:

Lemat 2.3.5. i*(A) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaidego py € o(—A;Q), up nie jest pier-
wiastkiem dwumianu W (z), to znaczy p, # Bi i pp # Ba2. Ponadto i°(A) = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego py, € o(—A;Q) takiego, zZe dim'V), > 0, py, nie jest pierwiastkiem dwu-
mianu W (x).

Dowdd. Zalézmy, ze dla kazdego ur € o(—A;Q), py nie jest pierwiastkiem dwumianu W (z)
oraz i’(A) # 0. Woéwczas istnieje py € o(—A; Q) takie, ze ajr =01lub agy =0, zatem

—(I+m)+C+a—c)(+m)+(a+D(c—1)—b
(1 + p)? -

a1 pQo ) = 0,

czyli —(1+pp)?+(24+a—c)(1+pup)+ (a+1)(c—1)—b> = 0. To oznacza, ze juy, jest pierwiastkiem
dwumianu W (z) = (14+2)? — (2+a—c¢)(1 +2) — ((a+ 1)(c — 1) — b?). Otrzymana sprzecznosé
i rozumowanie przed lematem konczy dowdd pierwszej czesci lematu, drugg czes¢ dowodzi sie
analogicznie. O

Potézmy P = o(—A;Q) N (S, B2) oraz zauwazmy, ze dla dowolnego py € P mamy
1. Jezelia+c <0, to m™ (Tx(A)) = 2.
2. Jezeli a+¢ >0, to m™(Ti(A)) = 0.

Zal6zmy, ze iNO(A) = 0. Z powyzszego rozumowania oraz z twierdzenia 2.3.4 wynika nastepu-
jace twierdzenie:

Twierdzenie 2.3.6. Przy powyzszych zaloZeniach, stopieni V (gy-deg (A (-, A), B (immy)) jest

rowny

(1) Vn(m)-deg (—Id,B (@ Via (' evia (u)G>>, oilea+c<O,
nepP

-1
(2) (VN(H)—deg (— Id, B (@ Via(wf evoa (M)G») Loilea+c>0,

neP

(3) 1€ U(N(H)), jezeli zbior P jest pusty.
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2 Lamanie symetrii w niekooperatywnym ukltadzie réwnan eliptycznych

Od tej pory bedziemy rozwaza¢ zagadnienie

—Aw1 = leF(wl,wg) w Q,

Awy = Vy, F(wi,wa) w €, (2.10)
% = 88%—0 na 0.

Przypomnijmy, ze z tym zagadnieniem zwiazany jest funkcjonal ®: V — R dany wzorem (2.8).

Niech z € R? i k € NU{0}. Oznaczmy V?F(z) = la(z) b(z) ] i zauwazmy, ze

b(z) c(2)
2 1 ( 2 ) 1- 11til(z) _11)4(-z)
Tp(VF(2)) = L — L+V°F(z)) = o) e
Lt _145;1)1@ —1- 1jrru§e :

Niech oy (2), a2 (2) beda (rzeczywistymi) wartosciami wlasnymi macierzy Ty (V2F(z)). Wow-

a1 k(2)1d 0
(qu)(z))‘Hk - [ 1kO ag i (2) Id] ’

gdzie Id: VoA (k) — Voa(pr)-
Zdefiniujmy X\, € V& wzorem A, (z) = z dla kazdego 2 € Q2. Poniewaz pochodna A wzgledem
u spetnia A, (0,\) = 71 0 V2®(0,0, \) o4, to przy zalozeniu dim V), > 0 mamy

, o k(2)1d 0
(g ) = [ 0]

gdzie 1d: Voa(u)" © Voa () — Voa(p)™ © Voa(u)©.
Zdefiniujmy podprzestrzenie

Vo(V2F(2)) = o Voa(u)® o Voa(u)©,
k: m—(Tx(V2F(z)))=0
Vo(V2F(2)) = D Voa ()™ © Voa(u)©.

k:m— (T (V2F(2)))=2
Twierdzenie 2.3.7. Niech z € R? bedzie takie, Ze iB(VQF(z)) = 0. Wowczas istnieje vo > 0
taka, zZe dla kazdego 0 < v < 9 mamy
Vi -deg (A(,A2), By (im 1)) = V(- deg (A, (0,A:) , B (im )

= Vn-des (=10 B (V2 (V*F ()))) = (Vv -des (~16.B (Vo (V*F ()

Dowdd. Pierwsza réwnos$¢ wynika z wlasnosci linearyzacji dla stopnia z twierdzenia 1.4.5, druga
z twierdzenia 2.3.4. O

Polézmy 6(2) = (2 + a(z) — ¢(2))? + 4((a(z) + 1)(c(z) — 1) — b(2)?). Jezeli 4(z) > 0, to

Bi(z) = 2ta(e) C(;) 5(z) -1, Ba(2) = 2ta(2) C(Z)JFF —1 sa pierwiastkami dwumianu W (z) =
(1+2)%—2+a(z) —c(z)(1+z)— ((alz ) )( (2) — 1) — b(2)?). Jezeli §(z) < 0, to kladziemy
B1(z) = Pa(z) = 0. Polézmy P(z) = o(—A;Q) N (51(z), P2(2)). Podobnie jak wczesniej, mozna
pokazaé, ze macierz Tj,(V2F(z)) ma pierwiastki tego samego znaku wtedy i tylko wtedy, gdy
ur € P(z). Co wiecej, dla dowolnego uy € P(z):
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2 Lamanie symetrii w niekooperatywnym ukltadzie réwnan eliptycznych

(1) jezeli a(z) + c(2) <0, to m~ (TR V3F(2)) = 2,
(2) jezeli a(z) +c(z) > 0, to m™ (TR V2F(2)) = 0.

Podamy teraz wzory na stopien funkcjonalu zwiazanego z ukladem (2.10). Zalézmy, ze
i9(V2F(2)) = 0.

Twierdzenie 2.3.8. Przy powyzszych zatoZeniach, dla odpowiednio matego v > 0, stopien
Vin)-deg (A(, A;), By (imy)) jest rowny

(1) Vn(m)-deg (— Id, B ( D ViawTev.a (,u,)G>>, oile a(z)+c(z) <0,

HEP(2)

-1
(2) ( )-deg (— Id, B ( B Vawova (,u)G>>> ,oilea(z)+c(z) >0,

HEP(2)
(3) 1 e U(N(H)), jezeli zbior P (z) jest pusty.

Powyzsze twierdzenie wynika z twierdzen 2.3.6 1 2.3.7.

2.4 Zagadnienie tamania symetrii w uktadzie réwnan eliptycz-
nych

W tym podrozdziale zastosujemy teorie bifurkacji, aby sformutowaé¢ warunki implikujace za-
chodzenie zjawiska lamania symetrii. To znaczy, sformutujemy twierdzenia odpowiadajace na
pytanie: czy istnieje funkcja h = (hy, ho) € VE taka, ze uklad

—Aw; = leF(wl,wg) +hy w Q,
Awy = VwQF(wl,wg) +ho w €Q,
% = % =0 na 02
posiada rozwiazanie w = (w1, wy) € VH\VE?
Zalézmy, ze warunki (al)-(a3) sa spelnione oraz przypomnijmy, ze ®: V — R jest funkcjo-
nalem zwiazanym z powyzszym ukladem, danym wzorem (2.8).

Oznaczmy
my {ﬁl (2): ZER2}, Mlzsup{ﬁl (z):zER2},
ma {,6’2 (2) : zeRz}, Mgzsup{ﬁg (z):zERZ},
5 (=0,0) = {pi € o (~2;0): dimV_a ()" ©V_a (1:)% > 0} U {fio = —o0}.

oraz ]5(2) = P(z)No(—A,Q). W ponizszych twierdzeniach formulujemy warunki implikujace

istnienie punktu bifurkacji globalnej rozwiazan réwnania A(u, \) = 0. Aby to zrobié, korzystamy
a(z) b(z)

b(z) c(z) |’

ze wspotezynnikéw macierzy V2F(z) = [
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2 Lamanie symetrii w niekooperatywnym ukltadzie réwnan eliptycznych

Twierdzenie 2.4.1. Zaléimy, ze dla kazdego z € R? a(z) + ¢(2) < 0 lub a(z) + c¢(z) > 0.
Przypusémy, Ze spelniony jest jeden z ponizszych warunkow:
1. Istniejq [i;, fi; € 0(—A,Q) takie, Ze my < [1; < My oraz fi; < mo < My < [ij41, przy
czym przestrzen V_a (1) © Voa(ji;)9 jest nieparzystego wymiaru lub jest nietrywialng
N (H)-reprezentacjq.
2. Istniejg [, fij € o(—A,Q) takie, Ze iy < my < My < [iip1 oraz mg < [i; < Ma, przy
czym przestrzen Voa (i) © V_a(j1)¢ jest nieparzystego wymiaru lub jest nietrywialng
N (H)-reprezentacjq.
Wowczas istnieje punkt bifurkacji globalnej rozwigzan réwnania A(u, A) = 0.
Dowéd. Bez zmniejszenia ogdlnoéci rozwazan, mozemy zalozyé, ze dla kazdego z € R? a (z) +
¢(z) < 0. Udowodnimy, ze zalozenie z pierwszego podpunktu implikuje teze twierdzenia, dowdd
w drugim przypadku jest analogiczny.

Z zalozen wynika, ze istnieja z1, zo takie, ze 81 (21), 51 (22), B2 (21), B2 (22) # 1y dla kazdego
k€ NU{0} oraz 31 (21) < 1; < 1 (22), zatem operatory A., (0, A, ), A, (0, )\.,) sa odwracalne,
zgodnie z lematem 2.3.5. Ponadto dla dostatecznie matego v > 0, zgodnie z twierdzeniem 2.3.8,
zachodza réwnosci

VN(H)'deg (A(Az) ; By (imm)) = VN(H)'deg (-A; (0,Az,), B (im Wl))

= Vnu-deg | -1d,B| @ Voa (@ oVvoa (@)
neP(z2)

oraz

Vney-deg (A(,Az,), By (imm)) = Vy)-deg (A7, (0, A;,), B (im 7))

= Vnmy-deg | -1, B| @ Vea (@™ ovoa (@)©
ﬁeﬁ(m)

= Vyun-deg | =14, B| @ Voa(@? ovea(@)®
neP(z2)

* Vy-deg [ —1d, B B vaamTeviam||.
REP(21)\P(22)

przy czym ostatnia réwnos¢ wynika z warunkéw na meo i Ms. Z zalozen wynika, ze

Vim-deg | —=1d, B B Vvaamevia@||£1eUWH)),
HEP(z21)\P(22)
stad
Vn-deg (A(, Az,) , By (im 1)) # Viv)-deg (A (- Az,) , By (im ) -
Zatem teza wynika z twierdzenia 2.1.5. O
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Przy zalozeniu spdjnosci grupy powyzsze twierdzenie mozna sformutowaé nastepujaco:

Twierdzenie 2.4.2. Zaldzmy, zZe grupa N(H) jest spdjna oraz przypu$émy, ze spelniony jest
jeden z ponizszych warunkow:

1. Istniejg fi;, f1; € o(—A,Q) takie, ze my < fi; < My oraz fi; < mo < My < [ij41, gdzie
przestrzen V_a (1) © V_a ()€ jest nieparzystego wymiaru lub jest nietrywialng N (H)-
reprezentacjq.

2. Istniejg [, 1; € 0(—A,Q) takie, Ze [1; < mi < My < fiip1 oraz ma < fi; < Ma, przy
czym przestrzen V_a(fi;)H © V_A(ﬁj)G jest mieparzystego wymiaru lub jest nietrywialng
N (H)-reprezentacjq.

Wéwczas istnieje punkt bifurkacji globalnej rozwigzan réwnania A(u, ) = 0.

Dowdd. Udowodnimy, ze zalozenie z pierwszego podpunktu implikuje teze twierdzenia, dowdd
w drugim przypadku jest analogiczny. Z zalozen wynika, ze istnieja z1, 2o takie, ze [(1(21),
B1(22), B2(21), P2(z2) # fix, dla kazdego k € NU {0} oraz (1(z1) < fi; < (1(22), zatem operatory
A0, \,), AL(0, \,,) sa odwracalne, zgodnie z lematem 2.3.5. Zauwazmy, ze jezeli a(z;)+c(z;) <
0 lub a(z;) +¢(z;) > 0 dlai = 1,2, to, podobnie jak w dowodzie twierdzenia 2.4.1, otrzymujemy,
ze dla odpowiedniego matego v > 0

Vnm)-deg (A (5 As,) , By (im 1)) = V- deg (— Id, B ( ® Via(m'evoa (ﬁ)G)) ,

HEP(22)

V- deg (A (4 \zy), By (imm)) = Vi -deg | =14, B | @ Vea (@) ©Voa (0)°

HEP(z2)
*Vymydeg | -1.B[ P Vaa@Teveaam||,
HEP(21)\P(22)
oraz
Ver-deg | —1d, B B Vaa@Tevia@©||£LeUNH)),
LeP(z1)\P(22)
stad

VN(H)- deg (A (-, Az,) , By (im 7)) # VN(H)- deg (A (-, Az,) , By (immy)).
Zalozmy, ze a (z1)+c(21) < 0 < a(22)+c(22), Z twierdzenia 2.3.8 wynika, ze dla dostatecznie
matego v > 0:

Vn-deg (A(+, Az ), By (im 1)) = Viy(g)-deg | —1d, B @ (V—A (DRESR'AN (ﬁ)G)
neEP(z1)
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oraz

VN(H)‘ deg (A (" )‘22) ’B’Y (im Wl))

= Vnun-deg | -1d,B| P (VfA (DEESRAN (ﬁ)G>
pEP(z2)

7Z lematu 1.4.4 otrzymujemy

VN(H)' deg (A ('7 )‘21) 7B’Y (imﬂ-l)) 7é VN(H)' deg (A ('7 )‘22) 7B’Y (imﬂ-l)) :

Zatem teza wynika z twierdzenia 2.1.5.
O

Przypomnijmy, ze jezeli istnieje punkt bifurkacji globalnej rozwiazan réwnania A (u, A) = 0,
to istnieje Ao € A taka, ze sktadowa spdjnosci C' (N\g) w zbiorze

cl{(u,\) € (imm \ {0}) x A: A(u,\) =0},

zawierajaca (0, \o), spelnia C'(A\g) # {(0,\9)} oraz C()\g) jest nieograniczona albo C(Ag) N
(0 x (A\ {No})) # 0. W szczegblnosei otrzymujemy spéjny zbior rozwiazan problemu tamania
symetrii. Ponadto dla kazdej pary (u,A) € C(Aog) \ ({0} x A), z réwnosci A(u, \) = 0 wynika,
ze 1 (V®(i(u,\)) = 0, zatem V®(i(u,\)) € V&, a stad wnioskujemy, ze istnieje funkcja h =
(h1,ho) € VY taka, ze uktad

—Aw1 = leF(wl,wg) +h1 W Q,
Awy = Vi, F (wi,wy) + he w Q,
68% = % =0 na 0}
posiada rozwiazanie w VF\VE. Innymi stowy, i(C(Xo) \ ({0} x A)) jest zbiorem rozwiazanh pro-
blemu tamania symetrii. Co wiecej, otrzymali$my, ze caly spdjny zbiér i(C'(Ag)) jest odwzoro-
wywany przez V® w spéjny podzbiér zbioru VE.

2.5 Przyklady

W tym podrozdziale zastosujemy opisane wczesniej twierdzenia do badania réwnania i uktadu
réwnan eliptycznych okreslonych na kulach B? i B3.
Zalézmy, ze f € C1(R) spelnia nieréwnosé |f/(y)| < a + bly|9, gdzie a,b € R, ¢ < oo.

Twierdzenie 2.5.1. Zaldzmy, Ze istniejg z1,z2 € R, k € N takie, ze f'(z1) < k(k +2) <
2k(k+1) < f'(22). Wowezas istnieje spdjny zbior w H'(B?)%x\ H'(B?)S0Q) taki, ze dla kazdego
elementu tego zbioru istnieje funkcja h € HI(BZ)SO(Q) taka, Ze te punkty sq rozwigzaniami uktadu

w — () na ST

{—Aw = f(w)+h w B2
v
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Dowdd. 7 zalozenia oraz z lematu 1.5.5 otrzymujemy, ze m < k(k+2) < pp1 < 2k(k+1) < M,
przy czym m = inf{f'(z): z € R} i M = sup{f'(2): z € R} oraz g € o(—A; B?) jest takie, ze
R[1, k] C V_a(ur1), zgodnie z lematem 1.5.4. Zauwazmy, ze N(Z;,) = SO(2), R[1, k% = R[1, k]
oraz R[1, k]S = {0}. Zatem przestrzent V_a (pr1)? © VoA (ur1)5°®@ jest nietrywialna N (Zy)-
reprezentacja, czyli sa spelnione zatozenia twierdzenia 2.2.6. To konczy dowdd. O

Rozwazmy uktad
—Awy = Vi, F(wi,w2) + fi w B

Awy = Vi, F(wi,ws) + fo w B2 (2.11)
i = o wa S

i zalézmy, ze spelnione sa zalozenia (a2)-(a3). Polézmy V = H'(B?) @ H'(B?).
Twierdzenie 2.5.2. Zaldimy, ze istniejg 21,22 € R, k € N takie, Ze

Br(z1) < PBr(z2) <0 i Bo(z1) < k(k+2) < 2k(k+1) < Bo(22).
Wéwczas istnieje spdjny zbior w VE \VSO(2) taki, Ze dla kazdego elementu tego zbioru istnieje
funkeja b = (hy, ho) € VSOP) taka, ze te punkty sq rozwigzaniami ukladu (2.11).
Dowdd. 7 zatozenia oraz z lematu 1.5.5 otrzymujemy, ze
—00 =fig < m1 < My < jig oraz me < k(k+2) < pp1 < 2k (k+1) < Ma,

przy czym

mlzinf{ﬁl(z):zeRz}, Mlzsup{ﬁl(z):zeRz},
mgzinf{ﬁg(z) : ZERQ}, M2:sup{ﬁg(z) : ZE]RQ}

oraz pp; € o(—A; B?) jest takie, ze R[1,k] C V_a(ur1), zgodnie z lematem 1.5.4. Zauwazmy,
ze N(Zi) = SO(2), R[1, k]% = R[1, k] oraz R[1, k]8O = {0}. Zatem przestrzen V_a (up1)% ©
V,A(,ukl)soa) jest nietrywialna N (Zy)-reprezentacja, czyli sa spelnione zalozenia twierdzenia
2.4.2. To konczy dowdd. O

W dalszym ciagu tego podrozdzialu bedziemy rozwazaé réwnanie i uktad eliptyczny na
kuli B3, na ktérej dziala grupa SO(3). Dla dowolnej podgrupy H € sub(SO(3)), H'(B*)H
jest trywialng reprezentacja grupy H, zatem H'(B*)H jest réwniez reprezentacja grupy Weyla
W(H) = N(H)/H. Ustalmy k € N i polézmy H = Zj, przy czym Z; C SO(3) sklada si¢
7 macierzy postaci

cosp sing 0 i
—siny cosy 0 ,goe{k:i:O,l,...,k—l}.
0 0 1

Zauwazmy, ze W (Zy,) = O(2), vide [21], czyli H'(B?)%* jest O(2)-reprezentacja, a zatem réwniez
SO(2)-reprezentacja.
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Twierdzenie 2.5.3. Zaldzmy, Ze istniejg 21,29 € R, k,n € N takie, ze f'(21) < prn < f'(22).
Wowezas istnieje spojny zbior w H'(B3)Zx \ HY(B3)SO®) taki, e dla kaidego elementu tego
zbioru istnieje funkcja h € HI(B?’)SO(Q) taka, Ze te punkty sq rozwigzaniami ukiadu

~Aw = f(w)+h w B3,
g—f =0 na S2.
Dowdd. 7 zalozenia otrzymujemy, ze m < pg, < M, przy czym m = inf{f'(z): 2z € R}
i M = sup{f'(2): z € R} oraz ug, € o(—A;B3) jest takie, ze R[1,k] C V_ A(Mkn) zgodnie

z lematem 1.5.7. Zauwazmy, ze N(Z;) = SO(2), R[1,k]% = R[1,k] oraz R[1,k]5°2) = {0}.
Zatem przestrzen Vo (purn)? © VoA (1ten)5°® jest nietrywialna N (Zy)-reprezentacia, czyli sa
spelnione zalozenia twierdzenia 2.2.6. To konczy dowdd. 0

Zauwazmy, ze jezeli 0 < m < k, to w powyzszym twierdzeniu grupe Zj mozemy zastapic
grupa Zm, zgodnie z lematem 1.5.7.
Rozwazmy uktad
—Awy = Vi, F(wi,ws) + f1 w B3,

Awy = Vi, F(wi,ws) + fo w B3, (2.12)
% = %L =0 na S?

i zalézmy, ze spelnione sa zalozenia (a2)-(a3). Polézmy V = H'(B3) @ H'(B3?).

Twierdzenie 2.5.4. Zaidoimy, zZe istniejg z1,22 € R, k,n € N takie, zZe

Bi(z1) < Bi(z2) <0 i Ba(21) < pen < P2(22).

Wéwezas istnieje spojny zbior w V2 \VSO(z) taki, Ze dla kazdego elementu tego zbioru istnieje
funkcja h = (hy, he) € VSOW@) taka, ze te punkty sq rozwigzaniami ukladu (2.12).

Dowdd. 7 zalozenia oraz z lematu 1.5.5 otrzymujemy, ze
o < my1 < My < g oraz ma < g, < Mo,
przy czym
my = inf {ﬂl(z): z € RQ} , M; =sup {51(2): z € ]R2} ,

mgzinf{ﬁg(z):zeRQ}, Mgzsup{ﬁQ(z):z€R2},
oraz g, € o(—A; B3) jest takie, ze R[1,k] C V_ (u;m) zgodnie z lematem 1.5.4. Zauwazmy,
7e N(Zy) = SO(2), R[1,k]% = R[1, k] oraz R[1, k]S°?) = {0}. Zatem przestrzen V_a (ux1)%* ©

V_a(px1)39® jest nietrywialng N(Zj)-reprezentacja, czyli sa spelnione zalozenia twierdzenia
2.4.2. To konczy dowdd. O

Podobnie jak wczeéniej, w powyzszym twierdzeniu grupe Zj; mozemy zastapi¢ grupa Zn,,
oile 0 <m < k.
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Rozdziat 3

Nieograniczone zbiory rozwigzan
w niekooperatywnym uktadzie
rownan eliptycznych na sferze

Rozwazmy réwnanie —Agn-1u = f(u,pn). W pracy [52] pokazano, ze jezeli z punktu (0, u0)
bifurkuje spdjny zbior stabych rozwigzan tego réwnania, to jest on nieograniczony. Aby to po-
kazaé, skorzystano z niezmienniczej wersji alternatywy Rabinowitza, udowodnionej przy uzyciu
stopnia SO(2)-wspélzmienniczych odwzorowan ortogonalnych. W tym rozdziale uzyjemy stopnia
SO(2)-niezmienniczych funkcjonaléw silnie nieokreslonych, aby uogdlnié¢ ten wynik na przypa-
dek niekooperatywnego uktadu rownan. Co wiecej, korzystajac z tego stopnia, scharakteryzujemy
punkty globalnej bifurkacji, w ktérych zachodzi zjawisko tamania symetrii.

3.1 Uktad réwnan eliptycznych na sferze

Rozwazmy sfere S~ ! jako SO(2)-niezmienniczy podzbiér reprezentacji R[1,1] ® R[n — 2, 0] oraz
rozwazmy nastepujacy uklad réwnan:

alAanul = VUIF u
asAgn—1us = Vy, F(u, p),
apAgn-1uy = Vi, F(u, ),
gdzie
(al) F € C*(R? x R),

(a2) VuF(u,p) = pu + Vyg(u,p), gdzie g € C*RP x R) i dla kazdego u € R zachodzi
Vug(0, 1) = 0 oraz Vig(0, i) = 0,

(a3) a; € {—1,1}.

Przez n_ oznaczaé¢ bedziemy liczbe tych elementéw a;, ¢ = 1,...,p, dla ktérych a; = —1,
a przez ny - dla ktérych a; = 1.
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3 Uklad réwnan eliptycznych na sferze

Rozwazmy przestrzen Hilberta V.= @b_, H(S"™!). Poniewaz przestrzeni H'(S"7!) jest
ortogonalna SO(2)-reprezentacja, to, zgodnie z lematem 1.2.2, przestrzen V réwniez jest ortogo-
nalna SO(2)-reprezentacja.

Zdefiniujmy funkcjonal ®: V x R — R wzorem

o (u, / f:l( 0| Vi (2 2>da—sn/_1F(u(x),,u)da (3.2)

Sn

oraz zauwazmy, ze

<1><u,u>=z<§ | (avu@P)d -4 | |ui<x>12da) | 9@ .o
gn—1

=1 gn—1 .
p 1 o
=2 25/1 (—ai (IVus @) + [us (2)]*) ) do = 5 Sn/l |ui<x)\2dg)
- g (u(x),p)do
S?’L*l
= ; (-C;iHuiHél(snl) _ K x)QdG) —Sn/l g(u(z),pn)do

Zdefiniujmy operator T: H'(S" 1) — H'(S"!) oraz rodzine funkjconaléw n9: V. x R — R
wzorami

vvGHl(S”—l) <TU7U>H1(S”—1): / u(z)v(x)do, no(u,p) = /g(u(:n),,u)do
Sn—1 Sn—1

7 powyzszych obliczen oraz z wlasnosci operatora Laplace’a—Beltramiego wynika nastepujacy
fakt:

Fakt 3.1.1. Przy powyzszych zatozeniach zachodzi ponizsza formuta:
Vu® (u,pn) = Lu— (pld+L) K (u) — Vyno (u, p)
= (—aru1 — (p—a1) Tuy, ..., —apup — (10— ap) Tup) — Vyno (u, p),
gdzie

(1) L = —diag(a,...,ap) - 1d: V=V jest samosprzezonym, ograniczonym SO(2)-wspélzmien-
niczym operatorem Fredholma,

(2) K= (T,...,T): V=YV jest samosprzezonym, pelnocigglym, SO(2)-wspdlzmienniczym ope-
ratorem ograniczonym,

(8) Vuno(u,p): VxR — V jest pelnocigglym, SO(2)-wspdlzmienniczym operatorem takim, Ze
Vuno(0, 1) = 0, Vino(0,42) = 0 dla kazdego pu € R,

o8



3 Uklad réwnan eliptycznych na sferze

(4) v = (u1,...,up) €V jest stabym rozwigzaniem zagadnienia (3.1) wtedy i tylko wtedy, gdy
Vu®(u, ) =0, to znaczy u jest punktem krytycznym funkcjonatu ®.

Zauwazmy, ze z powyzszego faktu wynika, iz operator V,® jest SO(2)-wspélzmienniczy.

Potézmy P(®) = {pim, € R: V2®(0, f11,) nie jest izomorfizmem}. Przypomnijmy, ze przez
o(=Agn-1) ={0 = pp < p1 < p2 < ...} oznaczamy spektrum operatora Laplace’a—Beltramiego
na sferze S"! oraz 07 (—Agn-1) = {—pim: pm € 0(—Agn-1)}. Z definicji funkcjonatu ® oraz
z faktu 3.1.1 wynika nastepujacy lemat:

Lemat 3.1.2. Przy powyzszych zaloZeniach

o(—Agn-1), gdy n_ > 0,ny =0,
(1) P(®) =% o (—Agn-1), gdyny >0,n_ =0,
U(—Asn—l) U O'_(—Asn—l), gdy n_ > 0,n+ > O,

(2) o(K) = {517 m € 0(=Bsn) |,

p
(3) Vi (ﬁ) = @ H}}, dla dowolnego m € NU {0}.
" i=1

Ponadto jezeli pim, € P(P), to

n—
(4) jezeli pmg, >0, to n_ >0, fmy € 0(—Agn-1) oraz ker V2®(0, iy, ) = GBIH"mO,
=

ny
(5) jezeli pimg <0, to ny >0, —fmy € 0(—Agn-1) oraz ker V2®(0, pm,) = B HL, -
=1
W ponizszym twierdzeniu sformutujemy warunek konieczny istnienia bifurkacji w zadanym
punkcie.

Twierdzenie 3.1.3. Zbior P(®) nie ma skoriczonych punktéow skupienia. Ponadto jezeli punkt
(0, tmg) jest punktem bifurkacji rozwigzan rownania V@ (u, ) = 0, to pm, € P(P).

Powyzsze twierdzenie wynika z wlasnosci spektralnych operatora —Agn-1 oraz z twierdzenia
o funkcji uwiktane;j.

Zdefiniujmy ciag SO(2)-wsp6lzmienniczych rzutéw ortogonalnych I' = {7,: V. — V: k €
N U {0}} nastepujaco:

(1) VO = {0},
k p
(2) Vk = D Vj, glrie V; = @17, dlak €N,
j= i=

(3) 7: V — V jest rzutem takim, ze im 7, = V¥ dla k € NU {0}.

7 definicji I' oraz z wlasnosci podprzestrzeni wtasnych operatora Laplace’a—Beltramiego wynika,
ze jest to SO(2)-niezmienniczy schemat aproksymacyjny na V. Ponadto ker L = VO oraz dla
kazdego k € NU {0} zachodzi 7, o L = L o 7.
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3 Uklad réwnan eliptycznych na sferze

Ustalmy pi, € P(®) oraz zdefiniujmy indeks bifurkacji BZFgo2)(tm,) € U(SO(2)) réwno-
Scig

BIFs0(2) (Hmo)
= Vso()-deg (V2 (0, timy + ), B(V)) = Vo)~ deg (V2@ (0, ttmy — ), B(V)) |

przy czym liczba € > 0 jest odpowiednio malta. Z twierdzenia 3.1.3 wynika, ze powyzsza definicja
jest poprawna. Ponadto dla ustalonego piy,, € P(®) oznaczamy

BIFso(2) (Hmo) = (Bffsoa) (1mo)so2) » BLFso(2) (Bmo)z, » BLFso(2) (tme)z, ,> .

Pot6zmy V(mg) = EB HY.

W nastepnych lematach podajemy formuty na indeks bifurkacji BZ Fgoa)(tm,) € U(SO(2))
dla pi, € P(®).

Lemat 3.1.4. Zalézmy, Ze n_ > 0 oraz ustalmy pm, € 0 (—Agn-1) \ {0}. Wowczas indeks
bifurkacji BLFs0(2) (Hmy) jest réwny

(Vso)-deg (—1d, B(V (mo — 1))))" + ((Vsop)-deg (~1d, B (H33,))) " —1).
Ponadto
(a) jezeli n_ jest liczbg parzystq, to
BIFso) (tme) = Vso)-deg (—=1d, B (H;,,))" ™ —1 e U_ (SO(2)),
(b) jezeli dimHy, orazn_ - dimV (mg — 1) sq liczbami parzystymi, to

BIFs0(2) (ttmo) = Vso(z)-deg (—1d, B (Hp, )"~ =T € U-(SO(2)),

(c) jezeli dimHy,  jest liczbg parzystq oraz n_ - dim'V (mg — 1) jest liczbg nieparzystq, to

BIFso) (tme) =1 — Vso)-deg (—1d, B (H,,,,))" € Uy (SO(2)).

Dowdd. Zauwazmy, ze z faktu 3.1.3 wynika, ze V2® (0, jiym, £ €) : V — V jest izomorfizmem dla
dostatecznie matego ¢ > 0. Ustalmy N > mg takie, ze zachodzi réwnosé¢

Vso(2)-deg (VQQ) (0, prmy £ €), B (V))
= (Vso-deg (L, B (‘\’N“)))_1 % Vso(@)-deg (L= (smo [ +L + ) K, B (VN*1)).

Korzystajac z powyzszej réwnosci, z definicji operatoréw K i L oraz z wlasnosci stopnia SO(2)-
wspOlzmienniczych odwzorowan gradientowych, a takze z tego, ze o (—Agn-1) N (—00,0) = 0,
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3 Uklad réwnan eliptycznych na sferze

otrzymujemy

Vso(e)-deg (V20 (0, g + ), B(V))

= (Vsoq)-des (=14, BOV(N))) " x Vsoqy-deg (L — (e 1d +L % ) K, B (V1))

= (Vsog-deg (~1d, BOV(N)))) " * ] Vso()-deg (~a; 1d = (tim, — a; + ) T, B(V(N)))
1=1

= (Vso-deg (—1d, BIV(N)))) " [ Vsog-deg (= 1d = (i, — 14 €) T, B(V(N)))
a;=1

—ny

%

II Vsow-deg(d— (tm, +1+€) T, B(V(N))) = (VSO(z)-deg (—1d, B(V(N))))

a;=—1
(Vsog-deg (=14, BV(N))))"" * (Vsoge)- deg (Id — (jim, + 14 ) T, BV(N)))) "
= (Vso-deg (1d— (s, + 1 £ ) T B(V(N)))) "

%

Niech p; € 0 (—Agn-1). Zauwazmy, ze jezeli o > p;, to homotopia
h(ut)=t(u—(ae+1)Tu)+ (1—1t)(—u)
jest B (H}')-dopuszczalna, zatem
Vso()-deg (Id —aT, B (H}')) = Vso(2)-deg (— Id, B (K}')),

natomiast jezeli o < p;, to homotopia h (u,t) = t(u— (a+1)Tu) + (1 —t)u jest B (H})-
dopuszczalna, zatem

Vso(e)-deg (Id —aT, B (H}')) = Vso(2)-deg (1d, B (H}')) .
Korzystajac z formuly produktowej, otrzymujemy
Vso(e)-deg (Id — (ptmg + 1+ €)) T, B(V(N)) = Vgo(g)-deg (— Id, B (V (my)))
oraz
Vso(2)-deg (Id — (m, + 1 —€)) T, B(V(N)) = Vgo(2)-deg (= Id, B (V (mg — 1))) .

Biorac pod uwage powyzsze réwnoéci, otrzymujemy
BIFso) (tms) = (Vso(e-deg (—1d, B (V (m)))) " = (Vsog-deg (—1d, B (V (mo — 1))))"

= (VSO(2)-deg (—=1d, B(V (mg — 1))))” * ((VSO(Q)-deg (-1d,B (Hgm)))m - H) :

Zauwazmy, ze ze wzoru (1.6) oraz z lematu 1.3.8 wynika, Ze jezeli dim Hy;, jest liczba parzysta,
to

VSO(2)‘ degSO(Z) (— Id, B ('Hnmo)) =1,
Vso(2)-degz, (—1d, B (Hpy,,)) < 0 dla kazdego i € N
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3 Uklad réwnan eliptycznych na sferze

oraz
BIFs02) (tme) = (—1)"~ m¥lmo=1) (Vso(z)‘deg (—1Id, B (Hp,))" ™ — H) € U- (50(2)) .

Z powyzszej réownosci wynikaja podpunkty (b) i (¢). Analogicznie, jezeli n_ jest liczba parzysta,
to
(VSO(2)-degs0(2) (—1d,B (H”mo))) =1,

a stad wynika podpunkt (a). O

Lemat 3.1.5. Zalozmy, ze ny > 0 i ustalmy iy, € 0 (—Agn-1)\{0}. Wowczas indeks bifurkacji
BIZFso(2) (—pm,) jest rowny

(Vso(z)-deg (—1d, B (V (mo)))>_n+ * ((Vso)-deg (~1d, B (ano)))m -1).
Ponadto
(a) jezeli ny jest liczbg parzystq, to
BIFs02) (bmy) = Vso()-deg (=1d, B (Hy,,))"" —Te U-(SO(2)),
(b) jezeli dimHyy, oraz ny - dim'V (mg) sq liczbami parzystymi, to
BIFso() (1tme) = Vso(z)-deg (—1d, B (Hy;, )" —1 € U_ (SO(2)),

(c) jezeli dimHy,  jest liczbg parzystq oraz ny - dimV (mg) jest liczbg nieparzystq, to

BIFs02) (bmy) =1 — Vso(e)-deg (—1d, B (Hy,,,))"" € Uy (SO(2)).

Dowdd. Argumentujac podobnie jak w lemacie 3.1.4, otrzymujemy, ze dla odpowiednio duzych
N eN

Vso(a)-deg (V2<I> (0, —ftmy £ €), B (V))

= (Vsog-deg (—1d, B(V(N)))) T e Vso(o)- deg (L= (~timo 1d+L % €) K, B (V1))

= (Vso)-deg (~ 14, BOV(N)))) " # [] Vsogz)-deg (~ai1d = (~jum, — a; % €) T, BV(N)))
i=1

= (Vsop)-deg (—14, BV(N)))) "+ ] Vsor)-deg (—1d = (—pim, — 1 & €) T, BV(N)))

a; =1

x (Vso)-deg (—1d = (—ptm, — 1% €) T, BV(N)))) "+ (Vso()- deg (Id, B(V(N)))) "

= (Vsoq-deg (~1d. BV(N)))) " * (Vso(a-deg (= Td — (—jum, — 1) T.B(V(N))))"".
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3 Uklad réwnan eliptycznych na sferze

Niech p; € 0 (—Agn-1). Postepujac analogicznie jak w dowodzie lematu 3.1.4, dowodzimy, ze
jezeli ¢ > p;, to

Vso(2)-deg (— Id +aT, B (H;')) = Vgo(2)-deg (Id, B (H;"))
oraz jezeli a < p;, to
Vso(e)-deg (—1d +aT, B (H;')) = Vso(2)-deg (—1d, B (H7")) .
Stad

N
Vso(2)-deg (—Id — (—pimy — 1 +€) T, B(V(N))) = Vgo(2)- deg (— Id, B ( b H?))

1=my
oraz
N
Vso(2)-deg (= Id = (=pimy — 1 — €) T, B(V(N))) = Vgop-deg | =1, B | €@ HI'| |-
i=mo+1

Biorac pod uwage powyzsze réwnosci, otrzymujemy

BIFso(2) (—#mo)

- (Vso@)- deg (—1d, B(V(N)))) * | Vso(z)-deg (— Id, B ( H?) ) )
i=m-+1

—ng N
_ (Vso(g)—deg(—Id,B(V(N)))) * (VSO(Q)—deg (— 1d, B ( P

* (<VSO(2)- deg (—1d, B (H?no))>n+ _ ]I)
- (VSO@)_deg(_Id’B v (mO)))yM * ((VSO(z)-deg (—1d,B (ano)))n+ — H) .

Argumentujac podobnie jak w lemacie 3.1.4, otrzymujemy zaleznosci (a)-(c).

W ponizszym lemacie podajemy indeks bifurkacji w punkcie 0 € P(®).
Lemat 3.1.6. Indeks bifurkacji w punkcie 0 € P(®) dany jest réwnosciq:

—ny

BIFso) (0) = (Vsog-deg (—1d, B(HF)))" = (Vso)-deg (~1d, B (1))

Dowdd. Argumentujac tak jak w dowodzie lematu 3.1.4, otrzymujemy

Vso()-deg (V2@ (0,€), B(V)) = (Vso)-deg (Id— (14 ¢) T, B(V (K))))
= (Vso-deg (~1d, B (1)) .
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3 Uklad réwnan eliptycznych na sferze

Argumentujac tak jak w dowodzie lematu 3.1.5, otrzymujemy
vSO(Q)_ deg (v2(1> (07 _6) B (V))
—ng ng
= (Vso-deg (—1d, B(V (K)))) " % (Vsop)-deg (~1d = (1 — ) T, B (V (K))))

= (Vso(z)‘ deg (—1d, B (V (K)))>_n+ * (Vso(z)' deg <— Id, B (Zé H?)))

= (Vsog-deg (~ 14, B (Hg)))
Zatem
BIFs0(2) (0) = (Vso)-deg (1, B (1)) ~ (Vsop)-deg (~1d, B(Hp)))
co konczy dowdd. O

Zauwazmy, ze 7z powyzszego wzoru wynika réwnosé:
_ ) (D" = (=)™, gdy H =S0(2),
BLFso@(0)n = { 0, gdy H # SO(2).

Zatem BIFg0(2)(0) # O wtedy i tylko wtedy, gdy n—, ny sa réznej parzystosci.
Ustalmy pm, € R 1 oznaczmy przez C(um,) C V x R skladowa spdjnosci zbioru
cl{(u,p) € VxR: V,®(u, ) =0,u # 0},
zawierajaca punkt (0, pm,) € {0} x R. Stosujac niezmiennicza alternatywe Rabinowitza do
ukladu (3.1), otrzymujemy nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 3.1.7. Ustalmy pim,, € P(®). Jezeli jeden z ponizszych warunkow jest spelniony
(1) pmo > 0 i Hy,, jest nietrywialng SO(2)-reprezentacjq lub n_ - dim'Hy, =~ jest liczbg niepa-
r2Yystq,
(ii) pime < 0 i My, jest nietrywialng SO(2)-reprezentacjq lub ny - dim My, = jest liczbg niepa-
T21stq,
(111) pime = 0 i HE jest nietrywialng SO(2)-reprezentacjq lub dim Hg jest liczbg nieparzystq oraz
n_, ny sq réznej parzystosci,
to C(timg) C V@ R jest zbiorem nieograniczonym albo

(1) C(tmy) C V@R jest zbiorem ograniczonym,
(2) Cliim) N ({0} X R) = {0} x {st, . i},
(3) BIFso(2)(kir) + -+ BLFs0(2) (1) = © € U(SO(2)).

Szkic dowodu powyzszego twierdzenia mozna znalezé w pracy [23]. Zauwazmy, ze dla usta-
lonego pm, € P(®), zalozenia powyzszego twierdzenia implikuja, iz BZFgo(2)(im,) # © €
U(SO(2)), vide [19]. Ponadto z twierdzenia 1.5.10 wynika, ze dla kazdego my € N przestrzen
Hy,, jest nietrywialng SO(2)-reprezentacja, zatem zalozenia twierdzenia 3.1.7 sa spelnione dla
kazdego pim, € P(®) \ {0}. W nastepnym podrozdziale pokazemy, ze dla ukladu (3.1) druga
mozliwo$¢ w powyzszej alternatywie, to znaczy zbiér C(piy,) jest ograniczony w V x R, moze
by¢ wykluczona dla dowolnego i, € P(®) \ {0}, to znaczy moga istnie¢ tylko nieograniczone
zbiory rozwiazan tego uktadu.
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3 Uklad réwnan eliptycznych na sferze

3.2 Nieograniczone zbiory rozwigzan oraz zagadnienie tamania
symetrii

Przejdziemy teraz do sformutowania gléwnych wynikéw tego rozdziatu, to znaczy udowodnimy
nieograniczonosé¢ zbioru stabych rozwiazan niekooperatywnych ukladéw réwnan eliptycznych
rozwazanych na sferze S"~!. Scharakteryzujemy réwniez punkty bifurkacji, w ktérych zachodzi
zjawisko globalnego lamania symetrii. Do kazdego punktu speiniajacego warunek konieczny bi-
furkacji przyporzadkowaliémy w poprzednim podrozdziale indeks bifurkacji wyrazony poprzez
stopien silnie nieokreslonych funkcjonatéw niezmienniczych. Pokazemy, ze przy dowolnym wy-
borze tych punktéw, suma indekséw bifurkacji jest nietrywialnym elementem pierécienia Eulera
U(SO(2)). To implikuje nieograniczono$é¢ bifurkujacych zbioréw rozwiazan, zgodnie z twierdze-
niem 3.1.7.
Rozwazmy uktad
a1Agn-1u; = Vy, F(u,p),

asAgn-1ug = Vo, F(u,p),
S . 2 ( ) (3‘3)
na S" 1

apAgn-1uy, = Vi, F(u, ),

gdzie F, ay,...,a, spelniaja zalozenia (al)-(a3). Przypomnijmy, ze u = (u1,...,up) € V =
P
@ H'(S™ 1) jest stabym rozwigzaniem powyzszego ukladu wtedy i tylko wtedy, gdy u jest
i=1
punktem krytycznym funkcjonalu ®: V x R — R zadanego wzorem (3.2).

Udowodnimy najpierw nieograniczonosé¢ zbioru stabych rozwiazan ukladu (3.3). Aby bylo to
czytelniejsze, podzieliliémy rezultat na trzy czeéci. Zaczniemy od przypadku, gdy liczby n_, ny
s parzyste.

Twierdzenie 3.2.1. Przypus$émy, Ze zalozenia (al)-(a3) sq¢ spelnione oraz liczby n_, ny sq
parzyste. Ustalmy pm, € P(®) \ {0}. Wiowczas spdjny zbior stabych rozwigzan ukladu (3.3),
C(pmg) C V X R, jest nieograniczony.

Dowdd. 7 twierdzenia 3.1.7 wynika, ze C(fim,) 7# {(0, timg)}. Przypusémy, ze zbiér C(um,) C
V x R jest ograniczony. Wéwczas, na mocy twierdzenia 3.1.7,

(1) C(:Ulmo) N ({0} X R) = {0} X {Miu s 7:U'Z's}7
(2) BIFso() (ki) + -+ BIFs0(2)(1i,) = ©.

Z lematéw 3.1.4 i 3.1.5 wynika, ze dla dowolnego j = 1,...,s, BIFgo(2)(1i;) € U-(SO(2)). Co
wiecej, BIF50(2)(ttm,) # © € U(SO(2)), zatem istnieje lo € N takie, ze BLFso(2)(kmo)z,, # 0-
Stad

BIFso)(tii)z, + -+ BIFso()(ki)z, < BIFsoe)(bmo)z, <0,

co przeczy réwnosci BLFgoo)(ti,) + - - - + BZFg0(2)(pi,) = © i koficzy dowdd.
O

Zauwazmy, ze w powyzszym dowodzie nie wykorzystywaliémy struktury przestrzeni wita-
snych operatora Laplace’a—Beltramiego jako SO(2)-reprezentacji, zatem powyzsze rozumowanie
mozna powtérzy¢ w innych uktadach réwnan, dla ktérych sa prawdziwe twierdzenia 3.1.4 1 3.1.5.
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3 Uklad réwnan eliptycznych na sferze

Jezeli przynajmniej jedna z liczb n_, ny nie jest parzysta, to aby udowodni¢ nieograniczonoscé
zbioru stabych rozwiazan ukladu (3.3), wykorzystamy strukture przestrzeni HJ, jako reprezen-
tacji grupy SO(2). Przypomnijmy, ze zgodnie z lematem 1.5.10,

r(n,m)
Hy ~ Rlpml @ @ RK™™,m{"™)
=0
gdzie k™™ € NU{0}, k™™, KM € N, 0 = m{™™ < m{™™ < < mlith < m
oraz p)r, > 1. Oznaczmy ko(m) = dim (H(})SO(Q) + ...+ dim (H"m)SO(Q) dla m € NU {0} oraz

zauwazmy, ze ko(m) = k((]”’o) 4. k(()mm)'

W ponizszym twierdzeniu dowodzimy nieograniczonosci zbioru stabych rozwiazan w przy-
padku, gdy liczby n_, n4 sa nieparzyste.

Twierdzenie 3.2.2. Przypusémy, ze zalozenia (al)-(a3) sq spelnione oraz liczby n_, ny sqg
nieparzyste. Ustalmy pm, € P(®)\ {0}. Wowczas spdjny zbidr stabych rozwigzan ukladu (3.3),
C(pmg) C V X R, jest nieograniczony.

Dowdd. 7 twierdzenia 3.1.7 wynika, ze C(fim,) 7# {(0, timg)}. Przypusémy, ze zbiér C(um,) C
V x R jest ograniczony, wéwczas z twierdzenia 3.1.7 otrzymujemy

(1) C(Mmo) N ({0} X R) = {0} X {Miu cee 7:U'Z's}a
(2) BIFso2)(#iy) + -+ BIFsoe) (i) = ©.

Bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazan, mozemy zalozyé, ze |u;,| < ... < |w,| oraz p;, > 0.
Zauwazmy, ze ze wzoru (1.6) otrzymujemy

k(nvis)

(~1)k" dla H = SO(2),
Vso()-degy(—1d, B(H.)) = (—1)";(()”’15)“]9;1 dla H = Z;,,
0 dla H = Z;, gdzie j > is.

Ze wzoru (1.6) otrzymujemy réwniez

) B . . ] (=)kels=D)dla H = SO(2),
VSO(Q) degH( Id,B(dlmV(Zs 1))) - { 0 dla H = ij gdzie j > i

oraz
. (—=1)kolis)  dla H = SO(2),
(Vsog-degy (—1d, B(dimV (i,)))) = { (-1)R6pp dla H = Z;,,
0 dla H = Z;, gdzie j > is.
Ktadac w lemacie 1.3.8¢c
ag = (-1l g =0, fy = (~DN, By = (<D N =
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3 Uklad réwnan eliptycznych na sferze

otrzymujemy

S\ - (nyis)\ "=~ (nyis) n
is— (n,is) n i n
= n (=Dl nk T pE = (—1)koC)F e (3.4)

oraz BI]:SO(Q)(,MZ'S)Zj =0dlaj > is.
Ponadto kladac w lemacie 1.3.8¢

. _ (n,is) (n,is)
ag = (_1)k0(zs 1)—i—17 ai, = ( 1)ko(zg 1) —i—lsz97 50 — ( )k ’ /32'5 — ( 1)k +1p111’ N = ny,
otrzymujemy

TL+—1

. n,ig n+
. n n,ig 7‘L+—1 n,ig
g ((—1tmD4) +((—1)*”«3 )) (1)

(n1is) 1 (n,is)
= ny(— 1)ko(zs 1)+1p2n5 ((_1)1:0 _1> +n+<_1)ko(ls—1)+1(_1)k +1pn

(n,is)
= ny(—1)kols=DHlpn <(—1)ko —1+1) = ny(—1)koliatn (3.5)

oraz BIFSO(Q)(_,LMS)ZJ- =0dlaj > 1.
Rozumujac analogicznie, mozna pokazac, ze BZFgo2)(ti;)z;, =0 dla 1 <j <s— 1.
Aby ukonczyé dowdd, pokazemy ze réwnosé

BIFso(2) (ki) + -+ BIFso2)(1i,) = © (3.6)

nie moze by¢ spelniona.
Rozwazmy 3 przypadki:

1. C(ptm,) przecina {0} x R w punkcie (0, u;,) oraz nie przecina w punkcie (0, —u;, ). Wéwczas
ze wzoru (3.4) otrzymujemy

BIFsoe)(1ti,)z,, = n—(—1)F0)+pn 2,

Co wigcej, z twierdzen 1.5.10, 3.1.4 oraz z wlasnoéci mnozenia w U(SO(2)) otrzymujemy, ze
dla kazdego 1 < j < s, BLFgo(2)(ti;)z;, = 0. Stad

BIFsow@)(ti)z;, + - -+ BIFso@) i)z, = BLFsoe) i)z, # 0,
co przeczy (3.6).

2. C(ftm,) przecina {0} x R w punkcie (0, —p;,) oraz nie przecina w punkcie (0, p;, ). Argumen-
tujac tak jak w poprzednim podpunkcie, mozna pokazaé, ze

BIFso) i)z, + - - - + BLFso)(—ti.)z:, = BLFso@)(—#i. )z, # 0,

co przeczy (3.6).
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3 Uklad réwnan eliptycznych na sferze

3. C(um,) przecina {0} x R w punktach (0,—pu;,) 1 (0, u;, ). Wowcezas korzystajac ze wzoréw
(3.4) i (3.5), otrzymujemy

BIFso()(ki)z,, + -+ BLFso()(1i.)z,, = BIFso@)(—#i )z, + BLFso)(1i.)z,
= n_(=1)RUIHpR gy (=1l tlpn — (—1)Rlaltpn (n_ 4y ) # 0.
Otrzymana sprzecznosé¢ z réwnoscia (3.6) konczy dowdd.

O]

Udowodnimy teraz nieograniczonos¢ zbioru rozwigzan w ostatnim mozliwym przypadku, to
znaczy, gdy liczby n_, ny sg réznej parzystosci.

Twierdzenie 3.2.3. Przypusémy, zZe zalozenia (al)-(a3) sq spelnione oraz n_, ny sq réznej
parzystosci. Ustalmy pipy, € P(P) \ {0}. Wowczas spéjny zbior stabych rozwigzan ukladu (3.3),
C(pmg) C V X R, jest nieograniczony.

Dowdd. 7 twierdzenia 3.1.7 wynika, ze C(fim,) 7# {(0, timg)}. Przypusémy, ze zbiér C(um,) C
V x R jest ograniczony, wowczas z twierdzenia 3.1.7 otrzymujemy

(1) Clitmo) N ({0} % B) = {0} X {pts - i,
(2) BIFso)(#iy) + -+ BIFsoe@)(pi,) = ©.
Bez zmniejszenia ogélnosci rozwazan, mozemy zalozyé, ze |u;, | < ... < |wi,| oraz p;, > 0.

Zauwazmy, ze

ke dla H = SO(2),

n,is)
SR dla H = 7,

—~

Vso)-degy (—1d, B(H)) =

—

0 dla H = Z;, gdzie j > is,
B : . | (=1)keGs=D)dla H = SO(2),
VSO(Q)' degH( Id,B(dlmV(Zs 1))) - { 0 dla H = Zj’ gdzie j > i
oraz
- (=1)koCs)  dla H = SO(2),
(Vso-deg (=1, B(dimV(iy)))) =1 (~)R0)pr  dia H =7,

0 dla H = 7Z;, gdzie j > 1.
Zatézmy, ze n_ jest liczba nieparzysta oraz ny jest liczbg parzysta. Kladac w lemacie 1.3.8¢c

(nyis) (n,is)
k k 1
0 , ﬁis = (—1) 0 + pn N = n_,

15

ap = (—1)P0= g, =0, By = (-1)
otrzymujemy

ko(is—1)\"~ A k410
BIFsoe) i)z, = o (=10 0)" (<))

. (n,is)
= (-1l (1

1s
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3 Uklad réwnan eliptycznych na sferze

oraz BLFso2)(pi,)z; = 0 dla j > is. Korzystajac z twierdzenia 3.1.5a oraz kladac w lemacie
(n,is) (n,is)
1.3.8bag = (1) ", a;, = (=1)% " Fpl N = n,, otrzymujemy

(nyis)\ T4~ 1 (nyis)
BIFsog)(—mi,)z, =ny ((=DR) (=)™ Hpn = —npr

oraz BLFgo(2)(—Hi,)z; = 0 dla j > is.
Rozumujac analogicznie, mozna pokazac, ze BZFgo2)(ti;)z;, =0 dla 1 <j <s— 1.
Argumentujac podobnie jak dowodzie twierdzenia 3.2.2, pokazujemy, ze C(ftm,) przecina
{0} x R w punktach (0, —u;,) i (0, u;,). Ponadto
BIFsoe) i)z, + -+ BIFsow)(1is)z:, = BIFso@)(—#is)z;, + BIFso)(ti,)z:,

. (n'Lg) .
=n_<—1>k0<2f”<—1> g —ngpf = pf (DR i —ny ).

Stad (—1)k0Gs)+tly_ —pn, =0, czyli n_ = n, albo n_ = —n., to za$ przeczy zalozeniu.
Zatézmy, ze n_ jest liczba parzysta oraz ny jest liczba nieparzysta. Korzystajac z twierdzenia
(n,is) (n,is)
3.1.4a oraz ktadac w lemacie 1.3.8b ag = (—1)%0 ", a;, = (—1)%o Hlpl N = n_, otrzymujemy
(nyis)\ - —1 (nis)
BIFsog) 1)z, =n- ((~D)R"7) (=)™ Hipn = —n_p2
oraz BIFso(2)(—Hi,)z; = 0 dla j > is. Kladac w lemacie 1.3.8¢

(n,is) (n,is)
k ) /613 - ( )k +1pn N = N4,

157

ap = (—1)P0)a; = (—1)kladpr gy = (—1)o
otrzymujemy
ko(is) ny—1 k’o(is) n k("’iS) n4
BIFso) i)z, = ny (1)) (—nkotopn (((—1)ko —1
+ ny ((_1)k0(i5))"+ ((_1)k(()n,is))n+ 1
k(n,is)

(n,is) R
= (1) (DA = 1) = (Dl )

= —ny(—1)kCpr

(n,is)
Nk

1s

oraz BLFgo(2) (i, )z; = 0 dla j > is.
Rozumujac analogicznie, mozna pokazac, ze BLZFgo(2) (pij)z,, =0dlal<j<s—1.
Argumentujac tak jak wczedniej, pokazujemy, ze C(pm,) przecina {0} x R w punktach
(0, —pi,) 1 (0, i, ). Ponadto

BIFsow) )z, + -+ BIFso@)(is )z, = BIFsoe) i)z, + BLFso@)(—wi,)z,,

= —n g = (-1)R0IpE = pit (—n_ 4 (—1)koty )

Stad —n_ + (=1)kGs)+lyn, = 0, czyli n. = —n, albo n_ = n,. Otrzymana sprzecznoéé
z zatozeniem konczy dowdd. O

W nastepnym wniosku podsumowujemy dotychczasowe wyniki z tego podrozdziatu.
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3 Uklad réwnan eliptycznych na sferze

Whiosek 3.2.4. Przypusémy, ze zalozenia (al)-(a3) sq spelnione i ustalmy piy,, € P(®)\ {0}.
Wowczas istnieje spojny zbior stabych rozwigzan ukladu (3.3), zawierajacy (0, pim,) € V x R,
ktory jest mieograniczony.

Zauwazmy, ze jezeli iy, = 0 oraz liczby n_, n4 sa tej samej parzystosci, to z twierdzenia
3.1.6 wynika, ze BZFg0(2)(0) = O, zatem do badania problemu ograniczonosci zbioru rozwiazan
C(0) € {0} x R nie mozna uzy¢ metod z tego rozdziatlu. Jezeli natomiast liczby n_, ny sa
réznej parzystosci, to z punktu (0,0) € {0} x R bifurkuje zbiér stabych rozwiazan zagadnienia
(3.3), zgodnie z twierdzeniem 3.1.7. Zauwazmy, ze z powyzszego wniosku wynika, ze jest on
nieograniczony.

Uwaga 3.2.5. Przypadek n_ = 1, ny = 0 zostal opisany w pracy [52], natomiast n_ = 0,
ny = 1 dowodzi sie analogicznie. PowyzZszy rezultat uogdlnia te 2 przypadki.

Zajmiemy si¢ teraz problemem lamania symetrii grupy SO(n) slabych rozwiazan uktadu
(3.3). Rozwazmy sfere S"~! jako SO(n)-rozmaitoéé z dziataniem zadanym wzorem (g, x) — gz,
gdzie g € SO(n), = € S" L. Pokazemy, ze kazdy punkt (0, ) € {0} x (P(®) \ {0}) jest
punktem globalnej bifurkacji, w ktérym zachodzi zjawisko tamania symetrii rozwigzan réwnania
Vu®(u,u) = 0 (a zatem réwniez slabych rozwiagzan ukladu (3.3)), to znaczy jest punktem
bifurkacji globalnej rozwigzan réwnania V., ®(u, u) = 0 oraz istnieje otwarte otoczenie U C VxR

punktu (0, pum,) takie, ze SO(n)(,, ) # SO(n) dla kazdego (u, 1) € (UN(V,®)71(0))\ ({0} x R).

Twierdzenie 3.2.6. Przypusémy, zZe zalozenia (al)-(a3) sq spelnione i ustalmy pim,, € P(P) \
{0}. Wowczas (0, pimm,) € V X R jest punktem globalnej bifurkacji, w ktorym zachodzi zjawisko
lamania symetrii stabych rozwigzan ukiadu (3.3).

Dowdd. Przypomnijmy, ze z lematu 3.1.2 wynika, ze dla kazdego pim,, € P(®)

mo’

n—
(1) jezeli gy > 0, to n_ > 0, iy € 0(—Agn-1) oraz ker V2®(0, fim,) = @ H
i=1

ny
(2) jezeli fimy < 0, to ny >0, —pim, € 0(—Agn-1) oraz ker V2®(0, fim,) = @17{%0.
i=

Jezeli my # 0, to, na mocy lematu 3.1.7, (0, ftm,) jest punktem bifurkacji globalnej rozwia-
zaf réwnania V®(u, u) = 0. Co wigcej, Hy,, jest nieprzywiedlng SO(n)-reprezentacja, zgodnie
z twierdzeniem 1.5.11. Zatem (’H"mo)so(n) = {0} i konsekwentnie ker V2®(0, fi,,,,)3°™ = {0}.
Korzystajac z twierdzenia 1.2.7, koniczymy dowdd. O

Zajmiemy sie¢ teraz problem ograniczonosci zbioru rozwigzan i tamania symetrii dla naste-
pujacego uktad réwnan:

a1(Agn-1u; +u1) = puVy, F(u, p),

CLQ(ASn—lUQ +U2) — MVUQF(UHU’)v (3 7)
: na S"1 ‘

ap(Agn-1up +up) = uVy, F(u, p),

gdzie
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3 Uklad réwnan eliptycznych na sferze

(bl) F € C%(R? x R),

(b2) uV F(u,p) = pu+ Vug(u, i), g € C*(RP x R), dla kazdego u € RP, V,g(u,0) = 0 i dla
kazdego 1 € R, V,g(0, ) = 0 oraz V2g(0, ) = 0,
(b3) a; € {—1,1}.

Zdefiniujmy funkcjonal ®1: V x R — R wzorem

Dy (u, /Ep: (\Vul )P + Jui(w da— / F(u

Sn

i zauwazmy, ze

P @
q>1<u7u>=2(—;||ui|%p<sn1>—;‘ / |uz-<w>|2do)— [ stul@). pdo
Sn—l

i=1

Snfl

Zauwazmy, ze funkcjonal ®; i jego gradient maja analogiczne wlasnosci do wlasnosci funk-
cjonatu @ i jego gradientu sformutowanych w fakcie 3.1.1, to znaczy

Fakt 3.2.7. Przy powyziszych zaloZeniach:
Vu®i(u,p) = Lu — pK(u) = Vuno(u, p)
= (—ajuy — pTug, ..., =Gy — pTum) — Vano(u, @),
gdzie T: HY(S" 1) — HY(S" 1) ing: VxR — R sq zdefiniowane wzorami
Voert(sn-1) (T, v) gi(gn-1) = / u(z)v(z)do, no(u,p) = / g(u(z), p)do

Sn—1 Sn—1
oraz

(1) L = —diag(a,...,ap) - 1d: V=V jest samosprzezonym, ograniczonym SO(2)-wspélzmien-
niczym operatorem Fredholma,

(2) K= (T,...,T): V=YV jest samosprzezonym, pelnocigglym, SO(2)-wspdlzmienniczym ope-
ratorem ograniczonym,

(8) Vuno: VxR — V jest pelnocigglym, SO(2)-wspélzmienniczym operatorem takim, ze V,no(0, ) =

0, V210(0, 1) =0 dla kazdego p € R,

(4) v = (u1,...,up) €V jest stabym rozwigzaniem zagadnienia (3.7) wtedy i tylko wtedy, gdy
Vu®i(u, pp) =0, to znaczy u jest punktem krytycznym funkcjonalu ®q.

Zdefiniujmy P(P1) = {tm, € R: V4 ®1(0, ttm,) nie jest izomorfizmem} i zauwazmy, ze zbidr
P(®1) nie posiada skonczonych punktéw skupienia. Co wiecej, jezeli (0, pm,) jest punktem bi-
furkacji stabych rozwiazan réwnania V,®1(u,p) = 0, to fim, € P(P1). Ustalmy g, € P(P1)
oraz zdefiniujmy indeks bifurkacji BZFgo(2)(tmy) € U(SO(2)) réwnoscia

BIFs0(2) (Hmo)
= Vso(2)-deg (VQ‘IH (0, mo +€), B (V)) — Vso(2)-deg (V2q>1 (0, tmg —€), B (V)) :
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3 Uklad réwnan eliptycznych na sferze

przy czym liczba € > 0 jest odpowiednio mata.

Zauwazmy, ze jedynym rozwiazaniem uktadu (3.7) dla u = 0 jest u = 0, zatem 0 nie jest
wartoscig wlasna réownania —Agn—1u+u = pu (a zatem 0 ¢ P(Pq)) oraz réwnanie V,,P;(u,0) =
0 posiada dokladnie jedno rozwiazanie (0, 0).

Twierdzenie 3.2.8. Przypusémy, zZe zalozenia (b1)-(b3) sq spelnione oraz ustalmy fim, €
P(®1). Wowezas istnieje spojny zbidr stabych rozwigzan ukladu (3.7) zawierajgcy (0, fim,) €
V x R, ktory jest nieograniczony.

Dowdd. Poniewaz 0 ¢ P(P1) oraz jedynym rozwiazaniem réwnania V,®;(u,0) = 0 jest (0,0),
kazdy nietrywialny spdjny zbiér stabych rozwiazan ukladu (3.7) nie moze przej$é przez poziom
V x {0} i konsekwentnie, jezeli zawiera (0, u;,) € V x R, nie moze zawieraé¢ (0, —pu;,). Postepu-
jac tak jak w dowodzie twierdzenia 3.2.2, mozna pokazac, ze BLFgo(2)(iti,)z;, 7 0 oraz jezeli
kontinuum rozwiazan réwnania V,®;(u,0) = 0 przecina zbior V x {0} w {0} x {gi;, ..., i, }s
iy | <o < |pil; to BLF o) (pi;)z,, =0 dla j=1,...,5 — 1. Zatem

BIFso@)(ti)z,, + -+ BIFso@)(1i,)z.,, = BLFso2)(#is)z;, # 0,
co jest niemozliwe. O
Dowdéd nastepujacego twierdzenia jest analogiczny do dowodu twierdzenia 3.2.6.

Twierdzenie 3.2.9. Jezeli jiy, € P(P1), to (0, ftm,) € V X R jest punktem globalnej bifurkacyi,
w ktorym zachodzi zjawisko lamania symetrii stabych rozwigzan ukladu (3.3).
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Rozdziat 4

Zbiory rozwigzan niekooperatywnych
ukladéw réwnan eliptycznych na kuli
geodezyjnej

W tym rozdziale przeniesiemy wyniki z poprzedniego rozdzialu na przypadek kuli geodezyjnej
B(z,a) = {q € S™": d(z,q) < a} C S™, przy czym d(p,q) = igfff |w'(t)|dt, gdzie p,q € S™
oraz w: [a,b] — S™ sa funkcjami ciagtymi, kawatkami klasy C! takimi, ze w(a) = p, w(b) = q.
Dla uproszczenia rozwazan bedziemy rozwazaé kule o srodku w punkcie (0,...,0,1), to znaczy
B(z,a) = B(«). Innymi stowy, scharakteryzujemy zbiory stabych rozwiazan niekooperatywnego
uktadu réwnan. Co wiecej, w ukladzie réwnan na B (%) scharakteryzujemy punkty globalnej
bifurkacji, w ktorych zachodzi zjawisko tamania symetrii. Aby uzyskaé powyzsze rezultaty, ko-
rzystamy ze stopnia silnie nieokreslonych funkcjonatéw niezmienniczych. Wyniki z tego rozdziatu
zostaly zawarte w artykule [54]

Bedziemy rozwazaé¢ uktady réwnan z dwoma réznymi warunkami brzegowymi, to znaczy
bedziemy bada¢ nastepujace zagadnienia:

a1Agnuy = Vo, F(u,p) w  B(a),
asAgnuy = Vy,F(u,pu) w B

; (4.1)
apAgnuy, = Vo, F(u,p) w  Bla),
Uy =... = up =0 na 0B(«)
oraz
a1Agnuy = Vo, F(u,p) w  B(a),
asAgnuy = Vy,F(u,p) w  B(a),
: (4.2)
apAgnup = Vo, F(u,p) w  B(a),
%:...:%:0 na 0B(a),
przy czym

(al) F € C*(R? x R,R),
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4 Uktad réwnan eliptycznych na kuli geodezyjnej

(a2) VuF(u,p) = pu + Vug(u, i), gdzie g € C?*(RP x R,R) i dla kazdego u € R zachodzi
Vug(0, 1) = 0 oraz Vig(0, ) = 0,

(a3) istnieje C' > 0 oraz 1 < p < (n + 2)(n — 2)7! takie, ze |V2F(u,p)| < C(1 + |uP™1)
(w przypadku n = 2 zakladamy, ze p € [1,+0)),

(ad) a; € {—1,1}.

Przez n_ oznaczaé bedziemy liczbe tych elementéw a;, ¢ = 1,...,p, dla ktérych a; = —1,
a przez ny - dla ktorych a; = 1.

4.1 Uklad ré6wnan z warunkiem brzegowym Dirichleta

4.1.1 Preliminaria

W tym podrozdziale podamy podstawowe wlasnosci funkcjonalu zwiazanego z zagadnieniem
(4.1). Rozwazmy przestrzen Hilberta V = @!_; H}(B(«)). Poniewaz przestrzein H}(B(«a)) jest
ortogonalna SO(n)-reprezentacja, to, zgodnie z lematem 1.2.2, przestrzen V réwniez jest orto-
gonalng SO(n)-reprezentacja.

Zdefiniujmy funkcjonal ®p: V x R — R wzorem

@D(u,u):% / zpj(—aiyvu,»(x) %) do / F(u(x),p)do (4.3)
B

(o) = B(a)
oraz zauwazmy, ze

Op (u,pu) = zf’:; / (—ai\Vui(x)P)da—% / lu (z) |2do — / g (u(x),pn)do

=1 " Bla) B(a) Bla)

1 & 0
= Y aillully a5 [ @R~ [ g@@)p)do
=1 B(a) Bla)

Zdefiniujmy operator T: H}(B(a)) — H(B(a)) oraz rodzing funkcjonatéw ng: V x R — R
wzorami

V,UGH&(B(Q)) <TU,U>H5(B(Q))= /u(x)v(x)da, no(u, p) = /g(u(x),,u)da.
B(a) B(a)

7 powyzszych obliczen oraz z wlasnosci operatora Laplace’a—Beltramiego wynika nastepujacy
fakt:

Fakt 4.1.1. Przy powyzszych zaloZeniach zachodzi nastepujgca formuda:

= (—a1uy — pTuy,. .., —GplUp — MTup) — Vuno(u, p),

gdzie
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(1) L = —diag(a1,...,ap) -1d: V=V jest samosprzezonym, ograniczonym SO(n)-wspotzmien-
niczym operatorem Fredholma,

(2) K= (T,...,T): V=YV jest samosprzezonym, pelnocigglym, SO(n)-wspdlzmienniczym ope-
ratorem ograniczonym,

(3) Vuno: VxR — V jest petnocigglym, SO(n)-wspdtzmienniczym operatorem takim, ze V,no(0, p) =
0, V2n0(0, 1) = 0 dla kazdego ju € R,

(4) v = (u1,...,up) €V jest stabym rozwigzaniem zagadnienia (4.1) wtedy i tylko wtedy, gdy
Vu®p(u, p) =0, to znaczy u jest punktem krytycznym funkcjonalu ®p.

Zauwazmy, ze z powyzszego faktu wynika, iz operator V,®p jest SO(n)-wspélzmienniczy.

Polézmy P(®p) = {pm, € R: V2®p(0, ttm,) nie jest izomorfizmem}. Przypomnijmy, ze
przez op(—Agn; B(a)) = {0 < 1 < pe < ...} oznaczamy spektrum operatora Laplace’a—
Beltramiego na kuli geodezyjnej B(a) oraz o, (—Agn; B(e)) = {—fim: ptm € 0p(—Agn; B(w))}.
7 definicji funkcjonalu ®p oraz z faktu 4.1.1 wynika nastepujacy lemat:

Lemat 4.1.2. Przy powyzszych zalozZeniach

op(—Agn; B(a)), gdyn_>0,ny =0,
(1) P(®p) =14 op(—Agn; B(a)), gdyny >0,n_ =0,
op(—Agn; B(a)) Uop(—Agn; B(a)), gdyn— > 0,n4 >0,

(2) o(K) = {7+ pm € op(=Asn, B(a) |,

P
(3) Vi (ﬁn) = G?I V_Agn (ftm) dla dowolnego m € N.

Ponadto jezeli pm, € P(®p), to

(4) jezeli pmy, >0, to n_ >0, fmy € op(—Agn, B(a)) i ker V2®p(0, pim,) = .@IV_AS" (Femy),

ny
(5) jezelipim, <0, tony >0, —fiym, € op(—Agn, B(a)) iker V2O (0, fiy,) = @IV_AS” (—Hmyg)-

W ponizszym twierdzeniu formutujemy warunek konieczny istnienia bifurkacji w zadanym
punkcie.

Twierdzenie 4.1.3. Zbior P(®p) nie ma skornczonych punktow skupienia. Ponadto jezeli punkt
(0, i) jest punktem bifurkacji rozwigzan réwnania V,®p(u, p) =0, to pm, € P(Pp).

Powyzsze twierdzenie wynika z wlasnosci spektralnych operatora —Agn oraz z twierdzenia
o funkcji uwiktane;j.

Zdefiniujmy ciag SO(n)-wspélzmienniczych rzutéw ortogonalnych I' = {74: V — V: k €
N U {0}} nastepujaco:

(1) v0={o},

k p
(2) VF = @1Vj, gdzie V; = @I-V_AS'" (pj) dla k € N,
j= i=
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(3) Tp: V — V jest rzutem takim, ze im 7, = V¥ dla k € NU {0}.

7Z definicji I' oraz z wlasnosci podprzestrzeni wlasnych operatora Laplace’a—Beltramiego wynika,
ze jest to SO(n)-niezmienniczy schemat aproksymacyjny na V. Ponadto ker L = VY oraz dla
kazdego k € NU {0} zachodzi 7, o L = L o 7.
Ustalmy pim, € P(®p) oraz zdefiniujmy SO(n)-indeks bifurkacji BZF g0 ) (tmo) € U(SO(n))
réwnoscia
BIFs0(n) (Hmo)
= Vso(m)-deg (V?@p (0, timg +€), B(V)) = Vo) deg (V2®p (0, jtmy =€), B(V)) ,

przy czym liczba € > 0 jest odpowiednio mata. Z faktu 4.1.3 wynika, ze powyzsza definicja jest po-
prawna. Postepujac analogicznie, mozemy zdefiniowaé¢ SO(2)-indeks bifurkacji BZFgo(2)(tm,) €
U(SO(2)) dla pm, € P(®p) wzorem

BIFs0(2) (tmy)
= Vso(2)-deg (VQ(I)D (0, g +€), B (V)) — Vs0(2)- deg (VQ‘I)D (0, o —€), B (V))

o wspotrzednych

BIFs02) (Hmo) = (BI]:SO(z) (Hmo)so(n) » BLFso(2) (Hmo )z, » BLFs0(2) (1mo)z, ,) :

Zauwazmy, ze naturalne wlozenie grup ¢: SO(2) — SO(n) indukuje homomorfizm pierécieni
i*: U(SO(n)) — U(SO(2)) taki, ze i*(BIFsom)(mo)) = BIFso2)(tme) dla pim, € P(@p).

Polézmy V(mg) = é V_Agn (i) oraz V(0) = {0}.
i=1

Dowody ponizszych lematéw sg analogiczne do dowodéw lematow 3.1.4 1 3.1.5, dlatego je
pomijamy.

Lemat 4.1.4. Zaldimy, ze n— > 0 oraz ustalmy pim, € op(—Agn; B(a)). Wowczas

BLFsow)(timy) = (Vso(e)-deg(~1d, B(V(mo —1)))
* ((Vso)-deg(—1d, B(V-an (1m,))))"~ — 1)

Ponadto
(a) jezeli n_ jest liczbg parzystq, to
BIFs0(2)(kmo) = Vso(2)-deg(—1d, B(V_agn (fim,)))"~ — 1 € U_(SO(2)),
(b) jezeli dim V_a g, (fmg) oraz n_ - dim V(mg — 1) sq liczbami parzystymi, to
BIFs0(2)(ttmo) = Vso(e)-deg(—1d, B(V_agn (1tm,)))"~ — 1 € U-(50(2)),
(c) jezeli dim V_ng, (ftm,) jest liczbg parzystq oraz n_ - dim V(mg — 1) jest liczbg nieparzystq, to

BIFs0(2)(kme) =1 = Vso(2)-deg(—1d, B(V_agn (ttmo)))"~ € U4 (SO(2)).

76



4 Uktad réwnan eliptycznych na kuli geodezyjnej

Lemat 4.1.5. Zalozmy, ze ny > 0 i ustalmy pim, € op(—Agn; B()). Wowczas

—ny

BIfSO(2)(_,UJm0) = Vso(Q)-deg(—Id,B(V(mO))))
5 ((Vso(z)-deg(~1d, BV g0 (1)) ~ 1)

Ponadto

(a) jezeli ny jest liczbg parzystq, to
BIFso2)(ttme) = Vso(e)-deg(—1Id, B(V_agn (1m,))))"" — 1 € U-(SO(2)),
(b) jezeli dim V_ag, (ftmg) oraz ng - dimV(myg) sq liczbami parzystyms, to
BIFso)(tme) = Vso(z)-deg(—1Id, B(V_agn (km,)))"" =1 € U-(SO(2)),
(c) jezeli dim V_Ag, (ftmg) jest liczbg parzystq oraz ny - dim'V(myg) jest liczbg nieparzystq, to
BIFso2)(ttmy) = 1= Vgo(2)-deg(—1d, B(V_agn (km,)))"" € U4 (SO(2)).
Ustalmy i, € R 1 oznaczmy przez C(pm,) C V x R skladowa spdjnosci zbioru
cl{(u,p) € VxR: Vy®p(u,u) =0,u#0},

zawierajaca (0, ftm,). Stosujac niezmiennicza alternatywe Rabinowitza do ukladu (4.1), otrzy-
mujemy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.1.6. Ustalmy iy, € P(Pp). Jezeli jeden z ponizszych warunkdw jest spelniony

(1) pimo > 0% Vo g (tm) jest nietrywialng SO(n)-reprezentacjg lub n_ - dim V_a g, (thm,) jest
liczbg nieparzystq,

(1) tme <0 @ VoAgn (—fmg) jest nietrywialng SO(n)-reprezentacjq lub ny - dim V_a g, (— fimg )
jest liczbg nieparzystq,

to C(fmy) CV X R jest zbiorem nieograniczonym albo

(1) C(im,) CV xR jest zbiorem ograniczonym,

(2) Clpmo) N ({0} x R) = {0} X {pris - i},

(3) BIFso(m)(ti) + - - + BIFso(m)(ki,) = © € U(SO(n)).

Szkic dowodu powyzszego twierdzenia mozna znalezé w pracy [23]. Zauwazmy, ze dla usta-
lonego fim, € P(Pp), zalozenia powyzszego twierdzenia implikuja, ze BZFgon)(tmy) # © €
U(SO(n)), vide [19].
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4.1.2 Zbiory rozwigzan oraz lamanie symetrii

W tym podrozdziale zbadamy zbiory stabych rozwiazan zagadnienia (4.1). Rozwazymy najpierw
przypadek kuli geodezyjnej o promieniu o = 7. Okazuje sig, ze przy tym zalozeniu, z kazdego
punktu (0, i) € {0} X (P(®p) \ {£p1}) bifurkuje spdjny zbidr stabych rozwiazan zagadnienia
(4.1), ktéry jest nieograniczony. Ponadto jezeli n— (odpowiednio n4.) jest liczba nieparzysta, to
z punktu (0, 41) (odpowiednio (0, —puq)) réwniez bifurkuje zbiér stabych rozwiazan zagadnienia
(4.1), ktory jest nieograniczony. Co wiecej, jezeli m jest liczba parzysta, to w punktach (0, ) €
{0} x P(®p) zachodzi zjawisko lamania symetrii.

Oznaczmy d(m) = dim V_a g, (1tm)3°? oraz ko(m) = d(1) + ... + d(m) dlam € N. W po-
nizszym twierdzeniu dowodzimy nieograniczonosci zbioru stabych rozwiazan zagadnienia (4.1)
rozwazanego na kuli geodezyjnej B (%)

Twierdzenie 4.1.7. Zaldézmy, ze o = § oraz ustalmy pim, € P(®p) \ {£p1}. Wowczas zbior

stabych rozwigzan zagadnienia (4.1), C(um,) C V X R, jest nieograniczony.

Dowdd. 7 wniosku 1.5.15 oraz z twierdzenia 1.5.11 wynika, ze zalozenia twierdzenia 4.1.6 sa
spelnione, zatem C'(tm,) 7# {(0, ttmy ) }- Przypusémy, ze zbiér C(fim,) C V X R jest ograniczony.
Woéwcezas

(1) Clpmo) N ({0} x R) = {0} x {piy, o i}y
(2) BIFso(m)(ti) + - - + BIFso(m) (ki) = © € U(SO(n)).
Zauwazmy, ze
i* (BIFSO(n) (tiy) + -+ BIFs0m) (Uis)) =i (315’:50(2)(%1)) +o T (BIfSO(z)(Mz‘S))
= BIFso@)(ti) + ..+ BIFso)(m,) =© € USO(2)). (4.4)
Bez zmniejszenia ogélnosci rozwazan, mozemy zalozyé, ze |u;, | < ... < |wi,| oraz p;, > 0.

1. Zalézmy, ze liczby n_,ny sa parzyste. Z lematéw 4.1.4 i 4.1.5 wynika, ze dla dowolnego
j=1,...,5 BIFso(@)(pi,;) € U-(SO(2)). Co wigcej, poniewaz H,, 1 C V_agn (Hm,) Oraz
mo # 1, BIFs0(2)(kmo) # © € U(SO(2)), zatem istnieje lo € N takie, ze BLFs02)(kmo)z,, 7
0. Stad

BIFso@)(ti)z, + -+ BIFso@)(ti)z, < BIFsow@)(tm)z, <0,
co przeczy réwnosci (4.4).

2. Zatézmy, ze liczby n_,ny sa nieparzyste. Postepujac tak jak w dowodzie twierdzenia 3.2.2,
mozna uzasadnié, ze

BIfSO(Q)(Mis)Zis—1 = n*(_l)kO(iS)—i_lpZ—la (45)
BIFso@)(—Hi)z,,—, = o (—1)kola)tlpn (4.6)

oraz BLFso2)(pi.)z; = 01 BIFs0(2)(— i)z, = 0dla j > is — 1. Co wigcej, dla 1 < j < s—2
zachodzi BZFgo(9)(#i;)z,,_, = 0. Rozwazmy 3 przypadki:

is—1
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(i) C(tmy) przecina {0} x R w punkcie (0, p;,) oraz nie przecina w punkcie (0, —pu;,).
Wéwezas ze wzoru (4.5) otrzymujemy

BIFsoe)(1i,)z,, , = n—(—1)Fttpn 0.

Co wiecej, z twierdzen 1.5.10, 4.1.4 oraz z wlasnosci mnozenia w U (SO(2)) otrzymujemy,
ze dla kazdego 1 < j < s, BIFso(2)(1i;)z = 0. Stad

ig—1
BIFso@)(Hiy)z;,y + -+ BIFso2)(1i)z,, -, = BIFso@)(ti)z;, 1 7 0,

co przeczy (4.4).

(i1) C(ptmg) przecina {0} x R w punkcie (0, —p;,) oraz nie przecina w punkcie (0, p;,).
Argumentujac tak jak w poprzednim podpunkcie, mozna pokazaé, ze

BIFso)(Hiy)z;, + -+ BIFso@)(—tis )z, = BLFso@)(—ti. )z, # 0,

co przeczy (4.4).

(iii) C'(ptm,) przecina {0} xR w punktach (0, —p;, ) 1 (0, pi, ). Woéwezas, korzystajac ze wzordw
(4.5) i (4.6), otrzymujemy

BIFso)(1iy)zs, 1 + - -+ BIFso@) i)z,
= BIFso@)(—#i)z:, +BI~7:SO(2 (1) 24,y
Dy

= o (=D)PUITE ) oy (SRR = (—1)REIHE L (n ns) #0,

co przeczy (4.4).

. Zalézmy, ze n_ jest liczbg nieparzysta oraz ny jest liczba parzysta.

Postepujac tak jak w dowodzie twierdzenia 3.2.3, mozna uzasadnié, ze
BIFso)(tti,)z,, ., =n—(=1)00%pn 0 BT Faoo)(—piy)z, . = —napl_

oraz BLFgo2)(ti,)z; = 01 BIFgo()(—pi,)z; = 0dlaj >is — 1. Co wigeej, dla 1 < j < s—2
zachodzi BIFgo(2)(ii;)z;,_, = 0. Argumentujac tak jak wczesniej, pokazujemy, ze C(,umo)
przecina {0} x R w punktach (0, —u;,) 1 (0, u;, ). Ponadto

BIFso@)(ti)zi,y + - -+ BIFsoe@) i)z,
= B.'Zfso(g)(—ﬂis) Zig—1 +BIf‘SO(2)(/’[/Z‘S)Zi571

= n—(—l)ko( )+1P?—1 — NP1 = Pi ((—1)k0(i5)+1”— - n+) .
Stad (—1)k°(is)+1n_ —ng4 =0, czyli n_ = ny albo n_ = —ny, to zasd przeczy zalozeniu.

. Zalézmy, ze n_ jest liczba parzysta oraz n jest liczba nieparzysta. Postepujac tak jak wcze-
$niej, mozna pokazaé, ze

BIFso@)(Hi)z:, ., = —n-pi—1, BIFso@)(—ti)z,, = —n+(—1)k°(i‘g)pz_1
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oraz BLFso2)(—pi,)z; = 01 BIFs0(2)(pti,)z; = 0 dla j > is — 1. Co wigcej, dla 1 < j < s—2
zachodzi BIFgo(2)(ti;)z;,_, = 0. Argumentujac tak jak wezesniej, pokazujemy, ze C(tim,)
przecina {0} x R w punktach (0, —p;,) i (0, pi,). Ponadto

BI]:SO@) (Hjl)zisfl +..t BZ}—SO@) (/’Lis)zis—l
= BIFso)(ti,)z,,  + BIFso@)(—#i)z:, o

= —np} g —np(=1)R0pr = pf (‘”— + (—1)k0(i5)+1n+) :

Stad —n_ + (—1)"‘“"’(i~9)+1714r = 0, czyli n_ = —n4 albo n_ = ni. Otrzymana sprzecznosé
z zatozeniem konczy dowdd.

d

W powyzszym dowodzie korzystaliSmy ze struktury przestrzeni wlasnych V_a g, (i, ), w szcze-
goélnosci z wrasnodci HY! | C V_ag (pi,) oraz HY | & VoA (pm) dla kazdych 0 < m < i, vide
wniosek 1.5.15. Poniewaz nie jest to prawda dla dowolnego o € (0, ), metoda z powyzszego
dowodu nie moze by¢ zastosowana w ogélnym przypadku.

W ponizszym twierdzeniu opisujemy zbiory rozwiazan bifurkujace z punktow (0,+pu;) €
V x R.

Twierdzenie 4.1.8. JeZeli n_ jest liczbg nieparzystq, to zbior C(u1) jest nieograniczony. Jezeli
n4 jest liczbg nieparzystq, to zbior C(—u1) jest nieograniczony.

Dowadd. Zalézmy, ze n_ jest liczba nieparzysta, wéwczas z twierdzenia 4.1.6 wynika, ze zbiér
C'(p1) jest nieograniczony albo jest ograniczony i, na mocy twierdzenia 4.1.7, przecina o$ {0} x R
jedynie w punkcie (0, —u1). Ponadto BIFgo(n) (k1) + BZFsom)(—p1) = © € U(SO(n)) oraz

it (BIfSO(n) (11) + BI]:SO(n)(_,“l)) = BIFso2) (1) + BIFso)(—u1) = © € U(SO(2)).
Co wiecej, poniewaz V_aq, (1) = H{, to z twierdzen 4.1.4, 4.1.5 oraz lematu 1.5.10 wynika, ze

"o gdy H =S0(2)

(1) —1, gdy H =8S0(2),
BIFso)(—m)n = { 0, gdy H # SO(2).

Zatem
BIFso)(11)so) + BIFso@) (#1)so@) = =2+ (—=1)" =1 = =34 (=1)"* #0.

Stad otrzymujemy BZFgo2) (k1) + BIFs02)(—p1) # © € U(SO(2)), to znaczy zbiér C'(u1) nie
moze by¢ ograniczony.

Postepujac analogicznie, mozna pokazaé, ze jezeli ny jest liczba nieparzysta, to zbiér C'(—puq)
jest nieograniczony. O
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Zauwazmy, ze jezeli n_ i ny sg liczbami parzystymi, to, poniewaz V_ag, (u1) = Hg, zgodnie
z wnioskiem 1.5.15 oraz H{ jest trywialna SO(n)-reprezentacja, vide twierdzenie 1.5.11, otrzy-
mujemy, ze BLFgon)(+p1) = © € U(SO(n)) oraz zalozenia twierdzenia 4.1.6 nie sa spetnione
i powyzsze rozumowanie nie moze by¢ przeniesione na ten przypadek.

W ponizszym twierdzeniu charakteryzujemy punkty bifurkacji stabych rozwigzan uktadu
(4.1), w ktérych zachodzi zjawisko tamania symetrii.

Twierdzenie 4.1.9. Zaloimy, Ze a = T oraz ustalmy pi,, € P(®p). Jeieli mg € Z jest liczbg
parzystq, to punkt (0, m,) jest punktem globalnej bifurkacji stabych rozwigzan problemu (4.1),
w ktorym zachodzi zjawisko tamania symetrii.

Dowdd. 7 twierdzenia 4.1.7 otrzymujemy, ze punkt (0, i) jest punktem bifurkacji globalnej
rozwiazan réwnania V,®p(u, u) = 0. Ponadto z lematu 4.1.2 wynika, ze dla dowolnego fi,, €
P(®p) mamy

n—
(1) jezeli pmy > 0, to n— > 0, pm, € op(—Agn, B(a)) i ker V2® (0, pim,) = G%V—Asn (Hmg ),
1=

n4
(2) jezeli pmy < 0,tony > 0, —fim, € op(—Agn, B(a)) iker V2@ (0, fiym,) = 691 V_Agn (—Himg)-
1=

n

Co wiecej, z wniosku 1.5.15 oraz z parzystosci mo mamy V_ag, (ftm,) = HI @HED...OH

mo—1
oraz, dla l = 1,3,...,mp — 1, H} sa nieprzywiedlnymi reprezentacjami grupy SO(n), zgodnie
z twierdzeniem 1.5.11, zatem (H?)SO(") = {0} oraz ker V2® (0, fim,)3°™ = {0}. Korzystajac
z twierdzenia 1.2.7, konczymy dowdd. O

Od tej pory bedziemy rozwazaé¢ zagadnienie (4.1) na dowolnej kuli geodezyjnej B(a) C S™,
gdzie o € (0,7). Poniewaz w tym przypadku nie jest znana dokladna struktura przestrzeni
wlasnych jako reprezentacji grupy SO(2), nie mozna zastosowaé¢ metod z dowodu twierdzenia
4.1.7, za$ uzyskane wyniki s3 mniej ogélne niz w przypadku kuli B (%).

Twierdzenie 4.1.10. Ustalmy | € N oraz pi,, € A;.

1. Jezelin_ > 0 jest liczbg parzystq oraz zbidr C(pm,) C VXR stabych rozwigzan zagadnienia
(4.1) jest ograniczony, to ny > 0 jest liczbg nieparzystq oraz

O(Mmo) N {(O,M) €V x <_OO7O): —HE UD(_AS";B(O‘))} 7é 0.

2. Jezeli ng > 0 jest liczbg parzystq oraz zbior C(—pm,) C V X R stabych rozwigzan zagad-
nienia (4.1) jest ograniczony, to n_ > 0 jest liczbg nieparzystq oraz

C(=pmy) N{(0, ) € V x (0,00): p € op(=Agn; B(a))} # 0.

Dowdd. Poniewaz i, € Aj oraz I # 0, Hi' C V_agn(tm,), zatem BIFgoem)(tm,) # © €
U(SO(n)) oraz C(tmy) # {(0, ttm }- Z twierdzenia 4.1.6 otrzymujemy, ze

(1) Clpmo) M ({0} x R) = {(0, sy ), - -+, (0, s, ) },
(2) BIFsom)(ti) + - -+ BIFsom)(pi,) = © € U(SO(n)).
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Ponadto,
i (BIJ:SO(n) (Mmo)) = BIFs0(2)(kmo) # © € U(SO(2)) (4.7)
oraz
i* (BIfSO(n) (i) + . + BIFs0(n) (Uis)) =1 (BIfSO(z)(Mil)) +.. i (BIfSO(z)(Mz'S))
= BIFso@) (ki) + -+ BIFso@)(ui,) =© € U(SO(2)). (4.8)

Przypus$émy, przeciwnie do tezy twierdzenia, ze zbiér C(fy,) jest ograniczony oraz spelniony
jest jeden z warunkow

(l) ny = 0,
(i) C(pme) N{(0, 1) €V x (=00,0): — p € op(—Agn; B(a))} =0,
(iii) n4y > 0 jest liczba parzysta.

Rozwazmy przypadek (i). Z lematu 4.1.4 wynika, ze dla j = 1,..., s wszystkie wspélrzedne
indekséw BIfso(g)(uij) sa niedodatnie, a ze wzoru (4.7) wnioskujemy, ze co najmniej jedna
wspotrzedna indeksu BZFgo(2)(fm,) jest niezerowa, zatem

BIFso(2) (ki) + -+ BIFs02) (i) # © € U(SO(2)),

co jest sprzeczne z (4.8).

Postepujac analogicznie oraz korzystajac z lematu 4.1.5 w przypadku (iii), dowodzimy sprzecz-
noéci w pozostatych przypadkach. To dowodzi pierwszej czesci twierdzenia, postepujac analo-
gicznie, dowodzimy druga czesé. O

Ustalmy k& € N. Przypomnijmy, ze, zgodnie z twierdzeniem 1.5.13, liczba elementéw zbioru
An((k=1)(n+k—2),k(n+k—1)] jest mniejsza lub réwna 1. Co wiecej, z wlasnosci wartosci
wlasnych wynika, ze zbiér ((k — 1)(n + k — 2),k(n + k — 1)] przecina sie niepusto jedynie ze
skoniczona liczba zbioréw A;. Jezeli zbior {l: A;N ((k—1)(n+k —2),k(n+ k —1)] # 0} jest
niepusty, to ktadziemy

I(k) =max {l: 4N ((k—1)(n+k—2),k(n+k—1)] #0},
w przeciwnym wypadku [ (k) =0.

Twierdzenie 4.1.11. Ustalmy k € N. Jezeli (k) # 0, to istnieje liczba
a(k) € Ajiy N (k=1)(n+k—-2),k(n+k—1)]

taka, ze z punktu (0, i(k)) bifurkuje spdjny zbior stabych rozwigzan C(fi(k)) zagadnienia (4.1),
ktory jest nieograniczony albo

(1) C(ii(k)) C VxR jest zbiorem ograniczonym,
(2) C(i(k)) 0 ({0} x R) = {0} x {piy, -5 pi },
(3) C(a(k)) N ({0} x R\ ((k =1)(n+k —=2),k(n+k—1)])) #0,
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(4) BIFso(m)(ti) + - - + BIFso(m) (ki) = © € U(SO(n)).

Dowéd. Zauwazmy, ze z zalozenia [(k) # 0 wynika, ze Hz}( ) Jest nietrywialng SO(n)-reprezentacja.
Ponadto ’Hlﬂ(k) C V_agn (fi(k)), zatem V_ag, (fi(k)) réwniez jest nietrywialna SO(n)-reprezen-
tacja. Stad wynika, ze sa spelnione zalozenia twierdzenia 4.1.6, zatem z punktu (0, fi(k)) bifur-

kuje spojny zbiér C(fi(k)) C V x R. Przypusémy, ze jest on ograniczony, woéwczas

(1) C(a(k) N ({0} x R) = {0} X {pir, - - pi, }
(2) BIFsom)(piy) + -+ BIFsom)(pi,) = © € U(SO(n)). Ponadto

i* (Bffsom)(un) +...+ BI]:SO(n)(NiS)) =1 (BIfSO(z)(Mn)) +.o (Bffso@)(ms))
= BIFs0(2)(ftiy) + - - - + BIFs02)(1i,) = © € U(SO(2)).

Pokazemy, ze

C(a(k)) N ({0} x R\ (k= 1)(n+k —=2),k(n+k—1)])) #0.

Przypusémy, ze tak nie jest, to znaczy p;; € Ay, N (kK —1)(n+k —2),k(n+k—1)] dla j =
1,...,s. Bez zmniejszenia ogdlnodci rozwazan, mozemy zalozy¢, ze p;, = fi(k), zatem is > i;
dlaj=1,...,5—1.Stad H ¢ V_Ag,(u;;) dlaj=1,...,s— 1. Zauwazmy, ze z lematu 1.5.10
wynika, ze BLFso2)(ti,)z;, # 0 oraz, dla kazdego j = 1,...,5—1, BIFso2)(pi;)z;, = 0, zatem

BIFso@)(ti)z;, + - -+ BIFso) (i, )z, = BIFso) i)z, # 0.

Otrzymana sprzeczno$é¢ konczy dowod. O

Zauwazmy, ze dowolna kula geodezyjna jest w sensie topologicznym podobna do kuli B (%),
dlatego mozna oczekiwaé, ze twierdzenia o nieograniczonosci zbioru stabych rozwiazan i tama-
niu symetrii powinny sie przenie$¢ na ten przypadek. Poniewaz jednak nie jest znana struktura
podprzestrzeni wlasnych jako reprezentacji grup SO(n) i SO(2), metody wykorzystane w dowo-
dzie wcze$niejszych twierdzen nie dzialajg w ogdlnym przypadku, zas sam problem pozostaje
otwarty.

4.2 Uktad réwnan z warunkiem brzegowym Neumanna

4.2.1 Preliminaria

W tym rozdziale zajmiemy sie zagadnieniem (4.2). Przypu$émy, ze sa spelnione zalozenia (al)-
(a4). Tak samo jak wczesniej, przez n_ oznaczaé bedziemy liczbe tych elementéw a;, i =1,...,p,
dla ktorych a; = —1, a przez ny - dla ktérych a; = 1.

Zdefiniujmy funkcjonal @ : V x R — R wzorem

DN (u, /Zi:( a;|Vu;(x 2) do — / F(u(z), p)do (4.9)

B (@) " B(a)
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oraz zauwazmy, ze

extun) =Y 5 [ (FalVa@P)do -5 [ ju@Pds |~ [ guta),wdo

=

—_

B(a) B(w) B(a)
=Y |5 [ Ca(Vu@)P + juite)R)) do = P55 [ o | = [ gute),mo
=\ Bl B(a) B(a)
p
B aq
- Z |U2HH1 @)~ 5 /|uz )|?do /g
= Bla)

Zdefiniujmy operator T: H'(B(a)) — H'(B(a)) oraz rodzing funkcjonatéw n9: V x R — R
wzorami

Voer (B(a)) (T, V) 11 (B(a)) = /U(x)v(x)dm no(u, 1) = /Q(U(x)vu)dg-
B(a) B(a)

7 powyzszych obliczen oraz z wlasnosci operatora Laplace’a—Beltramiego wynika nastepujacy
fakt:

Fakt 4.2.1. Przy powyzszych zatoZeniach zachodzi nastepujgca formula:

Vulbn (1) = Lu— (uld+L)K (u) — Vono(u, 1)
= (—a1uy — (p —ar)Tuy,. .., —apUp — (n— ap)Tup) — Vuno(u, ),

gdzie

(1) L = —diag(a1,...,ap) -1d: V=V jest samosprzezonym, ograniczonym SO(n)-wspélzmien-
niczym operatorem Fredholma,

(2) K=(T,...,T): V=YV jest samosprzezonym, pelnocigglym, SO(n)-wspdlzmienniczym ope-
ratorem ograniczonym,

(3) Vuno: VxR — V jest pelnocigglym, SO(n)-wspdtzmienniczym operatorem takim, ze V,no(0, p) =

0, V2n0(0, 1) = 0 dla kaidego ju € R,

(4) v = (u1,...,up) €V jest stabym rozwigzaniem zagadnienia (4.2) wtedy i tylko wtedy, gdy
Vu®n(u, u) =0, to znaczy u jest punktem krytycznym funkcjonatu @ .

Zauwazmy, ze z powyzszego faktu wynika, iz operator V,®y jest SO(n)-wspdlzmienniczy.

Polézmy P(®n) = {pm, € R: V2®x(0, ptn,) nie jest izomorfizmem}. Przypomnijmy, ze
przez on(—Agn; B(a)) = {0 = pp < p1 < pe < ...} oznaczamy spektrum operatora Laplace’a—
Beltramiego na kuli geodezyjnej B(«) oraz oy (—Agn; B(a)) = {—pm: ptm € on(—Agn; B())}.
7Z definicji funkcjonalu @y oraz z faktu 4.2.1 wynika nastepujacy lemat:
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Lemat 4.2.2. Przy powyzszych zaloZeniach

UN(_AS";B(Q))a gdyn_ > 0,n4 =0,
(‘Z) P(¢N) = O-XT(_AS”VB(O[))? gdy ny > O)n— = 07
on(~Agn: B(0) Uy (~Agn; Bla)), gdyn_ > 0.1y >0,

(2) o(K) = {11+ 1 € on(=Agn, B(@)) },

p
(3) Vi (ﬁ) = @ V_agn(tm) dla dowolnego m € NU {0}.
" i=1

Ponadto jezeli pipm, € P(®n), to

(4) jezeli pimy >0, ton_ >0, pm, € UN(_Asan(a)) ikervz@N(Oaﬂmo) - é‘%vasn (Nmo);

ny
(5) jezelipim, <0, tony >0, —fim, € on(—Agn, B(a)) iker V2@ (0, pimy) = @1 V_Agn (—Hmg)-
1=
W ponizszym twierdzeniu formulujemy warunek konieczny istnienia bifurkacji w zadanym
punkcie.

Twierdzenie 4.2.3. Zbior P(®y) nie ma skoriczonych punktow skupienia. Ponadto jezeli punkt
(0, ttmyg) jest punktem bifurkacji rozwigzan rownania V@ n(u, 1) =0, t0 fim, € P(PN).

Powyzsze twierdzenie wynika z wtasnosci spektralnych operatora —Agn oraz z twierdzenia
o funkcji uwiktane;j.

Zdefiniujmy ciag SO(n)-wspélzmienniczych rzutéw ortogonalnych I' = {7: V — V: k €
N U {0}} nastepujaco:

(1) vo={o},
k p
(2) vk = EBl Vj, gdzie Vj = QV—AS" (,ujfl) dla k € N,
j= i=

(3) 7: V — V jest rzutem takim, ze im 7, = V¥ dla k € NU {0}.

7 definicji I' oraz wlasnosci podprzestrzeni wlasnych operatora Laplace’a—Beltramiego wynika,
ze jest to SO(n)-niezmienniczy schemat aproksymacyjny na V. Ponadto ker L = VY oraz dla
kazdego k € NU {0} zachodzi 7, o L = L o 7.
Ustalmy pi, € P(®n) oraz zdefiniujmy SO(n)-indeks bifurkacji BZF so(n) (tm,) € U(SO(n))
rownoécia
BI]:SO(n) (Nmo)
= Vsom)-deg (V2‘I>N (0, o +€), B (V)) — Vgo(n)-deg (V2‘I>N (0, ttng —€), B (V)) ,

przy czym liczba € > 0 jest odpowiednio mata. Z faktu 4.1.3 wynika, ze powyzsza definicja jest po-
prawna. Postepujac analogicznie, mozemy zdefiniowa¢ SO(2)-indeks bifurkacji BZFgo(2) (tm,) €
U (SO(2)) dla piym, € P (®n) wzorem

BIFs0(2) (tmy)
= Vso(2)-deg (V2¢N (0, o +€), B (V)) — Vso(2)-deg (VZ@N (0, mg —€), B (V)>

85



4 Uktad réwnan eliptycznych na kuli geodezyjnej

o wspotrzednych

BIFs0(2) (Hmo) = (Bffso@) (Hmo)so(n) » BLFso(2) (Hmo )z, » BLFs0(2) (Hmo)z, » - - ) -

Zauwazmy, ze naturalne wlozenie grup i: SO(2) — SO(n) indukuje homomorfizm pierscieni

i U(SO(H)) - U(SO(Q)) taki, ze i*(BIfSO(n)(:umo)) = BIfSO(Q)(,Umo) dla pim, € P(q)N)'
mo
Polézmy V(mo) = E_BO V_ngn (ki)

Dowody poniZsz§ch lematéw sa analogiczne do dowodéw lematow 3.1.4, 3.1.51 3.1.6, dlatego
je pomijamy.

Lemat 4.2.4. Zalozmy, ze n_ > 0 oraz ustalmy pm, € on(—Agn; B(a)). Wowczas

BIFso@)(timo) = (Vso(e)-deg(~1d, B(V(mo — 1))
% ((Vso()-deg(—1d, B(V-an (1m,))))"~ — ).

Ponadto

(a) jezeli n_ jest liczbg parzystq, to
BIFs0(2)(lmo) = Vso()-deg(—1d, B(V_agn (ftm,)))"~ — 1 € U_(SO(2)),

(b) jezeli dim V_ag, (ftmg) oraz n— - dimV(mg — 1) sq liczbami parzystymi, to
BIFs02)(tmo) = Vso(e)-deg(—1d, B(V_agn (1tm,)))"~ — 1 € U-(50(2)),

(c) jezeli dim V_a g, (fm,) jest liczbg parzystq oraz n_ -dim V(mg — 1) jest liczbg nieparzystq, to
BIFs02)(ttmo) =1 = Vgo(2)-deg(—1d, B(V_agn (m,)))"~ € U+(S0O(2)).

Lemat 4.2.5. Zalozmy, ze ny > 0 i ustalmy pim, € op(—Agn; B(a)). Wowczas
BIFso@)(—timy) = (Vsow-deg(—1d, B(V(mg))))
x ((Vso)-deg(—1d, BV_a g (1tmy)))™ —1).

Ponadto
(a) jezeli ny jest liczbg parzystq, to

BIFs0(2)(ttmo) = Vso(2)-deg(—1Id, B(V_agn (kmo)))" " =T € U-(S0(2)),
(b) jezeli dim V_ag, (ftmg) 0raz ng - dim V(myg) sq liczbami parzystymi, to

BIFs0(2)(ttmo) = Vso(z)-deg(—1Id, B(V_agn (m,)))" T — 1 € U-(SO(2)),
(c) jezeli dim V_Ag, (ftmg) jest liczbg parzyste oraz ny - dim'V(myg) jest liczbg nieparzystq, to

BIFs02)(ttmy) =1 — Vgo(2)-deg(—1d, B(V_agn (ktm,)))"" € U4 (SO(2)).
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W ponizszym lemacie podajemy indeks bifurkacji w punkcie 0 € P(®y).
Lemat 4.2.6. Indeks bifurkacji w punkcie 0 € P(®y) dany jest réwnoscig:

BIFs0(2)(0) = (Vso@)-deg(—1d, B(HE))) "~ — (Vso(e)-deg(—1d, B(H)))
7 powyzszego lematu wynika réwnosé:

_ ) (=) = (=)™, gdy H =S0(2),
BLFso@(0)n = { 0, gdy H # SO(2).
Zatem BIFg0(2)(0) # © wtedy i tylko wtedy, gdy n—, ny sa réznej parzystosci.
Ustalmy i, € R 1 oznaczmy przez C(um,) C V x R skladowa spdjnosci zbioru

cl{(u,p) € VxR: Vy®nyD(u, ) =0,u+#0},

n+

zawierajaca (0, ftm,). Stosujac niezmiennicza alternatywe Rabinowitza do ukladu (4.2), otrzy-
mujemy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.2.7. Ustalmy pm, € P(®n). Jezeli jeden z poniiszych warunkow jest spetniony

(1) pmo > 0% Voagn (thmg) jest nietrywialng SO(n)-reprezentacjq lub n_ - dim V_a g, (thm,) jest
liczbg nieparzystq,

(1) fmg <0 @ VoAgn (—ftmg) jest nietrywialng SO(n)-reprezentacjg lub ny - dim V_a g, (= fimg )
jest liczbg nieparzystq,

(111) fime = 0 @ VoA (tmo) Jest nietrywialng SO(n)-reprezentacjg lub dim V_ag, (ftm,) jest
liczbg nieparzystq oraz n_, ny sq¢ rézinej parzystosci,

to C(tmy) CV X R jest zbiorem nieograniczonym albo

(1) C(itm,) CV xR jest zbiorem ograniczonym,

(2) Clpmg) N ({0} x R) = {0} x {fhiys - piy }
(3) BIFso(m)(tiy) + - -+ BIFsom)(1i,) = © € U(SO(n)).

Szkic dowodu powyzszego twierdzenia mozna znalezé w pracy [23]. Zauwazmy, ze dla usta-
lonego pm, € P(®), zalozenia powyzszego twierdzenia implikuja, ze BZFsopn)(km,) # © €
U(SO(n)), vide [19].

4.2.2 Zbiory rozwigzan oraz lamanie symetrii

W tym podrozdziale zbadamy zbiory stabych rozwiazan zagadnienia (4.2). Podobnie jak w po-
przednim podrozdziale, rozwazymy najpierw przypadek kuli geodezyjnej o promieniu o = 7.
Okazuje sig, ze przy tym zalozeniu, z kazdego punktu (0, py,) € {0} x (P(®n) \ {0}) bifur-
kuje spéjny zbidér stabych rozwiazan zagadnienia (4.2), ktdry jest nieograniczony. Ponadto jezeli
n_ i ny sa réznej parzystosci, to z punktu (0,0) réwniez bifurkuje nieograniczony zbiér sta-
bych rozwiazan zagadnienia (4.2). Co wiecej, jezeli m jest liczba nieparzysta, to w punktach
(0, i) € {0} x P(®y) zachodzi zjawisko lamania symetrii.

Oznaczmy d(m) = dim V_a g, (1tm)3°? oraz ko(m) = d(0) + ...+ d(m) dla m € NU {0}.
W ponizszym twierdzeniu dowodzimy nieograniczonoéci zbioru stabych rozwiazan zagadnienia
(4.2) rozwazanego na kuli B (%).
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Twierdzenie 4.2.8. Zaléimy, ze a = T oraz ustalmy pum, € P(®n) \ {po}. Wowczas zbior
stabych rozwigzan zagadnienia (4.2), C(um,) C V X R, jest nieograniczony.

Dowdd. Z wniosku 1.5.15 wynika, ze zalozenia twierdzenia 4.2.7 sa spelnione, zatem C'(pim,) #
{(0, ttmyg)}- Przypusémy, ze zbiér C(um,) C V x R jest ograniczony. Wéwczas, na mocy twier-
dzenia 4.2.7,

(1) Clpmy) N ({0} x R) = {0} x {piy, - - -, pi, },
(2) BIFso(m)(kir) + -+ BIFso(m)(ki,) = © € U(SO(n)).

Zauwazmy, ze

i (Bffsom) (iy) + -+ BIFsom) ) = (BIfSO(z)(Mn)> +o (BI]:SO@) (Mis))
= BIFso)(mi)+ .- +BI~7:SO( )(Mzg) © € U(S0(2)). (4.10)
Bez zmniejszenia ogélnosci rozwazan, mozemy zalozyé, ze |u;, | < ... < |wi,| oraz p;, > 0.

1. Zalézmy, ze liczby n_,n4 sa parzyste. Z lematéw 4.2.4 i 4.2.5 wynika, ze dla dowolnego j =
L,...,s, BIFg0(2)(ki;) € U-(SO(2)). Co wigcej, poniewaz Hy, C V_Ag, (thn,) oraz mo # 0,
BIFs0(2)(tmo) # © € U(SO(2)), zatem istnieje lo € N takie, ze BLFso(2)(Hmo)z,, # 0- Stad

BIFso()(Hii)z, + - -+ BIFso@)(kis)z, < BLFso@)(tme)z, <0,
co przeczy (4.10).

2. Zatézmy, ze liczby n_,ny sa nieparzyste. Postepujac tak jak w dowodzie twierdzenia 3.2.2,
mozna uzasadnié, ze

BIFso@)(pi)z, = n-(—1)Fl)Hpr, (4.11)

BIFso@)(—ti,)z,, = n(—1)Fol)pr (4.12)

oraz BLFso(2)(ti,)z; = 01 BLFs0(2)(—Hi,)z; = 0 dla j > is. Co wigcej, dla 1 < j <s—1

zachodzi BZFgo(2)(ki;)z,, = 0. Postepujac tak jak w dowodzie twierdzenia 4.1.7 mozna

uzasadnié, ze C(fim,) przecina {0} x R w punktach (0, —u;,) 1 (0, pi, ). Ponadto korzystajac
ze wzordéw (4.11) i (4.12), otrzymujemy

BIFS()(Q)(,U«il)Z -+ BIJTSO ( )
= BZ.FS()( )(_NiS)Z» +BI'7:SO 2)(:“’1

s

)z,
= ()R o (YRl (1) () £ 0,
co przeczy (4.10).

3. Zalézmy, ze n_ jest liczba nieparzysta oraz ny jest liczba parzysta. Postepujac tak jak w do-
wodzie twierdzenia 3.2.3, mozna uzasadnié, ze

BIFso@)(ti,)z,, = n—(—1)k0pn = BTFo 0 (—pi,)z,, = —nipl

88



4 Uktad réwnan eliptycznych na kuli geodezyjnej

oraz BIFso(2)(ti,)z; = 01 BLFso()(—Hi,)z; = 0 dla j > i5. Co wigeej, dla 1 < j <s—1
zachodzi BZFgo(a)(#i;)z,, = 0. Argumentujac tak jak wczesniej, pokazujemy, ze C(pim,)
przecina {0} x R w punktach (0, —p;,) i (0, pi,). Ponadto
BIFso)(ti )z, + - -+ BIFso)(—ti )z, + BIFsow@)(ti,)z,,
= BI1Fso(2)(—ti.)z,, + BIFso@)(ki)z,,

= n_(=)R0Ipl —nypl = pf ((~D)00 s —ny ),

stad (—1)kol) 1y —pn, =0, czyli n_ = n, albo n_ = —n., to za$ przeczy zalozeniu.

4. Zalézmy, ze n_ jest liczba parzysta oraz ny jest liczba nieparzysta. Postepujac tak jak wcze-
$niej, mozna pokazac, ze

BIFso@)(ti,)z, = —n-pf, BIFsow(ti)z, = —np(—1)0)pr

oraz BIFgo2)(—fi,)z; = 01 BZFgo2)(ti,)z; = 0 dla j > is. Co wigcej, dla 1 < j <s—1
zachodzi BLFgoo)(ti;)z,, = 0. Argumentujac tak jak wezesniej, pokazujemy, ze C(pm,)
przecina {0} x R w punktach (0, —pu;,) 1 (0, s, ).

BI}_SO(Q) (Mjl)Zis
= BIFso)(ki,)z, + BIFso)(—tis)z,,
= g = (~ 1R = pt (—n 4 (—1)kol)tIn )

+ ...+ BIFs0(2)(1i.)z

s

+ BIFso2)(—Hi,)z.,

Stad —n_ + (=1)koGs)+ln = 0, czyli n_ = —n . albo n_ = n,. Otrzymana sprzecznosé
z zatozeniem konczy dowdd.

O]

Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 4.1.7, w powyzszym dowodzie korzystaliSmy ze struk-
tury przestrzeni wiasnych V_ag, (1), W szczegblnodci z wlasnodci H} C V_ag. (pi,) oraz
HY & V_Agn(pm) dla kazdych 0 < m < is, vide wniosek 1.5.18. Poniewaz nie jest to prawda
dla dowolnego a € (0,7), metoda z powyzszego dowodu nie moze by¢ zastosowana w ogélnym
przypadku.

Zauwazmy, ze jezeli i, = 0 oraz liczby n_, n4 sa tej samej parzystosci, to z twierdzenia
4.2.6 wynika, ze BZFg0(2)(0) = O, zatem do badania problemu ograniczonosci zbioru rozwiazan
C(0) C {0} x R nie mozna uzy¢ metod z tego rozdzialu. Jezeli natomiast liczby n_, ny sa réznej
parzystosci, to z punktu (0,0) € {0} x R bifurkuje zbi6r stabych rozwiazan zagadnienia (4.2),
zgodnie z twierdzeniem 4.2.7. Zauwazmy, ze z twierdzenia 4.2.8 wynika, ze jest on nieograniczony.

W ponizszym twierdzeniu charakteryzujemy punkty bifurkacji stabych rozwigzan uktadu
(4.2), w ktérych zachodzi zjawisko tamania symetrii.

Twierdzenie 4.2.9. Zaloimy, ze a = § oraz ustalmy pim, € P(®n). Jeieli mg € Z jest liczbg

nieparzystq, to punkt (0, tm,) jest punktem globalnej bifurkacji stabych rozwigzan problemu (4.2),
w ktorym zachodzi zjawisko tamania symetrii.
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4 Uktad réwnan eliptycznych na kuli geodezyjnej

Dowéd powyzszego twierdzenia jest analogiczny do dowodu twierdzenia 4.1.9, przy czym
stosuje si¢ wniosek 1.5.18 zamiast wniosku 1.5.15.

Rozwazmy teraz zagadnienie (4.2) na dowolnej kuli geodezyjnej B(a) C S™, gdzie a € (0, 7).
Podobnie jak w uktadzie (4.1), stosujac metody z dowodu twierdzenia (4.2.8), uzyskujemy wyniki
mniej ogolne wyniki niz w przypadku a = §. Dow6d ponizszego twierdzenia jest analogiczny do
dowodu twierdzenia 4.1.10, dlatego go pomijamy.

Twierdzenie 4.2.10. Ustalmy | € N oraz pu,,, € B;.

1. Jezelin_ > 0 jest liczbg parzystq oraz zbidr C(pm,) C VxR slabych rozwigzan zagadnienia
(4.2) jest ograniczony, to ny > 0 jest liczbg nieparzystq oraz

Cpmo) N{(0, 1) € V x (=00,0): —p € on(=Agn; B(a)} # 0.

2. Jezeli ng > 0 jest liczbg parzystq oraz zbior C(—pm,) C V X R stabych rozwigzan zagad-
nienia (4.2) jest ograniczony, to n_ > 0 jest liczbg nieparzystq oraz

C(=pmy) N{(0, 1) € VX (0,00): pu € on(—Agn; B(a))} # 0.
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B(a), 1
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CE (), 16
CLE(V,V), 16
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BIFs0(n), indeks bifurkacji, 76, 85
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Agn-1, operator Laplace’a—Beltramiego, 12
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tramiego, 30
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Beltramiego na kuli geodezyjnej, 32

on(—Agn; B(a)), spektrum operatora Laplace’a-
Beltramiego na kuli geodezyjnej, 33

sub(G), zbiér domknietych podgrup grupy G,
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sub(Q), 22

sub[G], zbiér klas sprzezonoéci domknietych pod-
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sub[Q], 22

m~(+), indeks Morse’a, 22

doklejanie komoérek, 19
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grupa Liego, 13
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